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FORGO FERENC a Budapesti Corvinus Egyetem
tudostandra, az egyetem Operdciokutatds tan-
székének volt vezetdje, a magyar operacidkuta-
tas jelentds alakja 70 éves. Kollégdi, tanitvanyai
ebbdl az alkalombdl koszontik 6t ezzel a tanul-
manykotettel, amelynek cime nem csak a Forgo
Ferenc dltal mivelt tudomanyteriileteket idézi,
hanem egyéniségének fontos vonasait is hor-
dozza. A 28 szerzd altal jegyzett tanulméanyok
a jatékelmélet, a makrookonomiai modellezés,
a matematikai programozas alkalmazisai és a
dontéselmélet teriileteit érintik, ezek mindegyi-
kében valamilyen mddon kapcsolatot taldlva
Forg6 Ferenc munkassagaval.
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Koszontés (eloszo helyett)

Tanulmanykétetiink Forgé Ferenc 70. sziiletésnapjara késziilt. Az itt szerepld tanulma-
nyok szerzGiben kozos, hogy az linnepelt eddigi hosszu életiitjanak valamely szakaszdban
tanitvanyként, beosztottként, kollégaként, baratként (sot, ezen szerepek koziil tobben vagy
akar mindegyikben) egyiitt dolgoztak vele, s most megragadtdk az alkalmat, hogy tiszte-
letteljes jokivansagaikat e médon juttassdk kifejezésre. A kotet {rdsait 28 szerzd jegyzi.
Impozans szdm, 4m nyilvan nagysdgrendekkel nagyobb érték képviselné mindazokat, akik
ismerik, szeretik és sokra értékelik Forgd Ferencet. Ezen tanulmanyok éppen csak jelzik
azokat a teriileteket, ahol az eddigiek sordn miikodott, alkotott — s remélhetSleg veliink
egylitt még sokdig dolgozni fog.

A kotet cime — ,,Egyensiily és optimum” — a szerkeszték szdndéka szerint azonban tob-
bet jelent, mint tudomanyteriileti kulcsszavakat. Igaz ugyan, hogy Forgé Ferenc jelentds
munkdinak tobbségét a jatékelmélet és a matematikai programozds teriiletein publikalta,
azonban a puszta jelentésen til mindkét kifejezés hordoz valamit az 6 személyiségébdl is.
Tanarként, tanszEék- vagy intézetvezetdként, tudomdnyos tarsasagok tagjaként, vagy magan-
emberként is érzékelhettiik azt a szelid torekvést, amivel a legjobb megoldas felé terelte
didkjait, kollégait, tuddstarsait, bardtait. Ha pedig konfliktusok meriilnek fel, mindig sza-
mithatunk arra, hogy olyan megoldast keres, amelyik mindenkinek megfelel, ahonnan nem
érdemes elmozdulni, s ahol a k6zdsség is a legtdbbet profitalhat.

Az iinnepelt nem szereti az iinneplést. Kicsit félve nydjtjuk 4t ezt a kotetet is, nem
csipked-e meg benniinket bolcs irénidval ezért a ,,személyi kultuszért”. Hiszen az egyik
fontos dolog, amit tanulhattunk t6le, az, hogy a kiegyensilyozott, magas szinvonalii munka
az élet nélkiilozhetetlen tartozéka, nem feltétleniil van sziikség a kerek évszamokhoz kotott
megemlékezésekre. Most azonban ,.felldzadtunk™, igy gondolva, a 70. életév mar alkalmat
adhat arra, hogy kicsit megélljunk és emlékezziink, roviden végigtekintve Forg6é Ferenc
életutjan is.

A Budapesti Corvinus Egyetem Operacidkutatds és Aktudriustudomanyok Tanszéke ter-
mészetes mdédon magédn viseli az el6dok jegyeit. A Matematika Tanszék, kés6bb a Mate-
matikai és Szamitdstudomdnyi Intézet, ezen beliil, majd utdna az Operdcidkutatds Tanszék
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mind-mind a nagy egyéniségek, kivald tanarok és tud6sok munkaja nyoman lett orszagosan
elismert mtihellyé. Forgé Ferenc egyetemi pélyajat 1960-ban a legendds terv-matematika
szakon inditotta el Kreké Béla és Szép Jend tanitvanyaként, majd hamarosan kollégdjukkd
valt, és a stafétabotot Meszéna Gyorgytdl atvéve 1987-t8l nehéz iddszakokban kozel 15
éven keresztiil sikeresen kormanyozta az intézet és a tanszék hajéjat. Az 6 nemzetko6zi kap-
csolatai, hazai kutatdi elismertsége, vezetSi kvalitdsai is hozzdjarultak ahhoz, hogy ebben
az id6szakban az Operacidkutatds Tanszéken dolgozni, publikalni presztizst, szakmai rangot
jelentett.

1970-ben Ford-6sztondijjal egy évet toltott az Egyesiilt Allamokban (University of Sout-
hern California), majd tobb alkalommal, 6sszesen 3 év id6tartammal, hosszabb vendégtanari
meghivast is kapott a tengerentilon. Az operacidkutatas egyes teriiletein (nemkonvex prog-
ramozas, jatékelmélet) nemzetkozileg elismert eredményeket ért el, magyar és angol nyelvi
szakkonyveket irt egyediil és tarsszerzékkel. Cikkei referalt foly6iratokban jelentek meg,
publikdciés listdja impozans. Az MTA Operacidkutatdsi Bizottsdgdnak tobb mint 20 éve
folyamatosan tagja, az Operdcidkutatdsi Tarsasag és a Gazdasdgmodellezési Téarsasdg aktiv
tagja, az el6z6nek alelndke, az utébbinak elnoke volt az 1990-es években. Nemzetkozi és
hazai szakmai konferencidk el6addja, szekciévezetdje, programbizottsigi tagja volt szimos
alkalommal. Alkalmaz6i tevékenysége szintén jelents, mint azt e téren sziiletett publikdci-
oinak sora is jelzi. 1995 6ta négy jatékelméleti OTKA-kutatdsi csoportban vett részt, egynek
vezetdje volt. Ugyancsak részt vett egy EU kutatdsi projektben, a magyar csoport vezetdje-
ként.

Sokoldalu tevékenysége elismeréséiil 1998-ban Szentgyorgyi Albert dijat, 2007-ben Ma-
gyar Koztarsasag Arany Erdemkeresztje kitiintetést kapott. A szakma 2000-ben Kreké Béla
dijjal jutalmazta. Hallgat6i értékelései magasak, tanitvanyai tisztelik és szeretik. Bar munka-
kedve, alkotéereje toretlen, a felsGoktatasi rendeletek kivételt nem ismerd szabdlyai szerint
aktiv tanszéki szerepét 2012-ben fel kell cserélnie a Professor Emeritus cimmel. Ennek el-
lenére mindannyian — &t is beleértve — ugy véljiik, ez nem lesz akadélya annak, hogy az
eddigiekhez hasonl6 aktivitdssal vegyen részt a kutatdsban, a doktori iskoldk munkdjiban,
fontos tanszéki feladatok megolddsaban. Ugyanakkor remélhetSleg az eddiginél tobb ideje
lesz csalddjaval, unokdival, no meg sporttal, zenével, utazdssal foglalkoznia.

E kotet szerzdi, szerkeszt6i, a tobbi tanitvany és kolléga nevében, mi mast kivanhatnank,
mint hogy (szakmai) sikerekben gazdag, kiegyenstlyozott, egészséges évek sora kovetkez-
zen az Ujabb kerek évforduldig!

Budapest, Temesi Jozsef
2012. aprilis Solymosi Tamds
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Jatékelmélet






Alkuegyensulyok és stabil halmazok

Bednay Dezs6

Kivonat

A jatékelmélet egy fontos kutatasi teriilete a Nash-program, amely a kooperativ és nemkoo-
perativ megoldaskoncepciok kozott probal kapcesolatot teremteni. Dolgozatomban az egyik
els6 kooperativ megoldast vizsgdlom, a stabil halmazokat. Harsanyi egy 1974-ben meg-
jelent cikkében foglalkozott a témaval, megfogalmazta a nehézségeket a stabil halmazok
nemkooperativ jatékokba iiltetésével kapcsolatban, valamint megadta a jatékok egy olyan
részhalmazat, ahol ez probléma nem 4ll fenn. Ezen az osztalyon a stabil halmazok el6allnak
ugy, mint egy nemkooperativ alkujaték egyenstlyi stratégidinak fixpontjai. Ezt az alkuja-
tékot véltoztatom meg, €s megmutatom, hogy igy mér a hozzarendelési jatékok (amelyek
csak nagyon specidlis esetben voltak a Harsanyi-féle osztdlyban) stabil halmazai is el6allnak
egyensulyként.

1. Bevezetés

Atvélthaté hasznossagi jatékon, réviden TU-jatékon egy (P,v) part értiink, ahol P egy
nemiires véges halmaz, a jatékosok halmaza, v pedig egy Z(P) — R fiiggvény, amire
v(0) = 0. Ez a fiiggvény azt mutatja meg, hogy a jatékosok adott részhalmaza (koalicidja)
egytittmiikodve mennyi pénzt (a szerepldk kozott atvalthaté hasznossigot) képes elérni.

Az egyiittmiikodés eredményeként ,,megtermelt” pénzosszeget valahogyan szét kell osz-
tani a jatékosok kozott. Vizsgaljuk meg az ilyen kifizetések tulajdonsagait:

1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (P,v) jatékban az x = (x;)icp € RF kifizetés-vektor

o celérhetd az S koalicio szdamdra, ha x(S) = Ycsxi < v(S);

Bednay Dezs6
Budapesti Corvinus Egyetem, email: bednay @ gmail.com



4 Bednay Dezs6

o clfogadhatd az S koalicié szdmdra, ha x(S) > v(S);

o elényosebb az S szdmdra, mint az y = (y;)iep kifizetés-vektor, ha
X; > y; minden i € S-re;

o az S koalicion keresztiil domindlja az y kifizetés-vektort, ha az S szdmdra az x elérhetd,
és elonyosebb mint az y (jelolése: xdomgy);

o nem domindlt az S koalicion keresztiil, ha nincs az S szdmdra elérhetd olyan z kifizetés-
vektor, amire zdomg x;

o domindlja az y = (yi)iep kifizetés-vektort, ha létezik egy olyan S koalicid, amelyre
xdomygy, (jelolése: xdomy);

o nem domindlt, ha egyetlen S koalicion keresztiil sem domindilt.

Egy tarsulas 1étrejottéhez elengedhetetlen, hogy a benne résztvevék meg tudjanak egyezni
az egyiitt elérhetd legnagyobb haszon mindegyikiik szdmara elfogadhat6 elosztdsaban. Sok
jatékban (példaul az altalunk is vizsgalt hozzdrendelési jatékban) a tdrsadalomnak érdeke
a nagykoalici6 megalakuldsa, mert igy 6sszesen nagyobb hasznot képesek elérni, mint ki-
sebb csoportokban. Ezért ezt a v(P) dsszeget akarjdk egymds kozott szétosztani. A nagy-
koalicié szdmara elérhet§ kifizetés-konfiguraciékon beliil a koaliciok éltali elfogadhatésag
szempontjabdl a kdvetkezd hierarchiat szokds felallitani.

2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (P,v) jdtékban az x = (x;);cp kifizetés-vektor egy

o szétosztds, ha x(P) = v(P), vagyis a P szdmdra elfogadhaté és elérhetd;

o félelosztds, ha x(P) < v(P), és x; > v({i}) minden i € P-re, vagyis a nagykoalicié szd-
mdra elérhetd és minden egyszemélyes koalicio (vagyis jdatékos) szdmdra elfogadhato;

o closztds, ha x(P) =v(P), és x; > v({i}) minden i € P-re, azaz olyan szétosztds, amelyik
minden egyszemélyes koalicié (minden jdtékos) szdmdra elfogadhato;

o mag-elosztds, ha Y cpx; = v(P), és Yicsxi > v(S) minden S C N-re, azaz olyan szét-
osztds, amelyik minden koalicio szdmdra elfogadhato.

Jelolje ﬂ X ) @ szétosztdsok halmazdt, <ﬂ( Py) @ félelosztdsok halmazdt, S p, az elosztdsok
halmazat és ‘5 (py) @ mag-elosztdsok halmazat roviden a (P,v) jdték magjdt.

Szétosztas minden jatékban taldlhaté. Félelosztas és elosztas viszont akkor és csak akkor
van, ha v(P) > Y,cpv({i}), ami egy igen gyenge feltevés a szétoszthaté v(P) nagysédgdra
vonatkozoan. Mag-elosztdsok 1étezéséhez mar egy ennél joval szigortbb feltételnek kell
teljesiilnie. Az 4ltalunk vizsgalt hozzdrendelési jatékokban ez a feltétel mindig teljesiil, a
mag tehat sosem iires (Shapley és Shubik, 1972), a mag-elosztasok pedig jellemezhetSk
ugy, mint azok az elosztasok, amiket semmilyen mas elosztds nem domindl.

Neumann és Morgenstern (1953) alapvet6en olyan jatékokat vizsgaltak, amelyekben nin-
csen mag-elosztas, ezért 8k az elosztdsok egyenkénti nem domindltsdga helyett egy ennél
gyengébb stabilitdsfogalmat vezettek be.

3. Definici6 (Stabil halmaz). Egy V' C .%p,) halmaz stabil, ha teljesiti a kbvetkezd két
tulajdonsdgot:
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e Belsé stabilitds: P x,y € ¥ : x dom y.
e Kiilsd stabilitds: V'y € S(p,)\V Ix€ ¥ : x domy.

A stabil halmaz elnevezést az indokolja, hogy ha ennek a halmaznak egy eleme ellen
egy koalici6 fellép és kikényszerit egy masik, ezt domindl6 elosztast, akkor van egy masik
koalicid, amelyik elérheti, hogy visszatérjenek egy a stabil halmazbeli elosztdshoz (nem
feltétleniil az eredetihez). Ezért a halmazt6l valé minden eltérés csak ideiglenes lehet, igy
nem is éri meg ettdl eltérni.

Harsanyi (1974) a stabil halmazoknak ezt az interpretdcidjat kritizdlta, mert csak annyi
igaz, hogy a halmaz valamelyik pontjdba keriilnek vissza, de lehet, hogy a halmaznak ez
az utébbi pontja az eredeti elosztastdl eltérd koalicié minden tagja szamara szigorian jobb,
csak szamukra nem volt megvalésithaté. Igy kozvetleniil nem tudtak volna eljutni oda, csak
a masik koalici6 segitségével. Ha ez a helyzet, akkor mégis van olyan koalicid, amelyik el
fog térni a stabil halmaztdl, tehat az ,,nem is olyan stabil”.

Ez a probléma abbdl adddik, hogy a dominancia reldciéban a jatékosok rovidlatoak:
csak az érdekli Sket, hogy a kovetkezd 1épésben szigordan jobban jarjanak. Ezzel szem-
ben az elébb leirt példaban a koaliciok mar szamoltak azzal, hogy ha eltérnek, akkor egy

2

kovetkezd koalicid is el fog térni, ..., és tobb Iépéssel késdbb mi lesz a helyzet. Az ilyen,
tobb 1épésben torténd dominancidt nevezte Harsdnyi kozvetett dominancidnak, mert itt a két
kifizetésvektor nem kozvetleniil, hanem mads vektorokon keresztiil vezetd tton, kdzvetetten

domindlja egymast.

4. Definicié (Kozvetett dominancia). Egy y vektor kozvetetten domindlja az x vektort a ko-
alicick egy Sy, 5> ... S, sorozatdn keresztiil, ha létezik egy olyan x = x°,x' x*,. .. x""1 x" =
y sorozat, amiben mindeni=1,2,... n-re x' domsl.xi’l, tovdbbd minden j € Si-re y; > x’j_l.

7 2z

Itt az S; koalicié nem csak a kovetkezd allapottal szdmol, hanem azzal is, hogy ha ki-
kényszeritik az x! vektort, akkor utdna az S, kikényszeriti az x*-t, ..., végiil eljutnak az
y vektorhoz. Az S; koalici6 tagjainak akkor éri meg folytatni ezt a ldncot, ha az y vektor
elényosebb szamukra mint az X1, amit6] 6k térnek el.

1. Példa. Nézziik az A = [10,6,2] métrixhoz tartoz6 hozzdrendelési jatékot. Jelolje M az el-
adot, és Ny, N, N3 a harom vevét, kifizetésiiket pedig rendre u, és vy, v,, v3. Mivel szétoszt-
hat6 tobbletet csak egy {M,N;} tipusi koalici6 tud elérni, domindlds is csak rajtuk keresztiil
torténhet, jeldlje ezt roviden domy; (i = 1,2,3).

Ebben a hozzérendelési jatékban az (u;vy,v2,v3) = (0;10,0,0) elosztdst kizvetetten
domindlja a (2;7,0,1) elosztds, mégpedig a koalicick {M,N3}, {M,N,} és az elosztdsok
(0;10,0,0), (1;6,2,1), (2;7,0,1) sorozatan keresztiil, mivel:

(2;7,0,1) dom; (1;6,2,1) doms (0;10,0,0),

és az {M,N3} koalici6 mindkét tagja szdmaéra elSnydsebb a végss (2;7,0,1) elosztés, mint
a kiindulé (0;10,0,0) elosztds.
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Kozvetlen dominancia viszont nincs a két vektor kozott. Ilyen dominancia csak az elad
és a harmadik vevé alkotta koalicién keresztiil lenne lehetséges, mivel a (2;7,0,1) vektor
csak nekik elényosebb a masikndl, szamukra viszont ez nem elérhetd.

A késbbbiekben érdekes lesz szamunkra a kovetkez8, Harsanyi (1974) éltal vizsgalt ja-
tékosztaly:

5. Definicié (Abszolit stabil jaték). Egy jdtékot abszoliit stabil jdatéknak neveziink, ha a
jdtékban a kozvetett dominancidbol kovetkezik a kozvetlen, azaz ha a jdtékban egy elosztds
domindl egy mdsikat egy S koaliciéval kezdddd sorozaton keresztiil, akkor az S koalicion
keresztiil kozvetleniil is domindlja.

Konnyt belatni, hogy minden olyan jaték abszoliit stabil, amiben csak a nagykoalici6 és
a (|P| — 1)-tagu koalicidk értéke pozitiv, a tobbié pedig 0. Ilyen példdul minden legfeljebb
3-szereplds jaték. Egy masik példa az abszolut stabil jatékra a Gale és Shapley (1964) 4l-
tal definidlt hdzasparositds-jaték, mivel ezekben a jatékokban minden pérositas elérhetd a
koalicidk szdmadra.

2. Harsanyi modellje

Egy (P,v) kooperativ jatékhoz definidljunk egy nemkooperativ alkujatékot a kovetkezo-
képpen: a jatékosok halmaza legyen P U {0}, ahol a 0 jdtékos az alku vezetGje. A jaték az
alabbi forgatékonyv szerint zajlik: van egy x° elosztds (vagy félelosztds), ami az alku aktu-
alis allapotat mutatja. El8szor a 0 jatékos kijelol egy S koaliciot, ennek a tagjai — szimultdn
moédon — javaslatot tehetnek egy uj elosztasra (vagy félelosztasra). Két lehetdség van:

1. Ha a kijelolt S koalicié tagjai nem mind ugyanazt a vektort javasoltdk, vagy ha ugyan
mind ugyanazt az x'-et javasoltdk, de az x' nem dominalja az x° vektort az S koa-
licién keresztiil, akkor a jaték véget ér és a P-beli jatékosok megkapjak az x°-beli
kifizetésiiket.

2. Ha mindannyian ugyanazt az x'-et mondjak és x' domgx®, akkor az alku aktualis 4lla-
pota megviltozik x!-re és a vezet§ kijeldl egy djabb koaliciét, . . ..

A kifizetések a kovetkezSk: ha az alku véget ér, akkor a P-beli jatékosok megkapjdk az
utolsé x' vektort, ha nem ér véget, akkor mindenki 0-t kap. A vezet§ kifizetése, ha t 1épésben
ér véget az alku, akkor thzo 27/, ha pedig nem ér véget, akkor Yo 27/ =2 lesz. A vezet
célja tehat, hogy minél tovabb tartson az alkudozés.

Amennyiben egy koalicié egy adott dllapotban nem akar domindlni, akkor feltehetd,
hogy ha megkérdezik Sket, akkor az éppen aktudlis allapotot fogjak javasolni, nem pedig
kiilonboz6 elosztasokat, vagy egy olyan vektort, amelyik nem képes dominalni. Eppen ezért
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azokat az allapotokat, amelyekben megdll az alku, nevezhetjiik a stratégiaprofil fixpont;ja-
nak. Harsdnyi (1974) megmutatta, hogy a stabil halmazok el6allnak, mint egyensulyi stra-
tégidk fixpontjai, hiszen az abszolut stabil jatékok osztalydn nem kiilonbozik a kozvetlen és

a kozvetett dominancia.

1. Tétel (Harsanyi, 1974). Az abszoliit stabil jdatékokban a Harsdnyi-féle alkujdték részjd-
ték tokéletes koalicios Nash-egyensiilyi stratégiaprofiljainak fixpontjai egy stabil halmazt al-
kotnak. Forditva, minden stabil halmazhoz taldlhaté egy részjdték tokéletes koalicios Nash-
egyensulyi stratégiaprofil, amelynek fixpontjai a halmazbeli kifizetések.

A koaliciés Nash-egyensily azt jelenti, hogy nem csak egy embernek van lehetGsége
megvaltoztatni a stratégidjat, mint altaldban a Nash-egyenstlyndl, hanem egyszerre tobb-
nek is. Péld4ul a Fogolydilemma j4téknak nincs koaliciés Nash-egyensiilya, mert ott a két
jatékosnak megéri egyszerre eltérni a dezertdl-dezertdl stratégiatol.

Erre a valtoztatasra az alkujaték szimultdn része miatt van sziikség, mivel ha koaliciés
helyett csak rendes Nash-egyensilyt kovetelnénk meg, akkor egyensilyi lenne az a viselke-
dés, hogy egyetlen helyzetben sem akar senki sem domindlni. Ugyanis a kialakult allapoton
egyénileg egyetlen jatékos sem képes viltoztatni, hidba mondana maést, az alku nem folyta-
tédna tovabb, igy nem érné meg neki eltérnie.

A késobbiekben ezt a tételt szeretnénk altaldnosabban, egy bévebb jatékosztalyon is be-
latni. A bizonyitas érdekében valtoztassunk egy kicsit az alkujatékon. A Harsanyi-féle tétel
az 4j alkujatékkal is érvényes lesz, de igy nem csak az abszolut stabil jatékokra, hanem
a hozzarendelési jatékokra is, amelyek pedig — amint azt a fenti példdban is lattuk — nem
abszolut stabilak.

3. Egy uj alkujaték

A Harsanyi (1974) altal definidlt jatékhoz képest annyit véltoztatunk, hogy nincs vezetd,
hanem minden félelosztdshoz tartozik a koalicidknak egy sorrendje. El6szor a sorrendben
elsé koalici6 tagjait kérdezik meg. Ha meg tudnak allapodni egy uj, az el6z6t domindld
vektorban, akkor attérnek az dj vektorra, ha nem, akkor megkérdezik a sorrendben kovet-
kez6 koaliciét. Ha egyik koalici6 tagjai sem képesek megegyezni, csak akkor torténik meg
a szétosztas.

Megtehettiik volna azt is, hogy megtartjuk az alkuvezet6t, csak neki most mar a koaliciok
egy sorrendjét kell mondania, és van valamilyen preferencidja a megval6sulé elosztdsokon,
vagy az eredeti modellhez hasonldan az a célja, hogy minél tovabb tartson az alku.

A leiras egyszertisitése miatt feltehetjiik, hogy amikor megkérdezziik egy koalici6 tagjait,
akkor nem csak ezen koalicié tagjainak, hanem az 6sszes jatékosnak kell egy javaslatot tenni
az Uj félelosztasra, de csak a kijelolt koaliciot vessziik figyelembe, teljesen mindegy, hogy
a tobbiek mit mondanak.
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Egy jatékos stratégidja egy ¢’ x {1,2,... ,Z‘P‘} — &' fiiggvény, ami azt mutatja meg,
hogy mit mond el8szor, masodszor, . .., 21P-edszer a jatékos, ha az alku egy adott félelosz-
tasndl tart. A Harsanyi-féle jatékhoz képest sokszor egyszeriibb, hogy nincs vezetd, mivel
innentdl egyéltalan nem érdekes, mikor ér véget az alku, csak az, hogy véget ér-e, és haigen,
melyik allapotban. Amit a jatékvezet6 elhagyasaval megspdroltunk, azt a jatékosok straté-
gidinak bonyolultsagaval kell megfizetniink, mivel ha egy koalicié nem dominal, akkor nem
torténik meg a kifizetés, hanem egy djabb koaliciét kérdeznek meg. Ezért 1ényeges, hogy az
adott koalicié mikor kovetkezik, kik azok, akiknek utdna még van lehet6ségiik alkudozni.

Ezen kiilonbségek ellenére a két jaték nagyon hasonlit egymadsra. Ennek az a f6 oka, hogy
a vezetd feladatat valgjaban csak szétosztottuk a jatékosok kozott. Egyensulyban nehezen
elképzelhetd, hogy az alku a Harsanyi-féle jatékban megéll, mig a masikban folytatddik,
mert akkor a vezet6 nem optimalisan vélasztott koaliciét.

1. Allitas. Az egyensiilyi stratégidk fixpontjainak halmaza zdrt.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz, azaz van egy fixpontokbdl 4116 {x'} soro-
zat, aminek az x hatdrértéke nem fixpont. Ekkor van egy koalici6, amelynek megéri eltérni
az x vektortdl, mert az alku végén mindegyikiik szigorian jobban fog jarni, mégpedig leg-
aldbb e-nal, ahol € > 0. Ebben az esetben viszont az x vektor (&/2)-sugart kornyezetében
nem lehet fixpont, mert az el6z6 koalicidnak ett6l a fixponttdl is megérné ugyanigy eltérni,
ami ellentmondds. a

2. Allitas. Az egyensulyi stratégidk fixpontjainak halmazdra teljesiil a belsd stabilitds.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz és van két fixpont, x €s y, valamint egy S
koalici6, amin keresztiil az y domindlja az x-et. Ebben az esetben az S koaliciénak megéri
véltoztatnia a stratégidjan: ha az x helyzetben, amikor rajuk keriil a sor, mindenki y-t mond
az x helyett, azzal mindannyian nyernek, mivel az y elosztds fixpont volta miatt az alku ott
fog megallni, és ezzel mindannyian jobban jarnak, mivel ydomgx. Ezért az eredeti stratégia
nem lehetett egyenstlyi. Q

3. Allitas. Egy egyensiilyi stratégidhoz tartozo fixpontok halmaza része az elosztdshalmaz-
nak.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz, és van egy x € .#'\.# fixpont. Noveljiik
meg x minden koordindtéjat (v(P) —x(P))/|P|-vel, és jeloljiik ezt a vektort y-nal. Nyilvan-
vald, hogy y € .# és ydompx. Ha x fixpont volt, akkor az y-nak is annak kell lennie, mivel,
ha y-t6] megéri eltérni egy koalicidnak, akkor x-t6l is megéri eltérnie. Viszont y domindlja
x-et a nagykoalicién keresztiil, ami a 2. Allitds miatt ellentmondas. a
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Ezek az eredmények éltaldnosan is igazak minden kooperativ jatékbol szarmaztatott al-
kujatékban. Hozzarendelési jatékok esetén (amikor a jatékosok két csoportra bonthatéak és
dominancia szempontjabdl csak a vegyesparosok szamitanak, a nagykoalicié értéke pedig
megegyezik a vegyesparosok altal elérhetd maximadlis 6sszhaszonnal) ennél tobb is elmond-
hat6:

4. Allitas. Hozzdrendelési Jjdtékban az egyensiilyi stratégidk fixpontjainak halmaza hdlo.

Bizonyitas: A gondolatmenet gyakorlatilag ugyanaz, mint a mag, valamint a stabil halmaz
h4lé tulajdonsdgdnak bizonyitdsanal.

Legyen (x!;y') és (x?;y?) két fixpont. Ekkor (x! vaZ;y! Ay?) és (x! Ax?;y! vy?) koziil
legaldbb az egyik félelosztds. A szimmetria miatt valaszthatjuk az els6t. Ha ez nem lenne
fixpont, akkor van olyan (i, j) vegyespdros koalicié, amelynek megérné ettdl eltérni és egy
(x3;y3) félelosztdst mondani. A szimmetria miatt feltehetd, hogy y}- < y?. Ekkor viszont
(x*;y*) domy;(x';y') miatt az (i, j) vegyesparosnak megéri eltérnie az (x';y') esetben is,
tehdt az nem lehet fixpont.

Azt kaptuk tehat, hogy ha (x' v x%;y' Ay?) egy félelosztas, akkor fixpont is. A 3. Allits
miatt ekkor (x! Vx?;y' Ay?) egy elosztés, ekkor viszont az (x! Ax?;y! v y?) is elosztds, tehat
fixpont is, azaz a fixpontok halmaza halé. a

5. Allitas. Hozzdrendelési jdtékban az egyensiilyi stratégidk fixpontjainak halmaza tartal-
maz egy olyan pontot, amiben mindent az eladok kapnak, és egy olyan pontot, amiben min-
dent a vevdk kapnak.

Bizonyitas: A szimmetria miatt elég megmutatni, hogy van olyan pont, amiben mindent az
eladok kapnak. Az 1. és 3. Allitas szerint a fixpontok halmaza egy zért halé, igy van olyan
pontja, amelyben az eladdk azt a maximadlis 0sszeget kapjdk, amennyit egy fixpontban csak
kaphatnak. Ha ebben a pontban nem mindent az eladék kapnak, akkor vegyiik azt a pontot,
amiben a vevOk kifizetését az eladok kozott egyenld ardnyban szétosztjuk. Ez nem lehet
egy fixpont, mivel minden eladé tobbet kap, mint a maximadlis fixpontban. Ekkor viszont
van olyan koalici6, amelyiknek megéri ettdl eltérni, mert az alku végén egy ennél szigortian
jobb elosztashoz jut. Ilyen viszont nem lehet, mert ennek az utolsé pontnak egy fixpontnak
kell lennie, ebben viszont az eladok nem jirhatnak jobban, mint az eredeti elosztdsban, ami
az eladok szdmdra optimalis volt. a

6. Allitas. Hozzdrendelési jdtékban az egyensiilyi stratégidk fixpontjainak a halmazdban
bdrmely két pont kozott van egy harmadik.

Bizonyitas: Legyen (x';y!) és (x*;y?) két fixpont. Megmutatjuk, hogy taldlhaté a ketts
kozott egy harmadik fixpont is. Feltehetd, hogy x' < x? és y! > y?, mivel ha nem igy
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lenne, akkor az (x' Ax%;y! v y?) pont j6 lenne harmadik fixpontnak. Legyen (x*;y?) =
(59" + (x%;5%)) /2. Ha az (x*;y?) egy fixpont, akkor taldltunk egy (x';y') és (x%;y?) ko-
z6tti fixpontot. Ha nem fixpont, akkor van olyan (i, j) vegyespdros, akiknek megéri eltérni
az (x3;y%) elosztastdl, mert igy az alku végén egy (x*;y*) fixponthoz jutnak, ami mindket-
t6jiiknek eldnydsebb, mint az (x*;y?). Ha x} < x3 és y}. < y?, akkor az (x';y!) elosztastél
is megérné eltérni. Tehat x} > x?-nek vagy y}- > y? -nek fenn kell dllnia. A szimmetria miatt
feltehet, hogy az elsd egyenlStlenség teljesiil. Ekkor x! > x3 = (x! +-x7)/2 > x?. Hason-
16an x,-2 > xf’ és y? > y? koziil is valamelyiknek teljesiilnie kell. Az els6 egyenl6tlenség nem
teljesiilhet, gy a masodiknak kell teljesiilnie. Ekkor y3 > y3 = (v} +3%)/2 > y}. A 3. Alli-
tas miatt med((x';y"); (x%;y%); (x*;3*)) egy fixpont, és y} < y? < y‘}, valamint x? < x} < x}
miatt kiilonbozik az (x';y!)-t8l és az (x*;y?)-t6] is. a

Mivel a fixpontok halmaza zart és barmely két pontja kozt van egy harmadik, igy 6ssze-
fliggd is.

7. Allitas. Hozzdrendelési jatékban az egyensiilyi stratégidk fixpontjainak halmaza tartal-
mazza a bdrmely két pontja kozti félelosztdsok magjdt.

Bizonyitas: Az (x';y!) és (x?;y*) pontok kozti félelosztdsok magja azon (x;y) félelosz-
tdsokbol 4ll, amelyeknél minden (i, j) vegyespdrosra x; +y; > a;; vagy x; = x} VV x? vagy
yj= y} Vy§ teljesiil. Ha egy ilyen félelosztds nem fixpont, akkor van olyan vegyesparos,
amelyiknek megéri ettdl eltérni, de akkor ennek a vegyesparosnak ugyanigy megéri eltérnie
(x';y1)-t81 vagy (x*;y?)-t6l is, tehat az nem lehet fixpont. a

2. Tétel. Hozzdrendelési jdatékban az egyensiilyi stratégidk fixpontjai egy stabil halmazt al-
kotnak.

Bizonyitas: A bizonyitdshoz felhaszndljuk a stabil halmazok hozzarendelési jatékokon vett
karakterizdcigjat (Bednay, 2011), miszerint

Egy hozzdrendelési jdatékban az elosztdshalmaz egy részhalmaza pontosan akkor stabil hal-
maz, ha

1. teljesiti a belsd stabilitdst;

2. tartalmaz egy olyan pontot, ahol mindent az eladok kapnak és egy olyat, ahol mindent
a vevok kapnak;

3. Osszefiiggd;

4. tartalmazza a bdrmely két pontja kozti elosztdsok magjdt.

Azt, hogy minden fixpont egy elosztds a 3. Allitisban lattuk be. A belsd stabilitds a 2.
Allitasbél, az pedig, hogy tartalmazza a két szélsGséges elosztast az 5. Allitasbol adédik. Az
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osszefiiggdség az 1. és a 6. Allitas egyiittes kovetkezménye. Az utolsé feltételt pedig a 7.
Allitdsban mutattuk meg. a

Ennek az allitdsnak a forditottja is igaz.

3. Tétel. Hozzdrendelési jdatékban minden stabil halmazhoz taldlhaté olyan egyensiilyi stra-
tégiaprofil, aminek a fixpontjai a stabil halmaz elemei.

Bizonyitas: Legyen ¥ egy stabil halmaz az A matrixhoz tartozé hozzarendelési jatékban
és legyen 2" C ¥ egy, a ¥ két sarkat (ahol mindent a vevSk és ahol mindent az eladok
kapnak) 6sszekotd monoton gorbe. Egy ilyen gorbe biztosan 1étezik a stabil halmazok el6z6
tételben leirt karakterizdciGja miatt. Vegyiik azt a stratégiaprofilt, amiben az (i, j) koalici6 a
kovetkez6t teszi:

e Ha az alku a ¥ valamelyik pontjdban tart, akkor nem akarnak domindlni.

e Ha egy nem ¥ -beli (x;y) pontban vagyunk és nincs az 2 gorbének olyan pontja,
amivel mindketten jobban jarnak, akkor szintén nem akarnak domindlni.

e Ha az 2 -nek van olyan pontja, amivel mindketten jobban jarnak, és az domindlja is
az aktudlis pontot, akkor mindketten ezt mondjak (ha tobb ilyen van akkor ezek koziil
egyet).

e Haaz £ -nek van olyan (u;v) pontja, amivel mindketten jobban jarnak, de ez nem do-
mindlja az aktudlis pontot, mert nem elérhet6 az (i, j) vegyespdros szamdra, akkor le-
gyen (x';y") azapontaz (x;y)-t és (u;v)-t Ssszekdts szakaszon, amelyre x; +y} = aij.
Legyen (u';v!) az 2 gorbének egy olyan pontja, amelyre x! = u!, az (u?;v?) pedig
egy olyan, amire y? = vf. Ilyen pont van, mivel az (u;v) € 2" pontnak a megfelels
koordinétai nagyobbak, mint (x';y!)-éi, 2" végpontjaiban a megfeleld koordinatik
kisebbek, és 2 OsszefiiggGsége miatt minden, a ketts kozotti értéket felveszi 2 -nek
valamelyik pontja. Legyen (x*;y?) az (x';y') és (x*;y%) vektorok minimuma, azaz
(x*;3%) = (x! Ax%;y' Ay?). Ebben az esetben az (i, j) koalicié mindkét tagja ezt az
(x*;y?) vektort mondja be.

Ez egyensiilyi stratégia lesz, mivel ha mindenki ezt jatssza, akkor biztos, hogy egy 7 -
beli pontba (altaldban egy 2 -belibe, kivéve ha eredetileg #-bél indult az alku) jutunk. A
fent lefrt stratégiatdl egyik koalicionak sem érdemes eltérnie, mivel:

e Egy 7 -beli pontbdl egy koaliciénak sem éri meg eltérnie, mivel ha eltérnek, akkor az
alku végén biztos, hogy egy masik ¥ -beli vektorba jutnak el, ami ¥ belsd stabilitasa
miatt nem lehet mindkett&jiiknek elényosebb, mint az eredeti.

e Ha nem ¥ -beli pontbdl indulunk ki, akkor az eredeti stratégia végiil egy 2 -beli pon-
tot fog eredményezni. Ezen egy koaliciénak sem érdemes valtoztatnia. Tegyiik fel,
hogy ez mégis megéri a jatékosok egy csoportjanak. Nézziik az utolsé pdrost, akik
eltértek. Ok egy Y\ Z -beli pontot mondtak (ha nem ilyet, akkor onnan végiil egy
Z -belibe érne az alku, mivel ettdl kezdve mindenki koveti az eredeti stratégidjat).
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Ez az elosztds viszont dominalja azt a 2 -beli pontot, ahova eltérés nélkiil jutottak
volna, mivel megvaldsithat6 és elényosebb is az utolsé par szdmara (kiilonben nem
érte volna meg véltoztatni a stratégian), ami ellentmond az 2~ belss stabilitasanak.

e Eddig azt l4ttuk be, hogy ha a fent leirt stratégiat6l egy koalicié eltér, az is egy 2 -
beli kifizetést fog eredményezni. Az 2~ monotonitdsa miatt viszont nem érheti meg
szigordan a paros mindkét tagjanak eltérni, hogy a mostani végeredmény helyett egy
masik 2 -beli pontba jussanak, ezért a stratégia egyensulyi.

a

Koszonetnyilvanitas:

A szerz6 koszoni Forgd Ferencnek, hogy figyelmébe ajanlotta Harsanyi (1974) tanulmanyat
és az abban rejl6 kutatdsi lehet§ségeket. A szerz6 munkdjat az OTKA K-72856 pdlyézat
tdmogatta.
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Egyiittmiikodés és verseny ellatasi lancokban:
jatékelméleti perspektiva

Dobos Imre

Kivonat

Az ellatési lancok feladata az, hogy fogyasztoi sziikségletet elégitsenek ki. Az ellatasi 14n-
cok vallalatok halmazai, amelyek kapcsolatban allnak egymdssal. Ezen véllalatokat a koz-
tik 1év6 anyag- és informaciéaramlas koti 6ssze. Mivel komplex rendszereket nehéz vizs-
gdlni, ezért az elemzések két és harom vallalat kapcsolatat tanulmanyozzdk. Ebben a dolgo-
zatban a Banerjee (1986) éltal javasolt modellt terjesztjiik ki arra az esetre, amikor a kereslet
a beszerzési 4rtdl fiigg. Osszehasonlitjuk a kozos megegyezéssel kialakitott rendelési tétel-
nagyséagot a verseny esetén kialakul6 rendeléssel.

1. Bevezetés

Az ellatasi lancokban felmeriil§ anyag- és informacidéaramlas problémadi ismertek voltak
ugyan, de a véllalatgazdasagi vizsgdlatok megmaradtak az egyes véllalatok szintjén. Az els6
elemzések, amelyek az ellatdsi lancok koltségproblémait két vallalat esetére elemezték, vi-
szonylag rovid maltra tekintenek vissza. Az irodalomban Goyal (1977) és Banerjee (1986)
dolgozatai elemezték a vallalatok kozotti rendelési tételnagysdg meghatarozasat két valla-
lat esetén. Erdekes modon az utébbi modell valt ismertebbé, taldn azért, mert az 1970-es
években a tudomanyos kézvélemény még nem volt nyitott a kdlcsonhatdsok elemzésére, az
nem okozott hatékonysdgi problémat, vagy ha mégis, akkor a problémat mas médszerekkel
probaltak megoldani. Ebben a cikkben Banerjee (1986) modelljét vizsgéljuk arra az esetre,
ha a készletezési koltségeken kiviil a beszerzési koltségek is a dontést befolyasold szerepet
jatszanak. Az ellatdsi lancok koordinicidjanak irodalmaban a most leirt modellt beszerzési

Dobos Imre
Budapesti Corvinus Egyetem, Logisztika és Ellatasi Lanc Menedzsment Tanszék,
email: imre.dobos @uni-corvinus.hu
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ar szerz6désnek hivjak, hiszen a kialakult ar egy megallapodas eredménye (Cachon, 2003).
Az ellatasi lancok koordiniciéja matematikai oldalrél szoros kapcsolatban van a jatékel-
mélettel, ugyanis egy olyan ,,szerzdést” kell kotni, amely mindkét fél szamadra kielégito.
Ekkor alkalmazhatéak a jatékelmélet eredményei (Szép és Forgd, 1974).

Ebben a dolgozatban feltételezziik, hogy az ellatasi lanc két szerepl6bdl all: a beszalli-
tobol és a termel6bSl. A lancban a beszallitordl feltételezziik, hogy aralakitd, azaz nincs
piaci dr, az a két fél megallapoddsan nyugszik. Ugyanakkor a termel6 dont arrdl, hogy
egy adott aron mekkora tételnagysagot rendel. Feltételezziik, hogy a megallapodas ered-
ményét mindkét fél elfogadja, ahhoz tartja magat. A kérdés tehat az lesz, hogy mekkora
mennyiséget rendel a termeld a beszallito altal javasolt aron. Ehhez ismertnek tételezziik fel
a termeld keresleti fiiggvényét a beszerzési ar fliggvényében. A modell ebben a forméjaban
egy klasszikus determinisztikus jatékelméleti feladattd egyszertisodik a relevans koltségek
ismeretében.

Ugyanakkor az irodalomban ismert, hogy ez a jatékelméleti megoldds, azaz a Nash-
egyenstly nem optimadlis a rendszer egészének szempontjabol, azaz ha egyiittes stratégidval
Iépnének fel a felek, példaul egy mediatorral/tirgyaléval torténd egyeztetés révén, vagy a
koltséginformacidkat teljesen megosztandk, akkor nagyobb nyereséget érnének el (Baner-
jee, 1986). Ebben az esetben azonban a tobbletnyereség elosztasa lenne a kovetkez feladat,
amivel dolgozatunkban nem foglalkozunk.

A dolgozatban azt vizsgdljuk, hogy a javasolt beszerzési ar szerz6dés mennyire tér el
a kozos, azaz Pareto-optimumtdl. A kovetkezd részben a modellt ismertetjiik, valamint azt,
hogy hogyan miikodik a modell. A harmadik fejezetben a feladat Nash-egyensilyat elemez-
ziik, az egyensilyi rendelési tétellel és beszerzési arral. A kovetkezd rész a kozosen elérhetd
maximadlis nyereséghez rendelhetd dontési valtozokat, vagyis a tételnagysagot és az arat ha-
tdrozza meg. Ezutdn az 6todik fejezet egy numerikus példat mutat be, végiil 6sszegezziik
eredményeinket.

2. A modell

A modell paraméterei a kovetkezbek:

e 5, atermelS egy rendelésre es rendelési koltsége,

e /i, atermeld készlettartasi koltsége, pénzegység/darab/év,

e 5, abeszallité egy rendelésre esd fixkoltsége, pénzegység,
o /i, abeszallito készlettartdsi koltsége, pénzegység/darab/év.

A modell dontési valtozoi az alabbiak lesznek:

e p abeszallitd 4ltal javasolt beszerzési r, pénzegység, nemnegativ,
e ¢ atermeld rendelési tételnagysdga, darab, nemnegativ.
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A termeld éves keresleti fiiggvénye is adott, monoton csokkend fiiggvénye a beszerzési
arnak. Tételezziik fel, hogy ez a fliggvény linedris, és egy adott py drndl tobbet nem hajlandé
az aruért a termeld fizetni. A keresleti fiiggvény a kovetkez&képpen irhato fel:

D(p):a_bpv O<P<P07

ahol az a és b paraméterek ismertek kordbbi tapasztalatok alapjin, és feltessziik, hogy
po < a/b , vagyis a maximalis 4rndl is pozitiv a kereslet. Ehhez az 4rhoz tartozik egy mini-
malis kereslet, amit feltétleniil el kell adni, hogy a beszallité vallalat ne legyen veszteséges.

A beszallité nyereségfiiggvénye az arbevétel és a készletezési koltségek kiillonbségeként
értelmezhetd:

TCy(p,q) = pD(p) — {SbDE]p)‘f‘;Ihh}- (1)

Ez a konstrukcidval egy konkdv fiiggvényt ad.
A termel8nek esetiinkben csak koltségei vannak, a piacon a végtermékébdl elért arbevé-
telét nem vessziik figyelembe, mert csak az adott tranzakcidra Osszpontositjuk figyelmiinket:

16 () = D)+ |22 1 0. @

Az (1)-(2) feladat megoldésait keressiik. Két formaban kutatjuk fel az egyensulyi pon-
tokat. Ha a probléma versenyegyensulyét, azaz a Nash-egyenstilyat keressiik, akkor olyan
( ANl ) part akarunk felkutatni, amelyre

TC) (PN’QN) >TCy (P#ZN)

TC, (p".¢") < TC: (p".q)

ami azt jelenti, hogy a beszallité a nyereségét maximalizdlja, mig a termeld kizarélag a
koltségek minimalizalasat ttizi ki céljaul.

Foglalkozzunk most azzal a problémédval, ha a felek a koltségeiket 0sszegzik, azaz ugy
viselkednek, mintha egy vallalat lennének. Ekkor a k6zos ,.koltségfiiggvény” az alabbi for-
mdt veszi fel:

D(p)

TCP (p,q) =TCy(p,q) +TC; (p,q) = (sp+51) + g (hp+ hy) (3)

ugyanis a beszallité arbevétele a termeld koltsége, vagyis kioltja azt, ezért nem szerepel az
Osszegzett koltségfiiggvényben. A (3) feladat megolddsa egyben Pareto-optimumot jelent,
amit a (p?,¢P) pont jeldl.

A Nash-egyenstly és a Pareto-optimum kapcsolatardl ismert, hogy az elért dsszes hasz-
nossag (esetiinkben a ,,jatékosok” Osszes minimadlis koltsége, mint negativ hasznossig) a
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Pareto-optimumban nagyobb, mint a Nash-egyenstlyban, vagyis

rcr (pN,g") > TCP (pP.q").

Az ellatasi lancok koordindciéjanak irodalmdban arra a kérdésre keresik a valaszt, hogy
milyen koordindciés mechanizmussal lehet ezt a Pareto-optimumot elérni.

3. A probléma Nash-egyensilya

Hatarozzuk meg az (1)-(2) probléma egyensilyi pontjait. E16szor adott rendelés esetén
optimalizaljuk a feladatot a beszallité szemszogébdl, azaz a g rendelési tételnagysagot val-
tozatlannak feltételezve.

Az (1) nyereségfiiggvényt a kovetkez6képpen irhatjuk fel:

a—>b
TCy (p,q") = pla—bp) —sp qu—q;hb, 0 < p < po.

A beszallité 6sszkoltségét egyszerlibb formdaban is felirhatjuk az ar fliggvényében:

2 spb a ¢V
TCb(P;qN):_bP+ a+q7N p— quw+7hb , 0< p < po.
A beszallito éltal adhaté ar, amely mellett maximalizdlja a termelését adott rendelési meny-
nyiség esetén:
ag" + spb agN + spb
TN 0<—F—Fx—<po
NN 2bgV 2bgV
M (") = N : 4)
aq” +spb S
po 721%]” po
Ezzel definidltuk a beszallité egyensulyi dontését. Tekintsiik most a termeld probléma-
jat azzal a feltételezéssel, hogy az 4r adott szdmdra. A (2) koltségfiiggvény nem fiigg az
anyagkoltségt6l, ezért csak a készletezési koltségeket kell minimalizélni:

bW a,
2

TC (p",q) =p"D (PV) + | s»

)

ami a klasszikus optimdlis tételnagysdgot adja megoldasként:

[25,D (pV
qN(pN): ST(IJ) 5)

Eredményiinket az aldbbi allitdsban foglalhatjuk ossze.
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1. Allitas. Az (1)-(2) Jjdtékelméleti modell Nash-egyensiilydt a kovetkezd dr és tételnagysdg
irja le:

an-l-;hb Ogan-l—A}S‘bbSpO
N (qN) _ 2bq 2bq
p N
aq” + spb
Do W 2 Po
[2s:D (pN
Pl (pN) _ ' h( )
t
Az egyensulyi koltségek a beszdllitondl:
N N2 spb\ N a 4"
TCy (p",q") =—b(p") + a‘f'qTV P - quw+7hb 5

mig a termeldénél

TC, (pN7qN) =pV (a—pr) + 1/ 2s¢h (a—bpV).

A jatékelméleti feladat numerikus megoldasdhoz az 1. dbra nyujt segitséget. Az ana-
litikus megoldds meghatdrozasa nem lehetséges, annak eldéllitdsa kozelitéssel torténhet.
Kozelitd eljarasokkal nem foglalkozunk, a numerikus analizisben rendelkezésre dllnak az
optimumhoz vezeté modszerek.

(]N ¢ T } T T T
200 — qN(pN) :\E —
150 :_%__%”‘—————5_%_%;_ =
.I' ﬁxk_x_____q_
100 :'. i T
ol S PN i
0 : ’ L ——— = o

1. dbra. A modell egy grafikus megoldas

Mivel mindkét fiiggvényiink, az ar- és mennyiségfiiggvény is monoton, ezért, ha létezik
a feladatnak megoldasa, akkor az egyértelm.
A Nash-egyensily meghatdrozdsa utdn vizsgaljuk a feladat Pareto-optimumadt.
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4. A Pareto-optimum

A Pareto-optimum meghatdrozas nem okoz gondot, ugyanis a (3) optimaliz4l4si feladatot
kell megoldanunk a valtozdk szerint.

A probléma megolddsa az 4r vonatkozdsdban nagyon egyszert, mert a keresleti fliggvé-
nyiink monoton csokkend egy zart intervallumban, igy

p’ = po.

A maradék feladat pedig nem mds, mint az egyesitett optimdlis tételnagysag modellje,
aminek a megoldasa a klasszikus EOQ, azaz az optimadlis tételnagysag lesz:

= 2(sp+st)(@a—bpo)
hb +ht '

Eredményiinket a kovetkez6 allitas tartalmazza.

2. Allitas. A (3) probléma optimdlis dr és mennyiségi megolddsa, valamint a hozzdjuk tar-
tozo minimdlis 0sszkoltség a kovetkezd hdrmassal jellemezhetd:

P’ = po,

= 2(sp+s:)(a—bpo)
hb"‘h[

)

TCP (p?,q") = \/2 (sp+s;) (hp +he) (a—bpo).

Ezzel a felvazolt probléma Nash-egyensulyat és Pareto-optimumat is meghataroztuk. R6-
viden érintsiik azt a problémaét, hogy a javasolt koordinaciés mechanizmus, vagyis a beszer-
z¢€si ar szerz6dés koordindlja-e az elldtdsi lancot.

5. Koordinalja-e az ellatasi lancot beszerzési ar szerzodés?

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy létezik-e olyan py beszerzési ar, amely mel-
lett a felek a Nash-egyensuly feltételeit megtartva a Pareto-optimumba jutnak el, vagyis
koordindlhatja-e a beszerzési ar szerz6dés az altalunk vizsgalt ellatdsi lancot.

A feltett kérdés megvdalaszoldsdhoz elemezziik azt, hogy van-e megolddsa az aldbbi
egyenleteknek:

g= 2s,D(p0): 2(sp+st)(a—Dbpo)
h[ hh‘i‘h[ ’
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z

és
__aq+spb

2bq

Ha a fenti egyenletrendszernek lenne megolddsa, akkor a Nash-egyensily egybeeshetne
a Pareto-optimummal, amit nevezhetiink rendszerszint{i optimumnak is.

A kérdésre a valasz csak akkor igenld, ha a paraméterek egy sor specidlis tulajdonsagot
teljesitenek. Az els6 ilyen tulajdonsdg, hogy a beszallité és a termeld egységnyi rendelési
és készletezési koltségei ardnydnak is azonosnak kell lennie:

P = Do

Sp St

hy b’

és teljestilni kell a kovetkez6 azonossagnak is:

_a s |
PO= 25T 2\ 250 (a—bpo)”

Mivel ez ut6bbi egyenldség csak nagyon specidlis paraméteregyiittes esetén teljesiilhet,
ezért a vélasz dltalanossdgban nemleges a kérdésiinkre. Az utébbi egyenldségiink az arak
felsd hatdrara csak akkor teljesiil, ha egy harmadfokd polinomnak van pozitiv megoldésa, és
ez éppen az elére megadott lehetséges maximalis ar. A kovetkezd részben mutatunk olyan
példat, amikor a paraméterek értékei mellett a Nash-egyensiily és a Pareto-optimum egy-
beesik. Ekkor a versenyegyensuly egyben a kooperativ egyensullyal is megegyezik. Termé-
szetesen a koltségek kiilonbsége becsiilhetd, amit szintén egy szampéldan demonstralunk.

6. Egy numerikus példa az egyensilyok meghatarozasara

Az els6 példankban egy éltalanos megoldast mutatunk be. Ekkor a megoldas 1étezik, és
a részvevok 0sszkoltsége a Pareto-optimumban a legkisebb.

6.1. Példa az dltaldanos megolddsra

Paramétereink értékeit az aldbbiak szerint adtuk meg:
s; = 100 PE/rendelés,

hy =3 PE/db/év,

sp = 50 PE/rendelés,
hy, =3 PE/db/év,

a =600,
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b =50,

pPo = 10 PE.

A keresleti fiiggvény: D (p) =600 —50p, 0<p<10
Ezen paraméterek mellett a Nash-egyensuly:

pN =6,1795 PE,
g~ = 139,29 db.

Az egyensiilyi koltségek a beszallitonal:

TC, (p",4") = —1554,63 PE,

7.z

mivel a negativ koltség a nyereséget jeloli, mig a termel6nél
TC, (p",q") = 2216,26 PE.

A Nash-egyensiily teljes koltsége TC (pN g ) = 661,63 PE.
A Pareto-optimum értékei a kovetkezéek:

p” = 10,00 PE,
q" = 77,46 db.

Az egyensiilyi koltségek a beszalliténal:
TCy(p?,q") = —857,99 PE
mivel a negativ koltség a nyereséget jeloli, mig a termelnél
TC; (p*,q") = 1245,29 PE.

A Pareto-optimum teljes koltsége 7C (pN g ) =387,30PE.

Lathat6, hogy a szampéldankban az 6sszkoltség a Pareto-optimumban 274,33 pénzegy-
séggel, azaz tehat mintegy 42%-kal csokkent. Ennek az az dra, hogy a termeld 696,64 pénz-
egységnyi nyereségrdl mondott le a beszallito javéara, hogy az csokkenthesse a koltségeit.

6.2. Példa arra az esetre, amikor a Nash-egyensiily és a Pareto-optimum
egybeesik

Paramétereink értékeit az alabbiak szerint adtuk meg:
s; = 120 PE/rendelés,

hy =3 PE/db/év,
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sp = 80 PE/rendelés,
hy, =2 PE/db/év,

a =600,
b =50,
po =6,264 PE.

Keresleti fiiggvényiink formaja megegyezik az el6zé példaban ismertetettel, azzal az el-
téréssel, hogy a maximélis ar kisebb: D (p) = 600 —50p, 0 < p < 6,264. Ellendrizziik, hogy
a specidlis feltételeink teljesiilnek-e:

Sp St
—=—=40
hb hl
valamint
h
Po= 5+ 2 [ 5 = 6,264,

2b 2\ 25, (a—bpo)

vagyis erre a specidlis paraméteregyiittesre a Nash-egyensuly egyben Pareto-optimumot is
jelent.
Az egyensulyi termelési és ardontés ekkor:

PV =6,264PE,
q" =151.47 db.

Az egyensulyi koltségek a beszallitonal:
TCy (pV,q") = —1493,59 PE
mivel a negativ koltség a nyereséget jeloli, mig a termeldnél
TC, (p",q") =2250,95 PE.

Az egyensiily teljes koltsége TC; (pV,¢") = 757,36 PE.

7. Osszegzés

Dolgozatunk egy diadikus ellatasi lancot vizsgalt a beszerzési ar, mint koordinacids me-
chanizmus mellett. A termeld ismert keresleti fiiggvénye mellett sikeriilt meghatarozni a
probléma Nash-egyensulyét és Pareto-optimumat is. Megmutattuk azt is, hogy bizonyos pa-
raméteregyiittes mellett a Nash-egyensuly egybeesik a Pareto-optimummal. Ebben a nagyon
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specidlis esetben a beszerzési ar szerz6dés koordinalja az ellatasi lancot, az egyiittmikodés
,versenyzés” mellett is rendszerszintii optimumhoz vezet.

Az ismertetett modellt hdrom irdnyba lehet tovabbfejleszteni. Els6ként a modell altal
adott koltségmegtakaritds felosztdsi mechanizmusat lehetne tisztdzni egy alkufolyamat so-
ran. Egy masodik 4ltaldnositasi lehetéség lehet mas koordindciés mechanizmusok teszte-
1ése, eltérd szerzddést feltételezve, példaul a koltség- vagy nyereségmegosztasi szerz6dés
beépitése a modellbe. Végiil harmadikként azt lehetne megvizsgélni, hogy mi torténik ak-
kor, ha harom vdllalat vertikalis integracioban van egymassal. Ez a modelltipus mélyebb
betekintést nydjthatna a kooperativ jatékelméleti modell megolddsainak struktirajaba, ami
a koltségmegtakaritdsok elosztdsdnak mechanizmusat is drnyaltabbd tehetné.
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A Harsanyi-program

Pintér Mikl6s

Kivonat

Ebben a cikkben dttekintjiik és rendszerezziik a tipusterek irodalmat (Harsdnyi-program),
torekedve mind az intuicidk vildgos bemutatdsira, mind a matematikai fogalmak pontos
ismertetésére. Kovetkeztetésiink vildgos: az irodalomban kevésbé népszert tisztan mérhetd
tipusterek a megfelelSek a nem teljes informdaciés szitudcidk modellezésére.

1. Bevezetés

Az egyik, taldn a legfontosabb elvards a nem teljes informdcids szitudcidk modelljeivel
szemben az, hogy azok kezelni tudjédk a jatékosok véleményrangsorait, tehat megadjdk azt,
hogy mit gondol egy jatékos az adott szituaciérél, mit gondol arrdl, hogy a tobbi jatékos mit
gondol az adott szituaciordl, és igy tovabb a végtelenségig. A véleményrangsorok azonban
nem konnyen kezelhetd matematikai konstrukcidk, igy nagyon kivanatos, hogy azok csak
rejtetten, nem pedig direkten jelenjenek meg a modellben.

A fent emlitett probléma, a véleményrangsorok kezelésének bonyolultsdga 6sztonozte
Harsanyit is (Harsanyi, 1967-68) (163. oldal): ,,It seems to me that the basic reason why the
theory of games with incomplete information has made so little progress so far lies in the
fact that these games give rise, or at least appear to give rise, to infinite regress in reciprocal
expectations on the part of the players.”

Harsanyi (1967-68) megoldasi javaslata a kovetkezd:

(1) Helyettesitsiik a véleményrangsorokat tipusokkal (166. oldal): ,,Instead of assuming
that certain important attributes of the players are determined by some hypothetical
random events at the beginning of the game, we may rather assume that the players
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themselves are drawn at random from a certain hypothetical population containing
the mixture of different “types”, characterized by different attribute vectors (i.e., by
different combinations of relevant attributes).”

(2) Gytjtsiik 0ssze az Osszes tipust egy objektumba, értelmezziink az objektumon egy
valdszinliségeloszlast, ami a jatékosok véleményét reprezentdlja (165. oldal): ,,As we
have seen, if we use the Bayesian approach, then the sequential-expectations model
for any given /-game G will have to be analyzed in terms of infinite sequences of
higher and higher-order subjective probability distributions, i.e., subjective probability
distributions over subjective probability distributions. In contrast, under own model,
it will be possible to analyze any given /-game G in terms of one unique probability
distribution R* (as well as certain conditional probability distributions derived from
R")”

Harsdnyinak ezt a kétlépéses modszerét Harsdnyi-programnak nevezziik. A Harsanyi-
program egyes 1épéseihez kapcsoléddan egy-egy kérdés meriil fel:

(1) Helyettesithetéek-e a véleményrangsorok tipusokkal?
(2) Alkalmas-e a tipus fogalma a kit{izott modellezési célok elérésére?

A (2) kérdést elbre véve két alkérdést fogalmazhatunk meg:

(2A) Ossze lehet-e gy(ijteni minden tipust egy objektumba?
(2B) Lehet-e a jatékosok véleménye tetszbleges valdszintiségeloszlds az 0sszegydjtott ti-
pusok objektuman?

A (2A) kérdés az egyetemes tipustér fogalmdhoz kothetd (Heifetz és Samet, 1998). Az
egyetemes tipustér egy olyan tipustér, amibe minden més tipustér egyértelmiien ,,bedgyaz-
hat6”. A (2B) kérdés a tipustér teljességéhez kotédik (Brandenburger, 2003). Egy tipustér
teljes, ha minden benne kifejezhetd véleménytipust tartalmaz.

Az (1) kérdésre dltaldban a vdlasz negativ (Heifetz és Samet, 1999), ha tetsz6leges véle-
ményrangsort tekintiink, akkor nem lehet minden véleményrangsort tipussal helyettesiteni.
Ezért (is) a tipustereket (és a véleményrangsorokat) nem altaldnosan, hanem konkrét meg-
kozelitések mentén elemezziik.

A tipusterek két fajtdja ismert az irodalomban: a topologikus tipusterek, ahol a hasznalt
fogalmak topoldgiaiak, és a tisztdn mérhet$ tipusterek, ahol a hasznélt fogalmak tisztin
mértékelméletiek.! Az 1. tdbldzatban Ssszevetjiik a két megkozelités f6bb jellemzéit.

A topologikus és a tisztdn mérheté modellek kiillonbsége mély, alapvets dontéselméleti
kérdéseket érint. Leegyszerisitve azt mondhatjuk, hogy a topologikus modellekben a jaté-
kosok kognitiv képességei er6sebbek (sét til erdsek), mint a tisztdn mérhetd modellekben.
Tehat mar onmagdban az a kérdés, hogy mi a j6 modellje a jatékosok kognitiv képességei-
nek, elvezet a topologikus és a tisztdn mérhetd modellek kozotti valasztds kérdéséhez.

I A két megkozelités vegyithetd, lasd Pintér (2005).
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Megkozelités Tisztan mérhetd Topologikus
Paramétertér Mérhetd tér Topologikus tér
Vilagallapotok tere Meérhet6 tér Topologikus tér

Az események osztdlya o—algebra Borel c—algebra
Tipusfiiggvény Meérhet6 fiiggvény Folytonos fliggvény
Vélemények Val. mértékek Reguldris val. mértékek
Tipusmorfizmus Mérhet? fiiggvény Folytonos fiiggvény

1. tdblazat. Tipusterek

A tipusterek és dltaldban a véleményrangsorok modellezésének egy alapvetd kérdése,
hogy milyen struktirat definidljunk a jatékosok véleményeinek halmazan.

Minden tipustérben kifejezhetdnek, kimondhatdaknak kell lenni bizonyos alapmonda-
toknak, azaz bizonyos halmazoknak benne kell lennie a jatékosok véleményein értelmezett
események osztalydban. Nem teljes informéciés szitudcidk elemzésekor sziikséges olyan
mondatok kimondésa, hogy egy adott jatékos legaldbb p valdszintiséggel hiszi az A ese-
mény bekovetkezését (véleményoperator (Aumann, 1999)).

Heifetz és Samet (1998) a kovetkez&képpen formalizdlja ezt az elvarast a tisztdn mérhetd
modellekre:

Legyen (X,.#') egy mérhets tér és A(X,.# ) az (X, .#') mérhet§ téren értelmezett valo-
szinliségi mértékek halmaza. Ekkor

= o({{p € AX.l): p(A) = p}, A A, pe[01]}) (1)

a A(X,.#) halmazon értelmezett olyan c-algebra, amely a legsziikebb olyan o-algebra,
ami tartalmazza az alapmondatokat.

A topologikus modellekben nem ilyen egyszerii a vélemények halmazan ,,j6” struktdrat
megadni: legyen (X,7) egy topologikus tér, és jeldlje B(X,7) a Borel c-algebrit (X,7)-
n. Ekkor legyen (A (B(X, 7)), T:) olyan topologikus tér, hogy tetszGleges A € B(X,T)-ra és
p €[0,1]-re:

{ueA(B(X,7)): 1(A) = p} € BA(B(X,7)), %) . 2)

Konnyen lathaté (Pintér, 2010b), hogy altaldban nincs olyan 7, topoldgia, ami a leggyen-
gébb topoldgia azok koziil, amelyek teljesitik a (2) feltételt. Tehat a tisztdn mérhetd megko-
zelitéssel ellentétben, a topologikus modellekben a vélemények halmazan a ,,j6” topoldgia
fogalma nem jdl definidlt, illetve, igy is mondhatjuk, hogy nincs ,,legjobb” topolédgia.

Miel6tt ratériink a két modellcsaldd részletes ismertetésére, kitériink a tipusterek és a vé-
leményrangsorok jol ismert kapcsolatdra. Egy vildgallapot megadja minden jitékosnak az
adott tipustérhez tartoz6 véleményrangsorat (Battigalli €s Siniscalchi, 1999; Pintér, 2012).
Masrészrol, megfeleld véleményrangsorokbdl osszerakhatdk tipusterek (Heifetz és Samet,
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1998; Pintér, 2012), mégpedig tgy, hogy az Osszerakott tipustér pontosan az adott véle-
ményrangsorokat tartalmazza. Ezek a tulajdonsdgok nem megkozelitésfiiggéek, mind a to-
pologikus, mind a tisztdn mérhet6 megkozelitésre igazak.

A cikk felépitése a kovetkezd: el6szor rendre megvizsgéljuk a topologikus és a tisztan
mérhet6 tipustereket, majd az utolsé fejezetben rovid dsszegzést adunk.

2. Topologikus tipusterek

Ebben a fejezetben a topologikus tipusterek fogalmat vezetjiik be, és ismertetjiik a foga-
lomhoz k&thetd fontosabb koncepcidkat.

1. Definicio. Legyen {(2,7;)}ien, a vildgdllapotok halmaza. Az (S,7Ts) paramétertérre

épul(')’ tOpOl()gl’kMS tt’pustér ((Sa TS)? {(Qv Ti)}iENoa (A (3(97 TQ))? T*)7gv {fi}iEN) egy Olyan
objektum, hogy

e ag:Q — Sfiiggvény To-folytonos,

o fi:Q — (A(B(R,71_;)),T:) az i jdtékos T;-folytonos tipusfiiggvénye, i € N,

o tetszbleges A € B(Q,7T_;) olyan eseményre, hogy létezik A’ € B(Q2,7;) @ € A’ és A’ C
A: filw)(A) =1, aholi €N, 0 € Q,

e B(A(B(£2,10)),7.) teljesiti a (2) tulajdonsdgot,

ahol Tq = VienyTi, T—i = V jeny\{i} Tj-

A vildgéllapotok €2 halmazdnak minden pontja a vildg egy lehetséges dllapotdnak teljes
lefrasat adja, a 7; topolédgia az i jatékos informaltsagat adja meg, tehat ha pl. 0, w* € Q két
olyan vilagallapot, hogy azok 7;-megkiilonboztethetetlenek, akkor az i jatékos ugyanugy
viselkedik és gondolkodik a két vilagallapotban; 7, a természet informaltsagat adja meg.

A g fiiggvény azt mondja meg, hogy az adott vildgallapotban mi a természet paramétere,
mdasképpen fogalmazva, g a természet tipusfiiggvénye. Az f; fiiggvény az i jatékos adott
vilagallapotbeli véleményét adja meg. Vegyiik észre, hogy ebben a modellben a jatékosok
ismerik a sajat tipusukat, tehat a fenti tipustér egy Harsanyi-tipustér (Heifetz és Mongin,
2001).

2. Definicié. A ¢ : Q — Q' tg-folytonos fiiggvény tipusmorfizmus az ((S, 7s),{(2, 7)) Yieny

(A (B(Q7 T.Q))a T*)7g7 {ﬁ}iEN) és ((Sv TS)? {(Ql’ T{)}i€N07 (A (B(Q,a TQ’))a Ti)vgla {fj/}iEN)
topologikus tipusterek kozott, ha

o a (3) diagram kommutativ, azaz tetszéleges @ € Q vildgdllapotra: g(®) = g’ o ¢(®),
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Q

¢ & 3)
/

Q 8 S

o a (4) diagram kommutativ, azaz tetszdleges i € N jdtékosra és @ € L2 vildgdllapotra:

fioo(®) =¢o fi(w),

o T aB@.).)
0] O “)
Y K AB@. )7

ahol §; : (A(B(2,7-)),7.) — (A(B(R',7",)),1.) a kovetkezo:
tetszbleges L € A(B(2,7_;)), A € B(Q', 7 ,)-re: p(u)(A) = u(p~'(A)).

@ tipusizomorfizmus, ha @ homeomorfizmus, és mind @, mind @~ tipusmorfizmus.

A tipusmorfizmus segitségével tudunk tipustereket 6sszehasonlitani. Azt mondhatjuk,
hogy egy tipustér b&vebb, mint egy madsik, ha létezik tipusmorfizmus az utébbibdl az el6b-
bibe.

3. Definicié. Az ((S,7s),{(2%,7") }ieny, (A(B(R2%,75)), 7)), 8" . {f }ien) topologikus ti-
pustér egyetemes topologikus tipustér, ha tetszoleges ((S,ts), {(2, ) }ien,, (A(B(2,710)),
T.), 8 {fi}ien) topologikus tipustérhez egyértelmiien létezik @ : Q — Q* tipusmorfizmus.

Az egyetemes tipustér a legb6vebb tipustér, az tartalmazza az 6sszes tipust (1asd a (2A)
kérdést). Pintér (2010b) megmutatta, hogy nincs egyetemes topologikus tipustér, tehat an-
nak ellenére, hogy szdmos pozitivnak latsz6 eredmény ismert az irodalomban (Mertens és
Zamir, 1985; Brandenburger és Dekel, 1993; Heifetz, 1993; Mertens et al., 1994; Pintér,
2005), a Harsanyi-program nem miikodik a topologikus megkozelitésben.

4. Definicié. Egy topologikus tipustér teljes, ha tetszdleges jdatékos tipusfiiggvénye sziirjek-
1.

Tehat egy topologikus tipustér teljes, ha benne minden valdszintiségeloszlas tipus. Fontos
megjegyezni, hogy ugyan nincs egyetemes topologikus tipustér, de vannak teljes topologi-
kus tipusterek. Tehat annak ellenére, hogy mind az egyetemesség, mind a teljesség valahogy
ugyanazt, a tipustér b6ségét, gazdagsigat prébalja megfogni, a két megkozelités nagyon kii-
16nb6z6.

Ami a bevezet6ben emlitett (1) kérdést illeti, az irodalomban elemzett topologikus vé-
leményrangsorok (Mertens és Zamir, 1985; Brandenburger és Dekel, 1993; Heifetz, 1993;
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Mertens et al., 1994; Pintér, 2005) helyettesithetdk tipussal, tehdt a Harsanyi-program a
topologikus megkozelités esetén nem az (1), hanem a (2) kérdésen bukik el.

3. Tisztan mérheto tipusterek

Ebben a fejezetben a tisztdn mérhetd tipustereket €s azok tulajdonségait targyaljuk.

5. Definicié. Legyen {(Q,.#;)}ien, a vildgdllapotok halmaza. Az (S, /) paramétertérre
épiild tisztdan mérhetd tipustér egy olyan (S,{(Q,.#)}icn,, & {fi}ien) objektum, hogy

o ag:Q — S fiiggvény My-mérhetd,

o fi:Q — A(Q, ;) az i jdtékos M;-mérhetd tipusfiiggvénye, i € N,

o tetszbleges A € M _; olyan eseményre, hogy létezik A' € M; @ € A’ és A’ C A:
filw)(A)=1,ieN, 0 € Q,

ahol M _; = VjeNO\{i}‘%j'

A tisztan mérhetd tipustér mogott megbujé intuicidk azonosak a topologikus tipusterek-
nél targyaltakkal. Két technikai kiilonbségre hivjuk fel a figyelmet. Mivel a tisztan mérhet
megkozelitésben a vélemények halmazéan van ,legjobb” o-algebra (lasd «7*-ot (1)-ben),
igy azt nem is jeloljik kiilon a tisztdn mérheté6 modellekben. Mésodszor, amint emlitettiik
a bevezetdben, a topologikus és a tisztdn mérhetd modellek kozott az egyik kiilonbség az,

hogy a topologikus modellekben tobb az esemény. Amint azt késébb l4tni fogjuk a til sok
esemény okozza a bonyodalmakat.

6. Definicié. A ¢ : Q — Q' A -mérhetd fiiggvény (M = VienyM;) tipusmorfizmus az
(8,{(Q, ) Yieny 8. {fiYien) és (S,{(RQ', . 4]) }Yicny. &, {f] }ien) tisztdn mérhetd tipusterek
kozott, ha

e az (5) diagram kommutativ, azaz tetszéleges @ € Q: g' o p(®) = g(w),

Q
® & )
!
Q 8 s

o a (0) diagram kommutativ, azaz tetszéleges i € N jdtékosra ® € 2 vildgdllapotra:

fie (@) = dio fi(w),
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fi

Q - AQ, M)

(0 (o} (6)
/

Q/ f; > A(Q,,%Ll)

ahol ;- A(Q, M_;) — A(Q',.4",) a kovetkezbképpen definidlt:
tetszoleges 1L € A(Q,. M), A€ M ;: Gi(n)(A) = u(@~1(A)). Konnyen ldthat,
hogy @; egy mérhetd fiiggvény.

A @ tipusmorfizmus tipusizomorfizmus, ha @ bijekcié és @~ szintén tipusmorfizmus.

A fent definidlt fogalom mogotti intuicid teljesen megegyezik a topologikus tipusmor-
fizmusnal targyaltakkal. Fontos azonban latni, hogy elképzelhet6 az, hogy két topologikus
tipustér kozott egy fiiggvény tisztdn mérhetd tipusmorfizmus, de nem topologikus tipusmor-
fizmus, s6t az is, hogy két topologikus tipustér tisztan mérhetd értelemben tipusizomorf, de
topologikus tipusmorfizmussal 6ssze nem vethetSek.

7. Definicié. Az (S,{(Q,.#)}icn,, 8, {fi}tien) tisztdn mérhetd tipustér egyetemes tisztdn
mérhetd tipustér, ha minden (S,{(Q',.4])}ien,,8 ,{f]}ien) tisztdn mérhetd tipustérhez
egyértelmiien létezik egy @ : Q' — Q tipusmorfizmus.

Heifetz és Samet (1998) mutatta meg, hogy tisztdn mérhetd tipusterek kozott van egye-
temes tipustér (lasd még (Pintér, 2012)).

8. Definicié. Az (S,{(2,.#4;)}ieny, 8, {fi}ien) tisztdn mérhetd tipustér teljes, ha tetszdleges
i € N jdtékosra: f; tipusfiiggvény sziirjektiv.

Meier (2001) bizonyitotta, hogy az egyetemes tisztdn mérhetd tipustér teljes (1asd még
(Pintér, 2012)), tehat a tisztdn mérhet6 megkozelitésben a bevezetdben feltett (2) kérdésre a
vélasz pozitiv.

Ami a bevezetSben feltett (1) kérdést illeti, itt nem tudunk a részletekbe menni, csak
megemlitjitk Pintér (2012) eredményét: a tisztan mérheté megkozelités esetén minden véle-
ményrangsor tipus.

4. Osszegzés

A korabbi fejezetekben targyalt eredményeket a 2. és 3. tdbldzatokban 0sszegezziik.

A kovetkeztetés vilagos és kézenfekvd. Nem az irodalomban elterjedt topologikus, ha-
nem a kevésbé ,,népszerti” tisztdn mérhetd megkozelités a megfelel6 a nem teljes informa-
cids szitudcidk modellezésére.
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Topologikus megkozelités

(1) kérdés 0 (Pintér, 2010b)
(2) kérdés v (Mertens és Zamir, 1985; Brandenburger és Dekel, 1993)
(Heifetz, 1993; Mertens et al., 1994; Pintér, 2005)
2. tablazat. A Harsanyi-program L.
Tisztan mérhet6 megkozelités
(1) kérdés v (Heifetz és Samet, 1998; Meier, 2001)
(2) kérdés v (Pintér, 2012)

3. tablazat. A Harsanyi-program II.

Koszonetnyilvanitas:
A szerz6 kutatdsait az OTKA K-101224 palyazat és az MTA Bolyai Janos Kutatési Oszton-
dija tAmogatta.
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Lexikografikus allokaciok a hozzarendelési
jatékokban

Solymosi Tamds

Kivonat

Két 1j lexikografikus allokéciés eljarast vizsgdlunk: a leximin és a leximax eljardsokat.
Ezek abban hasonlitanak a j6l ismert marginalis allokécids eljardshoz, hogy (i) a kifizetések
meghatdrozdsa itt is a jatékosok egy eleve adott prioritdsi sorrendjében torténik; (ii) ha az
eredmény egy mag-elosztds, akkor a kapott allokdcié a magnak egy extremadlis eleme. A
két 4j eljaras viszont nem a koaliciés értékekbdl dllapitja meg az egyes kifizetéseket, ha-
nem a mag-elosztadsokra vonatkozé also, illetve felsd korldtokat igyekszik, amennyire csak
lehetséges, kielégiteni. Két f6 kérdésre keressiik a vdlaszt, néhdny altaldnos észrevételtdl el-
tekintve f6ként a mindig nem iires maggal rendelkez6 hozzarendelési jatékokra fokuszalva:
(1) Mag-elosztast kapunk-e barmelyik jatékos-sorrend esetén? (2) Megkapjuk-e mindegyik
extremadlis mag-elosztast valamilyen jatékos-sorrenddel?

1. Bevezetés

A kooperativ jatékok Neumann és Morgenstern (1944) dltal bevezetett alapmodellje két
részbdl all: a jatékosok nemiires, véges N halmazabdl és egy v karakterisztikus fiigg-
vénybdl, amely az N minden S részhalmazahoz (koalicié) hozzéarendel egy v(S) valds szé-
mot, és amelyre az egyetlen kikotés az, hogy v(0) = 0 legyen.

A v(S) szdmot az S koalici6 értékének nevezziik és gy értelmezziik, mint az S koalicié
tagjai dltal a koaliciéban részt nem vevg N \ S-beli jatékosok dontéseitd] fiiggetleniil elér-
hetd egyéni hasznossdgok 0sszegének legnagyobb értékét. Megenged;jiik, hogy a jatékosok

Solymosi Tamds
Budapesti Corvinus Egyetem, Operacidkutatas és Aktuariustudomanyok Tanszék,
email: tamas.solymosi @uni-corvinus.hu
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barmelyik tdrsuldsa létrejojjon. A nemiires részkoaliciok halmazat .4 -nel fogjuk jelolni,
azaz N ={SCN:S#0,S#N}.

Az (N,v) jaték egy kimenetelét az x € RV kifizetésvektor adja meg. Eszerint az i € N
jatékos x; kifizetéshez jut, az S C N koalicié osszkifizetése pedig x(S) = ¥,csx; = €5 - x, ahol
5 € {0,1}V jeloli az S koalici6 tagsagi vektort, azaz ef =1lhai€es,és ef =0 kiilonben.

Egy jaték kimeneteleivel szemben tdmasztott stabilitasi kovetelményeket fogalmaz meg
amag. Az (N,v) jaték magjan a

C(N,v):{xE]RN ceNx=v(N), VSGJV:eS-xzv(S)}

esetleg iires halmazt értjiik, elemeit mag-elosztdsoknak hivjuk. A mag, ha nem {lires, nyil-
vanvaldan egy korlatos poliedrikus halmaz, vagyis el64ll, mint a véges sok extrém pontjanak
a konvex burka. Jelolje extC(N,v) az extremdlis mag-elosztdsok halmazat.

A magot definiald feltételekbdl konnyen adhaté felsé korlét is az egyes koaliciok magbeli
Osszkifizetésére.

1. Allitas. Tetszbleges (N,v) jdtékban tetszdleges S C N koaliciéra,

Zx,- <v(N)—v(N\S) minden x mag-elosztdsra. (D
=
Bizonyitas: Figyelembe véve, hogy egy valddi részkoalicié komplementere is .4 -beli, a
mag-elosztdsok meghatarozasabol kovetkezik, hogy

Zx,-:in— Z xj=v(N)— Z xj <v(N)—v(N\S)

icS ieEN JEN\S JEN\S

tetszbleges S koalicidra és x mag-elosztasra. a

Ezen éllit4s alapjan a magot a koalicidk osszkifizetéseinek feliilr6l valé korlatozasaval is
megadhatjuk. TetszGleges T C N-re jelolje b¥(T) = v(N) —v(N\ T) a T koalicié6 magbeli
osszkifizetésének (1) szerinti fels§ korlatjat. Nyilvanval6, hogy b¥(N) = v(N) és b’ () =0,
tehat b" is egy karakterisztikus fiiggvény az N jatékoshalmazon. Tovabba mivel igaz , hogy
b (S) = v(S) minden S C N koaliciéra, az (N,b") jitékot az (N,v) jiték dudljanak hivjuk.
Miutdn az .4 zért a komplementerképzésre, az (N, v) jaték magjat ekvivalens médon leir-
hatjuk ugy is, mint a dudljanak az antimagjat, amit a rovidség kedvéért csak dual-magnak
hivunk:

C(N,v) = {x ERY : eV x=b'(N), VT € N : el -x< b"(T)}. 2)

A tovabbiakban csak olyan jatékokkal foglalkozunk, amelyekben a mag nem iires.
A mag kétféle jellemzésébdl az i € N jatékos barmelyik magbeli x; kifizetésére azt kap-
juk, hogy
v(i) <x; <bY(i) =v(N) —v(N\iQ).
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A mag tehit része egyrészt annak az RV-beli téglatestnek, amelynek az i-koordindtéra esd
vetiilete a [v(i), " (i)] intervallum, masrészt az e - x = v(N) hipersiknak.

A dolgozatban a jaték kimenetelének meghatdrozdsdra szolgald olyan eljardsokat vizs-
galunk, amelyek kozos jellemz6i, hogy

e a jatékosok egy elbre rogzitett sorrendjét kovetve rekurziv médon hatdrozzdk meg a
kifizetéseket;

e allokéciot eredményeznek, azaz a generdlt x kifizetésvektorra teljesiil az eV - x = v(N)
egyenldség;

e amennyiben a generalt allokacié magbeli, akkor egy extremalis mag-elosztas.

Py

E harmadik jellemzd alapjan vet6dik fel a kiilonb6z6 jatékos-sorrendekhez tartozé alloka-
cidk és a mag extremalis pontjai kozotti kapcsolatra vonatkozd kovetkezd két kérdés:

Q1: Mag-elosztast kapunk-e barmelyik jatékos-sorrend esetén?
Q2: Megkapjuk-e mindegyik extremalis mag-elosztast valamilyen jatékos-sorrenddel?

z z

Dolgozatunkban e két kérdésre keressiik majd a valaszt elsésorban a (kés6bb definidlt)
hozzarendelési jatékok osztilyan a (szintén késébb definidlt) leximin illetve leximax alloké-
cios eljarasokra vonatkozéan. Kissé meglepd szdmunkra, de nincs tudomasunk arrél, hogy
pontosan ezeket az eljardsokat mar tanulményoztak volna. Kuipers (1994) ugyan hasznalt
egy, a leximin allokdcidhoz hasonléan megkonstrudlt kifizetés-vektort a korlatozott koo-
peracids jatékok magjanak nemiirességére vonatkozé vizsgalataiban, de az 6 eljardsa nem
feltétleniil ad egy allokaciot (viszont amikor igen, akkor az eredmény ott is egy extremalis
mag-elosztas). Ugyanez mondhat6 el Izquierdo et al. (2007) mddszerérdl, ami gyakorlati-
lag Kuipers (1994) eljarasanak a hozzdrendelési jatékokra specializalt valtozata. A leximax
eljarashoz (tobbé vagy kevésbé) hasonldval viszont még nem taldlkoztunk.

Létezik ugyanakkor egy jol ismert allokaciés médszer, a marginalis allokacios eljaras,
ami a fentebb megfogalmazott keretbe illik. E16szor is idézziink fel néhdny erre vonatkozé
tényt. A jatékosok egy sorrendjének nevezzikk a o : {1,2,..,n} — N bijektiv leképezést. A v
jatékban a o sorrendhez tartozé marginalis allokacié a kovetkezGképpen definidlt m® (v) €
RN kifizetésvektor:

mg, (v) = v(o1) —v(0);

mg, (v) =v(c102) —v(01);
gn_| (V) ; V(Gl 0)... c7n—1) - V(Gl 0)... Gn—2);
mg (v) =v(N)—=v(0]...04-1).

Nyilvénvalé, hogy tetszSleges k = 1,...,n-re teljesiil a Y%, mg. (v) = v(0...0x) egyen-
16ség. Specidlisan, Y1 | mg (v) = v(N), azaz a generdlt m®(v) valdban egy allokdcié a v
jatékban. Az is rogton adédik, hogy ha m®(v) € C(v), akkor m® (v) a magnak csak egy ext-
remdlis pontja lehet, hiszen az m® (v) pontban aktiv mag-feltételek rendszerének megoldasa
egyértelmd.
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Fogalmazzuk meg formadlisan is két kérdésiinket, konkrétan a margindlis allokacidkra
vonatkoztatva. Jelolje ® (N) az N-beli jatékosok n! kiilonboz6 sorrendjének és Marg(v) =
{m°(v) : 0 € ®(N)} a margindlis allokdciéknak a halmazit. A Marg(v) halmaz nyilvan
semmilyen v jatékra nem iires, és persze tartalmazhat n!-ndl kevesebb elemet is. Az al-
lokdciés eljards harmadikként kiemelt jellemzGjét — nevezetesen, hogy Marg(v) NC(v) C
extC(v) — figyelembe véve, kérdéseink most a kovetkezdk:

MI: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusd) v jatékra, hogy Marg(v) C extC(v)?
M2: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusi) v jatékra, hogy extC(v) C Marg(v)?

A kovetkez6 példdban szerepld kis méretii és ,,elég szabdlyos” jaték mutatja, hogy csak elég
»specidlis” tulajdonsdgok esetén varhatunk e két kérdés barmelyikére is pozitiv valaszt.

1. Példa. (Egyetlen margindlis allokdci6 sem magbeli, azaz Marg NextC = @.)
Tekintsiik a kovetkezd 3-szereplds, szimmetrikus jatékot:

0 ha|S|<1
v(§)=< 4 ha|S|=2
7 ha|S| = 3.

A jaték magja nem iires, hiszen példaul az (1,3,3) egy (extremalis) mag-elosztds. Ugyan-
akkor egyetlen o sorrendhez tartozé m® sem magbeli, mivel birmelyik o-ra mg, +mg, =
(0-0)+(7—4) <4=v(0103).

1. Megjegyzés. Ha az 1. Példdban mutatott jatékban az egyik (de csak az egyik) 2-szereplGs
koalici6 értékét 4-r6l 3-ra csokkentjiik, akkor a médositott jatékban a 3! = 6 marginalis al-
lokaciébdl 4 mar magbeli, de 2 tovabbra sem. Tovabb4, a 3 extremadlis mag-elosztasbol 2
mar eléall margindlis allokdcioként (a 4 magbeli margindlis koziil 2-2 ugyanazt a kifizetés-
vektort adja), de a harmadik tovadbbra sem. Tehat mindkét kérdésiinkre tovabbra is negativ
a valasz, habar Marg NextC # @.

Az 1. Példdban szerepld jatékra (és az 1. Megjegyzésben moddositott valtozatara is) a
margindlis allokdcids eljards negativ vélaszt adott mindkét kérdésre. Shapley (1971) egyik
klasszikus eredménye ugyanakkor éppen azt jelenti, hogy konvex jatékok esetén — vagyis,
ha tetszGleges S,T C N koalicidkra v(S) +v(T) < v(SUT) +v(SNT) teljesiil — pozitiv a
véalasz mind az M1, mind az M2 kérdésre. S6t, amint azt Ichiishi (1981) megmutatta, ha
mindegyik margindlis allokdci6 magbeli, akkor a jaték konvex, vagyis csak konvex jaté-
kokban lehet az M1 kérdésre pozitiv a vdlasz. Mindezek alapjan megallapithat6, hogy a
marginalis allokaciokat tekintve

e az M1 kérdésre pontosan akkor igenld a vélasz, ha a jaték konvex;
e ha az M1 kérdésre igenld a vdlasz, akkor az M2 kérdésre is igenl6 a vélasz.

A kovetkezd példa mutatja, hogy egy nem konvex jaték esetén lehet M2-re pozitiv, de M1-re
negativ a vélasz.
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2. Példa. (El6fordulhat, hogy extC(v) C Marg(v).)
Legyen N = {1,2,3} és a koalicidk értékei

S|1 2 3|12 13 23123
viS)[o 0 of2 1 1]2

Ebben a jdtékban a mag egyelemd, C(v) = {(1,1,0)}, mig a marginlis allokdciék halmaza
Marg(v) = {(1,1,0),(0,2,0),(0,1,1),(2,0,0),(1,0,1)}. Az egyetlen mag-elosztas két kii-
16nbo6z6 jatékos-sorrendhez tartoz6 margindlis allokacidként is el4ll, de a tovabbi négy sor-
rendhez tartozé marginalis allokdcick magon kiviiliek. Ugyanakkor az (1,1,0) € Marg(v)
vektor nem extremadlis pontja a Marg(v)-beli vektorok konvex burkdnak, hiszen a (0,2,0)
és (2,0,0) vektorok 4tlaga.

A margindlis allokdcidkkal kapcsolatban megemlitjilk még Weber (1988) eredményét,
miszerint barmilyen jatékban a mag részhalmaza a margindlis allokdciok konvex burkdnak.

2. Leximin allokaciok

Adott (N, v) jatékban nevezziik a jatékosok o sorrendjéhez tartozé leximin allokaciénak
a kovetkez§ iterativ eljards dltal meghatérozott r°(v) € RY kifizetésvektort:

rg,(v) =v(o1);
rgz (v) = max{v(oz), v(0107) —rgl (v)};

19, (v) = MaXoc (6, 0,0y ) {P(QUGH-1) ~ Lyeor{ (1) }:
1g,() = v(N) =X 1, v).

On

Nyilvédnvald, hogy Y, rg.(v) = v(N), azaz a generdlt r°(v) valoban egy allokdcié a v
jatékban. Az is rogton adodik, hogy tetszbleges k = 1,...,n — 1 esetén barmelyik QO C
{o1,..., 01} koaliciéra ¥ jcor7 (v) > v(Q), vagyis az adott sorrendben utolsé jatékosét le-
szamitva az Osszes tobbi kifizetéssel teljesiilnek a magban el&irt alsé korlatok. S6t, nyil-
vanvaléan rgk(v) az a legalacsonyabb kifizetés, amire mindezen egyenlGtlenségek telje-
siilnek. Innen ered az allokaci6 elnevezése, azt az adott sorrend szerinti lexikografikusan
minimélis allokaciét keressiik, amelyik az utolsé jatékost nem tartalmazé Osszes koalici-
ora teljesiti a mag egyenl6tlenségeket. Tehat mindegyik 1 < k < n — 1 indexre van olyan
O C {01,..., 01} koalicié, hogy o) € Ok és ¥ jcq, r;’(v) = v(Qx). Ebbdl rogton adédik,
hogy az r°(v) pontban aktiv mag-feltételek rendszerének egyértelmii megolddsa van, vagyis
a leximin allokdcidkra is igaz, hogy ha r° (v) magbeli, akkor r° (v) a magnak csak egy ext-
remadlis pontja lehet.
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Konkretizaljuk két f6 kérdéstinket a leximin allokacidkra vonatkoztatva. A v jatékban
jelolje Lmin(v) = {r°(v) : 0 € ®(N)} a leximin allokdciék halmazét. Az Lmin(v) halmaz
nyilvan semmilyen v jatékra nem {iires, és persze tartalmazhat n!-ndl kevesebb elemet is.
Figyelembe véve, hogy Lmin(v) NC(v) C extC(v), kérdéseink most a ki vetkezk:

R1: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusu) v jatékra, hogy Lmin(v) C extC(v)?
R2: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusi) v jatékra, hogy extC(v) C Lmin(v)?

Konnyen ellendrizhetd, hogy — a margindlis allokdci6khoz hasonléan most is — az 1.
Példaban szerepl§ jaték mindkét kérdésre negativ vélaszt ad, mig a 2. példabeli jatéknal az
els6 kérdésre negativ, de a masodikra pozitiv a vilasz. A hasonlésag oka egyszer(i, mind-
két esetben a margindlis allokdcidk azonosak a leximin allokacidkkal. Azt mondjuk, hogy
egy v jaték szuperadditiv, ha tetszGleges SNT = & koalicidkra v(S) +v(T) < v(SUT).
Egyszer(ien beldthat6, hogy

minden legfeljebb 3-szereplds szuperadditiv jatékban a margindlis allokdciok azono-
sak a leximin allokdciokkal.

Az ilyen jatékok leximin allokdcidira tehat ugyanazok a megallapitdsok érvényesek, mint
amiket a marginalis allokacidkra (ott a jatékosok szamatdl fiiggetleniil) tettiink.

Kozismert, hogy a konvex jatékok ekvivalens médon definidlhatok a kovetkez§ tulaj-
donsdggal is: tetsz8leges i € N jatékosra és S C T C N \ i koalicidkra v(SU i) — v(S) <
v(T Ui) —v(T). Ezt haszndlva konnyen beldthat6, hogy ha v egy konvex jaték, akkor tetsz8-
leges o sorrend esetén r°(v) = m®(v). Shapley (1971) fentebb madr idézett eredményébdl
kovetkezik, hogy

tetszdleges v konvex jdték esetén az R1 és az R2 kérdésre is pozitiv a vdlasz.

De van-e a leximin allokdcidkra vonatkozé megfelel6je Ichiishi (1981) eredményének?
Maisképpen fogalmazva, adhat-e R1-re igenl6 vélaszt egy nem konvex jaték is? A kovetkezd
példa mutatja, hogy igen, van olyan szuperadditiv jaték, amelyik R1-re igenld, de R2-re
tagado valaszt ad.

3. Példa. (Az R1-re pozitiv, de az R2-re negativ a vélasz.)
Tekintsiik a kovetkezd 4-szereplds szimmetrikus jatékot:

0 halS|<1
3 halS|=2

S:
YS)=05 hals|=3
10 ha |S| = 4.

Konnyi ellendrizni, hogy barmelyik o sorrend esetén az elsd jatékos O-t, a kovetkezd két
jatékos 3-3-at, mig az utolsé 4-et kap kifizetésként, az r°(v) tehdt magbeli. Ugyanakkor, a
magnak vannak egyéb extremdlis pontjai is, példdul az (1,2,2,5) kifizetésvektor és permu-
talt valtozatai, amelyek tehat a jatékosok semmilyen sorrendjével sem éllnak el$ leximin
allokdcioként. Erre a v jdtékra tehdt Lmin(v) C extC(v).
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Megjegyezziik, hogy a 3. Példaban szerepld jaték egzakt, azaz tetszdleges S C N koali-
cidra van olyan x € C mag-elosztés, hogy x(S) = v(S). Az vildgos, hogy egy egzakt jaték
barmelyik részjatékdnak is nem iires a magja. Rogton adédik, hogy minden egzakt jaték
szuperadditiv. Ugyanakkor kozismert, hogy minden konvex jaték egzakt, valamint, hogy
minden legfeljebb 3-szereplds egzakt jaték konvex.

A 3. példabeli jatékban a leximin allokacidk konvex burka szigort részhalmaza a mag-
nak, vagyis Weber (1988) fentebb idézett eredményének a leximin allokacidkra vonatkozd
megfeleldje nem igaz, még az egzakt jatékok osztdlydn sem. A 2. Példa mutatja, hogy a
forditott irdnyu szigort tartalmazas is el6fordulhat, a mag is lehet szigorud részhalmaza a le-
ximin allokdciék konvex burkdnak. Mivel az ottani egy 3-szereplds, nem konvex, tehat nem
is egzakt jaték, felmeriil a kérdés, hogy lehet-e ilyen (legalabb) 4-szereplds egzakt jatékot
taldlni?

3. Leximax allokaciok

Az el6z6ekben vizsgalt leximin allokacidkat alapvetSen az jellemzi, hogy a magbeli kifi-
zetésekre eldirt alsé korlatokat egy éppen adott sorrend szerint figyelembe véve a jatékosok
kifizetéseit a ,relative” legalacsonyabb szintre hozza. Ennek mintdjara, de az optimaliza-
14s irdnyat megforditva, meghatdrozhatunk olyan allokacidkat is, amelyek egy adott sorrend
szerinti ,relative” legmagasabb kifizetéseket adnak, persze a magbeli kifizetésekre adott
fels6 korlatokat tekintetbe véve. Most tehat a v jaték magjanak alternativ, a ¥ dudl jaték
antimagjaként torténd (2) alatti megadasat hasznaljuk.

Adott (N, v) jatékban nevezziik a jatékosok o sorrendjéhez tartozé leximax allokaciénak
a kovetkez§ iterativ eljdrds dltal meghatarozott s°(v) € RV kifizetésvektort:

sq(v) = b"(01);
sg,(v) = min {b"(02), b"(0102) —s3 ("}

59, ,(¥) = Minge (6,0, 0, 1) {F"(QUG1) ~ Ljcos7 () }:
5,00 = b'(N) X 53, ().

Nyilvénvald, hogy Y sg.(v) = b"(N) = v(N), azaz a generdlt s°(v) valéban egy allokd-
ci6 a v jatékban. Az is rogton adodik, hogy tetszbleges k = 1,...,n — 1 esetén barmelyik
0 C{o1,...,0} koalici6ra ¥ jc o s7 (v) < b(Q), vagyis az adott sorrendben utols jdtéko-
sét leszamitva az Osszes tobbi kifizetéssel teljesiilnek a magban el6irt felsé korlatok. Sot,
nyilvanval6an sgk (v) az a legmagasabb kifizetés, amire mindezen egyenlGtlenségek telje-
siilnek. Innen ered az allokaci6 elnevezése, azt az adott sorrend szerinti lexikografikusan
maximalis allokacioét keressiik, amelyik az utolsé jatékost nem tartalmazo osszes koaliciéra
teljesiti a dudl-mag egyenl6tlenségeket. Tehat mindegyik 1 < k < n — 1 indexre van olyan
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Ok C {01,...,01} koalicid, hogy oy € Ok €s ¥jco, s}’(v) = b"(Qy). Ebbdl rogton adédik,
hogy az s°(v) pontban aktiv dudl-mag feltételek rendszerének egyértelmii megolddsa van,
vagyis a leximax allokdcidkra is igaz, hogy ha s°(v) magbeli, akkor s°(v) a magnak csak
egy extremdlis pontja lehet.

Konkretizaljuk most két f6 kérdésiinket a leximax allokdcidkra. A v jatékban jelolje
Lmax(v) ={s°(v) : 6 € O(N)} aleximax allokécik halmazat. Az Lmax(v) halmaz nyilvan
semmilyen v jatékra nem iires, és persze tartalmazhat n!-nél kevesebb elemet is. Figyelembe
véve, hogy Lmax(v) N C(v) C extC(v), kérdéseink most a kdvetkezdk:

S1: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusi) v jatékra, hogy Lmax(v) C extC(v)?
S2: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusid) v jatékra, hogy extC(v) C Lmax(v)?

A margindlis, illetve a leximin allokacidktdl eltérben, az 1. és a 2. Példaban szerepld
jatékok most mindkét kérdésre pozitiv valaszt adnak. Az eltérés oka, hogy a leximax allo-
kéciok mar nem mindig azonosak a margindlis allokdciékkal. Erdekes ugyanakkor, hogy a
legfeljebb 3-szereplds, nem iires maggal rendelkezd, szuperadditiv jatékok osztalyan mind-
két kérdésre csak pozitiv valasz adhatd.

2. Allitas. Ha |N| <3, v szuperadditiv és C(v) # @, akkor Lmax(v) = extC(v).

Bizonyitas (vazlat): A bizonyitas inkdbb hosszi, mint nehéz, ezért a pontos részletek vé-
giggondolasat az olvaséra hagyjuk.

Az 1-, illetve 2-szerepl8s jatékokra az allitas trivialis.

A 3-szerepl6s esetben mindkét irdnyu tartalmazds beldtasakor alapvet&en két esetet kell
vizsgdlni, attdl fiiggben, hogy egy adott ¢ sorrendben a mdsodik jatékos kifizetését a
min {b"(0,), b"(010,) — s, (v) } kifejezésben szerepld melyik tag adja. Az els, illetve a
harmadik jatékos kifizetése egyértelmi. Bizonyos egyenl6tlenségek igazoldsdhoz sziikség

van arra a kozismert tényre, hogy egy 3-szerepls szuperadditiv v jaték magja pontosan ak-
kor nem iires, ha Y ;e v(N \ i) < 2v(N). a

A konvex jatékok osztilydn — a leximin allokacidkhoz hasonldéan — most is mindkét
kérdésre csak pozitiv vdlasz adhat6. A konvex jatékoknak a novekvd marginalis hozzdjaru-
lasokkal torténd ekvivalens definici6jabdl konnyen beldthatd, hogy ha v egy konvex jaték,
akkor tetszleges o sorrend esetén s®(v) = m® (v), ahol 6* jelsli a forditott & sorrendet,
azaz O] = Op41— minden k = 1,...,n-re. Shapley (1971) eredményébdl és kordbbi megal-
lapitasainkbodl kovetkezik, hogy

tetszdleges v konvex jdtékra, extC(v) = Lmax(v) = Lmin(v) = Marg(v).

De van-e a leximax allok4cidkra vonatkoz6 megfeleldje Ichiishi (1981) eredményének?
Figyelembe véve a 2. Allitst, az ellenkezd irdnybdl és egy kicsit dltaldnosabban feltett
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kérdés az, hogy van-e olyan legaldbb 4-szerepl8s, szuperadditiv jaték, amelyik S1-re igenld,
de S2-re tagad6 vélaszt ad? Erdekes médon a 3. Példa itt is haszndlhato.

3. Példa (folyt.). (Az S1-re pozitiv, de az S2-re negativ a valasz.)
A 4-szerepl6s szimmetrikus jaték €s a dudlja:

0 hals|<1 0 hals|=0
3 halS|=2 ) 5 halS|=1

S) = bY(S) =
V) =35 hals|=3 ° ()=97 nals|=2
10 ha |S| =4, 10 ha S| > 3.

Konnyt ellendrizni, hogy barmelyik ¢ sorrend esetén a leximax eljarasban az elsd jaté-
kos 5-6t, a kovetkezd két jatékos 2-2-t, mig az utolsé jatékos 1-et kap kifizetésként, az
s%(v) tehdt magbeli. Ugyanakkor, a magnak vannak egyéb extremalis pontjai is, példdul
a leximin allokdcidk, azaz a (0,3,3,4) kifizetésvektor és permutdlt véltozatai. Ezek te-
hat a jatékosok semmilyen sorrendjével sem éllnak el6 leximax allokacidként. Erre a v
jatékra tehdt Lmax(v) C extC(v). S6t, Lmax(v) NLmin(v) = @, és ellendrizhets, hogy
Lmax(v) ULmin(v) = extC(v).

Emlékeztetiink rd, hogy a 3. Példdban szerepld jaték egy egzakt jaték. A leximax alloka-
ci6k konvex burka szigord részhalmaza a magnak, vagyis nem igaz Weber (1988) fentebb
idézett eredményének a leximax allokdcidkra vonatkoz6 megfeleldje, még az egzakt jatékok
osztilydn sem. A 2. Allitds miatt most semmilyen 3-szereplds jaték sem demonstralhatja,
hogy a forditott irdnyud szigorud tartalmazds is el6fordulhat, vagyis a mag is lehet szigori
részhalmaza a leximax allokdcidk konvex burkdnak. Kérdés, hogy van-e ilyen (legaldbb)
4-szereplds szuperadditiv (netdn egzakt) jaték?

4. Hozzarendelési jatékok

Egy (N,w) jaték akkor egy hozzarendelési jaték, ha a jatékosok halmazanak van olyan
N =1UJ, INJ = & particiéja és taldlhaté egy olyan nemnegativ A = [a;j]ics, je; matrix,
hogy minden S C N koaliciéra

w(S) =wa(S):= max Z aij,
Rellisnrso) (i jen

ahol I1(p ) jeloli két diszjunkt (nem feltétleniil azonos elemszdmi) P €s O halmaz kozotti
hozzarendelések (parositdsok) halmazat.

Kényelmes lesz azonositani a jatékosokat a hozzdjuk tartozé sor- ill. oszlopindexekkel,
és vesszbvel () megkiilonboztetni az oszlopjdtékosokat az azonos sorszamu sorjatékosok-
t6l. Tehat a j-edik sor- ill. oszlopjtékost egyszertien j ill. j' fogja jeldlni. Az {i, j'} alakd
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koalicidkat vegyesparosoknak fogjuk nevezni. Nyilvanvald, hogy (i) wa(S) =0, ha S C 1
vagy S C J; és (ii) wa ({7, j/'}) = a;; minden i, j indexre. Kénnyen beldthat6, hogy

tetszoleges A > 0 mdtrix esetén a wa hozzdrendelési jaték szuperadditiv.

A targyalds egyszer(sitése érdekében a tovabbiakban feltessziik, hogy az alapmatrix
négyzetes. Ha sziikséges, csupa 0 elembdl 4ll6 sorok vagy oszlopok hozzavételével ezt
mindig elérhetjiik. Egy ilyen 4talakitds ugyan az indukalt hozzarendelési jatéknak tn. nulla-
jatékosokkal torténd bbvitését jelenti, de kozismert, hogy tetszéleges jatékban egy nulla-
jatékos kifizetése minden mag-elosztasban nulla, vagyis az eredeti mag az esetleges b&vités
utdni magnak egy vetiilete. A magra vonatkozé vizsgdlatainkban az altaldnossagot tehat
nem korlatozza, ha csak négyzetes matrixok altal indukélt hozzarendelési jatékokra szorit-
kozunk.

Tovébbi egységesitést eredményez, ha bovitjiikk a négyzetes alapmatrixot egy 0-s index{i
csupa 0 elembdl 4116 sorral és egy ugyanilyen oszloppal. Legyen My = {0} UM a bdvitett
métrix indexhalmaza, az Uj elemek pedig ago = ajo = ap; = 0 minden i, j € M-re. Ezéltal
ugyan bdvitjiik az eredeti jatékot egy fiktiv sor-, illetve oszlopjatékossal, de nulla-jatékosok
lévén a magban konstans O a kifizetésiik, kezelhetjiik tehdt az egyszemélyes koalicidkat
is dgy, mint a mésik oldali fiktiv jatékossal alkotott vegyespdrosokat. Jelolje Iy = {0} U1,
illetve Jo = {0’} UJ a bdvitett jatékban a sor-, illetve az oszlopjdtékosok halmazat.

Végezetiil feltessziik, hogy a méatrixban a f6atlé egy maximalis értéki parosités, vagyis
a nagykoalici6 értékét a diagondlis hozzdrendelés adja, azaz wa (Io UJoy) = YLicpy, @ii- Mivel
a sorokhoz és az oszlopokhoz tartozé jatékosok kiilonbozbek, felsoroldsuk alkalmas meg-
véltoztatdsaval ez mindig elérhetd.

A hozzéarendelési jatékokat Shapley és Shubik (1972) vezették be a pénzbeli kompenza-
cidkat megengedd kétoldalu parositdsi piacok jatékelméleti modellezésére. A magra vonat-
kozo6an az aldbbi fobb eredményeket bizonyitottak.

1. Tétel (Shapley és Shubik, 1972). Legyen A egy tetszbleges nemnegativ mdtrix és wa az
dltala generdlt hozzdrendelési jdaték. Ekkor

1. a wy magja nem iires, sét megegyezik a nagykoalicio értékét meghatdrozo linedris
programozdsi feladat dudl-optimdlis megolddsainak halmazdval, vagyis (a fentebb
bevezetett standardizdlt formdban, illetve jelolésekkel)

C(wa) = {(ui;vj)i7j€Mo VieMy: ui+vi=a;ésVi,jeMy: uj+v; Za,'j};

2. C(wy) hdld-szerkezeti, azaz mag-elosztdsokat kapunk, ha két mag-elosztds szerinti
kifizetés helyett minden sor-/oszlopjdtékos a kisebb/nagyobb kifizetést, vagy forditva,
a nagyobb/kisebb kifizetést kapja;

3. van két olyan mag-elosztdas, ami a jdtékosok magbeli extrém kifizetéseibdl dll: az
egyikben mindegyik sorjdtékos a magbeli kifizetéseinek a minimumdt és mindegyik
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oszlopjdtékos a magbeli kifizetéseinek a maximumdt kapja (jellje ezt (u,v)), a mdsik
extrém mag-elosztdsban pedig forditva (jelilje ezt (,v)).

Az 1. Tétel 1. pontja szerint egy hozzarendelési jaték magjanak meghatarozasahoz nincs
sziikség az Osszes koalicidra, elegendd csak a vegyespdros, illetve az egyszemélyes koali-
cidkat (a konstans 0 kifizetésben részesiilé6 masik oldali fiktiv jatékossal alkotott parokat)
tekinteni. Rdaddsul a szokdsos, a nagykoalici6 kifizetésére tett egyetlen egyenléség helyett
most az optimdlisan egymashoz rendelt mindegyik jatékospar kifizetésére van egy egyen-
16ségiink. Ezek az egyenletek nyilvanvaldan linedrisan fiiggetlenek, ebbdl adddik, hogy a
C(w,) dimenzidja legfeljebb |M|, vagyis jéval kisebb, mint a mag dimenziGja dltaldban
(azaz nem elfajult esetben |N| — 1, ami itt 2|M| — 1 lenne). Tovabbi hasznos tulajdonsdg,
hogy a hozzarendelési jaték magja leirhaté csak az egyik oldali kifizetéseket haszndlva.

Nézziik, mit mondhatunk a hozzarendelési jatékok osztalyan a marginalis allokaciok és
a mag extrém pontjainak kapcsolatarl. Hamers et al. (2002) bizonyitottdk, hogy

tetszdleges hozzdrendelési jaték magjdanak mindegyik extremdlis pontja egy margindlis
allokdcio, vagyis ezen a jdtékosztdlyon az M2 kérdésre igenld a vdlasz.

Az M1 kérdésre persze csak akkor igenld a vdlasz, ha a hozzarendelési jaték konvex.

A konvex, illetve az egzakt hozzdrendelési jatékok egyébként jellemezhetSk az ket ge-
nerdlé matrixok tulajdonsdgaival is. Solymosi és Raghavan (2001) bizonyitottdk, hogy (a
fentebb bevezetett standardizal6 feltevések mellett):

o wyu akkor és csak akkor konvex, ha A diagondlis, azaz a;j = 0 minden i # j-re;
® wy akkor és csak akkor egzakt, ha az A alapmdtrix

o egyrészt diagondlisan domindns (roviden D2-tulajdonsdgii), azaz mindegyik
k € M-re ay, > max{a;x,ay;} teljesiil minden i, j € M-re (vagyis mindegyik di-
agondlis elem maximdlis a sordban és az oszlopdban is);

o mdsrészt dupldn diagondlisan domindns (roviden D3-tulajdonsdgii), azaz a;j+
Ak > ajx + aij minden (nem feltétleniil kiilonbozo) i, j,k € M-re.

Vegyiik észre, hogy a D3 tulajdonsag csak akkor egy megszoritast jelent6 ,,igazi” feltétel,
ha mindhdrom index kiilonb6zd, hiszen a kivant egyenlStlenség i = j esetén kovetkezik a
f64tl6 maximalitdsabol, mig i = k vagy j = k esetén automatikusan teljesiil. Megjegyezziik,
hogy az egzaktsdgot egyiittesen karakterizalé D2 és D3 tulajdonsdgok kozott nincs logikai
kapcsolat, egyik sem kovetkezik a masikbol.

4.1. Leximin allokdciok

Nézziik meg, hogy milyen vélaszt adhatunk a leximin allokacidkra vonatkoz6 R1 és R2
kérdésekre, ha a hozzarendelési jatékok osztalydra szoritkozunk. A margindlis allokdcidkra
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vonatkozé fentebb idézett eredmény (Hamers et al., 2002) miatt konnyd dolgunk van a
masodik kérdéssel.

3. Allitas. Tetszdleges wy hozzdrendelési jatékban extC(w,s) C Lmin(wy), vagyis a hozzd-
rendelési jdtékok osztdlydn az R2 kérdésre pozitiv a vdlasz.

s

Bizonyitas: A definiciokbdl konnyen adddik a kovetkezs altalanos érvény( észrevétel:

tetszdleges v jdtékban, ha egy & sorrendre m® (v) € C(v), akkor r° (v) =m° (v); vagyis
ha egy margindlis allokdcio magbeli, akkor egybeesik az ugyanazon sorrendhez tar-
tozo leximin allokdcioval.

Ez alapjan allitdsunk azonnal kovetkezik Hamers et al. (2002) fent idézett eredményébdl,
miszerint tetsz6leges hozzarendelési jaték magjanak mindegyik extremadlis pontja egy mar-
gindlis allokaci6. a

A kovetkezd két példa mutatja, hogy a hozzarendelési jatékok osztalyan az R1 kérdésre
csak akkor lehet igenld valasz, ha a jaték egzakt, vagyis az alapmatrixra teljesiil a D2 és a
D3 tulajdonsag is.

4. Példa. (Az R1-re pozitiv valaszhoz sziikséges a D2-tulajdonsag.)

Tegyiik fel, hogy az A matrix nem D2-tulajdonsdgu, mert van olyan i # j, hogy a;i > aj;.
Bérmilyen o = (/,i,j,j,...) alakd sorrendre a leximin allokdcis eljarasban a kovetkezd
értékaddsokra keriil sor: el6szor v{ = 0, masodszor u = a;;, és mivel a;; pozitiv, harmad-
szor u;’ = aj;. Mivel mindenképpen v;.’ >0, igy u;’ + v;’ > aji+0 > aj;, vagyis sériil a
diagonalis péarok kifizetéseitdl a magban elvart egyenléség. (Szerepcserével ugyanez a gon-
dolatmenet haszndlhat6 akkor, ha aj; nem oszlopmaximum.) Tehdt nem diagondlisan domi-

nans alapmadtrix esetén nem minden sorrend ad magbeli leximin allokaciét.

Vegyiik észre, hogy 2 x 2-es matrixok esetén a D2-tulajdonsdg garantdlja az R1 kérdésre
az igenld valaszt, mind a 4! = 24 sorrend magbeli leximin allokaciét eredményez. Megmu-
tatjuk, hogy legaldbb 3 x 3-as matrixokndl ehhez kell a D3-tulajdonsag is.

5. Példa. (Az Rl1-re pozitiv vdlaszhoz sziikséges a D3-tulajdonsag)

Tegyiik fel, hogy az A alapmatrix legalabb 3 x 3-as, rendelkezik a D2-tulajdonsdggal, de
nem D3-tulajdonsdgid, mert van olyan i # j # k # i, hogy a;; + ai < aj + ay;. Barmi-
lyen ¢ = (i, j,k,k',...) alakd sorrendre a leximin allokdcids eljarasban a kovetkez$ ér-
tékaddsokra keriil sor: el§szor u? = 0, masodszor v]q = a;j, és mivel a feltevés szerint
ayj — aij > ag; — ag > 0, harmadszor u{ = ay; — a;;. Mivel mindenképpen v{ > ay, igy
uf +v9¢ > agj — a;j + ag > a, vagyis a k,k’ diagondlis pér kifizetéseire nem teljesiil a
megfelel6 mag-feltétel. Tehat nem dupldn diagondlisan domindns alapmatrix esetén nem
minden sorrend ad magbeli leximin allokéciot.
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Most megmutatjuk, hogy egy hozzarendelési jaték egzaktsiga (vagyis az alapmatrix D2-
és D3-tulajdonsdga) nem csak sziikséges, de elegendd is ahhoz, hogy az R1 kérdésre igenld
legyen a vélasz.!

4. Allitas. Ha az A mdtrix D2- és D3-tulajdonsdgii, akkor az indukdlt wa hozzdrendelési
Jdtékra Lmin(wya) C extC(wa), vagyis az egzakt hozzdrendelési jdtékok osztdlydn az Rl
kérdésre pozitiv a vdlasz.

Bizonyitas: Legyen o a jitékosok egy tetszSleges sorrendje, és jelolje (u°,v°) az indukdlt
leximin allokaciét.

Els6 1épésként megmutatjuk, hogy ug +v¢ = a minden k € M-re. Az iltaldnossdg bar-
milyen korldtozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy az n’ oszlopjdtékos az utolsé a o sorrendben.
Legyen i € M egy tetszdleges i # n index. Nyilvén feltehetjiik, hogy a o-ban az i megel6zi
az i'-t. Megmutatjuk, hogy erre a diagonalis parra a mag-feltétel egyenléségként teljesiil.

Két eset van. Ha u? = 0, akkor a leximin allokéciés eljdrdsban v{ azt a legkisebb értéket
kapja, amire teljesiil a v > aj; — uj’ egyenldtlenség minden az i'-t a o-ban megel6z8 j
sorjatékossal, az i-t is beleértve. A D2-tulajdonsdg és a kifizetések nemnegativitdsa miatt

7.z

a;—02>aj— uj’ minden az i’-t megel6z§ j-re. Tehdt v¥ = a;;, vagyis ekkor tényleg u? +

V? = aj;.

Ha uf > 0 értéket kapott, akkor volt a ¢ sorrendben az i el6tt egy olyan j’ oszlopjétékos,

S _ 4. — % MAsré Tvan 4C . .
hogy uf = a;j; —v7. Masrészt nyilvan uj’ > a; —v§ minden az i’-t megel6z6 k sorjatékosra,

a j-tis beleértve. A D3-tulajdonsdg miatt a; —uf = a;; —a;j+ v;’ > ayi—ay;+ v;’ =ay—ug,
minden az i’-t megel6z6 k sorjatékosra. Tehdt a leximin allokdcids eljardsban vy pontosan
az a;; —uf értéket kapja, vagyis az i, i’ diagondlis pdrra ekkor is egyenlGségként teljesiil a
mag-feltétel.

Ezzel belattuk, hogy a ¢ sorrendben az utolsé jatékost tartalmazé part kivéve az dsszes
diagondlis pérra teljesiil az u? +v{ = a;; egyenlSség. Mivel a nagykoalicié értéke a diago-
ndlis elemek 0sszege, a ¢-ban utolsé jatékosra és diagondlis parjara is teljesiilnie kell ennek
az egyenlGségnek, vagyis u +v9 = a,, is igaz.

Maisodik 1épésként emlékeztetiink, hogy a leximin allokéci6 definicid szerint teljesiti a
mag-egyenl6tlenségeket az utolsé jatékost nem tartalmazd Osszes koalicidra. Esetiinkben
tehat u{ + vj-’ > a;; minden i € Iy sorjatékosra (az i = n-t is beleértve) és minden j # n
oszlopjdtékosra.

Utolsé 1épésként megmutatjuk, hogy a mag-egyenlStlenségek teljesiilnek az n’ oszlop-
jatékost tartalmazé vegyespdros koalicidkra is. Megint két eset van. Ha uS = 0, akkor a
D2-tulajdonsdg és a kifizetések nemnegativitdsa miatt vy = a,, —0 > ag, —uy minden
k € Iy sorjatékosra. Ha ug > 0, akkor volt a ¢ sorrendben az n sorjitékos el6tt egy olyan
Jj' oszlopjétékos, hogy uf = a,; — v7. Mivel j # n, fenndllnak az uf +v§ > ax; mag-
egyenl6tlenségek minden k € [y sorjatékosra. Ezt felhasznalva a D3-tulajdonsdgbdl kapjuk,

I Ezért az észrevételért koszonet Bednay Dezs6nek.



46 Solymosi Tamds

o __ c __ (e} (o) (e} (e} o __ (o)
hogy v, = an, —u, = Opp — Apj +V; zakn—aijrvj > Ay — Uy — Vi +V; = g — ]

mindegyik k € Iy sorjatékosra.
A o sorrendhez tartoz6 (u°,v°) leximin allokéci6 tehét valban magbeli. a

4.2. Leximax allokdciok

Végezetill nézziik meg, milyen vélaszt adhatunk a leximax allok4cidkra vonatkozé S1
és S2 kérdésekre, ha a hozzarendelési jatékok osztdlydra szoritkozunk. Kezdjiik ismét a
masodik kérdéssel.

5. Allitas. Tetszdleges wy hozzdrendelési jdtékban extC(ws) C Lmax(wy ), vagyis a hozzd-
rendelési jdtékok osztdlydn az S2 kérdésre pozitiv a vdlasz.

Bizonyitas: Legeloszor belatjuk a kovetkez altaldnos érvény( észrevételt:

tetszéleges v jdtékban, ha egy & sorrendre m® (v) € C(v), akkor s® (v) = m®(v), ahol
c* jeloli a forditott G sorrendet, azaz O] = Opy1— minden k = 1,...,n-re; vagyis
ha egy margindlis allokdcio magbeli, akkor egybeesik a forditott sorrendhez tartozo
leximax allokdcioval.

Valéban, a leximax allokdcids eljards menetét kovetve, a o] = o, jatékos kifizetésére
teljesiil, hogy sg;,: (v) = b'(of) = v(N) = v(N \ 0,) = mg (v). Tegyiik fel, hogy a lexi-
max és a marginalis kifizetések egyenldségét mar belattuk a o* szerinti elsé j > 1 ja-
tékosra, azaz barmilyen k = 1,...,j mellett a 6; = 0,41 jdtékos kifizetésére teljesiil,
hogy sgg (v) =mg,  (v). Ezeket 6sszeadva a margindlis kifizetések teleszkopos jellegé-

b6l adédik, hogy fenndll a Zizl sgg (v) =b"(oy ... 07) osszefliggés is. Mivel m®(v) mag-
beli, a GJ’-‘ " 1 = On—j jatékos leximax kifizetésének meghatdrozasdban szerepld tetszOleges
0 C{oy,05,...,0] } jatékoshalmazra teljesiil, hogy

P'(QUai )= Y 57 (v) =b"(QUG, ;) — Y mI(v)
k€Q keQ
>mg,_(v)
=v(01...0p—j) —V(O1...Cu_j_1)

=b"(o}...0/07 ) —b"(o]...0;})

J
=b'(0] ...070],1) = ) 55 (V).
k=1
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Eszerint a minimumot a legb&vebb Q = {0}, 05,..., G]’-‘} halmaz adja, tehdta 0}, | = 0,
sl 2 . . s 2 . . . o* _ o . - 2
jatékos leximax kifizetésére is teljesiil, hogy s ot (v) = mg, .(v). Ezzel induktiv médon

beldttuk, hogy s (v) = m®(v), amennyiben m® (v) magbeli.

Ebbdl az észrevételbdl viszont allitdsunk azonnal kdvetkezik, hiszen Hamers et al. (2002)
fent idézett eredménye szerint tetsz6leges hozzarendelési jaték magjanak mindegyik extre-
mélis pontja eldall, mint egy alkalmasan vélasztott sorrendhez tartoz6 margindlis allokacid,
vagyis el6all, mint a forditott sorrendhez tartozé leximax allokacid. a

Tovabbi vizsgélatokat igényel viszont a hozzarendelési jatékok osztalyara feltett S1 kér-
dés pontos megvilaszoldsa.” Ehhez sziikségesnek tiinik ugyanis a hozzarendelési jatékok
dudljanak, pontosabban a dudl magjanak egy olyan jellegl ,.explicit” megaddsa, mint ami
a magra ismert (lasd az 1. Tétel 1. pontjat). Hasznédlhaténak véljitkk ugyanakkor Demange
(1982), illetve Leonard (1983) egymadstol fiiggetleniil bizonyitott eredményét, miszerint

tetszOleges wa hozzdrendelési jdtékban, a k € 1\ UJ jdtékos magbeli kifizetéseinek ma-
ximuma pontosan by = wx(IUJ) —wa(1UJ \ k).

Tetszbleges o sorrend esetén tehdt a o7 jatékos leximax kifizetése megegyezik ennek a jaté-
kosnak a magbeli maximadlis kifizetésével. Ugyancsak hasznosak lehetnek Nufiez és Rafels
eredményei a hozzarendelési jatékok magjanak, illetve alapmatrixanak a kiilonb6z6 dekom-
pozicidirdl (lasd a (Nuiiez és Rafels, 2009) cikket és az ott talalhaté tovabbi hivatkozasokat).

Koszonetnyilvanitas:
A szerzd kutatdsait az OTKA K-72856 palyézat timogatta.
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Késleltetett informaciok hatasa monopoliumi
dontésekben

Szidarovszky Ferenc, Akio Matsumoto

Kivonat

A tanulményban egy dinamikus monopdlium modellt vizsgalunk gradiens dinamikéval. Fel-
tessziik, hogy a véllalatnak csak késleltetett informacio 4ll rendelkezésére a margindlis pro-
fitrél. Ha a késleltetés mértékét adottnak tekintjiik, akkor egy differencia-differencidl egyen-
letet kapunk. Amennyiben folytonosan elosztott késleltetést tekintiink, akkor egy Volterra
tipusu integro-differencial egyenlet jellemzi a rendszer dinamikéjat. Megvizsgéljuk mindkét
késleltetési tipus esetén a rendszerek aszimptotikus stabilitdsat. Az eredmények Osszeha-
sonlitdsa két érdekes kovetkeztetést szolgaltat. Egyrészt latjuk, hogy a stabilitdsi tartomany
csokken, ha a sulyfiiggvény m paramétere ndvekszik, és m — oo esetén konvergdl az adott

késleltetésti modell stabilitasi tartomanyahoz. Masrészt egy érdekes kompenzacids kapcso-
latot lathatunk a modell harom paramétere kozott.

1. Bevezetés

A dinamikus gazdasagi rendszerek vizsgdlatdnak hatalmas irodalma van. A legtobbszor
vizsgalt modellcsoportot a monopdliumok és az oligop6liumok jelentik. Kezdetben az op-
timalis stratégidk és az egyensilyok jelentették a kutatdsok f6 céljat, azok 1étezésére és
egyértelmiiségére szamos feltétel adédott. Kiilonféle modellvaltozatok is megjelentek az
irodalomban, beleértve a tobbtermékes eseteket, az alkalmazott tulajdond vallalatok, illetve
a linedris és hiperbolikus arfiiggvények esetét. A dinamikus kiterjesztéseket kezdetben csak
linedris modellek esetére vizsgaltak, hiszen lokalis stabilitas és globalis stabilitds ekvivalens
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egymadssal. Okuguchi (1976) konyve foglalja dssze a kezdeti eredményeket. Ezek tobbter-
mékes altaldnositasat tobb konkrét alkalmazdssal Okuguchi és Szidarovszky (1999) mo-
nografidjaban taldlhatjuk meg. Az utébbi két évtizedben a kutatds a nemlinedris dinamikak
irdnyaba tolodott el. Ezeknek az oligopol jatékok esetére torténd alkalmazasat foglalja 6ssze
Bischi et al. (2010) kotete.

A korabbi modellek nem vették figyelembe azt a természetes koriilményt, hogy az egyes
idépontokban a dontések nem szimultdn, hanem valamennyire késleltetett informacidkra
épiilnek. A véllalatok a piaci informdcidkat dltalaban valamilyen késleltetéssel kapjdk, az
ezek alapjan sziiletendd dontések is iddigényesek. A matematikai és kozgazdasagi iroda-
lomban két, 1ényegében eltéré modszerrel modellezik a késleltetést. Ha a késleltetés mértéke
adott rogzitett érték, akkor differencia-differencial egyenletek irjdk le a folyamatot. Ezek
matematikai kezelését, valamint f6bb tulajdonsagait targyalja Bellman és Cooke (1956) mo-
nografidja. Ha a késleltetés mértékét nem ismerjiikk pontosan, vagy az idében valtozik, akkor
folytonosan elosztott késleltetésrdl beszEliink. A megfelel6 matematikai modellek Volterra-
tipusu integro-differencidl egyenletek, ezek médszertandba Cushing (1977) konyve ad ki-
tlind bevezetést.

Dolgozatunkban egy olyan egyszer(i dinamikus modellt vizsgdlunk, amelyben egy mo-
nopdlium helyzetli véllalat gradiens dinamikét kovet, amikor a kibocsétasfiiggvény deri-
véaltja a margindlis profittal ardnyos, és a margindlis profit késleltetéssel terhelt. Megvizs-
galjuk a rogzitett és a folytonosan elosztott késleltetések esetét és a stabilitdsi kritériumok
Osszehasonlitasat is elvégezziik.

2. A dinamikus modellek

Tekintsiink egy vallalatot, amelyik egyetlen termékével egyediildllé a piacon. Jelolje X a
kibocsatott termékmennyiséget, P = A — BX az arfliggvényt és C = ¢+ dX a véllalat kolt-
ségfiiggvényét. Ekkor a véllalati profitot a

¢(X)=X(A—BX)— (c+dX) ()
figgvény irja le. A margindlis profit ennek a derivaltja:
¢o'(X)=A—d—2BX.
Folytonos iddskélat feltételezve a gradiens dinamika az
X(t)=K(A—d—2BX(1)) )

linedris differencidlegyenlettel irhato le.
El6szor tegyiik fel , hogy az id6késleltetés a margindlis profit értékében egy rogzitett T
érték. Ekkor a (2) egyenlet az
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X(t)=K(A—d—2BX(t—T)) 3)

dinamikdva valik. Ennek lefrasdra fel kell tenniink, hogy a kibocsatads-fiiggvény értéke is-
mert a [—7,0] intervallumon.
Folytonosan elosztott késleltetés esetén a (3) egyenlet a kovetkez&képpen mddosul:

X(1) :K(A—d—ZB/Otw(t—s,T,m)X(s)ds), )

ahol a w magfiiggvényt altaldban a gamma-eloszlés siirliségfiiggvényéhez hasonl6 alakban

feltételezik:
1 t—
exp (TS> ham =0,

1 m+1 t—
—(T) exp(m( S)> ham > 1.
m! \T T

Itt T > 0 egy folytonos paraméter, m pedig egy nemnegativ egész szam.
A tovédbbiakban a (3) és (4) dinamikdk aszimptotikus viselkedését vizsgéljuk meg.

~|

w(t—s,T,m) =

)

3. Az adott késleltetés esete

A (3) egyenlet homogén megfelel6jét a

Z_x_=_°
2B

1j véltozé bevezetésével kapjuk:
2(t) = —yZ(t=T), 5)

ahol y = 2BK. Keressiik a megoldést az exponencidlis Z(¢) = exp(Ar)v alakban, amit a
homogén egyenletbe helyettesitve kapjuk az (5) dinamika karakterisztikus egyenletét:

A+ yexp(—ir)=0. (6)

Szorozzuk be mindkét oldalt 7-vel és vezessiik be a A = yT valtozo6t. Ekkor az egyenlet
tovabb egyszerlsodik:
A+Aexp(—A) =0, 7

ahol A = yT > 0. Legyen A = a + if3 ennek egy komplex gyoke. Ekkor

o+iff +Aexp(—a) (cosf —isinf) =0.
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A val6s és a képzetes rész szétvalasztiasdval
o+Aexp(—a)cosf =0 ®
és
B —Aexp(—a)sinf =0 )
adédik. Tegyiik fel elGszor, hogy sin f = 0. Ekkor 8 = 0, tovébbd « kielégiti az
o=—Aexp(—a)

egyenletet. Az A értékétdl fiiggben vagy nincs megoldds, de ha van, az csak negativ lehet.
Ha sin 8 # 0, akkor (9)-b&l

B
—) =
exp(—a) Asinf3
adaédik, amit (8)-ba helyettesitve az
o+ Bcotf=0 (10)

osszefiiggést kapjuk. Az dltaldnossdg megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy 8 > 0, ugyanis, ha
A megoldésa a (7) egyenletnek, akkor annak komplex konjugéltja is megoldas. fgy o < 0,
ha

T
Be (mr,EJrnﬂ), n=0,1,2,....

A (10) és (9) egyenletek alapjan egy egyvaltozds egyenlet adédik B értékére:

%ﬁ:exp(ﬁcotﬁ)sinﬁ. 11

Jelolje f(B) a (11) jobboldalat. Nyilvanvaléan f(f) a nulldhoz tart, ha B — 0. Hason-
16an, n > 1 esetén f(f3) ugyancsak a nulldhoz tart, ha B — nz balr6l. Egyszer( szdmoléssal
megmutathatd, hogy a jobboldali hatarérték

lim

| o han péros
B—>nn+0f(ﬁ) {

~ | —oo ha n pératlan,

valamint

f(nJr ”) 1 han péros
Zian) =
2 —1 ha n pératlan.

Derivalds utan azt kapjuk, hogy

1

8= g

exp(BcotP) (sin2f —f). (12)
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Vegyiik észre, hogy a (0,7/2) intervallumon taldlhat6 egy olyan egyértelmiien megha-
tarozott B* érték, amelyre B* = sin2f*, valamint 8 < B* esetén sin2f3 > 3, mig B > B*
esetén sin2f3 < fB. Ennek alapjdn /() > 0 akkor és csak akkor, ha B € (0,3*) vagy ha
B € ((2k—1)7,2kx), ahol k = 1,2,.... Tovdbbd, f'(B) < 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha
B € (B*,x), vagy ha B € (2km,(2k+1)x), ahol k = 1,2,.... Az f(B) fiiggvény gorbéjét

mutatja az 1. dbra.

f(B)

A (11) egyenlet megoldésait az f(f3) gorbe és az (1/A) egyenes végtelen sok metszés-
pontja szolgdltatja. Tegyiik fel el&szor, hogy A > m/2. Ekkor a legkisebb metszéspont a

1. dbra. Az f(B) fiiggvény képe.

(m/2, ) intervallumba esik. Ez egy pozitiv a értéket ad, igy a sajatérték valds része pozi-

tiv, tehdt az (5) dinamikus rendszer instabil. Ha A < 7 /2, akkor a legkisebb metszéspont a

(0,7/2) intervallumba esik, a tovabbi metszéspontok pedig a (2k7, (2k+1)7), k=1,2,...

intervallumokba, ahol a megfeleld o értékek mind negativak. Ebben az esetben tehét a rend-
szer aszimptotikusan stabil.

A fentiek alapjan adédik a kovetkezd tétel.



54 Szidarovszky Ferenc, Akio Matsumoto

1. Tétel. A (3) rendszer aszimptotikusan stabil, ha Ty < U, és instabil, ha Ty > U, ahol
U=mn/2~1,5708.

4. A folytonosan elosztott késleltetés esete

A (4) egyenlet homogén megfelelje az el6z6 esethez hasonldan a kovetkezd:

— / — 5, T,m)Z(s)ds. (13)

A karakterisztikus egyenletet ismét a Z(t) = exp(At)v exponencidlis megoldds behelyet-
tesitésével nyerjiik:

Aexp(At)v = —7// —s,T,m)exp(As)vds.

Bevezetve az x =t — s integraldsi valtoz6t és v-vel egyszerisitve

xemxxn::fyéﬂwtf&7ymemxx@fx»dx

adédik. Az exp(At) tényezGvel egyszeriisitve és a t — oo hatdrdtmenetet végrehajtva egy-
szer(i szamoldssal kapjuk a rendszer karakterisztikus egyenletét:

(m+1)
A+y(1+l_T> =0, (14
m
ahol

e 1 ha m=0,
" lm ham>1.

Az m = 0 esetben a legnagyobb sulyt a legijabb ¢-beli informdacié kapja, majd id6ben
visszafelé haladva a sily exponencidlisan csokken. Ekkor a (14) egyenlet

A(1+AT)+y=0

alaku, azaz
AT+A+y=0.

Mivel az Gsszes egyiitthaté pozitiv, a gyokok valds része negativ, igy a rendszer mindig
aszimptotikusan stabil.

Ham > 1, akkor a #-beli informdcié zéré sillyal szerepel, a sily novekszik t — T-ig, majd
csokken ezutan. Tegyiik fel, hogy m = 1. Ekkor a (14) egyenlet harmadfokura {rhat6 at:

T?A3 +2TA? + A +y=0.
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Mivel minden egyiitthat pozitiv, a Ruth-Hurwitz kritérium (Szidarovszky és Bahill, 1998)
alapjan a sajatértékek valés része akkor és csak akkor negativ, ha

2T > T?y,

azaz,ha Ty < 2.
Az m =2 esetben a (14) egy negyedfoku egyenletté alakul:

1 3 3
ST STAP + ZTAP + A +y=0.
8 4 2
Mivel minden egyiitthat6 pozitiv, ismét a Ruth-Hurwitz kritérium szolgaltatja a stabilitasi
feltételt, ami egyszert szamolds eredményeképpen: Ty < 16/9 ~ 1,7778.
Az m =3 esetben egy 6tddfoku egyenletet kapunk:
1 4
—T*A%+ —

2 4
304 2002493 G002 _
81 27TA +3Tl +3Tl +A+y=0.

Hasonléan az el6z6 esethez, ismét alkalmazhatjuk a Ruth-Hurwitz kritériumot és egyszert,
de hosszadalmas szdmolds utdn a Ty < 120v/2 — 168 ~ 1,7056 stabilitési feltételt kapjuk.
Ha az m = 1,2,3 esetre kapott feltételek nem szigori egyenl6tlenségként teljesiilnek,
akkor legaldbb egy gyok valés része pozitiv, igy a rendszer instabil.
A fentiek alapjan adédik a kovetkezd tétel.

2. Tétel. Azm=1,2,3 esetben a (4) rendszer aszimptotikusan stabil, ha Ty < U, és insta-
bil, ha Ty > Uy, aholUy =00, Uy =2, U, =16/9 = 1,7778 U3 = 12012 — 168 ~ 1,7056.

5. Az eredmények osszehasonlitasa

El6szor vegyiik észre, hogy az 6sszes stabilitdsi feltétel Ty < U alakd, ahol U vagy U
vagy U, (m =1,2,3). Mivel Ty = 2BKT, azonnal adédik egy érdekes észrevétel. Barho-
gyan valasztjuk meg a B, K és T paraméterek koziil kettének az értékét, a rendszer mindig
stabilld tehetd, ha a harmadik értékét elegendden kicsinek valasztjuk. Az a tény, hogy a
rendszer stabilitdsa csak a BKT szorzat értékétdl fiigg, azt is mutatja, hogy e harom pa-
raméter egy specidlis ,.érték-kompenzacids™ kapcsolatban all egymassal. Ha barmelyikiik
értékét egy nagyobb faktorral megszorozva a rendszer instabilla valna, akkor a masik kett6
szorzatat legalabb ekkora faktorral elosztva a rendszer visszanyerné a stabilitasat.

Vegyiik észre tovabba, hogy

U<U;<Uy<U <Uy,

vagyis az m értékének novelésével a stabilitasi tartomany csokken. Vizsgaljuk meg ezutin
az m — oo hatdresetet. A (14) egyenletben az m — oo hatdrdtmenetet elvégezve azt kapjuk,
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hogy

. AT —(m+1) ) Y
im a1 - i {3+ AT )

= A+ yexp(—AT),

ami éppen a (6) egyenlet baloldala. Tehat az m — oo hatareset az adott késleltetésnek felel
meg. Hasonl6 kovetkeztetést kaphatunk, ha észrevessziik, hogy a w(t — s, T, m) fiiggvény az
m novelésével egyre ,,sovanyabb” lesz novekvd maximum értékkel, azaz az m — oo hatar-
helyzetben a T kozéppontu Dirac-delta fiiggvénnyé valtozik. Ekkor pedig a (13) egyenlet
jobboldalén szerepld integrdl Z(r — T) lesz, azaz a (13) egyenlet formélisan is a (6) egyen-
letté valik.
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A kompetitiv piac kozelitése sokszereplos
Cournot-oligopo6liumokkal

Tasnadi Attila

Kivonat

Mikrookonémia tankonyvekbdl és példatarakbol ismert, hogy egy homogén terméki Cour-
not-oligopol piacon a termelSk szamdnak novelésével kozelithetd a kompetitiv piac. Az
iskolapéldaban linedris keresleti gorbét és dllando egységkoltséget tételeznek fel. Az iroda-
lomban t6bb munka is foglalkozik az emlitett feltételek enyhitésével. Jelen dolgozatban egy
Uj, egyszer( approximdcids tételt igazolunk.

Az els6 szakaszban attekintjiikk a Cournot-oligopol jaték egyensilydnak egzisztenciajara és
a kompetitiv piac Cournot-oligopéliumokkal torténd approximalhatésdgara vonatkozé ered-
ményeket. Az egyensuly 1étezésével kapcsolatos eredményeket felhasznaljuk a mésodik
szakaszban taldlhaté approximacids tételiinkhoz, amit aztdn 6sszevetiink az irodalomban
taldlhat6 approximacids tételekkel.

1. Irodalmi attekintés

A kompetitiv piacon a szerepldk egyéni cselekedeteinek (feltevés szerint) nincsen arala-
kité hatdsa. Intuiciénk alapjan a szerepldk arbefolydsolé képessége igazabol csak kell6en
sok szerepld esetén hanyagolhat6 el. A kompetitiv piac ilyen irdnytd megalapozasa soksze-
replés homogén termék{i Cournot-oligopdliumok segitségével megvaldsithatd. Az iskola-
példaban linedris keresleti gorbe és dlland6 egységkoltség feltételezése mellett igazolhatd,
hogy a Cournot-oligopolistdk szamanak novelésével kozelithetd a kompetitiv piac. A kon-
vergencia biztositdsdhoz sziikséges feltételek enyhitésével tobb kutatd is foglalkozott. A
dolgozat targya egy az iskolapéldanal altalanosabb, de mégis viszonylag egyszert 4j appro-
xim4cids tétel.

Tasnddi Attila
Budapesti Corvinus Egyetem, Matematika Tanszék, email: attila.tasnadi @uni-corvinus.hu
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A Cournot-oligopdliumban a véllalatok egyszerre hozzak meg a mennyiségi dontéseiket,
majd egy nem specifikdlt mechanizmuson keresztiil hatdrozédik meg a piactisztité ar. Ennek
,kikidltdsat” gyakran egy fiktiv drverez6hoz kotik, illetve elészeretettel hivatkoznak Kreps
és Scheinkman (1983) eredményére, amelyben egy kapacitdskiépitési (mennyiségi) szakaszt
egy arjaték kovet. Az idézett szerz6k megmutattak, hogy az igy értelmezett Gsszetettebb
modell egyenstlyaban a vallalatok els6 id6szakban kiépitett kapacitdsai megegyeznek az
azonos koltségfiiggvényli Cournot-duopdlium egyensulyi termelésével, ezaltal a Cournot-
modell egyfajta megalapozasat adtak.

Szidarovszky és Yakowitz (1977) igazolta, hogy konkdv keresleti gérbe és konvex kolt-
ségfiiggvények mellett a Cournot-oligop6liumnak 1étezik egyértelm(i megolddsa. A kon-
vergenciatételiink bizonyitdsdban Szidarovszky és Yakowitz (1977) egzisztencia €s unici-
tasi tételét fogjuk alkalmazni. Erdemes azonban néhdny tovébbi nevezetes egzisztencia,
illetve unicitdsi tételt is megemliteni. A 1étezés szempontjabdl Bamon és Fraysee (1985),
Novshek (1985a), Amir (1996), illetve Forgd (1996) feltételei enyhébbek, és tobbek ko-
z06tt megszabadulnak a koltségfiiggvények konvexitdsanak erds feltevésétdl. Példanak oka-
ért Amir (1996) a keresleti fiiggvény szigord monoton csokkenését és logkonkavitdsat, a
koltségfiiggvények szigord monoton novekedését és balrdl folytonossagat, tovabba a ,,mé-
dositott” profitfiiggvények egy ponttdl kezd6d6 negativitdsat koveteli meg.! A feltételekhez
a koltségfiiggvények konkavitdsat hozzavéve adddik az egyensily egyértelmiisége. Kon-
kavbdl konvexbe vilté koltségfiiggvények esetén Forgd (1996) bizonyitja az egyensily 1é-
tezését. Egy friss munkdban Ewerhart (2011) az eddigi legaltalanosabb egzisztenciatételt
adja, amit az altaldnossdg mellett elsésorban az a torekvés vezérelt, hogy csak keresleti és
koltségfiiggvényre vonatkoz6 kikotés szerepeljen az egzisztenciatételben, igy Amir (1996)
~-moédositott” profitfiiggvényre vonatkozo feltevését kivéltja a keresleti fliggvény tdgyneve-
zett o-bikonkavitésa.”

A Cournot-oligop6lium egyik j6 tulajdonsdga, hogy amennyiben a piac kindlati olda-
1at elegendSen sok kisvallalat alkotja, akkor a Cournot-oligopdlium egyensulyi ara kozel
esik a kereslet és kindlat egyensulyaként meghatarozott kompetitiv drhoz, azaz a Cournot-
oligopolistdk kozel hatarkoltségen termelnek. A Cournot-oligop6liumok ilyen jellegii visel-
kedését, kiillonbozé feltételekbdl kiindulva, tobbek kozott Frank (1965), Ruffin (1971),
Novshek (1985b), valamint Campos €s Padilla (1996) igazoltak. A kérdéshez kapcsolddik a
gyengébb kvazikompetitivitdsi tulajdonsdg teljesiilése, ami csak annyit kdvetel meg, hogy
a véllalatok szdmanak novekedésével csokkenjen a piaci dr. Ilyen irdnyd eredményeket ért
el példaul Okuguchi (1973) és Amir (2000). Vives (1999) szdmos tovabbi, a sokszereplds
Cournot-oligopéliumokra vonatkozé eredményt targyal.

! Léteznie kell olyan Q mennyiségnek, hogy P(Q)Q — Ci(Q) < 0 barmely Q > Q-ra és barmely i €
{1,...,n}-re.

2 Az f:R, — R, fiiggvény a-bikonkav, ha [f(x)]*/a az x'~% /(1 — &)-nak konkdv fiiggvénye. Megjegy-
zendd, hogy az o — 0 hatdrdtmenettel értelmezhetd a O-konkavitds is, ami a logkonkavitdssal ekvivalens.
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2. [Egy uj approximacios tétel

Ebben a szakaszban egy konnyen igazolhat6 tj approximaciés eredményt mutatunk be. A
16 feltevéseink az inverz keresleti gorbe monoton csokkend és konvav volta, tovabba a kolt-
ségfiiggvények szigord konvexitdsa, valamint a vallalati kinalati gorbék elhanyagolhatéva
vélasa az 6sszpiaci kindlathoz képest, ha a véllalatok szdma a végtelenbe tart. Eredményiink
abban tér el Frank (1965), valamint Campos és Padilla (1996) konvergenciatételeitdl, hogy
nem korlatozzuk az eltéré koltségfiiggvény( vallalatok szamat. Novshek (1985b) nagyon
altalanos konvergenciatétele nem érvényes fixkoltségek hidnydban és joval bonyolultabb az
itt kozoltnél. Egyébként Campos és Padilla (1996) adott példat arra, hogy a sziikséges fel-
tételek hidnydban Cournot-oligop6liumokkal nem feltétleniil kozelithet a kompetitiv piac.

A P: Ry — R, inverz keresleti gorbérdl feltessziik, hogy kielégiti az aldbbi feltételeket:

1. Feltevés. P szigoriian monoton csokkend a |0, a] intervallumon, azonosan nulla az (a, o)
intervallumon, kétszer differencidlhaté a (0,a) intervallumon és konkdv a [0,a] intervallu-
mon.

A P figgGleges tengelymetszetét jelolje b, azaz P (0) = b.

Az eredmény aszimptotikus természete miatt oligopol piacok sorozatit vessziik, amely-
nek az n-edik piacat n vallalat alkotja. Feltessziik, hogy a sorozat 6sszes piacan a kereslet
azonos. Az n-edik piacon az i € {1,...,n} véllalat koltségfiiggvényét és kompetitiv kinalati
fiiggvényét jeldlje rendre ¢ és s7. Ezért az n-edik oligopol piac megadhaté a

{1,...,n},(ct,....ch),P)

harmassal. Jelolje N a pozitiv egészek halmazat. A sorozatban szerepl mindegyik Cournot-
oligopdliumnak, a kovetkezd feltétel miatt, 1étezik egy egyértelm( egyensulya.

2.Feltevés. A ¢} : Ry — Ry (neN, ie{l,...,n}) kiltségfiiggvények kétszer differenci-
dlhatok, nincsenek fixkoltségek, szigorian monoton novekeddk és szigoriian konvexek. To-
vdbbd () (0) = lim,,_,o+ () (g) = mc? (0) = 0 és limy_comc? (q) = oo bdrmely n € N-re
és barmely i € {1,...,n} vdllalatra.

zo 2z

A fixkoltségek hidnya garantélja, hogy a piacon jelenlévé véllalat mindegyike aktiv le-
gyen. A 2. feltevésbdl az is kovetkezik, hogy az i vallalat kompetitiv kindlata, a tovabbiak-
ban roviden kindlata, a p dron s (p) = (mc;’)_1 (p), mert az argmax >0 pg — ¢’ (¢) probléma

egyértelmiien megoldhat6 barmely p > 0 dron a 2. feltevés alapjan. Jelolje S} = Y s} a
véllalatok aggregélt kompetitiv kindlatat és annak inverzét MC!! = (Sg’)*] .
A mennyiségi profilnak nevezett q = (q1,...,q,) € [0,a]" vektor megadja az n villalat

mennyiségi dontését. Az n-edik mennyiségi jatékot az Op = ({1,...,n},[0,a]", (&)’ )

struktdra adja meg, ahol

7' (q) =P(qi+...+qn) g — <} (q:)
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barmely i € {1,...,n} véllalatra. Ha 0y kielégiti az 1. és a 2. feltevéseket, akkor Szida-
rovszky és Yakowitz (1977) egzisztencia tétele biztositja, hogy az Op oligopol jatéknak
egyértelmiien 1étezik tiszta Nash-egyensilya.

A konvergenciatételiinkhoz sziikségiink lesz még két tovabbi feltételre:
3. Feltevés. Az 1,...,n vdllalatok dsszkindlata az (03)::1 oligopol piacok sorozatdnak
minden egyes piacdn azonos.

A 3. feltevés miatt a véllalatok aggregalt kompetitiv kindlata Sc = Y s} és az MC. =
S ! inverze fiiggetlen n-t3l.

4. Feltevés. Létezik olyan c pozitiv valos érték, hogy
. c
s (p) < —Se(p)

teljesiil bdrmely p € (0,b] drra, bdarmely n € N pozitiv egészre és barmely i € {1,...,n}
vdllalatra.

n novelésével a 3. €s a 4. feltevés alapjan az Osszes vallalat kompetitiv kinalata tetsz6-
legesen kicsivé tehet6 a piaci Osszkinalathoz képest. Megjegyzendd, hogy ez utébbi két
feltevés az approximadcid jellegére is ramutat. A feltételek alapjan a kompetitiv piacot egy
egyre tobb nemcsak relativ értelemben, hanem egyben abszoliit értelemben is kisebb silyud
véllalatbdl 4116 Cournot-piaccal kozelitjiik. Tehat eredményliink 1ényegében azt allitja majd,
hogy egy minél tobb kisvallalatbdl all6 Cournot-piac 1ényegében tgy viselkedik, mint az
azonos kindlati és keresletd kompetitiv piac. Az édltalunk alkalmazott megkozelitéssel élt
példaul Novshek (1985b).

Végiil jelolje p© a piactisztitd drat és a ¢¢ az aggregalt kompetitiv kibocsatast, azaz

p'=P(q)=MC:(q).

Megmutatjuk, hogy az 1., a 2., a 3. és a 4. feltételeket kielégitd (Og):zl oligopol piacok
sorozatdhoz egyértelmiien 1étez6 egyensilyi drak sorozata a p“ piactisztité arhoz tart.

1. Allitas. Elégitse ki az 0, = (O;):;l Cournot-oligopdliumok sorozata az 1., a 2., a 3. és
a 4. feltételeket. Ekkor az Oy oligopdliumnak egyértelmiien létezik tiszta Nash-egyensilya
bdrmely n € N-re, amelyet ha (q})_, jelél, akkor

n n
: n _ C 4 : n __ C
lim P < qi> =p‘és lim Y g} =S (p°),
i=1 i=1
azaz a mennyiségi jdatékok sorozatdnak egyensiilyai a kompetitiv kimenetelhez tartanak.

Bizonyitas: A feltevéseink lehet6vé teszik Szidarovszky és Yakowitz (1977) egziszten-
cia és unicitdsi tételének alkalmazdsat tetszbleges n € N-re, amely alapjan biztositott a
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q" = (q!)!_, egyensilyi mennyiségi profil étezése. Legyen ¢ = Y, ¢ a véllalatok egyen-
sulyi ossztermelése. A (g/!),._, sorozat korldtos volta miatt 1étezik konvergens részsorozata.
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy (¢?),_, mar konvergens és a hatédrértéke g,. A
vallalatok (q;’)?zl egyenstlyi dontései sziikségszeriien kielégitik a

an, , " . .
) = P+ P (q) g~ mel (qf) =0 W

elsérendti feltételeket.
Ekkor lim;, ;.. g} = 0, ahol az a} (i,n € N és i < n) kett8s sorozatra lim,_,.. a} = a teljesiil,
ha
Ve>0:3ngeN:Vn>ng:Vie{l,2,...,n}:|a] —a| <e&.

Az (1) feltételbdl és a 4. feltevésbsl

q; =i (P(q0) +P (47)q}) < 2)
< =Sc(P(ql)+P (q)aF) < =S (b)

adédik barmely i € {1,...,n}-re. Ezért lim, .. g = 0.
Legyen p" = P(q}!) ésjeldlje pa (p"),,_, sorozat hatdrértékét. Nyilvan p = P (g,) teljesiil
a P folytonossaga és monotonitdsa miatt. Ezért hatarértékeket véve az (1) feltételben,

p = lim mcj (g;) 3)

n—yoo

adodik, figyelembe véve a P’ korldtossdgat. Vegyiik észre, hogy (3) szerint

Ve>0:3npeN:Vn>ng:Vie{l,...,n}: |mc} (q})—p| < e. 4)

Vilasszuk a g és g értékeket gy, hogy mc? (q') =P — € és mc! (q}) = P+ € legyen.

A Gt < g < q! egyenlbtlenségbdl g < ¢! < g kovetkezik, ebbdl pedig MC, (q}) <
MC, (qF) < MC,(q") ad6dik. Mivel MC, (') =p— € és MC. (q!') = P + €, az MC, folyto-
nossagét felhaszndlva kapjuk, hogy

pP=MC.(q.). (&)

Tehat g, kielégiti a P (q) = MC, (q) egyenl8séget, aminek 1étezik egyértelmti megoldésa
az 1. és a 2. feltevések alapjan. Ezért a (g!),_, sorozatnak csak egyetlen torlédasi pontja
lehet (5) alapjdn, amibdl lim, . P (Y7, ¢}) = p© és lim, e Y| ¢F = Sc (p°) (G. = ¢° és
P = p°) kovetkezik. a

Koszonetnyilvanitas:
A szerz{ kutatdsait az OTKA K-101224 palyazat tdimogatta.
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LP problémak megoldasa az ABS mdédszerosztaly
segitségével
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Kivonat

A cikkben a linedris programozds normadl feladatdnak megolddsaval foglalkozunk az ABS
modszerosztalyon beliil Spedicato és szerz6tarsai (1997), Xia (1995), Zhang és szerzdtarsai
(1995) cikkeinek alapjdn. Pontosan kozoljiik a sziikséges algoritmusokat €s tesztfeladaton
mutatjuk be az eljardsok helyességét.

A cikket a szerz6k Forgd Ferenc professzor drnak ajanljak 70. sziiletésnapja alkalmabdl.
Tovabba Abaffy Jozsef ezzel kivanja megkoszonni Forgd Ferencnek tobb évtizedes barat-
sagat.

1. Bevezetés

A linedris programozas (LP) problémait megold6 algoritmusoknak az ABS (Abafty-
Broyden-Spedicato) médszerosztalyon (Abaffy, 1979; Abaffy és szerztarsai, 1989) ala-
pulé megvaldsitasaval elsGsorban kinai matematikusok foglalkoztak (Li-Wei és szerzotar-
sai, 1996; Spedicato és szerzotarsai, 1997; Xia, 1995; Zhang és szerzétarsai, 1995).

Ezekben a cikkekben a linedris programozds aldbbi standard forméjat targyaljak:
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min ¢’'x

X
fh. Ax = b (1
x >0,

ahol c € R", b € R™ ismert vektorok, A € R™" teljes rangi matrix, m < n ésx € R" (R" az
n dimenziods valos tér). Feltessziik tovabba, a kovetkezdket (Li-Wei és szerzbtarsai, 1996):

Q = {x:Ax = b, x > 0} korldtos, és Q nem degeneralt csticspontd.

Az emlitett cikkek szerzdi feltételezték, hogy ismert egy megengedhetd bazis Ag, ahol
B = (By,...,B,) az A mitrix azon oszlopindexeit tartalmazza, amelyek a bazis elemei. Is-
mertnek tessziik fel a bazis kialakitdsa sordn felépiil6 ABS-beli H projekciés matrixot és az
ehhez tartoz6 x lehetséges megoldést.

Ebben a cikkben a kovetkezd LP problémabdl indulunk ki:

min ¢’ x
X
f.h. Ax < b )
x >0
b >0,
ahol ¢ € R", b € R™ ismert vektorok, A € R™" teljes rangt matrix és x € R”".
A feltételi egyenlStlenségeket az uy,uy, . .., u,, nemnegativ segédvaltozokkal egyenldsé-

gekké alakitjuk:
Ax+u=0>b, aholu={uy,uy, .. un}.

Eléallitjuk a standard feladatunk kanonikus alakjat és ezen a médositott feladaton meg-
adunk egy ABS-alapu algoritmust (kezddbdzist felépitd LP algoritmus), aminek a segitsé-
gével felépitjiik az (1) probléma egy kiindulé bazisat, megadjuk egy megengedhetd megol-
dasat, és kiszamitjuk a H projekcids matrixot is. Ha a kezd6bazist felépité LP algoritmussal
kapott megoldds nem optimdlis, akkor a cikkiinkben kozolt optimdlis megolddst keresé LP
algoritmus segitségével megtaldlhatjuk az optimélis megoldést.

Megjegyezziik, hogy a cikkiinkben kozolt algoritmusok leirdsa ilyen kompakt formédban
a fent emlitett cikkek egyikében sem taldlhaté meg.

Vegyiik észre tovabba, hogy a b > 0 feltétel nem sziikiti le a megoldhat6 feladatok korét,
mivel az egyenl6tlenséget —1-gyel végigszorozva, majd bevezetve az u nemnegativ segéd-
véltozdkat, a rendszertinket konnyen a kanonikus alakra hozhatjuk.

A kovetkezd fejezetben ismertetjiik a (2) feladatot megoldé ABS médszerosztalyon ala-
pulé kezddbdzist felépité LP, és az optimdlis megolddst keresé LP algoritmusokat. Kiilon
fejezetben egy konkrét numerikus feladaton keresztiil elemezziik az algoritmusok miikodé-
sét.
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2. Az LP problémakat megoldo ABS algoritmusok

Az ABS mddszerosztily, amelyet Abaffy 1979-ben publikalt (Abaffy, 1979), az m egyen-
letet és n ismeretlent, ahol m < n, tartalmaz6 Ax = b rendszer egy X megoldasat hatdrozza
meg m iteraciés 1épésben. Az ABS algoritmus hdrom paramétervéalasztast tartalmaz. A H;
kezdd matrixot, tovabbad minden iterdcids 1€pésben egy-egy z; és w; vektort kell meghata-
rozni. Ha a kezd6 matrixot az egységmatrixnak, a z; és w; vektorokat pedig egy alkalmas
egységvektornak valasztjuk, azaz Hy = I és z; = w; = ey, akkor az ABS implicit LX (Li-Wei
és szerztarsai, 1996) alosztalyat kapjuk.

Az implicit LX algoritmus lehetdséget ad arra, hogy noha az A matrix sorait sorban
vessziik el6 a H; projekcids matrix frissitésekor, a p; projekcios vektort és a H; projekcids
matrixban szerepld tetsz6leges w; paraméter vektort ettdl fiiggetleniil hatdrozzuk meg (Aba-
ffy €s szerz6tarsai, 1989) aszerint, hogy az A matrixnak melyik oszlopa l€p be a bazisba.

Az algoritmus ezen tulajdonsdga sziikséges az indul6 bazis keresése és a baziscsere 1é-
pések sordn is. Igy az itt k6zolt mindkét algoritmusunk az implicit LX algoritmusra épiil,
specidlis e valasztasok mellett.

A (2) feladatban a kezddbdzist felépité LP algoritmus sordn az e; vektorok meghatdro-
zésa igen egyszer(, mivel az uy,...,u, segédvaltozokhoz tartozé egységvektorokat lehet
vélasztani. Az i-edik lépésben

€k = €m+i-
1. Algoritmus (Kezddbazist felépito LP).

(A1) Legyen x| € R" tetsz6leges vektor, x; =0,i=1, és H; =1, ahol ] € R*" egységmatrix.

(B1) Szamitsuk ki az aldbbi mennyiségeket

s; = H;a;,

T
pPi = q; x; —b;.

Ha s; # 0, akkor menjiink a (C1)-re.
Ha s; = 0 és p; =0, akkor legyen x; 1 = x;, Hi+1 = H; és ugorjunk az (F1)-re.
(C1) Szamitsuk ki a projektor vektort

T
pi=H; epi,

ahol e;,+; az m 4+ i-edik egységvektor.
(D1) Médositsuk a megoldds x;-t

Xit1 =X — Qpi,

ahol
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ri

o = .
T
a; pi

(E1) Aktualizaljuk a H; métrixot
SipiT
Hipy=Hi— ——.
p; ai
(F1) Ha i = m, akkor STOP, x,,,+-1 a megoldas.

Ha i # m, akkor i =i+ 1 és lépjiink a (B1)-re.

1. Megjegyzés. Az algoritmus stabilitdsi feltételei, vagyis az e’ s; # 0 és az a! p; # 0,
trividlisan teljesiilnek.

2. Megjegyzés. Az eredeti ABS algoritmus (B1) 1épésében van egy s; = 0 €s r; # 0 vizs-
gdlat, ami az egyenletrendszer ellentmonddsossagét jelentené. Ez a mi esetiinkben nem for-
dulhat el8, mivel az indul6 rendszeriink trividlis megolddsa az x” = [0,...,0,b"].

3. Megjegyzés. Az algoritmus sordn kapott H; projekcids matrix Hermite tipusu, a struktu-
raja egyszer( esetben a kovetkezd:

0 0

0 0

* * 1 1 )
| * * 0 1_

A matrixban a lehetséges nem nulla elemeket *-gal jeloltiik (Xia, 1995).

A projekciés matrix szerkezetének 1ényeges tulajdonsdga tovabba, hogy az iires sorok
indexei adjdk az aktudlis baziselemeket, a tovabbi sorok indexei pedig a nullteret hatdrozzdk
meg.

A kezddbdzist felépitd LP algoritmus végrehajtdsa utdn az x,,4 valtozoban a (2) feladat
egy megengedhetd megoldésat kapjuk meg, hiszen az x’ = [0,...,O,bT] vektort allitjuk
eld, és vele parhuzamosan felépitjitk a H,,1| matrixot, ami az indulé métrixa az optimdlis
megolddst keresé LP algoritmusnak.

Ha a megoldds nem optimadlis, akkor az optimum megtaldldsdhoz sziikségiink van bazis-
cserékre, azaz alkalmaznunk kell az optimdlis megolddst keresé LP algoritmust. Az algo-
ritmus kialakitdsanak gondolatmenete a kdvetkez6. Egyrészt, az i-edik 1épésben az Osszes
megoldas felirhaté az aldbbi kifejezéssel (Abaffy, 1979):

X=Xy — Hl?jrls, ahol s egy tetsz6leges n dimenzids vektor.

Masrészt, a fenti képlet atalakithaté az alabbi formdba:
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X=x—tH Tq,

ahol x az LP feladat egy megengedheté megolddsa, ¢ tetszGleges skaldr, g tetszbleges n
dimenzi6s vektor, H = (hy,...,h,)T.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Legyen N = {1,...,n} és B; = {ki,...,k;} azon
indexek halmaza, amelyeket az i-edik 1épésig vélasztottunk, N; = N\B;. Jelolje (hy, )i a
H projekcids métrix N; nulltér indexekhez tartoz6 oszlopvektorainak k-adik komponensét,
valamint rJT a j-edik 1épés utdn kapott redukdlt koltségfiiggvényt. Megmutathatd, hogy a
redukalt koltségvektor nem mas, mint » = H,, ¢ (Spedicato és szerzbtarsai, 1997). Legyen
I~ = {k EN | (th)k < 0}

A t paramétert hatdrozzuk meg a kovetkezé médon (Xia, 1995):

rve = cThys = cTH ey« = min{cTHTej| jE Ni} 4)
—XB* . —Xk _

' = ———— =ming —+—| k€I 5

el HT ey {eZHTeN* | } )

A paraméterek meghatarozasakor kihaszndltuk az implicit LX, 1gy a kezddbdzist felépitd
LP, és az optimdlis megolddst keresé LP algoritmusok soran keletkez$ projekcis matrixok
specidlis felépitését (Xia, 1995). A fenti formuldk meghatdrozzdk, hogy az optimum kere-
sése soran a baziscserél$ algoritmusban az A matrixnak az N*-dik oszlopa lép be a bazisba
és a B* index oszlopa 1ép ki.

Sziikségiink van még arra, hogy a baziscsere utdn hogyan aktualizdljuk a megoldast (Li-
Wei és szerzétarsai, 1996):

Xit+1 :x,'—t*H,Z;eN* . (6)

Amennyiben az aktudlis koltségvektor tartalmaz még negativ komponenst, akkor a meg-
engedhet6 megoldasunk még nem optimalis (Gaspar, 1977), ezért Gjabb baziscserére van
sziikség. Ezt oldjuk meg az aldbbi algoritmussal.

2. Algoritmus (Optimalis megoldast keresd LP).

(A2) Legyen x; € R" egy lehetséges, de nem optimalis megolddsa a (2) feladatnak, H; a
megengedhetd megoldashoz tartozé projekcids matrix, i = 1.
(B2) Hatdrozzuk meg a
pi=H] ey

vektort, ahol ey+ egy olyan egységvektor, amelyre a
TH ey = min{cTHTej | je Ni}
kifejezés minimdlis.
(C2) Médositsuk a megoldas x;-t
Xit1 = X — O;pi,
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ahol

—XB* . —X _
ai:”:mln{TTk|k€I }
epH" en+ e, H ey+

(D2) Aktualizéljuk a H; matrixot

(HieB* — épx )611\}*1‘1,'

Hiy =Hi—
e}\}*HeB*

(E2) Ha ¢"H], | > 0, akkor STOP, az x;, az optimdlis megoldds.
Ha cTHZH-nek van negativ eleme, akkor legyen H; = H;1, Xx; = x;y1 és lépjiink a

(B2)-re.

4. Megjegyzés. Az algoritmus stabil abban az értelemben, hogy a nevez&ben levd skaldrok
nem valhatnak nullava. Ez az egységvektorok vélasztasabol, illetve az LP feladatra adott
feltételekbdl kovetkezik (Xia, 1995).

5. Megjegyzés. Az algoritmus véges 1épésben befejezddik, minthogy a redukalt koltség-
vektor fiiggvény minden 1épésben csokken az LP feltételei mellett (Xia, 1995).

6. Megjegyzés. Mindkét elbbi megjegyzésiink allitdsai kovetkeznek a Rozsa Pal konyvé-
ben (R6zsa, 1974) targyalt, az LP feladatokat Hermite tipusd matrixok segitségével megoldd
algoritmusaib6l, mivel a mi H; matrixunk is ilyen.

Jegyezziik meg, hogy dltalanos tipust normadl feladat esetén az optimalis megoldés, ha
l1étezik, akkor nem mindig egyértelmd. Ilyenkor a kezd6bdazis kialakitdsa joval nehezebb
(Abafty és szerzétarsai, megjelenés alatt).

7. Megjegyzés. Altaldnos esetben el6fordulhat, hogy a (4) alatti sorvektor pozitiv elemei
altal meghatdrozott valamennyi jy,, ji,, ... indexre minden i, mellett el.TvH ej, > 0. Ebben az
esetben a feladatnak nincs korlatos megoldadsa (Rézsa, 1974).

8. Megjegyzés. Altalinos esetben, ha az (5) alatti hédnyados tobb i, i,, ... indexre veszi
fel a minimumdt, akkor a b vektor iy, i, , . ..-dik eleme 0, tehét a kvetkez6 1épések sordn
a —xp-/(eh.HT en+) mennyiség zérusnak adédik, ami azt eredményezi, hogy a transzfor-
mdcidval a célfiiggvény értéke valtozatlan marad. Ekkor degeneraciérol beszéliink (Rdzsa,
1974).

9. Megjegyzés. Az algoritmus felhaszndlja az aldbbi tételt: ha az x megoldas optimadlis, ak-
kor a redukalt koltségvektor csupa nemnegativ elembdl all (Spedicato és szerzotarsai, 1997).

10. Megjegyzés. Végiil megjegyezziik, hogy az ry+ meghatdrozdsakor a minimum maxi-
mumra is cserélhetd, hiszen tobbféle projekcids irdny valasztisa lehetséges.
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3. Numerikus feladat

A fenti algoritmusokat a MATLAB R2008b (MATLAB) nyelven irtuk meg, szekvencia-
lis médon. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a MATLAB program hasznélatakor az algorit-
musok parhuzamositasa igen egyszert, és az ABS algoritmusok alkalmasak a parhuzamo-
sitdsra, de erre ebben a cikkben nem tériink ki részletesen.

Tekintsiik a kovetkezd linedris programozasi feladatot (Gaspar, 1977):

2x1 + xp — X3 10
X1+ x4+ 2x3+ xq4 <12
X1 + 3x3 +2x4 < 14
X1, X, X3, x>0

Tx1 + 4xy + 3x3 + 2x4 = 7z — max

<
<

IN

Definidljuk a normal feladatot a kovetkezé médon:

T

mxin c'x
f.h. Ax = b
x >0,
ahol
2 1-1 0 10
A=|1 1 2 1|, b=|12|, " =[-7-4-3-2].
1 0 3 2 14
Az uy,up,u3 nemnegativ segédvaltozékat bevezetve, a feladatot a kovetkezd formaba
irhatjuk:
2x1 + xp — X3 +uy =10
X1+ x+2x3+ x4 “+uy =12
X1 + 3x3 + 2x4 +uz = 14
X1, Xy, X3, X4,Uup,u ,uz >0
Tx1 + 4xy + 3x3 + 2x4 = z — max

Ebbdl kapjuk a kovetkez6 standard feladatot:

x|
x

|
—_

X3
¥=|xs|,d =[-7-4-3-2 0 0 0].

X5

B

I
Ll \]
S = =
(OSSN )
N = O
S O =
S = O
- O O

=

I

X6

L X7
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Egy lehetséges indul6 bazis B = {5,6,7}, ahol a B tartalmazza a bazisvektorok indexeit,
az N = {1,2,3,4} pedig a nulltér vektorainak az indexeit.

A feladatot az kezddbdzist felépité’ LP algoritmussal oldjuk meg 3 1épésben. Az e; vek-
torok rendre az es, eg, e7 egységvektorok. Az algoritmus végrehajtdsa utdn eredményként a
kovetkezoket kapjuk:

1 00 0-2-1-1
010 0-1-1 0
001 0 1-2-3
Hf =10 0 0 1 0 —1 —2| projekciés matrix,
000 0 O 0 O
000 0 O 0 O
10O OO 0O 0 0 0]
illetve a megengedhetd megoldas

0

0

0

X3 = 0

10

12

14 |

JOl lathatd, hogy a H3 matrixban a bazishoz tartozé sorok nulldk, é€s a matrix Hermite
tipusu.
Minthogy a
JH=[-7-4-3-2 0 0 0]

vektornak vannak negativ elemei, a kapott megengedhetd megolddsunk még nem optimalis,
igy sziikséges az optimdlis megolddst keresd LP algoritmus haszndlata.
Az algoritmus 4 1épés utdn megadja az optimdlis megoldast:

6
2/3
8/3 (e o 158
x=1| 0 |, acélfiiggvény értéke ekkor — =
0
0
L 0 .

a projekcids matrix végsd alakja pedig a kdvetkezd:
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0 0 0
0 0 0
0 0 0
Hy=|-1/2 1/2 -1)2

—-1/2  3/18 3/18
1/2 —21/18 —3/18
| —1/2  5/6 -3/18

oSO O o = O O O
SO O = O O O O
S = O O O O O
- o O O O o O

A H; matrix alakja jol mutatja, hogy melyek a megoldasnal a bazisvektor indexei: a H;
matrix nulldkat tartalmaz6 sorainak indexei {1,2,3}, mig a nulltér indexei {4,5,6,7}.

4. Kovetkeztetések

Az eddigi cikkekben a standard feladat megolddsanak ABS-beli megvaldsitasaval fog-
lalkoztak és feltételezték az indulé bazis 1étezését. Az ABS-beli projekcids matrix és a hoz-
zatartozé megengedhet megoldas kiszamitasara normal feladat esetén a cikkben megadtuk
a problémat megoldé implicit LX algoritmusra épiild kezddbdzist felépité LP algoritmust.
Ezutdn megadtuk a baziscserét végrehajté (optimdlis megolddst keresd LP) algoritmust is.
Az algoritmusok miikodését egy tesztfeladaton keresztiil mutattuk be.

A projekcids H; | matrixok Hermite tipustak. Ezekrdl kivalé magyar nyelvii leirast adott
Rézsa Pal a konyvében (Rézsa, 1974), aki azt is megmutatta, hogy az LP feladat ilyen mat-
rixok felhaszndlasaval megoldhaté. A kiindulds nem az ABS mddszerosztalybeli H projek-
ciés matrix felépitése, de a baziscserék gondolata az esetiinkben is megallja a helyét.
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Nagyobb valtozatossag, tobb profit

A termékvariansok szamanak novelése mint a
profitmaximalizalas eszkoze

Csekd Imre

Kivonat

A tanulmany azt a kérdést vizsgdlja egy duopdlium modellben, hogy egy termelének
érdemes-e 1ényegében ugyanazt a terméket tobb formaban, differencidltan piacra dobnia. A
modell ebben a csupasz formdjaban csak igen korlatozott mértékben épit a jatékosok kozti
interakcidkra, egy egyszer(i szimultdn dontési folyamatot dbrdzol, azt is statikus kornyezet-
ben. Az elemzés azt mutatja, hogy a keresleti paraméterek bizonyos értékei mellett még
akkor is érdemes uj, az eddigiekt6l eltéré tulajdonsagy, differencialt termék piacra vitele,
ha annak dra nem tér el a mar kordbban bevezetett terméktdl, és igy annal 6nmagaban nem
tekinthet6 nagyobb nyereséget biztositonak. Az a tény, hogy egy vallalat tobb differencialt
termékvaridnst arusit, arra vezet, hogy a kordbbi egyensiilyi helyzethez képest kedvez&bb
poziciéba keriil, mint a versenytarsa.

1. Bevezetés

Kissé rendhagyé médon a kdszonetnyilvanitassal kezdem. Teszem ezt azért, mert ez egy-
ben a tanulmény témavalasztasanak (egyaltalin nem megalapozott) indokldsa is lesz.

Az 1970-es évek masodik felében Forgé Ferenc a két féléves Matematikai programozas
nev{l targyat tanitotta nekiink, tervgazdasagi szakos didkoknak. Noha maga a tirgy — nehéz-
sége és irdatlan nagy, megértends, megtanulandé és (f6leg) a vizsgdn visszaadand6 anyaga
miatt — eleinte nem volt til kézkedvelt a hallgat6sdg korében, a Tanar Ur szakmai tudasa,
pedagogiai készsége, humorérzéke persze mindannyiunkat megfogott, népszertisége vitin
felil allt. A két félév sordn aztan lassanként hozzdedzddtiink a feladatokhoz, ki jobban,

Csekd Imre
Budapesti Corvinus Egyetem, Matematikai K6zgazdasagtan és Gazdasagelemzés Tanszék,
email: cseko@uni-corvinus.hu
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ki kevésbé. Engem érdekelt ez a teriilet, egyre inkdbb beledstam magam, és meglehetsen
nagy lelkesedéssel tanultam. Olyannyira, hogy amikor a kovetkez6 félévben szakszemina-
riumra kellett jelentkeznem, Forgé Tandr Urat kértem meg, legyen a témavezetdém. A kozo-
sen vélasztott téma kapcsolddott az § kutatdsi teriiletéhez, a nemkonvex programozashoz:

z 2

a globdlis programozds (sztochasztikus) médszereivel foglalkoztam, késébb ezekbdl {rtam
a szakdolgozatomat. Kozben azonban egy kissé megfertézddtem a jatékelmélettel is, ezt a
targyat szintén 0 tanitotta, igaz, ekkor mar csak a szak toredékének.

Mindezek miatt Ggy gondoltam, érdemes olyan kérdést vdlasztanom e rovid, tisztelgd
iras témdjaul, ami kapcsolddik az emlitett teriiletekhez. Taldltam is egy roppant érdekes sza-
vazaselméleti modellt, ami alapvetSen jatékelméleti probléma, és benne a (tarsadalmilag)
optimélis megoldas megkeresése egy nemlinedris, nemkonvex feladat megoldéasat igényli.
Ez az vgynevezett Allampolgdr—Jelslt-modell, amelynek eredeti véltozatit az Osborne és
Slivinski (1966) cikkben taldlhatjuk. Itt az dllampolgarokat, akik el6szor arrél dontenek,
indulnak-e a védlasztdson, majd az induld jeloltek ismeretében szavaznak, egy szakasz men-
tén dbrazoljuk, ahol a szakaszbeli elhelyezkedésiik a politikai bal-jobb spektrumban elfog-
lalt helyiiket reprezentélja. Ez a kordbban altaldnosan elfogadott modellkeret lehet&vé teszi,
hogy a differencialt termékekre vonatkozé Hotelling-modellbeli eszkézokkel vizsgaljuk a
problémat. Az utébbi évtizedekben azonban egyre tobb tdmadas éri ezt az egyszer(, egy-
dimenziés felfogdst, arra a nyilvdnval6 tényre alapozva, hogy az emberek egyes politikai
illasfoglaldsai nem szorithaték be egy dimenziéba.! Az Osborne—Slivinski-modellt tobb-
féleképpen 4ltaldnosithatjuk.” En arra tettem kisérletet, hogy az 4llampolgérok helyzetét
egy kétdimenzids tégldban dbrazoljam, és e tégla folott keressem a modell megoldésait: az
egyensulyokat és a tdrsadalmilag optimadlis pontot. Sajndlatos médon azonban — remélem,
csak a rendelkezésemre 116 1d6 rovidsége, és nem az én alkalmatlansdgom miatt — minded-
dig nem sikeriilt igazi, dltaldnos megoldast taldlnom a problémara.

Ezért két lehetéségem maradt. Az egyik az, hogy precizen megfogalmazzam a modellt,
a feltevéseket és a sejtéseimet, és megkérjem Tanar Urat, segitsen a bajba jutott didkjan.?
Aztan arra gondoltam, hogy a megoldast pillanatok alatt kirdzza a kisujjabol, és furcsan néz
majd ram. Ezt inkdbb elkeriilném, ezért a masodik lehet6séget valasztottam. ElGkotortam
és kicsit leporoltam kordbbi munkaimbél egy eddig nem publikalt dolgozatot, amiben — bar
csak elrejtve — szintén van (egyszerti) stratégiai interakcio €s (sajnos, konvex) optimalizalas,
és ezt kiildom ,, Tandr Urnak, szeretettel”.

Tisztelt Tanar Ijr, Kedves Feri! K6szonom mindazt, amit tanultam T&led, azt, hogy a
tanar—didk viszony kollegidlis bardtsdggd alakult, és persze a finom borokat is!

' Kellemes szérakozasként érdemes elldtogatni a http://www.politicalcompass.org/ oldalra és kitolteni az
ott taldlhat6 tesztet.

2 Lasd példaul a Besley és Coate (1977) cikket.
3 Eza javaslat Temesi J6zseft6l szarmazik, koszonet érte, nagy otlet.
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2. Az alapmodell

Ebben a tanulmédnyban a piaci verseny egy specidlis formdjaval foglalkozunk. Azt a kér-
dést vizsgaljuk egy duopdélium modellben, hogy érdemes-e 1ényegében ugyanazt a terméket
tobb formadban, differencidltan piacra dobni. Nem az a kérdés foglalkoztat minket, hogy
érdemes-e a sajat termékiinket megkiilonboztetni a versenytarsétdl, ezt a problémat szam-
talan tanulmdny taglalja. A termékdifferencidlds problémakore alaposan és széleskoriien
kikutatott teriilet.* A legtobb modellben, legyen az horizontilis vagy vertikalis termékdif-
ferencidldsos modell, a szereplSk (oligopolistdk® vagy monopolisztikus versenyben® részt
vev$ vallalatok) egy terméket termelnek, és a tobbiekkel versenyeznek a piacért. Mi arra
koncentralunk, hogy megéri-e sajat magunknak ,,versenyt hirdetni”.

Azzal az egyszerii esettel kezdiink, amikor a két szerepld (vdllalat) egy-egy terméket
visz a piacra. Ezek a termékek gyakorlatilag azonosnak tekinthetSk: 1ényegében ugyanazt a
szolgaltatast nyujtjak, de egyben lehetdvé teszik, hogy a fogyaszték valasszanak bizonyos
karakterisztikdk alapjan.

A modell harom szerepl§je a két vdllalat — ezeket egy als6 indexszel kiillonboztetjiik
meg a jelolésben — és egy reprezentativ fogyasztd, aki a modell keresleti oldalét jeleniti
meg. A vdllalatok termelését a g;, i = 1,2 szimbdlumokkal jeldljiik. Feltessziik, hogy a
termelés hatarkoltsége zérus. Kezdetben a vallalatok teljesen szimmetrikus szerepet toltenek
be, dontésiiket szimultdn médon hozzdk meg, dontési valtozdjuk a termékiik p;, i = 1,2 éra.

A fogyaszt6i keresletek jellemzése kissé hidnyos: nem kovetjiik végig azt az utat, hogy
a preferencidk alapjan vezetjiik le a keresleti viselkedést, hanem posztuldljuk azt.” Ebben
a modellben ugyan kdonnyen megtehetnénk, hogy nem igy jarunk el, igy az alkalmazand6
keresleti fiiggvényeink egyszertien ad6d(nd)nak a fogyaszté kvazilinedris hasznossagi fiigg-
vényébdl:

1
max {U(q17612) =a(qi+q2)— Eﬁ (41 +26q192 +q3) +m}
91,9220

feltéve, hogy pi1g1+prga+m=1,

ahol o, B > 0,0 < 6 < 1 keresleti paraméterek és I a fogyaszté (kiviilrGl adott) exogén
jovedelme.
Ebbdl a feladatbol levezethetd inverz keresleti fiiggvényeink:

p1 = o—B(q1+06q),
p2=0a—PB(0q1 +q2).

4 Csak néhdny alapveté hozzdjaruldst emlitiink: klasszikus cikkeket (Hotelling, 1929; Spence, 1976) és
osszefoglald jellegli munkdkat (Gabszewicz és Thisse, 1992; Eaton és Lipsey, 1989).

3 Példaul Vives (1985).

6 A klasszikus példa Dixit és Stiglitz (1977).

7 Az els6 ilyen tipusi modellt Bowley (1924) cikkében talalhatjuk.
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Koénnyen megmutathatd, hogy ezekhez a

q1 =a—b(p1—0py) =a—bp+cpa,
g2 =a—b(—0p; +p2) =a+cp1—bps

alaku keresleti fiiggvények tartoznak, ahol az a, b és ¢ paraméterek pozitivak és ¢ < b. A
¢ paraméter pozitivitdsa azt tiikrozi, hogy a termékek helyettesitd jellegliek, a ¢ < b relacid
pedig azt, hogy e helyettesités nem tokéletes. A tovabbiakban ezekkel a keresleti fiiggvé-
nyekkel dolgozunk.

A viéllalatok profitjukat maximalizaljak:

MAX pig; = MAX p; (a—bpi+cpj), i=12; j#i.

Ezeket a profitfiiggvényeket a vallalatok sajat araiban derivalva, a derivaltakat zérussal
egyenlové téve, majd az egyenleteket dtrendezve kapjuk a vallalatok reakcié- vagy mds
szoval legjobbvalasz-fiiggvényeit.

o atcpj
Pi=

Li=1,2; j £

A két egyenletbdl all6 egyenletrendszert megoldva kapjuk a vallalatok optimalis arait:

a
;= =12 1
pl 2b —c b l ) ) ( )
illetve optimalis termelését:
ab
;= i =1,2. 2
qi b_c’ l ) 2
Ezek alapjan a véllalati profitok:
2
ab
i (p1, P2 277i=1,2. (3)
i(p1-p2) (2b—c)?

Noha elsé pillantdsra nem latszik, mégis megmutathat6, hogy amennyiben a korabban
bevezetett 6 paraméter értéke nd, azaz a termékek egyre homogénebbek lesznek, a véllalati
profitok csokkennek, ha pedig 6 tart a zérushoz (a termékek egyre differencidltabbakka val-
nak), akkor a vallalati profitok emelkednek. Ugyanis az eredeti inverz keresleti fliggvények
paramétereivel a 7; (py, p») fiiggvények

(#2%) (5re)
1

(o0 ()
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alakiak lesznek, melyek 6 szerinti derivéltja negativ. A vallalatok tehat abban érdekeltek,
hogy minél differencidltabb termékeket dobjanak piacra.
Nézziik meg mindezt az inverz keresleti fliggvényekre:

1-0)o
pi:%alzhza (4)
1-0)a .
qi:%al:Lz) (5)
1-6)* , .
7[1' (P17P2) = 226;2(127 1= 132 (6)

Felmeril a kérdés, vajon nem novelhet-e tovabb a vallalati profit, ha a véllalat a diffe-
rencialtsadgot azzal noveli, hogy 1) terméket dob a piacra? Ez a stratégia nyilvan alapveten
megvaltoztatja a feladat eddigi egyszerl szerkezetét azaltal, hogy a keresleti rendszerben
megjelenik egy Uj termék, és ennek helyettesitési viszonyai befolydsoljak a vallalati profit-
fliggvényeket.

A probléma kicsit hasonlit ahhoz a feladathoz, amikor a reprezentativ fogyaszté hdrom
vallalat 4ltal termelt termék irant ,,érdekl6dik™.

Anélkiil, hogy részletesen belemennénk a keresleti fiiggvények mogott meghtizodé hasz-
nossdgmaximalizdldsi feladatba, megadjuk erre az esetre is a fogyaszté inverz keresleti
fiiggvényeinek rendszerét:

pr=0a—PB(q+0q:+06g3),
p2=0o—B(0g1+q2+6q3),
ps=0o—PB(0q1+692+q3).

A tovdbbiakban egy, az irodalomban is gyakran alkalmazott egyszeriisité feltevéssel
éliink, nevezetesen feltessziik, hogy a helyettesitési viszonyok szimmetrikusak.® A hossza-
dalmas levezetéseket melldzve kozoljiik az ebben az esetben kialakul egyenstilyi drakat és
mennyiségeket, most az eredeti inverz keresleti fiiggvény paramétereinek fiiggvényében:

pi= e i=123, ™)
1-— 1
g =100 2 ®)

Ezek ismeretében a profitfiiggvények:

1-0)*(1+0 .
ﬂi(Pth):%az, i=1,2,3. €)

8 Ez a feltevés meglehetdsen valdszeriitlen, felolddsa elvileg lehetséges, de a szamitdsokat sziikségteleniil
bonyolultta teszi, anélkiil, hogy érdemben mddositana az eredményeinken.
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Err6l derivalas utdn konnyen belathatd, hogy a 6 paraméterben csokkend, azaz itt is
ugyanigy mint az el6z8, két vallalatos esetben a differencidltsag noveli a véllalati profitot.
Ugyanakkor az is lathat6, hogy amennyiben a pétlolagos vallalat belép a piacra a posz-
tuldlt helyettesitési tulajdonsdgu termékével, akkor a véllalati profitok csokkennek:
(1-6)* , (1-6)*(1+86)

2
o — a->0,ve e (0,1).

Ez a csokkenés két hatds eredményeképpen jon 1étre: egyrészt az drak csokkennek,
ugyanakkor a véllalati output névekszik, de nem olyan mértékben, ami képes lenne ellen-
stilyozni az 4rcsokkenést.” Ebbél a ténybdl arra kovetkeztethetnénk, hogy egy vallalatnak
nem €éri meg onmagdban a kindlat differencidltsdgat fokozni. Ez a gondolatmenet azonban
nem biztos, hogy megallja a helyét, hiszen az ismertetett modellben a belépd versenyzd
mintegy ellene dolgozik a mar bent 1év6knek, ha azonban a véllalat egymaga noveli a dif-
ferencidltsdgot, akkor figyelembe veheti azt, hogy az 4j terméke ronthatja a mar eddig is
kinalt termékének az arat. Pontosan e miatt a megfontolds miatt érdemes végiggondolnunk
a problémat.

3. Az onkéntes differencialas modellje

vz

Alapgondolatunk a kdvetkez8: Abbdl a helyzetbdl indulunk ki, amit az el6z6 pont két
szereplés modellje ir le. A piacon két véllalat kindl két egymastdl esetleg kiilonbozd, de 1é-
nyegében véve azonos terméket. A fogyaszté az ott specifikalt keresleti fiiggvények alapjan
vasdrol a piacrol. Feltessziik, hogy a szimultdn ardontés elvezetett a Bertrand-egyensilyba.
Ezt az egyensilyt a (1) — (3) egyenletrendszer irja le. Feltessziik, hogy az els6 vallalat gy
dont, hogy 4j terméket dob a piacra. Annak érdekében, hogy a jeloléseinkkel is konnyen ko-
vethet6vé tegyiik a gondolatmenetet, kicsit eltériink az eddigiektSl. Az dj termékre egy ,,*”
felsd indexszel utalunk. A masodik vallalat termékére vonatkoz6 jelolések valtozatlanok.

Az el6z6 modellben a reprezentativ fogyaszto keresleti rendszerét a kovetkezd egyenlet-
rendszer irta le:

q1 = a(0)—b(0)(p1—0p2) =a(6)—b(6) p1+c(6)pa,
g2 = a(8) =b(8)(=6p1+p2) = a(0)+c(0) p1 —b(6) p2,
ahol a(0) a 6 paraméter csokkend, b(0) és ¢ (0) pedig novekvd fiiggvénye volt. Ezen a

ponton azonban vigydznunk kell. Ha egy harmadik termék keriil a piacra (akdr ugyanazzal
a helyettesitési paraméterrel), akkor e keresleti fiiggvények alakjai megvaltoznak.

9 Ebben a modellben nem csak a vallalati termelés valtozik, hanem az dsszkereslet is. Shubik és Levitan
(1980) konyvében olyan keresleti rendszerre taldlhatunk példat, amiben az Osszkereslet nem valtozik az
Ujonnan megjelend termékvaridnsok hatdsara.
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Tekintsiik akkor a modellnek azt az alakjat, amiben ugyanazok a ,.keresleti viszonyok”.
Ezeket el6szor az inverz keresleti fiiggvényekkel irjuk le:

p1 =a—b(qi+6q" +06q),
pr=a—b(0g1+q" +0q),
p2=a—b(0q1+6q9" +q2).

Az ebbdl szarmaztatott kereslet-fiiggvények rendszere kicsit bonyolult:

(1-6) (1+6) 6 . 0
N gire-200)% Bli+0—200" TB1r0—200" TBI+e-209)"*
. (1-9) 0 (1+6) . 9
7 = gi+0-200)%  Bliro—209"  Blito—200" T B1+6—202)"*
(1-6) 0 0 . (1+6)
2= gire-200)" Blire—200" TB110—200" T B1+6—-202)"*

egyszertibb jeloléssel:

q1 = a—bpy+cp*+cpa,
*

q" = a+cp1—bp*+cpa,
q> = a+cpy+cp*—bp;.

Ezek utan frjuk fel az els§ véllalat profitmaximalizalasi feladatat:'0

max (a —bpy +cp* +cp2) p1 +(a+cpr —bp* +cp2) p*.
pL.p

Az optimum sziikséges feltételeit megkapjuk, ha ezt a fliggvényt a két véltozdja szerint
parcidlisan derivaljuk, majd azokat zérussal egyenl&vé tesszik:

a—2bpy+2cpy+cp3 =0,
a+2cp; —2bpr +cp3 = 0.

Ezekbdl nyerjiik az els§ véllalat reakciéfiiggvényeit:!!

_la+cps
PL—E h—c '
*_1a+CP2
P =3

10 Egyelére maradunk az egyszertibb jelolésrendszernél, amikor sziikségiink lesz rd, visszatériink az eredeti
keresleti paraméterekhez.
1 Azért a tobbes szdm, mert a feladat az elsé vallalat két valtozéjaban azok szimmetridja miatt ,,szétesik”.
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A masodik véllalat reakciofiiggvényét szintén a profitmaximalizalasi feladatanak elsd-
rendd feltételeibdl szarmaztatjuk:

max (a+cp1+cp” —bpa) pa,
P2

amibdl
_atc(pr+p)

P2 o

Egyensilyban a reakcidfiiggvények metszik egymadst, mindenki a legjobb vélaszt adja a
mdsik stratégidjara. Ebbdl az egyensilyi megoldds az drakban:

1 a
= =5t
- b
p2= a2b2—2cb—c2'

Miel6tt tovabbmennénk, érdemes megvizsgalnunk az arak meghatarozdsdban szerepld
tortek nevezdjét, nehogy negativva valjanak. Szerencsére ez nem kovetkezhet be, hiszen

2= 2ch =t = 2<B(1(+1;—6)292))2_2(ﬁ(1+g—262)> (o tam) -

0 2
<[3(1+6—262)> >0,V0e€(0,1).

Ehhez az arrendszerhez tartozé keresletek a kovetkezok:

1 22 —chb—c?
D=3 cb— 2
. 1 202 —cb—¢c?
= -qq—-F
T =5 20—
a
S
gL 262 —2chb— 2

4. Az eredmények elemzése
4.1. Azujdrak

Miel6tt végsé kovetkeztetéseinket levonnank, vizsgaljuk meg el8szor azt a kérdést, hogy
ez a piaci stratégia miképpen befolydsolta a piaci drakat. Tekintsiik el6szor az 1j terméket
piacra dob6 elsd véllalat altal az eredeti termékére szabott arat:
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P = %(Zb—kc)m -
- % (2(13(1&;_9)262» + (;3(14&(99—292)»'

(1-9)
B(1+6—262)

2(sctit) (et (st - (o)

Ezt egyszerisitve:

1 30+2

Az arvéltozas ezek utdn a (4) egyenletbdl:

R 3042 (1-0)a
Apr =5 (0G5 "5 ~
1 62
=—(—-1+6 <0
s et <Y

hiszen a nevezd mind a két tényezdje és a szamldlé masodik tényezbje sziikségképpen ne-
gativ. Ez azt jelenti, hogy az tjdonsdgot piacra dobd villalat csokkenti az drat, és ennek
megfelelen szabja meg az dj termékvarians drat is.

Nézziik most meg a masik véllalat egyensilyi arat:

b
P2= e -2

- (1+6) (1-0)
- (/3(1+9—292)) B+6-—200%

1
2 20
) (14+6) ) 0 (146) - 0
B(1+6-262) B(1+6-262) B(1+6-262) B(1+6-262)
egyszertsitve:
146
= —1 -

Az arvéltozas a (4) egyenletbdl:

1+6 (1-6)a
62—-260-2 2-6
o
(—2+6)(62-20-2)

Apy = (—1+0)a

=0(-1+0) <0,
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amibdl jol latszik, hogy a masodik véllalat dra nagyobb mértékben csokken, hiszen

0

1
Api—Apry==(-140)o0————=>0.
4.2. Az uj keresletek
Nézziik most meg a vdllalatok keresletét!
Az els6 vallalatnal az arvaltozasok utan
1 2b*—cb—c?

D= 50 2eb—2

ez az érték természetesen egyenld az tjonnan bevezetett termék irdnti kereslettel:

1 207 —cb—c?
T 2" —2ch—

*

q

Az elsé vallalat 0sszes kereslete tehat:

2b%* —cb— 2 1 30+2

D 2eb— - BY0P-20-2)(20+1)

Vizsgéljuk meg, hogyan viszonylik ez az eredeti keresletéhez:

1 30 +2 (1-0)a

“p%0220-2)26+1) 2-6
—40+360%2—4+2B6*—-5B86° 3862 +4560+2p
B(-2+0)(62-20-2)(20+1) '

A nevezd biztos pozitiv, igy a szamldl6 elgjele donti el, hogy novekszik-e a véllalat keres-
lete. Miutdn o > 0, ezért a B és a 6 paraméterek viszonydn miilik ez az elGjel.

(i) Tegyiik fel, hogy
lim (0 +¢) =1,

£—0

azaz a termékek majdnem tokéletesen homogének. Ekkor
—443—-442B-58-3+4B+2B = -5,

azaz a kereslet novekszik.

(i) A masik szélséséges esetben, ha O = 0, azaz a tokéletes differencidltsag esetén, a
szamldlo elGjele a —4 + 23 kifejezés nagysdgdn mdlik. Ha B > 2, akkor a kereslet
csokken, ellenkezd esetben novekszik.
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Forditsuk figyelmiinket a versenytars keresletére:

a 1 (146)?

- = 0
=V -2 g% er—20-20+1)

1 (146)? (1-6)a

Agp = —~
2= %92 20-2)2011) 2-6

 —2-30+6°+2B6%-5B6° —386%+4B6+2p
a B

o
(—246)(02—26—2)(260 +1)

A nevezd itt is sziikségképpen pozitiv, tehit megint a szamlalo elGjele a donts. Az el6zbek-

hez hasonldan:
(i) Halimg0 (6 +¢€) =1, akkor

—2-30+6°+286%-5B6° -3B6%+4B0+2B =~ —4,

azaz a kereslet novekszik.
(ii) Ha 6 = 0, a tokéletes differencidltsdg esetén a szamldlo elGjele a —2+2f kifejezés
nagysagan mulik. Ha 8 > 1, akkor a kereslet csokken, ellenkez§ esetben novekszik.

4.3. Az uj profitok

Ezek utan vizsgéljuk meg a véllalatok profitjait!
Az elsé vallalat nyeresége:

1(p1p7,p2) = { 5 02_20_2 B (62-20-2)(26+1))

1-1+6 2

2 B

o
(62—-20-2)*(26+1)

(36 4+2)°

A profit véltozédsa:

1-1+86 2 o (1=6)" »
AT 5 *7 =75 36 +2 a =
1(p1,p",p2) 2 B ( ) (62-26 _2)2 20+1) (2— 9)2
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—1a?(-1+9) .
(62—260—2)*B (20 +1)(—2+6)>

(7892 246 +96* +320 + 16— 18B0° +6B6* +40B6° —24BO — 8P +4ﬁ96) .

Itt az elsd tényez0 biztosan pozitiv, emiatt a masodik tényezd eldjele donti el, érdemes-e
4j terméket vinni a piacra.
Tekintsiik a szokdsos eseteinket!

(i) Halimg—o (0 +¢) = 1, akkor
—8—-24+4+9+324+16—18B+6B +408 —243 —8B +4p =25,

azaz a profitnovekmény pozitiv.
(ii) Ha 6 =0, akkor a 16 — 8f3 kifejezés elGjele a dont6. Ha B < 2, akkor a profit novek-
szik.

Most vizsgéljuk meg a versenytars profitjat!

. 146 1 (1+6)° _
M (p1,p",p2) = <(—1+9)0‘92_29_2> <—ﬁ“(92_29—2)(29+1)> B

(1+6)°
(02-20-2)2B(260+1)

= —(-140)a?

a profitvéltozas pedig

L , (1+6)° (=02 5
A (pr,p*,p2) = = (—1+6)a (02=20-27B(20+1) (2-0)

—a?(—-1+80) _
(62-20-2)*B(20+1)(—2+6)>

.(4+89+92—593—94+95—9[395+3ﬁ94+20ﬁ93—12[36—4/3 +2ﬁ96).

Az els tényezd pozitiv, ezért ismét a masodik tényezd donti el, szerencsés volt-e ez a
véllalat. Tekintsiik a szokdsos eseteinket!

(i) limg_0 (6 +¢€) = 1. Ekkor
(44+8—5—1+1-9B+3B+208—12B —4B+2B) =7,

tehat a masodik véllalat profitja is novekszik.
(ii)) @ = 0. Ekkor a 4 —4f kifejezés elGjele szamit. Ha < 1, akkor a versenytdrs
profitja is novekszik.
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Végezetiil azt nézziik meg, hogy az 1) termék bevezetése miként véltoztatja meg a nye-
reségardnyokat a véllalatok kozott. Nézziik meg, melyik vallalat tett szert nagyobb pro-
fitnovekményre. Miutdn a kiindul6 helyzetiinkben egyenl$ volt a profitjuk, elegendd azt
kiszadmitani, hogy melyikiiké a nagyobb most, az dj termék bevezetése utan.

7 (p1,p",p2) —m(p1,p",p2) =

_ _1—14—9 2 062 _
_< 2 B (36+2) (02—29—2)2(29+1)>

— ((_(_1+9))a2 (1+0)3 > =

(602-20-2)*B(20+1)

Lo —1+6
27 B(62—20-2)

>0,
azaz fuggetleniil a paraméterek nagysdgatdl az iparagi profitbdl az dj terméket bevezetd
véllalat biztosan nagyobb részt hasit ki.

5. Osszefoglalas

Ebben a szdndékosan leegyszerdsitett modellben, amiben csak feliiletesen specifikaltuk
a fogyasztok haszonmaximalizalasi problémadjat és az abbdl ad6dé keresleti viszonyokat,
csak a versenynek arra az aspektusdra koncentraltunk, hogy érdemes-e énkéntes médon no-
velniink a differencialt termékeink szamat. A modell ebben a csupasz formdjaban csak igen
korlatozott mértékben épit a jatékosok kozti interakcidkra, egy egyszerd szimultdn dontési
folyamatot 4brdzol, azt is statikus kornyezetben. Azt sem vizsgaltuk, hogy a masodik vélla-
lat milyen stratégiai ellenakcidkra vallalkozhat. Eppen ezért vizsgalatunk hatkére nagyon
korlatozott.

Az elemzésiink azt mutatta, hogy a keresleti paraméterek bizonyos értékei mellett még
akkor is érdemes 1j, az eddigiektdl eltérd tulajdonsagu differencialt terméket a piacra dobni,
ha annak dra nem tér el a mér kordbban bevezetett terméktdl, igy 6nmagdban nem tekinthetd
anndl nagyobb nyereséget biztositonak. Ha egy vallalat tobb differencidlt termékvaridnst
arusit, az ahhoz vezet, hogy a kordbbi egyenstilyi helyzethez képest kedvez&bb poziciéba
keriil, mint versenytarsa. Sejtésiink szerint a modell sugalmazta eredmények bonyolultabb
szitudcidkban is igazak maradnak.
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Altalanositott gradiens rendszerek

Kannai Zoltan, Szab6 Imre, Tallos Péter

Kivonat

A cikkben megvizsgaljuk, hogy a klasszikus gradiens rendszerek stabilitdsi tulajdonsagai
miként oroklédnek nem differencidlhaté potencidlfiiggvények esetén. Ezutdn olyan rend-
szerekre fogalmazunk meg stabilitdsi feltételt, amelyekben nem sima Ljapunov-fiiggvény
biztositja a konvergenciat. Eredményeinket példdkon is illusztraljuk.

1. Bevezetés

Legyen a tovdbbiakban X egy val6s Hilbert-tér, és tekintsiik az
X(t)=-V'(x(n)), (1)

differencidlegyenletet, ahol V az X téren értelmezett differencidlhaté potencidlfiiggvény. Az
ilyen tipusu tigynevezett gradiens rendszerek klasszikusnak tekinthet6k a mechanikédban és
a stabilitdselméletben (14sd példaul Hirsch és Smale (1974) cikkét). Példaul, ha a V valddi
konvex fiiggvénynek egy xo pontban minimuma van, akkor xq az (1) rendszer aszimptotiku-
san stabil egyensilyi dllapota. Tovabba, ha ¥ valamely trajektéria w-hatarpontja, akkor ¥ a
rendszer egyensilyi dllapota, azaz V'(x) = 0.

Szamos alkalmazdsban (kiilondsen az optimumszdmitdsban) taldlkozhatunk olyan rend-
szerekkel is, amelyekben a V potencidlfiiggvény nem feltétleniil differencidlhat6, de kon-
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vex fliggvény. Els6 latasra talan meglepd mddon, ilyen esetekben az altalanositott gradiens
rendszer 6rokli a klasszikus gradiens rendszerek stabilitasi tulajdonsagait (Kéannai és Tallos,
1998; Tallos és Kannai, 2003). Az ilyen, nem sima rendszerek vizsgdlatdhoz emlékeztetiink
a konvex fliggvények szubdifferencidljanak fogalmara.

Egy p € X* linedris funkciondlt a V fiiggvény x pontjdhoz tartozé szubgradiensének
nevezziik, ha minden y € X esetén

V(y)=V(x) > {p,y—x).

Az x ponthoz tartozé szubgradiensek halmazat a V fiiggvény x-beli szubdifferencidljanak
nevezziik, jelolése AV (x).

A szubdifferencial alapvetd tulajdonsagait illeten utalunk Aubin és Cellina (1984) mo-
nografiajara.

2. Gradiens tipusu tartalmazasok

Legyen V egy X-en értelmezett alulrél félig folytonos valdédi konvex fiiggvény és tekint-
siik az

X (1) € =9V (x(r)) )
x(0) = xo

Cauchy-feladatot. Az aldbbi tétel bizonyitdsdnak csak a vazlatit kozoljiik, a részleteket 14sd
Aubin és Cellina (1984) monografidjdban.

1. Tétel. Tetszbleges xo € domdV esetén a (2) feladat egyértelmiien megoldhaté a [0,0)
intervallumon.

Bizonyitas:
Egyértelmiiség. Legyen x megoldasa a (2) feladatnak, és y megolddsa az

Y()e=av(y(),  y(0)=x

feladatnak. A
2 Ix(@) —y(O)|F = (1) =¥ (1),x(t) = (1)) <0

monotonitast felhaszndlva és 0-t6l 7-ig integralva kapjuk, hogy minden ¢ esetén
[1x(8) = y(@)I| < [lx0 = yoll,

amibdl kovetkezik az egyértelmiiség.
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Egzisztencia. TetszGleges A > 0 esetén definidljuk a kovetkez§ fiiggvényt:

yeX

Vi) = inf (VO) + 57 Iy 17 ).

Ekkor V; egy olyan differencidlhaté konvex fiiggvény, amelyre minden x € domV
esetén lim,_,oV) (x) = V(x). (A V) fiiggvény gradiensét a JV szubdifferencial Yosida-
approximdcidjdnak nevezzik.) Az

X () =W (x(1),  x(0)=xo

differencidlegyenlet megolddsai Cauchy-sorozatot alkotnak a C(0,c,X) térben, tovdbba a
(2) feladat megoldédsahoz tartanak, midén A — 0. d

Megjegyezziik, hogy a (2) rendszer megoldasanak derivaltja minimélis normdju (a legki-
sebb lehetséges megoldds). Pontosabban, ha x megolddsa a (2) feladatnak, akkor majdnem
minden ¢-re

X (1) =m(=9V(x(1))),

ahol m a halmaznak az origéhoz legkdzelebbi pontjét jelsli, azaz x'(¢) az —dV (x(¢)) hal-
mazértéki leképezés minimalis szelekcidja. Ismert, hogy nem minden mérhetd halmazér-
tékii leképezés minimalis szelekcidja mérhetd (14sd Aubin és Cellina (1984) monografigjat).

2. Tétel. V monoton fogyd a (2) rendszer trajektoridi mentén.

Bizonyitas: Legyen x a rendszer egy trajektdridja. Ekkor a szubdifferencidl definici6ja
szerint

V(x(1) = V(x(t+h)) < = (t),x(t) —x(t +h))
V(x(t+h)—=V(x(t)) < = (t+h),x(t+h)—x(1)).
Mivel ¥’ jobbrél folytonos, ezért

d

V@) == @)

3. Tétel. Tegyiik fel, hogy V felveszi a minimumdt. Ekkor minden xo € domdV esetén a (2)
rendszer megolddsa gyengén konvergdl a V- minimumpontjdhoz.

Bizonyitas: A fenti egyenlGtlenséget integrdlva kapjuk, hogy

V(x(1)) =V (x(s)) +/: ¥ (7)|*dz <0,
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ezértlimy 50 [! | (7)|> dT < 1im; 5—see(V (x(s5)) — V (x(¢))) = 0. Emiatt a Cauchy-kritérium
szerint -

[ W @IRdr <+,

Jo

az integral konvergens.
Tetszbleges € > 0 esetén legyen

Ae={t>0:[xX()| <€},

ekkor t(Ag) = +oo. Ellenkezs esetben a komplementuma végtelen mértékii volna, amibgl
| I @IRdr = euiae) =+

kovetkezne, ez viszont lehetetlen.
Felhaszndlva, hogy x a (2) feladat egy megolddsa, minden rogzitett ¢ € A¢ esetén

IfV(x(s) < V() SVO)+ (X (0).3(0) —)

SVO) IO 1) =y < V() +ellx(t) -yl
minden y € X mellett. A limeszt € — 0 mellett véve kapjuk, hogy

infV(x(s)) = yig)f(V(y).

Az x tetszbleges t, — oo melletti X limeszpontjara teljesiil, hogy

0) <l ty)) = infV(x(t)) = inf V(y).

V(®) < lim V(x(ta)) = infV (x(1)) = inf V(y)
Misrészt x(t,) gyengén tart az aszimptotikus centrumhoz, ami sziikségképpen a V mini-
mumpontja. a

Megjegyezziik, hogy egy X-beli x, sorozat aszimptotikus centrumadt a kdvetkez6képpen
értelmezziik. Legyen egy tetszSlegesen valasztott y € X esetén

C(y) = limsup [, —y|.
n—ro0

Ekkor konnyen l4thaté, hogy C nemnegativ, korlatos, lokdlisan Lipschitz-folytonos és

szigorian konvex. Mdsrészrél
lim C(y) = +oo.,
[y

ezért C-nek egyértelmd minimumbhelye 1étezik az X-ben. Jelolje ezt x.., amit az x, sorozat
aszimptotikus centrumdnak neveziink.
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Belathatd, hogy x.. az x, sorozat gyenge limeszpontjainak zart konvex burkaban fekszik,
tovabba, ha a sorozat gyengén konvergens, akkor az aszimptotikus centrum megegyezik a
gyenge limesszel.

3. Nem sima Ljapunov-fiiggvények

Az el6z6 szakasz eredménye dltaldnosithaté gradiens rendszerekrSl Ljapunov-fiigg-
vénnyel rendelkezd stabil irdnyitdsi rendszerekre, abban az értelemben, hogy a Ljapunov-
fliggvény a (nem mindig 1étezd) potencidlfiiggvény altaldnositdsaként foghat6 fol. Az al-
taldnositadshoz a 3. Tételnek az alabbi tétellel vald helyettesitése vezet, amelyben nem ko-
veteljiik meg a (2) inkldzié fenndlldsat. Egy masik megkozelitést illetden lasd Bacciotti és
Ceragioli (2003).

4. Tétel. Ha x és V ox at pontban differencidlhatd fiiggvények, akkor

{(Vox)(t)} = 9V (x(t)),x (1)) = {{p, X' (1)) : pE€IV(x(t))}.
Bizonyitas: El6szor belatjuk, hogy

o V() 4 (1) =V (x(e+1))

h—0 h =0.

Valéban, 1étezik olyan r : R — X a 0-ban kisrend{ fiiggvény, amelyre
x(t+h)=x(t)+h-x(t)+rh),
ahonnan

lim
h—0

x(t)—|—h'xl(;l)_x(t+h) H ~0.

Ugyanakkor x(z) egy alkalmas kérnyezetében V Lipschitz-folytonos egy L > 0 Lipschitz-
konstanssal, igy tényleg

x(t)+h-x(t) —x(t+h)

<L-
h

vu@+hww»—vga+mw
h

H—>0,

middn & — 0. Mdsrészt minden p € dV (x()) és h € R esetén
(P, X (1)) <V (x(t) +h-x'(2)) =V (x(r)),

igy minden elég kicsi 2 > 0 esetén
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V(x(@)+h-X@)—V(x(t+h))

(p,x(1)) <

h
V(x(r+h)—V(x(z)) N V(x@)+h-x'())—V(x(t+h))
h h
— (Vox)'()+0,

hacsak 4 — 0+. Hasonldan /& < 0 esetén

V(x(t)+h-x(t)=V(x(t+h)) .
h

(p.X(1)) > (Vox)(t)+0,

midén 7 — 0—. Ezeket Osszevetve azt kapjuk, hogy
(p.x'(t)) = (Vox)'(r)
minden p € JV (x(¢)) mellett, tehat
(QV (x(1)),x' (1)) S {(Vox)'(1)}-

Ugyanakkor a baloldal nem iires, ami igazolja az 4llitdsunkat. a

Tekintsiik ezutan az

X (t) € F(x(t)) 3)
differencidltartalmazast, ahol F : X — (X)) \ {0}.
5. Tétel. Ha egy U C X halmazon
(dV(x),F(x)) <0, O]

(azaz minden p € AV (x) és q € f(x) esetén (p,q) <O0), akkor a (3) inklizié U-ban fekvé
trajektoridi mentén V monoton fogyo.

Bizonyitas: Legyen x egy olyan megolddsa (3)-nak, amelyre minden # > 0 esetén x(z) € U.
Ekkor x és V ox is abszolit folytonos. Tehat m.m. # > 0 pontban x is, V ox is differencidlhatd.
Igy az elbbi tétel értelmében m.m. ¢ > 0 pontban

{(Vox) ()} = (aV (x(t)),x'(t)) C (dV (x(r)), F (x(1))) <0,

azaz (Vox)'(t) <0, ezért

V) - Vsts) = [ (v or)

alapjan V ox val6ban monoton fogy6. a
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Most pedig kovetkezzék egy a nem sima rendszerek stabilitdsara vonatkozé elégséges
feltétel.

6. Tétel. Legyen xo € X a'V potencidlfiiggvény egy zérushelye, tovdbbd 0 € F (x), és tegyiik
fel, hogy az xo egy & > 0 sugari kornyezetében fenndll a (4) feltétel. Ha minden € > 0
mellett

inf  V(x)>0,

llx—xoll=¢
akkor xq a (3) rendszer egy stabil egyensilyi dllapota.

Bizonyitas: Legyen 0 < € < g tetszGleges. Ekkor a feltételiink szerint van olyan 0 < § < €
szam, amelyre

lx—xol| <& esetén V(x)< inf V(y).
ly—xoll=¢

Ha most x olyan megoldédsa a (3) rendszernek amelyre ||x(0) — xo|| < &, akkor minden
t > 0 esetén
V(x(r)) <V(x(0)) < inf V(y),

N l[y—xoll=¢

hiszen V ox monoton fogyé. Emiatt végig ||x(r) —xo|| < €, ami az dllitdsunkat igazolja. O

1. Példa. Tekintsiik az alabbi szintézis-rendszert:

X =sgny
y = —sgnx

Ekkor a V(x,y) = |x| + |y| nem sima Ljapunov-fiiggvénnyel, az egész sikon
sgny
av =0
(el =
tehét (xo,y0) = (0,0) egy stabil egyensilyi dllapot.
2. Példa. Tekintsiik az aldbbi nem sima rendszert

X =y
y =—x—sgnx

Ekkor a (0,0) pont koriil a V (x,y) = x> +y? egy sima Ljapunov-fiiggvény, de a jobboldal
nem folytonos, igy a klasszikus eredmények nem alkalmazhatéak. A fenti eljards azonban

(e )=

tehét (xo,y0) = (0,0) a rendszer egy stabil egyensilyi dllapota.

igen:
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Gondolatok egy egyszeri, nagymértékii, de csak
meghatarozott korre kiterjedo adocsokkentés
varhat6 hatasairol

Szab6-Bakos Eszter

Kivonat

A tanulményban egy redl-rigiditdsok széles korét tartalmaz6 dinamikus dltaldnos egyensulyi
modell segitségével vizsgaljuk a magasabb jovedelmi kategéridba tartozé gazdasagi szerep-
16k altal realizalt ad6csokkenés hatdsaval kapcsolatos, szinte ,,rutinszerien” hangoztatott
allaspontok helyességét. A modell alapjan az addkulcs egyszeri, nagymértéki csokkentése
valéban az addbevétel csokkenéséhez, illetve rovid tavi GDP novekedéshez vezet, de nem
erbsitheté meg az az allitds, miszerint (i) onmagédban ez az esemény szélesiti a tarsadalmi
csoportok kozotti killonbségeket; (ii) a 1épés hatdsara csak azok jarnak jol, akiket a beavat-
kozas kozvetleniil is érint; illetve (iii) az addkulcs csokkentése a ,,szegényebb rétegek” felé
tolhatja a kozteherviselés terhét.

1. Bevezetés, motivacio

Az allammal kapcsolatos elvdrdsunk az, hogy a lehet6 legtobb sdrléddst elimindlja a
rendszerbdl, igy nem meglepd, hogy gazdasagi zavarok esetén hatarozott — és igen hangos
—igény mertil fel a gazdasdgpolitikai beavatkozasra. A gazdasagpolitika két teriilete: a mo-
netdris, és fiskalis politika elétt 4116 feladat azonban nem képvisel azonos ,,nehézségi foko-
zatot”. Mig a monetaris politika célja — elsddlegesen az drstabilitds biztositdsa — viszonylag
egyértelmi, az eszkozok kore korlatos, és a monetdris politika hatdsmechanizmusdval kap-
csolatos kutatdsok is tartalmaznak immar konszenzusosnak tekintheté kovetkeztetéseket,
addig a fiskalis politika teriiletén ezek a jellemvondsok ilyen tisztdn nem azonosithaték. A
fiskdlis politika célja nem jol meghatdrozott, az eszkozkészlet igen kiterjedt, és egy adott
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eszkoz felhasznaldsa esetén a hatds varhat6 irdnya, nagysaga, valamint id6beli alakuldsa
sem annyira egyértelmi.!

A nyilvanval6 visszacsatoldsok hidnya, a hatds nagysaga, valamint id6beli titemezése
koriili zavarok azt eredményezik, hogy akkor, ha egy gazdasagi visszaesés esetén felmeriil
a koltségek fiskalis eszkdzokkel vald enyhitése irdnti igény, nincs olyan egyértelmi eszkoz,
amelyr6l biztosan allithatnank, hogy rovid tdvon hatdsosan bevethetd az aggregalt kereslet
tovabbi csokkenésének megakadélyozasa, és a gazdasagi novekedés meginditasa érdekében.
A szdmos orszagspecifikus elem miatt még a ,,nemzetkozi empirikus megfigyelések” sem
sokat segitenek a rutinok kialakitdsdban. Ami bevalt az egyik orszdgban, nem biztos, hogy
eredményhez vezet egy masikban is.

A fentiek alapjan nem meglepd az a vita, amely a ,.fizessenek-e a magasabb jovedelmii
gazdasagi szereplok tobb adét valsag idején” kérdéskorrel kapcesolatban bontakozott ki az
Egyesiilt Allamokban, vagy ami a magyar egykulcsos jovedelemadé irdnydba tett 16pé-
sek megitélését kiséri. Elméletileg a két probléma nem annyira kiilonbozik egymastol. Az
amerikai kérdésre adott ,,nem” mellett kardoskod6k nagyjabdl ugyanolyan érveket hoznak
fel allaspontjuk igazoldsara, mint amelyek magyarazhatjdk az egykulcsos jovedelemado-
rendszer (sarkitva: alacsonyabb addkulcs egy magasabb jovedelmi kategéridban) eldnyeit.
A magasabb jovedelemkategoridba tartozé gazdasagi szerepldkre kivetett tobbletadd kolt-
séget okoz, mert:

)

(i) negativan befolydsolhatja ezen gazdasdgi szerepl6k megtakaritasat, erdsitheti a hitel-
piaci surlédasokat, csokkentheti a beruhdzast, a tékedllomany novekedését, igy a GDP
novekedési iitemét; valamint

(i1) csokkenti ezen gazdasagi szereplok munkakinalatat, ami kozvetleniil is hozzajarulhat
a GDP novekedési titemének visszaeséséhez.

Ezen koltségek elkeriilésének igénye — de foként a novekedési célok — indokolhatjdk a
magasabb jovedelem-kategdridba tartozé gazdasagi szereplok adékulcsanak csokkentését is
(a kvazi egykulcsos adot). A magasabb addkulcs mellett kidllok érvrendszerében az igaz-
sadgosabb teherviselés felé valo elmozdulds kivdnatos volta, és a tarsadalmi rétegek kozti
szakadék csokkentésének igénye mellett az a gondolat is megjelenik, miszerint recesszid
esetén a megndvekedett kormanyzati kiaddsokat valamibdl finanszirozni kell, és miutin a
mar amugy is jelentds adéssdg tovabbi novelése nem kivanatos, olyan bevételi forrdsra van
sziikség, amely a lehet6 legkisebb koltséget okozza. Marpedig a magasabb jovedelemka-
tegdridba tartozé gazdasagi szereploket nyilvan kevésbé érinti jovedelmiik egy részének
elvondsa, mint az alacsonyabb jovedelmi kategéria tagjait.

' E bizonytalanségra kival6 példa lehet a kiadasi multiplikdtorokkal kapcsolatos igen kiterjedt elméleti, és
empirikus irodalom altal mutatott kép. Az elmult id6szakban publikalt néhany tanulmany (példaul Ilzetzki
et al. (2010), ahol a szerzdk az orszdgspecifikus elemekre hivjdk fel a figyelmet, vagy Auerbach és Gorod-
nichenko (2011), ahol a multiplikator prociklikussagat igazoljak, esetleg Drautzburg és Uhlig (2011), ahol
a szerz6k hangstlyozzak, hogy a rovid és hosszu tava multiplikator-értékek jelent6s mértékben eltérhetnek
egymastol, és igen érzékenyen reagilnak a modell rugalmassdgi, és nomindlis-rigiditas fokdt meghatdroz6
paramétereire) elég hatdsosan szemlélteti az egyértelmi allaspontok hidnyat.
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A fenti allitasok helyességét kivanjuk egy gondolatkisérlet és szampélda segitésével el-
lenérizni. Ot olyan kérdést vizsgdlunk, amelyek egy egyszeri, nagymértéki, de csak bizo-
nyos jovedelmi kategoriat képviseld tarsadalmi rétegre kiterjedd adécsokkentéssel kapcso-
latosan felmeriilhet:

(1) elképzelhetd-e, hogy az addkulcs csokkentésének hatdsara legaldbb rovid tdvon no-
vekszik az dllami adébevételek értéke;
(i1) igaz-e az, hogy az addcsokkentés hatdsara csak azok jarnak jol, akiket az ad6csokken-
tés kozvetleniil érint;
(iii) igaz-e az, hogy az addcsokkentés szélesiti a tdrsadalmi csoportok kozotti kiilonbséget;
(iv) lehet-e az ad6 csokkentésével magasabb novekedésre 0sztonozni a gazdasagot, vala-
mint
(v) igaz-e, hogy az addkulcs csokkentése a ,,szegényebb rétegek” felé torzitja a kozteher-
viselés terhét?

A kérdések megvilaszoldsdra alkalmazott modellt Coenen et al. (2007) és Coenen et
al. (2010) munkdi inspiraltdk, de az alapstruktirdban némi valtoztatast azért eszkozoltiink.
Egyrészt egy elore lathat6 permanens valtozds rovid, illetve hosszu tavi hatdsaira vagyunk
kivancsiak, igy az altalunk felvazolt rendszer nem lesz sztochasztikus. A nomindlis rigiditds
ugyan lelassitand az drak id6beli valtozasit, és er6teljesebb, valamint perzisztensebb meny-
nyiségi alkalmazkoddsra késztetné a rendszert, de e véltozasok koziil nekiink csak a perzisz-
tencidra lesz sziikségiink, amit alkalmazkodasi koltségekkel illesztiink be a modellbe, igy
a nominalis rigiditast, és a hozza sziikséges piaci szerkezeteket mellézziik. Az adékulcsok
modositasa helyettesitésekre 0sztonzi a gazdasagi szerepl6t, igy hangsulyossa valik, hogy e
helyettesitések milyen koltségekkel jarnak. A ,,szokdsos” redl-rigiditdsokon kiviil még egy
extra-rigiditdst is a modellbe illesztiink. Scharle et al. (2010) dolgozata alapjan azt gondol-
juk, hogy az adéteher csokkentésének a magasabb jovedelmi kategéridkba tartozé gazdasagi
szerepl6k munkakindlatara gyakorolt hatdsa csekély, igy e fogyasztéi csoport munkakinalati
dontését erdteljes alkalmazkodasi koltséggel terheljiik.

A tanulmaény felépitése a kovetkezd: a 2. fejezetben bemutatjuk a modellt, a 3. fejezetben
ismertetjiik a szamitdsok eredményeit, végiil a 4. fejezetben 6sszefoglaljuk az eredményeket
és vazoljuk a tovabblépési irdnyokat.

2. A modell

A gazdasagot fogyasztok, vallalatok és az dllam alkotja. Az dllamnak kizarélag fiska-
lis politikai funkciét tulajdonitunk. Feltételezziik, hogy kiaddsait alapvet6en jovedelemtdl
fliggd adokbol kivanja finanszirozni, de ha ez a forrds nem fedezi az adott peri6dusbeli
koltségeit, akkor eladésodhat. A fogyasztéi szektoron beliil két tipusu gazdasagi szerep-
16t kiilonboztetiink meg: a hosszi tdvra tervez6 fogyasztot, illetve a rovidebb tdvra tervezd
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fogyasztét. A két réteg kozti f6 kiilonbséget a vagyoneszkozok piacdhoz, valamint a t6ke-
piachoz valé hozzéjutds képessége adja. Mig a hosszu tavra tervez6 fogyaszt6 a vagyon-
eszkozok piacdn és a tékepiacon olyan miiveleteket hajthat végre, amelyek lehet6vé teszik
szdmadra a fogyasztdsi kiadasok intertemporalis allokdldsat, addig a rovid tdvra tervezd fo-
gyaszténak nem all rendelkezésére olyan eszkoz, amelynek segitségével az egyes periddu-
sok jovedelmeit id6ben atcsoportosithatnd. A reprezentativ vallalat tokéletesen versenyzd
piacon értékesiti termékeit, amelyeket téke és munkaerd felhasznaldsaval hoz 1étre.

Miutdn a modell segitségével azt vizsgaljuk, hogy egy nagy mérték, a felsé jovedelmi
kategoriat érint6 addkulcs-csokkentéssel novelhets-e rovid tdvon az adébevétel, igaz-e az,
hogy az adécsokkentés hatdsdra csak azok jarnak jol, akiket az ad6csokkentés kdzvetleniil
érint, igaz-e az, hogy az addcsokkentés szélesiti a tarsadalmi csoportok kozotti kiillonbsé-
get, lehet-e az ad6 csokkentésével magasabb novekedésre 6sztonozni a gazdasigot, valamint
igaz-e, hogy az addkulcs csokkentése a ,,szegényebb rétegek” felé torzitja a kozteherviselés
terhét, ezért a modellbe szdmos redl-rigiditast illesztiink. A fogyasztéknak koltséget okoz
majd a munkakindlat, a beruhazasi szint valtoztatdsa, valamint az el6z6 periddusbeli fo-
gyasztasi szintt6l val6 elmozdulas.

A feltett kérdések két dlland6sult allapot kozotti dtmenet vizsgdlatat igénylik, igy a mo-
dell determinisztikus.

2.1. Fogyasztoi szektor

A gazdasag fogyasztéinak szdmat egységnyire normadljuk, s feltételezziik, hogy a fo-
gyasztéi rétegen beliil @ hosszi tdvra tervezd fogyaszté és 1 — w rovidebb tavra tervezd
fogyaszt6 hoz dontéseket. A reprezentativ hosszi tavra tervezd fogyasztd sajat dontési val-
tozdinak azon palydjat kivanja meghatdrozni, amelyik a megfeleld korlatok idébeli sorozata
mellett maximalizdlja a kovetkezd formdban megadott életpdlya-hasznossagot:

o Xl*O' Ll+rl
Uy — t—1 t,H _y, t,H 1
=) B (16 G ¢))

t=1

ahol L; i a hosszi tdvra tervez6 fogyaszt6 r-edik periédusbeli munkakindlata, B > 0, a
tirelmességi paraméter, o,n,%y > 0, az {zlésvildgot jellemzd paraméterek, és X,y =
C; i — byC—1 y azt mutatja, hogy a fogyaszté hasznossdga csak akkor novekszik, ha az
adott periddusban képes az el6z6 id6szaki fogyasztds legalabb by szdzalékdnak megfeleld
fogyasztasi cikket (Cp) vésdrolni.

A fogyaszt6 abbdl szerez maganak jovedelmet, hogy a rendelkezésére all6 termelési té-
nyezdket (L,,H,K,ﬂ) megfelelé kompenzacié (bér és bérleti dij —w,yH,rtK ) mellett felki-
ndlja a vallalatnak, megkapja a vallalat profitjanak ardnyos hanyadat (proﬁth H) és kordbban
felhalmozott vagyona utédn is szert tesz bizonyos jovedelemre ((1+r,)B;). E forrdsokat
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fogyasztdsra, beruhdzdsra (I; i), vagyoneszkozei b6vitésére (Byy1 #), valamint ad6fizetési
kotelezettsége teljesitésére forditja. Feltételezziik tovabba, hogy a munkakinalat mddositdsa
a fogyaszté szdmara koltséget okoz, amely koltség akkor is fenndll, ha a munkakindlat csok-
ken (bizonytalansag, egzisztencia-csokkenés), és akkor is, ha a munkakindlat az el6z8 peri6-
dushoz képest novekszik (dlldsvéltoztatassal, ij munkakorrel kapcsolatos kényelmetlenség,
bizonytalansdg). A «/2(Lyu/Li—15 — 1)2L,_,H forméban felirt alkalmazkodasi koltségnek
igy meg kell jelennie a fogyaszt6 koltségvetési korlatjanak kiadasi oldalan.

A t-edik periddusbeli koltségvetési korldt a fentieknek megfeleléen a kovetkezé alakot

olti:

(1— i) wenwLy + (1 — %) rf Ky g + profit, + (1+1,) B, =

2
=(1+1%)Cnu+h+By1+ x < Ln _ 1) Lin (2)
’ 2\L-1H ’
ahol 7y, Tk, és Tc a munkajovedelemre, a t6kejovedelemre, és a fogyasztasra kivetett ad6
kulcsat jelols exogén valtozok.

A gazdasag t6ketényezbi a hosszu tavra tervezd fogyaszté birtokaban vannak, igy azok
poétlasardl, valamint bSvitésérdl neki kell gondoskodnia. A beruhazas is alkalmazkodasi
koltséggel terhelt, ha a gazdasagi szerepld az el6z6 periddusbeli szinthez képest médosi-
tani akarja a beruhdzast, az szdmadra tobbletterhet okoz. A t6ketényezd id6beli véltozdsdra
vonatkoz6 szabaly ennek megfeleléen

K3 Ly 2
I (1 - (1 i 1) ) =Kn—(1-8)K 3)
t—1,H

ahol 0 > 0 az amortizdcids rdta, k3 > 0 pedig az alkalmazkodds sebességét szabdlyozo
paraméter.

A hosszu tavra tervezd fogyaszto célja, hogy adott drak és exogén valtozok mellett meg-
hatdrozza a fogyasztds, a munkakindlat, a t6kekindlat, a beruhazds, és a vagyonfelhalmozas
azon pdlydjat, amely a (2) és (3) korldtok, valamint a fogyasztéi szokdsokat jellemz§ defi-
nicié X; g = C; g — bCi—1 g, id6beli sorozata mellett biztositja (1) maximumat.

A gazdasagi szerepl$ problémdjanak megolddsaként a kovetkezd magatartdsi egyenletek
adddnak:

B 1 Lisin\®  (Leoin
WL, A = L) <l
H t’H 4 1+r[+1 ( LI,H Lth +
2
K Lig Lin L u
-1 L R ) e e 4
+<( H) Wi H ) (Ltl,H ) Ln <Lt1.,H )) @

M =Bl (14r41) )]
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_ 1
L4

i i S|
a1k ( LH 1> ( t+1,H> _
I v I v L+rp1

2
K3 Iy Ly Iy
=1- - — — 1] —x — —1 : 7
o ( 2 <Ir—1.,H ) ’ <It—17H > Iz_1,H> @

0=—BX . pbn —A(1+7)+X, 5 (8)
Xomg = Cag—buC_1u 9

1-6
q: ((1_TK)”£-1+%+1( )) (6)

B

valamint a (2) és (3) korldtok. A nyolc egyenlet idGbeli sorozata megadja a C; g, Ly g,
Kiv1m, I 1, B, Xe g valtozok és a két multiplikator g, A, pélydjat.

A reprezentativ rovidebb tavra tervez6 fogyaszté problémadja a hosszu tdvra tervezd fo-
gyaszté problémdjatdl a vagyoneszk6zok piacdhoz és a tékepiachoz valé hozzaférésben kii-
lonbozik. A gazdasdgi szerepld nem halmozhat fel vagyont és nincs t6ketényezdje sem, igy
a t-edik periddusbeli koltségvetési korldtja az

2
(1—tR)wi gL+ TR g = (1+ 1) G r+ % (LLI’R - 1> L g (10)
1—1,R

egyenlet segitségével adhaté meg. A koltségvetési korlat felirdsdbol lathatéan nem zdrjuk

ki annak lehet6ségét, hogy a fogyaszté transzferjuttatasokat is realizdlhasson.
A rovidebb tavra tervezd gazdasagi szerepld adott drak és exogén véltozok mellett azon
fogyasztasi és munkakindlati palydk meghatdrozdsdban érdekelt, amelyek a (10) alakban
felirt koltségvetési korlatok iddbeli sorozata mellett maximalizaljdk a kovetkezd célfiigg-

vényt:
oo Xl*O’ L1+T]
Upr — —1 t,R _ t,R
k=)P <1—G e )

t=1

ahol
Xir=Cr—brCi_1r . an

A fogyasztd problémdjanak megoldasabol ad6d6 magatartdsi egyenletek
Lii1r Liig)’
‘I’RL?R:ﬁﬁtHKz( T —1) (’*7 ) +
’ Lir L: g

2
K LtR L;R Lt.R
8 1— N AT | _ 1 : 12
+U; (( TR) Wi.R 3 (Ltl.R > K2 (Ltl R ) Lz],R) (12)
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—BX Trbr—0(1+1c)+ X, =0 (13)

K L, 2
(1—tR)wigLig+ TR g = (14 %) G+ — < LR 1> Lig. (14
2 \Li1r
E hdrom egyenlet idSbeli sorozata az X; g = C; g — brCi—1 g definiciéval kiegésziilve
meghatdrozza a C; g, L; g, X; g valtozok, és a ¥ multiplikator paly4jat.

2.2. Villalati szektor

A reprezentativ vdllalat tokéletesen versenyzd piacon prébdlja értékesiteni termékeit,
amelyet az
1-o—
Y =KLy o "Liko (as)

alakban felirhat6 technoldgidval allit el tokéletesen versenyzd munka-, illetve t6kepiacon
beszerzett termelési tényezdk segitségével. Célja, hogy adott drak és exogén valtozok mel-
lett meghatdrozza azokat a termelési tényez6-, valamint output szinteket, amelyek a (15) fel-
tétel mellett a maximadlis profitot biztositjdk. A probléma megolddsihoz tart6z6 elsérendd
feltételek:

Y,
wig = (1—o—7) Lf;o (16)
_ 2 (17)
WI’R_yLz,RO
Y,
K — gt 18
P =ag (18)

E harom egyenlet a (15)-tel kiegésziilve adja azokat a magatartdsi egyenleteket, ame-
lyek alapjdn a reprezentativ vdllalat kijeldlheti a szdmdra optimdlis L; go, Li ro, Ki és Y;
értékeket.

2.3. Allam

Az allam minden periédusban G; nagysagu, exogén médon megadott keresletet timaszt a
termékek és szolgaltatasok irdnt, illetve lehetdsége van arra is, hogy TR; g nagysdgu transz-
ferrel timogassa a rovidebb tdvra tervezd haztartasokat. Kiadasait elssorban adébevételek-
bdl finanszirozza, a munkajovedelmet 7y, illetve Tz mértékd adoval terheli attdl fiiggden,
hogy az addalap a relative magas jovedelemmel rendelkezd hosszu tavra tervezd fogyaszto-
ndl, vagy az alacsonyabb jovedelmi kategéridba sorolt rovidebb tavra tervezd fogyasztonal
keletkezett, a t6kébdl szarmazé bevételek tx hanyada dramlik a koltségvetésbe, végiil a fo-
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gyasztasi kiaddsokat 7¢ kulccsal adéztatja. Bevételei bovitése érdekében az allam kolesont
is felvehet (D, 1), az el6z6 periédusban felvett kdlcsonok utdn azonban kamatot kell fizet-
nie.

A fentieknek megfelel6en az dllam 7-edik periddusbeli koltségvetési korlatja a kovetkezd
alakot olti:

Gt + TRL,H + (1 + rt)D, == THWt’HwLLH + TRW[,r (1 - (D) LI,R + TK’}KO)K[’H +

+1c0Cn+7c (1 —®)Cr+Diyy - (19)

2.4. Piaci egyensulyi feltételek

A modellben a tranzakcidk négy piacon zajlanak. Az drupiacon akkor alakul ki az egyen-
suly, amikor a véllalat altal megtermelt termékek teljes mértékben felhasznalasra keriilnek.
Feltételezésiink szerint a termékek irdnt a két fogyasztéi tipus tdmaszt fogyasztasi keresletet,
a hosszu tavra tervezd fogyasztok a t6kedllomany bdvitésére, és potlasara is felhasznaljak,
mindkét szektor fedezhet belSle alkalmazkoddsi koltséget, s végiil az dllami kiaddsok is
a termékek irdnti keresletként jelennek meg a modellben. Az egyensilyi feltétel a r-edik
periédusban az

2
K ( L
Y =0Cug+(1—0)Cr+ohy+o- ( UL 1) Lig+
' 2\Li1n

2
Hi-0) 2 (1) Lt o)
2 Ltfl,R
alakban adhaté meg.
A termelési tényez8k piacédn is egyenstly van, azaz olyan drak fognak kialakulni, ame-
lyek mellett a véllalat pontosan annyi termelési tényezét kivan felhasznélni, amennyit a
teljes fogyaszt6i szektor fel kivan ajanlani. Formélisan

Liyo = oL g 21
Ligo=(1-0)Lig (22)
K[ - wKt,H . (23)

Végiil a vagyoneszkozok piacdn is egyensilynak kell lennie, azaz az dllam 4ltal felkinalt
addssagnak meg kell egyeznie a megtakaritani képes fogyasztok teljes megtakaritdsaval

Dt+1 = (DBH_l . (24’)
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2.5. A modell formadlisan

A modellt formdlisan a (4) — (9), (3), (11) — (14), (15) — (18), (19), (20) — (24) egyen-
letek alkotjak, amelyek segitségével meghatarozhat6 a kovetkez6 21 valtozé palydja: Y;,
Ci s Cors Les Ligy Linos Liros Werts Wers Kiv i Koo 78 Iy Bty Dist, Xows Xog, 41,
A, By és 1 + 741

2.6. Kalibralds

A modell paramétereit harom csoportba osztjuk. Az elsé kategéridba keriil paraméte-
reket az ,,irodalomban szokdsos” (lasd példaul Schmitt-Grohe és Martin (2007); Baksa et
al. (2010)) szinten tartjuk, a masodik kategéridba azokat a paramétereket soroljuk, amelyek
bizonyos endogén véltozék megfeleld dllanddsult dllapotbeli szintjét biztositjak (érdemes
észrevenni, hogy dllanddsult dllapotban nincs igazodasi koltség), és végiil a harmadik cso-
portba keriilnek az alkalmazkodds sebességét befolyasold paraméterek, valamint a fogyasz-

toi tipusok részaranyat rogzité paraméter, azok a tényezdk, amelyeket a késébbiekben az
eredmények robosztussdgat vizsgalva valtoztatni kivanunk.

1. kategoria 2. kategdria 3. kategoria
paraméter érték paraméter érték paraméter érték
B 0,98 o 0,4 K 120
1) 0,025 Y 0,3 K 8
c 1,5 Yy 3 K3 4.8
n 0,76 Y 8 o 0,3
by 0,45
br 0,25

1. tablazat. Paraméterek értékadasa

Az exogén fiskdlis politikai véltozdkat tigy hatdroztuk meg, hogy az egyrészt ,redlis”
legyen — az egyes bérkategoridk adoterhe, vagy a kormanyzati kiaddsok GDP-hez viszonyi-
tott ardnya megfigyelhet6 valtoz6 —, masrészt az adott exogén valtozok mellett a gazdasag
allandésult dllapotban szinten tudja tartani a GDP-hez viszonyitott 80 szdzalékos addssagat.
A feltételeknek megfeleld addkulcs, és kiadasi szerkezet a modellben 7y = 0,4, 7z = 0,2,
¢ =0,2, ¢ =0, 1, valamint G; = 0,268 (ismét érdemes hangstlyozni, hogy a tanulméany

s

ebben az dllapotban csupén egy ,,szamitdsokkal megerdsitett gondolatkisérlet™).
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3. Eredmények

Els6 1épésként azt vizsgaljuk meg, mi torténik az dllami bevétellel, a gazdasag kibocsa-
tasaval, illetve a rovid, valamint a hosszabb tavra tervez6 fogyaszté fogyasztasaval, munka-
kindlataval, valamint redlbérével, ha az dllam egyszeri, nagy mérték(i adécsokkentést hajt
végre, és a magasabb bérkategdéridban mozgé fogyasztonal az eddigi 40 szazalékos atlagos
adokulcsot 30 szdzalékra csokkenti. Az eredményeket az 1. dbra mutatja.

Bevétel Kibocsétés Fogyasztds (hosszd)
0.3 096 072
07
034 094
032 092 066
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Fogyasztés (rovid) Foglalkoztatés (hosszd) Foglalkoztatés (rbvid)
031 07 0417
" 068
03 0.416
066
. 064 .
o B0 20 40 60 80 100 0 20 40 80 100 o “50 20 40 60 80 100
Bér (hosszd) Bér (rdvid) Haszon - hossz téwa tervez8
18 092 -4
175 09
-4.05
17 088 /"/_
165 086 41
0 20 40 60 80 100 0 2 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Haszon ~ rovidebb téwra tervez6 Toke Beruhdzés
5.14 3B 09
5.16 345
085 ~
5.18 k)
.2 .5 0
s 0 2 40 60 80 100 = 0 20 40 60 80 100 aD 2 40 60 80 100

1. dbra. A hosszu tdvra tervezd fogyaszté adokulcsanak 7y = 0,4-r81 7y = 0, 3-ra val6 csok-
kentésének hatdsa az endogén véltozokra.

Az adékulcs csokkentése noveli a hosszi tdvra tervezd fogyaszté munkdbdl szdrmaz6
jovedelmét, s ez a szabadidS és a fogyasztds relativ hatdrhaszndnak valtozdsa miatt ma-
gasabb munkakindlat elérésére 0sztonozi a gazdasigi szerepldt. A munkapiac tokéletesen
versenyz0, igy az el6bbi valtozds egyrészt arra készteti a vallalati szektort, hogy alacso-
nyabb bért fizessen a hosszu tdvra tervezd fogyaszténak, masrészt arra, hogy a relative dra-
gabba valt rovidebb tavra tervezd fogyasztot a masik tipusi munkaerdvel helyettesitse. A
jovedelem-novekedés mindkét csoport szamadra lehetdvé tette a fogyasztas novelését. A ke-
reslet emelkedésének koszonhetden a gazdasag kibocsatasa is novekedett. Az abrabdl ez
ugyan nem olvashaté le, de a szadmitasok alapjan mar az els6 periédusban lehet némi GDP
emelkedésre szdmitani (bar ennek mértéke elenyészd, 0,23 szazalék), az dj allandésult al-

lapotbeli jovedelem pedig 2,62 szdzalékkal lesz magasabb, mint az eredeti egyenstlyi al-
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lapot jovedelmi szintje. Az alkalmazkodasi koltségek miatt a beruhdzas szintje kezdetben
csokken, és csak hosszabb alkalmazkodasi periédus utdn éri el az 4j dlland6sult allapotbeli
értéket.

Erdemes még megjegyezni, hogy mind a hosszii tivra tervez$ fogyasztét, mind a rovi-
debb tadvra tervezd fogyasztét pozitivan érinti az addkulcs csokkentése. A rovidebb tdvra
tervez$ gazdasagi szereplénél e kovetkezmény egyértelm, a szaimara hasznos két tényezo
— a fogyasztas és a szabadidd — id6ben folyamatosan novekszik, mig a hosszui tavra tervezd
gazdasagi szerepld esetében a jelentds koltségek miatt elhiz6dé munkapiaci alkalmazkodds
a hasznossdg alakuldsdban domindnssa teszi a fogyasztds valtozdsdnak hatdsat.

Az éllami addbevétel értéke azonban csokken. Miutdn a kiaddsok értékét exogén val-
tozénak tekintettiik, ez azt is jelenti, hogy az dllam az dtmeneti palya mentén folyamato-
san noveli a hosszu tavra tervezé fogyasztéval szemben fenndllé adéssdganak dlloményat.
Az egyszeri, nagy mértékii adékulcs-csokkentés tehat onmagdban nem csokkenti az dllam
addssdg-allomanyat.

A hosszi tavra tervezd fogyaszto, és a rovidebb tavra tervezd gazdasagi szerepld dllami
kiadasok finanszirozdsahoz val6 hozzdjaruldsdnak id6beli alakuldsardl ad képet a 2. dbra.

625 T T T T T T T T T

62— =

6.15 =

6.1 -

605 —

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

2. dbra. A hosszu-, illetve a rovidebb tdvra tervezd fogyaszt6i csoport dllami kiadasok fi-
nanszirozdsahoz val6 hozzdjaruldsdnak egymdshoz viszonyitott ardnya.

A magasabb jovedelmi kategdridt képviseld fogyasztdi réteg munkdbdl szarmazd jove-
delmére kivetett addkulcs csokkentése tehdt valban a ,,szegényebb rétegek” felé torzitja a
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kozteherviselés terhét, de ebbdl a teherbdl az dtlagos hosszu tavra tervezd fogyaszté még
mindig az 4tlagos rovidebb tdvra tervezd fogyasztéd hozzdjaruldsanak kicsivel tobb, mint
hatszorosdt viseli. Némileg drnyaltabb a kép, ha a gazdasagi szereplok koltségvetési hozza-
jarulasanak mértékét az adott gazdasagi szereplS jovedelmével korrigaljuk (l14sd 3. dbra).

1.884 T T T T T T T T T

1882 -

1878 —

1.876 -

1874 -

1872 —

1.866 -

1864 L L L L L L L I L

3. abra. A hosszu-, €s a rovidebb tdvra tervezd fogyasztéi csoport atlagos tagjanak kozosségi
kiadasok finanszirozdsaban vallalt szerepe egymdashoz viszonyitva, és az adott gazdasagi
szerepld jovedelmével korrigalva.

A hosszi tavra tervezo fogyaszt6 jovedelmének nagyobb hanyadat forditja kozkiadasok
finanszirozdsara, mint a masik gazdasdgi szerepld, és e teher rovid tdvon annak ellenére
novekszik, hogy a hosszu tdvra tervezd fogyasztd jovedelemadd-kulcsat jelentds mértékben
csokkentettiik.

A fenti szamitasok alapjan az adott feltételek mellett nem erGsitheté meg az az allitas,
hogy az addékulcs-csokkentés kizarélag annak a tdrsadalmi csoportnak okoz hasznot, amely-
lyel kozvetlen kapcsolatban van. Nem erdsithetd meg az az allitas sem, hogy az alkalmazott
gazdasagpolitikai 1épés noveli a két tarsadalmi szektor kozti — bérben mért — kiilonbséget.
Az adocsokkentés nem noveli az adébevételeket, viszont rovid tdvon pozitivan médositja
a GDP novekedési litemét (bar ez a novekedés a pdlya mentén alacsony szintdi, és az is
megallapithat6, hogy az ad6csokkentés onmagaban nem elegendd a tartés novekedés biz-
tositasdahoz). Abszolut értékben novekedett a rovidebb tdvra tervezd gazdasagi szereplok
koltségvetési kiaddsokhoz valé hozzdjaruldsanak relativ terhe, de a jovedelemmel korri-
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galva mar kideriil, hogy a hosszu tavra tervez6 gazdasagi szerepld a jovedelmének nagyobb
hanyadét forditja a kozosségi kiaddsok finanszirozasara.

4. Osszegzés

P

Jelen tanulmany egy ,,szampélddval megerdsitett gondolatkisérlet”, ahol egy dinami-
kus dltaldnos egyensiilyi modellen keresztiil azt a kérdést vizsgéltuk, hogy vajon igaznak
bizonyulnak-e az egykulcsos jovedelemadé felé valé elmozdulassal kapcsolatos rutinsze-
rien hangoztatott 4llitdsok, miszerint:

(i) atdrsadalom egy jol meghatarozott hanyadat érinté adékulcs csokkentésének hatdsara
csokken az allami addbevételek értéke;
(i) az addécsokkentés hatdsdra csak azok jarnak jol, akiket az adécsokkentés kozvetleniil
érint;
(iii) az ad6csokkentés szélesiti a tarsadalmi csoportok kozotti kiillonbséget;
(iv) az add csokkentésével magasabb novekedésre lehet 6sztondzni a gazdasagot; valamint
(v) az addkulcs csokkentése a ,,szegényebb rétegek” felé torzitja a kdzteherviselés terhét.

Az elvégzett szamitasokbdl kideriilt, hogy a hosszu tavra tervezd — azaz a vagyonesz-
kozok piacan és a tékepiacon aktiv tranzakcidkat bonyolité — fogyaszté munkajovedelmét
terhel adé mértékének csokkentése valéban — és minden elképzelhetd redl-rigiditdsi fok
mellett — csokkenti az addbevételek értékét, de ideiglenesen képes némi GDP novekedést
indukdlni. Ez utébbi hatds azonban nem tartds, azaz az adécsokkentés 6nmagédban egy gaz-
dasag novekedési titemének médositasara nem alkalmas. Eredményeink alapjan nem erdsit-
heté meg az az éllitds, miszerint az ad6csokkentés sz€lesiti a tarsadalmi csoportok kozotti
kiilonbséget — a gazdasdgpolitikai beavatkozas kozvetlen kedvezményezettjének redlbére a
madsik csoport redlbéréhez képest nem novekedett —, sem az az allitds, miszerint az add-
csokkentés hatdsara csak azok jarnak jol, akiket a 1épés kozvetleniil érint — a magasabb
jovedelem miatti kereslet-novekedés a vallalati szektort a rovidebb tavra tervez6 fogyasztod
munkdja iranti er6teljesebb keresletre, és magasabb bér kifizetésére 6sztonzi. Abszolut ér-

7 2

tékben valdban azt tapasztaltuk, hogy a magasabb jovedelemmel rendelkez6 dtlagos gazda-
sagi szerepld hozzdjaruldsa a kozosségi kiaddsokhoz az alacsonyabb bérszintet elérd atlagos
fogyasztéhoz képest csokken, de az abszolut értékeket a teljes jovedelem alakuldsaval korri-
galva mar nem dllithat6, hogy az adékulcs csokkentése a ,,szegényebb rétegek™ felé torzitja
a kozteherviselés terhét.

A fenti tanulmdny mindaddig gondolatkisérlet marad, amig a kalibralds a tanulmdnyban
alkalmazott javarészt ad-hoc elven alapul, illetve a konkrét gazdasagpolitikai 1épés eredmé-

nyeinek utélagos megitélését drnyald események a modellbe nem keriilnek.
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A hatékonysag novekedésébol ered6 haszon
megosztasanak mértéke

Voros Jozsef

Kivonat

Latszélag ésszertinek tlinik, hogy egy véges id6horizont elején intenziv fejlesztéseket vé-
gezziink, hiszen az id6szak eleji fejlesztések haszna ekkor tovabb hasznosithaté. Ebbdl ko-
vetkezOen a fejlesztési tevékenységek dinamikdjanak id6ben csokkendnek kellene lenni.
Analizisiink el6szor meghatdrozza azokat a feltételeket, amelyek esetén egydltaldn beszél-
hetiink pozitiv szintli fejlesztési aktivitdsrol, majd ezek fenndlldsa esetén azt vizsgaljuk,
hogy a fejlesztési er6feszitések okan bekovetkezett hatékonysagnovelésbdl eredd haszon-
nak mi legyen a sorsa. Arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a termelési hatékonysagboél eredd
hasznot linedris keresleti fiiggvény esetén fele-fele aranyban meg kell osztani a termeld és
a fogyaszt6 kozott. Exponencidlis keresleti fiiggvény esetén viszont a termelési koltségek
megtakaritdsabol eredd hasznot a fogyasztoknak teljes mértékben 4t kell engedni.

1. Bevezetés

Bar nem uj keletti, mégis a folyamatos tokéletesités és fejlesztés a mai tizleti vilagban
tovabbra is meghatdrozé tényezdnek tlinik. Nem is olyan régen, amikor Watanabe urat, a
Toyota Motor Corporation elnokét arrél kérdezték, hogy a Toyota ttnak mi a lényege, a
folyamatos tokéletesités elvét a Toyota termelési rendszer két pillére koziil az egyik leg-
fontosabbnak tartotta (Watanabe, 2007). A Toyota termelési rendszer elveinek alkalmazdsa
szamos ipardgat forradalmasitott a 1égikozlekedéstdl az étteremlancokig, tovabba az auto-
gyarté iparban is olyan cégek alkalmazzak az eljarast, mint a Porsche vagy a VW (Fear és
Knoop, 2007).

Voros Jozsef
Pécsi Tudoményegyetem, Kozgazdasagtudomanyi Kar, email: voros @ktk.pte.hu
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A folyamatfejlesztés modellezése nem ujkelet(, viszont ma is népszer( kutatasi tertilet.
Kiilonosen Fine (1986) 1ttoré kezdeményezése nyoman, vagy ha a kezdeti folytatast kovet-
jik Dorroh et al. (1994) munkdi nyomadn, akik olyan modellt fejlesztettek ki, amellyel meg
lehetett hatdrozni az er6forrasok mértékét, amit a tudds akvizicidjara kell forditani. Chand
et al. (1996) olyan dinamikus, irdnyitdselmélethez tartoz6 modellt mutattak be, amellyel a
folyamatos fejlesztés hatdsat lehetett vizsgalni. Azt vizsgaltdk, hogy profitmaximalas célja-
b6l a kapacitdsok milyen hanyadat kell termelésre, illetve fejlesztésre forditani. Ok mar be-
vezették a termelékenységi tudds fogalmat, ami fejlesztési tevékenységek végzése aran no-
velhetd. Li és Rajagopalan (1998) tanulmédnya a mindségbiztositasi tevékenység intenzitasat
is vizsgalta, és mind a termelékenységi, mind a mindségi tudas novelhetd volt fejlesztési te-
vékenységek végzése dltal. E tanulmanyok mindegyike hangsilyozta a korai fejlesztések
jelent6ségét. Ezt az a hit taplélja, hogy ebben az esetben a korai fejlesztések hatdsa sokdig
él, kovetkezésképpen a fejlesztési tevékenységek dinamikdja az id6 szerint csokkend mintat
kell eredményezzen. Bar e tanulmdnynak nem célja a dinamika vizsgélata, érdekességként
jegyezziik meg, hogy a tanulmany végén bemutatott numerikus példa éppen ennek az ellen-
kezjét bizonyitja. Meg kell jegyezni, hogy mar Carrillo és Gaimon (2000) azonositott olyan
eseteket, amikor a feltevés nem igazolddik, azonban modelljiikben eléggé kivételes feltevés-
sel éltek. Azt allitottdk ugyanis, hogy Uj technoldgia alkalmazdsa esetén a termelékenységi
tudds atmenetileg csokkenhet. Késébb, ugyancsak Carrillo és Gaimon (2004), definidlnak
két modellt is, amelyekben a teljesitmények fliggnek a folyamatfejlesztés intenzitdsatol.

Erdemes megjegyezni, hogy az osszes fent megnevezett modell irdnyitaselméleti eszko-
zoket haszndl, vagyis olyan modelleket targyalnak a tanulmanyok, ahol a dontési valtozok
az 1d6 folytonos fiiggvényei. A médszer ugyan attraktiv, de kezelési nehézsége szinte maga
utdn vonta azt, hogy a szerz6k éppen nem tudjak kihasznédlni a dinamikus modellek igen
nagy elényét. Nevezetesen azt, hogy abban a paraméterek is az id6 fiiggvényei. Ennek el-
mulasztasa pedig szdmos gazdasagi Osszefiiggés felismerését neheziti meg.

Igy vizsgilatunk eszkoze egy olyan modell létrehozdsa, amely az idhorizontot peri6-
dusokra osztja. A folyamatfejlesztés teriiletén nem sok ilyen tipusi modell ismert. Nem-
régiben Bernstein és Kok (2009) definidltak egy hasonlé modellt, amelyben a fejlesztési
tevékenységek kozponti szerepet jatszanak. Tobbek kozott megmutatjak, hogy Stackelberg-
féle versenyt feltételezve, bizonyos feltételek mellett egyensilyi dllapot mindig 1étezik. Egy
algoritmust is kozreadnak, amely linedris keresleti és fejlesztési koltségfiiggvény esetén
megadja a termelékenységi tudasba torténd beruhdzas mértékét. Voros (2011) megmutatja,
hogy ha a keresleti fiiggvény paraméterei az id6tdl fiiggetlenek, akkor ezek a fejlesztési
aktivitdsok mindig zérus szinten allnak, legfeljebb az els6 periddus kivételével.

Jelen tanulmény célja annak vizsgdlata, hogy ha a véllalatnal folyamatfejlesztés torté-
nik, és ennek eredményeként a termelési hatékonysag novekszik, akkor mi legyen az ebbdl
eredd haszon sorsa? Miel6tt a hasznon osztozni lehetne, meg kell dllapitani, hogy a fo-
lyamat fejlédésének mik a feltételei, melyek azok a koriilmények, amelyek a folyamatok
fejlesztésére Osztonzik a dontéshozokat? A kovetkezd fejezet egy dltalanos modellt fogal-
maz meg, a 3. fejezet a kifejlesztett altalanos modellt specifikdlja arra az esetre, amikor a
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keresleti fiiggvény linedris, a fajlagos valtozé koltség fiiggvény pedig hiperbolikus. A 4.
fejezet az exponencidlis keresleti fiiggvény melletti hatdsokat vizsgalja, a fajlagos termelési
koltségfiiggvényre pedig csak enyhe megszoritasokat tesz. Az 5. fejezet Osszefoglalja az
eredményeket és javaslatokat tesz néhdny tovabbfejlesztési lehetoségre.

2. Tobbperiodusos fejlesztési modellek létrehozasa

E fejezetben egy nagyon altalanos modellt fogalmazunk meg, a kés6bbiekben pedig ezen
altalanos modell egyes fliggvényeit specifikdljuk annak érdekében, hogy lassuk betoltott
szerepiiket. A modell megfogalmazasahoz elséként azt tételezziik fel, hogy vallalkozasunk
olyan szolgéltatast/terméket nydjt, ami a piacon egyedi vondsokkal rendelkezik, és e tulaj-
donsag nem masolhato, helyettesithets, vagy imitdlhaté konnyen. A termék teljesitményét
a fogyasztok elismerik, és vasarlasi szokdsaikkal ezt bizonyitjdk. A termék egyedi jellege
monopolisztikus viselkedést enged meg, ezért feltételezhetjiik, hogy a termék keresletének
volumene a z-edik periédusban egy D' (p;) tipusu fiiggvénnyel leirhatd, ahol p, az dr nagy-
sdga a t-edik periddusban. Ennek nyoman a tervezési iddszakot T periédusra osztjuk fel,
ést =1,2,...,T. A termékenkénti véltozé koltséget a c(g;) kifejezés jelsli a r-edik pe-
ribdusban, ahol g; a felhalmozdédott termelékenységi tudast méri a r-edik periédusban. A
felhalmozott termelékenységi tudds minden periédusban novelhetd az erre irdnyul6 aktivi-
tasok intenzitdsanak fiiggvényében. Modern termelési rendszerekben megfigyelhetd, hogy
a munkahelyen eltoltott id6 altaldban két komponensbdl 4ll, az egyik rész a tényleges ter-
melésre forditodik, a mésik részben pedig a folyamatok tokéletesitésére koncentrdlnak (14sd
példaul a fent emlitett Toyota termelési rendszert). A termelési folyamatok tokéletesitésére
koncentralé aktivitds nagysagat a t-edik periédusban az y, véltozé fogja mérni, amelynek
koltségét a r-edik periddusban az f(y,) fiiggvény jeldli. Azt is feltételezziik, hogy a terve-
z¢€si id6szak végén, a T-edik periddus utdn, a felhalmozott termelékenységi tudést el lehet
adni, vagy az uj termékcsaldd termelésében hasznositani lehet. A termelékenységi tudas
egy egységét P dron lehet eladni. Megjegyezziik, hogy Li és Rajagopalan (1998) az elsk
kozott voltak, akik modelljitkben mar felhasznéltdk a felgyiilemlett termelékenységi tudas
eladasanak lehet6ségét.

Az alapmodellt tehét az alabbi médon fogalmazhatjuk meg:

T
I;}?;f; [(pr — (@) D' (pr) — f(31)] 8" + [Pgr] 8" (1a)

Feltéve, hogy valamennyi ¢-re

qr = qi—1+ay: (1b)
D,y > 0. (1o
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ahol:
T = aperiédusok szdma,
t = aperi6dus indexe, t € [1,T],
pr = egységnyi termék eladasi dra a r-edik periddusban, dontési valtozo,
q: = afelhalmozddott termelékenységi tudds mértéke a r-edik periddusban,
fliggd véltozo, ahol az 6rokolt termelékenységi tudést a gp mutatja,
y: = afolyamatfejlesztési er6feszitések mértéke a r-edik periddusban, dontési valtozo,
f(y;) = afolyamatfejlesztési tevékenységek koltsége a r-edik periédusban,

= a fajlagos véltozé koltségfiiggvény a r-edik periddusban,
D'(p)= akereslet volumene a t-edik periédusban, amikor az eladési ar p.
Megjegyezziik, a termelés volumene és a kereslet nagysdga egybeesik.

P = egységnyi termelékenységi tudds eladdsi 4ra a tervhorizont végén, input
paraméter (gyakran nevezik a pénziigyi irodalomban megmentett értéknek),
= 1/(1+r), ahol r a diszkont réta, és
a = pozitiv paraméter.

Az (1) modell azt az egyszer(i tényt foglalja 6ssze, hogy a periédusonkénti brutté pro-
fit a termékenkénti bruttd profit (az eladdsi ar és a fajlagos véltozé termelési koltség kii-
Ionbsége) és az eladott mennyiség szorzata. Ezt csokkenti a fejlesztésekre (beruhdzasokra)
forditott 6sszeg. A periddusonként megtermelt tiszta jovedelmet jelenértékre diszkontaljuk,
és e jovedelemhez rakddik a tervhorizont végén eladott felgytilemlett tudds utdni hozam
diszkontalt jelenértéke. A feltételrendszer azt fogalmazza meg, hogy egy adott periédusban
rendelkezésre 4ll6 termelékenységi tudds az el6z6 periddusbdl 6rokolt szintbdl és a fejlesz-
tés révén nyert emelkedésbdl tevddik Ossze. Ez az 0sszefiiggés linedris és a tevékenység
fuiggvényében novekvd. Az utébbi feltevéssel a legtobb irodalmi forrds egyetért, azonban
Carrillo és Gaimon (2000) arrdl értekeznek, hogy uj technolégia alkalmazdsa esetén at-
menetileg ez az Osszefiiggés csokkend viszonydu is lehet. Vagyis ideiglenesen a novekvd
fejlesztési eréfeszitések csokkenthetik a termelékenységi tuddst.

3. A termelési hatékonysag novekedésébol szarmazo6 haszon
megosztasanak mértéke linearis keresleti fiiggvény esetén

Els6ként egy olyan esetet vizsgalunk, amely az (1) alatt kifejlesztett modellnek speci-
dlis esete. A keresleti fiiggvényrdl azt tételezziik fel, hogy az leirhat6é a D'(p;) = a — yp;
formdban, vagyis a keresleti fliggvény paraméterei az id6t6l fiiggetlenek. E feltevéssel ki
akarjuk szfirni a konjunkturdlis hatdsokat, amik befolyasolhatjdk a megfogalmazott feladat
tisztan 14t4sat. Az itt megfogalmazott problémdanak egy tovébbi kiterjesztése lehet, amikor
a keresleti fiiggvény paraméterei az id6tdl is fiiggnek, és azt vizsgéljuk, hogy a konjunktu-



A hatékonysag novekedésébdl ered6 haszon megosztasanak mértéke 115

ralis hatdsok miként befolyasoljak a hatékonysigbdl eredd jovedelem felosztdsat a termeld
és fogyaszté kozott. Viszont, ha a keresleti fiiggvény formdja D' (p,) = o — yp,, akkor tech-
nikailag elegends egy D' (p;) = o — p; formdval foglalkozni, hiszen ha a y paraméterrel,
ami nyilvanvaléan nem lehet zérd, elosztjuk a célfiiggvényt, semmivel nem korlatozzuk
eredményeink altaldnossagat. Megjegyezziik, hogy Bernstein és Kok (2009) mar alkalmaz-
tak dinamikus modelljiikben hasonld tipust keresleti fiiggvényt, tovabba feltételezték, hogy
az (1) modellben a fajlagos termelési koltségek a c(g;) = co(g:) P (ahol ¢q és B pozitiv
paraméterek) tipusu fliggvénnyel meghatarozhatdk. Az eredmények Osszehasonlithatésaga
miatt célszer( tehat nekiink is ezt alkalmazni. Viszont a Bernstein és Kok (2009) modell-
ben hasznélt fejlesztési (beruhdzasi) koltségfiiggvénynél dltaldnosabb formét alkalmazunk.
Bernstein és Kok (2009) modelljiikben azt tételezték fel, hogy f(y;) = ky;, k > 0, ahol k egy
konstans paraméter. E koltségfiiggvényt azért zarjuk ki az analizisbdl, mert Voros (2011)
explicit megoldast adott a problémadra, és ebbdl az deriil ki, hogy a fejlesztési aktivitdsok leg-
feljebb az els6 periddusban lesznek zérustdl kiilonbozsk, és minden mds periddusban zérus
szinten maradnak. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy hatékonysdgjavulas csak legfeljebb az
els6 periédusban lehet, ezért a hatékonysag javulasabdl szarmazé haszon felosztasarol nincs
sok értelme beszélni. Modelliinkben a fejlesztéshez kapcsolédé koltségek meghatarozasat
leir6 f(y;) filggvényrdl azt tételezziik fel, hogy az y,-ben szigordan novekvs és konvex.
Vagyis fy, > 0 és f,y, > 0, ahol az als6 index a viltozo szerinti parcidlis derivaltat jelenti.
Ugyancsak feltételezziik, hogy a = 1, ami ismét csak technikai egyszer(sités.
Ezek alapjan az alabbi modellt fogalmazhatjuk meg:

T
max Y [(pi—cola) ) (@=p)— £ ()] &'+ [Par) 8" 2a)
=1
feltéve, hogy
G =qi—1+y, €s (2b)
ps,y: > 0 minden ¢-re. 2¢)

(2b)-bdl kiindulva, azt irhatjuk, hogy
1
g =qo+ Y. Vi
i=1
Ezt a célfiiggvénybe helyettesitve, a kovetkez sziikséges feltételeket irhatjuk fel:

dL

5;:4&—pﬂ—0%—m@0$>§0, t=1,...T (3

oL LN
éyzﬁmZ&@ﬂﬁlm—myﬁﬁWPﬁgm t=1,....T  (3b)
t j:l

JL dL

— =0 — =0 t=1,...,T. 3
plapt ) ylayt ) ’ ) (C)
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Aa>c (qo)fl3 feltétel teljesiilése elégséges ahhoz, hogy legyen pozitiv termelési szint
(kereslet), hiszen ekkor 1étezik olyan arszint, amelyre a kereslet pozitiv. Ebbdl (3a) és (3¢)
alapjan viszont kovetkezik, hogy a

atelq)P

p= 0RO, (4a)

egyenldség teljesiilni fog. A (3b)-bdl pedig az kovetkezik, hogy
T .
Beoo Y 87 (q) P (a—p) < f, —PST,  t=1,...T. (4b)
j=t

A (4b) egyenlétlenség azt is kifejezi, hogy az egyik periédusban elvégzett fejlesztés kolt-
ségei késobb is megtériilhetnek, és a megmentett érték csokkenti a megtériilés feladatat.

A (4b) egyenlet bal oldala a #-edik periddusban bekovetkezd egységnyi fejlesztési aktivi-
tas novekedésébdl szarmazd diszkontdlt kumulativ margindlis megtakaritast fejezi ki. Jobb
oldala pedig a margindlis koltségnovekményt, lecsokkentve a keletkezd diszkontalt meg-
mentett értéknovekménnyel. Amennyiben y; pozitiv értéket vesz fel egy periédusban, akkor
(4b)-nek egyenldség formdjaban kell teljesiilnie. Ennek az egyenléségnek akkor lesz meg-
oldésa, ha a jobb oldalnak kell6en alacsony értékei vannak. Péld4ul, ha megfelel6en magas
a megmentett érték fajlagos nagysdga, és/vagy az f,, fliggvénynek megfelelGen alacsony
értékei vannak. Ilyen fiiggvény lehet példdul az f(y,) = y,z, amire a (4b) egyenl6tlenségnek
mindig van megoldasa egyenldség formajaban.

Ebbdl az eszmefuttatdsbol feltehetd tehat, hogy 1éteznek esetek, amikor minden perié-
dusban az y, véltozok értéke pozitiv. Ebbdl kovetkezden ¢,+1 > ¢, és ez alapjan a (4a)-ban
haszndlt kifejezésre pedig a (q,+1)7ﬁ < (qt)fﬁ osszefiiggés kovetkezik. Vagyis a (¢ 4 1)-
edik periédusban olcsébb egy terméket megtermelni, mint a z-edikben. A kérdés az, kié
legyen a haszon? Ennek megvalaszoldsahoz tekintsiik a (4a) Osszefiiggést, amely a 7-edik
periddusra:

) -B
o+
po = SECla) (5a)
2
a (1 + 1)-ik periédusra pedig
atco(gesr) "
P =———H (5b)

Vonjuk ki most a két kifejezést egymdasbol:

co|(q) P = (gs1)7P

Pt — Pr+1 = 3 . (6)

Mivel (g;41) P < (g;)7P . ezért a (6) egyenlet bal oldala is pozitiv. Ez azt jelenti, hogy
a (r+ 1)-dik periédusban az 4r alacsonyabb lesz, mint az eltte levs peridusban. Mésként



A hatékonysag novekedésébdl ered6 haszon megosztasanak mértéke 117

megfogalmazva, a termel6nek az a raciondlis magatartdsa, ha a hatékonysag novekedésé-
bl ered6 haszonbdl enged 4t a fogyasztonak arcsokkentés révén. Ennek mértékét pedig a
jobb oldal mutatja, eszerint éppen a megtakaritds felét engedi at. A kovetkezd tulajdonsdagot
rogzithetjiik tehat:

1. Allitas. Linedris keresleti fiiggvény esetén, amennyiben a termeld a folyamat fejlesztése
révén hatékonysdgnovelést ér el, részérdl raciondlis magatartds az, ha az drdt a hatékony-
sdgnovekedésbdl eredd haszon felével csokkenti.

Konnyen beldthatd, hogy a fenti megallapitds nem csak az esetiinkben hasznalt specialis
valtozokoltség fiiggvényre igaz. Az allitds érvényes minden, a termelékenységi tudasban
monoton csokkend fajlagos termelési valtozokoltségre.

4. A termelési hatékonysag novekedésébol szarmazé haszon
megosztasanak mértéke exponencialis keresleti fiiggvény esetén

A sziikséges feltételeket az (1) modell kapcsan fogalmazzuk meg, majd felhasznéljuk azt
a specifikumot, hogy a keresleti fiiggvény exponencialis. (Megjegyezziik, hogy az exponen-
cidlis keresleti fiiggvény haaszndlata igen népszerd a kutatdsokban, mostani alkalmazasa
mégis az eredmény szempontjabdl lesz igazan érdekes). Az (1b)-bdl, feltéve, hogy a =1 és
gr = g0+ Y!_, yi, majd ezt a célfiiggvénybe helyettesitve, az aldbbit kapjuk:

T
P <qo+ Zyiﬂ st..

i=1

=

L=Y [(pi—¢ Or,y2-50)) D (pr) — f (31)] 8"+

t=1

Feltételezve a dontési valtozdk pozitivitdsat, a sziikséges feltételeket az alabbi médon
fogalmazhatjuk meg:

dL

a—:D’—i—(p,—c’)D;[:O, t=12,...,T, (8a)
Pr

O N pici\§i— f, 6 4 PST

TM:;(—D%) — £, 8" +P8" =0, t=1,2,...,T. (8b)

Legyen most a keresleti fiiggvényiink formdja valamennyi periédusban
D' (pi) =exp(—kp:),  t=1,....T, (%a)

ahol k egy pozitiv konstans. (Eredményeinket nem befolydsoln4, ha a jobb oldali exponen-
cialis kifejezésben egy konstans is szorzé is szerepelne.) Ebbdl kovetkezden

D,, = —kexp(—kp,), t=1,...,T. (9b)
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Ez esetben viszont a (8a) feltételiink forméja a kovetkezd lesz:

exp(—kp) —k (pr — ') exp(—kp:) =0,  t=1,....T, (10)
amibdl az kovetkezik, hogy

1

= t=1
k’

pe—c(ar) . (11a)
Ez azt jelenti, hogy a (11a) egyenletnek mindig van megoldasa, amit a (8b)-be helyette-
sithetiink. Atrendezés utn azt kapjuk, hogy

fu =¥ (D)8 PST, =12, )

™M=

Il
4

J

A (11b) jobb oldala mindig pozitiv, hiszen feltételezhetjiik, hogy a fajlagos termelési
koltségek csokkennek a termelékenységi tudds novekedése eredményeként (azaz cf, <0),
tovabba a keresleti szint is pozitiv. Vegyiik ugyancsak figyelembe, hogy

!
c;j = g;} = ;;gz; = aiz =ac, minden j <1-re.

A fajlagos termési koltségfiiggvényr6l, c(g,)-r6l feltételezhetjiik, hogy nem csak csok-
kend g-ban, hanem konvex is. Ebbdl az irodalomban altaldnosan elfogadott feltételbdl vi-
szont az kovetkezik, hogy a (11b) jobb oldala zérushoz konvergdl, amikor y, a végtelenhez
tart. A keresleti fiiggvénynek ugyanis van felsd korlatja, a c;l, viszont a zérushoz tart. Te-
kintettel arra, hogy a beruhdzasi koltségfiiggvény, f, szigordan novekvd és konvex, a (11b)
bal oldala n6vekvd lesz y;-ben. Kovetkezésképen kijelenthetjiik, hogy a (11) egyenletrend-
szernek lesznek pozitiv y; értékei, amennyiben az f,,-nek léteznek megfelelden kis értékei.

Tételezziik fel, hogy a (11) egyenletrendszernek van olyan megolddsa, amelyben két
egymds utdni periddusban a fejlesztési aktivitasok értéke pozitiv, azaz irhatjuk, hogy ¢,+1 >
q:- A (11a) feltételt (¢ 4 1)-re is felirva azt kapjuk, hogy:

1
Pt+1 —C(Qz+l) = %7

amibdl az kovetkezik, hogy
pr—pre1 =c(qr) —c(qrs1) - (12)
Ebbdl a kovetkez6 osszefiiggés adodik.

2. Allitas. Exponencidlis keresleti fiiggvény esetén, a termelési hatékonysdg novekedésébol
eredd hasznot teljes egészében dt kell engedni a fogyasztonak. Az drat pontosan annyival
kell csokkenteni, amennyivel a termelési koltségek csokkennek.
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A (12) egyenlet jobb oldalan a termelékenységi tudds novekedésébdl eredé megtakaritas
all. Ezt arcsokkentésen keresztiil at kell engedni a fogyasztéknak.

1. Példa. Legyen a keresleti fiiggvény formdja D, = 8exp(—p,) a tervhorizont mindkét pe-
riédusdra, azaz t = 1,2. Tovabbd legyen c(q;) = 2/./q;, r = 0.2 és a = 1 Gjra. A fejlesztési
koltségfiiggvény legyen f(y;) =y? éslegyen P=9.4, o =0, (T =2). Ekkor p, = 14+2/,/q;
kell legyen az ar az egyes periddusokra. A (11b) sszefiiggést felhasznélva t = T-re

2y = 8exp(—(1+2/Vyi+%)) 4,

1 +y2)3

) 13)

mig ¢t = 1-re:
oy, = 3P (L42/V51)) | Bexp(-(14+2/voiFy) 1 94
- 1,2 1,2
" (yi +y2)°

Miutén a (14) mindkét oldalat megszoroztuk 1,2-vel, helyettesitsiik be a (13) jobb oldalat
(14)-be. Ekkor azt kapjuk, hogy

4,8exp (= (142/ 51
yo =12y, — exp (— : / yl)). (15)
N

Az y; =4, y, = 4,72 értékpar megoldasa a (13) és (15) egyenletekbdl 4ll6 rendszernek. A
fejlesztési aktivitdsok mindkét periddusban pozitiv szinten dllnak, aminek az lesz az ered-
ménye, hogy a termelékenységi tudds mindkét periddusban nd. Lathatd, hogy az ar a terme-
Iékenységi tudds csokkend fiiggvénye, ami pontosan annyival fog csokkenni, amennyivel
csokkennek a termelési koltségek.

5. Kovetkeztetések

A tanulmanyban megvizsgéltuk, hogyan kell a termelési hatékonysig novekedésébdl
ered6 haszonnal gazddlkodni. E célbdl egy nagyon dltaldnos modellt fogalmaztunk meg,
melynek 1ényegi eleme, hogy a termelékenységi tudas fejleszthetd. Késdbb ezt specifikal-
tuk a kiilonbo6z6 kiterjesztések iranyéaba.

El6szor linedris keresleti fliggvényt vizsgaltunk egy olyan fajlagos valtozoé koltség fiigg-
vény mellett, amelyben a fajlagos termelési koltség hiperbolikusan fiigg a termelékenységi
tudés szintjétdl. Megmutattuk, hogy a sziikséges feltételek elégségesek is, és ha a fejlesztési
koltségeket leird (szigordan novekvd és konvex) fiiggvény derivaltjdnak vannak alacsony
értékei, akkor 1étezhetnek olyan periddusok, melyekben a fejlesztési aktivitdsok pozitiv
szinten lesznek. A pozitiv fejlesztési szintek novelik a termelékenységi tudast, ennek ko-
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vetkezménye a fajlagos termelési koltségek csokkenése. Azt talaltuk, hogy linedris keresleti
figgvény mellett a termel8 raciondlis magatartdsa az, ha a termelési hatékonysag noveke-
désébdl eredd hasznot megfelezi a fogyasztokkal. Egyszerlien a fajlagos termelési koltség
csokkenésének felével kell mérsékelni az eladdsi 4rat.

Ezutdn exponencidlis keresleti fliggvény és jéval éltaldnosabb fajlagos termelési kolt-
ségfiiggvény esetében is bizonyitottuk, hogy 1étezhetnek periddusok, amikor a fejlesztési
aktivitdsok pozitiv szinten lesznek. Ennek kovetkezménye ismét a termelékenységi tudds
névekedése, ami a fajlagos termelési koltségeket csokkenti. Erdekesség, hogy ez esetben az
ebbdl szarmazd hasznot teljes egészében at kell engedni a fogyasztoknak: az eladdsi arat
annyival kell lejjebb vinni, amennyivel a fajlagos termelési koltségek csokkennek.

Az analizis és a problémafelvetés tovabbi kutatdsok felé nyithat utat, példaul mas ti-
pusu keresleti fiiggvények vizsgdlataval. Ide nem csak a kiilonboz6 fiiggvénytipusokat le-
het sorolni, hiszen — a tiszta hatasok kiszlirése céljabol — a keresleti fiiggvények paraméterei
id6fiiggetlenek voltak. A dinamikat visszacsempészve vizsgalni lehet a konjunkturdlis ha-
tasokat. A termék mindségének figyelembevétele szintén egy kiterjesztési irdnyt jelenthet.
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Reducibilis Leontief-gazdasagok elemzése:
kanonikus versus standard dekompozicio

Zalai Ern6

Kivonat

A klasszikus felfogas szerint a t6kés gazdasagban bér- és a profitrata nagysiga szabalyozza a
nemzeti jovedelem elosztasat, és hosszu tavd egyensilyi értékitk meghatarozza a termékek
egyensulyi drat, a termelési drakat. Egy Leontief-gazdasagban, ahol nincs sem ikerterme-
1és, sem technoldgia valaszték, a raforditasi egyiitthaték A matrixa négyzetes és termelési
arak fogalma jol meghatdrozott. A termelési drak fogalmat Sraffa, illetve Neumann mo-
dellje alapjdn dltaldnositani lehet ikertermelés és technoldgiai valaszték esetére is. Sraffa a
ricardéi drak elemzésekor feltette, hogy egyarant vannak bazis- és luxustermékek, ahol az
elébbiek termelése nélkiilozhetetlen barmely termék eldallitdsahoz. Ezt a fogalmat altalano-
sitva értelmezhetjiik a marxi termelési drak esetén a 1étfenntart6 és luxustermékeket, ahol az
utébbi termékek mar valoban csak luxusfogyasztds targyét képezhetik. Luxustermékek ese-
tén egy gazdasdg dekompondlhatd, és az egyenstlyi profitrata és a termelési arak fliggnek
attél, hogy termelnek-e luxustermékeket is, azok mely csoportjait, és milyen viszony van
az egyes részgazdasagok profit- illetve novekedési potencidlja kozott. Dolgozatunkban a
négyzetes matrixok Gantmacher-féle kanonikus dekompoziciéjabdl kiindulva bevezetjiik a
standard dekompozicié fogalmat, aminek alapjan a luxustermékek egyszertien beoszthatok
olyan algazdasdgokba, amelyek meghatdrozzdk mind a termelési drak mellett lehetséges
profitratdkat, mind a gazdasag eltérd novekedési titemmel rendelkezé staciondrius dllapo-
tait. Az 4j elemzési eszkoz alapjan 1j megvilagitasba helyezhetd Sraffa tn. standard drun
nyugvo elemzése és a Marx—Neumann-féle modell alternativ megolddsainak Morishima és
Bromek 4ltal adott jellemzése is.

Zalai Ernd
Budapesti Corvinus Egyetem, Matematikai K6zgazdasagtan és Gazdasagelemzés Tanszék,
email: erno.zalai @uni-corvinus.hu
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1. Bevezetés

Széleskorti munkamegosztasra épiild, kifejlett és kiterjedt drutermeld gazdasdgokban a
termeld dgak kozvetlen és/vagy kozvetett kapcsolatban dllnak egymadssal. Egy Leontief-
gazdasagban, ahol nincs sem ikertermelés, sem technolégia valaszték, a raforditasi egyiitt-
haték A matrixa négyzetes. Ilyenkor, mint ismert, az A matrix kiilonbozd hatvanyai, ponto-
sabban azok adott (i, j) poziciéban 1év3 elemei egyértelmiien jelzik a j-edik dgazatnak az
i-edik termékei felé kozvetleniil vagy mas dgazatokon keresztiil kozvetve megjelend rafor-
ditasi igényét (pozitiv), vagy hianyét (nulla).! Az dgazatok kozotti raforditasi kapcsolatok
azonban nem mindig teljes kortiek, és nem mindig kolcsonosek két adott dgazat kozott.
Létezhetnek tigynevezett fiiggetlen dgazatcsoportok, olyan dgazatok, amelyek termeléséhez
nincs sziikség a tobbi dgazat termékeire. Ilyenkor az A matrix dekomponélhat6, mas széval
reducibilis.

Ilyenkor 1étezhet olyan fiiggetlen dgazatcsoport, amelynek termékeire (szolgéltatdsaira)

7z

— kozvetleniil vagy kozvetve — minden termék el6allitdsahoz sziikség van. Ebbe olyan alap-
vets dgazatok tartoznak, amelyek nélkiil a gazdasig nem miikodhet.? Ezek kibocsdsat Sraffa
(1960) bdzistermékeknek nevezte. Mar Ricardo is felfigyelt arra, hogy az ilyen alapvetd ter-
mékek (kéttermékes elemzésében a gabona) donté szerepet jatszanak az egyensilyi profit-
rata meghatdrozasaban. Nevezetesen, az egyenstlyi profitrata csak ezek termelésének ra-
forditasi viszonyaitdl fiigg, a tobbi, Sraffa ltal luxustermékeknek nevezett javak raforditasi
viszonyai nem befolyésoljdk ennek nagysigat.

A Klasszikus kdzgazdaszok felfogdsa szerint a bér- és a profitrata nagysaga a megtermelt
4j termék, a nemzeti jovedelem munkdsok és t6kések kozotti elosztasat szabalyozza, tarsa-
dalmi osztozkodds eredményeként alakulnak ki, és bizonyos hatarok kozott valtozhatnak.
Sraffa a termelési drak ricard6i meghatarozdsat alapul véve és altaldnositva azt elemezte,
hogyan befolydsolja a bér- és a profitrata valtozdsa az egyes termékek egyensulyi (terme-
1ési) arat: melyeké nd, s melyeké csokken, ha valamelyik javdra megvaltozik az elosztasi
viszony. Az arvaltozdsok irdnydnak meghatdrozésa, vagyis annak eldontése, mely termék
ara nott vagy csokkent a valtozasok eredményeképpen, altaldban fligg a valasztott drmeér-
cétdl, a viszonyitasi alaptdl. Ezt Ricardo is tudta és hangsulyozta, ezért élete végéig kereste
az idedlis d&rmérce-jészagot, azt a standardot, amely biztos viszonyitdsi alapot nydjt a fenti
kérdés eldontéséhez. Egy olyan termék lehetne ilyen standard dru, amelynek drbevétele
és anyagkoltsége egymassal ardnyosan valtozik, vagyis a bér- és a profitrita megvaltozasa,
véltozatlan arszint mellett, a termelésében keletkezd hozzdadott érték nagysagat nem, csak
annak elosztdsat érinti.

! Hivatkozds hidnyaban a kevésbé ismert fogalmakat és dllitdsokat az olvasé megtalalja Zalai (2012) kony-
vében.

2 A gazdasig elméleti modelljeiben — legaldbbis elsé megkdzelitésben — rendszerint kiilkereskedelem te-
kintetében zart gazdasdgokat vizsgalunk. Itt is ebbdl a feltevésbdl indulunk ki.
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Ilyen egyedi terméket altaldban nehéz talalni, de Ricardo kéttermékes modelljében ilyen-
nek bizonyult a gabona, a bazistermék. Sraffa ennek fogalmat dltalanositotta a standard aru
kategoridjaval, amelyet egy olyan dsszetett (kompozit) drukosdrként (s) definialt, amely ter-
melése esetén a kibocsatds és az anyagraforditds termékosszetétele megegyezik egymassal.
Egy Leontief-gazdasagban tehat a standard drukosar nem mads, mint az A raforditési egyiitt-
haté matrix egy nemnegativ jobb oldali sajétvektora: As = As. (A A sajatérték reciprokat
Sraffa nyomdn standard tényezének fogjuk nevezni.) Ha a standard drukosdr ardnyaiban
egyértelmiien meghatarozott, akkor betolti a Ricardo altal keresett idedlis armérce-jOszag
szerepét. Reducibilis gazdasdgban azonban a standard drukosdr ardnyaiban nem mindig
egyértelmiien meghatdrozott, s ilyenkor egyaltaldin nem mindegy, melyiket vélasztjuk &r-
mércének. Az, hogy mikor vélaszthatjuk egyéaltalan valamelyiket &rmércének, a profitrata
nagysdgatdl is fiigg. Dolgozatunkban ezt fogjuk tobbek kozott kozelebbrdl megvizsgalni a
reducibilis A maétrix dltalunk bevezetett standard dekompozicidja segitségével. Az A mat-
rix ilyen felbontdsa esetén a f64tloban olyan négyzetes blokkok lesznek, amelyek domi-
nans sajatértékeinek reciprokai a lehetséges standard tényezdk. (Ezért nevezziik standard
dekompozicionak.) Az igy nyert standard tényezSk €s a hozzajuk tartozé standard arukosa-
rak segitségével kimeritéen elemezhetjiik és jellemezhetjitk mind a ricardéi, mind a marxi
termelési arak alakuldsat, valamint a bér- és a profitrata kozt fenndll6 atvaltasi lehet6ségeket.
Megmutatjuk, hogy a lehetséges profitratdk tartomdanyét intervallumokba, a luxusterméke-
ket pedig ezekhez tartozo kiillonbozd rendii osztalyokba oszthatjuk be, annak megfelelGen,
hogy pozitiv mennyiségben termelhet6k-e az adott profitrata mellett kialakul6 egyensulyi
arak esetén.

Tdl a termelési drak klasszikus elemzésén, az tigynevezett Neumann—Leontief-modell
lehetséges egyensilyi megolddsait is megvizsgaljuk a standard dekompozicié alapjan. A
Neumann-modell azon egyszer(i esetér6l van sz, amelyben nincs sem ikertermelés, sem
technoldgiai valaszték, azaz Leontief-technoldgidra épiil, és a raforditasi egyiitthatdk tartal-
mazzék a foglalkoztatott munkaerd tjratermeléséhez sziikséges fogyasztast (teljes kort ra-
forditdsok). A standard dekompozici6 alapjan kimeritSen jellemezhetjiik ennek a modellnek
a lehetséges megolddsait is. A staciondrius egyensulyi drak részben a termelési drak klasszi-
kus fogalmat altalanositjak, de egyuttal lesziikitik lehetséges értelmezésiiket azéltal, hogy a
modellben nincs luxusfogyasztas. Ennek a modellnek az elemzése mindazonéltal meg fogja
vilagitani a Morishima (1971), illetve Bromek (1974a) 4ltal a Neumann-modell alterna-
tiv megolddsainak jellemzésére bevezetett dekompozicids eljarasok természetét, és a kapott
modell korlatozott kozgazdasagi jelentGségét.

Az attérés a teljes kord raforditdsok egylitthaté matrixara nem problémamentes. Egyrészt
a bazistermékek szerepét atveszik az uigynevezett létfenntarto termékek, amelyek tartalmaz-
74k a Sraffa-féle bazistermékeket, ha egyéltalan vannak ilyenek, de jellemz&en a termékek
szélesebb korét olelik fel. Mdr emiatt is megvéltozhat a raforditasi egyiitthaté matrix szer-
kezete. Mdsrészt a teljes korll raforditdsok esetén a matrix szerkezete és igy standard de-
kompoziciéja altaldban fiigg a fogyasztas szintjét6l. Meg fogjuk mutatni, hogy a kétféle ra-
forditési egyiitthaté matrixszal értelmezett (a valddi és a kvazi) Neumann—Leontief-modell
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lehetséges egyensiilyi tényezdi egyarant a Sraffa-féle standard tényezdk koziil keriilhetnek
ki.

A reducibilis négyzetes matrixok standard dekompozicidja a Gantmacher (1967) 4ltal
bevezetett kanonikus dekompoziciéra épiil, az abbdl nyert kanonikus blokkok célszerii ren-
dezésén és alkalmas csoportokba 0sszevondsian nyugszik. A standard dekompoziciés séma
kidolgozédsdhoz az otletet Kurz és Salvadori (1995) konyvébdl meritettiik, akik hasonld fel-
bontas alapjan osztalyoztdk a luxustermékeket Sraffa modelljében. Dolgozatunk terjedelmi
korlatai nem teszik lehet6vé az elemzések részletes ismertetését, ezeket az érdekl6ds olvaso
megtaldlja Zalai (2012) kdnyvében.

2. A kanonikus dekompozicio és a sziikséges alapfogalmak

A négyzetes matrixok kanonikus dekompozicidja Gantmacher (1967) nevéhez fiizodik.
Konnyen belathatd, hogy a reducibilis (dekompondlhatd) négyzetes matrixok, sziikség ese-
tén soraik és oszlopaik azonos atrendezésével, olyan trianguldris alakra hozhatdk, amely-
nek f6atl6jdban irreducibilis A ;; négyzetes métrixok szerepelnek. Az egyetlen elembdl 4ll6
elsérendti matrixot akkor is irreducibilisnek tekintjiik, ha az 0. Tetszés szerint valaszthatunk
a felsd vagy alsé trianguldris alak kozott. Mi felsé haromszog alakot fogunk hasznélni,
amelyben Ay ; = 0, valahdnyszor j < k.

Ennek megfelel6en az dgazatok, illetve a termékek indexeit az Iy, 1, . . . I (6sszesen tehat
s) részhalmazokba rendezve az aldbbi felbontdshoz jutunk:

AjpAp - Ay - Agg
0 Ay - Ay - Ay

0 0 - 0 - A

Egyszerti indukcids uton belathatjuk, hogy egy reducibilis matrix mindig 4trendezhetd
ilyen alakba. Mindenekel&tt meg kell keresniink a legsziikebb fiiggetlen 4gazatcsoportot, ez
lesz az I; indexhalmaz, amely egyiitthaté matrixdnak, A-nek irreducibilisnek kell lennie.
Ha ugyanis reducibilis volna, akkor lenne benne tovabbi, ndla sziikebb fiiggetlen dgazat-
csoport. Miutdn ezt megtalaltuk, elhagyjuk a matrixbdl az I} indexhalmaz elemeihez tartozé
sorokat és oszlopokat. Ha a maradékként kapott matrix irreducibilis, akkor készen vagyunk,
ez lesz a felbontds masodik dgazatblokkja. Ellenkez$ esetben a fennmaradé résszel megis-
mételjiik az el6bbi folyamatot. Megkeressiik ennek legsziikebb fiiggetlen dgazatcsoportjat,
amelynek indexei megadjak az I, indexhalmazt, a hozzdjuk tartozo sajat raforditasi egyiitt-
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hatdék az A, matrixot, az I,-ben levé termékek /;-re vonatkozé egyiitthatéi az A, matrixot.
Az eljarast addig folytatjuk, mig végiil egy irreducibilis matrix marad. Vildgos, hogy véges
sok termék esetén véges sok 1épés utdn eljutunk ehhez. Ez lesz az Ay matrix.

A fenti tton kapott felbontdst az A matrix kanonikus dekompozicidjanak, ennek
megfelelden az /; indexhalmazokat kanonikus blokkoknak, a f6tloban levd A ;; mat-
rixot a j-edik blokk sajdt rdforditdsi egyiitthato mdtrixdnak nevezziik, amelynek do-

mindns sajatértékét A;-vel jeloljiik, tehat A; = A (A;), j=1,2,...,m.

Megjegyzés:

Az olyan egymast kovets dgazatokat, amelyek kolcsonosen fiiggetlenek egymastol és a sajat
termékeikre sincs sziikségiik, 6sszevonhatjuk egy kozos blokkba. Az {gy képzett blokk sajat
réforditdsi egyiitthatéinak mdtrixa nulla lesz (A ;; = 0). Ez a lehetSség a kanonikus dekom-
pozicié alabbi, alternativ meghatdrozdsdt kindlja: az A matrix olyan négyzetes, trianguldris

27 2

felbontédsa, amelynek f64tl6jaban csak irreducibilis A ;; vagy 0 matrixok szerepelnek.

Létezhetnek egymastdl kolcsondsen fiiggetlen I €s I dgazatcsoportok is, amelyek ese-
tén A j; = Ay; = 0, azaz kolcsonosen nincs sziikségiik egymds termékeire. Az ilyen blokkok
tetsz6leges sorrendben elhelyezhet6k a kanonikus dekompoziciéban. A kés6bbiek szem-
pontjabdl fontos lesz az alabbi megallapodas: ilyen esetben mindig azt a blokkot tessziik
eldbbre, amelyik sajat raforditasi egyiitthaté matrixdnak domindns sajdtértéke kisebb.

Reguldrisnak nevezzik a kanonikus dekompoziciot, ha az egymdastdl kolcsondsen
fiiggetlen dgazatcsoportok koziil a kisebb domindns sajatértékii blokk mindig meg-
el6zi a nagyobbal rendelkez6t.

Sziikségiink lesz az aldbbi fogalmakra is.

1. Definicié. A termelési rendszerek legfontosabb jellemzdi:

i) Az A rdforditdsi egyiitthaté mdtrixszal jellemzett termelési rendszer akkor képes
onmagdt o szinten tjratermelni, ha létezik olyan o0 > 0 és x > 0, amelyek esetén
X > aAx.?

ii) Az A rdforditdsi egyiitthato mdtrixszal jellemzett termelési rendszer novekedési
potencidlja az a legnagyobb egyontetii (ardnyos) novekedési iitem, amelyet egy-
iddszakos termelési periodus esetén el lehet érni, ha a termékeknek nincs kiilsé
felhaszndldsa:

p’ =max{p:3 x>0,x>(1+p)Ax}.

A definicio tehdt olyan, tobbnyire hipotetikus, zdrt termelési rendszert feltételez,
amelyben minden kibocsdtdsi tobbletet a kovetkezd iddszaki rdforditdsok, igy a

3 Az azonos méretii vektorok és métrixok kozotti nagysagrendi reldciokra a kovetkezd jeloléseket hasz-
néljuk: = nagyobb egyenl$, > nagyobb egyenld, de legaldbb egy elemében nagyobb. Ennek megfelelGen

a 2> 0 nemnegativitast, a > 0 féligpozitivitdst jelent. Helyenként ,,legaldbb féligpozitiv’ megjel6léssel hang-
stlyozzuk, hogy akdr minden eleme pozitiv lehet.
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termelési szint novelésére lehetne forditani. A novekedési potencidlt kifejezhetjiik
a novekedési tényezdvel is, ahol o =1+ po.

A novekedési potencidl nagysdga megegyezik termelési rendszer profitpotencidljd-
val, amit akkor érhetne el, ha a felhaszndlt termékeken kiviil nem lenne mds (kiilsd)
rdforditds, azaz

7’ =max{n:3 p>0,p< (1+7)pA}.

A profitpotencidlt is kifejezhetjiik tényezds alakban: B° = (1+ z°).

A fentiekhez hasonloan értelmezziik, A helyébe A -t helyettesitve, egy négyzetesen
felbontott rdforditdsi egyiitthatoé mdtrix j-edik blokkjdnak sajdt novekedési, illetve
profitpotencidljdt.

A profitpotencidl mellett gyakran haszndljuk a garantdlt profitrdta fogalmdt is,
amely alatt a legaldbb féligpozitiv drak mellett lehetséges legkisebb egyensiilyi
profitrdtdt értjiik, azaz

7' =min{r:Ip>0,p= (1+7)pA}.

Ez képezi a pozitiv bérrdta és drak mellett lehetséges profitrdtdk felsé hatdrdt.

Az I} indexcsoportba sorolt termékek minden termék (ijra)termeléséhez nélkiiloz-
hetetlenek (sziikségesek), ha x| > 0, valahdnyszor X 2 aAx, x > 0, a > 0, ahol x;
az X vektor I} indexhalmazhoz tartozo részvektora.

Egyiddszakos tokemegtériilés esetén, amikor a felhaszndlt és a tékeként megeld-
legezett termelési eszkozok nagysdga egyenld, a termelési drak ricardoi és marxi
meghatdrozdsa az aldbbi képletekkel adhato meg:

p=(1+7m)pA+w,l, illetve p=(1+7)(pA+wnl),

ahol p az drak, | a fajlagos munkardforditdsok vektora, w és ® a bér- és a pro-
fitrdta. Ldtjuk, hogy w, = (1 + T)w,, ezért mindkét meghatdrozds ugyanazon dr-
ardnyokat eredményezi. Kozgazdasdgi szempontbdl az a kiilonbség kozottiik, hogy
Ricardo (és az 6t kovetd Sraffa) feltevése szerint a munkdsok, Marx feltevése szerint
a tokések eldlegezik meg a munkabéreket.

A termelési drak m = 0 hatdresetben kapott értékét munkaérték-ardnyos draknak, a
w = 0 esetben kapott p = (1 + m)pA meghatdrozdst kielégits pozitiv w és legaldbb
féligpozitiv p pdrokat tékeérték-ardnyos drrendszernek nevezziik.*

Megjegyzés:
Pontosabb lenne a novekedési potencial kifejezés helyett dnmegujito potencidlt hasznélni,

4 Az gy kapott drak az elsd esetben a halmozott munkariforditisokkal, 1 (E — A)fl—vel, a masodikban a
halmozott tSkelekotéssel, a pB (E —A)fl tokeértékekkel (éves tGkemegtériilés esetén B = A) ardnyosak,
erre utalnak az elnevezések.
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novekedésrdl ugyanis csak akkor beszélhetiink, ha p > 0 (o > 1). Tobbnyire mégis a kife-
jezdbb novekedési potencidl fogalom haszndlata mellett maradunk, mar csak azért is, mert
implicite vagy explicite mindig feltessziik, hogy a vizsgélt gazdasidgok raforditasi egyiitt-
haté matrixa produktiv, igy a ndvekedési, illetve profitpotencidl pozitiv. Id6nként azonban a
rovidebb onmegiijito potencidlt fogjuk haszndlni a kozos novekedési, illetve profitpotencidl
fogalom helyett.

A Sraffa-féle mdtrix fogalmat a kanonikus dekompozici alapjan a kovetkez&képpen fo-
galmazhatjuk meg:

Az A reducibilis raforditasi egyiitthaté matrixot akkor nevezziik Sraffa-féle mdtrix-
nak, ha kanonikus dekompoziciéjdban az I; halmazban lev$ javak minden termék
Ujratermeléséhez nélkiilozhetetlenek, azaz bdzistermékek.

1. Tétel (A Sraffa-féle matrixok és a bazistermékek jellemzése a kanonikus alakkal). A
kanonikus alakba rendezett A rdforditdsi egyiitthato mdtrix esetén az Iy halmazba tartozo
Jjavak akkor és csak akkor bdzistermékek, ha A1y irreducibilis és Ay # 0, tovdbbd a fo-
dtlo bdarmely mds A j; blokkja felett elhelyezkedd A1j,Asj, ..., Aj_1 ; (j > 1) mdtrixok koziil
legaldbb egyben taldlhato pozitiv elem, azaz

1A1j+1A2j+...1Aj,|,jZO (]>1) (1)

Bizonyitas:

Sziikségesség: Ha A1) reducibilis matrix, vagy els6rend(i nullmatrix esetén nulla lenne, ak-
kor mar az /; indexhalmazba esé termékek termeléséhez sem lenne sziikség minden /;-beli
termékre. Ha pedig valamely j > 1 esetén nem teljesiilne az (1) feltétel, akkor a j-edik
blokk termékeinek eldéllitdsdhoz nem lenne sziikség mds dgazatcsoportbeli termékekre, igy
bazistermékekre sem.

Elégségesség: A irreducibilis, vagy elsérendd nullmatrix esetén pozitiv, ebbdl kdvetke-
zben az I; indexhalmazba es6 termékek mindegyikének termeléséhez sziikség van minden
I;-beli termékre. A (1) feltételbdl pedig az A j; matrix irreducibilis volta miatt

(lAlj + 1A2j +--+ lA];],j) (E*Ajj)_l >0

kovetkezik, ami azt jelzi, hogy a j-edik dgazatcsoport termékeinek termeléséhez legalabb

egy 6t megel6z6 — mondjuk az [-edik (I < j) —dgazatcsoport termékére sziikség van. Ugyan-
igy beldthatjuk, hogy az /-edik dgazatcsoport termékeinek termeléséhez sziikség van lega-

14bb egy 6t megel6z6 dgazatcsoport termékére. Mivel j véges, és minden 1épésben legalabb
eggyel csokken az index, igy elébb-utébb eljutunk az elsd blokkhoz. E 1épések sorozata-

5 Erre azért van sziikség, mert A elvben egyelemi, éspedig nulla is lehetne a kanonikus dekompoziciban.
Ha A rendje nem 1, akkor irreducibilis voltdbdl mdr kovetkezik, hogy Aj; # 0.
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val tehdt igazolhatjuk, hogy az /; dgazatblokkban levd termékek el6dllitdsahoz kdzvetleniil
vagy kozvetve sziikség van az I indexhalmazban taldlhaté minden termékre.
a

A tovabbiakban A-val fogjuk jelolni a raforditasi egyiitthaté matrixot, ha az csak az el-
haszndlt termelési eszk6zok potlasi igényeit tartalmazza. A teljes korii rdforditdsi egyiitt-
hatok madtrixdt, amely a termelési eszk6zok potldsi igényein til tartalmazza a munkaerd
djratermeléséhez sziikséges javak raforditasait is, az A= (A + @y ol), illetve, ha hangsi-
lyozni kivénjuk, hogy fiigg a fogyasztds @, szintjétsl, az A (@) matrixszal fogjuk jeldlni,
ahol s¢ az egy munkadrara juté (sziikséges) fogyasztas, 1 a fajlagos munkaeré-igények vek-
tora, mig o a diadikus szorzat jele. A bemutatdsra keriil6 elemzések igy egyarant felhasz-
ndlhatok lesznek a termelési drak ricard6i és marxi meghatdrozdsdnak elemzésében. Ha a
munkaer$ nélkiilozhetetlen, akkor azok javak, amelyek minden termék ujratermeléséhez
nélkiilozhetetlenek, az A métrix esetén megegyeznek azokkal a termékekkel, amelyek nél-
kiilozhetetlenek a munkaerd tjratermeléséhez. Ezért az ilyen termékeket létfenntarto ter-
mékeknek nevezziik. Ezek tehat olyanok, mint az A matrix esetén a bazistermékek, de az
utébbiak 1étezése nem sziikséges ahhoz, hogy legyenek létfenntarté termékek. Ennek elle-
nére feltessziik, hogy 1éteznek bazistermékek, amelyek természetesen mindig 1étfenntart6
termékek is, de az utébbiak kore jellemzden joval szélesebb. Egyszertien igazolhatjuk az
aldbbi allitasokat.

2. Tétel. Bdzis- (A madtrix), illetve létfenntarto ( A mdtrix) termékek létezése esetén:

2

i) az A rdforditdsi egyiitthatokkal jellemzett termelési rendszer, illetve A teljes kori
rdforditdsi egyiitthatokkal adott gazdasdg akkor és csak akkor képes magdt o szin-
ten Ujratermelni, ha a bdzis-, illetve a létfenntarto termékek alrendszere is képes rd
az adott o0 > 0 mellett;

ii) a rdforditdsi egyiitthato mdtrixok, azaz a teljes rendszer novekedési potencidlja
(o, illetve p°) megegyezik a bdzis-, illetve létfenntarté termékek alrendszerének
novekedési potencidljdaval (o, illetve p1);

iii) ha Ay =A(A11) =A(A), azaz A; £ A, akkor a * = 7%, azaz a garantdlt profitrdta
megegyezik a profitpotencidllal.

Bizonyitas:
Nézziik az A matrix esetét. Az dllitdsok igazoldsahoz bontsuk fel az x = otAx egyenlStlen-
ségeket az A matrix kanonikus formdja alapjan:

(E—aAi1)x; 2 a(Anxy+Ai3x3+ - + AXy),
(E—0A)x) = ot(Axzxs + -+ AxXs), )

(E - aAss)Xs 20.
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ad i) Sziikségesség: A fenti felbontds alapjdn egyszertien beldthatd, hogy az x = Ax,
x > 0 egyenl6tlenségek teljesiilése esetén x; > 0 sziikségképpen, mivel bazister-
mékekre mindig sziikség van, ha egyaltaldn van termelés. Ebbdl kovetkezik, hogy
a bazistermékek alrendszere képes magat o szinten Gjratermelni.
Elégségesség: Ha pozitiv o mellett talalhaté olyan x; > 0 vektor, amely esetén
(E—aAj)x; = 0 (ami miatt x; > 0 sziikségképpen), akkor az x = (x1,0,...,0)
vektor sziikségképpen eleget tesz az x = @Ax, x > 0 feltételeknek, amit igazolni
kellett.
ad ii) A madsodik 4llitas az els6 egyenes kovetkezménye.
ad iii) A garantélt profitrita a p = (1 4 7)pA képlettel meghatédrozott, igynevezett tGke-
érték-ardnyos drrendszerek profitratai koziil a legkisebb. A meghatarozasbél adé-
déan (14 m) csak az A matrix olyan sajdtértékének reciproka lehet, amelyhez
tartozik bal oldali nemnegativ sajatvektor. A domindns sajatérték ilyen, tehat 7°
lehetséges, éspedig a lehetséges tOkeérték-ardnyos arrendszerek legkisebb profit-
ratéja.
a

3. A raforditasi egyiitthaté matrixok standard dekompozicidja

Ha vannak luxustermékek, és a bazistermékek blokkjanak domindns sajatértéke kisebb,
mint a luxustermékek blokkjaé, akkor érdemes az A matrix reguldris kanonikus dekompo-
zicigjat atrendezni, nevezetesen, az egyes dgazatblokkokat tdgabb, immar nem feltétleniil
irreducibilis dgazatcsoportokba dsszevonni. Ez lehetové teszi mind a termelési drak és a
standard rendszer, mind a staciondrius egyensulyi dllapotok teljesebb kord jellemzését. Az
atalakitast a kovetkezd uton végezziik el.

Vegyiik a kanonikus alakba rendezett A matrix blokkjai domindns sajatértékeinek A, A»,
..., Ag sorozatit. Tegyiik fel, hogy az n;-edik indexig rendre azt tapasztaljuk, hogy A; = A
(vagyis o = @), de A, 1 > Ay (04,41 < 04). Masképpen fogalmazva: a luxustermékek
2 < j < nj index( blokkjainak legaldbb akkora az 6nmegijité potencidlja, mint a bézis-
termékeké, de a kovetkezd blokké mar kisebb. Ahogy erre a lehet6ségre mar a Sraffa-féle
standard 4ru elemzésekor utaltunk, az utébbiakat, azaz a2 < j < n; index( blokkokat dssze-
vonhatjuk a bazistermékek blokkjaval, mivel minden olyan profitrata mellett lesznek pozitiv
termelési draik, amelyek esetén a bazistermékeké pozitiv, €s novekedési potencidljuk nem
korlatozza a bazistermékek egyébként elérheté novekedési iitemét.

Az igy képzett blokkot fogjuk elsé osztdlyi termékeknek nevezni, és ezen az tton to-
vébb haladva magasabb osztdlyi termékeket is értelmezhetiink a kovetkezé médon. Allit-
suk sorba a reguldris kanonikus dekompozicié alapjan kapott irreducibilis A ;; raforditdsi
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egyiitthaté matrixok dominans sajatértékeit €s a termékek indexhalmazait az alabbi csopor-
tositdsban:

My A A 1 Ay s Ay 155 A, - A,

illetve
VSTV /T MY AU MY SRR TS SR

A pontosvessz6k mindig olyan helyeket jeleznek, ahol a sorban kovetkezd sajatérték

7z

nagyobb, mint az 6t megel6z6 szakasz elsS sajatértéke: A, 11 > A1, Ayy1 > Ay 41 és igy
tovabb. Ebbdl kovetkezden azt is jelzi, hogy az el6z8 szakaszban nem akadt az elsdnél
nagyobb sajitérték, vagyis 1; < Ay minden 2 < j <ny, Aj S A, 4 mindenn; +1 < j < ny,
esetén és igy tovabb. Tegyiik fel, hogy a fenti médon 6sszesen m csoportba tudtuk sorolni a
kanonikus blokkokat. Az A matrix reguldris kanonikus dekompoziciéjat ennek megfelelSen

atrendezhetjiik az aldbbi alakba:

AV AY, LAY
| AY . AY
0 0 ...AY,

A regularis kanonikus dekompoziciébdl a fenti médon képzett felbontast standard
dekompozicionak nevezziik, az egyes blokkokba tartozé termékek indexhalmazait
I?,Ig, . ,I,% szimbdlumokkal jeldljiik, ahol I? az I,b,...,I,, halmazok, Ig az Iy 11,
..., 1, halmazok unidjat jeldli. A felbontds I,? indexhalmazait, illetve Agk raforditasi
egyiitthaté matrixait standard blokkoknak, a k-adik blokkba tartozé javakat k-ad osz-
talyu termékeknek fogjuk nevezni.

Koénnyen belédthatd, hogy m = 2 sziikségképpen, valahdnyszor vannak luxustermékek,
és a bazistermékekhez tartozé blokk domindns sajatértéke kisebb, mint a luxustermékek
egyiitteséé, amit a tovabbiakban fel is tesziink.

A felbontds elnevezése Sraffa standard rendszeren nyugvo elemzésére utal. EbbSl mar
sejthetd, hogy valamilyen médon a standard blokkokhoz lehet kotni a lehetséges standard
ardnyokat, amit meg is fogunk mutatni. Kurz és Salvadori (1995) a termelési eszkdzok réfor-
ditasait tartalmazo A egyiitthaté matrix fentihez hasonld, bazis-, illetve kiilonbozé rendekbe
sorolt luxustermékek szerinti felbontdsdt alkalmaztak. Néluk az I{ indexhalmazban taldl-
hat6 luxustermékek képezik a luxustermékek elsd rendjét, az 19,19, . ..., I9, blokkok pedig a
luxustermékek mdsodik, harmadik stb. rendjét.

A standard dekompozicidban egyrészt egy blokkban szerepeltetjiik a bazistermékeket és
az elsérendi luxustermékeket, masrészt a Kurz és Salvadori altal egységesen kezelt maga-
sabb rendti (ndlunk osztilyd) luxustermékeket tovabb fogjuk bontani elsddleges és mdsodla-
gos termékekre, attdl fliggden, hogy az adott blokk altal meghatdrozott standard rendszerben
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termelhetik-e 6ket. Majd latni fogjuk, hogy ez a felbontds sok szempontb6l megegyezik az
els6 osztdly bazis- (elsddleges) és elsérend luxus- (masodlagos) termékek szerinti felosz-
tasaval, és annak szdmos matematikai tulajdonsagédval rendelkezik.

Morishima (1971) és Bromek (1974a) az dltalanos LTM-technolégidn alapulé Neumann-
modell termékeit és tevékenységeit kiilonb6z6 osztdlyokba soroltak a lehetséges egyensulyi
megoldéasok alapjan (innen kolcsonoztiik az osztily megnevezést), és ennek alapjan bontot-
tak fel a modell (K, R) kibocsatdsi és raforditdsi egyiitthaté matrixait, ahol Ra teljes kord
raforditasi egyiitthaték matrixa.® A matrixok felbontdsara kidolgozott eljarasuk a kanoni-
kus dekompozicié logikdjan alapult. E18sz6r meghatdroztdk a maximadlis novekedési iitemi
megoldast, s ennek alapjan, valamelyest eltér§ csoportositast alkalmazva, kivélasztottdk a
termékek és tevékenységek elsd osztalyba sorolandé részét. Ezek sorait és oszlopait eli-
mindlva folytattdk az eljardst a matrixok fennmaradé részével, igy azonositva a magasabb
osztalyd termékeket és tevékenységeket. Az input-output modell esetén nem kell el6alli-
tani az egyensulyi megolddsokat. A termékek ilyen céld elérendezésének feladatdt maga a
kanonikus dekompozicid 14tja el. Ennek ismeretében a termékeket (és a hozzdjuk tartozé el-
jarasokat) a kanonikus blokkok sajatértékei alapjan mar egyértelmien standard osztilyokba
sorolhatjuk. A Leontief-technol6gian alapulé Neumann-modellben ezek fogjdk megadni a
lehetséges egyenstilyi megolddsokat.

4. A standard dekompozicié tulajdonsagai

A fent jelzett kapcsolatok pontosabb leirdsahoz és jellemzéshez mindenekel6tt felsorol-
juk a standard dekompozici6é konnyen igazolhatd, a definiciébol kovetkezd fontos tulajdon-
sagait.

1. Megallapitas (A standard dekompozicié jellemzoi).

1) I? sohasem iires, és tartalmazza a bazistermékeket (de tartalmazhat luxusterméke-

ket is);

i) 0 < A(AY) < A(AY,) < ... < A(AY,)) =A(A), ahol A(A) < 1, ha az A matrix
produktiv;

iii) ha Agk reducibilis, akkor 1étezik irreducibilis blokkokbdl 4116 kanonikus dekompo-
zicidja;

iv) az Agk kanonikus dekompozicidjaban a féatléban szerepld A.’;j matrixok domindns
sajatértékei kozott a QLJ'? < Af nagysdgrendi reléci6 fog teljesiilni minden j esetén;
v) mivel reguldris kanonikus dekompoziciébdl indultunk ki, ezért egyetlen I,? stan-
dard blokk Agk raforditasi egylitthaté matrixdban sem szerepelhet olyan fiiggetlen

6 Az I-O technolégia kibocsatdsi egyiitthaté matrixa egységmatrix, igy eleve kanonikus dekompoziciéban
adott.
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alblokk, amelynek dominéns sajatértéke kisebb, mint A; = ll". (Az A matrix kano-
nikus dekompoziciéjdban ugyanis ezeknek — a korabbi megéllapodas értelmében —
el6bb kell szerepelniiik.) Ha tehat az Agk raforditasi egyiitthaté matrix reducibilis,
akkor csak a kovetkezd két eset valamelyike lehetséges:

a) Agk kanonikus dekompozicidjdban csak olyan, egymdst6l kolcsondsen
fiiggetlen blokkok szerepelnek, amelyeknek egyardnt A; a dominéns sa-
jatértéke, vagyis ugyanakkora az dnmegujité potencidlja (Agk blokkdia-
gondlis matrix);

b) az Agk matrixnak létezik olyan

an (A A

0 AL
felbontasa, amelynek az I {‘ blokkja egymastdl kdlesonosen fiiggetlen, azo-
nosan A; domindns sajatértékd blokkokbodl tevddik ossze (elsddleges k-ad
osztalyud termékek), az I§ blokkja pedig olyan (mdsodlagos) termékekbdl,
amelyek termeléséhez sziikség van elsddleges k-ad osztalyu termékre.
Masképpen fogalmazva: ha az Agk matrix kanonikus dekompozicidja f6-
atléjaban vannak olyan alblokkok, amelyek domindns sajétértéke A;-val
egyenld, két eset lehetséges. Az adott blokk termékei az elsd és a tobbi
elsédleges termék blokkjatol fiiggetlen, szintén elsddleges termékek vagy
olyan masodlagos termékek, amelyek elallitdsahoz feltétlentil sziikség
van valamelyik elsédleges blokk termékére.’

Az utols6 a standard dekompozicié legfontosabb, kritikus sajatossadga. Emiatt a féatléban
szerepld A,?k matrixok, ha dekomponalhat6k, minden igazdn fontos tulajdonsdgukban meg
fognak egyezni a Sraffa-tipusii matrixokkal, igy azok altaldnositdsdnak tekinthetSk.

A fenti tulajdonsagokkal rendelkezd raforditasi egytitthaté matrixokat kvdzi Sraffa-
tipusu mdtrixoknak nevezziik, amelyek altalanos alakja:

Al A
A A AR ’
0 Axp

ahol A = 0, a médsodlagos termékektdl fiiggetlen (Ap; = 0) elsddleges termékek I
blokkjanak raforditasi egyiitthaté matrixa (A ;) irreducibilis, vagy irreducibilis blok-
kokbdl all6 diagondlis matrix, és minden mdsodlagos termék (I, blokk) termeléséhez
sziikség van elsédleges termékre, azaz A1y # 0 és Ajp(E—Ax) ! #0.

7 Morishima az elsddleges termékeket ,,igazi” (true) k-ad osztilyu, a masodlagosakat ,,félig” (semi) k-ad
osztalyu termékeknek nevezte.
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2. Megallapitas (A standard osztalyokat alkoté Sraffa- és a kvazi Sraffa-matrixok ko-
zos tulajdonsagai).

Legyen A egy olyan valddi, vagy kvazi Sraffa-tipusi raforditdsi egyiitthaté matrix,
amelyben a luxus-, illetve a mdsodlagos termékek profitpotencidlja nem kisebb, mint a
bézis-, illetve az elsédleges termékeké, azaz A0 = A; = A (A1) = A(Apn) =4, > 0.

i) a masodlagos termékek termeléséhez mindig sziikség van elsddleges termékekre;

ii) ha az I, blokkba tartozé termékek novekedési potencidlja nem kisebb az I; blok-
kéndl, akkor a Ax = Ax sajitérték-egyenlet megolddsa csak A = A; és x = (x1,0)
lehet;

iii) ezek kozott van olyan is, amelyben x; > 0;

iv) a Ap = pA egyenletet kielégit6 nemnegativ p sajatvektorban p; csak akkor lehet
legaldbb féligpozitiv (0-tdl kiilonbdzs), ebbsl adédéan A = Ay, ha Ay < Ay, vagy
az I blokkon belill Iétezik olyan, a tobbitdl fiiggetlen alblokk, amelynek domindns
sajatértéke kisebb, mint A;;

v) a A;p < pA egyenlitlenséget kielégité nemnegativ p vektorok k6zott mindig van
olyan, amelyben p; > 0.

A kvazi Sraffa-tipusi matrixokban, vagyis az elsénél magasabb osztalyd standard blok-
kokban, nincsenek ugyan bazistermékek, de az elsddleges termékek sok tekintetben betoltik
a bdzistermékek szerepét, a mdsodlagos termékek pedig az elsérendii luxustermékekét. Ha
pedig A helyén az A((ps) teljes kord raforditasi egylitthatd matrix szerepel, akkor az els6d-
leges termékek olyanok lesznek, mint a 1étfenntart6 termékek. Egyediil az els6dleges ter-
mékek raforditasi egyiitthatéi hatarozzdk meg a novekedési iitemet és a profitratat, valamint
egyensulyban csak elsédleges termékeket termelhetnek.

Mindezen megallapitdsok helyességét, illetve a kvazi Sraffa-matrixok tovéabbi fontos tu-
lajdonségait a kovetkezd tételben igazoljuk. A bedgyazott dekompozicidk miatt az alkalma-
zott jelolések bonyolultabbd valnak. A részletek kozotti eligazoddsban, a jelolések és igy
az érvelések kovetésében segithet az olvasonak, ha a tétel megfogalmazdsa és bizonyitdsa
elott attekinti a részletesen, osztilyokra és azon beliil elsédleges és masodlagos termékek
szerint (amelyek nem mindig 1éteznek) felbontott A matrixot, illetve x és p vektorokat. Ezt
l4thatjuk a 1. tdbldzatban. Az osztdlyok szerinti felbontdst az alsé indexek, az osztdlyokon
beliili tovéabbi, elsédleges (bazis) és masodlagos (luxus) termékek szerinti felbontdst az e
(b) és az m (1) fels6 indexek jelolik.

A tablazat egyes blokkjai 6sszevonhaték, példaul

11 12
Akk Akk

A}, =
0 A7
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Zalai Erné

1. tablazat. A termékindexek, az ar- és a termelésiszint-vektorok, valamint az A mitrix
standard osztalyok, illetve elsddleges és masodlagos termékek szerinti felbontasa (részlet)

3. Tétel (A kvazi Sraffa-tipusi matrixok tulajdonsagai). Legyen 10 = A(A) > 0 az A
mdtrix domindns sajdtértéke, és A° = A; = A(A11), valahdnyszor A reducibilis, ahol A1

az A mdtrix reguldris kanonikus dekompozicidjaban az elsd blokk.

A) Tekintsiik az x > 0 és Ax = Ax egyenlétlenség-rendszer lehetséges megolddsait.

i) A fenti egyenlbtlenség-rendszernek egyediil A = A° mellett van megol-
ddsa, az egyenlétlenség A9x = Ax egyenldségként teljesiilhet csupdn, és
igy X csak a domindns sajdtértékhez tartozo jobb oldali sajdtvektor lehet.

ii) Esetiinkben csak a domindns sajdtértékhez tartozhat nemnegativ jobb ol-

dali sajatvektor, ezért

vagyis

lozmin{lzﬂxz(), Ax 2 Ax},

pozmax{pzﬂxz()7 x 2 (14+p)Ax},

ami azt jelenti, hogy p° = 1/A% — 1 a legnagyobb egyintetii novekedési

litem.

iii) Ha vannak mdsodlagos termékek is, akkor X elsddleges és a mdsodlagos
termékek szerinti X = (X1, Xp) felbontdsdban x, = 0 és A°%x; = Aq1x
sziikségképpen.
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iv) A A%-hoz tartozé X sajdtvektorok kizott van olyan maximalis tart6jd,®
amelyben minden elsddleges termék kibocsdtdsa pozitiv, vagyis x; > 0
és Xy = 0.

B) Tekintsiikap > 0 és Ap < pA egyenlitienség-rendszer lehetséges megolddsait.

i) A fenti egyenlétlenség-rendszer A-ban maximdlis megolddsa A°, vagyis
20 =max{A:3p>0,Ap <pA}.
Ebbél adodoan
7% =min{r:3p>0,p=< (1+7)pA},

azaz n’ =1 / A0 —1 a legkisebb (garantdlt) profitrdta, amely esetén létezik
ap = (14 7)pA feltételt kielégit6, legaldbb féligpozitiv drvektor.

ii) Ha A irreducibilis, akkor a p® >0, A%p° < p°A feltételek sziikségképpen
a tékeérték-ardnyos drakat meghatdrozé A%p° = p°A egyenléség formd-
jaban teljesiilnek, ahol p° a A° domindns sajdtértékhez tartozd pozitiv bal
oldali sajatvektor. A A° domindns sajdtértékhez akkor is taldlhaté pozitiv
P bal oldali sajdtvektor, ha csak elsddleges termékek vannak.

iii) Ha vannak mdsodlagos termékek, a A° domindns sajdtértékhez akkor és
csak akkor taldlhaté p > 0 sajdtvektor, ha Ay < A; = A0

iv) Ha vannak mdsodlagos termékek, akkor a p > 0, Ap = Ap sajdtérték-
egyenletet kielégitd p sajdtvektorban py csak akkor lehet legaldbb félig-
pozitiv, és ebbél adédéan A = Ay = A°, ha az aldbbiak valamelyike telje-
Stl:

a) Ay < Ay, és minden mdsodlagos termék elédllitdsdhoz sziikség
van elsddleges termékre;
b) az I blokkon beliil van olyan, a tobbi mdsodlagos terméktdl fiig-
getlen alblokk, amelynek a domindns sajdtértéke kisebb, mint A;.
Ellenkezd esetben csak a A = 25 és p = (0, p2), p2 > 0 t6keérték-ardnyos
drak léteznek.

v) Az egyensiilyi drak p > 0, A'p < pA feltételeinek viszont akkor is mindig
van olyan megolddsa, amelyben py >0, igy A'py = p1A1; sziikségkép-
pen, ha vannak mdsodlagos termékek.

vi) Egyiddszakos tékemegtériilés esetén a ricarddi, illetve a marxi termelési
drak léteznek és pozitivak minden © < n° = 1/A° — 1 esetén feltéve, hogy
a munkaerd nélkiilozhetetlen).

8 Az nelemd nemnegativ a vektor tartdja azon i indexek halmaza, S(a), amelyek esetén a; > 0.
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C) Tekintsiik most a staciondrius egyensiily komplementaritdsi megkotésekkel kiegé-
szitett

(EP) x2oaAx és (ED) p<=apA

feltételeit.

Bizonyitas:

i)
ii)

iii)

Azl =1 / A0 skaldr az egyetlen staciondrius egyensiilyi tényezd.

Ha csak elsddleges termékek vannak, akkor az A madtrix A9 domindns
sajdtértékéhez tartozo, maximdlis tartoju X, p > 0 jobb és bal oldali sa-
jatvektorok o-lal egyiitt egyenldség formdjdban elégitik ki a staciondrius
egyenstily (EP) és (ED) feltételeit, ugyaniigy, mint a staciondrius Leontief-
modellben.

Ha vannak mdsodlagos termékek is, akkor az Ay mdtrix A0 domindns
sajdtértékéhez tartozo maximdlis tartdji X1, p1 > 0 jobb és bal oldali sa-
Jjdtvektorokbol képezhetiink o°-lal tdrsithatd, az (EP) és (ED) feltételeket
kielégité x = (x1,0) tevékenységszint- és p = (p1,p2) drvektort, ahol p,
értéke nem egyértelmiien meghatdrozott. A termékmérlegek és az elsdd-
leges termékek drainak egyensulyi feltételei egy ilyen megolddsban mind
egyenldségek formdjdaban teljesiilnek. p; = 0 mindig lehetséges megoldds,
de pa félig-, illetve teljesen pozitiv vektor is lehet. Ha Ay < Ay, és minden
mdsodlagos termék elddllitasdhoz sziikség van elsddleges termékre, ak-
kor a mdsodlagos termékek drai mind pozitivak is lehetnek, és az drak
egyensulyi feltételei egyenldségekként teljestilhetnek.

ad A) Ha A irreducibilis, akkor x sziikségképpen pozitiv, ezért A’x > Ax minden A’ > A
esetén, igy — a Perron-Frobenius-tételek értelmében — A = A°. Ugyanezen tételek
értelmében a Ax > Ax féligegyenl6tlenségbsl A > A0 kivetkezne, ami ellentmon-
dana annak, hogy A° az A matrix domindns sajitértéke.

Ha A reducibilis, akkor két eset lehetséges: a) csak elsddleges termékek vannak,
b) vannak masodlagos termékek is.

a)

b)

Vegyiik az A matrix kanonikus dekompoziciéjat. Feltevésiink szerint
Ai=A = A% minden j > 1 esetén, és Ax; 2 Ajjx;, ahol A ; irreducibilis.
Ezért az el6z6 1épésben bizonyitottak értelmében A = A0, és Ax; = A ;x;
sziikségképpen, valahdnyszor x; > 0, és legaldbb egy j esetén ilyennek
kell lennie, mivel x > 0. Ha pedig x; = 0, akkor eleve csak egyenlség
form4jaban teljesiilhet az egyenlbtlenség.

Bontsuk fel az A métrixot és a Ax = Ax egyenlGtlenséget az elsGdleges

és masodlagos termékek szerint:

AX) 2 Anxg) +Apxo,
le Z A22X2.
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Ajrxy > 0 sziikségképpen, ha x, > 0, mivel a masodlagos termékek el6-
allitasahoz sziikség van elsédleges termékre: ha Ay irreducibilis, ak-
kor mindegyikre, ha A;; reducibilis, akkor valamelyik, mondjuk a j-
edik blokk termékeire. Ez azt jelentené, hogy az adott els6dleges termé-
kekbdl a sajat felhasznaldson feliil tobbletet kellene eldallitani, vagyis a
Ax; > Ajix; féligegyenl6tlenségnek kellene teljesiilnie, amibGl ismét a
feltevésiinknek ellentmondé A > A0 reldcié kovetkezne. x, tehdt csak 0
lehet, és az els6 feltételcsoport a AX; = A x; egyenlStlenségre reduka-
16dik. Ha Ay irreducibilis, akkor az i) pontban igazoltak miatt egyenl-
ségként kell teljesiilnie. Ha A reducibilis, ugyanez igaz lesz az olyan
alblokkjaira, amelyek esetén x; > 0. Ha pedig x; = 0, akkor a blokkra
vonatkozé feltétel eleve egyenldségre redukalédik.

A maximalis tart6jd megoldds 1étezésére konstruktiv igazoldst adunk. Az
elsédleges termékek A ;; raforditdsi egyiitthaté matrixai mind irreduci-
bilisek, és A° a dominans sajatértékiik. Ezért mindegyikiikhoz tartozik
pozitiv X; sajatvektor. A masodlagos termékekhez pedig rendeljiink null-
vektorokat. Ezeket egy vektorba rendezve kapjuk az allitasban jelzett ma-
ximalis tartdju sajatvektort.

ad B) Az v)-ben megfogalmazott allitdsok a Perron-Frobenius-tételek iv) pontjanak az
egyenes kovetkezményei.
A vi) allitast a kovetkez6képpen lathatjuk be. A A° domindns sajitértékhez tarto-
zik pozitiv jobb oldali sajatvektor, legyen ez x°. x0-ra tehit teljesiil a 1°x° = Ax°
sajatérték-egyenldség. Ennek mindkét oldalat az dregyenlStlenségnek eleget tevd
p° vektorral balrél beszorozva kapjuk: A%p°x® = pOAXO, amelynek értéke pozitiv
lesz, mivel feltevés szerint mind p®, mind x° pozitiv vektor. Az dregyenlétlen-
ség mindkét oldalat az x° vektorral jobbrél beszorozva pedig a A%p®x? < pPAx”
egyenlStlenség adodik, ami el6bbi megallapitdsunk folytdn egyenldség formadja-
ban teljesiil. A 1%p° < p°A egyenlétlenségek pozitiv silyozott dsszegeként pedig
csak akkor kaphatunk egyenl&séget, ha a feltételek mindegyike eleve egyenl&ség
formdjaban teljesiilt. A fenti igazoldst a A;p; < pjA;; egyenlGtlenségekre meg-
ismételve ugyanerre az eredményre jutunk, ha csak elsédleges termékek vannak,
azaz A blokkdiagondlis matrix.
A vii) allitds igazoldsdhoz nézziik a p, vektor meghatdrozasat:

2%p2 = p1A12 +p2Aa.

Ha p; pozitiv, akkor p;Aj> szintén pozitiv, mivel minden a masodlagos ter-
mékhez sziikség van valamely els6dleges termékre. Ha A, < A; = A, akkor a
(A°E — Ay) mitrixnak létezik nemnegativ inverze, és igy a p, értékét meghata-
rozhatjuk a pjA 2 (A°E — Ay) ™! képlettel, ami sziikségképpen pozitiv vektor. Ha
pedig feltessziik, hogy p» pozitiv, akkor a pozitiv pjA, vektort p, meghataroza-
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sabol elhagyva a A%p, > prAs, egyenltlenséget kapjuk, amibdl kovetkezik, hogy
)Q < A0 = )4.

A viii) allitast hasonl6 utat kdvetve bizonyithatjuk, kihaszndlva azt, hogy az alblok-
kok egyiitthaté matrixai irreducibilisek, és I, minden alblokkja esetén van legaldbb
egy olyan fiiggetlen alblokk 7;-ben, amelynek a termékeire az el6bbibe tartozok
eldéllitasdhoz sziikség van. Ezek alapjan az allitds igazoldsat az olvasdra hagyjuk.
A ix) llitds egyszeriien beldthat6. frjuk fel az drakat meghatdrozé egyenl6tlensé-
geket elsédleges és masodlagos termékek szerinti felbontasban:

%1 < piA,
A%p2 < p1A +pAn.

A vi) allitasbol kovetkezben az elsddleges termékek blokkjahoz mindig taldlhaté
olyan p; > 0 megoldds, amely esetén a feltételeknek sziikségképpen egyenldségek
forméjaban kell teljesiilniiik. Nem kell mast tenniink, mint kiegésziteniink ezeket
a p2 = 0 vektorral.
A x) éllitas igazoldsdhoz nézziik példaul a marxi termelési arak képletét, és ren-
dezziik p-re:

p=(1+mwl[E—(1+m)A]"".

(A ricard6i drak meghatdrozdsa esetén w elGtt nem szerepel az [1 + 7] szorzo).
A Perron—Frobenius-tételekbdl tudjuk, hogy az [E — (14 m)A] madtrixnak akkor
és csak akkor létezik nemnegativ (diagondlisdban pozitiv) inverze, ha (1+ &) <
1/A(A) = 1/A%, ami igazolja 4llitasunkat. Elvben, mint lattuk, létezhetnek na-
gyobb profitrataval rendelkezd tSkeérték-aranyos arrendszerek is. Ezekben az el-
sodleges termékek ara csak nulla lehet.

ad C) Az i) pontban igazoltuk, hogy az (EP) feltételnek egyediil A = A% = 1/ mel-
lett van megoldésa, a feltétel sziikségképpen egyenldség formdjaban teljesiil, to-
vabba az x vektor elsédleges és masodlagos termékek szerinti felbontdsdban csu-
pan xo = 0 lehet. A iv) és ix) pontokban pedig igazoltuk olyan x;,p; > 0 vektorok
1étezését, amelyekbdl képezhetiink a®-lal tarsithaté x = (x;,0) egyensilyi tevé-
kenységszinteket és p = (p;,p2) drakat, valamint azt is igazoltuk, hogy ezek ese-
tében az (EP) és az (ED) egyenl6tlenségek elsddleges termékekre vonatkozo fel-
tételei sziikségképpen egyenléségek formajaban teljesiilnek. Az egyenstlyi drakra
vonatkoz6 megéllapitdsok helyessége kozvetleniil adddik a viii) és ix) allitdsokbdl.

a

Megjegyzés:
Egy Sraffa-tipusu raforditasi egyiitthaté matrix els6 osztalyud (I ?) blokkjanak A(1)1 raforditasi
egyiitthaté matrixa nemcsak kvazi, hanem valdédi Sraffa-tipusd matrix lesz, és az elsddle-
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ges termékek maguk a bazistermékek. Az elsérend luxustermékek a masodlagos termékek
megfeleldi lesznek.

A kovetkezSkben bemutatjuk, hogyan hasznalhatjuk fel a standard dekompoziciét a
termelési drak Sraffa-féle elemzésében, illetve a Neumann-modell Leontief-technolégiat
feltételezd véltozatanak vizsgdlatdra. Az utébbi kapcsolatot teremt az igynevezett Marx—
Neumann-modell tobbszoros megolddsainak meghatdrozdsara kidolgozott dekompozicids
eljaras és a standard dekompozicié kozott. Terjedelmi korldtok miatt mindkét kérdést csak
vazlatosan mutatjuk be.

5. A standard dekompozicié felhasznalasa a termelési arak elemzésére

Sraffa az s = (1 4+ m)As egyenl8séggel definidlt s standard drukosarat idedlis drmérce-
joszéagnak tekintette a bevezetSben emlitett okok miatt. A profitrata és a redlbér Osszefiiggé-
sére Sraffa a standard drukosarakat felhaszndlva az

1= 2w =2 (1 4+ m)wn
S S
Osszefiiggést vezette le, ahol m; valamelyik standard ardny. Ez voltaképpen megegyezik
azzal, hogy az drak szintjét az adott standard ardnyhoz tartoz6 standard arukosérral, ponto-
sabban a ps = 1 egyenl&séggel rogzitjiik.

Am, mint jeleztiik, nem mindegy, melyik standard aranyt és drukosarat vilasztjuk ki, ha
tobb is 1étezik. A bér-profit atvaltasi gorbe ugyanis ett6l fiiggden eltérden alakul. Az igazolt
megallapitdsok alapjan nem szorul kiilondsebb bizonyitdsra, hogy a lehetséges Sraffa-féle
standard ardnyok a A; (k = 1,2,...,m) domindns sajatértékekbdl képzett m, = 1/A; — 1
skaldrok lesznek. A k-adik aranyhoz tartozé s* standard drukosar s = (S’l< , s’é, 8, 0,...,0)
formaban adhat6 meg, ahol az s, s5, ..., s; OsszetevSket az

[E— (1+m)AY ] st = (1+m) (A8 +Adss + -+ Alyse),
[E — (1 + ﬂk)Agz] Sé = (1 =+ ﬂk)(A(2)3S§ +-- +Agksk),

[E— (1 + ﬂk)Agk] s, =0

egyenletrendszer rekurziv megolddsa szolgaltatja. Az igy meghatarozott s* vektor és 7, mel-
lett nyilvan teljesiilni fog a standard rendszer 4ltal kielégitendd s* = (1+ ﬂk)Ask egyenldség.

A m, standard ardnyok a profitrata olyan felsd hatarértékei lesznek, hogy tetszleges po-
zitiv bérrata mellett a k-adik blokkal bezar6lag minden terméknek 1étezni fog pozitiv terme-
1ési ara. Egyszerien megmutathaté ugyanis, példdul a termelési drak marxi meghatdrozasa

esetén, hogy a
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(1+m)wly,
(1+7)(p1AY, + wiy),

=]
o =
=
| \
==
—- -
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> >
NO —O
> o=,
ol

Pk [E_(1+”)A2k] =(1+m) (plA(l)k+"'+pk—1A1?—1k +wlk)

egyenletrendszernek mindaddig 1étezik pozitiv megoldasa tetszéleges pozitiv w mellett,
amig 7 a (—1, m) nyilt intervallumba esik.

Rogzitsiik a w névleges bérrata értékét egységnyi szinten. Konnyen belathatd, hogy ©
értékével egyiitt n6ni fognak az drak és igy csokkenni fog a redlbér. Ahogy a & = 0 szintrdl
elindulva noveljiik a profitrtdt, amint 7 4tlép egy-egy m (I = m,m—1,...,2) kritikus érté-
ket, az adott l-edik osztily termékei kiesnek azon termékek koziil, amelyek termelési 4ra 7
vagy ndla nagyobb profitrata mellett pozitiv lehet. Forditott irdnyban haladva, egy alacsony
bérratabdl kiindulva, ugyanezt tapasztaljuk: a redlbérrel egyiitt nének a termelés koltségei,
ezdltal csokken a profitrata, ami egyre tobb luxustermék termelését teszi jovedelmez6vé.

Az egyensiilyi redlbér- és profitrata kozti kapcsolatot (atvaltasi lehetoséget) és az egyen-
sulyban alkalmazhat6 eljarasok fokozatos sziikiilését az 1. dbrdn szemléltetjiik. Alapul vett
példankban négy lehetséges standard blokk, azaz standard rendszer van. Az elsé diagramon
a bér és az drak szintjét Sraffa nyomdn a w,, = (1 — /) /(1 + &) Osszefiiggéssel hatdroz-
tuk meg, ahol 7; az drmércének valasztott standard drukosdrhoz tartozé ardny. A masodik
diagramon a redlbér szintjét a fogyasztds @, szintjével mértiik. Az alternativ atvaltasi gor-
bék azt jelzik, milyen tartomdnyban és hogyan véltozhat egymads rovésdra a profitrata és a
redlbér, attdl fiiggben, mely standard osztalyokba tartoz6 termékeket termelik pozitiv drak
és azonos profitrata mellett. Megjegyezziik, hogy az dbran szereplé gorbék ,kiegyenesed-
nének”, ha a termelési drak marxi meghatarozasa helyett a ricardéit alkalmaznank; példaul
az els§ diagramon dbréazolt bér-profit 6sszefiiggés a wy = 1 — /7, linedris alakot 6ltené.

6. A stacionarius egyensuilyi megoldasok elemzése a
Neumann-Leontief-modellben

Egyiddszakos termelési periédus és tokemegtériilés esetén az egyenstly ex ante szellem-
ben adott feltételeit az aldbbi formaban irtuk fel:

X > 0Ax, (MNL-P)
p < apA, (MNL-D)
px > 0. (KMT)
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1. dbra. A profitréta és a redlbér, illetve fogyasztasi szint kdzotti 6sszefiiggés

A kapott modellt, a matematikai formak hasonlésidga okan, Marx—Neumann—Leontief-
modellnek nevezziik. Ezek ugyanis egy olyan sajatos Neumann-modell egyensulyi feltéte-
lei, amelyben a technolégia Leontief-féle input-output modellel adott. Neumann hasonl6
felépitésii modelljében a technolégia K kibocsatdsi és R raforditési egyiitthaté matrixok-
kal definidlt, ahol R — az A matrixhoz hasonléan — a sziikséges fogyasztast is tartalmazza.
Ha az A matrix csak a termelési eszkozok raforditdsi egyiitthatdit tartalmazza, a modellt
kvdzi Neumann—Leontief-modellnek nevezziik. llyenre emlékeztet Sraffanak a fent bemuta-
tott standard rendszeren alapulé elemzése, ami lehet6vé teszi, hogy a termelési drak Sraffa-
féle ex post elemzését Osszekapcsoljuk a staciondrius novekedés ex ante szemléletli NL-
modelljével.

A staciondrius novekedési modellben az egyensiilyi drak kovetelménye p = 0, p < apA
format 6lti. Tehdt nem varjuk el minden termék ardnak pozitivitasat, és azt sem, hogy ter-
melésiik azonos profitratdt eredményezzen. Ugyanakkor, mintegy ezt a lazitast ellenstlyo-
zandd, a komplementaritési el6irdsokkal 6sszekotjilk egymadssal az egyensulyi drak és tevé-
kenységek meghatarozasat. Ez biztositja, hogy az egyensulyi megoldasban pozitiv értéket
kapé valtozékhoz tartoz6 feltételek egyenléségek formdjaban fognak teljesiilni, ugyanigy,
mint az ex post szemléletli Leontief-modellekben.

A kvézi NL-modell nem mds, mint az MNL-modell ¢,= 0 esetben kapott hatarértéke,
amikor az A((ps) egyiitthaté matrixbol A lesz. A l1étfenntartd termékek nem feltétleniil lesz-
nek mind bazistermékek, ezért az AH((,DS) matrix reducibilissa valhat, ahogy a sziikséges
fogyasztds szintje nulldva valik. Ilyen esetben a létfenntarté termékek altal meghatarozott
eddigi elsd, irreducibilis kanonikus blokk (111) felbomlik. Vagyis e termékcsoport tekinte-
tében az A és az A kanonikus dekompozicidjanak szerkezete eltérhet egymdstol. Mivel a
tobbi termékesoport véltozatlan marad, ezért ez csak annyit jelent, hogy a(¢)-nek a ¢, =0
esetén elért felsd hatdra mellett a kvazi NL-modellnek lehetnek ennél nagyobb egyensi-
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lyi tényezo6vel rendelkezé megoldésai is. Az MNL-modell olyan megoldésai, amelyekben
luxustermékeket termelnek, mindig megoldasai lesznek a kvazi NL-modellnek is. Azok a
luxustermékek ugyanis, amelyek az AH (¢s) métrixban @ valamely értéke mellett maga-
sabb rendiek, az A matrix standard dekompoziciéjdban is magasabb rendiiek lesznek.

4. Tétel (Az MNL stacionarius modell megoldasainak jellemzdi). Az MNL modellben:

i) Legyen oy = 1/, Xy az Agk ( ‘&(1)1’ ha k = 1) mdtrix domindns sajdtértékéhez tar-
toz0 jobb oldali sajdtvektor. Az X; vektorhoz mindig taldlhaté olyan py > 0 drvek-
tor, amellyel egyiitt kielégitik a staciondrius dllapot Agk rdforditdsi egyiitthatokkal
felirt feltételeit, nevezetesen,

>0, xp,pr 20, Ixp=pl=1,

\%

0
X akAkak,

Pe < upiAYy,
pex; > 0.

ii) A k-adik standard blokk (o4,Xy,pi) egyensiilyi megolddsa mindig kiegészithetd
olyan

xf = (x’l‘7...,xi_l,xk,O,...,O)T, pk = (0,...,0,pk,p£+1,.‘.,p’,§1)
teljes méretii vektorokkd, hogy a kapott x* és p* vektorok oy.-val egyiitt az A rdfor-
ditdsi egyiitthato mdtrixszal adott modell megolddsai lesznek. Ezekben a vektorok-
ban, mint a felirdsukban jeleztiik, xé‘ =0 hal >k és Xf‘ 2> 0 egyébként, de xll‘ >0
és Xf‘ >0, ha az l-edik (I < k) blokk valamely termékére sziikség van az Xi-ban
pozitiv szinten termelt termékek elddllitdsdhoz. Ugyanakkor p’l‘ =0 hal <k, és
P} = 0 minden | > k esetén.

iii) Legyen az (a, X, p) egylittes az A rdforditdsi egyiitthato mdtrixszal adott modell
olyan megolddsa, amelyben x; > 0 és Xﬁ‘ = 0 minden | > k esetén. Ekkor

a) o szitkségképpen egyenld oy-val, az x és p egyensiilyi vektorok k-adik
standard blokkhoz tartozo osszetevdi, Xy és Py, valamint oy az Agk mdtrix-
szal adott NL-modell, k = 1 esetén az A? | matrixszal adott MNL-modell
megolddsa lesz.

b) k> 1 esetén mindazon termékek dra nulla lesz, amelyekre az Xx-ban po-

zitiv kibocsdtdssal rendelkezd termékek elddllitdsdhoz kozvetleniil vagy
kozvetve sziikség van.

Bizonyitas:

ad i) Mindenekeldtt vegyiik figyelembe, hogy a 3. Tétel értelmében az x;, vektorban csak
elsédleges termékekhez tartozé elemek lehetnek pozitivak, de akdr azok mind-
egyike is. Ugyanennek a tételnek a ix) pontjdban pedig azt igazoltuk, hogy min-
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ad ii)

ad iii)

dig 1étezik olyan, az egyensulyi arrendszer feltételeit kielégit6é arvektor, amelyben
barmely, vagy akar az Osszes elsddleges termékek ara pozitiv. Ezért az x; sajatvek-
torhoz taldlhat6 olyan p; > 0 vektor, amely kielégiti a p; < OckpkAgk feltételeket és
PxX; > 0, amit igazolnunk kellett.

Konstruktiv bizonyitast adunk. Megmutatjuk, hogyan szerkeszthet6 meg a tétel-
ben jelzett tulajdonsagi x* vektor. Helyettesitsiink o helyébe oy-t az (MNL-P)
egyenlGtlenség-rendszerben. Az (E — OckA?Z) matrixoknak minden / < k esetén
(k = 1 esetben természetesen nincs ilyen /) 1étezik nemnegativ inverze, mivel
oy > oy. Ezért x; ismeretében a k-adik feltételt6l visszafelé indulva minden [/ < k
esetén meghatdrozhatjuk az egyensulyi feltételt akar egyenléség, akar hatirozott
egyenl6tlenség formajaban kielégitd Xf‘ = 0 vektorokat. Mivel pedig o < o min-
den [ > k esetén (k = m esetén természetesen nincs ilyen /), ezért ezeket a termé-
keket nem lehet oy, szinten Ujratermelni.

Nézziik most a p* drakat meghatirozé (MNL-D) feltételeket. k = 1 esetén a 1ét-
fenntarté (bazis-) termékek ara mind pozitiv, és ha vannak els6 osztalyu elsddleges
termékek, azok kozott is lehetnek olyanok, amelyek dra szintén pozitiv lehet. k > 1
esetén, mivel a k-adik osztdly profitpotencidlja kisebb a létfenntarté termékekénél,
és az elsddleges termékek ara legaldabb részben pozitiv, a létfenntartd (bazis-) ter-
mékek dra csak nulla lehet. Fokozatos levezetéssel megmutathat6 (14sd fent), hogy
ebbdl kovetkezGen minden [ < k osztaly termékeinek az dra szintén csak nulla le-
het (ezek feleslegben is eléallithatok, tehdt szabad javak). I > k esetén a p; arak
helyébe nulla vektorokat tehetiink, a feltételek ugyanis teljesiilni fognak, hiszen
ezeket a termékeket tgysem termelik. Az igy képzett x* és p* vektorok tehat ki-
elégitik az (MNL-P) és (MNL-D) feltételeket. Mivel pedig pix; > 0, ami részét
képezi a p*x* skaldris szorzatnak, igy utébbi értéke pozitiv lesz. Ezzel igazoltuk,
hogy x* és p* az oy, tényezSvel egyiitt kielégiti a staciondrius dllapot feltételeit.
Mindenekel6tt vegyiik figyelembe, hogy xf =0 minden / > k esetén. Ezért a k-adik
osztély esetén az egyensiilyi feltétel x; = aAgk alakra redukalddik, ahol feltevé-
stink szerint x; > 0. A 3. tétel értelmében az x; vektorban csak elsddleges termé-
kekhez tartoz6 elemek lehetnek pozitivak, és egyenl6tlenség csak az o = oy esetén
4llhat fenn. Igy az el6z6 pontban bizonyitottak kovetkeztében p; = 0 minden [ < k
esetén. A px > 0 egyensulyi feltétel tehat csak akkor teljesiilhet, ha pyx; > 0. Ez
pedig éppen az dllitdsunkat igazolja, az (o, Xy, pi) egyiittes valdban kielégiti az
egyensuly feltételeit az Agk réforditasi egyiitthaté matrix esetén.

a

A fentiek alapjan a lehetséges egyensulyi megolddsokat a kovetkez6 formédkban jelenit-
hetjiik meg:

0L >0 > >0 > > Oy
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Az MNL-modell adott ¢; > 0 mellett lehetséges egyensiilyi tényezdi koziil a legnagyobb,
o) =max{a:x=20,1x=1,x = a(A+ ¢ ol)x}

az All (@) matrix domindns sajétértékének reciproka. Induljunk el @, nulldhoz kozeli po-
zitiv értékétdl. Ahogy ¢ nd, AH (¢y) dominéns sajatértéke elSbb eléri Agz matrixét, igy az
Ig blokk termékei els6rendi luxustermékekké valnak. Ezek bekertilnek az tj I? blokkba, s
helyiikbe a korabbi Ig) blokkba tartozé termékek 1épnek elé masodrendl luxustermékekké.
Ett6] kezdve tehat eggyel csokken a lehetséges egyensilyi tényezok és megoldasok szdma.
Tovéabb haladva, ahogy ¢, nd, a luxustermékek egymast kovetd blokkjai fokozatosan elsé-
rendiivé vélnak, s egyre csokken az alternativ megolddsok szdma. Amikor @y eléri azt az
értéket, amely esetén AH (¢,) domindns sajatértéke megegyezik az utols6, A? = blokkéval,
mar minden luxustermék elsérendiivé valik, s ettdl kezdve mar egyértelmien meghatarozott
az egyensulyi tényez8. A @, novekedését kovetd valtozasok, mindaddig, mig értéke pozi-
tiv, nem érintik az A((ps) matrix kanonikus dekompoziciéjat. A standard dekompozicidja
azonban fokozatosan viltozik, egyre kevesebb osztilybdl fog dllni, végiil egyetlen osztdlyra
szukiil.

A 2. dbran szemléltetjilk a p = & egyenstlyi novekedési titem, illetve profitrata és a ¢y fo-
gyasztasi szint kozott fenndlld kolesonos osszefiiggést. Az elsd diagramon a redlbért is kép-
viseld ¢, fogyasztasi szintet tekintjiikk exogén adottsdgnak, hasonléan az MNL-modellhez.
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2. abra. Az MLN-modell egyenstlyi profit-, illetve novekedési ratdi és a redlbér, illetve
fogyasztdsi szint kozotti Osszefiiggés

7 7z

Az alapul vett példdban, mint latjuk, ¢s-nek a [0;0, 17) intervallumba esd értékei mellett leg-
alabb két, eltérd o tényezdjli egyensulyi megoldas 1étezik. Az egyik a novekedési tényezd
maximuma,

amax:max{(x:HXEO, Ix=1,x2= aA11(¢S)x},

a masik pedig profittényezé minimuma altal meghatdrozott:

Buin =min{B:3p=0,p1=1,p < Bp,, (¢ }.

A fenti intervallum egyes részeiben e kettd kozé esd tovabbi megoldasok is 1éteznek. Otpax
értéke a @, fogyasztasi szinttel egyiitt véltozik, a tobbi dllandé6. Az [0,17;0,5] intervallumba
es6 @y értékek esetén viszont mér csak egy megoldds van, itt Omax = Bin-

A masodik diagramon az ¢ egyensulyi tényez6t, pontosabban az abbdl kapott p = 7 =
1 — «a profit-, illetve novekedési ratat tekintettiik kiilsé adottsdgnak (mondjuk, a termelés
boviilése a népesség novekedési iiteméhez igazodik). A két diagram ugyanazt a viszonyt ab-
rdzolja, azonban van koztiik egy 1ényeges kiilonbség. A médsodikon, a luxustermék-blokkok
sajatértékei altal meghatdrozott szinguldris pontokat kivéve, a hozzdrendelés egyértékd,
azaz fiiggvényrdl van sz6. Ha csupdn a ¢y maximumat adé megoldasokat, vagyis a

Osmax :max{(p :3x20,1x=1,x2> az&ll((ps)x},

feladat megoldésait (ahol & valtozé paraméter) abrdzolnank, akkor ez a hozzarendelés min-
den lehetséges @y érték esetén egyértelmi lenne, tehat fiiggvényt hatdrozna meg.
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Az optimalis novekedés neoklasszikus modelljében Bruno (1969) megmutatta, hogy a
hicksi ,,tényezdar” (bér-profit), illetve az ,,optimalis transzforméciés” (fogyasztas-felhalmo-
z4s) frontvonalak egymadssal dudlis viszonyban dllnak és egybeesnek. A sziikséges fogyasz-
tast explicit formaban megjelenitd Neumann-modell esetén Morishima (1971) Omax, il-
letve Bnin meghatdrozdsdval kapott fiiggvényeket javasolta a felhalmozas-fogyasztas, il-
letve a bér-profit atvaltasi frontvonalaknak tekinteni. Ezek meghatdrozasa is egyfajta du-
alis viszonyt tikkr6z, de — mint latjuk — nem esnek egybe. Morishima értelmezése azon-
ban nem fogadhaté el, mert megmutathatd, hogy a sziikséges fogyasztds altal meghataro-
zott bérek csak a legnagyobb novekedési iitem esetén lehetnek pozitivak. Ezért Bromek
(1974b), Morishimdval szemben, a @sn,x meghatirozdsdval adott fiiggvényt és annak inver-
z€t javasolta a fogyasztds-felhalmozds és bér-profit frontvonalak megfelelSinek tekinteni a
Marx—Neumann-modell esetén (err6l b6vebben ldsd Zalai (2011) tanulmanyét).

Koszonetnyilvanitas:

Eziton is szeretném megkoszonni Méczar Jézsefnek a dolgozat elsd véltozatdhoz flizott
hasznos észrevételeit. Egytittal az olvasé figyelmébe ajanljuk Mdczar (1980) kapcsolddo
tanulmanyat. Ugyancsak koszonettel tartozom Csaté Laszlonak mind hasznos észrevételei-
ért, mind a kézirat szerkesztésében nyujtott segitségéért.
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Pénziigyi halozatok modellezése Jackson és Watts
(2002) nyoman
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Kivonat

A halézatok tarsadalmi és gazdasagi jelentdsége vitathatatlan, alkalmazdsai pedig szerted-
gazdak. A kutatdsi egyiittmiikodések halézata is fontos, négylink ezen cikkbeli egyiittmi-
kodésének itt csak két okt szeretnénk kiemelni. Egyrészt idén 10 éves Jackson és Watts
(2002) cikke, amely a hédlézatok evolicidjat a sztochasztikusan stabil haldzatokkal jelzi
eldre. Masrészt most lesz 70 éves Forgé Ferenc Tanar Ur, akinek a tiszteletére gy gon-
doltuk, hogy 0sszefoglalunk 6t, dltalunk fontosnak tartott, az emlitett cikkhez kapcsolédé
pénziigyi alkalmazdst és néhany j modellviltozatot. Osszefoglalé jellegii cikkiink célja a
magyar olvasok kivancsisdganak felkeltése és néhdny lehetséges kutatdsi irdny felvdzoldsa.
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szolgaltatasok kereskedése kozben (kereskedelmi halézatok és szovetségek, tarsadalmi kap-
csolatok, hazassag, felvételi problémak, stb.) is. Mivel szdmitanak a halézati kapcsolatok,
fontos megérteniink, hogy mitdl fiigg az, hogy varhatéan milyen hél6zatok jonnek létre.

A Jackson és Watts (2002) cikk Jackson és Wolinsky (1996) dinamikus és sztochasztikus
véaltozata. Mindkét cikk kozponti fogalma a parosan stabilitds. Egy hdlézat akkor parosan
stabil, ha tetszoleges €l esetén egyik érintett jatékos sem jar jol az €l torlésével, vagy tet-
szbleges két jatékos esetén ha 6ket nem koti 0ssze €l, akkor legalabb az egyik6jiiknek karos
az 1j €l felvétele. A fejleszt6 ut szomszédos grafok olyan sorozata, ahol az egyik grafrél
a szomszédos grafra 1épés a véltozast jelentd éllel 6sszekotott jatékosok egyéni érdekeinek
kovetkezménye. Erdemes megvizsgalni, hogy hovd vezetnek a fejleszts utak, melyek a sta-
bil halézatok. Jackson és Wolinsky (1996) belétjak, hogy bizonyos feltételek esetén ebben a
halézati modellben a hatékonysag és a stabilitds egymadssal szemben all6, egymasnak ellent-
mondé fogalmak. Jackson és Watts (2002) azt vizsgaljak, amikor nem csak fejleszt6 utak
mentén torténhet valtozads, hanem valamilyen pozitiv valészintiséggel bekovetkezd hibak
kovetkezményeként is. A szerzSk belatjak, hogy modelliikben mindig van sztochasztikusan
stabil egyenstly.

1.1. Tovabbi modellvaltozatok

Vegyiik észre, hogy a pérosan stabilitds rovidlatast feltételez a jatékosokrol: csak egy
él torlését vagy hozzdadasat fontolja meg két jatékos, nem szdmolnak a tovabbi kovetkez-
ményekkel. Ez a viselkedés raciondlis lehet nagy hdl6zatokban, ahol nem sok informéciéval
rendelkeznek a jatékosok, vagy ha a jovét kis sullyal veszik figyelembe. Az emlitett két cikk
tovabbi feltevése, hogy a jatékosok élformalasi koltségei azonosak, és nem lehet transzfe-
rekkel segiteni a kedvezdbb hédldzatok kialakuldsat. Azéta ezeket a feltevéseket megprobal-
ték feloldani, ahogy azt az aldbbi cikkek mutatjak.

Dutta et al. (2005) egy olyan dinamikus hdlézatalakuldsi modellt vizsgdlnak, amelyben
az egyének elorelatdéak (farsighted), és tigy dontenek, hogy a lehetd legjobb legyen a 1é-
pésiikbdl kovetkezd kifizetéseik jelenértéke. Belatjak, hogy két feltétel esetén van olyan
egyenstly, amelyben tetszdleges kezdeti grafbdl elérhetd a teljes graf. A két feltétel az él-
monotonitds (link monotonicity) és a novekv hozadéku élformdlés (increasing returns to
link creation).

Herings et al. (2009) az eldrelatast masképpen definidljak. Szerintiik a hdl6zatok egy G
halmaza eldrelatdan stabil (farsightedly stable), ha

(i) barmilyen elSrelaté paros eltérés tetszbleges G-beli hdlozattdl egy G-n kiviili ha-
16zatra meghidsul, mert végiil rosszabbul, vagy azonosan jarnak a felek;

(i1) ha tetszbleges G-n kiviili hdlézatbdl van el6relato fejlesztd ut, amely G-beli hdlo-
zatba visz; €s
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(iii) nincs G-nek olyan szigord részhalmaza, amely (i)-et és (ii)-t is teljesiti. A szer-
z06k belatjak, hogy az eléreldtdan stabil hdl6zatok halmaza nem iires, és ha 1étezik
Pareto domindns hdlézat, akkor az az egyediili eleme.

Jackson és van den Nouweland (2005) olyan hal6zatokkal foglalkoznak, amelyek a jaté-
kosok tetszdleges koalicigjanak linkvaltoztatdsaval szemben stabilak. Ezeket erGsen stabil
halézatoknak (strongly stable networks) hivjak. A szerzdk szerint az erésen stabil halézatok
a pdrosan stabil hilézatok értelmes finomitdsai.

Természetesen a jatékosok élformdldsi koltségei is eltéréek lehetnek. Galeotti et al.
(2006) olyan halézatokat vizsgdlnak, ahol nemcsak az élkoltségek, hanem a jatékosok ér-
tékelofiiggvényei is eltéroek. Arra az eredményre jutnak, hogy a centralitds és az egyének
kozotti atlagos legrovidebb utak hossza robosztusan leirja az ilyenkor keletkezd egyensulyi
hél6zatokat.

Bloch és Jackson (2007) a bilaterdlis transzferek hatdsat elemzik, amikor két jatékos
olyan megallapodést kithet, amelyben az egyik fél kompenzdlja a mdsikat, ha 1étrehozzak
(vagy nem hozzak létre) a kozos élt. Arra jutnak, hogy ebben a modellben is megmarad a
hatékonysag €s a stabilitds ellentéte. Az ellentét oka az, hogy csak bilateralis megéllapoda-
sokat lehet kotni, és csak kozos élre. A cikk ravildgit, hogy a pozitiv externalidk akkor és
csak akkor oldhatdk fel, ha nem csak k6zos €élt lehet timogatni, a negativ externalidk pedig
csak akkor oldhatdk fel, ha a megallapodasok a halézatok struktirdjdhoz kothetSk.

A modelleket kisérletekkel (experiments) is vizsgaljak, amelyekben tobbnyire hallgatok-
nak kell dontéseket hozniuk elkiilonitett szamit6gépek el6tt, 10-15 dolldros varhaté 6rabér
mellett (a konkrét érték attdl fiigg, hogy milyen j6 dontéseket hoznak). Példaul Charness és
Jackson (2007) az erdsen stabil hdl6zatokndl megjelend csoportos (szavazasos) dontést vizs-
galjak a ,,szarvasvadaszat” jatékban, de a mddszer tetszSleges szavazasos dontéssel operald
csoportok (példaul véllalatok vagy egyetemek) kozotti dontések vizsgalatara is hasznélhatd.
A kisérlet adatait sikeriil egy 4j megoldas koncepcidval, a robusztus-hiedelem egyenstillyal
(robust-belief equilibrium) megmagyarazniuk. Corbae és Duffy (2008) egy olyan kisérletet
terveztek, amelyben a szerepl6k kereskedelmi hdlézatokat alakitanak egyedi kockdzat és
fertézési lehetSség esetén. Erdemes az eredményeket Gsszehasonlitani az dltalunk bemuta-
tott pénziigyi témdju cikkek eredményeivel.

1.2. Pénziigyi alkalmazdsok

Tanulmanyunkban kivalasztottuk az 6t jelenleg ismert, a Jackson és Watts (2002) cikkhez
leginkdbb kapcsolddo vagy aktudlis pénziigyi alkalmazast.

Cikkiink felépitése a kovetkezs. Az alapfogalmak bemutatdsa utdn olyan alkalmazaso-
kat vizsgalunk, mint az 6sszefonéd6 pénziigyi rendszerek (Zawadowski, 2011), a rendszer-
kockazat (Allen et al., 2010), egyenstlyozas diverzifikacié és fert6zés kozott (Elliott et al.,
2011), kockazatmegosztas hal6zatokban (Bramoullé és Kranton, 2007) és a vilag t6zsdéinek
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rangsoroldsa (Cetorelli és Peristiani, 2009). Az utolsé fejezetben tovabbi modellvaltozato-
kat targyalunk.

2. Alapfogalmak

Ebben a részben ismertetjiik a késébbiek sordn bemutatott halzati alkalmazasok mogott
megbivo modelleket, illetve azok matematikai felépitését. A kovetkez&kben, kiilon emlités
nélkiil, a (Jackson é€s Wolinsky, 1996) és (Jackson és Watts, 2002) cikkek jeloléseit hasznal-
juk és eredményeit ismertetjiik.

G = (V,E) egy grdf, ahol V a csiicsok, E az élek halmaza. A teljes graf egy olyan gréf,
ahol tetszdleges két cstcs kozott van él. Legyenek a csicsok a jatékosok, azaz V a jatékosok
halmaza, és legyen GV = {G = (V,E), E C {ij:i,j € V}} a V csdcsokkal (jatékosokkal)
rendelkez8 grafok (halézatok) halmaza. Legyen G = (V,E) € G¥ ési,j € V, ekkor G+ij a
(V,EU{ij}), azaz a G+ ij grafot gy kapjuk a G grafbdl, hogy hozzévessziik G éleihez az
ij élt. Hasonléan, G —ij a (V,E \ {ij}) gréaf, azaz a G —ij gréfot Ggy kapjuk a G grafbdl,
hogy elvessziik G éleibdl az ij €lt. A G és G’ grdfok szomszédosak, ha létezik ij €l, hogy
G=G +ijvagy G=G —ij.

Legyen G = (V,E) egy graf, ekkor az i-bdl a j csticsba vezetd iit olyan (vi,va,...,vy,)
csucsok rendezett halmaza, hogy vi =i, v, = jés vy €E, k=1,2,....n—1. Aziés j
csticsok szomszédosak, ha ij € E; kapcsolodoak, ha van i és j kozott tt.

Legyen G = (V,E) egy graf,aG' = (V' E'),E' ={ij € E : i, j € V'} részgréf komponens,
ha tetszbleges i, j € V' csdcsok kozott vezet E'-beli tt, és tetszbleges i € V', j e V\V/
csicsok nem kapcsolodoak.

Av:TV — R fiiggvény egy értékeldfiiggvény, ahol I'V = {G' : G' részgrifja a V csi-
csokkal rendelkezd teljes grafnak}, és v(G) a G € I'V gréf értéke.

2.1. Statikus elemzés

Ebben az alfejezetben a hdlézatok alapvetd tulajdonsdgait targyaljuk.

1. Definicié. Legyen v egy értékeldfiiggvény. Ekkor a G € 'V hdlézat erésen v-hatékony,
ha tetszbleges G' € I'V: v(G) > v(G).

Tehat egy G graf er6sen v-hatékony, ha G a v értékfiiggvény abszolit maximuma.

2. Definici6. Legyen 4V a hdlozatok TV osztdlydn értelmezett értékfiiggvények halmaza.
Ekkora w:TV x4V — RV fiiggvényt megoldasnak nevezziik.

A megoldas tehat egy olyan fiiggvény, amely tetsz6leges hdl6zat és értékelés esetén meg-
adja a jatékosok kifizetését.
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3. Definicié. Legyen v € GV egy értékfiiggvény, és w, a GV x 9V halmazon értelmezett
megoldds. Ekkor a G = (V,E) € GV grdf pérosan (y,v)-stabil, ha tetszdleges i, j € V jdté-
kosokra:

ij € E= ¥i(G,v) 2 yi(G—ij,v) és W;(G,v) 2 y;(G—ij,v), (1

és

ij ¢ E = (Wi(G,v) < yi(G+ij,v) = Wi(G,v) > y;(G+ij,)) @)
Azt mondjuk, hogy a G' grdf (W, v)-jobb, mint a G grdf, ha vannak olyan i, j € V jdtéko-

sok, hogy G' = G —ij és az (1) feltétel nem dll, vagy, ha G' = G+ ij és a (2) feltétel nem
teljesiil.

Tehat egy halézat akkor parosan stabil, ha tetsz6leges €l esetén egyik érintett jatékos sem
jar jol az €l torlésével, vagy tetszdleges két jatékos esetén ha ket nem koti 6ssze él, akkor
legaldbb az egyikdjiiknek karos az tj él felvétele.

4. Definicié. Legyen adott a w:V — V permutdicié, a G = (V,E) grdf és av € 4V érték-
fiiggvény. Ekkor G* = (V,E™) egy olyan grdf, ahol E* = {ij:i=n(k), j==(l), kl € E},
tovdbbd legyen a v* értékfiiggvény a kovetkezdképpen definidlt: v® (G™) = v(G).

Tehit a G™ = (V,E™) graf a G = (V, E) graf cstcsainak 7 permutdcidval torténd dtneve-

zése utan kapott graf.

5. Definicié. v, a GV x 4" halmazon értelmezett megoldds anonim, ha tetszdleges G € G¥
hdlézatra, v € 9V értékfiiggvényre, T permutdciora: V(i) (G* V) = wi(G,v).
Magyaran szélva egy megoldds anonim, ha tetszbleges értékfiiggvényt alkalmazva tet-

szbleges haldzatra a jatékosok kifizetése nem fligg az indexiiktdl (neviiktdl).

6. Definicié. v, a G¥ x 4" halmazon értelmezett megoldds kiegyensilyozott, ha

Y vi(G,v) =v(G),
eV
GeG ésve9V.
Egy megoldés tehat akkor kiegyensilyozott, ha tetszéleges héalozat és értékfiiggvény

esetén a jatékosok kifizetéseinek Osszege pontosan a halézat adott értékfiiggvény szerinti
értéke. Tehat egy kiegyensulyozott megoldas a jatékosok kozott szétosztja a halézat értékét.

7. Definicié. Av e 4V értékfiiggvény komponens additiv, ha tetszdleges G € 9V hdlozatra:
v(G) = Xaec(6)v(G'), ahol C(G) a G komponenseinek osztdlya.
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Tehat egy értékfiiggvény komponens additiv, ha tetszéleges halézat értéke a halézat kom-
ponensei értékének az 6sszege. A komponens additivitds egy lehetséges értelmezése, hogy
egy halézat komponensei kozott nincs szinergia, azok uniéjanak értéke pusztin értékeik
Osszege.

8. Definicié. v, a GV x 9V halmazon értelmezett megoldds komponensenként kiegyen-
stilyozott, ha tetszéleges G € G¥ grdfra, G' € C(G) komponensre, és v € 4V komponens
additiv értékfiiggvényre: Y.y Wi(G,v) = v(G').

Egy megoldas tehat akkor komponensenként kiegyenstlyozott, ha kiegyensulyozott, és
tetsz6leges komponensére megszoritva is kiegyensilyozott.

A kovetkezd eredmény a hdlézatokra vonatkozé egyik legfontosabb eredményt fogal-
mazza meg: a hatékonysag és a stabilitds egymadssal szemben 4116, egymdsnak ellentmondé
fogalmak.

1. Tétel (Jackson és Wolinsky, 1996). Ha |V| > 3, akkor nincs olyan w, a G¥ x4V hal-
mazon értelmezett megoldds, amely anonim, komponensenként kiegyensiilyozott és olyan,
hogy tetszbleges v € 4V értékfiiggvényre van erdsen v-hatékony pdrosan (W, v)-stabil hdlo-
zat.

2.2. Hailozatok kialakuldsa

Ebben az alfejezetben a hdldzatok kialakuldsdnak, formaléddasanak kérdésével foglalko-
zunk.

9. Definicié. Legyenv e 9V egy értékfiiggvény, és w a GV x4V halmazon értelmezett meg-

oldds. Ekkor a hdlozatok egy (G1,Ga,...,G,) rendezett halmaza (y,v)-fejlesztd dt, ha Gy
és Gy grdfok szomszédos grdfok, k =1,2,... ,.n—1, és

1. Giy1 = Gy —ij teljesiil valamely ij élre vigy, hogy W;(Gy —ij,v) > Wi(Gy,v),
vagy

2. Gyy1 = Gy +ij teljesiil valamely ij élre iigy, hogy W;(Gy +ij,v) > Wi(Gy,v) és
l[/j(Gk+ij,V) > l[/j(Gk,V).

Legyen IPy ,,)(G) = {G' € GV : van (y,v)-fejleszté iit G'-b6l G-be }, G € G".

Tehat egy fejleszt6 it szomszédos grafok olyan sorozata, ahol az egyik grafrél a szom-
szédos grafra 1épés a viltozast jelentd éllel osszekotott jatékosok egyéni érdekeinek ko-
vetkezménye. Vegyiik észre, hogy egy él (kapcsolat) torléséhez tetsz6leges érintett jatékos
egyediil is elegendd, mig egy 1j €l (kapcsolat) 1étesitéshez mindkét érintett fél beleegyezése
sziikséges.
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10. Definici6. Legyen v € 4V egy értékfiiggvény, és w a GV x 9V halmazon értelmezett
megoldds. Ekkor a hdldzatok egy C C GV halmaza (W, v)-kor, ha tetszdleges G,G' € C grdf
kozott van (y,v)-fejlesztd uit.

Egy (y,v)-kor maximdlis, ha nem valddi részhalmaza egy mdsik (y,v)-kornek, illetve,
egy (W, v)-kor zdrt, ha nem vezet ki belble (y,v)-fejlesztd iit.

Magyaran szdlva a kor a halézatok egy olyan halmaza, ahol tetszdleges hdl6zatbdl tet-
szbleges haldzatba el lehet jutni fejlesztd dton keresztiil. Egy kor maximaélis, ha nem része
mads kornek, illetve, zart, ha nem vezet ki belSle fejlesztd tt. Vilagos, hogy minden zart kor
maximalis.

A kovetkezd segédtétel a modelliink végességének egyik kozvetlen kovetkezményét fo-
galmazza meg.

1. Segédtétel. Legyen v € GV egy értékfiiggvény, és w, a G¥ x 4"V halmazon értelmezett
megoldds. Ekkor, van legaldbb egy pdrosan (y,v)-stabil hdlézat vagy legaldbb egy zdrt
(y,v)-kor.

2.3. A sztochasztikus modell

A sztochasztikus halézat-kialakuldsi modellekben nem determinisztikusan torténik meg
a hélozat kialakuldsa, formal6dasa, tehat nem csak az el8z6 alfejezetben ismertetett fejlesztd
utak mentén torténhet valtozas, hanem valamilyen pozitiv valdsziniiséggel megtorténhet,
hogy olyan él alakul ki, amely nem érdeke egyik jatékosnak sem, vagy olyan €l marad meg,
amely nem j6 valamelyikiiknek.

Az ilyen hibdk teszik azt lehet6vé, hogy a hal6zat-alakulds ne ragadjon be egy lokalis
optimumba, hanem abbdl tovabblendiilve, esetleg eljusson az abszolit optimumig. Ebben
az esetben azonban, szemben a determinisztikus modellel, fontos lehet, hogy melyik éle-
ket vizsgédljuk. Ezért feltessziik, hogy az éleket egy olyan eloszlds szerint vdlasztjuk, ahol
minden él pozitiv valdszinliséggel szerepel. Feltessziik tovabbd, hogy az él sorsa az érintett
jatékosok dontésétol fiigg, de csak € > 0 hibaval, azaz barmi is az érintett jatékosok dontése,
az € val6szindséggel nem torténik meg.

A fentiek kovetkezménye, hogy a sztochasztikus modellben valdjdban egy Markov-
lancunk van, ahol az egyes dllapotok az egyes haldzatok, a nem szomszédos grafok kozott az
atmenetvaldszintiség nulla, mig szomszédos hédlézatok kozott az dtmenetvaldszintiség fiigg
attol (is), hogy a valtozas egybeesik-e az érintettek egyéni érdekével, vagy ellentétes azzal.

1. Példa. Legyen V = {1,2,3} a jatékosok halmaza v(@) = 0, minden mds G’ hdlézat eseté-
ben legyen v(G') = 1, a y megoldds pedig legyen az egalitaridnus szétosztds, azaz mindenki
egyenlden részesedik a hdl6zat értékébdl, és minden élt ugyanazzal a valészintiséggel vizs-
galunk. Ekkor az dtmenetvaldszintiségek matrixa (sordllapotbdl oszlopallapotot mutatva) a
kovetkez6:
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llapotok | @ {12} {13} {23} {12,13} {12,23} {13,23} {12,13,23}
0 3 1/3—-¢ 1/3—¢ 1/3—¢ 0 0 0 0
{12} e 1-3¢ 0 0 € € 0 0
{13} € 0 1-3¢ 0 € 0 € 0
{23} € 0 0 1-3¢ 0 € € 0
{12,13} | 0 1/2—¢ 1/2—¢ 0 € 0 0 €
{1223} | 0 1/2—¢ 0 1/2—¢ 0 2¢ 0 €
{13,23} | © 0 1/2—¢ 1/2—¢ 0 0 € €

{12,13,23}| © 0 0 0 € € € 1-3¢

A modell specidlis tulajdonsédgai biztositjak, hogy a megfelelé6 Markov-lancoknak egyet-
len staciondrius dllapotuk (eloszldsuk) van. Az £-nal nulldhoz tartva a staciondrius eloszla-
sok konvergdlnak, a hatdrértékiik az un. staciondrius hatareloszlas.

11. Definici6. Legyen v € 4V egy értékfiiggvény, és w a GV x 9V halmazon értelmezett
megoldds. Ekkor a G € GV grdf sztochasztikusan stabil, ha G pozitiv valésziniiséggel sze-
repel a staciondrius hatdreloszldsban.

A sztochasztikusan stabil hdlézatok tehat azok, amelyeket a staciondrius hatdreloszlds
pozitiv valdszintséggel latogat meg.

12. Definici6. Legyen v € 4V egy értékfiiggvény, w a G¥ x 4V halmazon értelmezett
megoldds, és P = (G1,Ga,...,G,) hdlézatok olyan rendezett halmaza, hogy Gy és Gyiq
grdfok szomszédosak, k = 1,2,....n— 1. Ekkor a P 1t ellendlldsa a kivetkezd: R(P) =
Y1 1(Gy, Giyr), ahol

0, ha Gy € IP(Giy1)

1(Gi, Gierr) = { 1 kiilonben

Tovdbbd, legyen R(G',G) = miNp (y ) fejtes:is it G -bit G-be R(P), €s legyen R(G,G) = 0.

Magyaran szélva egy 1t ellendlldsa a rajta 1évé nem fejlesztd 1épések Osszege. Minél
nagyobb az ellendllds, anndl tobb nem fejleszts 1épés kell az 1t bejarasdhoz. Természetes
mdédon tudunk definidlni a hdlézatok kozott tdvolsdgot az ellendllds segitségével (R(-,-)),
amely két halézat ellendlldssal kifejezett tdvolsdgat adja meg.

13. Definicié. Legyen G € G egy hdldzat. Ekkor a G-fa egy olyan irdnyitott grdf, ahol a
csticsok a GV elemei (hdlézatok), és minden G' € G¥ \ {G} hdlézathoz egyértelmiien létezik
egy G'-bél G-be vezetd irdnyitott it. Legyen tovdbbd T (G) a G-fdk osztdlya.

A G-fik és T(G) segitségével ,,0sszegyijthetjiik” az 6sszes G-be vezets utat.
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14. Definici6. Legyen v € 4V egy értékfiiggvény, w a G¥ x 4V halmazon értelmezett meg-
oldds és G € GV tetszdleges hdldzat. Ekkor a G hilézat ellendlldsa a kovetkezd: R(G) =
minger Gy Lagrer R(G',G"), ahol G'G" € T azt jelenti, hogy a T G-fdban benne van a
G'G" irdnyitott él.

Tehat egy hdldzat ellendlldsa a minimadlis Osszellenalldsi G-fa Osszellendlldsa.
Miel6tt kimondjuk ennek a résznek a f6 eredményét, két segédtételt mutatunk be.

2. Segédtétel. Legyen v e 4V egy értékfiiggvény, w a GV x 4V halmazon értelmezett meg-
oldds és G,G' € GV két tetszbleges hdlézat. Ha G' € IPy, ,)(G) és G & IPy, ,\(G'), akkor
R(G) < R(G"), ha rdaddsul G pdrosan (y,v)-stabil vagy eleme egy zdrt (y,v)-kirnek, ak-
kor R(G) < R(G"). Tehdt ha G sztochasztikusan stabil, akkor vagy pdrosan (W,v)-stabil,
vagy eleme egy zdrt (y,v)-kirnek. Tovdbbd, ha egy zdrt (W, v)-kirnek egy eleme sztochasz-
tikusan stabil, akkor minden hdldzat az adott zdrt (Y, v)-kérben sztochasztikusan stabil.

A fenti segédtétel azt mondja, hogy ha a G halézat ,,jobb”, mint a G’ hdlézat, azaz G'-bdl
vezet fejlesztd ut G-be, de G-bdl nem vezet fejlesztd Gt G'-be, akkor a G hdlézat ellenéllasa
nem lehet nagyobb, mint a G’ hédlézat ellenélldsa. Rdaddsul ha G-nél nincs ,,jobb” hélézat,
akkor a reléci6 szigord.

A maésodik segédtételhez sziikségiink van egy 4j fogalomra, a korldtozott G-fa fogalmdra.

15. Definicio. Legyen v € 9V egy értékfiiggvény, v, a G¥ x 4" halmazon értelmezett meg-
oldds, és G € GV tetszdleges hdlozat. A (y,v)-korldtozott G-fa egy olyan irdnyitott grdf,
ahol a csiicsok a G hdldzat, a pdros (W, v)-stabil hdlézatok és a zdrt (y,v)-korik elemei,
és minden nem G csiicsbol egyetlen irdnyitott iit vezet G-be. Jelolje RTy ) (G) a (y,v)-
korldtozott G-fak halmazdt.

A korlatozott G-fa egy olyan G-fa, amibdl a ,,nem fontos” csticsokat (halézatokat) ki-
hagytuk, és csak a ,,fontosakra” korldtozzuk a figyelmiinket.

3. Segédtétel. Legyenv e 9V egy értékfiiggvény, w, a G¥ x 4V halmazon értelmezett meg-
oldds, és G € GV tetszdleges hdldzat. Ekkor R(G) = ming¢ RTy0)(G) EG'GreT R(G',G").

A fenti segédtétel azt mondja, hogy egy G hdlézat ellendlldsdnak szdmitdsakor elég a
korlatozott G-fakra koncentralnunk.

vy)

Befejezésiil, kimondjuk ennek a résznek a f6 eredményét. A tétel 6sszekapcsolja a szto-
chasztikus stabilitds és az ellendllds fogalmat.

2. Tétel (Jackson és Watts, 2002). Egy G € GV hdldzat pontosan akkor sztochasztikus sta-
bil, ha R(G) < R(G'), G' € GV.
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3. Alkalmazasok

Az aldbbiakban 6t olyan cikket mutatunk be, amelyek a kozgazdasigtan egy specidlis
teriiletén, a pénziigyekben alkalmazzdk a hal6zatelméletet.

3.1. Osszefonodo pénziigyi rendszerek

Hal6zatelméleti modellezést alkalmaz Zawadowski (2011) annak vizsgdlatdra, hogy a
bankok milyen médon fedezik partnerkockazatukat, valamint ezen dontésiik hogyan hat a
rendszer stabilitdsdra.

A cikk egy harom id6szakos jatékelméleti modellt 4llit fel, amelyben n piac és n bankar
szerepel egy koron elhelyezkedve. Az i-edik bankar 1étrehozhat egy bankot az i-edik piacon,
ahol a bankok a t = 0 periédusban befektethetnek egy redleszkozbe, amely a r = 2-ben egy
kockazatos kifizetést biztosit a szamukra. A jatékosok (bankarok) tipusa a sajét, valamint a
koron velitk szomszédos bank hozamadt is befolydsolja. Minden egyes banknak lehet6sége
van a befektetés t = 1-ben torténd likvidalasara, a sikeres befektetésért jarénal alacsonyabb
hozamért. A bankok a modellben a beruhazast két médon finanszirozhatjak, hosszu (2 pe-
riédus), vagy rovid (1 periddus) lejaratu hitellel. Ez utébbit a # = 1 id6pontban tovabb kell
gorgetni, igy ilyen esetben van lehet6ség a befektetés idokozi likvidaldsara.

A modellben a bizonytalansdg hdrom tényez6bdl fakad. Az els6, hogy mint mar emli-
tésre keriilt, a befektetések hozama fiigg a bank és a szomszédos bank tipusatdl, valamint
a projekt sikerétSl. A projekt sikeréhez sziikséges, hogy az adott bankot tulajdonlé bankar
mindkét periddusban végezzen legalabb egységnyi munkat (ennek értéke O vagy 1 lehet),
azonban, hogy ezt megtette-e, az mds jatékosok szdmdara nem ismert. Tovdbb4d a jaték sordn
adott és mindenki szdmdra ismert p valdszinlséggel vagy j6 vagy rossz vildgéallapot ko-
vetkezik be. El6bbi esetben minden projekt, ahol a bankar elvégezte a megfeleld mértékd
munkat, sikeres lesz, mig ut6bbi esetben egyetlen projekt ennek ellenére is elbukik.

A bankok kockazatuk kezelésére vasdarolhatnak biztositast a kifizetésiiket befolydsold
szomszédos partnerbankjaik csddje esetére, vagy ennek alternativdjaként OTC iigyleteket
kothetnek, ezéltal fedezve a kockdzatot. Az ligylet megkdtésének feltétele, hogy mindkét
fél részt kivanjon venni abban. A halézati struktdra kialakuldsahoz, azaz a jaték egyensu-
lyanak definidlasahoz tehat Jackson és Wolinsky (1996) modelljét, az ott bevezetett parosan
stabilitds (3. definici6) fogalmat hasznélja a cikk.

A szerz a cikkben megmutatja, hogy csddbiztositds vasarlasa egy tirsadalmilag op-
timalis kimenet lenne, ugyanakkor egyenstilyban a bankok inkdbb az OTC piacon torténd,
megfeleld tékekovetelmények nélkiili fedezést, valamint a rovid tavd finanszirozast valaszt-
jak. A jaték egyensilya tehat tarsadalmilag nem hatékony és pozitiv valdszintiséget enged a
rendszer 6sszeomldsanak. A szerzd ezen eredménye 6sszhangban 4ll azzal a ténnyel, hogy a
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nagy és megbizhat6nak vélt piaci szerepl6k nem igényelnek jelentSsebb letéteket egymastol
OTC ugyleteik fedezeteként.

A cikk egy numerikus példat, valamint az eredmények lehetséges okait, tovibba az el-
mult évek valsdgahoz vald kapcsolatit kovetGena modell szabdlyoz6i oldal szdmara l1énye-
ges kovetkeztetéseit mutatja be. A szerzd megmutatja, hogy egy tarsadalmilag optimalis
egyensuly elérhetd, példaul az OTC iigyletek megfeleld megaddztatasdval, vagy ezen tigy-
letek kliringelésének kozpontositdsaval.

3.2. A rendszerkockdzat vizsgdlata pénzintézetek halozatdn

Allen et al. (2010) egy Zawadowski (2011) 4ltal haszndlthoz hasonlé modellen vizs-
galja azt a valsag kapcsan meglehetGsen fontossa valt kérdést, vajon a bankok torekvése
portfélidik diverzifikdlasara és igy kockazataik csokkentésére hogyan befolyasolja a rend-
szerkockézatot, azaz annak valészinliségét, hogy egy a rendszerre haté negativ esemény,
vagy fert6zési folyamat kovetkeztében szamos intézmény csddbe jut. A CDS-ek és egyéb
hitelderivativak segitségével a bankok diverzifikdlni tudtdk portféli6jukat, ugyanakkor el-
terjedésiik nyomdn az egyes bankok portf6liéi egyre inkabb hasonléva viltak. fgy annak
a valészintisége is megndtt, hogy egy adott intézmény csddje esetén a tobbi is bajba ke-
riil, aminek pedig kiilondsen nagy a jelentdsége egy olyan kornyezetben, ahol a bankok
eszkozei jellemz6en hosszd, mig forrdsaik rovid lejaratiak, ugyanis egyetlen bankkal kap-
csolatos rossz hir érkezése forrdsaik kivondsara dsztonozheti a befektetSket a tobbi bankbol
is. A szerzOk ezt az elméletet tdmasztjak ald két leegyszertisitett modell segitségével.

A modellek a halézatok Jackson és Wolinsky (1996) altal definialt parosan stabil (3. de-
finicid) tulajdonsédgara épiilnek. Felépitésiik a kovetkezd: a pénzintézetek eszkozeiket pro-
jektek finanszirozdsdra haszndljdk. Alaphelyzetben minden pénzintézet csak egy projek-
tet finansziroz, azonban kockdzataik diverzifikdldsa érdekében a pénzintézetek ,.elcserélik”
egymdssal projektjeik meghatarozott részét, igy portfoligjukban végiil tobbféle befektetés
szerepel. Mivel feltevés szerint az egyes befektetések hozamai fiiggetlenek, ez csokkenti a
kockdzatot. A pénzintézetek haldzata tehat a projektek cseréje révén alakul ki. Ugyanakkor
a projektek cseréjének c ,,due diligence” koltsége van, mivel a bankok csak sajat projekt-
jeiket ismerik, a tobbi projekt megismerése koltséges. A rendszerben minddssze hat bank
szerepel, i = 1,2...6. A bankok forrdsait a kontinuum szdmossdgu, elhanyagolhaté méretii
befektetd biztositja, két peridduson keresztiil (f = 0,1,2). Hasonléan Zawadowski (2011)
modelljéhez, a finanszirozas itt is hosszu, illetve rovid tavu is lehet, ez jelenti a kiilonbséget
a cikkben alkalmazott két modell kozott. Az elsében a bankok forrdsai hosszu taviiak, azaz
a befektetdk két periddusra fektetik be pénziiket, a masodikban viszont a finanszirozds ro-
vid tavu, csak egy periédusra biztositott, a bankoknak a t = 1 id6pontban meg kell djitaniuk
forrasaikat.
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Az egyszeriibb, hosszi tdvid modellben tehat a finanszirozasrdl a r = 0 idSpontban don-
tenek a befektetdk, és befektetésiik két periddussal késébb, a + = 2 id6pontban jar le. Az
egyes befektetések két periddus alatti hozamdt a 8; = {Ry, Ry} valészintiségi vdltozé irja
le, ahol mindkét hozam p = 1 — p = 1/2 valdszintiséggel realizdlédik. A befektet6k mini-
malis hozamelvdrdsa rogzitett, ry, €s csak abban az esetben fektetik be pénziiket, ha varhat6
hozamuk eléri ezt az elvart szintet. A bankok ezt csak abban az esetben tudjik kifizetni,
amennyiben a befektetés magas hozamot (Ry) generdl. Ekkor a bank nyeresége Ry — r,
ahol r a befektetSknek igért hozam, » > r,. Egyébként a bank csGdbe megy, a befektets az
Ry hozam o szdzalékat kapja, (1 — o)R;, pedig a csdd koltsége.

A bankok, kockdzatuk csokkentése érdekében elcserélik egymads kozott befektetéseik bi-
zonyos hanyadat. A csere mindig kolcsonos, azaz a halézatot leiré graf irdnyitatlan. Azt,
hogy az egyes bankok hany kapcsolatot 1étesitenek, a halézat egyensulyi voltdbdl vezetik le
a szerzOk, melyet a Jackson és Wolinsky (1996) dltal definidlt parosan stabil (3. definicid)
fogalommal definidlnak. A cikkben a c ,,due diligence” koltség ugy keriil meghatdrozasra,
hogy egyensilyban minden bank pontosan két kapcsolat 1étesitsen. Ilyen feltételek mellett
kétféle halozat alakulhat ki: egy kor, amely mind a hat bankot tartalmazza, vagy két kor, me-
lyek egyarant harom-harom bankbdl dllnak. A modellben az utébbi lesz a klaszterez6dott,
el6bbi pedig a nem klaszterez6dott hildzat.

A szerzOk a rendszer ,,joléte” alatt a bankok varhat6 profitjdnak és a befektet6k var-
hat6 hozaménak az dsszegét tekintik, €és megmutatjdk, hogy a hosszi tdvi modellben (tehét
amikor a befektetSk két periddusra fektetik be pénziiket) a jolét a két lehetséges haldzat-
ban megegyezik. Mivel minden egyes bank portféli6jdban harom befektetés szerepel, és
feltevés szerint egy bank csak abban az esetben megy csédbe, ha minden, a portféli6jaban
taldlhat6 befektetés az alacsonyabb R;, hozamot hozza, a két hdl6zat kockdzati szempontbdl
sem kiilonbozik.

A hosszi tavd modell vizsgélata utdn a szerz6k megvizsgaljak a rendszerkockazat és a
jolét alakuldsat rovid tavi finanszirozas esetén is. Ekkor a bankok tovédbbra is két periddusra
ruhdznak be, a befektetk azonban a t = 1 id6pontban dontenek arrél, hogy megujitjak-e be-
fektetéseiket. Dontésiiket egy a t = 1 id6pontban megismert val6szintiségi valtozo (,,hir”),
S = {G, B} alapjdn hozzdk meg, ahol G azt jelzi, hogy minden bank szolvens lesz a méso-
dik periédus végén, B pedig azt, hogy legaldbb egy bank csédbe megy, azt azonban nem
tudni, hogy melyik lesz, illetve melyek lesznek ezek. A befektetSk + = 1-ben eldontik, hogy
felveszik-e az addigi hozamot, vagy meghosszabbitjdk a befektetést egy évvel. Ha a ban-
kok nem tudjak forrasaikat megujitani, a t = 1 idGpontban felszdmolasra keriilnek, melynek
eredményeként a befektet6k megkapjak a szdmukra {gért hozamot, a bankoknak viszont
nem marad semmi. Amennyiben a bankoknak sikeriil forrdsaikat megujitani, a méasodik
periédus végén — az elsé modellhez hasonléan — vagy cs6dbe mennek, vagy kifizetik befek-
tetdiknek az igért hozamot, a befektetésekbdl szarmazé tobblet pedig a profitjuk.

A rovid tdvd modellben azonban mér szdmitani fog, hogy a két lehetséges haldzatti-
pus koziil melyik alakul ki. Ennek oka a kovetkezd: az S valészintiségi valtozé eloszlasa,
igy a forrdsok megujitdsanak val6szintisége a két hal6zatban eltérd. Mivel a magas és az
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alacsony hozam bekovetkezési valGszintisége az egyes projekteknél egyarant 1/2 , a klasz-
terez6dott halézatban B, vagyis annak val6szinlisége, hogy legalabb egy bank csédbe megy
15/64. Ugyanakkor ez a valészintiség a nem klaszteres halézatban jéval magasabb, 25/64.
Ez meglehetSsen egyszerlien levezethetd, aminek az oka az, hogy az els6 hdlézatban a két
koron beliil a bankok egyszerre mennek csédbe vagy maradnak szolvensek, hiszen a kdron
beliil minden banknak megegyezik a portféli6ja. A masodik halézatban azonban a portf6-
lick minden egyes bank esetén kiilonbozoek, igy itt az is lehetséges, hogy csak egy vagy
két bank lesz inszolvens. Ugyanakkor, a modell specidlis feltevései miatt pont ebben a hé-
16zatban lesz nagyobb a rossz jel, B, igy a forrdsok meg nem ujitdsdnak a valdszindsége.
A szerzOk tehat arra mutatnak ra, hogy amennyiben a forrasok megijitdsa nem biztositott —
ahogyan ez a valdsagban is jellemz6 —, a rendszerkockazat nagyban fiigg a halézat struktu-
rdjatdl. A klaszterez6dés a modell feltevései mellett csokkenti a rendszerkockazatot, joléti
hatdsa azonban mar nem egyértelmii. Ezt vizsgdlva a szerz&k azt taldljak, hogy az a cs6d
koltségétol, vagyis az o egyiitthaté nagysagatdl fiigg, és 1étezik olyan tartomdny is, ahol a
klaszterez6dott, és olyan is, ahol a nem klaszterez&dott hdlézatban nagyobb a jolét, valamint
olyan eset is el6fordul, ahol a ketté megegyezik.

A cikkben bemutatott modellek specidlis feltételek mellett mutatjak be, hogy a pénz-
igyi intézmények halézatdnak struktdrdja hogyan hat a teljes rendszer kockdzatdra. Bar a
modellek valéban meglehetdsen leegyszeriisitettek, és a rovid tdvid modellben az S jel in-
terpretacidja sem kézenfekvo, tgy gondoljuk, a cikk hozzdjaruldsa jelent6s az elméleti és
az empirikus irodalom 6sszekapcsoldsahoz.

3.3. Pénziigyi hdlozatok: egyensiilyozds diverzifikdcio és fertozés kozott

Elliott et al. (2011) folyamatban 1évé munkatanulménya az el6z6 fejezethez hasonld
kérdéseket vizsgdl. Minél inkdbb diverzifikdlnak (egymadst tulajdonoljdk) a bankok, anndl
nagyobb az esélye a bed6lések tovabbterjedésének, a fertézésnek. Modelljiikben alaposan
megvizsgaljadk annak a kovetkezményét, hogy a bankok értéke nem folytonosan véltozik.
Ha eszkozeinek értéke egy bizonyos szint ald esik, akkor ugyanis beddl a bank, ami tovabbi
hatdssal lehet a tobbi bankra. Modelljiik a kovetkezd.

Tegyiik fel, hogy van n bank, az i-edik bank értékét jelolje x;. A bankok kiilénb6z6 pénz-
iigyi eszkozokbe (zx,k € {1,...,K}) és egymds részvényeibe fektethetnek. Az i-edik bank
a k-adik eszkodz Dy < 1 részét, a j-edik banknak pedig a C;; részét birtokolja (akdr azok
részvényein, hitelein vagy CDS-ein keresztiil).

Ha az i-edik bank értéke egy x; kiiszob ald esik, akkor az csédbe megy és f3; cs6dkoltséget
szenved el. Az i-edik bank értéke tehat igy irhat6 le:

X = ZCinj—ZCjixi-f—ZDika—ﬁi’ Ly<x;, 3)
i#i i#i K
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ahol f3; a nem folytonos cs6dkoltség, amely akkor jelentkezik, ha az i-edik bank értéke x;
ald esik.
A (3) egyenlet matrix formdban gy {rhat6 fel:

x=(C—C)x—(I—-C)x+Dz—B(x), 4)

ahol C n x n-es métrix, C az 4tléjdban a C;; elemeket tartalmazza (egyébként nulldt), D
pedig n x K-s matrix, elemei a D ardnyok, és a 3(x) vektor i-edik eleme f3; - 1,;<,,. Ekkor
(4) megoldasa:

x=(2—C)" (Dz— B (x)). )

Mivel (5) egy fixpont-feltétel, ezért tobb megoldasa is lehet. El6fordulhat, hogy az egyik
megolddsban az i-edik bank csédbe megy, a masikban pedig nem, mégis konzisztensek
a bankok értékei. Ez a tobbszoros egyensuly arra hivja fel a figyelmet, hogy fontosak a
befektet6k varakozdsai €s lehetségesek a bankrohamok.

Elliott et al. (2011) megjegyzik, hogy az (5)-beli csédkorlatokat egy olyan halézati mé-
r6szam ragadja meg, amely kapcsolddik a sajatérték centralitishoz (eigenvector centrality).
Az is kijon a modelljiikb6l, hogy ha a bankok nagyobb ardnyban birtokoljdk egymast, akkor
nd a kockdzatmegosztds, kivéve amikor a csédkorldtokba iitkoznek. Egy példan bemutat-
jék, hogy ha a fert6zések veszélyét is figyelembe vessziik, akkor a hatékony birtokl4si ardny
kisebb, vagyis atvaltds van a diverzifikaci6 és a fert6zés kozott.

3.4. Kockdzatmegosztds hdlozatokban

Bramoullé és Kranton (2007) a kockdzatmegosztas-fertézés parosbdl az elsére koncent-
ralnak. A szocioldgiai kiindulépontu cikk alanyai olyan haztartasok, amelyek elfelezik a jo-
vbbeli, bizonytalan egyiittes jovedelmiiket, igy informadlis biztositdst nydjtanak egymdsnak.
Jellemz&en a fejl6dd orszagok falvainak rokoni-baréti kapcsolatait vizsgaljak ilyen mod-
szerekkel, de elképzelhetd, hogy ez a modell hasznélhaté olyan helyzetben is, amikor t5bb
biztosité egyiittesen biztosit egy nagyobb véllalatot.

A szocioldgiai példandl maradva a szerz6k felteszik, hogy nincsenek formalis biztosi-
tasok, és egyszerre csak két fél tud olyan informdlis megéallapoddst kotni, hogy az alap-
jan elfelezzék a jovobeli, bizonytalan egyiittes jovedelmiiket. A megallapodasokat a felek
automatikusan betartjak (mert példaul hdzassag jott létre a két haztartds kozott), de azok
koltségesek (példaul az eskiivé explicit és implicit koltségei). Modelljiik a kovetkezd.

Az egyének halmazit jeloljiik V-vel, a koztiik 16vG éleket E-vel. A tdrsadalomban v = |V |
egyén van, akik kockdzatkeriiléek és bizonytalan a jovdbeli jovedelmiik. Az i-edik egyén
jovedelmét az y; valdsziniiségi véltozo irja le, a jovedelmek fiiggetlenek és azonos eloszla-
stiak, y varhat6 értékkel és o variancidval. Tekintsiik az egyének egy G = (V, E) hélézatit.

7

Ahogy mar emlitettiik, két egyén csak akkor adhat egymdasnak pénzt, ha el6z6leg megélla-
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podtak, vagyis van koztiik él. Az él Iétrehozdsanak koltsége fejenként ¢ > 0. Az alapmodell-
ben a megallapodott felek egyenléen osztoznak jovedelmiikon, és a paros megéllapodasok
ellenére annyiszor osztozkodnak, amig a keletkezett G = (V,E) graf adott komponensében
mindenkinek azonos nem lesz a jovedelme. Ha egy komponensben s egyén van 6sszekotve,
akkor egyéni vérhaté hasznossdg fiiggvényiik u(s), ahol a szerzdk felteszik, hogy minden
s-re

u(s+1)>u(s)ésu(s+2)—u(s+1) <u(s+1)—u(s), (6)

vagyis minél tobben osztoznak a bizonytalan jovedelem kockdzatan, anndl nagyobb lesz az
egy fore juté hasznossag, de a Iétszamnovekedésbdl eredd hatarhaszon szigortian csokkend.

Jelolje s;(G),i=1,...,k, a G gréf i-edik komponensének nagysdgat (csticsainak szamadt),
gij»1,j=1,...,v pedig legyen 1, ha i és j kozott van él (megdllapodds), egyébként legyen
nulla. Ekkor a komponens additiv (7. definici6) értékel6fiiggvény a kovetkezo:

v

5(Gul(si(G)) —czov:lgi,% )

1 i=1j

-

v(G) =

1

vagyis a felek az 6sszes varhat6 hasznossagon és a mindenki éltal fizetett ¢ koltségen osztoz-
kodnak. A komponensen beliili egyenld osztozkodds miatt a y : I'V x 4V — RY megoldds
az i-edik egyénnek a kovetkez6t adja:

vi=u(s;(G)) —c ) gij, (®)
i

ahol az i-edik egyén az /-edik komponensben van és megkapja a varhaté hasznossigat,
valamint kifizeti a bel6le kifut6 élek koltségét.

A pdrosan stabil (3. definici6) grafok definidldsa utdn a szerzdk belatjak, hogy (Ibid.,
Proposition 3) ha van pdrosan stabil graf, akkor annak minden komponense a lehetd legke-
vesebb éllel kapcsolddik (s;(G) — 1). Ugyanakkor megjegyzik, hogy el6fordulhatnak olyan
c1 > ¢ > c3 koltségek, amelyeknél ¢ €s c3 esetén van parosan stabil graf, ¢, esetén viszont
nincs. A koltségek csokkentésének ugyanis kettds hatdsa van. Egyrészt, olcsobb egy perifé-
rikus egyénnel (akinek még nincs éle) élt kialakitani, ami noveli a legnagyobb komponens
nagysagdit. Masrészt, két komponens kozott is olcsébb kapcesolatot 1étesiteni, ami csokkenti
a kisebb komponens(ek) maximalis nagysagat. Végiil a statikus elemzést azzal zarjak, hogy
ramutatnak a stabilitds és a hatékonysdg kozotti szokdsos ellentétre (az 1. tétel szellemében).

Bramoullé és Kranton (2007) a dinamikus modellben a fejlesztd ut (9. definicid) és a
kor (10. definicid) definidldsa utdn beldtja, hogy (Ibid., Proposition 5) ha van a modell-
ben parosan stabil hélézat, akkor nincsenek zart korok, valamint (Ibid., Proposition 6) ha
nincs péarosan stabil halézat, akkor van egy egyértelmi C kor, a lehetd legkevesebb éllel
Osszekotve. A sztochasztikus modellt a szerz&k nem vizsgaljdk, ehelyett két masik modell-
véltozatot vizsgdlnak. Az egyikben az egyének kompenzdlhatak az élek 1étrehozdsa miatt
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(Bloch és Jackson (2007) szellemében), a masikban az élkoltséget jovedelemnek tekintik az
egyének.

Tovébbi kutatasi iranyként megemlitik, hogy ha a paros kockédzatelosztds nem végtelen-
szer torténik meg, akkor nem lesz egyenletes a komponenseken beliili jovedelemelosztas,
igy szamit, hogy ki hol foglal helyet a hidl6zatban. Az is bonyolithatja a helyzetet, ha va-
lamennyi jovedelem elfogyaszthatd, miel6tt az egyének segitenck egymasnak. Ezekben az
esetekben mar azt varjak a szerzdk, hogy (a biztonsag kedvéért) a minimalisnal tobb €l is
lesz egy parosan stabil hdlézatban.

3.5. A vildg tézsdéinek rangsoroldsa hdlozatelméleti keretek kozott

Cetorelli és Peristiani (2009) a tdrsadalmi hdlézatok vizsgdlatdnak mdédszertandt alkal-
mazzak arra, hogy elemezzék a vilag egyes t6zsdéinek fontossagat, és a nemzetkozi pénz-
iigyi halézatban betoltott szerepét. Bar a szerz6k nem haszndlnak szofisztikdltabb model-
leket, a cikk jol példazza, hogy miként alkalmazhaté a tarsadalmi hal6zatok elemzésének
eszkdzrendszere a pénziigyekben. Kozismert, hogy az Amerikai Egyesiilt Allamokban mii-
kodo t6zsdék a vilag tékepiacainak kozpontjat jelentik. Ugyanakkor a kozelmultban egyre
tobbet hallani az amerikai t6zsdék jelentSségének csokkenésérdl, példaul az eurdpai egysé-
ges piac létrejottének, vagy a kinai gazdasag liberalizalasanak koszonhetSen. A szerzék a
cikkben 45 t6zsdét vetnek Ossze a tarsadalmi halézatok elemzésének eszkozeivel. A vizs-
gdlat a kibocsatott IPO-k volumene, vagyis az elsd nyilvanos részvénykibocsitdsok soran
bevont téke nagysaga alapjan torténik, 1990 és 2006 kozotti adatok felhasznalasaval.

A cikk harom, a tirsadalmi halézatok elemzésében jol ismert mérészam alapjan veti
Ossze a kiilonbozé orszagokban miikods tézsdéket. Az elsé a fok centralitas (,,degree cent-
rality”’), melyet a befok (,,in-degree”) és a kifok (,,out-degree’”) mértékekkel mérnek a szer-
z0k, ahol az eldbbi az adott té6zsdén kiilfoldi vallalatok altal kibocsatott IPO-k volumenét,
utébbi pedig azokét jelenti, amelyeket az adott orszagban miikodd véllalatok kiilfoldi t6zs-
dékre vittek. A hal6zatot métrix formdban felirva jeldlje az N x N-es mitrix x;; celldja az i
orszagban bejegyzett véllalatok j orszag t6zsdéjén kibocsatott IPO-inak a volumenét. Ekkor
a befok mutaté egyszertien P (n;) = Yz Xji» a kifok pedig Pg" (n;) = ¥+ xij, ahol i-vel a
halézat csomOpontjait, azaz az egyes t6zsdéket jeloljiikk. A koztesség index (,,betweenness
index”) a t6zsdék kozvetitd szerepének fontossagat vizsgéalja. A fenti matrixreprezentacio
mellett azt szdmszerisiti, hogy barmely két n; és n; t6zsde kozotti dsszes lehetséges titvonal
(IPO dramlas), mekkora m j; hdnyada halad 4t a vizsgalt n; t6zsdén, m j(n;). Ezt 6sszegezve
minden j-re és k-ra, megkapjuk n; koztesség indexét: P,(n;) = X ; Y omji(n;) /m ji.. Az utolsé
és talan legfontosabb vizsgdlt mutaté a presztizs index (,,prestige index”), amely a t&zsdé-
ket azok halézatban betoltott szerepe, fontossdga alapjan rangsorolja. Egy adott t6zsdének
anndl magasabb a presztizs indexe, minél tobb orszdg vallalatai valasztjak azt IPO kibo-
csatasuk helyszinéiil, illetve minél magasabb presztizs indexszel rendelkez6 orszagokbodl
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érkeznek ezek a villalatok. A presztizs indexeket igy egy N egyenletbdl all6 és N ismeret-
lent tartalmazé egyenletrendszer megoldasa adja.

A szerzOk azt taldljak, hogy bar az egyszeri aggregalt volumeneket szdmszerisitd befok
és kifok mutatok alapjan az Egyesiilt Allamok t6zsdéinek vezet$ szerepe valéban megkér-
dgjelezhetdvé valt 2006-ra (a befok mutatd alapjan a német és hongkongi tézsde is meg-
el6zte), a hdlézat struktirajat jobban megragadé koztesség és presztizs indexek alapjan az
USA tézsdéinek vezetd szerepe tovabbra is megkérddjelezhetetlen.
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Elfogadhaté inkonzisztenciaja paros osszehasonlitas
matrixokkal kapcsolatos konvexitasi tulajdonsagok
és azok alkalmazasai

Bozoki Sandor, Fiilop Janos, Poesz Attila

Kivonat

A péaros 0sszehasonlitds matrixokat harom és fél évtizede ismerik és alkalmazzdk a dontés-
hozok preferencidjdnak szamszer(sitésére, jellemzden a tobbszemponti dontéshozatalban.
A gyakorlati problémdkban a dontéshozé altal kitoltott matrixban eléfordulhatnak kisebb-
nagyobb ellentmondésok, ezek jelenlétét és stilyossagat kiilonbzé médon definilt inkon-
zisztencia indexek mérik. A dolgozatban az inkonzisztencia indexek egy altaldnos osz-
talyara vonatkozé kérdést vizsgalunk: adott inkonzisztencia index és elfogadasi szint esetén
mi a dontéshoz6 dltal megadott matrixban azon elemek minimalis szdma, amelyek (és recip-
rokaik) megvaltoztatdsaval a matrix elfogadhaté inkonzisztencidjiva tehetd. Megmutatjuk,
hogy a kérdés megvélaszolasa egy nemlinedris vegyes-diszkrét optimalizalasi feladat meg-
oldasara vezet. Két ismert inkonzisztencia indexet részletesebben is megvizsgalunk és egy
szampéldan keresztiil bemutatjuk a javasolt médszer miikodését. Az eljards minden olyan
dontéstamogatd rendszerben alkalmazhatd, amely paros 6sszehasonlitdsokra épiil és lehe-
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tové teszi a dontéshozdval valo interakciot.
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1. Bevezetés

A tobbszempontd dontési feladat célja véges sok alternativa véges sok szempont sze-
rinti rangsoroldsa, esetenként elegend6 az 6sszességében legjobb alternativa kivéalasztasa.
A megoldas soran sziikség van a szempontok fontossdganak szamszer(Gsitésére (silyozd-
sdra) és az alternativak pontozdsara (értékelésére) minden egyes szempont szerint. Csopor-
tos dontési szitudcidkban felmeriilhet még a dontéshozokhoz rendelt szavazoerdk megaddsa
is. A pdros 6sszehasonlitds matrixok (Saaty, 1980) alkalmazhaték mind a hdrom lépésben,
miutdn a dontéshozokat az aldbbi tipusi kérdésekkel szembesitjiik: ,,Két szempontot 6ssze-
hasonlitva melyik a fontosabb és az hanyszor fontosabb? Egy adott szempont szerint 6ssze-
hasonlitva két alternativat melyik a jobb és az hanyszor jobb? Egy adott szempont szerinti
pontozasban hanyszor akkora sillyal vegyiik figyelembe az egyik dontéshozd véleményét,
mint a masikét?”

A paros Osszehasonlitds matrix fogalma jelen kotet egy masik cikkében (Temesi et al.,
2012) is kozponti helyet foglal el.

Az n x n méretll valés A métrix pdros osszehasonlitds mdtrix, ha pozitiv és reciprok, azaz

ajj > 0, (1)
ajj = al,, ()
minden i, j = 1,...,n esetén. Az A paros 6sszehasonlitds matrix konzisztens, ha teljesiti az
ajjaj; = aj 3
tranzitivitasi tulajdonsdgot minden i, j,k = 1,2,...,n esetén. A nem konzisztens matrixokat

inkonzisztensnek nevezziik.
Egy A n x n-es pozitiv métrix esetén legyen A = logA az az n x n-es métrix, amelynek
elemeire
a;j =logaij, iLhj=1,...,n

teljesiil. Ekkor az A paros 6sszehasonlitas matrix pontosan akkor konzisztens, ha
C_lij—Fc_ljk—l—(iki:O, i,j,k=1,...,n. “4)

A (4) homogén linedris egyenletrendszernek eleget tevé A matrixok nyilvan egy linedris
alteret alkotnak R"*"-ben.

Jelolje &2, az n X n-es pdros Osszehasonlitds matrixok halmazat és 6, C &2, a konzisz-
tens matrixok halmazat. Mivel a logaritmizalt térben a (2) reciprocitasi feltételnek az

aij = —dji
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feltétel felel meg, log &2, = {logA | A € &,} az n x n méretdi ferdén szimmetrikus mat-
rixok halmazaval azonos, amely R"*" egy n(n — 1)/2 dimenzids linedris alterét alkotja.
A log%é, = {logA | A € 6,} halmaz a (4)-nek eleget tevG matrixok halmaza, amely-
r6l megmutathatd, hogy R"*" egy n — 1 dimenzids linedris altere (Chu, 1998). Nyilvan
logé, C log .

A val6s élet dontési feladataindl a paros Osszehasonlitds matrixok ritkdn konzisztensek.
A dontési folyamat eredménye szempontjabdl sem mindegy azonban, hogy a dontéshozék
altal megadott sszehasonlitdsok milyen mértékben dllnak 6sszhangban, vagy éppen ellent-
monddsban egymadssal. Sziikség van tehdt olyan mutatéra, amellyel a paros 6sszehasonlitds
matrix esetleges kovetkezetlenségeit, inkonzisztencidjat mérni lehet.

Egy ¢, : &, — R fiiggvényt inkonzisztencia indexnek neveziink, ha ¢,(A) = 0 min-
den konzisztens és ¢,(A) > 0 minden inkonzisztens paros 6sszehasonlitds matrix esetén. A
gyakorlatban haszndlt inkonzisztencia indexek folytonosak, igy a ¢,(A) > 0 érték tobbé-
kevésbé azt is jelzi, hogy az inkonzisztens métrix mennyire tér el egy konzisztenstdl.

Mivel gyakorlati paros 6sszehasonlitds métrixok esetén a konzisztencia nehezen biztosit-
hatd, bizonyos szintli inkonzisztenciat altalaban még elfogadnak a dontéshozok. Ez a gya-
korlatban dgy miikodik, hogy adott ¢, inkonzisztencia indexhez vélasztanak egy ¢, > 0
elfogaddsi szintet, és egy A € &, mitrixot csak akkor tartanak meg tovabbi felhaszndlds
céljdra, ha ¢,(A) < a, teljesiil, kiilonben elvetik azt, vagy tjbol elvégeztetik a paros dssze-
hasonlitdsokat. A métrix kitdltéséhez sziikséges Osszes paros 0sszehasonlitds Gjboli elvég-
zése gyakran iddigényes feladat. Ezért egy eldirt elfogadasi szint feletti inkonzisztencidja
matrix teljes elvetése el6tt érdemes megvizsgélni, hogy van-e esély kevesebb szamu péros
0sszehasonlitds 1jboli elvégzésével elfogadhatd inkonzisztencidjiva tenni a matrixot.

A dolgozatban megmutatjuk, hogy adott A € &, ¢, inkonzisztencia index és a,, elfo-
gadasi szint esetén annak a kérdésnek a megvalaszoldsa, hogy mi az A matrix azon ele-
meinek a minimdlis szdma, amelyek (és reciprokaik) megvaltoztatdsaval elfogadhaté in-
konzisztencidjiva tehet6 a paros 0sszehasonlitds matrix, egy nemlinedris vegyes-diszkrét,
pontosabban vegyes 0-1-es optimalizaldsi feladat megolddsaval elérhet§, amennyiben egy
egyszer( korldtossagi feltétellel éliink. Ha kideriil, hogy viszonylag kevés elem megvaltoz-
tatdsaval elfogadhaté inkonzisztencidjiva teheté a matrix, akkor nem zarhaté ki, hogy a
tobbé-kevésbé konzisztens médon értékeld ennél a néhany elemnél kevésbé volt figyelmes,
esetleg adatrogzitési hiba tortént. Erdemes tehat tjra kiértékelni ezeket az elemeket. Ha az
értékel6 ragaszkodik a kordbbi értékekhez vagy az 1j értékekkel sem érjiik el az elfogadhat6
inkonzisztencia szintjét, akkor ez a megkdozelités nem jart sikerrel, az Osszes paros Ossze-
hasonlitast 1jbdl el kell végezni. Ha azonban a kritikus elemek feliilvizsgdlata utdn kapott
matrix mar elfogadhaté inkonzisztencidju, akkor ezzel folytathatjuk a dontési eljarast.

A fenti vizsgélatokkal kapcsolatban megoldand6 nemlinedris vegyes 0-1-es optimali-
z4lasi feladatokndl elényos, ha a bindris véltozok relaxdldsdaval kapott nemlinedris prog-
ramozdsi feladatok konvex optimalizdldsi feladatok. Ebben az esetben ugyanis szdmos ha-
tékony mddszer és szoftver all rendelkezésiinkre, mig nemkonvexitds esetén modszertani és
implementéciés nehézségek is adédhatnak. Mivel log %, linedris altér, ezért 6, egy nem-
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konvex sokasdg R™*"-ben. Ebbdl rogton sejthetjiik, hogy a fenti konvexitdsi kérdéseket ér-
demesebb a logaritmizalt térben vizsgdlni. Jelen dolgozat f6 eredményeként megmutatjuk,
hogy az irodalombdél ismert két alapvetd inkonzisztencia index, a (Bozdki és Rapcsak, 2008)
dolgozatban kiemelten vizsgélt Saaty-féle CR (Saaty, 1980) és Koczkodaj-féle CM (Duszak
és Koczkodaj, 1994; Koczkodaj, 1993) inkonzisztencia mérészamok esetén a mar emlitett
nemlinedris vegyes 0-1-es optimalizalasi feladatok a logaritmizalt térben is megfogalmaz-
hatdak, és ott mar teljesiil rajuk a megfeleld konvexitasi tulajdonsag. Megmutatjuk, hogy a
logaritmizalt térben CR konvex fiiggvény, CM pedig kvazikonvex, de egy tovabbi szigorian
monoton egyvaltozos fiiggvény segitségével konvex fliggvénnyé alakithato.

A 2. fejezetben a megoldandé optimalizalasi feladatokat mutatjuk be 4ltaldnos alakban.
A Saaty CR inkonzisztencia mérészamaval kapcsolatos kérdéseket a 3. fejezetben targyal-
juk. A 4. fejezetben Koczkodaj CM inkonzisztencia indexe képezi hasonlé vizsgdlat tar-
gyat.Végiil Egy az 5. fejezetben numerikus példat mutatunk be.

2. A megoldandé optimalizalasi feladatok altalanos alakban

Adott ¢, inkonzisztencia index és a, elfogaddsi szint esetén jelolje
A (Pn, ) ={A € P | ou(A) < 01} Q)

azon n X n-es paros 0sszehasonlitds matrixok halmazat, amelyek ¢, szerinti inkonzisztencia
értéke nem haladja meg az a, elfogaddsi szintet. Legyen A,A € 2, és jelolje

d(AA) =|{(i,)): 1 <i<j<nmaij#ai}| (©6)

azon elemek szamat a fels6 haromszog pozicidkban, ahol a két matrix eltér egymastol. Nyil-
van ugyanennyi az eltér6 elemek szdma az alsé haromszog pozicidkban is.

Tekintsiink egy A € &, paros 6sszehasonlitds matrixot, amelyre ¢,(A) > o, teljesiil, azaz
nem elfogadhaté. Arra vagyunk kivancsiak, hogy legalabb hany elemet kell megvéltoztatni
a felsé haromszog (és nyilvéan az als6 haromszog) pozicidkban gy, hogy a mddositott paros
0sszehasonlitds matrix mér elfogadhat6 legyen. Matematikai alakban ez a

min d(A,A)

fh. A€ o, ) ™

optimalizélasi feladat megolddsit jelenti, ahol A a valtozo.
Feltehetjiik azt a kérdést is, hogy mi az a minimalis inkonzisztencia szint, amitaz A € &,
matrix legfeljebb K szamu elemének (és azok reciprokainak) megvaltoztatdsaval elérhetiink.
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Ez a feladat matematikai alakban

min o
f.h. d(A,A) <K, (®)
A€ (¢, 1),

ahol a és A a véltozok.
A (7) és (8) feladatokat a logaritmizalt térben is megfogalmazhatjuk. Nyilvan

log. o, (¢n, 0,) = {X €1log Py | ¢u(expX) < i}, &)

ezért a (7) feladat a
min d(logA,X)
f.h. X € log 2, (10)
On(expX) < o,

feladattal ekvivalens, ahol X a véltozo, a d eltérésfiiggvény pedig (6) szerint van értelmezve
ferdén szimmetrikus matrixok esetén is. A (10) els6 feltétele azt jelenti, hogy X a ferdén
szimmetrikus matrixok alteréb6l van, a masodik pedig egy nemlinedris egyenlStlenségi fel-
tétel. A dolgozatban megmutatjuk, hogy ez egy konvex feltétel a Saaty-féle CR (Saaty, 1980)
és a Koczkodaj-féle CM (Duszak és Koczkodaj, 1994; Koczkodaj, 1993) inkonzisztencia in-
dexek esetén.

A (8) feladat ekvivalens alakjat is hasonlé médon kaphatjuk:

min o

f.h. d(logA,X) <K,
X €log &,
Pu(expX) < a,

(1)

ahol o és X a valtozok.

Az optimalizdlasi feladatokban nehezen kezelhetd d eltérésfiiggvényt kivalthatjuk az
egészértékli modellezésben jol ismert ,,Big-M” technika alkalmazasdval. Ehhez feltételezni
kell, hogy ismert egy M > 1 fels6 korlat az A € &2, és a (7), illetve (8) feladatok optimalis
megoldasaként szoba johetd A € &, mitrixok elemeire vonatkozéan, azaz

1/M§a,»j§M, 1/M§ﬁ,’j§M, i,jzl,...,n. (12)

Egy ilyen M fels6 korlatot kaphatunk akkor, ha a konkrét ¢, ismeretében meg tudunk hata-
rozni egy korlatos tartomdnyt, amely biztosan tartalmazza a (7), illetve (8) feladat legalabb
egy optimalis megoldasat. De ha elméleti M korlatot nem is tudunk kdnnyen meghatarozni,
konkrét paros Osszehasonlitasi feladatokndl altaldban természetesen adddik egy ésszerlti M
korlat a lehetséges paros 6sszehasonlitdsi matrixok elemeire vonatkozdan.
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A (12) feltételt az
AA € [1/M,M]™" (13)

matrixalakban is felirhatjuk, és a (13) A-ra vonatkozé korldtozasat a (7), illetve a (8) fel-
adathoz csatolva a

min d(A,A) (14)
f.h. A € o,(Pn, 00) N [1 /M, M,
illetve a
min o
f.h. d(A,A) <K, (15)
A € oy($n, ) N [1/M, M)
feladatot kapjuk.

Bevezetve az M = logM jelolést, a logaritmizalt térben a (14), illetve a (15) feladat ek-
vivalens alakja a kovetkezdképpen frhaté fel:

min d(logA,X)
fh. X €log 2,N[-M,M]"", (16)
On(expX) < o,

illetve
min &
f.h. d(logA,X) <K,
X €log Z,N[-M,M|"",
dn(expX) < a.

A (16) és (17) feladatra mar kozvetleniil alkalmazhatjuk a ,,Big-M” technikat. Legyen
A = logA, és vezessiik be az yij € {0,1}, 1 <i < j <n, bindris valtozékat. Felhasznilva,
hogy A € [—M,M]"™ ", a (16) feladat az aldbbi ekvivalens, vegyes 0-1 programozési alakban

is megfogalmazhat6:

a7

. n—1 n
min Y Y yjj

i=1 j=itl
f.h. ¢,(expX) < o,

Xij = —Xjis 1<i<j<n, (18)

M <x;; <M, 1<i<j<n,

—2My;; < x;j—a;; < 2My;j, 1<i<j<n,

yij € {0,1}, I1<i<j<n.

A (18) optimumértéke megadja, hogy legaldbb hiny elemet kell megvéltoztatni az A
n x n-es paros 0sszehasonlitds matrix felsé haromszog (és nyilvan az alsé haromszog) pozi-
cidiban gy, hogy a médositott paros dsszehasonlitds matrix ¢, inkonzisztencidja ne haladja
meg az o, elfogaddsi szintet. Az optimdlis megoldas y;; = 1 értékei kijelolik a médositando
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elemeket, az expx;; értékek pedig egy modositdsi lehet8séget mutatnak be, de azt a meg-
feleld paros 0sszehasonlitdsokat esetleg 1jbdl elvégzdknek egyaltalan nem kell figyelembe
venniiik.

A (18) feladatnak a bindris valtozok szerint tobb optimdlis megolddsa lehet, és ezeket
kiilon-kiilon is érdemes lehet megvizsgalni. Az optimalizalé szoftverek azonban 4ltaldban
csak egy optimalis megoldast szolgéltatnak, igy a binaris valtozok szerinti sszes optimalis
megoldas eldallitasardl sajat magunknak kell gondoskodni.

Legyen L* a (18) feladat optimumértéke, y;;, 1 <i < j < n, egy optimdlis megolddsa és
={0) |y =01<i<j<n}.A

n— n

1
yij=L" (19)
i=1 j=i+1
feltétel (18)-hoz val6 csatoldsdval azt biztositjuk, hogy a tovdbbiakban csak a (18) optimélis
megoldasai lehetnek a (18)-(19) megengedett megoldasai. A

Y yii>1 (20)
(i)l

feltétel csatoldsdval pedig a mar megtaldlt optiméalis megoldast zarjuk ki a tovabbi keresés-
b&l. Amennyiben az deriil ki, hogy a (18)-(19)-(20) feladatnak nincs megengedett megol-
ddsa, az azt jelenti, hogy megtaléltuk a (18) 6sszes optimdlis megolddsat. Kiilonben pedig az
4j optimdlis megoldashoz is készitiink egy a (20)-hoz hasonlé kizaré feltételt, csatoljuk azt
is a (20)-hoz, és 1jbol megoldjuk a (18)-(19)-(20) feladatot. Nyilvan véges szamu iterdcid
utan el8all a (18) feladat bindris valtozdk szerinti 6sszes optimalis megoldésa.

A (17) feladat a (18)-hoz hasonldan irhaté at ekvivalens alakra:

min o
fh. ¢,(expX) < a,
n—1 n
'Zl ) Z+1yij S K7
= 21
Xij = —Xji, lgigjgn, @b
M <x;j <M, 1<i<j<n,
—2My;j < xjj —a;j < 2My;j, 1<i<j<n,
yij€{071}7 1§l<]§n

Azonnal 14that6, hogy ha ¢, (expX) az X matrix elemeinek konvex fiiggvénye, a (18) és a
(21) feladatok relaxaltjai konvex optimalizaldsi feladatok, igy a (18), illetve a (21) is egy
vegyes 0-1-es konvex programozdasi feladat.



176 Bozoki Sandor, Fiilop Janos, Poesz Attila

3. A Saaty-féle CR index

A Saaty (1980) altal javasolt inkonzisztencia mérészam azon alapszik, hogy a paros
Osszehasonlitds maximadlis sajatértéke (Amax) legaldbb akkora, mint a mdtrix dimenzidja
(n), tovdbbd pontosan akkor teljesiil az egyenl&ség, ha a matrix konzisztens. Azon intuiciét,
hogy minél messzebb van a maximadlis sajatérték a matrix méretétdl, anndl inkonziszten-
sebbnek tekinthetjiik a matrixot, az alabbi mdédon lehet formalizalni:

cl, = Amax — n’
n—1

tehdt CI,, egy pozitiv linedris transzformaltja Ay,x-nak, és az emlitett A« > 1 egyenlGtlen-
ség miatt CI,, > 0. A CI, értékét azonban nmagaban nem tudjuk kezelni, hiszen nincs mihez
viszonyitani, nem lehet megmondani, hogy mely érték szdmit nagynak és melyik kicsinek.
Az inkonzisztencia mérésének eredeti célja szerint ez annak felel meg, hogy mikor lehet
elfogadhatatlannak vagy elfogadhaténak tekinteni a matrixot. Saaty — azdta szamos alka-
lommal kritizalt — javaslata szerint generaljunk véletlenszerlien n X n-es paros osszehasonli-
tds matrixokat, amelyeknek az elemeit az 1/9,1/8,1/7,...,1/2,1,2,...,8,9, ardnyskalarol
vélasztjuk egyenld valészintiséggel és ezen véletlen matrixok CI, értékeinek atlagos érté-
két jeloljik RI,-nel. Egy konkrét, dontéshoz6 éltal kitoltott paros Osszehasonlitds matrix
CR inkonzisztencidja a CR,, = CI,/RI, ardnnyal definiélt és az elfogadhat6sdg feltételeként
a 10%-os szabdlyként ismert CR,, < 0.1 egyenl6tlenség adhat6. A 10%-os szabdllyal kap-
csolatos kritikdk egy részére valaszol a (Vargas, 1982) cikk, illetve a kisebb méretli matri-
xokra vonatkoz6 mdédositas (Saaty, 1994). Megjegyezziik, hogy az inkonzisztencia mérésére
szamos tovabbi javaslat adhaté (Brunelli és Fedrizzi, 2011), de az elfogadhat6sagi kiiszob-
érték megaddsaval a legtobb mddszer még ados.

Mivel CR,, és CI, kozott egyenes ardnyossdgi Osszefiiggés van, mindkettd hasznalhatd
inkonzisztencia indexként. Mivel a klasszikus 10 %-os elfogaddsi szint a CR, mutatdra vo-
natkozik, a CR,-t haszndljuk a 2. fejezetben dltaldnosan targyalt ¢, inkonzisztencia index
specidlis eseteként.

Egy X € log &, esetén jelolje Amax(expX) az A = expX matrix maximélis sajatértékét.
Ekkor

On(expX) = % (22)
A (22) bsszefiiggésbdl 1atszik, hogy ¢, (expX) pontosan akkor konvex fiiggvénye az X mat-
rix elemeinek, ha A« (expX) is az, ez utébbi tulajdonsdg pedig bizonyitdst nyert a (Bozdki
et al., 2010) dolgozatban. Nevezetesen, Amax (expX) nemcsak a ferdén szimmetrikus métri-
xok alterén konvex, hanem az n x n-es matrixok halmaza felett is.

A fentiek alapjan bizonyitottuk, hogy (22) esetén a (18), illetve a (21) egy vegyes 0-1-
es konvex optimalizdlasi feladat. Numerikus szempontbdl nehézséget okoz azonban, hogy
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¢n(expX) nem adhat6 meg explicit alakban, mivel a Ay« értékek maguk is iterdciés mod-
szerrel szamitédnak (Saaty, 1980). Ez a tény megneheziti a standard megoldé szoftverek
alkalmazdsat. Megmutatjuk azonban, hogy a An.x érték elddll egy konvex optimalizéldsi
feladat optimumaként, ezért a bedgyazott optimalizaldsi feladat 6sszevonhaté a bedgyazé
feladattal.

A Frobenius-tétel egy specidlis esetét fogjuk alkalmazni (Saaty, 1980; Sekitani és Ya-
maki, 1999):

1. Tétel. Legyen A egy n X n-es irreducibilis nemnegativ mdtrix, Amax (A) pedig az A legna-
gyobb sajdtértéke. Ekkor

n n
L aijw; L aijw,
2 L

max min = Amax(A) = min max = (23)
w>0i=1,..,n wi w>0i=1,...,n wi

Mivel a paros 0sszehasonlitdsi matrixok pozitivak, az 1. Tétel kozvetleniil alkalmazhat6
réjuk.

Az d;j =loga;j,i,j=1,...,n, mellé bevezetve a z; = logw;,i = 1,...,n, jeloléseket is, a
(23) alatti jobb oldali egyenldséget a

n
Amax(A) = min max Y’ exp(a;;+z; — ) (24)
Z z=1,.‘.,nj:1

alakra irhatjuk at. A (24) jobb oldaldn szerepl6 konvex exponencidlis fiiggvények Osszegei
és azok maximuma szintén konvex, Amax tehédt egy konvex optimalizdldsi feladat optimu-
maként 4ll eld. A (24) dsszefiiggést abban a forméban is megfogalmazhatjuk, hogy Amax(A)
optimumértéke a

n
min 2 fh. Y exp(aj+zj—z) <A, i=1,...,n (25)
j=1
konvex optimalizéldsi feladatnak, ahol A és z;, i = 1,...,n, a véltozdk.

Legyen o, adott elfogadasi szint a ¢, = CR,, inkonzisztencia index esetén. Ekkor a (18)
feladatban szerepld

On(expX) < o, (26)
feltétel a (22) alapjdn Amax (expX) segitségével is kifejezhets:
Amax(expX) < n+RIL,(n—1)0y,. 27

Legyen o = n+RI,(n— 1)a,. Ekkor (24) alapjan, az d;; helyébe most x;;-t irva, (27) a
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n
Y exp(xij+zi—z)<a;, i=1..n (28)
j=1
feltételrendszerrel ekvivalens.
A (18) feladatba a (26) feltétel helyett a (28) Osszefiiggést rva, a kovetkezd konvex
vegyes 0-1-es optimalizalasi feladatot kapjuk:

. n—1 n

min Y Y i
i=1 j=i+1
n

fh. Yexpxj+zj—z)<oy, i=1,...,n,
j=1
xij:—xj,-, 1§l§j§n, (29)
—M <x;; <M, 1<i<j<n,
—2My;; < x;j—a;; < 2My;j, 1 <i<j<n,

2. Tétel. A (29) optimumértéke megadja, hogy legaldbb hdny elemet kell megvdltoztatni az
A n X n-es pdros dsszehasonlitds mdtrix felsé hdromszog (és nyilvdn az alsé hdromszog)
pozicidiban iigy, hogy a médositott pdros dsszehasonlitds mdtrix CR,, inkonzisztencidja ne
haladja meg az o, elfogaddsi szintet, ahol o, = (@ —n)/(RI,(n—1)).

A (21) feladatot is specializdlhatjuk a ¢, = CR,, inkonzisztencia index esetére. A (22)
Osszefiiggés alapjan ¢, minimalizdldsa ekvivalens Ayax minimalizdldsdval. A Apax-ra vo-
natkoz6 (25) feladatot is figyelembe véve tekintsiik az alabbi konvex vegyes 0-1-es optima-
lizalasi feladatot:

min A
n

fh. Yexpxj+zj—z)<A, i=1,...,n,
j=1
nil {"

yij <K

'l S A (30)
Xij = —Xji, lglgjgn,
M <x;j <M, 1<i<j<n,
—2My;; < xij—aij < 2My;j, 1<i<j<n,
yij € {0,1}, 1<i<j<n

3. Tétel. Jelolje A* a (30) optimumértékét, és legyen a* = (A* —n)/(RI,(n—1)). Ekkor
a* a CRy, inkonzisztencia index minimdlisan elérhetd szintje olyan pdros dsszehasonlitdsi
mdtrixok esetén, amelyeket 1igy kapunk, hogy az A n X n-es pdros dsszehasonlitds mdtrix
felsé hdromszog (és nyilvdn az also hdromszdog) pozicidiban legfeljebb K elemet vdltozta-
tunk meg.
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4. A Koczkodaj-féle CM index

A Koczkodaj 4ltal bevezetett (Koczkodaj, 1993; Duszak és Koczkodaj, 1994) inkonzisz-
tencia index a 3 x 3-as részmatrixokra, triddokra épiil. Az

I ab
I/a 1 ¢
1/b1/c1

3 x 3-as pdros 0sszehasonlitds métrix esetén legyen

1
CM(a,b,c) = min { -

Az index n > 3 esetén kiterjeszthetd tetszéleges A n X n-es paros Osszehasonlitds matrixra:
CM(A):max{CM(aij,aik,ajkﬂ 1§i<j<k§n}. 3D

A Saaty-féle CR,, indextdl eltérben itt nem jelennek meg n-t6l fiiggd paraméterek a kons-
trukcidban, ezért itt eltekintiink a CM,, alak hasznélatat6l. Konnyen 14that6, hogy CM in-
konzisztencia index, mivel tetszSleges A € &2, esetén CM(A) > 0, és CM(A) = 0 pontosan
akkor, ha A konzisztens.

Egy éltaldnos (a,b,c) tridd esetén legyen

T(a,b,c) = max{ac b} (32)

b’ ac

Megmutathaté (Bozoki és Rapcsdk, 2008), hogy a CM index és T kozott fiiggvényszeri
kapcsolat all fenn:

1 1

CM(a,b,c)=1— T(ab.o) T(a,b,c) = T=CMabo) (33)
Mivel T'(a,b _c) > 1,ezért 0 <CM(a,b,c) < 1,igy 0 <CM(A) < 1.
Jelolje (a,b,¢) az (a,b,c) tridd logaritmizalt értékeit, és legyen
T(a,b,¢) =max{a+c—b, —(a+c—b)}
Ekkor
T(a,b,c) = exp(T(a,b,¢)) (34)
CM(a,b,c)=1— % (35)

Egyszertien ellendrizhet6, hogy CM mar triddok esetén sem konvex fiiggvénye a logarit-
mizalt matrixértékeknek, ezért a ¢, = CM konzisztencia index vélasztds esetén a (18) és a
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(21) feladatban megjelend ¢, (expX) az X madtrix elemeinek nem konvex fiiggvénye. Meg-
mutatjuk azonban, hogy a (—eo, 1) intervallumon szigordan monoton névekvs egyvaltozds

f =1+ (36)

fiiggvény alkalmazésdval az f(@,(expX)) = f(CM(expX)) az X mdtrix elemeinek mdr
konvex fiiggvénye. Ekkor a (18) feladat

On(expX) < a

feltételét kicserélhetjiik az
f(n(expX)) < f(awm)

konvex feltételre. A (21) feladatban szerepls ¢,(expX) maétrixfiiggvény helyett frhatunk
kozvetleniil (¢, (expX))-et, és a médositott feladat o* optimumértékével szamolt =1 (or*)
érték lesz az eredeti (21) feladat optimumértéke.

Terjessziik ki a (32) altal definidlt 7 mutatét tetszéleges A n X n-es paros Osszehasonlitds
matrixra:

T(A) =max {T (a;j,am,a;)| 1 <i<j<k<n}. 37)

Mivel (33) alapjan triddok esetén szigortian monoton novekvd fliggvénykapcsolat van CM
és T kozott, ezért

1

= T—cM(A) = f(CM(A)), (38)

ahol f a (36)-ben definidlt fiiggvény.
A T mutaté6t a logaritmizalt térben kifejezve azt kapjuk, hogy

T(expX) = max{max{exp(xij + X+ Xpi ), exp(—Xij — X jk —in)} [1<i<j<k< n}
(39

Mivel a (39) jobb oldaldn konvex fiiggvények maximumadt képezziik, T (expX) az X mat-
rix elemeinek konvex fiiggvénye. Tehéat a ¢, = CM inkonzisztencia index vélasztas esetén
Sf(¢,(expX)) mar konvex fiiggvény, és a fent elmondottak szerint médositott (18) és (21)
feladatok mar konvex vegyes 0-1-es optimalizalasi feladatok.

Biar CM(expX) nem konvex, de kvazikonvex. Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy
CM (expX) alsé szinthalmazai konvexek. Legyen 8 € [0, 1) tetszGlegesen vélasztott lehet-
séges értéke CM (exp X )-nek. Mivel f szigordan monoton névekvs, ezért

{X e R | CM(expX) < B} = {X € R | f(CM(expX)) < f(B)}.
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Viszont T'(expX) = f(CM(expX)) konvexitdsa miatt a fenti szinthalmazok konvexek, ez
pedig CM (exp X ) kvazikonvexitdsit jelenti.

4. Tétel. CM (expX) kvdzikonvex az n X n-es mdtrixok halmazdn, T (expX) = f(CM (expX))
pedig konvex, ahol f a (36) szerint van értelmezve.

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a (18) és (21) feladatok még egyszer(ibb médon is
megoldhatdk, nevezetesen megfelel$ linedris vegyes 0-1-es optimalizalasi feladatok segit-
ségével. Kihaszndlva az exponencidlis fliggvény szigordian monoton novekvd voltat, (39) az
alabbi formaban is felirhato:

T(expX) =exp (max{max{xij+xjk + ki —Xij —Xje — X} | 1 i< j<k < n}) . (40)

A (40) azt is jelenti, hogy CM(A) meghatdrozhat6 az A = logA métrix elemeivel képzett
linedris kifejezések maximumdnak meghatdrozdsdval, valamint az exponencidlis és az f
fliggvény egyszeri alkalmazdsdval.

5. Tétel (Bozoki et al., 2011). Egy n X n-es A pdros dsszehasonlitds mdtrix Koczkodaj-féle
CM inkonzisztencidja a kovetkezd egyvdltozos linedris programozdsi feladat optimdlis meg-
olddsdbol szdmithato:

min z
f.h. a;jj+aj+aw <z, 1<i<j<k<n, 41
—(d,-j+djk+dk,~)§z, 1<i<j<k<n.

Legyen z,p; a (41) egy optimdlis megolddsa. Ekkor CM(A) = 1 —1/exp(zopr)-

A kovetkezSkben jelolje o, = CM* a ¢, = CM inkonzisztencia indexhez tartoz6 elfoga-
dasi szintet és legyen

N 1

Tekintsiik a kovetkezd linedris kevert 0-1 programozasi feladatot:

n—1 n
min Y} Y i
i=1 j=it1
fhe x+xp+x <75, 1<i<j<k<n,
—(xij +xje +x0) < 25, 1<i<j<k<n, 43)
Xij = —Xji, 1<i<j<n,
M <x;; <M, 1<i<j<n,
—2My;; < x;j—a;j < 2My;j, 1<i<j<n,
y,-je{O,l}, 1<i<j<n.

7 oz

Az eddig targyaltak alapjan kozvetleniill adédnak a kovetkezd allitasok.
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6. Tétel. A (43) feladat optimumértéke megadja, hogy legaldbb hdny elemet kell megvdl-
toztatni az A n X n-es pdros dsszehasonlitds mdtrix felsé hdromszog (és nyilvdn az also
hdromszog) pozicidiban ugy, hogy a mddositott pdros dsszehasonlitdas mdtrix CM inkonzisz-
tencidja ne haladja meg a CM* elfogaddsi szintet.

A (43) feladat némi atalakitdsaval az aldbbi linedris kevert 0-1 programozasi feladatot
frhatjuk fel:

min z
fohe x;j+xp +xq < z, 1<i<j<k<n,
—(xij Fxje+x0) < 2, I<i<j<k<n,
n—1 n
igl j:§+1ylj =K (44)
Xij = —Xji, 1<i<j<n,
—M <x;; <M, 1<i<j<n,
—2My;; < x;;—a;; < 2My;j, 1 <i<j<n,
yij€{07l}, 1<i<j<n

7. Tétel. Jelolje zop a (44) optimumértékét. Ekkor 1 — 1/ exp(zop:) a CM inkonzisztencia
index minimdlisan elérhetd szintje olyan pdros dsszehasonlitds mdtrixok esetén, amelyeket
1igy kapunk, hogy az A n X n-es pdros osszehasonlitds mdtrix felsé hdromszog (és nyilvdn az
alsé hdromszog) pozicidiban legfeljebb K elemet vdltoztatunk meg.

5. Egy numerikus példa

A javasolt médszert egy Saaty (1980) konyvébol szarmazé klasszikus numerikus példan
is bemutatjuk, mégpedig a Saaty-féle CR inkonzisztencia mérszam esetére. Az 1. tablazat
hat nagyvaros Philadelphiatdl val6 tdvolsdganak paros 0sszehasonlitdsi értékeit tartalmazza.
Példaul az értékeld ugy itélte meg, hogy London 6tszor nagyobb tavolsagra fekszik Phila-
delphiatél, mint Chicago.

Kairé Toki6 Chicago San Francisco London Montreal
Kairé 1 1/3 8 3 3 7
Toki6 3 1 9 3 3 9
Chicago 1/8 1/9 1 1/6 1/5 2
San Francisco 1/3 1/3 6 1 1/3 6
London 1/3 1/3 5 3 1 6
Montreal 1/7 1/9 172 1/6 1/6 1

1. tablazat. Philadelphidt6l mért tavolsdgok paronkénti 6sszehasonlitisa
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Jelolje A az 1. tdblazat pdros 6sszehasonlitds matrixat. Ekkor Amax(A) = 6,4536, és mivel
RIs = 1,24, igy CR(A) = 0,0732. Miutdn CR(A) értéke joval a Saaty-féle 10%-os kiisz6b
alatt van, az A matrixot elfogadhat6 inkonzisztencidjuinak tekinthetjiik.

Jelolje AW azt a matrixot, amelyet gy kapunk, hogy felcseréljiik az A matrix a; ; és
a», elemeit. Ez egy gyakori tévesztés paros dsszehasonlitds matrixok kitoltésénél. Az A
matrixra azt kapjuk, hogy CR(A“)) = 0,0811. Tehét az adatrogzitési hiba kovetkeztében
ugyan emelkedett A(!) inkonzisztencia szintje, de még a 10%-os elfogadasi szint alatt van.
Ebben az esetben tehdt a javasolt médszertan nem tudja detektélni a hibdt, az AW mitrixot
elfogadja.

Nézziik meg most azt az esetet, amikor nem az a; €s a1, hanem az a; 3 és a3 ele-
mek cserélédnek fel véletleniil az A matrixban. Jelolje A az igy kapott métrixot. Ekkor
CR(A®)) = 0,5800, amely jéval a 10%-os elfogadési szint felett van, és durva inkonzisz-
tencidra utal. A megfelels (29) megoldédsaként azt kapjuk, hogy az A®) métrix inkonzisz-
tencidja egy elem (és a reciproka) megvaltoztatdsaval a kritikus 10% ald hozhaté. Ez az
elem éppen az elrontott a; 3 poziciéban van, és megmutathatd, hogy a (29) feladatnak ez az
egyetlen optimdlis megolddsa van a bindris valtozok szerint. Tehat a javasolt médszer fel-
deritette az egy poziciéndl torténd javitds egyetlen lehetséges helyét, ami éppen a véletleniil
rossz helyre irt kiértékelés pozicidja.

Az el6z6 példandl jelentSs inkonzisztencia emelkedést okozott a matrix elrontdsa, ezért
nem meglepd, hogy a mddszer az egyértelmi (vissza)javitas lehetdségét kinalta fel. Kisebb
inkonzisztencia emelkedésnél azonban mar nem ilyen egyértelmd a helyzet.

Tegyiik fel, hogy az A matrix a1 3 eleme most 2-re véltozik az el6z6 példa 1/8 értéke
helyett. Ez az eredeti 8 értékhez képest kisebb eltérés, a moddositott €s AB®)-mal jelolt matrix
métrix inkonzisztencidja is kevésbé nétt meg: CR(A®)) = 0,1078. Az A®) inkonzisztencidja
alig haladja meg a kritikus 10%-os szintet, ezért varhatd, hogy egy elem mddositdsaval is
10% al4 hozhat6 az inkonzisztencia, de az is, hogy erre tobb pozici6 is kindlkozik. Valéban,
a megfeleld (29) feladat optimumértéke 1, és a (19) és (20) csatoldsa utdni djrafuttatasokkal
kiderithetd, hogy a (29) feladatnak a bindris valtozok szerint 6 optimdlis megolddsa van.
Nevezetesen, az A®) matrix inkonzisztencidja 10% ald nyomhat6 az a; 3 mellett az aj 4,
ai s, aze, az 4 €s as 5 elemek kiilon-kiilon torténd médositasdval is. Jobb esetben az értékels
rogton észreveszi, hogy az aj 3 pozicidban elirds tortént. Ha nem, akkor esetleg mind a 6
pozici6 értékelését djra kell gondolnia, de ezek szdma még mindig kisebb a felsé harom-
szogben levd 15 elemnél.

Koszonetnyilvanitas:

A szerz8k koszonetet mondanak Csaté Laszlonak a kézirat gondos dtolvasasaért és az érté-
kes javaslatokért.

A kutatds az OTKA K-77420 pélydzat timogatdsdval késziilt.
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Longevity — avagy egyiitt oregsziink

Kovacs Erzsébet

Kivonat

A XX. szdzadban két egymassal ellentétes demogréfiai folyamat tanui lehettiink: a médsodik
vilaghédborit kdvetd sziiletési cstcs utdn a fejlett orszdgokban a sziiletések szamanak erd-
teljes csokkenése kovetkezett be. Ezzel egyiitt jelent6sen emelkedik a sziiletéskor varhat6
élettartam. A hosszabb élet a tdrsadalom szdmdra kihivast jelent, mert a nyugdijban levd
népesség szdma és ardnya novekedik. Ez felveti az id6sodéshez kotddd dllami — nyugdij-
célu — kiaddsok korlatok kozott tartdsat, esetleges csokkentését hazdnkban is. A tarsadalom
tagjainak nagy kockazatkozossége a foly6 finanszirozasd nyugdij révén kikiiszoboli a be-
fektetési kockazatot, de nem tudja kikiiszobdlni a hosszabbodé varhaté élettartambdl ered6
jaradéktobblet iranti igényt. A nyugdijrendszert is érint6 szerkezeti reformok kivanatosak,
mert ezek révén a nagymértéki koltségvetési hidny is csokkenthetd lenne.

1. Bevezetés

Az aktudrius képzés 1994-es egyetemi beinditdsa idején Forgd Ferenc volt tanszékve-
zetdnk és az Intézet igazgat6ja. Tamogatdsdnak és ért6 segitségének is koszonhetd, hogy a
kezdetben egyetlen valaszthaté targybdl, majd mellékszakirdnybdl mostanra egy erds mes-
terszak nott ki. Ezért sziiletésnapjara késziilve természetes volt szdmomra, hogy az aktu-
ariusi témakorhoz kot6d6 témat dolgozzak fel. Feritdl sokat tanultam, hiszen kezdetben
tandrom, majd fénokom és kollégam volt. De a matematikai témak mellett angol nyelvi
tigyekben is sokszor tdimaszkodtam a tuddsara. Ezért megemlitem, hogy az angol sz6 — lon-
gevity — milyen szépen fejezi ki a vizsgalt jelenséget. Magyarul csak koriilirjuk, amikor

Kovics Erzsébet
Budapesti Corvinus Egyetem, Operacidkutatas és Aktuariustudomanyok Tanszék,
email: erzsebet.kovacs @uni-corvinus.hu
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hosszabbod6 varhat6 élettartamrdl beszélink. De ilyen kiillonbség van a tartalmilag azonos
Life Table és a haland6ségi tébla esetében is.

2. Az id6sodo népesség mint tarsadalmi jelenség

Evtizedek 6ta megfigyelhetd a fejlett orszagokban a sziiletések szamanak csokkenése
mellett a sziiletéskor varhaté €lettartam emelkedése. E jelenségek egyiittes hatasat az ,,id6-
$0d6 népesség” problémajaként elemzik a tirsadalomtuddsok. Az elnevezés — és a hozza
kapcsolédo negativ felhang — vitatott, mert mds szakért6k a XX. szazad legnagyobb vivma-
nydnak tekintik az élettartam meghosszabbodasat, és azt emelik ki, hogy a fizikai és szel-
lemi egészségben toltott évek szdma jelentGsen nott, ezért fiatalodd tarsadalomban éliink.
Abban azonban egyetértés van, hogy a hosszabb élet a tarsadalom szdmdra kihivast jelent,
mert a nyugdijban levs népesség szdma és ardnya novekedik. Tovabbi koltségeket jelent
az egészségligyi ellatds irdnti igény emelkedése is. A problémdk egyiittes kezelésére fo-
galmaztik meg 1985-ben a ,4 pillér” stratégiat.! Az allami nyugdijat tekintették az elsd
pillérnek, a magdnnyugdijpénztarakbol szarmazik a masodik pillér, és az egyének onkéntes
nyugdijcéli megtakaritdsaibol képzédik a harmadik pillér. Uj elemként hatdroztak meg a
negyedik pillért, azt a kiegészit6 jovedelmet, ami a nyugdijkort elérd, de tovabbra is dol-
goz6 emberek bére képez. Azéta az OECD tagorszagok mindegyikében lezajlott valamiféle
nyugdijreform, melynek eredményként tobbpilléres nyugdijrendszerre tértek at.

Az ezredfordul6t kovetd években mar szdmos elemzés, tanulmény jelent meg, amelyben
a szerz6k — tobbek kozott Poterba (2001) — felhivtdk a figyelmet a II. vildghaboru utan szii-
letett nagy 1étszamu korosztély, az tin. baby boom generaci6 kozelgd nyugdijba vonuldsaval
egyiitt jaré pénzpiaci hatdsokra, a felhalmozott értékpapirok nyugdijra valtasabodl eredd til-
kindlatra, és az allami nyugdij- és egészségiigyi ellatasok erbteljes megnovekedésére. Azt
szdmos kozgazddsz tudta és hangoztatta az elmult 1-2 évtizedben, hogy az orszdgok koc-
kazati besoroldsa, a pénziigyi piacok mozgdsa nem fiiggetlen az adott orszagra jellemzé
demogréfiai folyamatokt6l.

Az els6 elemzések utan teltek-multak az évek, de kevés elbrevivd dontés, netan ered-
mény sziiletett ezen a lassan vdltoztathato teriileten. A Standard & Poor’s egyik 2006-ban
megjelent elemzése szerint az iddskori és egészségiigyi ellatds reformja nélkiil a vilag fej-
lett 32 tagédllama koziil 29 spekulativ besoroldsba fog dtkeriilni 2050-re. Ezt a megéllapitdst
2006.07.28-4n olvashattuk a portfolio.hu Oregsziink. . . fijdalmasan 6regsziink. . . cimii ira-
saban.

11985 oktéberében a Genova Association ltal szervezett konferencidn fogalmazédott meg ,, The 4 Pil-

lars Strategy” elnevezéssel a joléti dllam 4talakitdsdnak sziikségessége. A szovetség miihelytanulmanyok
megjelentetésével, konferencidk szervezésével aktudriusok, tdrsadalombiztositasi, befektetési és munkaiigyi
szakemberek véleménycseréjét segiti eld.
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A cikk dgy folytatédik, hogy Magyarorszdg — mint a vizsgalt mintdban az egyik egyéb-
ként is leggyengébb fiskdlis bazissal rendelkezd orszdg — 2020-ra kaphat spekulativ mind-
sitést. Az S&P elemzdi szerint a 2050-ig szdmitott fedezetlen nyugdijadéssdg hazankban
a masodik legnagyobb az elemzés targyat képezd fejlett dllamok kozott, de a minket meg-
el6z5 Japan legalabb azzal indokolhatja a helyzetét, hogy naluk a legmagasabb a varhat6
élettartam a vildgon.

2006 6ta megint eltelt 6t év, de micsoda 6t év? Kozben 2008-ben jelentds pénziigyi valsdg
kovetkezett be, ami gazdasagi visszaeséssel jart szerte Amerikaban, Eurépaban és a fejlett
vildg szdmos mds dllamdban is. A lemindsitések 2011-ben bekovetkeztek, nem is kellett
megvarnunk a demografiai folyamatok lassu, de biztos kiteljesedését.

3. Az idosodéshez kotodo allami kiadasok

A demogréfiai folyamatok, a tirsadalom demografiai szerkezetének véltozasahoz kothetd
allami kiad4sokat az aldbbi négy csoportra bontva vizsgélhatjuk:

nyugdijellatasok;
egészségiigyi ellatasok;
id6skori gondozis;
munkanélkiiliségi ellatas.

Fentiek koziil a legjelent&sebb tételt hazdnkban a nyugdijkiadasok jelentik, a csoportra
forditott teljes dllami kiaddsok tobb mint 50%-4aval, ami a folyamatok valtozatlansiaga mel-
lett tovabb nd.

A Nyugdij és Id6skor Kerekasztal 2010-ben Jelentés cimmel adta kozre azokat a nyug-
dijparadigma véltozatokat, és a hozzdjuk tartoz6 — 2007-2009 kozott készitett — elemzéseket
és szamitdsokat, amelyek valamilyen mértékben megoldast kinalhattak volna a nyugdijella-
tasok mértékének korlatozasara. A Jelentés szerz6i bemutattdk mind a dontési valtozatokat,
mind az egyes paradigmdk altal eldnyben részesitett célokat. Ugyanakkor hangsilyozték,
hogy ez nem dontésel6készité munka, és egyik paradigmardl sem mondhat6 el, hogy meg-
oldand minden problémdnkat. Az is egyértelmiinek tlint, hogy nyugdijrendszert konszenzu-
sos dontéssel, de tovabbi halogatas nélkiil meg kell valtoztatni. A Jelentés nem foglalkozott
sem a tékésitett pillér elényeivel, hatranyaival, sem a fenntartdsanak kérdéseivel.

A szakmai bemutat6t kovetden orszaggyiilési valasztasok zajlottak, korméanyvaltas tor-
tént, {gy a politikai figyelem elterel6dott a Jelentés higgadt sorairdl. A vélasztasok utdn
napvildgra keriilt az 0j kormdny cselekvési tervét felsorol6 29 pont. A bennfentesek tudni
vélték, hogy a hidnyzé 30. pont lett volna a nyugdijreform.

A nyugdij-szakemberek aggddva figyelték, hogy miért nem torténik érdemi 1€pés, miért
fordult el latvanyosan a kormdny a korabban kivdnatosnak tartott névleges egyéni szamlas
nyugdijrendszertdl.
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2010 nyaran a koltségvetési hidny tilzott mértéke kapott 6ridsi figyelmet. Ezek a hirek
lassan, de egyre er6sebben Osszekapcsolddtak azzal, hogy a maganpénztari tagok befizetései
hidnyoznak a tarsadalombiztositdsi nyugdijkasszabol, és az altaluk felhalmozott vagyonbdl
csokkenthetd a hidny. 2010. oktéber 13-4n nyiltan kimonddsra is keriilt az, hogy a tagdijbefi-
zetések 14 hénapra az dllamhoz keriilnek. Majd néhany nappal/héttel késébb az eltérités he-
lyett a magannyugdijpénztarakbdl az dllami nyugdijrendszerbe valé visszalépés megnyitdsa
és batoritdsa keriilt el6térbe.> A magénnyugdijpénztari tagsagukat fenntartani kivandknak
kellett nyilatkozniuk 2011. janudr 31-ig. A nem nyilatkozé 97%-nyi tobbség automatikusan
atkeriilt az dllami nyugdijrendszerbe. A redlhozamok kifizetése és a vagyondtadds folyamata
2011 elsé felében zajlott.

Teltek a honapok, és nem tudtunk meg semmit arrdl, hogy milyen valtozasokat készit eld
a kormanyzat, milyen paradigma mentén alakul at a tdrsadalombiztositdsi nyugdijrendszer.
2011 december kozepén keriilt a téma Ujra teritékre, és 2012. marcius 31-ig ismét megnyilt
a visszalépés lehetdsége.

Ez alépéssorozat azonban nem ad vélaszt a fejezet induld kérdésére, az id6sodéshez ko-

7z

t6d6 allami kiadasok korlatok kozott tartdsa, esetleges csokkentése tovabbra sem biztositott.

4. A taglétszamok alakulasa

Erdemes figyelni, hogy mi torténik 2012-ben a 15 éve, egy 1997-es torvényben megalko-
tott rendszerrel. A tomeges visszalépés nyoman egyéni dontések pecsételik meg a pénztirak
sorsat, vagy kitartanak azok, akik egy éve tagsaguk fenntartdsa mellett nyilatkoztak. Néhdny
pénztar mar 6sszeolvadt , de ez egészen addig folytat6dhat, amig csak egyetlen pénztar ma-
rad (vagy alakul a régiekbdl). A szektor végleges felszamoldsa is bekovetkezhet, hiszen a
miikodés feltételei alig biztositottak.

A tanulmdny frasdnak idején még nem lehet tudni, hogy ez a harmadik visszalépési le-
het&ség mit hoz magaval, kik és hogyan fognak donteni. De érdemes attekinteni az eddigi
két nagy menetet, mi is tortént 2009 végén és 2011 elején.

A jelenlegi kormany 2010-es kezdeményezése el6tt, 2009 végén is volt mar visszalépési
lehet6ség. Ezt az el6z6 kormany nyitotta meg, és féleg azokat batoritotta egyéni dontésiik
megvaltoztatdsdra, akik 1952 el6tt sziilettek és kozel voltak a nyugdijkorhatdrhoz. A hétteret
akkor a 2008-ban kezd6dott pénziigyi valsag, a kedvezdtleniil alakulé hozamok, a nyugdij-
vagyon zsugorodasa jelentette. Bar szaimos érv elhangzott, a visszalépések szama elmaradt
a vart, raciondlisan indokolhaté mértéktdl, és a visszalépdk korosszetétele is szorddott, nem
tomoriilt az 57 éves, vagy anndl id6sebbek korében.

A kovetkez6 dbrakon 4ttekintjiik, hogy az indulastél kezdve hogyan nétt a magannyug-
dijpénztarak taglétszdma €s vagyona, majd bemutatjuk, hogy a visszalépések milyen vélto-
zasokat okoztak.

2 Ennek a tanulménynak nem célja a 2010 Gszi események részletes dokumentéldsa.
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A maganpénztari rendszer az 1998-as induldst kovetden dinamikusan bdviilt, akar a ta-
gok szamat, akdr a kezelt vagyont tekintjiik (1. dbra). Az idésebbek onkéntesen és a szaba-
lyok véltozdsa miatt évrél-évre hullimzé 1étszamban csatlakoztak. A palyakezd6k szdmara
hol kotelezd, hol onkéntes volt a belépés, de az érdemi lendiiletet nem az 6 csatlakozdsuk
adta. 2009 végére az 1998 6ta belépdk szama elérte a 3 millié f6t. Az 6sszlétszamon beliil

z 2z

a fiatalon belépd palyakezddk aranya 39%.
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1. abra. Magannyugdijpénztari taglétszam és vagyonnovekedés idésora

A magannyugdijpénztirak atlagos tagja 2009-ben 35 éves volt. E felett az életkor felett
jelentésen csokkent a pénztartagok 1étszama és ardnya a sajat korosztdlyon beliil. A pénztar-
tagok nemenkénti ardnya a népességben a ndk javara billent a legtobb életkorban a 2. dbran.
A 3. dbrén pedig az aktivakhoz viszonyitva latjuk a pénztartagok ardnyét, és csak a ndk érik
el a 100%-os tagsagot.

A 3. dbrn a nSk kozott tobb életkorban eléri az arany a 100%-ot. Erdemes figyelni arra
a kiilonbségre, amit a harmincas korosztdlyokban 1dtunk a 2. és a 3. 4brdn. A férfiak ardnya
— a kozéps6 korosztidlyokban — messze alacsonyabb, mint a néké. Vajon hol van a 26-30
éves fiatal férfiak mintegy 15%-a? Ok biztosan palyakezdSk voltak az elmdlt 11 évben. A
34 éves férfiak 25%-a hidnyzik, pedig 6k is csak 23 évesek voltak az indulds évében, 1998-
ban. Ennek oka az lehet, hogy a sziirke és a fekete gazdasdgban inkdbb a férfiak vesznek
részt, a ndk nagyobb aranyu legalis foglalkoztatdsa egyértelmiien noveli a jarulékfizetdk, az
aktivak kozotti aranyukat.



190 Kovics Erzsébet

Nyugdijpénztar tagok aranya a népességben
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2. dbra. A pénztartagok nemenkénti ardnya a népességben

Pénztartagok aranya az aktivak korében
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3. dbra. A pénztari tagok aranya® az aktivak korében

3 A 3. dbrin a 100%-ot elérS ardny az elSrejelzés pontatlansiga miatt adédhat, mivel a 2009-es tényleges
pénztéri taglétszamot a 2007-ben eldre vetitett aktivakhoz viszonyitva mutatjuk be.
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5. Onkéntes visszalépések 2009-ben

A 2008-as pénziigyi valsag és az épp akkor bevezetett valaszthatd portféliok nyomén esd
hozamok hatdsdra 2009-ben a tdrsadalombiztositisba val6 visszalépést ajanlottak a szakem-
berek az 57 évesnél idsebb pénztartagoknak.* A 4. dbra mutatja azok életkori megoszlasat,
akik akkor a visszalépés mellett dontottek. A visszalépSk Osszlétszdma elmaradt a vart 150
ezer f6tol, a kilépettek tobbsége 53-55 éves nd volt.

2009-ben kiléptek
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Forris: Sajit szdmitds PSZAF adatokb6l

4. gbra. Onkéntes visszalépdk életkori megoszldsa

Az 5. dbran a 2009-es év végére megmaradoé tagok sziiletési év €s nem szerinti megosz-
lasa lathat6. A visszalépések utdn is magasabb a tagok kozott a nék 1étszama az 1982 el6tt
sziiletettek kozott.

4 A vilaszthat6 portf6liés rendszert 2007-ben vezették be , és a 20-b6l 10 pénztar elinditotta. A 2008-as
valsag miatt ezen pénztarak tagjai rosszul jartak a magasabb részvényhanyaddal.
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5. dbra. A maganpénztari tagok 1étszdma 2009. december 31-én

6. A tagsagi viszonyt 2011-ben is fenntartok

Ahogy a cim mar jelzi, itt nem a masodik hullimban visszalép6krél lesz sz6, hanem el-
sOsorban azokat mutatom be, akik ugy nyilatkoztak, hogy tagok maradnak. Az 1. tdblazat
a lakohely szerinti létszamokat és megoszlasukat tartalmazza. A 3%-ot alig meghaladé or-
szagos ardnyt 0sszevetve a tagsagi viszonyt fenntartok lakéhely szerinti bontasaval, nagyon
eltérd képet latunk. E mogott nemesak az hizédik meg, hogy a f6varosban ,.konnyebb” volt
elmenni a hivatalba és nyilatkozatot tenni.

A tagok koziil a férfiak nyilatkoztak nagyobb ardnyban, ami meglep6 a kordbbi kisebb
tagi részardnyt tekintve. Ha azonban a jovedelemaranyos befizetés miatt felhalmozott na-
gyobb maganpénztari vagyonra gondolunk, akkor mar érthetd a 2. tdbldzatban lathat6 elté-
rés.

A tipikus marad6 budapesti férfi, aki dtlagosan 37 éves. A sziiletési év szerinti megosz-
last a 6. dbra tiikrozi, és minden korcsoportban tobb a férfi. A pénztarakban az 1976-80-as
évjaratok képviseltették magukat legnagyobb ardnyban (20,8%) , és dontSen 6k maradtak
tagok (a maradok 24,7%-a).
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2011. janudr nyilatkozé ny. arany tag volt tag ardny maradds
Budapest 35553 36% 491 764 15,8% 7,2%
megyeszékhelyek 10 020 10% 314 534 10,1% 3,2%
egyéb varosok 25590 26% 1052522 33,8% 2.4%
kozségek 25 485 26% 1247991 40,0% 2,0%
kiilfsld vagy 774 1% 11389 0,4% 6,8%
nem azonosithaté

Osszesen 97 422 100% 3118200 100,0% 3,12%

Forris: PSZAF adatok

1. tablazat. Létszdmok és maradasi arany

Eredeti f6 Eredeti nemek  Nyilatkoz6 6 Nyilatkoz6 Nyilatkoz6
aranya nemek ardnya arany
Férfi 1541 865 49,4% 57 150 58,7% 3,71%
N& 1576 335 50,6% 40272 41,3% 2,55%
Osszesen 3118200 97 422 3,12%

2. tdblazat. Nemenkénti maraddsi ardnyok

A tagsdagi viszonyt fenntartok kozel 100 ezres tdbora 1étszamanal jéval nagyobb ardnyu
vagyont tartott meg a maganpénztari szamlan.> A 3,12 szazaléknyi tag 233 milliard forintja
a teljes vagyon 7,3%-t jelenti. Ez a vagyon a tovdbbiakban csak 6nkéntes alapon gyarapit-
hatd, mert 2012-t61 nyugdijjarulék csak a tarsadalombiztositdshoz utalhato.

Ismét megnyitottdk a visszalépést, a 100 ezer nyilatkoz6t visszavarjadk a nyugdijva-
gyondval egyiitt a tirsadalombiztositds keretei k6zé. Teljes nyugdijat nem kaphatnak, hisz a
pénztari tagdij fizetése alatt csak 75%-os jarulékot fizettek a tarsadalombiztositasi kasszédba,
de ez a csokkentett nyugdij is joval kedvez6bben hangzik, mint az, amit 2011 elején hallot-
tak: kiszerzddik a tarsadalombiztositasbol az, aki nem 1ép vissza.

Az allam tehat a jarulék befizetéséért cserébe visszafogadja Sket, és nyugdijat is fognak
kapni, ha elérik a korhatart. Egyiitt 6regszenek a teljes magyar népességgel, csak azt nem
tudjdk el6re, hogy mennyi nyugdijra szamithatnak.

Tegyiik fel a kérdést, indokolt-e visszalépniiik ebben a mdsodik korben? Nincsenek irigy-
lésre mélto helyzetben, két bizonytalan kozott kell vdlasztaniuk.

A maganszamlan halmoz6dé befizetéseket a pénzpiaci hullamzasok, a befektetési koc-
kazat veszélyezteti, tehat ott sem lehet elére hosszu tdvon biztos nyugdijat kalkulalni.

A tarsadalom tagjainak kockdzatk6zossége a foly6 finanszirozas révén kezeli ezt a kocka-
zatot, de nem tudja kikiiszobolni a hosszabbodé varhaté élettartambdl eredd jaradéktobblet
irdnti igényt. A kozeljovében varhat6 a nagy 1étszamu Ratké-generacié nyugdijba vonuldsa

5 2011 soran 17 fiatal lépett be 1j tagként valamelyik magannyugdijpénztirba (Vildggazdasag, 2011.12.08.).
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6. abra. A tagsagi viszonyt fenntartok sziiletési évek szerint

is. Mivel a gazdasdgi aktivitds alacsony, a jovedelmek alacsonyak és alig emelkednek, a
nyugdijkassza csak akkor tarthaté egyensilyban, ha a kifizetések nem haladjak meg a ja-
rulékbevételeket. Ezért nincs esély arra, hogy redlértékben emelkedd nyugdijat tételezziink
fel. Az osszes allami raforditds szinten tartdsa az egyének szdmara csokkend jaranddésagot
jelent. Ezt érdemes figyelembe venni, amikor arrdl dontiink, hogy 100%-os dllami nyugdijat
reméliink, vagy a 75%-os nyugdijat egészitjiik ki sajat (6nkéntes) befizetéseink révén.
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Néhany sz6 a magannyugdijpénztarak értékelésérol

Matits Agnes

Kivonat

A pénztari témat a kotelezd nyugdijrendszer elemét képezd pénztarakra gondoltam sziiki-
teni. Részben terjedelmi okokbdl, de részben azért is, mert aktudlisabb kérdést jelentenek,
mint az onkéntes pénztarak. Bar ma mar csak egyfajta torténelmi visszatekintésrdl beszEl-
hetiink, hiszen egy gyakorlatilag véglegesen lezart id6szakot tekintiink at. De taldn igy is
szolgalhat némi tanulsdgul. A cikk a szerz$ hasonl6 témaban késziilt, nem publikalt tanul-
manyénak kivonatoldsdval késziilt.!

1. A nyugdijpénztari piac legfontosabb jellemzoi

Nyugdijpénztarak alapitdsdra és miikodésére Magyarorszagon 1993 6ta van lehetdség.
Els6ként az tgynevezett onkéntes kdlcsonds nyugdijbiztosito pénztdrak alakulhattak meg.
A kovetkezd 1épést 1998-t61 a kotelezd nyugdijrendszeren beliil 1étrehozott magdnnyugdij-
pénztdrak jelentették.

Ez az 4talakitds egy Uj ipardg kialakuldsat jelentette. Osszesen mintegy 60 magannyug-
dijpénztar, illetve tobb, mint 250 onkéntes nyugdijpénztar alakult, de ezeknek csak kisebb
része tudott megkapaszkodni a piacon: 2010-re mindossze 18 kotelezé és 60 6nkéntes nyug-
dijpénztar iizemelt. A pénztartagok szdma viszont a kotelezé szektorban meghaladta a 3
milliét, és az onkéntes szektor is tobb, mint 1,5 milli6 tagot szamlalt. A pénztri vagyon
egylittesen kozel 4 ezer millidrd forintra rigott.

Szdmos vad érte a pénztarakat draga miikodésiik miatt. Az iizemeltetési koltségeket
azonban tobb oldalrdl kell vizsgdlni. A magdnnyugdijpénztari szektor teljes lizemeltetési

Matits Agnes
Budapesti Corvinus Egyetem, email: matits @t-online.hu

I Matits, A. (2011). A magannyugdijpénztarak tevékenységének értékelése. Kézirat, KEHI.
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koltsége 2010-ben az atlagos pénztdri vagyon 1,19 szdzaléka volt, ami mar kedvezdnek te-
kinthetd, hiszen ez az érték 5 évvel kordbban még 2% felett volt, s6t, az elsd években még
a vagyon 5%-at is elérte (14sd az 1. tablazat adatait).

2000 2005 2010

A targyévi vagyon étlagos piaci értéke (Md Ft) 133 1061 2876
Elszamolt koltségek osszesen (Md Ft)

Miikodtetési koltségek 5.4 12.6 16.8

Vagyonkezeléssel sszefiiggd koltségek 1.6 9.3 17.5

Osszes iizemeltetési koltség 7.0 21.9 343

Az elszamolt koltség a pénztari vagyon éves atlagos piaci értékének szazalékdban

Miikodtetési koltségek 4.1% 1.2% 0.6%
Vagyonkezeléssel 6sszefiiggd koltségek 1.2% 0.9% 0.6%
Osszes iizemeltetési koltség 5.2% 2.1% 1.19%
Az Osszes lizemeltetési koltség a targyévi tagdijbefizetések szazalékaban
8.8% 9.0% 12.3%
Ebbd] mikodtetési koltségek 6.8% 5.2% 6.0%
Egy fore juté koltségek ( ezer Ft/f6/év)
Mikodtetési koltségek 2.462 5.031 5.394
Vagyonkezeléssel 0sszefiiggd koltségek 711 3.704 5.619
Osszes lizemeltetési koltség 3.174 8.735 11.013
Euro/hé/f6 3.5

1. tdblazat. A magannyugdijpénztari szektor atlagos koltségszintje

Lathatjuk, hogy az évek sordn a szektor iizemeltetéssel kapcsolatos koltségeinek mértéke
az elvarasoknak megfelelGen folyamatosan csokkent, s valészintileg tovabbi csokkenést is
el lehetett volna érni, hiszen a koltségszint még semmiképpen sem tekinthetd optimalisnak.
Az tizemeltetési koltségek csokkenését azonban részben a szabalyozasi megszoritdsoknak
kell tulajdonitanunk.?> A vagyonkezeléssel 6sszefiiggs raforditasok csokkenését semmikép-
pen sem tekinthetjiik elfogadhaténak. A vizsgélt id6szakban ugyanis a vagyon tobb, mint
20-szorosara nétt, mikdzben a vagyonkezelési koltségszint mindossze a felére csokkent. A
2010-ben mért atlagosan 0,6% vagyonkezeléssel Osszefiiggd koltségszintet valgjaban ma-

P

gasnak kell min&siteni. Ugyanakkor a rendszer védelmében el lehet mondani, hogy a ma-

2 A koltségszint szabélyozdssal torténd korldtozdsdra csak az elmult 5-6 évben keriilt sor. A befizetések-
bdl levonhaté megengedett arany 4,5%, mig a vagyonkezeléssel osszefiiggd dijak korlatja a kezelt vagyon
0,8%-a.
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gyar magannyugdijpénztirak vagyona még messze kevesebb a nyugat-eurdpai, vagy mds,
jobban kiforrott magannyugdij-rendszerrel rendelkezd orszagok dtlagos méretétsl. Kovet-
kezésképpen, nem is nagyon lenne szabad az iizemeltetési koltségek szintjét kozvetleniil
Osszehasonlitani.

Nehezen magyarazhaté azonban, hogy a vizsgdlt id6szakban nem csokkentek, hanem
novekedtek az egy fére juté mikodési koltségek. A szektor fajlagos miikodési koltsége a
2000-es 2469 forint/f6/év szint helyett 2010-ben 5394 forint/f6/év volt. Ez valamenynyire
magyarazhat6 a pénztdrakat terheld adminisztracids kotelezettségek novekedésével, de rész-
ben annak lehet a kovetkezménye, hogy a pénztarak héttérszervezetei induldskor timogattdk
az lizemeltetést, s gyakran nem a ténylegesen felmeriilt koltségek keriiltek elszdamolasra.’
2010-re viszont mar alig taldlhaté direkt tdimogatds a pénztari szektoron beliil. Vagyis azt
feltétezhetjiik, hogy a jelenlegi koltségszint tekinthetd valsnak, s nem tényleges novekedés-
6l van sz0, sokkal inkdbb a kordbbi id6szakokban rejtve maradt koltségek megjelenésérdl.

A szektor koltségeinek elemzésekor azt sem hagyhatjuk figyelmen kiviil, hogy a teljes
tizemeltetési koltségre kapott havi 3,5 euré 6nmagaban nem mondhaté til magasnak. J61
tudjuk, hogy esetenként egy banki folyészamlavezetés, vagy egy értékpapirszamla-vezetés
koltsége is magasabb ennél, mikdzben a nyugdijpénztarak tevékenysége joval Osszetettebb.

Az egyes pénztarak koltségszintje kozott meglehetdsen nagy kiilonbségek voltak. A leg-
alacsonyabb koltséggel miikods pénztarakban az Osszes koltség (a miikodéssel és vagyon-
kezeléssel 0sszefiiggd koltségek osszesen, 2010-ben) nem érte el a pénztari vagyonérték 0,6
szazalékat, mig a dragabb pénztiarakban meghaladta a vagyonérték 1,5 szdzalékat is. Pedig
az altaluk végzett tevékenység lényegében azonos.

A nyugdijpénztarak hatékonysagat ugyanakkor elsésorban nem a koltségek, hanem a be-
fektetési teljesitmények befolydsoljak.* Ezért a pénztarszektor sajatossigainak elemzésekor
alapveto kérdés a tényleges pénztari hozamok mindsitése.

A befektetési teljesitmények értékelésekor az alapvetd kérdés, hogy az elért hozamok
garantaltak-e a felhalmozott vagyon értékének megdrzését. Elvarhato, hogy a nyugdijpénzta-
rak befektetéseiken legalabb az inflaiciénak megfeleld netté hozamokat érjenek el. Az ered-
mények ismeretében megéllapithatd, hogy hosszu tdvon a befektetések netté dtlaghozama
alig néhany esetben maradt el az atlagos inflacié mértékétsl. Az egyes pénztarak hosszu tava
teljesitményei kozott azonban meglehetdsen nagy kiilonbségek voltak: a legjobb portf6lié-
ban évente atlagosan 9% volt a hozam, mig a legrosszabban minddssze 4%. Ennek kovet-
keztében a pénztarvalasztas komoly kiilonbségeket eredményezett a tagok egyéni szdmldin
rendelkezésre 4ll6 0sszegekben.

3 Ennek a tdimogatdsnak féképp piacszerzési célja volt, de esetenként sziikségszert is volt, mivel a kezdeti
id6szakban a pénztarak nem voltak képesek onmaguk finanszirozasara.

4 A pénztirak induldsakor néhany pénztdr azzal érvelt, hogy az adott pénztirban a befizetésekbdl levont
hanyad mennyivel alacsonyabb, mint mas pénztarakban. Azt viszont nemigen mutattdk be, hogy a varhaté
nyugdijak szempontjabdl a befizetésbdl torténd levonasok mértéke nagysagrendekkel kisebb jelentségii,
mint a befektetési hozam.
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A pénztarak koltségszintje, vagy éppen a befektetési hozamok 6nmagukban is érdekesek,
de a tagokat val6jaban az érdekli, hogy az altaluk befizetett pénzosszegekhez viszonyitva
egy adott pillanatban mennyi pénz van a szdmldjukon. Ezért érdemes a pénztarak teljesit-
ményét egy olyan mutatdval jellemezni, amely azt méri, hogy az Osszes befizetéshez képest
a szamlan 1év6 pénzosszeg évente hany szdzalékos hozamnak felel meg. Ezt a mérészamot
befizetés megtériilési mutatonak (roviden BMM) fogjuk nevezni. Megfelel$ hatékonysagrol
csak akkor beszélhetiink, ha a befizetések realhozamai pozitivak.

A vizsgdlt id6szakban a magannyugdijpénztari szektor éves dtlagos befizetés megtériilési
ratdja

BMM2001-2010 = 5,06% .
Az idGszakra szdmitott inflacié mértéke 4,83%, azaz a BMM redlértéke 0,23%.5

A BMM zérus koriili redlértéke pontosan kifejezi azt a tényt, hogy a befizetések megté-
rillése éppen az infliciés hozammal egyezik meg.®

Kordbban mér emlitettiik, hogy a pénztarak kozott mind koltséghatékonysdg, mind pe-
dig a befektetési teljesitmények vonatkozasaban igen nagy kiilonboz&ségek mutathatdk ki.
Ezért nem meglepd, hogy az egyedi BMM mutaték kozott is vannak kiilonbségek. Ebbdl vi-
szont az kovetkezik, hogy az egyének szempontjdbdl egyéltalan nem volt mindegy, melyik
pénztarban voltak tagok az elmiilt 13 évben. (Az 1. dbrdn csokkend sorrendben mutatjuk be
a2001 és 2010 kozotti 10 éves idotartamra szamitott pénztarszinti BMM mutatok realérté-
keit.)
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1. dbra. A befizetés megtériilési mutatok (BMM) értéke a magdnnyugdijpénztirakban, 2001-
2010

3 1,0506/1,0423 — 1 = 0,0023.
6 Ez éppen csak a minimélis kovetelményeknek megfelels redlhozam.
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Az egyes pénztarak befizetés megtériilési mutat6i kozotti kiilonbségek nem elhanyagol-
haték. Lathatjuk, hogy 5 pénztarban (VIT, DIMENZIO, VASUTAS, Postis, Eletiit) 1% fe-
letti a BMM mutat6 redlértéke, de ezek a tagok mindossze 2%-at képviselik. A tagok tobb-
sége (66%) ahhoz a 7 pénztirhoz tartozott, ahol a BMM mutat6 redlértéke pozitiv, de 1%
alatti. Ezt a befizetés megtériilést ugyan elvileg elfogadhaténak tekinthetjiik, de a TB nyug-
dijak helyettesitése szempontjabdl ez az eredmény mar gyenge. Végiil az is lathatd, hogy
a tagok egyharmada olyan pénztarban volt tag, ahol a befizetések megtériilése nem érte

el az inflaciés szintet, €s volt két olyan pénztar is (ERSTE, Evgyuruk), ahol a befizetések
megtériilése kifejezetten rossz volt.

2. A magannyugdijpénztari rendszer létjogosultsaga

A magyar nyugdijreform szakmailag tobb ponton a kezdetektdl fogva kifogasolhaté volt.
A kotelez6 rendszer garancidlis elemeinek eltorlése, a teljes piaci kockazatnak a tagokra
torténd athdritdsa, a napi politikai érdekbdl torténd véltoztatdsok (példaul a 13. havi nyugdij
bevezetése vagy a jarulékkulcsok otletszerli mddositdsai), de ugyanigy a szolgdltatasi-, a
tartalékoldsi-, vagy a tagi érdekképviseleti rendszer kialakitdsa hibas dontéseken alapult.”

Taldn a legnagyobb ellentmondés az volt, hogy az udj rendszer bevezetésével a fejlett
tarsadalmakban leginkdbb védett ,,szerzett nyugdijjog” sériilt. Mivel az dj vegyes rendszer
a csatlakozok részére az 1. pillérbdl csak a megszerzett jogosultsdg 75%-at igérte azokra az
évekre is, amikor még minden jdrulékukat a TB rendszerbe fizették, egy ilyen jogsérelem
kovetkezett be. Ugyan jogilag elvileg védhet6vé tette a valasztott megoldast, hogy az érintett
tagok ,,0nkéntesen” csatlakoztak a rendszerhez, de a tagok jelentds részének nem volt esélye
dontése kovetkezményeinek felmérésére.

A dontéshozok elfeledkeztek arrdl, hogy egy uj rendszer bevezetésekor az dtmenet terve-
zése legalabb olyan fontos, mint az 4j rendszer feldllitisa maga. Az 1998-as reform esetén
az atmenet biztosan nem volt megfeleléen atgondolva, hiszen a torvény mindenkinek le-
hetévé tette az onkéntes belépést (csak a palyakezdbknek volt kotelezd). Pedig egyszert
szdmolassal is bizonyithaté lett volna, hogy 28-30 éves életkor felett, masképpen fogal-
mazva 10 év munkaviszony utdn eleve nem lett volna szabad senkit sem beengedni az uj,
vegyes rendszerbe. Még nagyon j6 pénztari hozamok (4% inflaci6 feletti dtlaghozam) fel-
tételezése mellett is csak 27 év magdnnyugdijpénztiri tagsdg utdn lehetett volna esély arra,
hogy 40 év szolgélati id6 utan valaki ugyanolyan mértékii nyugdijat kapjon a vegyes rend-
szerbdl, mint a 100%-os TB nyugdij. Alacsonyabb (+2% redlhozam) feltételezésével ez a
minimaélisan sziikséges felhalmozasi id6 32 év. Ennyi ideje pedig — az akkor ismert nyugdij-

71998 6ta a munkaltatSi és munkavallali jarulékok hét alkalommal véltoztak. Ebben az idészakban a

befizetendd dsszes jarulék mértéke 26% és 33,5% kozott valtozott, mikdzben semmit sem véltozott a térvény
szerinti (2012 utani ) nyugdijigéret. Ez mindenképpen azt okozta, hogy a befizetett jarulékok és a kifizetend6
nyugdijak kapcsolata meglehetdsen laza maradt.
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korhatért (62 év) figyelembevéve — csak annak volt, aki 1998-ban legfeljebb 30 éves volt.®
Amennyiben akkor és ott az a dontés sziiletett volna, hogy példaul 30 éves kor alatt lehet
csak belépni (ahogyan ezt a példdul a lengyelek kimondtdk), akkor az a bizonyos sokat
emlegetett, a magannyugdijpénztarak 1éte dltal generdlt dllamhdztartdsi hidny is masképp
alakulhatott volna. S&t, ha a politika meghallotta volna a koltségvetési kovetkezményekre
vonatkozé aggodalmakat, akkor akar eleve csak a palyakezd6knek kellett volna megengedni
(vagy akdr kotelezévé tenni) a belépést.” Ebben az esetben az igy keletkezd TB forrashidny
madr eleve konnyebben lett volna kezelhetd. Taldn még az is igaz, hogy igy esetleg semmi-
féle potldlagos hitelfelvételre nem lett volna emiatt sziikség, ha ebben az idészakban még a
gazdasdg is képes lett volna a kilencvenes évek végén elképzelt novekedésre. Es akkor nem
is biztos, hogy 2010-ben a magannyugdijpénztiarak megsziintetésérdl kellett volna donteni.

A val6sdg azonban masképp alakult. A II. pillérbe torténd tagdijbefizetések, azaz a TB
rendszerbdl hidnyz6 bevételek miatt az elmult években a TB-nek évente a GDP 1 szdzalékat
meghalad6 hidnya keletkezett és ez a hidny 2040-ig sem csokkent volna a GDP 1 szdzaléka
ald. Csak 2050 utén lett volna varhat6, hogy a vegyes rendszer bevezetése miatt csokkend
TB kotelezettségek kiegyenlitik a jarulékhianyt. De azt is tudnunk kell, hogy énmagaban
a II. pillér megsziintetése nem oldja meg a TB finanszirozasi problémadit. Ha a kotelezd
rendszerbdl szdrmazd nyugdijakat teljes egészében az elsd pillérbdl fizetik és feltessziik,
hogy a nyugdijak mértéke eléri azt a szintet, amit a most megsziintetend$ vegyes rendszer
igért volna, akkor a TB éves hidnya a szdzad kozepére mér elérhetné a GDP 4-5%-it is.
Feltéve (de nem megengedve), hogy a nyugdijjarulékok a jelenlegi magas szinten maradnak,
és a ma ismert foglalkoztatottsagi trendekkel dolgozunk, akkor valészinisithetd, hogy a TB
vérhat6 bevételei tartésan és egyre novekvd mértékben el fognak maradni a nyugdijkiaddsok
mértékétol.

A magannyugdjpénztarak felszdmoldsat tehat csak a TB rovid- (s taldn kozép-) tavi
pénziigyi egyensilydnak fenntartdsaval, valamint az dllamaddssdg novekedési titemének
lassitdsdval lehet indokolni. Az, hogy hosszu tdvon ez mit eredményez, az mindenekeldtt
attol fiigg, hogy az 1. pillérbdl milyen nyugdijak varhatdk. A megvaldsult nyugdijreform
azonban errdl a fontos kérdésr6l még semmit sem mondott. Vagyis az egyén jovdje, azaz
nyugdijvairomanyai szempontjabdl még aligha tudjuk megmondani, hogy jobb lett volna-e,
ha megmaradnak a magannyugdijpénztarak, hiszen a valasz er6sen fiiggene a befektetések
jovdbeli teljesitményeitdl is.

27 -

Ez ut6bbi felvetésre adhat némi timpontot az, ha megprébaljuk mindsiteni a magannyug-

dijpénztarak multbeli teljesitményét. Ehhez a mindsitéshez azt kell vizsgalni, hogy mennyi
nyugdijra szamithatott volna ebben az id6szakban az, aki csak a TB-be fizetett, illetve, hogy

8 Val6jaban ez is a mar kordbban emlitett multbeli jogvesztés kovetkezménye, hiszen aki 40 év munka-
viszonyt kdvetden tigy ment volna nyugdijba, hogy csak ennél joval rovidebb magannyugdijpénztari tagsagi
id6vel rendelkezett, annak sok olyan éve volt, amelyre vonatkozéan a magannyugdijpénztarbdl remélhetd
nyugdijaknak kellett volna kompenzdlniuk az arra az idészakra juté TB nyugdijak 25%-it is.

9 Taldn ezen a ponton hibdztathat6 a nemzetkdzi pénziigyi vilag, hiszen szamukra az ennél sokkal gyorsabb
nyugdijprivatizicié volt a kedvez&bb megoldas.
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ennek a 25%-a tobb, vagy kevesebb tékét igényelt volna-e, mint amennyi a magannyug-
dijpénztarakban rendelkezésére 4llt. Vagyis azok, akik pénztéri tagok voltak, dssze tudtak
volna-e gyfjteni annyi t6két az egyéni szdmldjukon, ami az elveszitett TB jogosultsaguk
potlasdhoz elegendd jaradékhoz sziikséges lett volna. Most ennek a kérdésnek a megvdla-
szoldsdra tesziink kisérletet.

A magannyugdijpénztari tagok dontS tobbsége 2012 utdn éri el a nyugdijkorhatart. Az
1998-ban életbe 1épett nyugdijreform ugyan tartalmazott egy TB torvényt is, amely ki-
mondta, 2012 utdn 4j nyugdijképlet keriil bevezetésre, de ez a térvény nagyon sok tekin-
tetben hidnyos volt, amit annak idején nemigen kifogdsolt senki, hiszen volt még 15 év a
hatdlyba lépésig. Csakhogy az elmilt 13 év nem volt elegendd ennek a torvénynek a pontosi-
tasara, igy még ma is, alig egy évvel a hatdlyba 1épés el6tt, azt kell mondani, hogy nincsenek
meg olyan fontos részletszabalyok, amelyek alapjan pontosan becsiilni lehetne, hogy valaki
a hatdlyos szabalyozds szerint mekkora nyugdijra szamithat az elsS pillérbSl.!0 Az alapkép-
let a kovetkez6: dtlagkereset x elismert szolgalati évek szdma x nyugdijszorzé.!! Ez ugyan
elég egyértelmi, de szdmos ponton kérdéses, hogyan is fogjdk szdmitani. Vagyis pontos
szamitasokra ugyan nincs lehet6ség, de mégis érdemes kozelitd szamitasokat végezni.

Tegyiik fel, hogy valaki 1998 6ta atlagkeresettel rendelkezett. Meghatdrozhatd, hogy
mekkora TB jogosultsigot szerezhetett volna az 1998-2010 kozotti idGszak alatt: '

A valoriz4lt brutt6 dtlagbér' 193 090 forint/ hé

Elismert szolgdlati id6 13 év

Nyugdijszorz6 0,0165

A megszerzett TB-nyugdij jogosultsag 193 090-13-0,0165 = 41 418 forint /h6
A 1L pillér miatt elveszitett jogosultsig 41418 -25% = 10 794 forint/ h6

A magdnnyugdijpénztaraktdl azt varnink el, hogy ezalatt a 13 év alatt az atlagkereset
utan tagdijat fizetd magannyugdijpénztari tagok egyéni szdmldin legaldbb annyi pénz le-
gyen, mint amennyi az elveszitett havi 10 794 forint életjaradék fedezeteként sziikséges
lenne.

A fedezeti sziikséglet meghatdrozdsdhoz figyelembe kell venni azt, hogy a tagok csak
a nyugdijkorhatar elérésekor valnak jogosulttd a TB nyugdijra. De addigra a most szamolt
nyugdijkovetelés is indexalt értéken jelenne meg. Ugyanigy a ma rendelkezésre allé ma-

10 val¢jaban az sem nyilvanvald, hogy 2013-tl tényleg hatdlyba 1ép ez a ma ismert trvény, de annak el-
dontésére, hogy valakinek érdemes volt-e belépnie a magannyugdij rendszerbe, mégiscsak ez lehetett volna

az egyetlen hasznalhat6 timpont.
' A nyugdijszorzé a magannyugdijpénztiarbdl nyugdijba 1épSk esetén 1,22%, mig a tobbiek esetében
1,65%.

12 Feltessziik, hogy a nyugdijkor eléréséig rendelkezett volna a minimalis szolglati id6vel, vagyis tényle-
gesen jogosulttd valt volna a TB nyugdijra.

13 A 2010-re kozzétett valorizacids kulcsokkal szamolva.
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gannyugdijpénztari téke a nyugdijkor eléréséig hozammal novekedne. Tegyiik fel, hogy a
nyugdijkovetelések értéke a nyugdijkorig az inflaiciéval ndvekedne, tovabbd, hogy a 2010-
ben rendelkezésre 4116 toke a nyugdijkorig legaldbb az inflaciéval ndvekedne. Igy kozvet-
leniil 6sszehasonlithatjuk a magdnnyugdijpénztari tagsdg miatt elveszitett TB jogosultsig
mai értékének a 65 éves korra (az addigra egységesnek tekintett nyugdijkorhatarra) szdimolt
fedezeti sziikségletét a 2010-ben rendelkezésre all6 egyéni szamla fedezetekkel.

Havi 10 794 Ft életjaradék 65 éves korra becsiilt fedezeti sziikséglete: ' 2,11 millié Ft.

Els6 kozelitésben akkor fogadhaté el a magannyugdijpénztarak teljesitménye a vizsgalt
idészakban, ha az atlagkereset utdn 13 évig tagdijat fizet6 tagok egyéni szamldin legaldbb
2,11 milli6 forint van.

A szamitdsokhoz figyelembe vettiik, hogy az atlagkereset utan az egyes években mek-
kora jarulékot kellett a magannyugdijpénztdrba befizetni, !> a befizetéseket egységesen
5% koltséggel terhelve vettiik figyelembe, majd minden pénztarban (portf6liénként) a
hivatalosan kozzétett netté hozamratakkal ndvelve hatdroztuk meg a szamitott egyéni
szamlaegyenlegeket.

Az eredmények a kovetkezdk:

e A 13 év alatt mindvégig 1étezé 18 pénztar Gsszesen 52 portféli6jabol Gsszesen
11 olyan portféli6 van, (az Osszes portfélié 21%-a) ahol az atlagkereset utan 13
évig tagdijat fizet6 tagok szamitott egyéni szdmla egyenlege nem érte el az elvart
szintet.

e Van 14 olyan portfdli6 is, ahol a szadmitott egyéni szdmlaegyenlegek tobb, mint
10%-kal meghaladtak az elvart szintet. Ezek donté tobbsége a versenyeztetett va-
gyonkezel&kkel dolgozé pénztirakhoz tartozott.

o Az 6sszes portféli6 kozel felérdl (52%) azt mondhatjuk, hogy az egyéni szamlak
szamitott egyenlege kicsit nagyobb (0 és 10% kozotti az eltérés), mint az a szint,
amelyet az elveszitett TB nyugdij fedezete alapjin elvarhatnank.

o Az atlagkereset utdn tagdijat fizetS tagok szamitott szamlaegyenlegeinek Osszegét
az Osszes pénztari portféliéban a 2. tablazat mutatja be.

Osszességében azt mondhatjuk, hogy az eltérések nem til jelentSsek. A tagok donts
tobbségénél a hatdlyos torvények szerinti nyugdijvaromanyok nem kiilonboznek 1ényege-
sen attdl, mintha a magannyugdijpénztirban maradtak volna. Viszont a kockdzati szintek
lényegesen megviltoztak.

14 A 2007-es KSH halanddsag, férfi és ndi értékek egyszeri atlagaként, n=65, i=3%, index: az inflacié
figyelembevételével havi egy forint életjaradék fedezeti sziikséglete: 195,191338.
151998-2002 : 6%; 2003 : 7%; 2004 -2009 : 8%; 2010 : 6,7%.
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Az elmult id6szak piaci torténései arrdl gy6zhettek meg benntinket, hogy a magankezelé-
sti tékefedezeti nyugdijrendszerek az egyének szamara a k6zosségi nyugdijrendszereknél 1é-
nyegesen nagyobb kockazatot rejtenek. Ez mar onmagaban is indokolhatja a magannyugdij-
pénztdri rendszer megsziintetését. Azt azonban nemigen éllithatjuk, hogy ett8] a dontést6l

az érdekeltek nyugdijvaromanyai jelentdsen novekedtek volna.

3. Zarszo

Ilyen terjedelemben csak nagyon keveset lehet a magannyugdijpénztarakrdl elmondani.
De a felvetett két gondolat — mindkettd valamiféle médszertani vonatkozdsban — taldn mégis
szolgdl némi tanulsagul:

a) A pénztirak komplex hatékonysdganak a befizetések idGsorai alapjan torténd mé-
rése a tagok részére jobban értelmezhetd, mint a gyakorlatban nyakukba ziditott
szamtalan kiilonb6z6 hozammutatd.

b) A magéannyugdijpénztirak valédi teljesitményét az alapjan lehetne redlisan megitél-
ni, hogy 1€étiikkel a tagok nyugdijvdromdnyai kedvez&bbek, vagy éppen kedvez6t-
lenebbek lettek volna. De nem feledhetjiik, hogy ennek megitélésére a mostani
helyzetben a visszalépSknek nem volt esélyiik, mivel val6jadban nemigen tudjuk
megmondani, mekkora nyugdijakat varhatunk a jovében a TB rendszertdl.
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Portf6lié Egyéni szimla Ebbdl Becsiilt redlhozam Kifizetés a Az egyéni szamla
becsiilt egyenleg by ések Be-fi é Ebb] kifizetés (ezer Ft) szdmlaegyenleg mértéke a TB
hal értéke h dbol jovairt ardnyédban kompenzici6hoz
Osszeg Infliciés hozam sziikséges
feletti rész mértékhez képest
Dimenzi61 2619 1546 1073 522 522 20% 124%
Honvédl 2545 1546 998 447 447 18% 121%
Dimenzi62 2514 1546 967 416 416 17% 119%
Eletit] 2509 1546 963 412 412 16% 119%
VIT3 2508 1546 962 411 411 16% 119%
Postis3 2479 1546 933 382 382 15% 118%
Eletit2 2478 1546 932 381 381 15% 118%
Questor3 2462 1546 915 364 364 15% 117%
Vasutas3 2460 1546 913 362 362 15% 117%
VIT2 2436 1546 890 339 339 14% 116%
Honvéd2 2434 1546 888 337 337 14% 116%
AXAI 2414 1546 867 316 316 13% 115%
Eletit3 2411 1546 865 314 314 13% 114%
Evgyiirtk1 2392 1546 845 294 294 12% 114%
VIT1 2389 1546 843 292 292 12% 113%
Dimenzi63 2387 1546 840 289 289 12% 113%
Erstel 2378 1546 832 281 281 12% 113%
Vasutas2 2371 1546 825 274 274 12% 113%
Allianz3 2362 1546 815 264 264 11% 112%
OTP2 2355 1546 809 258 258 11% 112%
OTP1 2350 1546 804 253 253 11% 112%
ING3 2350 1546 804 253 253 11% 112%
Vasutas1 2349 1546 803 252 252 11% 112%
Aranykorl 2346 1546 800 249 249 11% 111%
MKB2 2309 1546 763 212 212 9% 110%
Aranykor2 2307 1546 761 210 210 9% 110%
ING2 2297 1546 751 200 200 9% 109%
Postds2 2296 1546 749 198 198 9% 109%
AEGON3 2294 1546 748 197 197 9% 109%
Aranykor3 2288 1546 742 191 191 8% 109%
Honvéd3 2286 1546 740 189 189 8% 109%
MKB3 2273 1546 726 175 175 8% 108%
Budapest3 2247 1546 701 150 150 7% 107%
MKBI1 2243 1546 696 145 145 6% 106%
Erste2 2238 1546 691 140 140 6% 106%
ING1 2232 1546 685 134 134 6% 106%
Allianz2 2224 1546 678 127 127 6% 106%
OTP3 2216 1546 670 119 119 5% 105%
AEGON2 2214 1546 668 117 117 5% 105%
AXA2 2214 1546 667 116 116 5% 105%
Postés1 2201 1546 655 104 104 5% 104%
Budapest2 2169 1546 623 72 72 3% 103%
Questor2 2153 1546 607 56 56 3% 102%
Questorl 2123 1546 577 26 26 1% 101%
Evgyfirik2 2118 1546 572 21 21 1% 101%
AEGON1 2088 1546 542 -9 0 0% 99%
Allianz1 2042 1546 496 -55 0 0% 97%
AXA3 2073 1546 526 25 0 0% 98%
Budapestl 2015 1546 469 -82 0 0% 96%
Erste3 2081 1546 534 -17 0 0% 99%
Evgyirik3 1805 1546 259 -292 0 0% 86%
Infliciés hozammal 2097 1546 551 0
szdmitott
szamlaegyenleg
TB 2107

kompenziciéhoz
ELVART egyenleg

2. tdblazat. Az 1998 ota dtlagkereset utan fizetd pénztartagok szamitott szamlaegyenlegei
2010 végén



Adémoral, adoérendszer és a medianszavazo

Simonovits Andras

Kivonat

Ebben a tanulmédnyban egy olyan adémodellt vizsgdlunk, ahol az egykulcsos adét egyenlete-
sen osztjak sz€t a dolgozok kozott. Az addcsalas nem az adékulestél, hanem az adémoraltél
fligg, a munkakindlat viszont az ad6kulcs csokkend fiiggvénye. F6 eredményiink: a politika-
elméletbdl ismert medidnszavazé optimalis adékulcsa novekvd fiiggvénye az adémorélnak.

Forgé Ferencet, a magyar jatékelmélészek doyenjét négy évtizede ismerem, tisztelem és
szeretem. Ezzel a Simonovits (2011) alapjan késziilt jatékelméleti vonatkozasu cikkel ko-
szontom 70. sziiletésnapjan.

1. Bevezetés

A jatékelmélet politikai gazdasdgtani alkalmazdsdnak sarokkove a medidnszavazé elmé-
lete, amely addzds esetén a kovetkez6t allitja (Mas-Colell és szerzétarsai, 1995). Tegyiik
fel, hogy két part verseng pdratlan szdmu szavazé kegyeiért. A szavazds kérdése: mekkora
legyen az addkulcs? Mindegyik szavazé hasznossagfiiggvénye el6szor nd, majd csokken
az adokulescsal. Medidnszavazonak nevezzilk azt a szavazét, akinek az optimuma ugyan-
annyindl nagyobb, mint kisebb. Ekkor mindkét part olyan addkulcsot javasol, amelyet a
medidnszavazé vélasztana.

Persze, ilyenkor a szavazok masodrendd szempontok alapjan szavaznak a partokra, de
ezzel nem foglalkozunk. Ez az elmélet gyakran, de nem mindig érvényes. Az elméletet
ebben a cikkben a versengd partok éltal kozosen javasolt szja (személyi jovedelemado)
kulcs meghatdrozasara alkalmazzuk.

Simonovits Andrés
MTA, Kozgazdasdgtudomanyi Intézet; BME Matematikai Intézet; CEU Economics Department,
email: simonov@econ.core.hu
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A demokratikus tarsadalmakban bevezetett szja—jovedelem-fiiggvény alakja mindig élénk
vita targya. Egyszerliség kedvéért itt feltessziik, hogy az szja csak a jovedelmek tjra-
elosztisdra szolgdl, ardnyos, és a beszedett addkat a vélasztok kozott egyenlden osztjdk
szét. Ez természetesen a valdsdg nagyfoki leegyszeriisitése, de elsd kozelitésként elfogad-
haténak tlinik (Romer, 1975).

A tanulmanyban figyelembe vessziik, hogy minél nagyobb az adékulcs, anndl kisebb a
munkakindlat — korlatot allitva az djraelosztdsnak. De emellett megengedjiik azt is, hogy
adott kulcs mellett kiilonboz6 orszdgokban kiilonboz6 szja-rendszert szavazzanak meg a
véalasztok és kiillonboz6 mértékben valljak be jovedelmeiket (vO. Ausztridt és Olaszorsza-
got).

E kiilonbség egyik lehetséges magyarazata az adomordl kozti kiilonbség, ahol adémo-
ralon az adoéfizetési hajlandésagot értjiik (Frey—Weck-Hannemann, 1984). Az egyszertiség
kedvéért csak az egzogén adémordllal foglalkozunk, azaz feltessziik, hogy ez a paraméterér-
ték kiviilrdl adott. (Az endogén adémordl viszont fiigg az ismerdsok egyén altal megfigyelt
adodbevallasatdl.)

Az elmondottakat a legegyszertibben tgy lehet modellezni, hogy az egyén hasznossagat
harom részhasznossdg Osszegének feltételezziik: a fogyasztdsé linedris, a munkakindlaté és
a kereseteltitkoldsé kvadratikus fiiggvény, pozitiv, negativ és negativ elGjellel (Doerrenberg
és szerzGtarsai, 2012). Emiatt az optimdlis munkakinélat az adékulcs linedrisan csokkend
fliggvénye, az optimalis kereseteltitkolds foka pedig az adémordl reciproka.

Azt allitjuk, hogy a medidnvalaszté altal preferalt és a partok éltal javasolt adokulcs anndl
nagyobb, minél jobb az adomordl. Emellett nagyobb keresetkiilonbségek szintén nagyobb
adokulcsot indokolnak, itt a keresetkiilonbséget az atlag- és a medidnkereset kiilonbségével
mérjiik.

A {6 gondolatmenet 1ényege egyszer(i: adott addkulcs esetén minél jobb az adémordl,
anndl tobb adét fizetnek be a dolgozdk, €s ezért anndl kevésbé érvényesiil az adéemelés
munkavisszaszorit6 hatdsa. Azonban pontos modellre van sziikségiink, hogy ezt az intuitiv
eredményt szabatossd tegyiik.

Megemlitjiik, hogy az adémordl és az addkulcs kozti szoros kapcsolat nemcsak akkor
érvényes, ha a medidnszavaz6 optimumat fogadja el a tarsadalom. Igaz marad akkor is,
ha egy joindulatd diktator csonkolt tarsadalmi j6léti fiiggvényt maximalizal, azaz csak a
legszegényebb jovedelemcsoportok dtlagos jolétét maximalizélja (Simonovits, 2011).

A tanulmény héatralévs része harom pontbdl all: a 2. fejezet a modellt korvonalazza,
a 3. fejezet szdmpélddkon keresztiil szemlélteti az elmondottakat. A fiiggelék ismerteti a
medidnszavazé modelljét.
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2. A modell

A Doerrenberg és szerzotarsai (2012) cikket kovetve legyen a szavazdok (vagy tipusaik)
szdma [ > 1, indexeik i = 1,...,1. Az i-edik tipus munkakinélata /;, 0 < [; < 1, kereseti
ratdja w; > 0, keresete /;w;. A kormanyzat linedris adérendszert miikodtet, T adékulccsal,
0 < 7t <1, és a befoly6 adékbol mindenkinek azonos alapjovedelmet fizet: B > 0. Az i-edik
dolgozé e; > 0 keresetet eltitkol, azaz Te; addt lecsal.

A ténylegesen befizetett ad6 T(liw; —e;) — B = ty; — B, ahol y; = Liw; — ¢; az ad6z6
kereset. Definici6 szerint a fogyasztés ¢; = (1 —7)l;w; + Te; + B. Vegyiik észre, hogy egykul-
csos rendszeriink is progressziv a kovetkezs értelemben: a #; = (ty; — ) /y; nett6 ad6/ad6z6
kereset hanyadosa nd az utébbi fiiggvényében.

A bevezetésben mar elmondtuk, hogy nagyon egyszerli hasznossagfiiggvényt feltétele-
ziink. A fogyasztds hasznossdga 2c;, a munkavallaldsé f(xwiliz, (ahol o > 0 a munkadldozat
egyiitthatGja) és az addcsaldsé —u(tw;)(e;/w;)?, (ahol u > 0 az adémordl egyiitthatdja,
roviden maga az adémordl.) Latni fogjuk, hogy a hasznossagfiiggvényben szerepld w; és
Tw; egyiitthatok megfeleld normak, segitségiikkel az optimalis dontések ésszertiek lesznek.

Az eddigiek szerint az i-edik tipus hasznossagfiiggvénye

Ui =2c;— ch,-l,-2 — /.L’L'w;le,-z.

Behelyettesitve a fogyasztasi képletet a hasznossagi képletbe:
ui(lie;) =2Liwi(1 — 1)+ 2¢;1+ 2 — Otwl-li2 — ,u*L'wflel-z.

Mivel a dolgozé nem ismeri a tobbiek dontését, sajat hasznossdga maximalizaldsakor
figyelmen kiviil hagyja az alapjovedelmet, tehit egy redukalt hasznossagfiiggvényt maxi-
malizal: u;(l;,e;) — 23. Egyszerii szamoldssal ad6dik az optimélis /; munkakindlat és e; ke-
reseteltitkolds:

1

F=a'(1-1) é e =p'w.

Erdemes kiemelni e dontések egyszeri jelentését: [ ardnyos 1 — 7-val, ahol az ardnyossagi
egyiitthaté az o munkadldozati egyiitthat6 reciproka; ej egyenl a potencidlis kereset és az
adomoral hanyadosaval. Fehérgazdasdgrol beszEliink, ha e} = 0, azaz U = oo,

Feltessziik, hogy a munkakindlat 0 és 1 kozott van, azaz o > 1, hatdresetben: o = 1.
Zavaré, hogy e fiiggetlen az [Fw; tényleges keresett6l. Esszer(i feltenni, hogy az eltitkolt
kereset legfeljebb akkora, mint a tényleges kereset: u~! < !(1—1), azaz T < 1— ot /u,
tehat ¢ < u.

Az egyéni vonatkozasrol a tarsadalmi vonatkozasra térve, feltessziik, hogy minden tipus
stilya azonos, azaz 1/I. Ekkor az atlagkereset-rata (amelyet 1-re normdalunk)

1
ZW,‘ =1.
i=1

W =

~ | o=
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Bevezetjilk még az atlagos munkakinalatot, az 4tlagos keresetet és kereseteltitkolast:

1 ) 1¢
li, Z:Yzliwi €S E:Yzei.

1
L=
i=1 i=1 i=1

~ | —

Optimumban L* = (1 —t)oe~! = Z* és E* = pu~!. Felirhatjuk az optimdlis dontések
ereddjeként ad6do alapjovedelmet:

B*=1(Z"—E)=tla '(1-1)—u"].
Visszahelyettesitve, az i-edik tipus indirekt hasznossagfiiggvénye
uj =wilo (1= 4 p ) rfa (1 - — ).

Vegyiik észre, hogy ha a kereseti ratdkat ndvekvd sorrendben indexeljiik, w; < wp <
... <wj_1 < wy, akkor az indirekt hasznossagfiiggvények is novekvs sorozatot alkotnak:
up <uy <...<wj_; <wj. Sziikkségiink lesz még két fogalomra: a medidndolgozéra és a
keresetek kritikus értékére. Ha a tipusok szdma paratlan: I =2M — 1, akkor a medidndolgozo
indexe M. A kereset kritikus értéke @ < Ll miatt

_ 2(1706/[.1)
- = 't
0O<w ) / 1

Megfelelden nagy adémoralra wy < w.
Most mar kimondhatjuk f6 eredményiinket:

1. Tétel. Legyen a medidndolgozd kereseti rdtdja kisebb, mint a kritikus érték:
wy < w.

Ekkor a medidnszavazo optimdlis adokulcsa pozitiv és képletben

20— e/ - = a/wwy 20— wu) — (2= wy)a/u
(O 1) = 22— wy) "= A;(z_wM)M '

Megjegyzések:

1. A képletbdl valéban kovetkezik, hogy minél jobb az adémordl, annél nagyobb a
vélasztott addkulcs.

2. Altaldban a medidnkereset kisebb, mint az atlagkereset. Meltzer—Richard (1981)
fogalmazta meg els6k kozt, hogy minél nagyobb a kereseti egyenl6tlenség, annal
nagyobb a vilasztott adékulcs. Modelliinkben célszert az atlag- s a medidnkereset
1 —wy, kiilonbségével mérni a keresetegyenlGtlenséget, igy visszaadja a Meltzer—
Richard-tételt.
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Bizonyitas: Tekintsiik a medidndolgoz6 indirekt hasznossagfiiggvényét:
Wy () =wyla ' =) +u ]+ 2tfa (1 —7) -l

Derivélva u},(7)-t és nulldvé téve, adodik Ty (o, it). Mivel u},'(7) pozitivbol negativba for-
dul a staciondrius pontban, Ty (o, i) lokdlis (és globdlis) maximum. wy < w ekvivalens
wv(a, i) > 0. oy (a, 1) kvalitativ viselkedése nyilvanvald. a

3. Szemléltetés

A szemléltetéshez maximdlis munkadldozattal szamolunk: o = 1. Keresetritaként az
USA stilizalt adatait vélasztjuk, 6t kvintilissal (jovedelemotoddel: I = 5), 14sd az 1. téb-
l4zat 1. oszlopét. Az addcsalds mértéke egyszerien adédik az adémordl reciprokaként (2.
oszlop). Szdmunkra a befizetett transzfer kiilonos jelentdségii: 7,* = t(wilf —ef) — B* (3.
oszlop). A legszegényebb 6tdd potencidlis keresetének tobb mint negyedét, az atlag 5,5 sza-
zalékat kapja, a leggazdagabb 6t6d viszont potencidlis keresetének kerek 4 szdzalékat fizeti
be, az 4tlag 11 sz4zalékat. Emellett felirjuk a fogyasztas értékét: 1athatd, hogy a szegényebb
otod fogyasztdsa még némileg nd a potencidlis keresetéhez képest (0,233 > 0,2), de a ma-
sodik 6todnél az ad6zas miatti visszatartott munkakinalat elviszi a transzfert (0,399 = 0,4).
A medidnotod minimalis transzfert fizet, de érdekes médon anyagilag veszit az adémentes
esethez képest; igaz, kevesebbet kell dolgoznia. Az igazi vesztes a legmagasabb 6tod: po-
tencidlis keresetének majdnem 15 sz4zalékdt elveszti. Természetesen ezek a szdmok csak
szemléltetésiil szolgalnak és vatossaggal kezelenddk.

Kereseti rata Eltitkolt kereset Befizetett transzfer Fogyasztas
Wi e T ¢
0,2 0,050 —0,055 0,233
04 0,100 —0,041 0,399
0,7 0,175 —0,020 0,646
L1 0,275 0,007 0,977
2,6 0,650 0,109 2,216

Megjegyzés: 1t =4, Ty (1,4) = 0,106 és L* = 0,894.

1. tablazat. Egyéni optimumok
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Az adémorilt valtoztatva csak a medidndolgozé optimdlis adékulcsara, az dltala kapott
eldjeles transzferre, és a fogyasztasra Osszpontositunk. Az adémoral 4-r61 20-ra, majd vég-
telenre valé emelkedésével az optimdlis addkulcs 0,106-r61 0,206-ra, majd 0,231-re emel-
kedik. A medidnszavazé dltal kapott transzfer lassan nd: az 4tlagos potencidlis kereset 2
szazalékarol 4,6 szazalékra és 5,3 szazalékra. A fogyasztds is lassan csokken: 65-r6l 60,
majd tovabb 59 szdzalékra. Vegyiik észre, hogy két hatds keresztezi egymadst: az adémordl
javuldsa emeli a medidnszavazé optimadlis addkulcsat, ami viszont mérsékli a medidnsza-
vazé munkakindlatat. Ez ut6bbi er6sebb, mint az djraelosztasi hatés, ezért csokken a medi-
anfogyasztas.

Adémoral Addkulcs Befizetett transzfer Medidnfogyasztis
u e Ty M
4 0,106 —0,020 0,646
6 0,147 —0,030 0,627
8 0,168 —0,036 0,618
10 0,181 —0,039 0,612
14 0,195 —0,043 0,606
20 0,206 —0,046 0,602
oo 0,231 —0,053 0,592

2. tablazat. Az adémoral hatdsa a medidnszavazora

Fiiggelék: A medianszavazé modellje

Itt roviden korvonalazom a medidnszavazé modelljét (Hirsleifer, 2005; Simonovits,
2003). Condorcet mar a XVIII. szdzadban felismerte, hogy az egyszeri tobbségi szava-
zas altaldban nem tranzitiv. Ezt a felismerést altaldnositva, Arrow 1951-ben bebizonyitotta,
hogy az egyéni dontések alapjan dltaldban lehetetlen konzisztens demokratikus valasztdso-
kat tartani. Szerencsére specidlis esetekben az egyszerii tobbségi szavazds megfelels. Ilyen
szerencsés eset az egycsucsu preferencidk esete.

Tegyiik fel, hogy a szavazok legkedveltebb értékeit egy T skalar képviseli: példaul mek-
kora legyen az idei szja-kulcs. Tegyiik fel, hogy minden valaszténak van egy kozvetett hasz-
nossagfiiggvénye, u(t,w), amely a T adékulcs fiiggvényében megmondja, hogy mekkora a
w jellemzGjili egyén maximalis haszna. Megfelel6 korldtossdgi és simasagi feltételek ese-
tén minden szavazénak 1étezik egyetlen egy optimdlis addkulcsa: jele T(w), 0 < t(w) < 1.
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Egycsiicsu preferencidkrol beszéliink, ha teljesiil a kovetkez6 feltétel: az egyéni optimum-
ndl kisebb adékulcsokndl a kozvetett hasznossdgfiiggvény nd, és a nagyobbnal csokken.
G(+)-vel jelolve a szavazok jellemzGjének folytonos és novekvs eloszldsfiiggvényét, beldt-
hat6, hogy a medidnszavazé vélasztdsa egyensilyi. Pontosabban: legyen wy, az a jellemzd,
amely két egyenls részre vagja a népességet: G(wyy) = 1/2.

A tobbségi szavazds azt jelenti, hogy barmely két 7; és 1, lehetdség koziil a tarsa-
dalom azt vélasztja, amelyik a szavazasndl tobbséget kap. Képletben: 7| legydzi 7,-t, ha
P({w|u(t;,w) > u(12,w)}) > 1/2, ahol P(A) az A halmaz valdszintiségét jeloli.

Egy fontos eredmény az aldbbi tétel.

A.1. Tétel (Black (1948)). Egycsiicsii preferencidk esetén a wyy jellemzdjii medidnszavazo
T(wy) dontése egyensiilyi.

Bizonyitas (vazlat): Tegyiik fel, hogy a u(t,w) fiiggvény mindkét véltozéjdban ndvekvs
fiiggvény a [0, 1] x [wr,wpy]| téglalapon. Belatjuk, hogy ekkor 7y, legy6zi 7-t. Ha Ty > T,

akkor a w > wyy jellemzdjiiek az egycsticstisdg miatt eldnybe részesitik Ty-t T-vel szemben,
s ez tobbség. Hasonldan érvelhetiink 1) < T esetén. a

A demokratikus szavazdsok eredményeit vizsgdlé matematikai elemzések Hotelling
(1929)-re nytlnak vissza. A példanal maradva, két part verseng a szavazok kegyeiért: a
baloldal (L) nagyobb, a jobboldal (R) kisebb addkulcsot javasol: 0 < 1 < 71. A T (prefe-
rencidji) szavazé arra a pdrtra szavaz, amelynek javaslata szdmdra jobb. Ezért a T szavazé
akkor és csak akkor szavaz balra, ha u(%,7) > u(%, ). Adott (71, 7R ) javaslatpdr esetén a
jobboldal a szavazatok pr = G((7;+ Tr)/2) hdnyadat kapja. Akkor gy$z a jobboldal, ha a
szavazatok tobbségét elnyeri, azaz pr > 1/2. (A folytonossdg miatt elvben érdektelen az
egyenlGség esete, bar a 2000. évi amerikai elndkvélasztds rdmutatott az idealizdlds korlatja-
ira.)

Kérdés: mit javasoljanak az elvtelen szavazatmaximalizalé partok? A vélasz a Nash-
egyensuly fogalman alapul. Két jatékos esetén a Nash-egyensiily egy olyan dontéspart jelent,
amelyt6l ha barmelyik jatékos egyoldaldan eltér, akkor rosszul jar.

A.2. Tétel (Hotelling-tétel, 1929). Egyensiilyban mindkét pdrt a kizépen dlld, medidn-
szavazo értékét javasolja:
T =n0=G(1/2),

ahol G~1(p) a G eloszldsfiiggvény inverze.

Megjegyzések:

1. Eredményiink paradox: egyenstlyban a két verseng6 part ugyanazt ajanlja. Ez rész-
ben igaz: a fejlett kétparti demokracidkban sokszor minimalis a két politikai erd
kozotti kiilonbség, 1ényegében masodrendd dolgok dontenek.
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2. Persze a tétel igy tdl egyszer(i: sem a politikdban altaldban, sem a adépolitikdban
sajatosan nem igaz, hogy a szavazdk csak onos érdekeiket kovetik. Még ha igaz
lenne is a feltevés, akkor sem lehetne az egyéni érdekeket egyetlen skaldrral kife-
jezni.

Bizonyitas (vazlat): Indirekt bizonyitunk. Ha 7" > 13 teljesiilne, akkor a baloldal a ad6-
kulcs elegendden kicsiny csokkentési igéretével dj szavazatokhoz jutna, anélkiil hogy régie-
ket veszitene, tehat eredetileg nem volt egyensily. Ha fennéllna az egyenldség, de a medidn-
szavaz6 értékénél nagyobb (vagy kisebb) érték esetén, akkor a baloldal a jobboldallal helyet
cserélve (vagy forditva) ismét csak javithatna a helyzetén, s ez ellentmond az egyensulynak.

a

Koszonetnyilvanitas:
A szerzd eziton koszoni az OTKA K-81483 palyazat timogatasat.
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Mai és régi idok tenisze
A nem teljesen Kitoltott paros osszehasonlitas matrixok egy
alkalmazasa

Temesi Jozsef, Csat6 Laszlo, Bozoki Sandor

Kivonat

A tobbtényezds dontési mddszertan egyik fontos eszkoze a paros osszehasonlitds. Preferen-
ciasorrendek meghatdrozdsara, adott tényez$ szerinti értékelések szdmszerisitésére egya-
rant felhaszndljdk a paros Osszehasonlitdsokbdl kapott métrixokat. Tanulményunk egy vi-
szonylag 1j kutatési teriilettel, a nem teljesen kitoltott paros 6sszehasonlitds matrixok alkal-
mazasaval foglalkozik. Az elmilt 40 év egymads elleni eredményei alapjan profi teniszjaté-
kosok rangsorait adjuk meg. Mivel a jatékosok koziil nem mindenki jitszott mindenkivel,
ezért — kiillonbozo feltételek mellett — az eredmények nem teljesen kitoltott paros 6sszeha-
sonlitds matrixokhoz vezetnek. Szamitasaink nem csak jol értelmezhetd rangsorok 1étreho-
zasara vonatkoznak, hanem a matrixok bizonyos tulajdonsigainak a rangsorokra gyakorolt

hatdsét is megvizsgaljuk.
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szerz6jének alkalma volt Ferivel egy teniszcsapatban jatszani — ez leggyakrabban még az
1980-as években tortént —, igy testkozeli megfigyelésekre volt lehetdsége Feri stratégidinak
és kifizetéseinek elemzésében. Ha eltekintiink a tudomanyos modellezési technikdk alkal-
mazasatol, akkor a legkézenfekvsbb, dm trividlis megfigyelési eredmény az volt, hogy Feri
nem szeret vesziteni (Ki szeret?). Amikor ez mégis bekovetkezett, mar dtvezetne benniin-
ket a magatartdselméleti kutatasok ingovanyosabb talajara. Feri szerva-ropte jatékstratégi-
4ja mellett a legjobban az emlékeztetett McEnroe és mds nagy jatékosok stilusara, amilyen
kérlelhetetlenséggel sajat hibdit megitélte. Akik jol ismerik szelid, ir6nidra hajlé habitusat,
bizonyara nem hiszik el a régmult id6k tantjdnak, ha azt 4llitja, hogy idénként nem csak a
labda repiilt, hanem az it is. . .

Ahogyan teltek az évek, a tenisz szeretete és gyakorldsa — legtobbszor csaladi korben —
megmaradt, viszont kiegésziilt a nagy versenyek televizids kozvetitéseinek megtekintésével
és elemzésével. Ma is jokat beszélgetiink arrdl, hogy a modern kori teniszgladidtorok koziil
ki a legjobb, és vajon felvennék-e a versenyt a kordbbi h8sokkel? Ez a gondolat vezetett el
benniinket ahhoz, hogy egy olyan teniszversenyt hirdessiink meg, ahol a régi és Uj csillagok
megmérkdzhetnek egymassal. No persze nem a teniszpalyan (bar sokan még most is jatsza-
nak korosztalyos versenyeken vagy bemutaté mérkézéseken), hanem a szamitdgép virtudlis
valésdgaban, a modellezés eszkozeivel.

Az elmiilt 40 év nagy férfi teniszezdi koziil 34 jatékost valasztottunk ki, koztiik minden-
kit, aki 1974. julius 29-e 6ta az ATP vilagranglistajat vezette — 6k 23-an vannak. Am a szo-
kasos egyenes kieséses fordulok helyett az dltalunk rendezett ,,torna” végeredménye az egy-
mas elleni eredmények alapjan alakult ki. fgy a 34 jatékos sorrendjének meghatdrozasahoz
felhaszndlhat6 volt a paros Osszehasonlitisok mddszertana. A ,rangsorolds” érdekességét
az adja, hogy vannak olyan jatékosok, akik az 1980-as vagy az 1990-es években befejezték
aktiv palyafutdsukat, igy biztosan nem taldlkozhattak a palydn a 2000-es évek csillagaival.
Emellett akar egy id6ben aktiv jatékosokndl is el6fordulhatott, hogy nincs egymas elleni
eredményiik. Ezért a paros 0sszehasonlitds matrixok egy specidlis osztdlyaval, a nem telje-
sen kitoltott paros 0sszehasonlitds métrixokkal kellett a feladatot megoldani, s ez — a jaték
izgalman tdlmenden — egy 1j médszertan érdekes alkalmazdsanak is igérkezett.

A tanulmaény els6 részében a paros 6sszehasonlitds matrixok tulajdonsdgaival foglalko-
zunk olyan mértékben, amennyire a tovabbiakban sziikséges, majd a teniszezdk életpalya-
jara és egymds elleni eredményeire vonatkozoé részleteket mutatjuk be. A konkrét szami-
tasokhoz sziikséges adatok ismertetése utdn a kiilonboz6 feltevéseken alapulé modellvari-
ansok eredményeit kozoljik. Az egyes ,,rangsorok” elemzésekor a médszertani tanulsdgok
mellett igyeksziink a tenisz sajatos viszonyait és a jatékosokra vonatkozé tobbletinformaciot
is figyelembe venni.

Reméljiik, hogy Forgé Feri kedvencei az éltala elvart médon szerepelnek majd ebben a
torténelmi versengésben — ha mégsem, akkor majd k6zosen megvitatjuk, mi az, amit még
javithatunk a modelleken.
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2. Paros osszehasonlitas matrixok

A péros Osszehasonlitds matrixok taldn legismertebb alkalmazdsi teriilete a tobbszem-
pontd dontési modellezés, ahol az egyes szempontok fontossidgdnak szdmszerli meghata-
rozasdra vagy az alternativak adott szempont szerinti értékelésére haszndlhaték. A dolgo-
zatban az utébbi esettel foglalkozunk, hiszen teniszez&k rangsorat szeretnénk feldllitani. A
péros 6sszehasonlitds matrix egy négyzetes matrix, amelynek (i, j)-edik eleme megmutatja,
hogy az i-edik jatékos hdnyszor jobb az j-edik jatékosnal:

1. Definici6. (Pdros dsszehasonlitds mdtrix) Jelilje R"" a pozitiv valés elemekbdl dllo
n X n-es mdtrixok osztdlydt. Az

I anp a3 ...an
1/6112 1 azy ... dy
A= 1/(113 1/a23 1 ...as, QR'_:_X"

l/aln 1/(12n l/ag,, o1

madtrixot pdros dsszehasonlitds mdtrixnak nevezziik, ha minden i,j = 1,...,n indexre telje-
stil, hogy
1
a; =1, ajj=—. (1)
aji

(1) alapjdn az 6nmagdval val6 6sszehasonlitds eredménye mindig 1, tovdbba ha az i-edik
jatékos a;j-szer jobb, mint a j-edik, akkor a j-edik sziikségképpen 1/a;j;-szer jobb, mint
az i-edik. Az (1)-bdl adéddan n jétékos esetén n(n — 1)/2 osszehasonlitds alapjdn a métrix
minden eleme felirhaté.

2. Definicié. (Konzisztens pdros dsszehasonlitds mdtrix) Ha egy A = [ajjli j—1,..n € R
mdtrixra (1)-en tiil még a;ja;x = ay is teljesiil minden i, j,k = 1,...,n indexre (tranziti-
vitds), akkor konzisztens pdros dsszehasonlitds mdtrixnak nevezziik. Az (1) feltételt igen, de
a tranzitivitdst nem teljesitd mdtrixot inkonzisztens mdtrixnak nevezziik.

A feladat: a jatékosok paronkénti 6sszehasonlitdsdnak (A matrix) ismeretében egy olyan
w = (w1, wa,...,wy) stlyvektor meghatdrozasa, amire w; >0 (i = 1,2,...,n), valamint
Y w; =1, és amelynek a komponenseib6l képzett w;/w; aranyok jol tiikrézik a métrix-
ban szerepld a;; ért€keket minden 7, j = 1,2,...,n indexpdrra (miutdn csak a stlyok ardnyai
szamitanak, a sulyvektort valamilyen médon normalizélni kell, 4ltaldban 6sszegiiket 1-nek
valasztjuk). A dolt betiivel szedett cél matematikailag sokféle, egymassal nem feltétleniil ek-
vivalens médon fogalmazhaté meg. Az Analytic Hierarchy Process (AHP) médszertanban
a méatrix maximadlis sajatértékéhez (A,,4y) tartozé jobboldali sajatvektor komponensei adjdk
a sulyokat (Eigenvector Method, EM moddszer; Saaty (1980)). Matematikai szempontbdl
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legalabb ennyire természetesnek tiinik olyan tavolsagminimalizalé mddszereket hasznélni,
amelyekben a dontéshozd dltal megadott paros 6sszehasonlitds matrixot egy sulyvektor dltal
generdlt konzisztens matrixszal kozelitjiik és célfiiggvényként a két matrix tavolsagat irjuk
fel, példaul a logaritmikus legkisebb négyzetek értelemben (LLSM; Crawford és Williams
(1980, 1985); De Graan (1980)):

n o n . 2
minz Z [loga,-j —log (:}}l)] )
j

i=1j=1

n
wi>0 (i=12,...,n), Yw=L1 A3)
i=1
Ha a dontéshozo eleve konzisztens matrixot ad meg, akkor mindegyik sulyozdsi mdd-
szer vissza is adja ezt eredményiil, mig inkonzisztens esetben az egyes mddszerek egy-
mastdl kisebb-nagyobb mértékben eltér silyvektorokat eredményeznek. A szamos tovabbi
célfiiggvény felirasat és osszehasonlitasat (lasd Bozoki (2006), 4.1. fejezet) oly médon fog-
lalhatjuk 6ssze, hogy nincs olyan silyozdsi médszer, amely minden tekintetben jobb lenne a
tobbinél. Az LLSM mddszer egyik elénye, hogy az optimélis megoldas konnyen szdmolhat6
a paros Osszehasonlitds matrix sorelemeinek mértani kozepeibdl (Crawford és Williams,
1985).
A sulyvektorbdl a koordinatdk nagysdg szerinti sorrendje alapjdn azonnal adddik a
jatékosok rangsora.

2.1. A paros osszehasonlitds madtrixok inkonzisztencidja

Az el6z6 fejezetben az inkonzisztenciat a konzisztencia hidnyédval definidltuk, de az in-
konzisztencia szintjére még nem adtunk mér6szamot. Az mindenesetre érezhetd, hogy az

1 2 5 12 1/5
12 1 3 és 12 1 3
1/5 1/3 1 5 1/3 1

matrixok nem egyforman inkonzisztensek, hiszen az elsében ,,épphogy csak’ nem teljesiil a
konzisztencia 2 x 3 = 5 egyenlete, mig a mdsodikban sokkal nagyobb az eltérés az egyenlet
két oldala kozott. Rdaddsul a mésodik esetben a korbeverés jelensége is megjelenik.

Az AHP médszertanban Saaty Ugy definidlta egy paros Osszehasonlitds matrix inkon-
zisztencidjat (CR), hogy maximalis sajatértékének egy pozitiv linedris transzformaltjat vette
és a matrixot elfogadhatonak tekintette, ha ennek értéke 0, 1 alatt van, ami a szakirodalom-
ban a 10%-os szabdlyként valt ismertté (Saaty, 1980).
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Az inkonzisztencia mérésére szamos tovabbi oOtlet ismert, az irodalomban legaldbb tiz-
féle megkozelitést emlitenek (Brunelli és Fedrizzi, 2011). A dolgozatban a kérharmasokkal
— triddokkal — fogunk foglalkozni (Kéri, 2011; Kindler és Papp, 1977). Ezek esetében el-
tekintiink a preferencidk intenzitdsatdl, csak azok irdnydt (a kozombosséget kifejezd 1-hez
viszonyitott nagysagat) vizsgaljuk. E tekintetben els6sorban az intranzitiv triddok, a fenti
példaban a jobb oldalihoz hasonlé , kovetkezetlen” harmasok ardnya lesz érdekes.

2.2. Nem teljesen kitoltott pdros osszehasonlitds mdtrixok

Szamos oka lehet annak, hogy egy pdros 0sszehasonlitds matrix néhany eleme hidny-
zik. Ha a dontéshozé idejét és figyelmét csak szlikre szabott korlatok kozott tudjuk igénybe
venni, akkor konnyen el6fordulhat, hogy nincs lehet&ség az Gsszes szempontpar vagy alter-
nativapar kozotti ardny lekérdezésére. A teniszjatékosok esetében pedig természetszertileg
jelennek meg a hidnyzé elemek, hiszen nem tudunk kozvetleniil 6sszehasonlitani két olyan
jatékost, akik sohasem jatszottak egymas ellen.

A nem teljesen kitoltott paros 6sszehasonlitds matrix csak annyiban kiilonbozik a (telje-
sen kitoltott) paros Osszehasonlitds matrixt6l, hogy néhany eleme ismeretlen. A kovetkezd
felirasban a hidnyz6 elemek helyére *-ot tesziink:

1 arn * ... dlp
1/a12 1 ays ... *

A= * 1/(123 1 ..oas|. @)

l/ayw * 1/az, ... 1

A fenti objektum még nem egy matematikai fogalom, hiszen minden linedris algeb-
rai definicié, mivelet és 4llitds olyan matrixokra van értelmezve, amelyeknek az Gsszes

eleme adott. A probléméit konnyen &dthidalhatjuk, ha a f64tlé folotti hidnyz6 elemeket az
X1,%x2,...,Xg € Ry véltozokkal helyettesitjiik, a nekik megfeleld f6atl6 alattiakat pedig a re-

ciprokaikkal: 1/x1,1/x2,...,1/x4. A métrixban tehét dsszesen 2d hidnyzd, illetve mostantdl
valtozdval jelolt elem lesz.
Jelolje
1 ain X1 ... Ay
l/ap, 1 ay ... X4

AX) =A(x1,x0,..,x0) = | /1 Vas 1 ...a3 5)

lay, 1/xq4 1/az, ... 1
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ahol x = (x1,x2,...,x4)7 € Ri. A fenticknek megfeleléen az (5) alakot nem teljesen kitol-
tott paros Osszehasonlitds matrixnak hivjuk. Ez tekinthetd egy matrixosztalynak, amelynek
barmely realizdcidja (az xp,xp,...,x; valtozék mindegyikének valamilyen pozitiv értéket
adunk) egy-egy pdros 6sszehasonlitds matrixot eredményez.

A tovébbiakban a pdros dsszehasonlitas mdtrix fogalmat a teljesen kitoltott paros 6ssze-
hasonlitds matrixokra hasznaljuk, mig a nem teljesen kitoltott pdros dsszehasonlitds mdtrix
fogalmat a fentebb definidlt nem teljesen kitoltott paros 6sszehasonlitds matrixra. A nyelvi
logika ellenére a paros 0sszehasonlitds matrix fogalma nem b&vebb, mint a nem teljesen
kitoltott paros dsszehasonlitds matrix fogalma (a ,,nem teljesen kitoltott” jelzd tehdt most
nem szikitést jelent.) A két halmaz kozotti tartalmazds csak a fenti realizdciés formédban
értelmezhetd, ekkor viszont éppen a nem teljesen kitoltott matrixok fogalma a bévebb.

Mind dontéselméleti, mind alkalmazasi szempontbdl az alabbi kérdések tlinnek fontos-
nak és izgalmasnak:

e Hogyan szadmitsuk ki a sulyvektort?
e Hogyan szamitsuk ki az inkonzisztenciat?

Természetesen adédik még az a kérdés is, hogy milyen értékek beirdsaval lehet vala-
milyen szempontbdl optimdlisan kitolteni a matrixot. Ezt 6nmagaban nem tartjuk elsédle-
ges fontossagunak, bar megjegyezziik, hogy a kés6bbiekben targyalt algoritmusok mintegy
melléktermékeként ez is megoldddik és bizonyos informécidk kiolvashatdk az eredmények-

bdl.

2.3. Grdf reprezentdcio

Amikor a dontéshoz6t arra kérjiik, hogy paronként hasonlitsa 6ssze n szempont fontossa-
gat, akkor minden egyes Osszehasonlitds sordn egyfajta relacid, viszony megallapitdsa tor-
ténik. Minden egyes reldci6 egy ardnyszdm formdjaban jelenik meg, jelesiil a két szempont
fontossdganak hanyadosaként vagy legaldbbis annak becsléseként. Két, még 6ssze nem ha-
sonlitott szempont kozott tehat nincs semmilyen kozvetlen relacié. Kozvetett persze lehet,
ha a tovdbbi szempontokkal valé 6sszehasonlitasokat is figyelembe vessziik. A fentiek alap-
jan természetesen adddik a grafokkal valé kapcsolat.

Legyen A egy n x n-es nem teljesen Kkitoltott paros 6sszehasonlitds matrix. Ehhez egy
grafot definidlunk az aldbbiak szerint:

e G:=(V,E), ahol

e V:={1,2,...,n}, minden cstics egy-egy 9sszehasonlitandé elemnek (példdul te-
niszjatékosnak) felel meg;

o E:={e(i,])|aij (és aj;) adott és i # j}, az irdnyitatlan élek a mtrix ismert elemeit
képviselik;
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e Ha hidnyz6 elem van a matrixban, akkor a neki megfelel6 €l nincs behtizva a graf-
ban. G egy irdnyitatlan graf.

1. Példa. Legyen C egy 6 x 6-0s nem teljesen Kkitoltott paros Osszehasonlitds matrix, a
hozzatartoz6 G grafot az 1. dbra mutatja.

1 apaiz * * ap
ay 1 ap * x %

az1 azy 1 asq ass aze

C =
* ok a3 1 % %
* % asy x 1 asg
del * Aae3 * dgs 1
1 3
2 5
®
3 4

1. abra. A C matrixhoz tartozé G iranyitatlan graf

2.4. Silyok szamitdsa nem teljesen kitoltott pdaros osszehasonlitds
madtrixok esetén

A Saaty-féle CR inkonzisztencia mérészam és a maximadlis sajatérték kozott kozvetlen
kapcsolat van: egymads pozitiv linedris transzformaltjai. Minél nagyobb a matrix maximalis
sajatértéke, anndl magasabb a CR inkonzisztencia szintje.

A fentiekbdl kiindulva egy nem teljesen kitoltott paros 6sszehasonlitds matrixhoz azo-
kat a kitolt elemeket fogjuk megkeresni, amelyekkel teljessé téve a matrixot a maximalis
sajatértéke minimadlis lesz. Formalisan:
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min Ay, (A(X)). (6)
x>0

Belathatd, hogy az EM mdédszernek megfeleld (6) optimalizalasi feladat megoldésa ak-
kor és csak akkor egyértelm@, ha nem teljesen kitoltott paros Osszehasonlitds matrixhoz
tartoz6 G graf osszefiiggd (Bozoki et al., 2010).

A logaritmikus legkisebb négyzetek médszerének a nem teljesen kitoltott esetre vonatko-
z6 kiterjesztése természetes médon a kovetkezs: a (2) célfiiggvényben csak azokhoz az (i, j)
indexpdrokhoz tartozo tagokat vessziik figyelembe, amelyekre a;; adott:

N2
min Y’ [logaij—log(::l_ﬂ @)
j

e(i,j) €E

n
wi>0 (i=1,2,...,n), Y wi=1 (8)
Az el6z6 esethez hasonl6an megmutathatd, hogy a nem teljesen kitoltott matrixokra felirt
(7)-(8) LLSM feladat megolddsa pontosan akkor egyértelmi és egy linedris egyenletrend-
szerbdl explicit médon szamithatd, ha a G graf 6sszefiiggd (Bozdki et al., 2010).

3. A tenisz vilagranglistak vezet6 jatékosainak dsszehasonlitasa: az
adatrendszer

Napjainkban a tenisz vildgszerte az egyik legnépszeriibb sport. Nagy egyéniségeit a te-
levizié révén szazmillidk lathatjak akar é16 kozvetitésekben is, népszertiségiik oridsi. A leg-
nagyobb versenyek (Grand Slam, ATP 100-as torndk, Davis Kupa) nézettsége reklamértékét
tekintve a sportagak kozott az els6k kozé emelte. Ennek okait, torténetét itt nem tudjuk fel-
tarni; kihaszndljuk viszont azt a szdmunkra nagyon fontos kovetkezményét, hogy a versen-
yekrdl, eredményekrdl, a jatékosok palyafutdsardl rengeteg szabadon elérhetd informdci6
all rendelkezésre. Az adatokat tobbféle szemléletben kozolték, tdblazatok tomege mutatja
be ezeket, ennek ellenére (vagy éppen ezért?) feldolgozasuk egyaltalan nem egyszerd.

A férfi és ndi hivatasos teniszez6k vilagszovetségei honlapjaikon sokféle statisztikai fel-
dolgozast kozolnek. Ezek egy része a teniszez0k egyéni életiitjara vonatkozik: hany mecs-
cset jatszott, milyen gy6zelem-vereség ardnya volt az egyes években, mennyi pénzt keresett
a kiilonbo6z6 hivatalos torndkon, melyek voltak a ranglista helyezései. Szamunkra az egymas
elleni eredmények adatbazisa volt kiilonosen fontos, ahogyan arra hamarosan részletesen is
kitériink. Végiil a honlapok nyilvantartjak az aktudlis vildgranglistdkat, mig archiv oldalai-
kon a régi ranglistdk és eredmények is elérhetdk.

Tanulmanyunkban a férfi vilagranglistak élversenyzdivel foglalkozunk. A néi teniszezdk-
re vonatkozdan az adatok szintén 9sszegy(jthetdk és a szamitasok analég médon elvégezhe-

Py

tok, am terjedelmi keretek ezt nem tették lehetdvé (rdaddsul Feri is szivesebben koveti a férfi
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tornak mérkdzéseit). A vizsgalt jatékosok kozott ugyan tobben vannak, akik parosban is ki-
emelkedd eredményeket értek el, 4m itt csak az egyéni mérk6zésekre koncentralunk.

Célunk az, hogy a jelen és a mult nagy jatékosait egymassal 6sszevessiik. Hasznalhat-
nank erre a vildgranglistdkat, de szemléletiink eltér att6l, ahogyan ezek a listak dsszedllnak.
Mig néhany sportdgban az egyéni ranglistdk megprébaljak az egymads elleni eredményeket
értékelni (példaul a sakkban), vagy az egyes versenyeken elért eredményeket valamilyen
moédon aggregalni (egyes atlétikai szamok, vivas), addig a tenisz ranglistak készit6i a verse-
nyek eredményeit jelent6ségiik szerinti pontszamokkal 14tjak el, s igy alakitjdk ki a helyezé-
seket. A kiilonboz6 torndk fontossdgat a pénzdijak mérik. Az elért pontszdmban egydltalan
nem jatszik szerepet a legy6zott ellenfél kiléte, ez csak indirekt médon, a szamitasba vett
versenyek nevezési és kiemelési rendszerében jelenik meg. A tenisz ranglista-készités spe-
cidlis szabalyaira nem tériink ki, mivel ezeket nem hasznéljuk (illetve csak a széba johetd
jatékosok korének meghatarozasara).

Logikusnak latszik a jatékosok egy zart korének értékelésére az egymds elleni eredmé-
nyek felhaszndldsa. Ugyanakkor egyaltalan nem magétol értet6dd, hogy olyan sportagak-
ban, ahol két jatékos sokszor taldlkozott egymassal, és hol az egyik, hol a masik kerekedett
feliil, az egyes eredmények koziil melyeket valasztjuk ki, illetve hogyan sulyozzuk azo-
kat. A vilaghdlén elérhetd adatbizisok mind a 34 jatékosunk esetében lehetévé tették az
0sszes egymds elleni ,.hivatalos” eredmény figyelembevételét, amit meg is tettiink, mégpe-
dig a versenyek megkiilonboztetése nélkiil. Valdszintileg nem nagyon tévediink ugyanis, ha
azt gondoljuk, hogy a pélyan egy jatékos legjobb tudasit bevetve mindig le akarja gy&zni
ellenfelét, és nem a pénzdij vagy egyéb koriilmények motivaljak. Ha példdul két jatékos
valamelyik nagy versenyen jatszott egymadssal, az ugyanolyan médon keriilt be az adataink
kozé, mint amikor egy Challenger torndn vagy a Davis Kupa csapatmérk6zésein taldlkoz-
tak. Az egymas elleni mérk6zések eredménye és az egyéb adatok forrdsa minden esetben a
FEDEX ATP Head 2 Head Statistics jatékos-0sszehasonlit6 oldal.

Nem mindegy az sem, mit tekintiink eredménynek. Ha az egyik jatékos egy 2 vagy 3
nyert jatszmdig mend mérkézésen legydzte a masikat, azt a javdra irt egy pontnak tekint-
hetjiik, mig a mésik jatékos nem kap pontot. fgy barmely két jatékosra meg tudunk allapi-
tani egy gy6zelem/vereség ardnyt. Szamitasainkban ez lesz az egyik numerikus adat. Ez a
hanyados mindenképpen mond valamit a két jatékos erdviszonyarol: ha 1 kozelében van,
akkor az erdviszonyok kiegyenlitettek, ha valamelyik fél javdra magas az érték, akkor 6t
sokkal jobbnak tekinthetjiik a masikndl. Ennél drnyaltabb megkozelitést jelent az, ha a két
jatékos egymds elleni jatszmaaranyat tekintjik értékmérének. Ezzel dltaldban az az eset is
kivédhetd, ha az egyik jatékos soha nem nyert egy masik ellen, s igy a hanyados nem lenne
értelmezhetd.

Elemzéseink a paros 0sszehasonlitds matrixokbdl szamitott stlyvektorokra és az ezek
alapjan feldllitott sorrendekre épiilnek. Feltevésiink szerint a jatékosok egymads elleni ered-
ményeinek ardnya egyben kettdjiilk paros Osszehasonlitdsa a fenti értelemben. Haromféle
matrixot allitottunk eld. Az elsd tipust matrixnak (PC1) azok az elemei kapnak értéket
(vagyis azok lesznek a nem teljesen kitoltdtt paros 6sszehasonlitds matrix ismert elemei),
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ahol a két jatékos legalabb egy mérk6zést jatszott egymassal. Mivel tobb esetben minddssze
néhdany, olykor csak egy-két mérk6zés van a két jatékos kozott, ezek eredménye az arany-
szemléletben erésen torzithatja az er6viszonyokat, akarhogyan is igyeksziink a nulldval valé
osztast elkeriilni. Itt azt a megoldast vélasztottuk, hogy az ilyen ,,végteleniil er6sebb, mint
a mésik” esetben egy korrigdlt értéket irtunk be. Ennél jobb lehet az a megoldés — bar adat-
vesztést és némi torzitast okoz —, ahol csak azokat a parokat vettiik figyelembe, amelyekben
a jatékosok legaldbb 6tszor mérkdztek egymadssal. Ez a méasodik tipusi mérkdzésaranyt tar-
talmaz6 matrix (PC2). Harmadik tipusti matrixunkban (PC3) a jdtszmaaranyok képviselik a
paronkénti 6sszehasonlitasokat.

Ez a szemlélet jOl kezeli azt, hogy ebben az egyéni sportban is védltakozé szerencsével
folyhat a két jatékos kozotti kiizdelem. Azonban ezek a taldlkozék nem egyetlen rovid id6-
szakban zajlottak le, hanem a sportoldk teljes jatékos palyafutdsa alatt. Egy-egy gy6zelmet
vagy vereséget a hozzaérté masként kezelhet, ha két olyan jatékos taldlkozott egymadssal,
akiknek a pélyafutdsuk kezdete és csticsa mds-mds id6szakra esett. Ha egyikiik még fia-
tal, kezd6 hivatdsos, mig a masik péalydja csticsan van, akkor az eredmény nem feltétleniil
szamithaté be azzal azonos médon, mint amikor ugyanez a két jatékos ereje teljében ta-
lalkozott. Ezzel a kérdéssel — részben médszertani nehézségek miatt — nem foglalkozunk.
Tapasztalataink szerint egyébként fiatal jatékosok néha mar palydjuk elején is nagy ered-
ményekre voltak képesek (példaul Becker, Nadal), igy nem igazdn tudnink egy meggy6z0
stilyozasi médszert érvényesiteni.!

Az elemzések soran mégis érdemes lehet kovetni az egyes jatékosok aktiv palyafutdsanak
idejét, és figyelni arra, mikor taldlkozhattak egymadssal. A 2. dbra mutatja jatékosaink aktiv
palyafutdsanak id6szakait. J61 lathatéan vannak, akik hamar visszavonultak (példdul Borg 8
év professzionalis karrier utdn), mig masoknal rendkiviil hosszud aktiv hivatasos id6szakok
is el6fordulnak (Agassi: 21 év, Connors: 25 év). Megemlitendd, hogy az ATP honlap szerint
jelenleg még 8 jatékos aktiv versenyzd: Djokovic, Federer, Ferrero, Haas, Murray, Nadal,
Nalbandian, Roddick (Muster késoi ,,visszatérését” a profik k6z€é nem szamitjuk ide). Az 6
egymds elleni eredményeik kés6bb még médosithatnak a rangsorokon; e tekintetben elsé-
sorban a két fiatal versenyzd, Djokovic és Murray elSretorése varhaté a tobbiek rovasara.
Az adatbézisban a 2011 végéig lejatszott hivatalos mérkézések szerepelnek.”

A 2. abra ravilagit arra, hogy vannak olyan jatékosok, akik aktiv palyafutdsuk soran
soha nem taldlkozhattak egymadssal! Ha tehat a paros 0sszehasonlitds matrixok mddszerta-
nat akarjuk alkalmazni, akkor matrixaink nem lesznek teljesen kitoltottek. Az el6z6 fejezet-
ben megmutattuk, hogy a nem teljesen kitoltott paros 6sszehasonlitds métrixok médszertani
kezelése akkor megoldott, ha a matrix ismert elemeit reprezentald graf osszefiiggd. Teni-
szezbink esetében ez akkor teljesiil, ha nincsenek olyan izolalt id6szakok, amikor bizonyos

! Ebben az is szerepet jatszhat, hogy egy fiatal jatékos minden bizonnyal nagyobb motivaciéval 1ép palyara
az aktudlis sztarok ellen, mint forditva, hiszen szdmukra ez jelentheti ,,életiik meccsét”.

2 Azegyetlen kivétel ez aldl a 12. tdblazat teljes palyafutdsra vonatkozé adatdlloménya. Ezek osszegyfijtése
2011. oktéber-november folyamdn tortént, és utélag nehezen lehetne 2011 végéig frissiteni. Mindenesetre
ez egyaltalan nem befolydsolja szamitdsi eredményeinket.
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2. abra. A professziondlis teniszkarrier idStartama az elemzésbe bevont jatékosoknal

jatékosok kizarélag egymassal jatszottak. A diagramon az is l4thatd, kik azok, akik legin-
kabb kapcsolatot teremtenek az egyes id6szakok kozott. Az 1980-as, illetve a 2000-es évek
jatékosai koziil példaul Agassi vagy Kuerten viszonylag sokakkal jatszhatott, de Lendl is a
20. szdzad végi tenisz egyik ilyen 6sszekotd egyéniségének tekinthetd.

Itt érkeztiink el arra a pontra, ahol médszertanunk legizgalmasabb és egyben legvitatha-
tobb eleme jelenik meg: egyiitt kezeljiik, egyiitt rangsoroljuk azokat, akik jatszottak egy-
massal (akdr egyetlen meccset), azokkal, akik aktiv pdlyafutdsuk sordn a pédlyan egyszer
sem 4lltak egymdssal szemben. Az egyiittes rangsorolds lehetdségét a feltételiinket teljesitd
nem teljesen kitoltott paros 0sszehasonlitds matrixnak az a tulajdonsiga adja, hogy indirekt
mdédon az egymads ellen nem jatszo6 versenyzok is osszehasonlitasra keriilnek.

Miel6tt azonban az eredményeket bemutatnank és elemeznénk, ki kell térniink néhany
technikai részletre. Szenteljiink még néhany sz6t a jatékosoknak. Mivel a métrixainkban
szerepld mérkdzések egymads elleniek, ezért érdekes kérdés lehet, vajon egy-egy jatékos tel-
jes karrierjének ezek a meccsek mekkora részét fedik le. Rendelkezésre 4ll olyan statisztika,
ahonnan kigyfijthetSk a sziikséges adatok és Osszeallithat6 a fiiggelékben kozolt 12. tab-
lazat, mely szerint a versenyz6k tobbségénél az altalunk kivalasztott jatékosokkal tortént
Osszecsapdsok az Osszes mérkdzéshez viszonyitva 15 és 20% kozott mozognak (FEDEX
ATP Head 2 Head Statistics). A legkisebb (nagyjdbdl 10%-o0s) ez az ardny Borg, Gerulaitis
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és Connors esetében. A mdsik végletet Edberg, Sampras és Becker (23% koriil) képviselik.
Taldn meglepd, hogy az éljatékosok vildga ennyire ,,belterjes”: az éljatékosok mérkdzéseik
legnagyobb részét — a nevezési rendszerek és a fizeté nézok, valamint a televizidadasok
kovetelményeinek megfeleléen — egymads ellen jatsszak.

Szamitdsaink alapjat, mint arrél mér sz6 volt, hdrom matrix képezte. Ezek koziil a PC1
matrixban szerepl6 aranyok alapadatait — az egymas elleni eredményeket — a fiiggelék 14. a.
és 14.b. tablazataiban lathatjuk. Ennek egy celldjaban a sor szerinti jatékos oszlop szerinti
jatékos elleni gy6ztes mérk6zéseinek szama szerepel, zardjelben kettejiik Osszes egymds el-
leni taldlkozdjaval. Agassi példdul 10 alkalommal nyert Becker ellen, Becker pedig 4-szer
Agassi ellen. Igy a PC1 métrixban 10 /4 és 4/10 lesz a pdros dsszehasonlitds matrix meg-
felels két eleme (A PC3 métrix hasonléképpen épiil fel a jatszmaaranyokbol). Ures celldk,
ismeretlen elemek jelzik azt, ha a két jatékos nem mérk6zott egymdssal. A PC1 matrix
az elméletileg lehetséges 561 paros 6sszehasonlitasbol 322-t tartalmaz (57,4%). Ennek ki-
toltottségét azzal is jellemezhetjiik, hogy a 34 x 34-es méretli matrixban mennyi az ismert
elem. Ekkor a matrix reciprok tulajdonsagdbdl ad6d6 nem nulla értékeket és a féatloban sze-
repld egyeseket is szamitdsba vesszik, igy a PC1 matrix kitoltottsége 58,7% (pontosabban
678/1156 = 58,65%).

A PC1 és PC3 matrixokban a gy6zelmi és a jatszmaardnyok irdnya altaldban azonos.
Egyes esetekben a dontetlen ardny a jatszmdkndl sem valtozik (példdul Hewitt-Nalbandian
3/3, illetve 10/10), tobbnyire azonban — bér csekély mértékben — a jatszmaardny ,,eldonti”,
ki volt jobb (példdul Borg-McEnroe 7/7 és 23/21). Akadnak megfordul6 irdnyok is, a 322-
bl dsszesen 8 esetben. Taldn a legérdekesebb az Edberd-Wilander pérositds, ahol a mérks-
zésardny 9/11, mig a jatszmaardny 29/24. Szamitdsainkat a gyGzelmi és a jatszmaaranyokra
is elvégezziik és mindkét megoldast elemezni fogjuk.

Azokban az esetekben, amikor az egyik jatékos egyaltalan nem nyert mérkdzést (vagy
jatszmat), egy azonos — relative nagy — szamérték alkalmazasa nyilvanvaléan erds torzitast
vitt volna a rendszerbe. A mérkdzésardnyokat tartalmazo mdtrixokndl a korrekciora kétféle
megoldést alkalmaztunk:

a) 5 mérkdzésenként valtoztattuk az ardnyt; az els6 6t esetben (1:0,2:0,...,5:0) a
beirt hanyados 5, majd a kovetkezd 6t esetben (6 : 0,...,10: 0) 10, és igy tovabb:
ez a PCl;

b) 1:0 esetében 3, 2 : 0 esetében 4, 3 : 0-ndl 5 volt az ardny, a tovdbbiakban is 4gy
folytatva, hogy a gy6zelmek szdmdhoz kettét adtunk hozza: ez a PC4.

A PC2 matrix ugy allt el6, hogy a PC1 matrixbdl (a 14.a. és 14.b. tdbldzatok adatai
koziil) kihagytuk azokat, ahol a mérkdzések szdma két jatékos kozott kevesebb, mint 5.
Ezzel a mddositdssal egy olyan varidnst kivantunk létrehozni, ahol a fenti korrekciét csak
kevés elemre kell alkalmazni. Mivel a 322 parositasbdl 134 esetben volt a mérkdzésszam 5-
nél kisebb, ezért a PC2 matrix kitoltottsége az dsszes lehetséges egymads elleni mérk6zéshez
viszonyitva 33,5%. A PC5 matrix a PC2 adataib6l a b) korrekci6 révén keletkezik.



Mai és régi idok tenisze 225

A jdtszmaardnyokat tartalmazo mdtrixndl — mivel kevesebb korrigdland6 eset volt — igy
keriiltiik el ezt a problémit, hogy az ilyen eredményeket kihagytuk. gy a PC3 matrix 279
elemet tartalmazott (a lehetséges paros Osszehasonlitdsok 49,7%-a). Végeztiink egy olyan
szamitast is, ahol a PC3 matrixndl a b) korrekcidt alkalmaztuk, igy allt el6 a PC6 métrix
(ennek kitoltottsége azonos a PC1-ével, azaz 57,4%).

4. Silyvektorok eloallitasa a nem teljesen Kitoltott paros
osszehasonlitas matrixokbol

A héarom alapmatrix mindegyikére kiszdmitottuk a sulyvektorokat a logaritmikus legki-
sebb négyzetek mddszerével (LLSM) és a Saaty-féle sajatérték modszerrel (EM) is. A PC1
és PC2 matrix elemeinél a sziikséges korrekcidt az a) varidns szerint végeztiik el. Az egyes
matrixokhoz és médszerekhez tartozé stlyvektorokat a fiiggelék 13. tdblazatdban LLSM1,
LLSM?2 és LLSM3, illetve EM1, EM?2 és EM3 jeloli.

Elvégeztiik a szdmitasokat a b) korrekciés mddszer szerint eldéllitott PC1 és PC2
matrixokra is, terjedelmi okokb6l azonban az LLSM4, LLSMS futtatdsok vektorait nem ko-
z0ljiik, ahogyan azt a szamitdst sem, amelyben a PC3 maétrixra a b) korrekcidt alkalmaztuk
az elemek kihagydsa helyett (LLSM6). Ugyanez érvényes a 4, 5, 6 indexti EM rangsorokra
is. Elegend6 megjegyezni, hogy ezekbdl a vektorokbdl gyakorlatilag az el6z6 eredmények-
bdl szarmazé rangsorokkal azonos sorrendeket kaptunk. Ennek igazoldsat a kés&bbiekben
a3.a. és a3.b. tdbldzatok elemzésénél fogjuk l4tni.

Mivel a korrekcidk az eredeti €s a korrigdlt hdnyadosokat vegyesen tartalmazé matri-
xokat eredményeznek, tigy gondoltuk, sziikség lehet egy olyan transzformécidra, amelyik
minden elemre érvényes, és a mérkézések eredményhanyadosainak azt a tulajdonsagat is
kezeli, hogy egyes esetekben kevés, mds esetekben viszonylag sok az egymads elleni mér-
kézések szama — hiszen tobb lejatszott mérkdzés esetén ,,biztosabbnak™ tekinthetd a paros
osszehasonlitds eredménye. Uj paros osszehasonlitds matrixokat képeztiink, ahol az eddigi
hianyadosok helyébe ezek hatvdnyait irtuk be az egymads elleni mérkdzésszdm / maximdlis
mérkézésszdam kitevével 3

Az 1j matrixokra a WPC1, WPC2 és W PC3 jeloléseket vezetjiik be, a hozzajuk tartozé
LLSM és EM szamitasok eredményeit a megfelelé indexi WLLSM és WEM vektorokat
adjék. Ezek alapjan azt taldltuk, hogy gyakorlatilag eltlinik a kiilonbség (az a kicsi is, amit
eddig lattunk) az a) és a b) korrekciés médszerrel kapott eredmények kozott, aminek igazo-

3 példdul az Agassi-Becker 10/4 = 2,5 érték helyébe (10/4)'4/30 1,43 1ép, ahol a kitevs nevezGjében
szerepl6 36 a Lendl-McEnroe pérositdsbél kapott maximadlis mérk6zésszam. Ez a médositds nyilvdnvaléan
nem valtoztat a paros Osszehasonlitds matrix f6atlojaban szerepld egyeseken, viszont ,,0sszEébb hizza” a
végsd silyok tartomanyat.
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lasdra ismét a rangkorreldcids egyiitthatdkat fogjuk felhaszndlni.* Igy a 13. tiblazathoz ha-
sonl6an elegendd a WLLSM1, WLLSM?2 és W LLSM3 futtatasokat, illetve a WEM 1, WEM?2
és WEM3 futtatasok sulyvektorait elemezni, melyek kozlését ezittal mell6zziik. Viszont
az LLSM és EM mddszerrel kapott silyvektorokat jol jellemezhetjiik maximalis és mini-
malis értékeikkel, illetve ezek ardnydval, ahogy azt az 1.a. és 1.b. tdbldzatok mutatjdk. (A
sulyvektorok elemeinek 0sszegét minden esetben 1-re normalizaltuk.)

LLSM1 LLSM?2 LLSM3 WLLSM1 WLLSM2 WLLSM3

Max 0,0827 0,0776 0,0682 0,0409 0,0422 0,0373
Min 0,0079 0,0076 0,0130 0,0205 0,0163 0,0234
Arany 10,4605 10,1819 5,2374 1,9894 2,5917 1,5908

1. a. tabldzat. A stlyvektorok maximalis és minimdlis értékei (LLSM)

EM1 EM?2 EM3 WEM1 WEM?2 WEM3
Max 0,0658 0,0737 0,0626 0,0411 0,0436 0,0372
Min 0,0072 0,0083 0,0128 0,0206 0,0165 0,0235
Aréany 9,1647 8,8339 4,8706 1,9948 2,6388 1,5843

1.b. tdblazat. A sulyvektorok maximalis €s minimalis értékei (EM)

A logaritmikus legkisebb négyzetek mddszerével és a sajatérték modszerrel szamitott
sulyvektoroknak nem csak a maximalis és minimalis értékei, valamint ezek ardnyai hason-
16k egymashoz a megfeleld korrekcids, illetve transzformdacids parokndl, hanem 1ényegében
minden elemiik, illetve a bel6liik kapott rangsorok is. A kovetkez6kben ezeket fogjuk ele-
mezni.

4 Ez a tény nem igazan meglepd, tekintve, hogy a korrigaland6 eredmények esetén az egyik jatékos egydl-
taldn nem nyert mérk6zést a mésik ellen, vagyis varhatéan kevés mérkdzést jatszottak egymads ellen. Ekkor
a paros Osszehasonlitds matrix megfeleld helyére keriil elem kozel van 1-hez, azaz kevésbé befolyasolja a
végsd silyokat, mint a nagyobb kitevovel rendelkezd valddi ,,parharcok”. Természetesen ez al6l is vannak
kivételek, legfeltlinbb a Borg-Gerulaitis 16 : 0-as mérk&zésarany.
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5. Négy évtized egyiitt: a mi tenisz vilagranglistank

A silyvektorok adatai alapjan 6sszeallithatok a kiilonb6zé matrixokhoz és becslési mod-
szerekhez tartozé rangsorok. A 2. a. tdblazat a legkisebb négyzetek mddszerével eldallitott
rangsorok koziil az 6sszes adat a) korrekciéjaval és a mérk6zésszamokkal transzformalt ér-
tékekkel tortént futtatdsokbol szarmazdkat mutatja be. A 2. b. tdblazatban ugyanezen maétri-

xokra a sajatérték modszerrel kapott rangsorok vannak.

5.1. Az adatkorrekciobol adodo eltérések

Mielétt az egyéb rangsor-eltérésekre térnénk rd, zarjuk le az adatkorrekcié mar el6zete-
sen emlitett hatdsanak vizsgalatat, amihez a 3. a és a 3. b. tdblazatok rangkorrelacids adatait
haszndljuk fel. A Spearman-féle rangkorrelacids egyiitthaté —1 és +1 kozotti értékeket vesz
fel, —1 a rangsorok tokéletes kiillonbozdségét, +1 pedig a teljes egyezbséget mutatja. A téb-
lazatban a moédszereket jelold roviditések mogott az 1, 2 értékek az a) korrekcidt, a 4, 5
és 6 értékek a b) korrekciot jelentik. (A 3 jeld szamitdsoknél nem alkalmaztunk korrekcidt,
hanem elhagytuk a gondot okozé adatokat).

A megfeleld indexparokat tartalmaz6 szamitdsokbdl nyert rangsorok (1-4; 2-5) rangkor-
relacids egyiitthat6i alatdmasztjak azt, hogy a korrekcié médjanak a rangsorokra nincs
hatasa. Az LLSM 1 és LLSM4 szamitasokbdl kapott rangsorok rangkorreldcids egyiitthat6ja
0,9893, az LLSM?2 és az LLSMS esetében az egyiitthat6 értéke 0,9988. Hasonl6 a helyzet az
EM1 — EM4 és az EM?2 — EMS5 péarok kozott (az egyiitthat6 értéke 0,9774, illetve 0,9969).

Ezeket a mutatdkat a transzformdlt adatokkal tortént szamitasokndl is meghatdroztuk. A
WLLSM1 és WLLSM4 kozotti rangkorrelacios egyiitthaté 0,9997, a WLLSM2 — W LLSMS
pedig 0,9979. Hasonloképpen a WEM 1 és W EM4 kozotti rangkorreldci6 értéke 0,9985, mig
a WEM?2 és WEMS rangsorok esetén 0,9969. Ez természetesen a konstrukciobol adéddan
vérhato volt.

A tovabbiakban tehdt eltekinthetiink a korrekcid esetleges befolydsolé szerepétdl, az
elemzésekbol kihagyhatjuk a 4, 5 és 6 indexii futtatasokat. A kovetkez8k alfejezetekben
kizarélag az elemszamok kiilonb6z8ségébdl és az adattranszformaciébdl adodo eltéréseket
fogjuk vizsgalni.

5.2. Az elhagyott mérkozésekre visszavezetheto eltérések

A 2. a. tdblazatban azt latjuk, hogy az 57%-os és a 33%-os kitoltottségli matrixokat fel-
haszndlé LLSM1 és LLSM?2 rangsor tobb helyen erésen kiilonbozik. A két rangsorhoz tar-
toz6 rangkorreldcids egyiitthat6 0,8564. Az EM1 és EM?2 rangsorokhoz tartozé egyiitthat6
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LLSM1 LLSM?2 LLSM3 WLLSM1 WLLSM?2 WLLSM3

Borg, Bjorn 2 4 3 1 3 1

Federer, Roger 3 2 2 2 1 3

Nadal, Rafael 1 1 1 3 2 2

Sampras, Pete 6 8 5 4 4 4

Becker, Boris 5 6 6 5 5 6

Lendl, Ivan 12 10 10 6 9 5

Agassi, Andre 7 7 8 7 8 7

Murray, Andy 4 5 8 6 11
Hewitt, Lleyton 11 9 9 10 9

Kuerten, Gustavo 18 12 15 10 12 10
Djokovic, Novak 9 3 4 11 7 8

McEnroe, John 22 14 21 12 15 12
Safin, Marat 8 18 16 13 14 17
Kafelnikov, Yevgeny 10 16 13 14 16 15
Wilander, Mats 17 15 12 15 24 23
Edberg, Stefan 14 19 18 16 22 18
Ferrero, Juan Carlos 16 17 11 17 13 14
Courier, Jim 20 20 17 18 18 13
Ivanisevic, Goran 29 23 23 19 21 21
Stich, Michael 15 26 19 20 25 20
Nalbandian, David 26 13 24 21 11 19
Moya, Carlos 21 22 20 22 20 16
Rios, Marcelo 28 28 27 23 26 22
Roddick, Andy 13 11 14 24 17 24
Rafter, Patrick 19 32 22 25 33 25
Haas, Tommy 25 21 31 26 19 27
Muster, Thomas 30 27 30 27 27 26
Chang, Michael 23 25 25 28 23 28
Bruguera, Sergi 24 30 28 29 30 31
Connors, Jimmy 31 24 29 30 28 29
Korda, Petr 27 29 26 31 29 30
Cash, Pat 32 31 32 32 32 32
Forget, Guy 33 33 34 33 31 33
Gerulaitis, Vitas 34 34 33 34 34 34

2. a. tdbldzat. LLSM rangsorok (a WLLSM 1 oszlopot haszndlva referenciaként)
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EM1 EM?2 EM3 WEM1 WEM?2 WEM3

Borg, Bjorn 3 3 3 1 3 1

Federer, Roger 2 1 2 2 1 2

Nadal, Rafael 1 2 1 3 2 3

Sampras, Pete 6 8 4 4 4 4

Becker, Boris 4 5 6 5 5 5

Lendl, Ivan 10 9 11 6 9 6

Agassi, Andre 5 7 5 7 8 7

Murray, Andy 6 8 6 11
Hewitt, Lleyton 12 10 9 10 9

Kuerten, Gustavo 18 12 14 10 12 10
Djokovic, Novak 17 4 8 11 7 8

Kafelnikov, Yevgeny 11 13 12 12 16 14
McEnroe, John 29 15 22 13 15 12
Safin, Marat 8 18 21 14 13 17
Edberg, Stefan 13 14 18 15 19 18
‘Wilander, Mats 20 16 13 16 25 24
Courier, Jim 19 20 17 17 17 13
Ferrero, Juan Carlos 21 19 16 18 14 15
Ivanisevic, Goran 28 21 23 19 20 21
Stich, Michael 14 27 20 20 24 19
Nalbandian, David 30 17 28 21 11 20
Moya, Carlos 24 23 19 22 22 16
Rios, Marcelo 27 29 27 23 27 22
Muster, Thomas 26 22 24 24 26 26
Roddick, Andy 15 11 15 25 18 23
Rafter, Patrick 9 32 10 26 33 25
Chang, Michael 22 25 25 27 23 28
Haas, Tommy 25 24 31 28 21 29
Bruguera, Sergi 16 30 29 29 30 31
Connors, Jimmy 31 26 30 30 28 27
Korda, Petr 23 28 26 31 29 30
Cash, Pat 33 31 32 32 32 32
Forget, Guy 32 33 34 33 31 33
Gerulaitis, Vitas 34 34 33 34 34 34

2.b. tdblazat. EM rangsorok (a WEM1 oszlopot hasznélva referenciaként)
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LLSM2 LLSM3 LLSM4 LLSMS LLSMG6
LLSM1 0,8564 0,9487 09893 0,8622  0,9856

LLSM?2 09120 0,8970  0,9988  0,8588
LLSM3 09627 09144  0,9389
LLSM4 0,9016  0,9887
LLSMS 0,8662

3. a. tdblazat. Rangkorrelécids egyiitthatok az LLSM szamitdsokndl

EM2 EM3 EM4 EMS EM6

EM1 0,7314  0,8836 09774 0,7357  0,9786
EM?2 0,8591 0,8182  0,9969 0,7601
EM3 09325 0,8659  0,9031
EM4 0,8246  0,9737
EMS 0,7681

3.b. tdbldzat. Rangkorrelacios egyiitthatok az EM szadmitdsoknal

érték még kisebb: 0,7314 (az adatokat a 3.a és a 3.b. tdbldzatokbdl vettiik). A PC1 maétrix
134 olyan mérk&zésben kiilonbozik a PC2 matrixtol, ahol a kevés mérk6zésszambol adodd
eredmények az elemek nagysdgrendi eloszlasét jelentés mértékben befolyasoljak. Feltevé-
stink az, hogy nem a kitoltottségi ardny véltozasa, hanem a kihagyott elemek specialitdsai
okozzdk a kiilonbséget. Ezt kétféleképpen is ellendrizhetjiik:

o megnézziik, milyen az elemek, illetve a fokszdmok eloszldsa a PC1 és a PC2 mit-
rixokban, illetve a hozzajuk tartozé grafokban;

e az Osszes adatot tartalmazé adatmatrixbél véletlenszerlien elhagyunk annyi adatot,
hogy tovabbra is minden jatékos szerepeljen, a matrixot reprezentdld graf ossze-
fliggd maradjon és az Osszes lehetséges Osszehasonlitdshoz viszonyitott kitoltési
ardny csokkenjen.

A 3. dbra az elemek eloszldsat mutatja a 322 elemet tartalmazé PC1 és a 188 elemet
tartalmazé PC2 matrixokra vonatkozéan. Eszerint a PC1-ben jelentSs az 5-0s érték nagy-
sdga, hiszen az 1: 0, 2 : 0, stb. eredmények 5 vagy ennél alacsonyabb mérk6zésszamnal
5-0s hanyadosnak feleltek meg, és a PC2-ben elhagyott, de a PC1-ben szereplé 188 mér-
koz¢€s kozott sok ilyen eredmény van. Ezenkiviil kevés eltérést latunk. Valészintileg nem az
egyetlen kiugré érték felelds a rangsorbeli valtozdsokért.

A 4. dbra a fokszdmok eloszldsat mutatja. Itt mar jelentSs eltéréseket latunk: a PC1 méat-
rixban a kapcsolatot mérd fokszam a magasabb értékek felé ferde eloszlasu, a PC2 az ala-
csonyabb fokszdm-tartomanyokban jéval kiegyenlitettebb képet mutat.

A matrixelemek véletlenszer( kihagydsdhoz a PC1 matrixot hasznéltuk fel. A 322 ismert
elembdl ugy vettiink 50%-os mintat (R1), hogy a matrix grafja 0sszefiiggd maradjon és
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3. abra. A PC1 és PC2 matrixok elemeinek eloszlasa

minden sorban legaldbb az eredeti elemek szamanak 40%-a szerepeljen (példaul Hewitt
osszesen 20 jatékos ellen jatszott, melyek koziil legalabb 8 elleni eredményének meg kellett
maradnia). Egy mésik véletlen mintanak ennek komplementerét (R2) tekintettiik.”

Az R1 és R2 mintdkbdl szdmitott rangsorokat 6sszehasonlitottuk az eredeti PC1 matrix-
bdl kapottal. A 4. tablazat az LLSM és W LLSM eredményeket tartalmazza.

Ezek kozott jelentds kiillonbségeket taldlunk, a logaritmikus legkisebb négyzetek médsze-
rével az eredeti adatokbdl szamolt és az R1 matrixbol kapott rangsorparok kivételével. A
rangkorreldcids egyiitthatok (5. tdbldzat) megerdsitik ezt. A kiilonbségek arra utalnak, hogy
a bevett-kihagyott eredmények — a stlyvektorok valtozdsan keresztiil — néhdny esetben je-
lentds hatdst gyakorolnak a rangsorokra.® Altalaban a fele adatot tartalmazé matrixokkal
szdmolva a rangkorrelacié 0,8, sét 0,7 alatti, bar a nagyobb informdciétartalmd R1 és a
PC1 rangsorok (egyetlen) magasabb korrelacids egyiitthatdja éppen arrdl tandskodik, nem
mindegy, hogyan képezziik a matrixot.

5 Tehat az R1 és R2 matrixok ismert elemeinek uniéja éppen az eredeti — szintén nem teljesen kitoltott
— pdros Osszehasonlitds matrixot adja. Ennek fényében arra szamithatunk, hogy az egyik minta alapjdn jol
szerepld jatékosok a masikban hatrébb keriilnek, és forditva. Vegyiik észre, hogy R2-nél mar nem biztositott
a 40%-os kiiszob teljesiilése, vagyis R1 ,,megbizhatébbnak” tekinthetd.

6 Példaul Borg mér emlitett rendkiviil kedvezs — magas értékkel megjelenitett — Gerulaitis elleni eredménye
nincs benne az R1-ben, igy visszaesésének ez lehet az egyik oka.
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LLSM WLLSM

PC1 R1 R2 PC1 R1 R2
Agassi, Andre 7 9 5 7 8
Becker, Boris
Borg, Bjorn 2 7 2 1
Bruguera, Sergi 24 26 22 29 26 21
Cash, Pat 32 30 33 32 31 32
Chang, Michael 23 21 27 28 24 25
Connors, Jimmy 31 31 23 30 30 20
Courier, Jim 20 16 20 18 32 14
Djokovic, Novak 9 13 10 11 17 7
Edberg, Stefan 14 11 25 16 22 18
Federer, Roger 3 2 3 2 4 2
Ferrero, Juan Carlos 16 23 7 17 20 13
Forget, Guy 33 34 32 33 33 31
Gerulaitis, Vitas 34 33 34 34 34 34
Haas, Tommy 25 24 31 26 19 28
Hewitt, Lleyton 11 10 16 9 12 11
Ivanisevic, Goran 29 28 24 19 16 22
Kafelnikov, Yevgeny 10 8 17 14 13 19
Korda, Petr 27 19 30 31 29 30
Kuerten, Gustavo 18 14 15 10 10 12
Lendl, Ivan 12 15 12 6 6 9
McEnroe, John 22 25 21 12 11 24
Moya, Carlos 21 22 18 22 25 17
Murray, Andy 4 3 4 8 7 10
Muster, Thomas 30 29 26 27 28 23
Nadal, Rafael 1 1 1 3 1 3
Nalbandian, David 26 32 14 21 27 16
Rafter, Patrick 19 17 19 25 18 29
Rios, Marcelo 28 27 28 23 14 27
Roddick, Andy 13 4 29 24 9 33
Safin, Marat 8 12 6 13 21
Sampras, Pete 6 6 8 4 3
Stich, Michael 15 18 13 20 15 26
Wilander, Mats 17 20 11 15 23 15

4. tablazat. A véletlen kivdlasztdssal kapott R1 és R2 métrixokbdl szdrmazd rangsorok
Osszehasonlitdsa a PC1-bdl szamitottakkal
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4. dbra. A PC1 és PC2 matrixokhoz tartoz6 grafok fokszdmainak eloszldsa

LLSM_R1 LLSM_R2 WLLSM_PC1  WLLSM_R1 WLLSM_R2

LLSM_PC1 0,9392 0,8570 0,8934 0,8176 0,8102
LLSM_R1 0,6761 0,7901 0,7876 0,6611
LLSM_R2 0,8683 0,6785 0,9080
WLLSM_PC1 0,8561 0,8964
WLLSM_R1 0,6309

5. tablazat. Az PC1, R1 és R2 matrixokbdl kapott rangsorok rangkorreldcids egyiitthat6i

Nem tekinthetiink el att6l a hatdstdl sem, ami az alacsony (és a véletlen mintdban még
tovabb csokkend) — a matrix grafjanak osszefiiggdségét jellemz0, fokszamokra vonatkozéan
az R1 és R2 métrixoknal érvényesiil.”

Tehat tobb tényezb egyszerre befolydsolja a véletlen kivalasztassal kaphatd rangsoro-
kat, és nem nyilvanvald, hogy ezek koziil melyik a domindns. Mivel a fentiek alapjan nem
tudunk egyértelm vdlaszt adni rd, ezért egyeldre nyitva hagyjuk a PC1 vagy a PC2 mét-
rixokbol szirmaz6 rangsorok koziil torténé valasztas kérdését.

T Ez Borgnil eleve a legkisebb, minddssze 5 volt, ami a véletlen matrixokban 2-re, illetve 3-ra médosult.
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5.3. Rangsorok a mérkozésardny és a jatszmaardny alapjan

A PC1— PC2 és PC3 tipust matrixok korrigdlt, illetve a mérk6zésszam alapjan transz-
formalt adataival torténd szdmitdsok elemzésekor mind a legkisebb négyzetek, mind a sa-
jatérték modszer esetében (példaul LLSM1 — LLSM?2 vs. LLSM3, EM1 — EM2 vs. EM3)
figyelembe kell venniink azt, hogy a mérkézésaranyokkal operdl6 két valtozatndl jelentSs
kiilonbségeket figyeltiink meg az elhagyott/megmaradt mérk6zések szerint. A kérdés tehat
az, hogy a jatszmaardnyokat felhaszndlé eredmények a kettd koziil valamelyikkel jobban
korreldlnak-e, esetleg egy markans, 6nall6 rangsort képeznek.

Az elemzéshez sziikséges adatokat a 3. a. tablazatbdl vessziik. Az egyiitthatdk értékei
alapjan azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a PC1 és PC3 matrixokbdl kapott rangsorok
lényegesen kozelebb vannak egymdshoz, mint a PC2 és PC3 matrixokbdl kapott rangsorok.
A péaronkénti rangkorreldcids egyiitthatok az aldbbiak szerint alakulnak:

LLSM1 és LLSM3: 0,9487;
LLSM4 és LLSM6: 0,9887;
LLSM?2 és LLSM3: 0,9120;
LLSMS5 és LLSM6: 0,8662.

Az EM matrixokndl a 3. b. tdblazat adatai ugyanezt a tendenciat mutatjak.

Ez ,ranézésre” is latszik. Péld4ul a 2. a. tablazat LLSM 1 és LLSM3 oszlopaiban 6 olyan
jatékost taldlunk, akik helyezése a két rangsorban legaldbb 5-tel kiilonbozik (példaul Djok-
ovic és Wilander), a legnagyobb eltérés 8 (Safin). Az LLSM1 és LLSM3 oszlopokat tekintve
7 jatékosndl van 5-nél nagyobb helyezésbeli kiilonbség, a legnagyobb értékek 11 (Nalban-
dian) és 10 (Haas és Rafter).

A 3. a. tdblazat nem tartalmazza a W LLSM-mel val6 kapcsolatokat, de elvégeztiik a sza-
mitdsokat és hasonlé eredményeket kaptunk; példaul a WLLSM1 és a WLLSM3 rangsorok
rangkorreldcids egyiitthat6ja 0,9704, mig a WLLSM?2 és W LLSM 3 rangsorok kozotti egyiitt-
haté értéke 0,9312.

Az 6sszes mérkozést tartalmazoé mérkozésaranyokbol felépitett matrixbol (PC1) és
a jatszmaaranyokbol felépitett matrixbél kapott (PC3) két rangsor jobban egyezik,
mintha a mérkézésaranyokat tartalmazo matrixbél elhagyjuk a kevés mérkozést tar-
talmazé parositasokat (PC2) és ezt hasonlitjuk ossze a jatszmaaranyokat tartalmazé
matrixszal (PC3).

A jatszmaardnyokat azért vettilk be az elemzésbe, hogy kiegyenlitettebb képet adjanak
az egymds elleni kiizdelmekrdl, eréviszonyokrdl. Az ezekkel dolgozé szamitasunkban min-
den megnyert jatszma egyforma jelentdségti (€s az ardnyt tekinthetjiik igy, mintha egyetlen
~monstre” mérkdzést jatszott volna egymassal a két jatékos, példaul egy mar emlitett eset-
ben Sampras Stichet 14 : 12-re gy&zte volna le). gy més képet ad a jatéker6rdl, mint a mér-
koézésarany alkalmazdsa, ahol az is tikrozddik, hogy a nyertes jatékos a mérkdzést végiil
lezar6 jatszmdban mennyire tudott annak megnyerésére dsszpontositani (a Sampras-Stich
parositasban a 4 : 5 azt mutatja, hogy Sampras 4-szer, Stich pedig 5-szor tudott mérkdzést
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eldont6 jatszmadt nyerni — ezek ,,szamitanak™, a tobbi 17 jatszma csak ezeket ,készitette
el6”.)

A jatszmaardny tehdt a fenti okok miatt alkalmas lehet arra, hogy eldontse a PC1 és PC2
kozotti valasztas kérdését. Mivel a mérk6zésardnyt felhasznald két modszer koziil a jatsz-
maardnyt haszndl6 verzidkkal a PC2 matrixok esetében rosszabb az egyezés, ezért a PC1
matrix adataira épiilé szamitasokat valasztjuk.

5.4. Az eredeti és transzformdlt adatokbol kapott rangsorok eltérései

Tekintsiik az LLSM és WLLSM, valamint az EM és WEM futtatdsokbdl kapott rangso-
rok kozotti rangkorreldcids egyiitthatokat. Itt is csak az a) tipusd korrekciés matrixokbodl
szdrmaz6 rangsorokat felhaszndlva kapjuk a 6. tdblazatot.

LLSM1 LLSM?2 LLSM3 EM1 EM2 EM3
WLLSM1 0,8934 0,9077 0,9282 WEM]I 0,7937 0,9221 0,8927
WLLSM?2 0,8448 0,9618 0,8839 WEM?2 0,7109 0,9481 0,8023
WLLSM?3 0,8552 0,8952 0,9129 WEM3 0,7522 0,9001 0,8827

6. tdbldzat. Az eredeti és a transzformadlt adatokbdl szdrmaztatott rangsorok rangkorrel4cids
egylitthat6i

A PC1 és PC3 maétrixok eredeti és transzformdlt adataibdl kapott rangsorok rangkor-
reldciés egyiitthatdja relative alacsony: 0,8934, illetve 0,9129 az LLSM, és 0,7937, illetve
0,8827 az EM esetében. Mivel a rangkorrelacié alacsony, az eddigi szempontoktdl kii-
16nb6z0, Gj szempont vagy 1j informacié bevonasa sziikséges ahhoz, hogy eldontsiik,
melyik rangsort tekintjiik érvényesnek. Ez az j informacié a késGbbiekben a tenisszel
foglalkoz6 szakember véleménye lesz.

Az LLSM?2 és WLLSM?2 aranylag magas rangkorreldcidja (0,9618) technikai jellegii és
varakozasainknak megfelel: ha az adatmatrixbdl éppen azokat az adatokat vessziik ki nagy
szamban, ahol kevés volt a mérkézésszam, akkor a mérkdzésszamra €piild transzformaciod

hatdsdnak mérsékeltnek kell lennie (ugyanez igaz az EM mddszerrel kapott rangsorokra is).

5.5. A kiilonbozo becslési modszerekkel kapott rangsorok eltérései

Végiil azt is meg kell vizsgdlnunk, hogy a két becslési mddszer (az LLSM és az EM)
szerinti eredmények mennyire hasonléak. A 7. tdblazat rangkorrelacids mutatéi ezt a célt
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szolgdljak. Ezek alapjan kimondhat6, hogy a becslési mddszer megvalasztasanak a rang-
sorokra nincs jelentds hatasa.

LLSM —EM WLLSM —WEM
PC1 PC2 PC3 PC1 PC2 PC3
0,9386 0,9832 0,9569 0,9960 0,9960 0,9972

2.2

7. tablazat. Eltérd becslési moédszerekkel kapott rangsorok rangkorrelacids egytitthat6i

5.6. Néhdny észrevétel a konkrét rangsorok kapcsdn

Minden rangsorndl a legizgalmasabb kérdés az, vajon kiket taldlunk az élen. A 2.a.és a
2.b. tdblazatokban — az LLSM?2 kivételével a maradék 11 esetben — az elsd harom helyen
Borg, Nadal és Federer 4ll. Borg az adatok szerint minden vizsgalt jatékos ellen nemnegativ,
Nadal pedig pozitiv mérleggel rendelkezik, tehat az, hogy valamelyikiik foglalja el az elsé
helyet, nem meglepd. Egyikiik a mult, masikuk a jelen évszazadot képviseli, igy egymadssal
soha nem jétszottak. Nadal és Federer kozott a szakértd hajlamos lenne az egymds elleni
mérkdzések alapjan ,,donteni” és Nadalt el6bbre helyezni.

Figyelemre méltd, hogy tablazatunkban az dltalaban az els6 9 jatékos (a harom emlitetten
kiviil Agassi, Becker, Hewitt, Lendl, Murray, €s Sampras) pozicidja viszonylag stabil, tobb-
nyire egy-két helyet mozog. Ebben a névsorban talan Hewitt a meglepetés. Az utolsé 10-12
is szinte véltozatlan(Chang, Bruguera, Haas, Korda, Rios, Muster, Connors, Cash, Forget
és Gerulaitis), bar itt a kiilonbozd tipusu rangsorokban mar nagyobbak a kilengések. Ko-
ziiliik meglepd (4m stabil) Connors helyezése. A kozépmezdnyben esetleg Wilandert vagy
Edberget varnank elébbre.

A mérkdzésszam transzformdacidval késziilt W tipusi rangsorok néhany esetben jelentd-
sebb valtozdssal jarnak. Ezek a rangsorok el6kel6bb helyre teszik McEnroe-t, Lendlt vagy
Samprast, hatrébb soroljadk Wilandert vagy Raftert és f6leg Roddickot. Ezek a mozgasok
szakértbi-teniszkedvelSi szemmel ,,megalapozottnak™ téinhetnek.

5.7. Szakértoi vélemény bevondsa az elemzésbe

Eddigi elemzéseinkbdl az alabbi 6sszefoglald kovetkeztetéseket tudjuk levonni.

Mivel a 0 nevezdjli ardnyokat kezeld kiilonbozd tipusu korrekcidknak és a becslési mod-
szernek a rangsorokra nem volt jelentSs hatdsa, ezért elegendd az egyik korrekcids eljarast
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és becslési médszert kivdlasztani. Tekintsiikk a minden tjabb 6todik nyertes mérkozé-
senként médosulé korrekciot (a leirdsban az a) valtozat) és a logaritmikus legkisebb
négyzetek modszerét.

Mivel a kevesebb és a tobb mérk6zés eredményét tartalmazé matrixok rangsorait vizs-
gdlva azt taldltuk, hogy azok tobb helyen eltérnek egymadstdl, ezért meg kell taldlnunk a ko-
ziiliik torténd vélasztas alapjat. Erre a célra a jatszmaaranyokbdl késziilt rangsorokat hasz-
naljuk: azt valasztjuk, ahol a jatszmaardnyokbdl és a mérk&zésaranyokbdl szamitott rang-
sorok jobban egyeznek (ezzel az erdviszonyok kiegyenlitettségének szempontjat megjele-
nitve), vagyis az osszes adatot tartalmazé futtatasokat. Ezekbdl pedig nem a jatszma-,
hanem a mérkézésaranyokat tartalmazo valtozatot (itt viszont a mérk6zések megnyeré-
sének lényeges sportszempontjat kiemelve).

Végiil donteniink kell abban, hogy az 6sszes adatot tartalmazé mérkdzésaranyokbdl az
a) korrekci6val elkészitett adatmatrixoknal érvényesitsiik-e a mérkozésszamok kiilonbo-
z0ségének hatasat kiegyenlito transzformaciot? Mivel a kétféle médon szamitott rangsor
eltér egymastodl, ezért a kozottiik torténd valasztast kiilsé informacié bevonasaval tehetjiik
meg. Itt figyelembe vessziik azokat a szakért6i észrevételeket, amelyeket a fentiekben mu-
tattunk be.

Igy végiil — ha egyetlen rangsor mellett kell letenni a voksot — mind médszertani, mind
szakért6i oldalr6l az LLSM1 és a WLLSM 1 kozotti valasztast javasoljuk. Mivel ezek nem
azonosak (rangkorrelaciés egyiitthatdjuk is csak 0,9 koriili), mindenkinek lehet6sége van
szive szerint vélasztani és igy lehet az els6 Nadal vagy Borg, mig Murray vagy Lendl kertil-
het el6bbre vagy hatrébb (hogy csak az elsd 12-r8l széljunk). Sajat ,,szakértdi” szempontja-
ink alapjan a WLLSM 1 rangsort jeloljilk meg ,,végs6 rangsornak”.

Ez alapjan a Top 10: Borg, Federer, Nadal, Sampras, Becker, Lendl, Agassi, Murray,
Hewitt, Kuerten.

6. Erzékenységvizsgalat

A sokféle lehetséges érzékenységvizsgdlat koziil azt vélasztottuk, hogy miként hat a
rangsorra, ha kivesziink jatékosokat. Ez egyben azt az izgalmas kérdést is magdban rejti,
vajon torténnek-e rangsorvéltdsok és milyen mértékben?

Kézenfekvonek tiint az a szlikités, hogy a 34 jatékosbdl csak azokat tartsuk meg, akik eb-
ben az id6szakban ATP vildgranglista-vezetok voltak. Ennek a kritériumnak nem felel meg
Bruguera, Cash, Chang, Forget, Gerulaitis, Haas, Ivanisevic, Korda, Murray, Nalbandian és
Stich — 0sszesen 11 jatékos.

A 23 ranglistavezetd egymds elleni eredményei alapjin kiszdmoltuk a PC1 métrix a) és
b) korrekcids adataival €s transzformalt adataival, valamint a PC3 matrix eredeti és transz-
formalt adataival a logaritmikus legkisebb négyzetek mddszeréhez tartozé rangsorokat. A
8. tablazatban ezek mellett feltiintettiik ugyanezen jatékosoknak a 34-es rangsorbdl szér-



238 Temesi Jozsef, Csat6 Laszl6, Bozoki Sandor

maztatott, de 23-ra ,,sztikitett” sorrendjeit is. A 9. tablazat az LLSM vs. W LLSM rangkorre-
laciokat tartalmazza.

LLSM1 LLSM3 WLLSM1 WLLSM?3
23 34/23 23 34/23 23 34/23 23 34/23
Federer, Roger 2 3 2 2 1 2 2 3
Nadal, Rafael 1 1 1 1 2 3 1 2
Sampras, Pete 3 5 5 3 4 3 4
Borg, Bjorn 4 2 3 4 1 4 1
Lendl, Ivan 9 11 10 9 5 6 5 5
Becker, Boris 5 4 6 6 5 6 6
Agassi, Andre 8 6 7 7 7 7 7
Hewitt, Lleyton 7 10 8 8 8 8 9
Kuerten, Gustavo 15 16 16 14 9 9 10 10
Djokovic, Novak 10 8 5 4 10 10 9 8
Safin, Marat 11 15 15 11 12 13 16
Ferrero, Juan Carlos 14 14 13 10 12 16 12 13
McEnroe, John 18 20 19 19 13 11 11 11
Rafter, Patrick 13 17 12 20 14 21 14 21
Rios, Marcelo 21 21 21 21 15 19 15 18
Wilander, Mats 17 15 11 11 16 14 19 19
Kafelnikov, Yevgeny 16 9 17 12 17 13 20 14
Roddick, Andy 6 12 8 13 18 20 17 20
Edberg, Stefan 12 13 14 17 19 15 18 17
Moya, Carlos 20 19 18 18 20 18 16 15
Courier, Jim 19 18 20 16 21 17 21 12
Muster, Thomas 22 22 23 23 22 22 22 22
Connors, Jimmy 23 23 22 22 23 23 23 23

8. tablazat. A 23 ATP vilagranglista-vezet6 rangsorai (23: csak a 23 jatékos egymas elleni
mérkzései; 34 / 23: a teljes 34-es rangsor 23-ra szlikitése; a WLLSM1(23) rangsort hasz-
nalva referenciaként)

A 2.a. és 2.b., illetve a 3.a. és a 3.b. tdblazatok megfelel§ elemeivel Osszhangban
1év6 eredményeket kaptunk. A rangsorok tehét a technikai jellemz&kre vonatkozdan (kor-
rekcid, transzformdcid, becslési médszer) onmagukban koherens médon azonos kdvetkez-
tetésekre vezettek a jatékosok egy részhalmazara vonatkozéan, maguk a rangsorok viszont
nem egyeznek meg. Mar elsé ranézésre is jelentds eltérések latszanak. Ha djra a WLLSM 1
rangsort tekintjilk a 8. tdblazatban, akkor most a Top 10: Federer, Nadal, Sampras, Borg,

Lendl, Becker, Agassi, Hewitt, Kuerten, Djokovic.
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LLSM3  WLLSM1  WLLSM3

LLSM1 0,9417 0,8409 0,8340
LLSM3 0,8123 0,8063
WLLSM1 0,9763

9. tdblazat. A 23 jatékosra vonatkoz6 LLSM és W LLSM rangsorok rangkorrelcids egyiitt-
hat6i

Az elsé 10 jatékos vdltozatlan, de tobbségiik helyezése médosult, a legjelentdsebb val-
tozds Borg esetén kovetkezett be. Altaldnossagban elmondhaté, hogy példaul Borg, Agassi,
Djokovic és Kafelnikov rosszabb, mig Federer, Nadal, Sampras, Hewitt, Rafter és Roddick
jobb helyezést ért el az ,elitkorrel” szembeni eredmények alapjan. A két rangsor kozotti

kapcsolat mégis er6snek mondhatd, elsé benyomdasunkat megerdsitik a 10. tabldzat rangkor-
reldcids egylitthatdi is.

LLSM1(23—34/23)  LLSM3(23—34/23)  WLLSM1(23—34/23) WLLSM3(23 —34/23)

0,9209 0,9042 0,9209 0,8962

10. tablazat. A 23 és a 34 / 23 rangsorok rangkorreldcids egyiitthat6i (23: csak a 23 jatékos
egymds elleni mérkdzései; 34 / 23: a teljes 34-es rangsor 23-ra sziikitése)

Mi lehet az oka a jelentds rangsorvaltozasnak? Mivel a teljesen kitoltott inkonzisztens
paros Osszehasonlitds matrixok esetében nem érvényesiil az Arrow-féle irrelevans alterna-
tivaktdl valo fiiggetlenség elve, ezt itt sem vdrhatjuk el, hiszen adatmatrixainkban voltak
intranzitiv triddok. A 10. tdbldzatban rogzitettiik ezek szamat a 34, illetve a 23 jatékost tar-
talmazé PC matrixokra. Kéri (2011) részletesen foglalkozik az ilyen triddok jellemzdivel,
azonositva mind a 7 lehetséges esetet, melyek koziil 3 nem tranzitiv. A mi nem teljesen
kitoltott matrixainkban a triddok szdma az Osszes lehetséges triddhoz képest viszonylag
alacsony, 7,47 és 26,93% kozott mozgott. Erdemes megfigyelni, hogy ez a hanyad gyakor-
latilag azonos volt a 23 és a 34 jatékost szerepeltetd valtozatokban, a minimalis értékek a
PC2 matrixhoz, a maximalisak a PC1 és PC3 matrixokhoz tartoztak.

Az intranzitiv triddok ardnya — amit egyfajta inkonzisztencia mérszamként foghatunk
fel —, a PC1 matrixnal a legnagyobb: 27,4%, am a PC2 és PC3 esetében sem sokkal kisebb,
20% koriil van. Ugyanezek az értékek az R1 és R2 matrixokban 23,8%, illetve 272%.8

8 Megjegyzends, hogy a triddok vizsgilata azért elterjedt, mert egy teljesen kitsltott paros sszehasonli-
tas matrixhoz tartozo irdnyitott graifban barmilyen hosszisigu kor 1étezése automatikusan magéaval vonja
legaldbb egy intranzitiv tridd 1étezését Kindler és Papp (1977) — gondoljunk arra, hogy egy 4 hosszisagi
korben miként hiizhat6 be az ,,atl6”. Ez azonban nem teljesen kitoltott esetben nem igaz, hiszen ott lehetnek
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PC1 PC2 PC3 PC1 PC2 PC3
Matrix mérete 34 34 34 23 23 23
Maximalis triddszam 5984 5984 5984 1771 1771 1771
Osszes triad 1600 457 1133 477 131 399
Aréany 26,7% 7,6% 18,9% 26,9% 7,4% 22,5%
Tranzitiv tridd 1177 365 908 352 104 313
Intranzitiv tridd 423 92 225 125 27 86
Tranzitivak ardnya 73,6% 79,9% 80,1% 73,8% 79,4% 78,4%

11. tablazat. Triddok jellemzdi a 34 és 23 jatékost tartalmazd valtozatokban

A sportnyelven korbeverésnek hivott jelenség egyébként jol ismert a teniszkedvelSk elbtt
is, ezért a val6s helyzetekben nem lepi meg Gket egy-egy varatlan, az eddigi erdsorrendet
nem tiikr6z6 eredmény. Ha a 34 jatékost 23-ra csokkentjiik, akkor a kimaradoék és a bentma-
radtak kozotti korbeverések minden bizonnyal befolyasoljdk a végsS rangsort. Altaldban is
igaz, hogy a nem konzisztens matrixok rangsorainak részmatrixaibol képzett rangsorok el-
térhetnek egymastdl. Ennek a jelenségnek az egzakt vizsgdlata azonban tovéabbi kutatdsokat
igényel.

7. A Kkutatas folytatasa

Kutatdsunk tobb kérdést vet fel, mint amennyit megvalaszol. Az elsé eredmények arra
0sztonoznek benniinket, hogy tobb irdnyban is folytassuk vizsgalatainkat, ezaltal mélyeb-
ben megismerve a nem teljesen kitoltott paros 6sszehasonlitds matrixok természetét, illetve
Osszevetve jellemzdiket a teljesen kitoltott esettel.

Kilonosen érdekes lehet az adatmatrixok kitoltottségének és az ismert elemek strukti-
rdjanak elemzése. Az elemek konkrét értéke, illetve eloszlasa és a fokszam valtozasa koziil
vajon melyek hatnak az eredményre? A vizsgdlathoz az ebben a tanulmanyban elemzett
példdhoz hasonlé — esetleg elemeiben egyszer(ibben kezelhet6 — sporteredményekre (vagy
egyéb teriiletrdl vett hianyos paros dsszehasonlitasokra) tdmaszkodhatunk, de véletlen mé-
don generalt matrixok segitségével is megprébalhatunk sejtéseket, esetleg allitdsokat meg-
fogalmazni.

A nem teljesen kitoltott matrixok inkonzisztencidjanak elemzése szintén Uj kutatasi
irdnyt jelenthet.

hidnyz6 elemek is. Ennek ellenére az intranzitiv triddokat tekinthetjiik gy, mint amelyek ,,leginkabb” sértik
a konzisztencidt, 1évén ez a legegyszer(ibb mddja a korkoros preferenciarendezésnek, a korbeveréseknek.
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Koszonetnyilvanitas:
A kutatds az OTKA K-77420 pélyazat timogatasaval késziilt.
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Fiiggelék
Teljes palyafutas alatt Adatbazisban Elemzett arany

Jatékos + - )y + - Y + - Y
Agassi, Andre 870 274 1144 147 102 249  16,90% 37,23% 21,77%
Becker, Boris 713 214 927 133 78 211 18,65% 36,45% 22,76%
Borg, Bjorn 608 127 735 45 17 62 7,40% 13,39% 8.44%
Bruguera, Sergi 447 271 718 43 62 105 9,62% 22,88% 14,62%
Cash, Pat 242 149 391 19 33 52 7,85% 22,15% 13,30%
Chang, Michael 662 312 974 81 98 179 12,24% 31,41% 18,38%
Connors, Jimmy 1242 2717 1519 68 90 158 5,48% 32,49% 10,40%
Courier, Jim 506 237 743 69 77 146 13,64% 32,49% 19,65%
Djokovic, Novak 394 111 505 45 48 93 11,42% 43,24% 18,42%
Edberg, Stefan 806 270 1076 123 123 246 15,26% 45,56% 22,86%
Federer, Roger 807 186 993 127 71 198  15,74% 38,17% 19,94%
Ferrero, Juan Carlos 474 250 724 42 56 98 8,86% 22,40% 13,54%
Forget, Guy 380 291 671 33 70 103 8,68% 24,05% 15,35%
Gerulaitis, Vitas 510 221 731 12 52 64 2,35% 23,53% 8,76%
Haas, Tommy 469 267 736 45 67 112 9,59% 25,09% 15,22%
Hewitt, Lleyton 551 204 755 74 70 144 13,43% 34,31% 19,07%
Ivanisevic, Goran 599 333 932 79 98 177  13,19% 29,43% 18,99%
Kafelnikov, Yevgeny 609 306 915 79 68 147  12,97% 22,22% 16,07%
Korda, Petr 410 248 658 50 70 120 12,20% 28,23% 18,24%
Kuerten, Gustavo 358 195 553 48 35 83 13,41% 17,95% 15,01%
Lendl, Ivan 1071 239 1310 124 88 212 11,58% 36,82% 16,18%
McEnroe, John 875 198 1073 82 80 162 9,37% 40,40% 15,10%
Moya, Carlos 575 319 894 58 76 134 10,09% 23,82% 14,99%
Murray, Andy 323 107 430 37 32 69 11,46% 29,91% 16,05%
Muster, Thomas 622 274 896 52 68 120 8,36% 24,82% 13,39%
Nadal, Rafael 541 116 657 83 40 123 15,34% 34,48% 18,72%
Nalbandian, David 356 170 526 30 47 77 8,43% 27,65% 14,64%
Rafter, Patrick 358 191 549 40 55 95 11,17% 28,80% 17,30%
Rios, Marcelo 391 192 583 34 49 83 8,70% 25,52% 14,24%
Roddick, Andy 589 197 786 50 61 111 8,49% 30,96% 14,12%
Safin, Marat 422 267 689 51 55 106 12,09% 20,60% 15,38%
Sampras, Pete 762 222 984 147 77 224 19,29% 34,68% 22,76%
Stich, Michael 385 176 561 61 59 120 15,84% 33,52% 21,39%
Wilander, Mats 571 222 793 51 51 102 8,93% 22,97% 12,86%

12. tablazat. Az elemzett mérkdzések jelentdsége a jatékosok palyafutdsa soran
(+ Gybzelem; — Vereség; Y, Osszesen)



Mai és régi idok tenisze 243

LLSM1 LLSM?2 LLSM3 EM1 EM2 EM3
Agassi, Andre 0,0420 0,0390 0,0383 0,0449 0,0446 0,0402
Becker, Boris 0,0451 0,0496 0,0406 0,0464 0,0532 0,0397
Borg, Bjorn 0,0646 0,0611 0,0460 0,0530 0,0606 0,0425
Bruguera, Sergi 0,0195 0,0140 0,0197 0,0272 0,0146 0,0201
Cash, Pat 0,0114 0,0135 0,0155 0,0110 0,0130 0,0150
Chang, Michael 0,0204 0,0170 0,0209 0,0239 0,0179 0,0230
Connors, Jimmy 0,0146 0,0184 0,0195 0,0151 0,0178 0,0184
Courier, Jim 0,0241 0,0212 0,0285 0,0262 0,0219 0,0292
Djokovic, Novak 0,0349 0,0663 0,0412 0,0272 0,0577 0,0369
Edberg, Stefan 0,0295 0,0229 0,0275 0,0325 0,0264 0,0283
Federer, Roger 0,0543 0,0746 0,0509 0,0546 0,0737 0,0496
Ferrero, Juan Carlos 0,0261 0,0244 0,0311 0,0247 0,0226 0,0293
Forget, Guy 0,0090 0,0101 0,0130 0,0110 0,0104 0,0128
Gerulaitis, Vitas 0,0079 0,0076 0,0138 0,0072 0,0083 0,0132
Haas, Tommy 0,0189 0,0190 0,0174 0,0220 0,0182 0,0172
Hewitt, Lleyton 0,0326 0,0346 0,0360 0,0331 0,0356 0,0361
Ivanisevic, Goran 0,0172 0,0188 0,0240 0,0187 0,0196 0,0239
Kafelnikov, Yevgeny 0,0332 0,0244 0,0300 0,0338 0,0285 0,0310
Korda, Petr 0,0180 0,0140 0,0209 0,0236 0,0174 0,0219
Kuerten, Gustavo 0,0260 0,0295 0,0293 0,0267 0,0289 0,0305
Lendl, Ivan 0,0325 0,0333 0,0333 0,0340 0,0362 0,0331
McEnroe, John 0,0206 0,0266 0,0256 0,0186 0,0262 0,0242
Moya, Carlos 0,0212 0,0188 0,0261 0,0228 0,0188 0,0280
Murray, Andy 0,0502 0,0573 0,0399 0,0397 0,0510 0,0370
Muster, Thomas 0,0165 0,0165 0,0192 0,0207 0,0190 0,0236
Nadal, Rafael 0,0827 0,0776 0,0682 0,0658 0,0699 0,0626
Nalbandian, David 0,0185 0,0269 0,0214 0,0169 0,0245 0,0208
Rafter, Patrick 0,0259 0,0125 0,0251 0,0355 0,0122 0,0342
Rios, Marcelo 0,0178 0,0162 0,0204 0,0205 0,0151 0,0215
Roddick, Andy 0,0323 0,0327 0,0295 0,0291 0,0319 0,0301
Safin, Marat 0,0349 0,0243 0,0286 0,0372 0,0230 0,0268
Sampras, Pete 0,0429 0,0353 0,0406 0,0406 0,0386 0,0411
Stich, Michael 0,0287 0,0169 0,0270 0,0306 0,0175 0,0274
Wilander, Mats 0,0260 0,0252 0,0309 0,0254 0,0253 0,0307

13. tdblazat. Az LLSM és EM mddszerrel el6allitott stlyvektorok
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Gerulaitis 4 (20) 0 (16) 3 (14) 3 (6) 14) 1) 0(2)
Connors 16 (20) 8(23) 1434 13(34) 0(5) 4(6) 4(5) 6(12) 0(6) 0(2) 1(1) 1(2) 0(1) 0@3)
Borg 16 (16) 15(23) 7 (14) 6 (8) 1(1)
McEnroe 11(14) 20334 7014 1536) 7(13) 3(4) 2 (4) 7(13) 2 (10) 24 0(l) 4(5) 13) 2 (6)
Lendl 3 (6) 21 (34) 2(8) 21 (36) 15 (22) 5(8) 4(5) 13(27) 1121 4(5) 6 (8) 1(5) 1(2) 5(7) 44 5(6)
Wilander 3 @) 5(5) 0()  6(13)  7(22) 4(9) 56) 11200 3(10) 2(2) 2(7) 1(1)
Cash 1(2) 2(6) 1 4) 3(8) 5(9) 1(1) 2100 1) 2(3) 0(1) 0(1) 0(1) 1)
Forget 1(5) 2 (4) 1(5) 1(6) 0(1) 6(13) 3(13) 5() 03) 2(2) 0(1) 0@3) 1(8) 3 (10)
Edberg 6 (12) 6(13) 14(27) 9(20) 8 (10) 7(13) 10 (35) 10(10) 3(9) 409 6 (9) 12(21) 4 (10) 9 (19)
Becker 2(2) 6 (6) 8(10) 10(21) 7(10) 3 (4) 10 (13) 25(35) 203) 4(14) 6 (6) 2 (4) 5(6) 6 (7) 10 (19)
Muster 1(5) 0(2) 1(3) 3(8) 0(10) 1(3) 4(9) 3(5 12 (15) 6(9) 5(12) 3(6)
Agassi 2(2) 2(4) 2(8) 5(7) 1(1) 3(3) 69 1014 509 7(8) 709 1522 5(12)  4(7)
Korda 0 (1) 1(1) 4(5) 1(1) 0(2) 50) 0 (6) 2(5) 1(8) 309 309 14 4 (11)
Bruguera 1(2) 12) 1(1) (D 309 2 (4) 3(15) 29 6(9) 3(8) 2(7 409
Chang 1(1) 1(5) 2(7) 1(2) 3(3) 9 (21) 1(6) 309 7(22) 6(9) 5(8) 12(24) 6(11)
Courier 3(3) 203) 0(4) 7(8) 6 (10) 1(7) 7 (12) 7 (12) 3(4) 5(7) 12 (24) 8 (11)
Ivanisevic 4(6) 1(6) 0 (1) 7(10) 10(19) 9(19) 3(6) 3(7) 7 (11) 50) 5(11) 3(11)
Sampras 2(2) 3(3) 5(8) 2(3) 509)  8(14) 12(19) 9(l11) 2034 12(17) 2(5) 12(20) 16(20) 12(18)
Stich 34) 1(2) 1(7) 1(1) 3 (6) 10(16) 4 (12) 3(5) 0 (6) 4(12) 4 (6) 3 (6) 7(12) 5()
Rafter 1(1) 13) 1(1) 0@3) 13) 3(3) 5(15) 2(5) 2 (8) 4 (11) 303) 2 (4)
Kafelnikov 1(2) 1(1) 4(5) 2(3) 2 (6) 1(5) 4(12) 709) 4 (6) 44 5 (6) 5(15)
Rios 2(2) 0 (1) 2(5 14) 2(3) 4(8) 2(3) 1(7) 3(3) 1(1)
Kuerten 3(3) 4 (11) 0 (1) 33) 3(5) 0 (1) 6(8)
Moya 0l 24 4(8) 1(4) 1(2) 2(2) 5(05) 1(3) 34)
Haas 1(1) 0(2) 4 (10) 0(2) 1(1) 0(2) 2(2)
Safin 1(1) 1(1) 3(6) 1(1) 2(3) 1(2) 1(2)
Federer 8 (11) 0 (1) 4(5) 2(2)
Ferrero 3(5) 2(2) 0(l) 1(1)
Hewitt 0 (1) 4(8) 0 (1) 2(2) 303)
Nalbandian 0(1) 0(1)
Roddick 1(6) 2(2) 0 (1)
Nadal 22 2(2)
Djokovic
Murray

14. a. tablazat. Egymas elleni eredmények; sorokban a gy6zelmek szama (0sszes egymas elleni mérk6zés szama) 1.
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Gerulaitis
Connors 02 14)
Borg
McEnroe 0@) 1(2)
Lendl 3(8) 6 (7) 0 (1)
Wilander 13) 0(1) 2(3) 12)
Cash 0 (1)
Forget 49) 3(6) 0(l) 15 0(2) 0 (1)
Edberg 6 (14) 6 (16) 3(3) 1(3) 1(1) 1(1)
Becker 70190 8(12) 2() 4(6) 3(5) 2(4) 0(1) 1(1)
Muster 2 (11) 2(5) 0@3) 4(5) 3(4) 0@3) 4(8) 2(2) 0 (1)
Agassi 14 (34) 6 (6) 10(15) 8(12) 13) 7 (11) 3(4) 6 (10) 3 (6) 3(11) 2(5 4(8) 1) 5(6) 0(2)
Korda 5(17) 8 (12) 3(5 209 4(8) 1(1) 1(2) 2(2) 0 (1)
Bruguera 3(5 2 (6) 6(8) 2 (6) 1(3) 0@3) 0(2) 0 (1) 1(1) 0(2) 1()
Chang 8 (20) 3(6) 7 (11) 0(4) 6 (7) 2(5) 0(5) 2(2) 1(3) 1(5) 1(1) 0(2) 0(2)
Courier 4200 512 0Q3) 1(6) 0(3) 1(1) 2(3) 0(2) 12) 1(1)
Ivanisevic 6 (18) 2(7) 2(4) 10 (15) 0 (1) 2 (8) 14) 1(2) 0(2) 0 (1) 0@3) 1(1) 0(2)
Sampras 4(9) 12(16) 11(13) 2(2) 2(3) 3(4) 5(8) 3(7) 0(1) 409 1(3)
Stich 50) 22 3(11) 1(1) 1(1)
Rafter 4 (16) 0(2) 2(5 2(3) 4(8) 1(4) 1(1) 1(1) 3(3) 1(3) 14
Kafelnikov 2 (13) 8 (11) 3(5) 6 (8) 5(12) 3 (6) 5(7) 2(4) 4 (6) 23) 1(8) 2(2)
Rios 0(2) 0(1) 13) 2(8) 2 (4) 5(7) 4(7) 1(4) 0(2) 1 (4) 2(5) 0(2)
Kuerten 1(3) 4 (8) 7 (12) 2 (4) 4(7) 5 (6) 4(7) 23) 2(5) 14) 0 (1) 12
Moya 1(4) 3(4) 3(6) 2(7) 3(7) 5(11) 4(7) 0(7) 6 (14) 5(12) 3(7) 105 2 (8) 2 (4) 0(2)
Haas 3(8) 0 (1) 0 (1) 2(7) 3(7) 1 (6) 6 (11) 5() 2 (12) 2 (5 4 (10) 3(3) 7 (13) 04) 2 (4) 1(3)
Safin 4(7) 0(1) 2(4) 3(4) 3(7) 3(7) 2(7) 2(12)  6(12) 7(14)  6(9) 3(7) 0(2) 2(2) 1(1)
Federer 1(1) 0@3) 2(6) 2(2) 13) 7(7)  10(12) 10(12) 9(12) 18(26) 11(19) 21(23) 9(26) 14(24) 6(14)
Ferrero 203) 13 3(4) 3(5) 8 (14) 3(5) 6(12) 3(12) 4 (10) 3(7) 0(5) 2(9) 1(2) 0@3)
Hewitt 50) 34) 7(8) 3(5) 3 (4) 7(12) 6 (10) 7(14) 8 (26) 6 (10) 3 (6) 6 (13) 4 (10) 1(5) 0 (1)
Nalbandian 0(2) 1(1) 4(7) 0(3) 309 8(19) 4(7) 3(6) 2 (6) 2(5) 1(5 2 (6)
Roddick 2(3) 22 1(2) 4(5) 6 (13) 4(7) 2 (23) 505 7 (13) 4 (6) 3 (10) 5(8) 3(11)
Nadal 6 (8) 4(4) 2(2) 17 (26) 70) 6 (10) 3(5) 7 (10) 16(29) 13(18)
Djokovic 24 24 0(2) 10 (24) 1(2) 4(5) 4(5) 3(8) 13 (29) 6 (10)
Murray 2(2) 2(3) 0 (1) 8 (14) 3(3) 1(1) 4(6) 8(11) 5(18) 4 (10)

14.b. tdblazat. Egymas elleni eredmények; sorokban a gy6zelmek szdma (6sszes egymads elleni mérkdzés szama) I1.
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