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INTENZITASALAPU MODELLEZES ES A
MERTEKCSERE!

MEDVEGYEV PETER - PLANK PETER
Budapesti Corvinus Egyetem — Morgan Stanley

A dolgozatban a hitelderivativak intenzitdsalapi modellezésének néhany kér-
dését vizsgaljuk meg. Megmutatjuk, hogy alkalmas mértékcserével nemcsak
a duplan sztochasztikus folyamatok, hanem tetszoleges intenzitassal rendel-
kez6 pontfolyamat esetén is kiszdmolhatd az Gsszetett kar- és csodfolyamat
eloszlasanak Laplace-transzformaltja.

Bevezetés

A hitelderivativék valésziniiségszamitési eszk6zokkel torténé matematikai le-
irasédra két alapvet6en eltéré modellezési filozdfia all rendelkezésiinkre. A
strukturalis modellek a cs6doket kozvetetten, pl. a vallalati kbtvényekre vo-
natkozé CDS-ekbol all6 portfolio esetében a véllalatok értékének alakuldsabol
prébaljak visszakovetkeztetni, am ekkor jelentés szami, s legtbbszor meg-
kérddjelezhet6 feltételezéssel kell élntink. Ezzel szemben a redukalt formaja
modellek esetében kozvetleniil a cs6didék és a cs6dok soran realizalédd karok
modellezése a célunk, mely ekvivalens a cs6dok egy adott idopontbeli szamat
megado szamlélé folyamat, illetve a veszteség nagysagat is figyelembe vevo
Osszetett folyamat tanulmanyozasival. Ilyenkor a kar vagy cs6desemények
okardl, egymasutanjarol lényegében semmilyen kozgazdasagi, strukturalis fel-
tétellel nem éliink. Mindossze azt koveteljilk meg, hogy az egyes karese-
mények bekovetkezésekor az esemény bekovetkezésérdl tudoméasunk legyen.
Matematikai terminolégiaban ez azt jelenti, hogy az egyes karesemények be-
kovetkezési idépontjai igynevezett megallasi idoket alkotnak.

Vegytik észre, hogy a helyzet nagyon hasonlé ahhoz, amivel az operacids
kockazat meghatarozasakor szembesiiliink. E teriilet alapmodellje szerint a
hibak bekovetkezését Poisson-folyamattal, mig a kar nagysigat lognormalis
eloszlasu valdszintiségi valtozdval szokas modellezni, melyek egyiitt egy Gssze-
tett Poisson-folyamatot hatdroznak meg. A hitelderivativdk esetéhez hason-
l6an végs6 soron itt is az egyes idopontokban fenndllé kumulativ karnagysag
(tehdt az Osszetett Poisson-folyamat adott id6pontbeli értékének) eloszldsit
szeretnénk megadni. A feladat megolddsa azonban mér ezen az egyszeril
szinten is komoly kihivast jelent, hiszen a keresett eloszlast kézvetleniil nem
tudjuk kiszdmolni. A kozismert technika a Laplace-transzformalt inverts-
ldsara éptil. Nem meglep6 tehat, hogy a hitelderivativak redukalt formaja
modellezése soran is e transzformélt meghatarozasa a célunk.
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Fontos kiilonbség azonban az operacids kockazat modellezése és a pénziigyi
matematika kozott, hogy az utébbi esetén az a valdsziniiségszamitasban alap-
vetd szerepet jatszé feltétel, miszerint a valdszinliségi mérték ismert és elore
rogzitett nem hasznalhaté. A pénziigyi matematika legf6bb matematikai
triikkje az, hogy a piaci szereplck preferenciait a kockazatmentes mértékbe
olvasztja be. Ennek nagyon egyszerii oka van: a pénziigyi dontésekre altalaban
a nagy szamok torvénye nem hasznalhat6. Bar fajéan sokan tgy képzelik, a
pénziigyek nem szerencsejaték, ahol a tomegjelenségek viselkedési szabalyai
érvényesek, hanem kockazatkezelés, ahol a veszteségtol vald félelem, a koc-
kazat minimalizdlasa a cél. Eleve kérdéses, hogy az egyes pénziigyi szitud-
ciok tekinthetCk-e ismétlédo eseményeknek, de ha annak is tekintheték, az
egyes kimenetektdl valo félelem automatikusan torzitja a kimenetek arat.
Hidba lesz egy ismétlddo helyzetben két kimenet valdsziniisége azonos, ha az
egyiktol jobban féliink, mint a mésiktdl, akkor az arakban nem elssorban a
kimenetelek valésziniisége, hanem a félelmek relativ foka fog tiikrozédni. A
pénziigyekben ugyantgy, ahogyan a kézgazdasdgtan minden més teriiletén az
arakat lényegében a kereslet és a kinalat hatarozza meg, amelyek pedig alap-
vetden a piaci szereplok motivumaitél, vagyis azok hasznossagi fiiggvényeitol
fliggenek. Az alapveté moddszertani probléma az, hogy mivel a piaci sze-
replok gondolatait nem ismerjiik, feltessziik, hogy az dltaluk bevitt torzitast
az arakbdl tudjuk visszakovetkeztetni. Feltessziik tehat, hogy adott egy Q
mérték, amely kodolt formaban tartalmazza mind a valdszinliségeket, mind
a hasznossagi fliggvények &ltal a piaci mechanizmusokon keresztil gyako-
rolt torzité hatasokat. Az igy kapott mértékrél egyetlen dolgot tehetiink fel,
nevezetesen, hogy a mérték ekvivalens az eredeti esetlegesen 1étez6 valdszi-
niségi mértékkel. Ez alatt azt értjik, hogy a nulla valésziniiségli események
a két mérték alatt megegyeznek. Vagyis a két mérték alatt a lehetetlen-
nek, kovetkezésképpen a biztosnak tekintett események azonosak. Feltessziik
tovabba, hogy ezen mérték szerinti diszkontdlt varhatd értékként szamoljuk
ki az aktudalis arakat. Ezt a modellfeltételt két dologra tudjuk felhasznalni:
egyrészt az ismert arakbdl kovetkeztetni tudunk az ismeretlen Q mértékre
(ezt hivjuk kalibréldsnak), mésrészt a kalibrélt Q segitségével kovetkeztetni
tudunk az esetleges ismeretlen drakra. Az drakat tobb okbdl nem ismerjiik:
vagy azért, mert még a termék nincs is a piacon és az esetleges alkalmas
piaci arat akarjuk kitalalni, vagy, igen gyakran azért, mert a termék piaca
nem elég likvid ahhoz, hogy az utoljara megfigyelt drak mogotti tényleges
kereslet-kindlati viszonyokat mérvadénak tekintsiik. A kalibracid, vagyis a Q
mérték kiszamolasanak tovabbi elénye, hogy a Q mérték informaciét nyujt
a piaci szereplOk kockazati preferencidjardl is, vagyis az egyes kockazati for-
rasoktdl vald félelem relativ szintjére. Példaul a CDS-ek esetén a CDS-ek
arabdl kovetkeztetni lehet a cs6d Q mérték alatti valdsziniiségére, amely
nemcsak az esemény bekovetkezésének valdszintiségét tikrozi, hanem a cs6d
kovetkezményeitdl vald félelem fokara is ravilagit.

Ezzel a megkozelitéssel van azonban egy alapveté matematikai problémas:
a kiilonbo6z6 sztochasztikus tulajdonsagok egy jelentés része nem invarians
az ekvivalens mértékcserére nézve. Mivel a valdszinliségszamitasi intuicid
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altaldban a ,,valédi” valészintségre épiil, kérdéses, hogy a kicserélt mérték
esetén milyen sztochasztikus tulajdonsdgok maradnak érvényben. A pénziigyi
modellezés soran gyakran keveredik e tulajdonsagok valds és a kockazatmentes
mérték alatti vizsgdlata, s a ketté kozotti eltérés a modellkockazat legf6bb
forrasa. Miként megjegyeztiik, az egyediili alkalmazhaté megkotés, hogy a
nulla valdsziniiségli események halmaza nem véltozik. Ennek igen egyszeri
kozgazdasagi oka van: azoknak és csakis azoknak a véletlen kifizetéseknek
lesz értelmes médon pozitiv az ara, amikor pozitiv valészintiséggel kapunk is
valamit. Kovetkezésképp feltehetjiik, hogy a mértékcsere ekvivalens. Ha nem
is tul sok tulajdonsig, de azért néhany nem valtozik az ekvivalens mérték-
csere soran. lIlyen az ekvivalencia osztalyok fogalma, az arbitrézs fogalma,
a szemimartingalok osztdlya, illetve a kvadratikus variacid, tovabba a tra-
jektdridk topoldgiai tulajdonsdgai (mint amilyen pl. a folytonossig vagy a
differencidlhatésag).

Az aldbbi targyalds kiindulépontja, hogy a szamlalé folyamatok egy bi-
zonyos csalddja, nevezetesen az intenzitdssal rendelkezd szamlélé folyamatok
osztalya is invarians az ekvivalens mértékcserére nézve, azaz a valds és kocka-
zatmentes mérték kozotti eltérés az intenzitds valtozasan keresztiil modellez-
het6. Ez a tétel taldn nem annyira ismert, mint az emlitett tobbi invariancia
tulajdonsag, igy a bizonyitasat a kovetkezOkben ismertetni fogjuk.

Az intenzitdssal rendelkezé szamldlé folyamatok osztdlydnak egyik igen
hasznos részcsaladjat alkotjak az igynevezett duplan sztochasztikus folyama-
tok. Ezek esetében ugyanis a Poisson-folyamatokra érvényes szamos elegans
szamoldsi szabdly kozvetleniil atviheto. fgy példaul meghatarozhatd az Gssze-
tett folyamat eloszldsa, vagyis amikor a véletlenszeriien bekovetkezo karok
modellezésekor nemcsak a karok szamat, hanem azok nagysagat is figyelem-
be akarjuk venni. Az eljdras kiindulépontjaul az az észrevétel szolgal, hogy
az Osszetett eloszlas Laplace-transzformdltja az intenzitds alapjan felirhaté.
Felirunk egy modellt az intenzitds alakuldsara, ez alapjan kiszamoljuk az
Osszetett eloszlas Laplace-transzformaltjat, majd a transzformalt invertala-
saval meghatarozzuk az osszetett eloszlast. Ezen elv kozponti szerepet jatszik
az intenzitdsalapu modellezés soran, s ramutat miért is jelentenek e folyama-
tok hatékony vizsgalddasi eszkozt.

A dupldn sztochasztikus folyamatok csalddja azonban tulsadgosan sziik:
egyrészt e folyamatok nem invaridnsak az ekvivalens mértékcserére nézve
(1d. [7]), médsrészt nem képesck reprodukdlni a cs6dok klaszterezédésének
jelenségét, azaz a korabban bekovetkezett csédok szama nem novelheti a
késobbi cs6dok bekovetkezésének esélyét. Altaldnos esetben azonban az in-
tenzitassal rendelkez6 szamlalé folyamatok Laplace-transzformaltjanak meg-
hatérozasa kozvetlentil nem egyszerii feladat. A megolddst az [5] dolgozat
egy igen szép gondolata tartalmazza: egy tovabbi mértékcserével a Laplace-
transzformélt nem duplan sztochasztikus folyamat esetén is kiszamolhato az
intenzitas alapjan. Az emlitett publikdci6 egy kordbbi verziéja azonban hibéds
volt, az aktualis valtozata viszont til koriilményes és igen nehezen kovetheto,
igy vélhetéen akaddlyozza a technika széles kord elterjedését. Mivel vé-
leménytink szerint egy igen fontos matematikai eszkozrél van szé, igy az
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alabbiakban részletesen bemutatunk egy olyan, tolink szarmazd egyszerii
gondolatmenetet, amivel az [5] dolgozat eredményei kénnyen — legalédbbis a
sztochasztikus analizisben jaratos olvasd szamara konnyen — megérthetoek.
Az altalunk bemutatott megkozelités segitséget adhat a konkrét alkalma-
zasok hatékony kidolgozasa soran, ugyanakkor a médszer alapgondolatanak
megértéséhez nem sziikséges, hogy az olvasé a sztochasztikus analizis sajatos
nyelvezetének minden részletével tisztaban legyen. Az egyes lépések mate-
matikai targyalasa mellett megprobdlunk a sztochasztikus analizisbol atvett
tételek egyszerl kozgazdasagi interpretacidjara is ravilagitani.

1 A kozgazdasagi hattér rovid bemutatasa

A dolgozatban targyalt matematikai probléma koézgazdasiagi héatterének be-
mutatasadhoz érdemes a jelzaloghitelekre épild szarmaztatott termékek ara-
zésdnak kérdésébol kiindulni. A probléma fontossiaga nemcsak abbdl fakad,
hogy torténetileg éppen ezen derivativak piacdnak osszeomldsa vezetett a je-
lenlegi pénziigyi valsighoz, hanem azért is, mert az alaptermék jelentosége a
valsdgot kovetden is fennmarad, hiszen a jelzaloghitelek teszik ki a lakossagi
hitelalloméany tilnyomé tobbségét. Vagyis a vélsag kapcsan felmeriilt prob-
lémék nem tiintették el ezt az alapterméket és az avval kapcsolatos kockaza-
tokat, igy a jelzaloghitelek viselkedésének megértése tovabbra is a pénziligyi
elmélet egyik fontos feladata marad.

De mibdl is fakad a jelzaloghitelek kockazatossaga? Ennek tobb oka van:
egyrészt a hitelt felvevo személy becsédolhet, igy nem tudja fizetni a tovabbi
részleteket. A cs6d lehetéségén kiviili tovabbi probléma a torlesztérészlet bi-
zonytalansdga, melynek nagysiaga lényegében a piaci szereploktdl fiiggetlen
kiils6 — nagyrészt makrookonémiai — tényezok alakulasatol fiigg. Normal
piaci-pénziigyi koriilmények kozott a torlesztorészlet az aktualis kamatlab
fiiggvénye, 4m tovabbi (kozvetett) hatdsként megemlitendd, hogy magas ka-
matlab esetén altalaban alacsony a foglalkoztatéds, tehat kisebb a kolcsont
felvevo jovedelme, igy né a cs6d valdszintisége. Magyarorszagon a torleszto-
részletek gyakran idegen devizdban vannak meghatarozva, kovetkezésképpen
a kamatlabak ingadozasan kiviil még a devizaarfolyamok alakuldsa is egy bi-
zonytalansagi forrasul szolgal. Ezzel ellentétes folyamat az djrafinanszirozas
lehetdsége, melyre szamos orszagban addédik lehetoség: amikor a gazdasagi
kornyezet javul és igy a kamatldbak csokkennek az addsok egy esetlegesen
kedvezSbb hitellel kivalthatjak a korabbi hiteleiket, 4m ez a hitelez6 szem-
pontjabdl szintén veszteséget jelent. Kovetkezésképpen a jelzdloghitelekbol
szarmazo pénzaram lényegében attekinthetetlen médon fiigg a makrookond-
miai feltételektol. Ezen bizonytalansagok egyiittese olyan nagy, hogy egyetlen
piaci szerepld sem szivesen vallalja at 6ket, a kolesont nytjté helyi bankok és
pénziigyi intézmények tehdat megprébalnak ezektol a kockazatoktdl megsza-
badulni. A dolog némiképpen emlékeztet a viszontbiztositas problémajihoz.
A helyi ,kis” biztositék az egyedi biztositdsi kotvényeket egy ,,nagyobb”
kosarba helyezik és abban biznak, hogy az egyedi kockazatok ingadozasa —
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a nagy szamok torvénye alapjan — kiegyenlitédik és igy a kockazatos pénz-
aramokat biztos pénzaramma4 lehet konvertalni. A jelzdloghitelek esetén az
analég trilkk a jelzdlogalapi kotvények kibocsatdsa: egy sor egyedi jelza-
logko6tvénybol egy 1j ,,szuperkotvényt” hozunk létre, e ezen 1Gj kotvény bir-
tokosanak atadjuk a ,,szuperkotvény” alapjiaul szolgald egyedi jelzdlogokbdl
szarmazo bizonytalan pénzaramokat, természetesen egy fix vagy elore meg-
hatarozott rendben felmeriil6 dij ellenében. A kérdés mar csak annyi, hogy
mennyi ez a dij?

A probléma megoldasédra két ut kinalkozik. Az egyik lehetéség az, hogy
szakitunk a valdszinliségszamitasi nyelvezettel és a pénziigyi folyamatokat
a hagyomanyos kozgazdasigtani eszkozokkel prébéaljuk modellezni. Ilyenkor
azonban szembekeriiliink avval, hogy a mikro6konémiai szemléletti kozgazda-
sagi modellek jelentOs része nagyon nehezen operacionalizalhatd, ugyanis az
elméletben alapvetd szerepet jatszo hasznossagi fiiggvények nehezen figyel-
hetok meg. Gyakran elhangzik, hogy a pénziigyi elemzésben jatékelméleti
eszkozoket kellene hasznalni. Elvileg igen, de a pénziigyi gyakorlat minden-
napjaiban e modellek hasznalhatdsagat még nem sikeriilt igazolni, fGleg azért
nem, mert a jatékelmélet alapjaul szolgalé fogalmak nem kozvetleniil meg-
figyelhetok, fixen adatbazisokban nem irhatok le. Egy masik lehetOség a
makrotényez6k beépitése a modellekbe, de ilyenkor meg avval kell szamolni,
hogy a modellek adattartalma és idGhorizontja egyszeriien alkalmatlan a piaci
gyakorlat altal tamasztott pontossag kielégitésére. Tovabbi — jobb alternativa
hijan felmeril6 — lehet6ség, hogy megérizziik a sztochasztikus nyelvezetet, an-
nak ellenére, hogy pontosan latjuk az ebbdl ered6 problémékat, de dvatosan
és rendkivil korultekintGen jarunk el: csak olyan valdszinliségi modelleket
engediink meg, amelyek invariansak az ekvivalens mértékcserére.

Osszetett veszteségfolyamatok kézgazdasagi problémai

Miként az el6z6 pontban emlitettiik, a kiillonb6z6 pénziigyi elemzések egyik
alapveto kérdése, hogy miként modellezhetjik egy adott idészak alatt beko-
vetkezd karesemények egyiittesének eloszlasat, mely nyilvanvalé médon két
komponenstdl fiigg: milyen gyakran és mekkora kar kbvetkezett be. A klasszi-
kus biztositasmatematikdban feltehetjiik, hogy a két folyamat egyméstdl fiig-
getlen, igy e megkozelitési mdéd soran ezek egymastol kiilonédlléan model-
lezhetéek. E feltétel jelentSs egyszerisitést jelent a modell becslése szem-
pontjabdl, hiszen hosszabb idOszak alatt nagy szamu adat figyelheté meg
mind az egyes események kozott eltelt idészakokrdl, mind a bekdvetkezd
karok nagysagarol. A valdszinliségszamitasban azonban altaldnosan nem a
peremeloszlasok modellezése, hanem az egytittes eloszlasok megadésa jelenti
a problémat. A feltételezett fiiggetlenség miatt természetesen az egylittes
eloszlas teljességgel leirhaté a peremeloszlasok segitségével, &m mint arra a
bevezetGben is kitértiink, a jelzdloghitelek esetében a fliggetlenség feltételezése
nem elfogadhatd, hiszen a pénziigyi csédesemények esetén az egyik alapveto
észrevétel a folyamatok Onerdsité volta. A bekdévetkezd cs6dok szaménak
novekedése tovabb néveli a cs6dok intenzitasdt, illetve nagysagat.
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Tovabbi problémat jelent, hogy a karesemények Osszetett eloszlasanak
modellezését két kiilonbozd célra lehet felhasznalni: a toketartalék megha-
tarozasara, illetve a cs6deseményekhez kotott szarmaztatott termékek el6zo
pontban felvetett arazdsara. Az elsd esetben arra vagyunk kivancsiak, hogy
egy adott valoszinliség mellett mekkora veszteséget szenvedhetiink el, ilyenkor
tehat a szamitdsok soran a valds veszteségadatokra tdmaszkodunk. A pénz-
igyi matematika emlitett alapmddszertana szerint azonban a szarmaztatott
termékek arazasakor hasonld, de semmiképpen sem azonos médon kell eljarni.
Ekkor a modellben szereplo veszteségfolyamat viselkedésére nem a tényleges,
hanem egy mesterséges — a kockazatokat és a piaci szereplok vélekedését egy-
arant tikroz6é — valoszinliségi mérték alatt, a piacon megfigyelhetd drakboél
kiindulva prébalunk kévetkeztetni. Vagyis gy kell meghatdrozni (kalibralni)
a folyamatot leiré paramétereket, hogy a kalibralt paraméterekkel az adott
modellkereten beliil a lehetd legjobban tudjuk kozeliteni a szarmaztatott ter-
mékek aktualis, piacon megfigyelt arait.

Valamely jovébeli kifizetés jelenbeli dra két tényezotdl fliigg: egyrészt a
kifizetés id6pontjatdl, méasrészt annak bizonytalansdgatdl. Az idével kapcso-
latos problémakat a diszkontéalassal oldjuk meg, az ehhez sziikséges diszkont-
tényez6 pedig a piacon megfigyelhet6 kamatokra tamaszkodva meghataroz-
hat6. A diszkonttényezd, illetve a kamatok azonban csak a biztos kifizetések
id6ben valé atcsoportositasaért jaré kompenzacié mértékét irjak le. Nem
véletleniil hasznéaljuk a bizonytalansag kifejezést, ugyanis a hagyomanyos va-
16szintiségszamitasi értelemben nem feltétlentil tudjuk az egyes kimenetelek
eloszlésat. Altaldban nem tomegeseményekrol van szo, hanem egyedi torténé-
sekrdl. A bizonytalansag modellezése gy torténik, hogy az egyes lehetséges
kimenetelek mindegyikéhez egy-egy stlyt rendeliink. Ezeket a stlyokat szokas
szubjektiv valosziniiségnek nevezni, a silyok relativ nagysiga pedig a vesz-
teségektdl valo félelem mértékét tiikrozik.

A minden pénziigyi tankonyvben megjelen6 példa szerint a lottd jaték
varhato nyeresége negativ, de a kockazati preferencidk miatt a lottd jaték ara
mégis pozitiv. Ennek oka, hogy a kis valdsziniliségii nagy nyereség lehetéségét
tobbre értékeljiik, mint a nagy valészintiségili kis veszteséget. A preferencidk
altal indukalt torzitds ardnyara az arbdl és az eladott szelvények szamdabdl
kovetkeztethetlink. Ezek a félelmek azonban kozvetleniil nem figyelhetok
meg, csak a piaci darakon keresztiil kovetkeztethetiink rajuk, vagyis az aktudlis,
a diszkontdlashoz haszndalt kamatokat megadd hozamgorbe és a bizonytalan
kifizetéssel rendelkez6 termékek arabdl visszaszamoljuk a félelmeket megadd
stlyokat. A modellt tehat az drakhoz és nem a tényleges gyakorisdgi tablakhoz
kalibraljuk. A modell tovabbi hasznélatakor implicite feltételezziik, hogy a
kalibracié soran kapott sulyok — legaldbbis egy rovid idGhorizonton — sta-
bilak és fiiggetlenek a kozvetlentiil megfigyelt helyzettdl, kovetkezésképpen
az ismeretlen aru kifizetések esetén is alkalmazhatdak. Vegyiik észre, hogy a
kalibraci6 széleskori haszndlatara épiil a vallalati pénziigyek azon szamtalan-
szor hasznalt szabdlya is, miszerint valamely beruhdzas jovOobeli pénzaramat
egy vele azonos bizonytalansagti pénzaram ismert diszkonttényezojével kell
diszkontélni.
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Az igy kapott mddszertan nyilvanvalé elénye, hogy nagymértékben t&-
maszkodhat a sztochasztikus folyamatok és a valdszinliségszamitas kiterjedt
irodalmara. Szintén fontos tulajdonsag, hogy a kockazatkezelési gyakorlatban
hasznalt eszkoztar (legaldbbis részben) azonos matematikai alapokra épiil,
mint a kalibracié mddszertana, igy az alkalmazas soran egyfajta kereszthatas
léphet fel. Ama megkozelités elénye egyuttal a hatranyava is valik: alapve-
téen a valdszinlségszamitdsi intuiciéra éptil, A&m miként jeleztiik, mindossze
feliiletes formai azonossagrdl van szé. A valdszintiségrél mindenkinek van egy
tobbé-kevéshé meghizhato intuicidja, ami viszont nem mondhaté el a bizony-
talan kortilmények kozotti dralakulasrol, illetve az egyenstlyi piaci folyama-
tokrdl.

Miként mar jeleztiik, matematikailag az egyik alapvetd kérdés a kovetkezo:
ekvivalens mértékcsere esetén miként valtoznak a kiilonbozé sztochasztikus
tulajdonsagok? Melyek azok a modellfeltételek, modszerek, amelyek inva-
ridnsak az ekvivalens mértékcserére? Tekintsiik példaul a sztochasztikus fo-
lyamatok irodalméanak egyik leggyakrabban hasznalt modelljét, a Markov-
lancokat. Ha megvaltoztatjuk az alapul vett mértéket, nyilvanvaléan megval-
tozhatnak az dtmenetvaldsziniiségek, de sajnos maga a Markov-tulajdonsag
is eltinhet. Gondoljunk csak arra, hogy a kovetkezd csod bekovetkezésének
idopontja adott esetben fliggetlen lehet a kordbban bekovetkezett csodidé-
pontoktdl, de a kovetkezd csod elleni biztositas dra fligg a még rendelkezésre
all6 tartalékoktol, igy azok folyamatos kimeriilése esetén az tjabb cséd elleni
biztositas ara nd, vagyis a folyamat nem Markov-jellegli, ugyanis az ar fiigg
a korabban megtett 1ttdl, nem csak a jelen helyzettol. Ez még akkor is igaz,
ha a csodfolyamat ténylegesen Markov-lanc volt. Felvetheti valaki, hogy a
tartalékokat is beépitve a modellbe a Markov-tulajdonsag megorizhetd, de ez
félrevezetd, ugyanis a kitoré panik egyszertien a multbeli események lefolyasa-
tol fiigg, amelynek csak egyik eleme a tartalék nagysdga. Kovetkezésképpen
az aktualis ar nemcsak a jelen helyzettdl fiigg, hanem igen nagy mértékben
a jelen helyzethez vezeto uttol is. Hangsulyozzuk, hogy ez akkor is igaz, ha
az alapul vett tényleges folyamat statisztikailag kimutathatélag Markov-fo-
lyamat volt. De egy Markov-folyamat alakulasatol valo félelem miért is lenne
Markov-folyamat?

Fiiggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok adott sorozata esetén
a mértékcsere soran nemcsak az eloszlas, illetve a hozza kapcsolédd paramé-
terek (mint amelyiken a vérhaté érték és szérds) valtozhatnak meg, hanem a
fliggetlenség is eltiinhet, s6t a valdsziniiségi valtozok azonos eloszlasara tett
megkotés sem marad felétleniil érvényben. Es ezen semmit sem segit az,
hogy a mértékcsere ekvivalens. A sztochasztikus modellezés mésik kedvence
a Poisson-folyamat, ahol az egyes események kozotti varakozasi idot fuggetlen
és azonos exponencidlis eloszlasu valészintségi valtozok adjak. Mivel ekvi-
valens mértékcserére ezen tulajdonsagok egyike sem invarians, milyen tulaj-
donsdgi marad a folyamat a mértékcsere utan? Az drazds szempontjabdl
milyen eloszlast fognak kovetni az egyes események kozott eltelt idopontok?
Példaul ahogyan n6 a csédesemények szama, igy no a kovetkezd cs6dtol vald
félelem, amely a cséd elleni biztositas dranak novekedésében jelenik meg.
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A hagyoményos biztositdasmatematikai szemléletben az ar a varhaté vesz-
teségektdl fligg, igy az arazas szempontjabol gy tinik, mintha a folyamat
intenzitdsa néne, valéjaban pedig esetleg csokkenhet is, ugyanis adott szamu
csOd esetén — éppen a rendelkezésre all6 eréforrasok végessége miatt — a panik
akkor is kitorhet, ha a tovabbi veszteségek idobeli gyakorisaga mar elkezdett
csokkeni. Még ha fel is tessziik, hogy a cs6dok szama tovabbra is Poisson-
folyamatot kovet, hogyan hatarozzuk meg a folyamat intenzitasat megadd A
paraméter alakuldsat, ha a ténylegesen megfigyelt folyamat paramétere nem
hasznalhaté? Ismételten hangsilyozzuk, hogy a statisztikailag megfigyelt
csodintenzitas a varhaté veszteségek eloszlasanak kiszamolasara hasznélhato,
de a veszteségért fizetend? ,,biztositas aranak” meghatarozasira nem, ugyanis
ez az ar nem valdszinliségi kérdés, hanem a kereslet és kinalat eredéje, vagyis
végeredményben a kockézati preferencidk fiiggvénye.

2 Intenzitassal rendelkezo pontfolyamatok

A hitelderivativak, illetve altaldban az Gsszetett veszteségfolyamatok mate-
matikai modellezésének legegyszeriibb, de mégis talan a leghatékonyabb tech-
nikdjat az intenzitassal rendelkezé pontfolyamatok adjak. E modellek leg-
alapvetobbike a Poisson-folyamat, a pontfolyamatokat pedig mint a Poisson-
folyamat altaldnositasait kell elképzelniink. A pontfolyamatok megaddsahoz
elegendo ismerniink az egyes események bekovetkezésének idépontjat leird
() megallasi id6kbél ll6 sorozatot?. Ertelemszertien feltessziik, hogy 7o = 0
és minden n-re 7, < T,41. A (7,,) sorozat felirdsdval ekvivalens, ha ismerjiik az
N (t) = 3272, x (7 < t) sz4mlal6 folyamatot. Miként a nevébdl is kideriil, az
N (t) a t id6pontig bekovetkezett események szamét adja meg. Az N szamlald
folyamat modellezése kozvetleniil nehéz feladat, ezért tovabbi megkdtéseket
szokas tenni. A cimben szerepld intenzitds szé arra utal, hogy valamiképpen
mérheté, hogy az ugrdsok milyen ,,intenzitdssal” kévetkeznek be. A pontos
matematikai definicié a kovetkezo:

1. Definicié. Legyen N egy tetszoleges szamldlo folyamat, s > 0 pedig
eqy progressziven mérhetd folyamat®. Azt mondjuk, hogy a X az N folyamat
intenzitdsa, ha az

M(t)éN(t)—/OtAsds

2Emlékeztetiink, hogy megsllasi idén olyan véletlen idépontot értiink, amely mogotti
esemény bekovetkezésekor tudjuk, hogy az esemény bekovetkezett. Vagyis példaul egy
adott idGszakban az ar minimumaénak idépontja nem megéllasi id6, ugyanis csak késébb
deriil ki, hogy mikor volt az ar minimélis. Vagyis feltessziik, hogy a cs6d id6pontjaban
tudjuk, hogy a cséd bekovetkezett. Ez praktikusan azt jelenti, hogy a cs6dot az elsé
nemfizetéssel azonositjuk.

3Ha az olvasé nem jaratos a sztochasztikus analizis nyelvezetében, a progressziven
mérhet§ jelz6t figyelmen kiviil hagyhatja. Elegendd, ha olyan folyamatra gondol, amely
folytonos komponensek mellett ugrasokat is tartalmazhat, vagyis egy igen b8, szakaddsokat
is megengedd csalddrdl van szé.
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dgynevezett kompenzdlt folyamat lokdlis martingdl*.

A Poisson-folyamat esetén a A\; = A\ konstans, az integrél pedig éppen a
Poisson-folyamat varhaté értékét megado At alakra egyszertisodik. Ilyenkor
az M folyamatot szokds kompenzalt Poisson-folyamatnak is nevezni. Mivel a
Poisson-folyamat esetén az M fiiggetlen novekményti és nulla varhaté értéki,
igy ekkor az M nemcsak lokalis martingdl lesz, hanem valédi martingal is.
Szamos technikai probléma elkeriilése céljabdl a sztochasztikus analizisben
megszokott moédon azonban célszerii megengedniink a definiciéban, hogy al-
taldnos esetben az M nem feltétleniil valédi martingdl. Az intenzitdst tartal-
mazé integral specidlis esete az dltaldnos kompenzator fogalménak. A spe-
cialitds abbdl ered, hogy a kompenzatorrdl feltessziik, hogy derivalhato. Meg-
mutathatd, hogy minden N pontfolyamathoz taldlhaté egy olyan (N? médon
jelolt) el6rejelezhetd, monoton névekeds és jobbrél folytonos® folyamat, hogy
az N — NP kifejezés lokélis martingal. Ha az NP folytonos, akkor azt szokés
mondani, hogy az N folytonosan kompenzalhaté. Az intenzitds létezésének
feltétele azt jelenti, hogy a kompenzator nemcsak folytonos, hanem abszolit
folytonos is, és a kompenzator derivaltja éppen az intenzitas. Folytonos eset-
ben a kompenzator interpretdciéja igen kézenfekvé. Az N egy olyan ugrd
folyamat, amely a véletlenszerlien megjelené egységnyi veszteségek Gsszegét
adja meg. Az NP egy olyan folyamatosan fizetett biztositasi dijként inter-
pretalhatd, amely az atlagban eltekinthetének gondolhaté lokélis martingdl
erejéig koltség szempontbdl atlagban azonos az N-nel.

A lokalis martingal feltételnek szamos elénye van, tobbek k6zott az, hogy
a kompenzator kiszamolasara hasznalhaté a kovetkezd egyszeriien alkalmaz-
haté kritérium.

2. Allitas. Egy NP eldrejelezhetd folyamat pontosan akkor lesz az N szamldlo

4A lokalis martingal fogalma mdgott intuitive egy olyan folyamat értendd, amely sta-
tisztikai értelemben elhanyagolhaté és lényegében a szokasos ,,hibatag” sztochasztikus
analizisben hasznalt absztrakcidja. A kés6bbiek szempontjabdl nem lényeges, hogy az
olvasé pontosan értse a lokdlis martingal kifinomult fogalmanak részleteit. A lényeges ész-
revétel az, hogy a definicié szerint az N szadmlal6 folyamat két részre bonthaté: egy trend
tagra és egy hibatagra. A definici6é lényeges feltétele az, hogy a trend tag egy differen-
cidlhaté trajektéridkkal rendelkezd folyamat és a trend derivaltja éppen az intenzitds. A
tovabbiak megértése szempontjabdl a kulcs megjegyzés az, hogy az N hibatagra és trendre
valé felbontdsa valtozhat az ekvivalens mértékcserével. Az ekvivalens mértékcsere képes
a trendet megvaltoztatni a hibatag rovasara, ugyanis egy valdsziniliségi valtozé varhaté
értéke a valdszinliségi mértéktdl is fligg és nem csak a valtozétél. A meglepé matematikai
eredmény, amely az aldbbi gondolatmenet kiindulépontja, hogy intenzitdssal rendelkezé
folyamat esetén az ekvivalens mértékcserével médositott 1j trend szintén derivalhaté lesz.
Vagyis a derivalhaté trend 1étezése fliggetlen az aktudlis ekvivalens mértéktdl, bar a trend
nagysiga nyilvan valtozhat. Kovetkezésképpen a lehetséges mértékcserék az intenzitds
segitségével modellezhetk.

5Az elbrejelezhetdség ismét egy a sztochasztikus analizisben hasznalt j6l definidlt foga-
lom, amely alatt az olvasé gondolhat a folytonossagra is, ugyanis minden folytonos folya-
mat elérejelezhetd is. Emlékeztetiink, hogy az eldrejelezhetd folyamatok o-algebraja éppen
a folytonos, adaptalt folyamatok generaljdk. Vagyis bar nem tudjuk mindig garantdlni
azt, hogy a kompenzitor folytonos legyen, legaldbb a mérhetdségi struktira szintjén
megprébaljuk a folytonossdgot ,,megtartani”. Ugyanakkor most is egy olyan technikai
részletrél van szd, amely az dltaldnos keret miatt sziikséges, valéjaban éppen az a célunk,
hogy megmutassuk, elég a derividlhaté folyamatokkal foglalkozni.
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folyamat kompenzdtora, ha tetszdleges C' eldrejelezhets folyamat esetén

E </O°° Cst(s)> _E </O°° c, dNP(s)> .

Specidlisan eqgy \s > 0 progressziven mérhetd folyamat pontosan akkor lesz
az N szamldlo folyamat intenzitdsa, ha tetszéleges C elérejelezhetd folyamat

esetén - -
E</ Cst(s)> =E</ Cs)\sds> .
0 0

Miel6tt tovabbmegyiink, érdemes a tétel kozgazdasdgi interpretacidjara
roviden kitérniink. A definiciéban szereplé C' folyamat igen absztrakt szin-
ten portfélidsilyoknak tekinthets. A C' elérejelezhetésége pedig éppen azt
jelenti, hogy a befektetés soran hasznalt sily nem fligg a kovetkezo ugras
idopontjatol, azaz nem kotiink biztositast azt kovetden, hogy a kiresemény
mar bekovetkezett. Mivel az N szamlalo folyamat diszkrét idépontokban
egységnyi ugrasokat tartalmaz, igy a varhato értékben szerepld fooo Cs dN(s)

integral a
/ CLAN(s) =3 C(ry),
0 k=0

kifejezésre egyszertisodik, vagyis a 1 idépontokban bekovetkezo karok esetén
az éppen akkor aktudlis portfélié nagysaga keriil kifizetésre. A lényeges
észrevétel, hogy a kifizetések véletlen, de diszkrét idépontokban jelentkeznek.
A mésik oldalon szerepld [~ Cs dNP(s) integrdl az N? (jellemzéen folytonos)
folyamat altal meghatérozott dijfizetéseket tartalmazza. A két varhaté érték
azonossaga pontosan azt jelenti, hogy az iizlet két adga atlagban azonos ered-
ményre vezet. Osszefoglalva tehat tetszOleges N szamlalé folyamathoz tar-
tozik egy olyan dijfolyamat, amely segitségével az N-ben diszkrét médon fel-
meril6 kifizetések kisimithatéak, vagyis a kockazatok, legalabbis dtlag szint-
jén kompenzéalhatdak egy folytonos dijfizetés dltal. A tétel természetesen igen
absztrakt, bizonyitasa pedig meghaladja a dolgozat kereteit, am az érdekl6dé
Olvaso a legtobb sztochasztikus analizissel foglalkozd konyvben megtalalhat-
ja (Id. pl. [9]).

De mi torténik a mértékcsere soran? Mivel a szamlalo folyamatok defini-
ciéjaban csak mérhetdségi feltételek jatszanak szerepet, igy N az 1j mérték
alatt is szamlalo folyamat marad, tehat az a tény sem valtozik, hogy ren-
delkezik kompenzatorral, mely természetesen nem feltétleniil lesz azonos az
eredetivel. De milyen csaldadban keressiik az 1j kompenzatort? Ugyan a
késObbiekben erre nem lesz sziikséglink, de érdemes megjegyezni, hogy egy
N szamlélé folyamat NP kompenzatora pontosan akkor folytonos, ha az ug-
résokat megadé megallasi id6k nem elérejelezhetéek®. A megallasi iddk elé-
rejelezhetOsége nem fiigg a mértékeserétol, kovetkezésképpen a kompenzator

SEgy ¢ megallasi idS elérejelezhetSsége definicié szerint azt jelenti, hogy megadhaté
egy olyan (o) megélldsi id8kbdl 4ll6 sorozat, amely ,,figyelmeztet” a o bekovetkezésére,
vagyis a (o} ) szigortian monoton ndvekeddleg tart a o-hoz, azaz o, " 0. Ha nem tudunk
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folytonossdga is invaridns a mértékcserére nézve. A targyaléds kiindulépontja
a kovetkezo tétel.

3. Tétel (Artzner-Delbaen). Ha N egy intenzitdssal rendelkezd szdmldlo
folyamat valamilyen P valdszinidségi mérték alatt, akkor az N intenzitdssal
rendelkezd szamldlo folyamat minden P-vel ekvivalens Q valdsziniségi mérték
alatt is.

A tétel bizonyitdsanak megismerése nem sziikséges a dolgozat tovabbi
gondolatmenetének megértéséhez, igy az elhagyhato. Mégis ugy gondoljuk,
hogy részletes kozlése segitheti a téma irant mélyebben érdeklodé Olvaséd
munkdjat, hiszen az allitds nem tartozik a sztochasztikus analizis altaldnos
elméletéhez, igy kevéshé ismert. Ugyanakkor a tétel tartalmanak megértése
a késobbi gondolatmenet alapja: a szamldlé folyamat intenzitasanak létezése
univerzalis, vagyis tetszoleges ekvivalens mérték esetén fennall6 tulajdonsag.
A mértékesere hatdsa tehat az intenzitdsok modellezésével megoldhatd.

BizoNYiTAs. Jelolje Z az ekvivalens mértékeserét megvaldsité dQ/dP
Radon-Nikodym-derivaltat és legyen Z; = EF(Z | ;) a derivélt folyamat.
A Q alatti intenzitds meghatdrozdsat az elézdekben idézett dllitas alapjan
fogjuk elvégezni. Tekintsiik a kovetkez6 szamolast:

EQ</OOOCst(s)>=EP</O CydN(s) > EP<ZCTk ):
—ZEP ZEP E(Z | Fp,)),

ahol EQ értelemszertien a Q alatti varhaté értéket jeloli. Vegyiik észre, hogy
kihasznéltuk, hogy mivel a C' folyamat elérejelezhetd, ezért a C' (73,) mérhetd
az F., _ o-algebrara nézve. A bizonyitds végén megmutatjuk, hogy létezik
olyan K el6rejelezheté folyamat, hogy minden k indexre EP (7 | F,, ) =
K (11). Ezt kihasznélva az el6bbicket folytatva:

ZEP E(Z | Fr-)) =Y EP(C(m)K(m)) =
K

o </O 0K dN(S)> _gP </O°O C K ds> _

oo o0 1
= / EP (C,K\,)ds = / EQ(C,K,—\,)ds =
0 0 Z

b 1
= EQ S‘KS‘_ s .
</o C K, Z. A ds>

A szamolés elejét és végét Osszevetve lathatd, hogy az N intenzitdsa a Q
alatt éppen a A\;K;/Z, folyamat.

megadni egy ilyen sorozatot, akkor a o bekovetkezésének idépontja semmilyen mdédszerrel
nem lathaté el6re. Az emlitett tétel szerint az N folyamatnak pontosan akkor van folytonos
kompenzatora, ha az egyedi kdrok el6rejelezhetetlenek, ahol az el6rejelezhetetlenséget akar
koznapi értelemben is hasznalhatjuk.



90 Medvegyev Péter — Plank Péter

A bizonyités befejezéseként be kell latnunk a K folyamat 1étezését, melyre
tobb lehetdségiink is adddik attdl fliggden, hogy miképpen definidljuk az F,
o-algebrédkat. A legegyszeriibb megoldas taldan a kovetkezé: tetszdleges T
megalldsi id6 esetén jelolje F,_ azt a o-algebrait, amelyet azok az X (7) alaki
valtozok generalnak, ahol az X folyamatok a folytonos és adaptélt folyama-
tok osztalyat futjak be. Definicié szerint legyen tehdt F._ az a legsziikebb
o-algebra, amelyre nézve az X(7) megillitott valtozék mérhetdek minden
folytonos és adaptdlt folyamat esetén. A monoton osztaly tételbdl kbzvetleniil
kovetkezik, hogy az X (7) mérhet§ lesz minden olyan X folyamat esetén,
amely mérhetd a folytonos és adaptalt folyamatok altal generdlt o-algebrara
nézve, vagyis az X (1) mérhet$ minden el6rejelezhetd folyamat esetén, ugyanis
definicié szerint az elérejelezhetd folyamatok éppen a folytonos és adaptalt
folyamatok altal generdlt o-algebrara nézve mérheté folyamatok halmaza.
Ebbdl kovetkezéen megadhatéak olyan K, elérejelezheté folyamatok, ame-
lyekre

K.(m)=E¥(Z | F, _).

Vezessiik be a K = >0 X((Tn=1,T]) K, folyamatot. Vildgos, hogy K(7,) =
K, (7,) minden n index esetén. Az allitds bizonyitdsdhoz elég megmutatni,
hogy az X,, = X((Th—1,7n]) folyamatok mindegyike el6rejelezhets. Vegyiik
észre, hogy

Xp = X([()?T”D - X([OaT‘rb—l]) )

igy elég belatni, hogy tetsz6leges T megalldsi idS esetén az X = x([0, 7))
folyamat elérejelezhets. Legyen

1, ha t < 7(w)
Yo(t,w) =4 1—n(t—71(w)), hat(w)<t<7t(w)+1/n
0, hat > 7(w)+1/n .

Konnyen lathato, hogy Y,, folytonos és adaptalt. Mivel Y,, — X, ezért az X
elorejelezhetd. |

A kovetkez6 kérdés az, hogy miként moédosithatjuk mértékeserével az in-
tenzitast. Ehhez és a késébbiek megértéséhez azonban réviden emlékeztet-
niink kell az igynevezett Doléans-formulara és tulajdonsagaira.

Idézziik fel, hogy a szemimartingal fogalma tekinthetd a trend plusz hiba-
tag felbontas altalanositasanak, tehdt a szemimartingalokra a legegyszeriibb
példaul éppen a szamldld folyamatok szolgalnak. Természetes kérdésként
mertl fel, hogy miként érdemes definidlni az exponencialis fiiggvényt e fo-
lyamatok esetében. Az exponenciilis fliggvény legfontosabb tulajdonsiga,
hogy 6nmaga derivéltja, &m tavolrdl sem nyilvanvald, hogy egy sztochasztikus
folyamat esetén miként értelmezziik a derivélt fogalmat. A szemimartingdlok
specidlis esetében viszont egyszerfien definialhatjuk az integralt”, igy az ex-
ponencialis fiiggvényt differencial- helyett integralegyenlettel adjuk meg:

"Erdemes emlékeztetni arra, hogy szdmos szerzé éppen tigy definidlja a szemimartings-
lokat, mint azon folyamatok osztdlyat, amelyek esetén az integral értelmezhetd.
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4. Definicié. Ha X egy tetszéleges szemimartingdl, akkor az

Et)=1+ /Ot E(s—)dX(s)

sztochasztikus differencidlegyenlet megolddsdt E(X)-szel fogjuk jeldlni és az
X -hez tartozo exponencidlis szemimartingdlnak fogjuk nevezni.

A szokasos differencidldsos jelolést hasznédlva a fenti Doléans-egyenletnek
is nevezett kifejezés dE = F_dX alakban irhatd. Vegyiik észre, hogy az ex-
ponencialis szemimartingdl definicidja éppen arra épiil, hogy az y = exp(ax)
exponenciglis fiiggvény kielégiti a dy = (ay) dz kozonséges differencidlegyen-
letet. Az egyenlet megoldéasat a kdvetkezd allitds tartalmazza.

5. Allitas (Doléans-formula). Ha X egy tetszéleges szemimartingdl, akkor
a fenti Doléans-egyenlet rendelkezik egy E(X) mddon jeldlt egyértelmd meg-
olddssal, amelyre teljesiilnek a kovetkezdek:

1. Ha az X véges vdltozdsu, akkor az E(X) is véges vdltozdsy.
2. Ha az X lokdlis martingdl, akkor az E(X) is lokdlis martingdl.
3. Az E(X) felirhaté a kovetkezd formuldval:

£(X) = exp(X — X(0) - 5X1%) [J(1 + AX) exp(~AX)

Erdemes ismét néhany kiegészité megjegyzést tenniink, ugyanis a for-
mula elsé rénézésre taldn nehezen &ttekinthetd. A kifejezés tartalménak
megértéséhez gondoljunk arra, hogy a kozgazdasidgtanban az exponencialis
fliggvényt elsosorban a bankbetétek alakuldsanak leirdsara szokas hasznalni.
Az egyszerii interpreticié céljabdl tehat tegyiik fel, hogy X a kamatldbak
folyamata, £ (X) pedig az indukdlt bankbetét alakuldsit adja meg. Az
X folyamat felbonthaté egy folytonos rész és a AX mdédon jelolt ugrasok
Osszegére. Az exponencialis fiiggvény az Osszegeket szorzatba viszi, ebbdl
kovetkez6en az additiv ugrasok hatdsa az exponencialis fliggvényben multi-
plikativ alakban jelentkezik. Az £(X) formula két részre bonthaté, melyek
koziil valészintileg a masodik tag dttekintése egyszeriibb, ahol a [ szimb6lum
értelemszertien azt jelenti, hogy az (1 + AX)exp(—AX) tagokat minden e-
setben az adott ¢ idépontig Gssze kell szorozni. Az exp(—AX) kifejezéscket
azért szerepeltetjik az 1+ AX tagokkal egyiitt, mert ezek nélkiil esetlegesen
a szorzat nem lenne konvergens. Ha azonban ettdl eltekintiink, vagyis ha
feltessziik, hogy a szorzat ezek nélkiil is konvergens, tovabba az exp(—AX)
tagokat atvissziik az exponencidlis fiiggvénybe, akkor a kitevoben szereplo
negativ jel miatt az ugrdsok levonhatjuk az X-bol és ilyenkor az exp(z) ex-
ponencialis fuggvényben a folyamat folytonos része szerepel, mig a produk-
tumban pedig csak az 1 + AX ugrasok szorzata marad. Ez teljesen analdg
avval, hogy ha adott az r; kamatlabak egy sorozata, akkor a kamatos kamat
szabdlya szerint a betét adott iddszakban valé névekménye éppen [, (147;),
vagyis diszkrét sorozat esetén az exponencialis fliggvényt a kamatos kamat
szabalyanak megfeleloen kell szamolni.
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Joval fogésabb az elsé tag intuitiv tartalmanak megértése. Az el6zdek
alapjan legyen tehat az X egy folytonos folyamat. Ebben az esetben az
egyetemi tananyagban is szerepl6 It6-kalkulus szabalyai alkalmazanddak, am
attél még, hogy egy folyamat folytonos, nem biztos, hogy derivalhaté is. Ha
az X folyamatot kis dX folyamatok Osszegeként képzeljiik el, akkor egy ilyen
névekményen a hagyomdanyos exp(z) exponencidlis fliiggvény infinitezimalisan
az 1+ dX hatést gyakorolja, feltéve, hogy a masodrendii 1/2(dX)? tag mar
elég kicsi, mely akkor teljesiil, ha X derivalhaté. Ha nem ez a helyzet, akkor
az exp(z) exponencidlis fliggvény hatdsa

1
1+¢X+§MXV

lesz, feltéve, hogy mar a harmadrendii tag elég kicsi. Az Ito-kalkulus érdemi
észrevétele éppen az, hogy nincsen sziikség a harmadrendi tagokra, elég a
méasodrendli korrekciot alkalmazni. Ez mésképpen fogalmazva azt jelenti,
hogy a hagyomdnyos exp(z) exponencidlis fliggvény a sztochasztikus (X))
transzforméacidhoz képest az 1/2(dX)? taggal ,,t1illé a célon”, ugyanis példaul
a kamatlab hatasa a bankbetétre tovabbra is természetesen 14+dX szorzdként
jelentkezik. Ha a hagyomanyos exponencidlis fiiggvénnyel akarjuk kifejezni a
sztochasztikus exponencialis transzformdaciot, akkor ezt a tagot le kell vonni.
Mivel az X folyamat a dX novekmények Gsszege, igy az exponencidlis fligg-
vény ezek szorzata:

ﬁX%:wMX—XﬂD—%E:MXY%

ahol a >"(dX)? tag a masodrend{i megvaltozdsok dsszege, amit kvadratikus
varidciénak szokas nevezni és [X] médon szokés jelolni®.
A Doléans-formula ismeretében térjiink vissza a mértékcsere kérdéséhez.

6. Tétel. Legyen N egy intenzitdssal rendelkezd szdmldlo folyamat és jelolje
(tx) az N ugrdsainak idépontjdt, valamint legyen

M@éN@—Aums

a kompenzdlt szdmldlo folyamat. Ha @ > 0 egy olyan elérejelezhetd folyamat,
amelyre fot Asps ds < 0o, akkor a

20 = e [ (1= g ds) I] #(r).

folyamat lokdlis martingdl. Ha a Z egyenletesen integrdlhato martingdl, akkor
a dQ/dP = Z(c0) mértékesere utdn az N intenzitdsa Ao les?’.

8 Az eredeti képletben szerepld c felsé index arra utal, hogy a folytonos részét kell venni

9A tétel tekinthetd a klasszikus Girszanov-tétel dltaldnositasianak. A probléma pontosan
ugyanaz, mint a klasszikus esetben.
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A bizonyitas ugyan a Doléans-formula kozvetlen kovetkezménye és egysze-
ri szamolassal megkaphatd, am ismételten nem sziikséges a dolgozat tovabbi
gondolatmenetének megértéséhez. Amit fontos latni az a kévetkezd: a tétel
egy médszert tartalmaz arra nézve, hogy miként lehet egy adott intenzitashoz
megkeresni a hozza tartozé mértéket. Ha egy N folyamat intenzitasat ki
akarjuk cserélni egy Ay folyamatra, akkor a ¢ folyamatnak két feltételt kell
teljesitenie: eg%/részt a Ay folyamatnak szintaktikusan helyesnek kell lennie,
hiszen ha az fo Asps ds integral nem véges, akkor definicié szerint a A¢ nem
lehet intenzitds. Ez a dolog kevésbé érdekes része. Ugyanakkor a tételben
szereplé Z kifejezésnek bizonyos korlatozo feltételeknek is eleget kell tennie,
azaz nem minden szintaktikusan megfelel§ Ay folyamat lehet intenzitds. A
tételben szereplo feltételt legegyszeribben akkor tudjuk teljesiteni, ha a Z
folyamat korlatos. Ha a ¢ kicsi (példdul kisebb mint egy), akkor a szorzat
gyorsan konvergél és korlatos lesz, de ilyenkor az integral alatt szereplo 1 — ¢
tag nagy lesz, legalabbis pozitiv, igy az integralrél nem tudjuk, hogy korlatos
lesz vagy sem. A tétel tehat a lehetséges példak konstrudldsanak nehézségeit
mutatja be.

A formula megértéséhez legyen N egy Poisson-folyamat A = \ konstans
intenzitdsparaméterrel. A Z nemnegativ lokdlis martingal, igy szupermar-
tingal, kovetkezésképpen ha nem veszti a varhato értéket, akkor valédi mar-
tingal. Legyen ¢ egy tetszbleges nemnegativ konstanst, ekkor:

E(Z;) = E(exp(/ot(l — ©s)As ds) H (p(’Ti)) =

“L (AR
= E(exp(M — toX\)p™) = exp(Mt — to)) Z @k% exp(—At) =
k=0 '

= exp(At — to)) exp(pAt) exp(—At) = 1.

Alkalmas mértékeserével tehat a Poisson-folyamat intenzitdsa barmilyen po-
zitiv értékre kicserélheto. Kovetkezésképpen a statisztikailag megfigyelt in-
tenzitds nem ad hasznalhaté informaciot a kockazatsemleges mérték alatt.

BI1ZONYITAS. Vezessiik be az

002 [ (oo vars) = [ e - 1t - [ oo vras

folyamatot. Els6 1épésként vegyiik észre, hogy Z éppen a

Z(t)=1+ /Ot Z(s—)dU(s)

Doléans-egyenlet megoldasa. Valéban, mivel az U korlatos valtozasu, ezért
a Doléans-formuldban szereplé kvadratikus varidciés tag nulla. Az U ugrésai
tehat megegyeznek az fot (ps—1) dN(s) ugrasaival, amelyek éppen a ¢(73,) —1
kifejezések. Konnyen ldthatd, hogy a []exp(—AU) szorzata éppen az

eXp(— /Ot(ws -1) dN(S))
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kifejezés. Ezt beirva az imént tett megjegyzés mar evidens. Mivel a ¢ elére-
jelezheto, ezért tetszoleges C' elérejelezhet6 folyamat esetén

o0

B([ e -nav) =E([ " Culo. - rds)

amibdl kovetkezik, hogy az fot (ps — 1) dN(s) folyamat kompenzétora éppen
fot (ps—1)As ds lesz. Kovetkezésképpen az U lokalis martingél, igy a Doléans-
formula miatt a Z is lokalis martingdl.

Végezetiil szamoljuk ki az 1j kompenzatort. Miként az Artzner—Delbaen
tétel bizonyitdsakor lattuk, az 4j mérték alatt a kompenzétor AK/Z lesz.
Hatarozzuk meg a K folyamatot. Ha a Z egyenletesen integralhatd, akkor
minden n-re a megallasi opcidkrol sz6l6 tétel miatt

E(Z | ]:m—) = E(E(Z | ]:m) | ]:m—) = E(Z(T‘rb) | ]:TW—) = Z(T’rb) )

ahol kihasznaltuk, hogy mivel a ¢ elorejelezhetd, igy minden 74 < 7, esetén
a (1) mérhetd az F, _ o-algebréra nézve. De mik lesznek a bizonyitasban
szereplo K, fliggvények? Konnyen lathatd, hogy a

n—1

K0 2 esp( [ (1~ pnas) TT ) o0 x(0 > 70)
0 k=1

fliggvény adaptdlt és balrol folytonos, igy tehat elorejelezheto és ezért valaszt-
haté K, figgvénynek. A K konstrukcigjabdl, illetve abbdl, hogy a [1,—1,T»)
szakaszokon a [] _, ¢(7;) kifejezés konstans, lathaté, hogy K/Z = ¢. |

3 Duplan sztochasztikus folyamatok

Az intenzitdssal rendelkez6 szamlalé folyamatok fontos alosztdlyat alkotjdk
a duplan sztochasztikus folyamatok.

7. Definicié. Legyen N egy szdmldlé folyamat és legyen (F:) a hozzd tartozé
filtracio. Ha az (Ft) egy alkalmas (G:) részfiltracidjira létezik egy As > 0
progressziven mérhetd, a (G:) filtrdcidra adaptdlt folyamat, hogy minden s < t
ésk=0,1,... esetén

¢ k .
P(Nt—Ns=k|ﬂVQt)=Mexp(—/ )\udu),

akkor azt mondjuk, hogy az N folyamat dupldn sztochasztikus.

A duplén sztochasztikus folyamatok osztélya értelemszeriien a Poisson-
folyamatok osztalyat &altalanositja. Poisson-folyamat esetén az intenzitas
konstans, duplan sztochasztikus folyamat esetén ,,majdnem” konstans. Ter-
mészetesen a definiciébdl nem evidens, hogy a duplén sztochasztikus folyam-
atok valéban az intenzitdssal rendelkez6 folyamatok egy alosztalyat alkotjak.
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A definialé egyenletet k-val beszorozva, majd Gsszegezve és a Poisson-eloszlas
varhato értékének képletét hasznalva viszont azonnal lathato, hogy

t
E(Nt—Nsmvgt):/Audu_

Mind a két oldalon az F; szerint feltételes varhaté értéket véve és kihasznélva,
hogy a A progressziven mérheté volta miatt az integrdl adaptalt marad:

¢ ¢
E(Nt—Ns|.7:s)=E(/ )\udu|.7';)=/)\udu,

amibdl — az eredeti (Tk) megallabi id6ket lokalizaciés sorozatként haszndlva —
vildgos, hogy az N (¢ fo Ay du lokalis martingal.

A duplén sztochasztlkus folyamatok nagy elénye, hogy ilyenkor az Gssze-
tett folyamat eloszlasanak Laplace-transzformadltja az intenzitds segitségével
szamolhaté. Legyen (&) az egyes veszteségek nagysiga, melyekrdl tegyiik
fel, hogy azonos eloszlasuak, tovabbé fiiggetlenek egymastdl és az ugrasok
idépontjat megadd N folyamattdl. Az alapvetd kérdés a kovetkez6: mi lesz az

X(t) = ZN( )fk. Osszetett folyamat eloszlasa? Mivel az eloszlas kozvetleniil
nem szamolhatd, igy a szokasos eljaras, hogy az Osszetett folyamat Laplace-
transzforméltjat hatarozzuk meg. Jelolje H az ugrasok kozos eloszlasanak
Laplace-transzformaltjat és legyen ¢ (u) = 1 — H(u). Ha az N dupldn
sztochasztikus, akkor a definiciobdl, illetve a teljes varhatd érték tételbol
kovetkezben:

N(t)
Li(u) = E(exp(—uX(t))) (exp Z & )

N(¢)

E(E (eXp(—u Z gk) | N(t) = n)) _
(E(QXP(—UiSk) | N(t)=n)) =

E(HN(t)(u)) = E(E(HN(t)(u) | Qt)) _
ZH”(“)M exp(— /Ot As ds)) °

(
(exp(—w(u) /Ot As ds)) .

E

|
=

(o)

E

A baj csak az, hogy az ekvivalens mértékcsere sordn a duplan sztochasztikus
jelleg nem marad meg. Mit lehet mondani altaldban az intenzitdsalapi mo-
dellekre?
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4 Egy mértékcsere

A kovetkezékben megvizsgdljuk, hogyan szdamolhato ki az Osszetett

N(t)

XM=Y &
=1

folyamat kompenzatora tetszOleges intenzitdsalapti modell esetén. Ismert,
hogy az tigynevezett lokalisan integralhaté folyamatoknak létezik kompenzé-
tora, igy ahhoz tehat, hogy beszélhessiink az Osszetett folyamat kompenza-
torardl, az ugrasok nagysdganak véges varhaté értékkel kell rendelkeznie. A
tovdbbiakban feltessziik, hogy a (&) ugrdsok nagysdga azonos eloszldsu, és
az ugras mindenkori nagysaga fiiggetlen a folyamat multjatol. Ezt formélisan
ugy definidljuk, hogy minden k indexre a ¢, ugras fiiggetlen az F,, _ o-al-
gebratdl. Az F., _ szokdsos interpreticidja, hogy a 73 véletlen idépont el6tt
bekovetkezo események halmaza. Ugyanakkor, mivel az Gsszetett folyamat-
nak adaptdltnak kell lenni, a & = AX (1) mérhet§ az F,, -ra, igy miel6tt
tovabbhaladhatnank, be kell latnunk, hogy e feltétel nem mond ellent az
elébbi kévetelménytinknek.

Az Osszetett folyamatra az alapeset, amikor a filtracié éppen a folyamat
altal definidlt kanonikus filtracio és a & ugrasok egymastol és az N szamlilo
folyamattdl is fliggetlenek. Az F,, _ o-algebranak a kordbban emlitettel egyik
ekvivalens definici6ja szerint az F., _ azon legsziikebb o-algebra, amelyet az
Fo és az olyan A halmazok generdlnak, amelyek elédllithatéak A = F N
{t < 7%} médon, ahol F € F;. Egy o-algebratdl valé fliggetlenség igazoldss-
hoz elég megmutatni a o-algebrat generalé halmazoktdl valo fliggetlenséget.
A kanonikus esetben az X (0) = 0 miatt Fo = { (), Q }, amely nyilvén fliggetlen
a &-tol. Ha F € F;, akkor a generalt o-algebra definici6ja alapjan alkalmas
s, < t sorozatra és B C IR Borel-halmazra F = (X (s1), X (s),...)” " (B).
Ebbdl kovetkezéen az A N {t < 7.} halmaz eleme a &1,&,...,8k—1 és az N
altal generalt o-algebranak, ami fliggetlen a &-tol.

8. Lemma. Ha a (&) ugrdsok kozds eloszlisdnak van M vdrhaté értéke,

akkor az X = ZkN:(tl) &, osszetett folyamatnak is van kompenzdtora, amely
éppen XP = M - NP,

A lemma interpretécidja ismét igen kézenfekvd: a teljes karfolyamatban
figyelembe kell venni a kdresemények gyakorisagat és nagysagat. Az dsszetett
folyamat kompenzatora éppen a gyakorisigi folyamat kompenzatora szorozva
az atlagos kar nagysdgaval.

BizoNYITAS. A védrhatd érték létezése miatt az X szintén lokdlisan
integralhaté, vagyis eleme az Aj,. térnek, igy tehat létezik kompenzétora.
A feltételezett fiiggetlenség miatt a &, ugrés fliggetlen az F,, _ o-algebratdl.
Tetsz6leges C' > 0 elérejelezhetd folyamat esetén, felhasznélva, hogy a C (73)
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mérhet6 az F,, _ eseménytérre:

E(/OOo C.dX,) = E(i C(r)&) = ZE (Tk)€) =

E(E(C(mo)&r | Fr-)) =

3

=~
Il
—

o

E(C(7)E(& | Fr,-)) =

=~
Il
—

o

E(C(m)E(&)) = M - E(/OOO Cs st) =

M-E(/OOCstf),
0

amibdl a lemma mar evidens. O

=~
Il

9. Allitas. Tegyiik fel, hogy az NP kompenzdtor folytonos. Vezessik be a
vi =1 —exp(—ug;), V= ZkN(1) vk, valamint U = VP —V jeloléseket. A

Z = exp(yp(u) - NP —u - X)

folyamat felirhaté Z = E(U) mddon, kivetkezésképpen a Z egy lokdlis martin-
gdl. Ha valamely T iddpontban E(exp(NP(T))) < oo, akkor a Z egyenletesen
integrdalhatdé martingdl a [0,T] iddintervallumon.

BizonyiTAS. Emlékeztetiink, hogy definicié szerint a Z = £(U) egyenls-
ség azt jelenti, hogy a Z éppen az egyetlen megoldésa a

Z=1+7Z_eU

egyenletnek. A Doléans-formula szerint (felhasznélva, hogy az N? folytonos,
tovabbd az €l6z6 lemma miatt VP = ¢(u) - NP):

U—U(0) - [U°) [[(1 + AU) exp(-AU) =
xp(VP = V) H(l — AV)exp(AV) =

xp(
(
=exp(V?) [J(1 —wiAN) =
(
(
(

Il
@

= exp(V?P) H(l — (1 —exp(—u&;))AN) =
= exp(V?) exp(—uX) = exp(VP —uX) =
exp(¢(u)N? —uX) =7 .

Az U lokalis martingdl voltabol kévetkezben a Z szintén lokalis martingl.
Mivel pedig 0 < ¢(u) <1, ezért

0 < exp(¥(u)N? —uX) < exp(NP) < exp(NP?(T)) .
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A majoralt konvergencia tétel kozvetlen alkalmazdsabdl az allitds mér kovet-
kezik. |

Tetszéleges u esetén a Z (T') tekinthetd a [0, T] id6szakaszra megszoritott
folyamatokra egy mértékcsere stiriiségfiiggvényének. Jeloljik a tovabbiakban
ezt a mértéket P¥-val, az alatta vett varhat6 értéket pedig E*-val. A Z (T')
definiciéja alapjan konnyen lathato, hogy

Ly(u) = E(exp(—uX (1)) = E*(exp(=¢(u)N*(1))) =

_ gu (exp(—w(u) /Ot s ds)) ,

azaz a mértékesere segitségével (a duplén sztochasztikus folyamatok esetében
latottakhoz hasonléan) tetsz6leges intenzitdssal rendelkezd szamlalé folyamat
Laplace-transzformaltjat is ki tudjuk fejezni az intenzitas segitségével.

Az altaldnos Girszanov-tétel miatt, ha az M egy lokélis martingal, akkor
az M — Z~' e [Z, M] szintén lokalis martingdl az 1j mérték alatt. Mivel a
Z korldtos véltozési, ezért ha az M folytonos, akkor a [Z, M] = 0. Ebbél
kovetkez6en a mértékesere nem érinti a folytonos lokdlis martingdlokat, igy
példaul nem véltozik a Wiener-folyamatok osztalya sem.

10. Allitas. Tegyiik fel, hogy az NP folytonos. Az N kompenzdtora az j
mérték alatt H(u) - NP alakid, ahol NP tovdbbra is az N kompenzdtora az
eredeti mérték alatt, a kordbbiakhoz hasonldan pedig H(u) jeloli az ugrdsok
eloszlasanak Laplace-transzformdltjat az eredeti mérték alatt. Legyen g > 0
eqy Borel-mérhetd fiigguény és legyen Y = ZkN(tl) g( k). Tegyiik fel, hogy
a (g(&k)) ugrdsoknak van kézés M wvdrhaté értéke, igy az Y -nak van kom-
penzdtora az eredeti mérték alatt. Ha

M(u) = EP (g(&) exp(—u - &) ,
akkor azY kompenzdtora az uj mérték alatt YP = M (u) - NP.

Bi1zoNYITAS. Meg kell mutatni, hogy a
K= (Y —~M(u) -NP)-Z

lokélis martingal az eredeti mérték alatt. A parcidlis integralds formuldja
alapjan

K=(Y—M(u)-N°)_eZ+Z_e(Y —Mu) N*)+[Z,Y — M(u)- N*] .

A Z definicidja alapjan, felhasznalva, hogy az NP folytonos, Z pedig véges
valtozasu

[Z,Y — M(u)-N?| = [Z_ e (VP —V),Y] = —[Z_eV,Y] = —Z_ e [V,Y] .

Az integrator kompenzéatora az eredeti mérték alatt

VY] (Zgg (1 — exp(—u- @))AN) = (M — M(u)) - NP .
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Kovetkezésképpen

K=Y —-M(u)-NP)_eZ+Z_ (Y —M(u)-NP)—Z_e[V,Y]=
=Y -—M(u)-NP)_eZ+Z_ (Y —M-NP)+
+Z_o((M—M(u)-N* - [V,Y]),
ami lokalis martingal, ugyanis mind a harom integralban az integrator lokdlis
martingdl az eredeti mérték alatt. Ha g = 1, akkor a tétel masodik felébol
kovetkezik az elsé. O

Ha g = x B, akkor a kompenzator

»_ B € Bexp(—ug) o
Y= (eXp( f)) ( p( f))

modon is {rhatd. Ilyenkor pedig az

E(x(¢§ € B) exp(-uf))
E(exp(-ug))

kifejezés tekinthetd egy valdszintiségi mértéknek, a szorzat masodik tagja pe-
dig éppen az N kompenzatora az 1ij mérték alatt. A formula tehat formalisan
emlékeztet a korabbi lemmaban szerepl6 kifejezésre, &m nem tudjuk, hogy a
mértékesere utan az Osszetett eloszlasra alkalmazhaté lesz-e a lemma gon-
dolatmenete, ugyanis kérdéses, hogy az azonos eloszlasra és a fliggetlenségre
tett feltételek érvényben maradnak-e. A kovetkezékben a célunk éppen az,
hogy megmutassuk e feltételek fennallasat az Gj mérték alatt is, ehhez viszont
az elébbiekben bizonyitott allitds jelenti a kiindulépontot.

11. Allitss. Tegyiik fel, hogy az NP folytonos. Ha & az ugrdsok kézil az
egyik, akkor
o EP(x(¢ € B) exp(—u))

H (u) ’
vagyis az emlitett mérték éppen az ugrdsok eloszldsa az uj mérték esetén. Ko-
vetkezésképpen az ugrdsok eloszldsa a mértékcsere sordn egyformdn vdltozik.

P“(feB) =

BizonYITAS. Jeldlje M a kifejezés jobb oldaldt. Mivel a jobb oldalon 4116
kifejezés a P alatt szamolandd, ezért az értéke minden n esetén azonos. Jelolje
NP az N kompenzatorat a P* alatt. Legyen C' = x((7,,_1,7,]). Mivel a C
elorejelezheto, igy az Y 4j mérték alatti kompenzatorat megadd Gsszefliggést
hasznalva kapjuk, hogy

Pu(&n € B) = Eu(XB (grb)) = Eu(Y(T’rL) - Y(Tn—l)) =

:E“( /O C;dY):E“( /O Osdwzoz
:M-E“(/O Cst”):M-E“(/O Cst)zM.
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12. Allit4s. Tegyiik fel, hogy az NP folytonos. Ekkor az uj P" mérték alatt
is fenndll, hogy a &, figgetlen az F-,_ o-algebrdtdl.

BizoNYITAS. Nyilvdn elegendd megmutatni, hogy & fiiggetlen a o-
algebrat generdld halmazrendszertdl. Legyen tehat F' egy ilyen halmaz. Ha
F=An{r, >t}, A€ F, tovébba

C = x((Th—1, 7] N (t,7k]) - XA
akkor a C elérejelezhetd, mivel adaptalt és balrdl folytonos. Ezért
PUFNG ! (B) = B (vexa(6) = BY( | Caav) =BY([  CLav?) =
0 0
oo P _
0

. H(u)
_ E¥(xs(§) exp(—ul)) ., [~ _
T E(/O C.dN) =
_ EY (xB(§) exp(—uf)) -, _

— P(¢7(B)) - PU(F) .

Ha F € Fy, akkor pedig az C' = xpx(Tr_1, 7] folyamatra alkalmazva kapjuk
az allitast. |

5 Alkalmazasi lehetoségek

A matematikai héttér dttekintése utan réviden ismertetjiik a szamlalé folya-
matok felhasznalasi lehet0ségét a hitelderivativak modellezésében. Elséként
a legismertebb portféli hitelderivativa, a szintetikus CDO arazési alapelvét
tekintjiik at, majd ratérink a Laplace-transzformalt intenzitds altal valé kife-
jezésének jelentOségére.

Hitelderivativak modellezése

A szintetikus CDO-k jellemzdje, hogy az alapul szolgalé portféliét n darab
egységnyi névértéki, T lejdraty, illetve azonos (t,,) prémiumfizetési idépon-
tokkal rendelezé6 CDS alkotja. Egy adott CDO t&bb kiilénbz6 savbol (més
néven tranche-bdl) tevidik Gssze, melyeket az alsé és felsé csatlakozdsi pontok
hatdroznak meg (a tovdbbiakban ezeket rendre K € [0,1) és K € (K, 1]
jeloli), s melyek megadjdk, hogy az adott tranche-ot vdlaszté befektetd a
portfoliot ér6 veszteség mekkora szeletét koteles tériteni. Egy adott tranche
névértéke Kn, ahol K = K — K.

A védelem eladdja a rendszeres S nagysigu spread-fizetések mellett a
prémium egy részét a szerzodéskotéskor eldleg formjaban is megkaphatja, ezt
nevezziikk upfront fee-nek, mely kordbban elssorban a legalsé (jellemzéen 0
és 3% kozé esé equity-nek nevezett) tranche-ot érintette. Az upfront fee-t
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G-vel jeldljiik, s a spread-hez hasonléan a névértékre vetitve adjuk meg. A
termék pénzaramlasa a résztveve felek szerint:

e A védelem eladdja fedezi a portfélioban bekdvetkezd veszteségeket a
bekovetkezés pillanataban, de csak abban az esetben, ha a kumulativ
veszteség (melyet a kordbbiakhoz hasonléan jeloljon X) az alsé és felsd
csatlakozasi pontok altal meghatarozott intervallumba esik. A védelem
eladéjanak szemszogébdl tehat az U, = (X; — Kn)t — (X; — Kn)*
veszteségfolyamat ugrasai a mérvadoak. E kifizetéseket nevezziik az
adott tranche csédaganak (Default Leg, DL).

o A védelem vevéje a szerzddéskotéskor kifizeti a GKn nagysigi upfront
fee-t, majd a prémiumfizetések (t,,) idépontjaiban a tranche fennélld
névértékre vonatkozé spread osszegét: SC,,(Kn — Uy, ), ahol Cy, a
két prémiumfizetés kozott eltelt idé (a gyakorlatban erre negyedévente
keriil sor, igy C, ~ 1/4). E kifizetéseket nevezziik az adott tranche
prémium dgénak (Premium Leg, PL).

Minél magasabb az alsé K csatlakozasi pont, az eladé annal kisebb kocka-
zatot véllal, s ebbol kévetkez6en anndl kisebb prémiumra szamithat. Ennek
oka, hogy els6ként az alsébb tranche-ok fogjdk fel a veszteségeket, biztonsagi
hélét nyujtva a magasabb csatlakozasi ponton beszallé eladénak. A legalsd,
equity-nek nevezett K = 0 csatlakozasi pontu tranche a legkockézatosabb,
hiszen minden felmeril6 veszteséget tériteni koteles, amig névértéke teljesen
fel nem emésztédik. Epp e kockdzatos voltabél fakad, hogy a sztenderdizélt
kereskedése az upfront-ja alapjan torténik rogzitett spread mellett, mikézben
a magasabb savok esetében a spreadeket jegyezték rogzitett G = 0 upfront
mellett. A vilsdg hatdsdra az utébbi években a kockdzatossiag megugrdsa
miatt mar a magasabb tranche-ok jegyzése is az upfront alapjan tortént.

A szerzddéskotéskor a felek célja egy igazsigos S spread meghatarozésa,
amihez kiilonb6z6 id6pontokban adott veszteségértékek (mint specidlis termé-
kek) igazsdgos drét kellene ismerniink. A szokésos gyakorlat a martingdlmér-
tékre éplld arazas technikdjanak felhasznédlasa. Tehat a bevezeto fejezetben
ismertetett elv alapjan feltessziik, hogy létezik egy ekvivalens Q mérték, hogy
mind a cs6dag, mind a prémium ag t-beli értéke megkaphaté a kifizetések
diszkontélt értékének e mérték alatt vett varhato értékeként:

T
DL,(K,K) = EQ (/ B(t,s)dU, | J-"t) =

t

T
= B(t,T)EQUr | F) —Ut+r/ B(t,s)EQ(U, | F;)ds
t
PL(K,K,G,8) = GKn+S Y B(t,tm)Cn(Kn—EX(U,, | R)),
tm >t

ahol B(t,s) = exp(—r(s — t)) a diszkontfaktor. Rogzitett G' upfront fee
mellett a ¢ idépontbeli igazsagos S =< Si(K,K,G,T) spread a DL(K,K) =
PL(K, K,G,S) egyenlet megolddsaként kaphatd.
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Figyeljiik meg, hogy az igazsagos spread és upfront fee meghatarozasakor
valéjaban call spread-ek értékét kell megallapitanunk, ahol alaptermékiil most
nem egy részvény, hanem az X veszteségfolyamat szolgal:

B(t,s)EQ(U, | ;) = B(t,s)(BEQ((X, —Kn)* | ) —(BEQ((X,-KEn)" | 7).

Intenzitasalapt modellek

Lathato tehat, hogy az Osszetett X folyamat eloszlasat kell meghataroznunk
a portfdli6 hitelderiativik drazdsa kapcsdn. Az el6zéekben emlitettek alapjdn
ennek szokdasos gyakorlata a Laplace-transzformalt kiszamitdasan alapul, s
mint megmutattuk, tetszéleges szamlalé folyamat Laplace-transzformaltja
megkaphaté a kompenzator P* mérték alatt vett Laplace-transzformaéltjaként:

Eafa) = Blexp(-uX(0)) = B (exp(0) [ Ao )

mely formalisan megegyezik a zérokupon kétvények sztochasztikus kamat-
labak melletti arat megadd képlettel. Eppen ez az Osszefliggés az, mely az
intenzitasalapi modellezés erGsségét adja: a hitelderivativak adrazdasahoz al-
kalmazhatéva tehetjiik a kamatlabak irodalmanak kiterjedt eredményeit.

A kamatldbmodellek a kidolgozott elméleti héttér mellett meglepéen sok
olyan tulajdonsaggal rendelkeznek, melyek képesek reprodukalni a hitelderi-
vativakkal kapcsolatos empirikus megfigyeléseket, mint amilyen példaul a
bekovetkezések gyakorisdganak atlaghoz visszahuzoé jellege, illetve a cs6dok
klaszterezodésének jelensége.

Legyen példaul X tovabbra is az Osszetett szamlalé folyamat, melynek
ugrasai most a cs6dok bekovetkezésekor realizald veszteséget reprezentaljak,
az X ugrasait szamlalé folyamat A intenzitdsa pedig legyen egy A folyamat
egyszerii affin fiiggvénye!®, azaz \y = Ry + Ry A;. Tegyiik fel tovabbé, hogy
a A dinamikajat a kovetkezo sztochasztikus differencidlegyenlet irja le:

d)\t = M()\t) dt + U()\t) th + (SdXt s

ahol rogton lathato az ongerjesztd jelleg, hiszen X korabbi realizacidja befo-
lyasolja az intenzitdst, nevezetesen A minden egyes csod esetén ugrik. Sza-
mitdsi szempontbdl kedvezd (Am a megszoritdssal egyiitt is viszonylag bd)
modellosztalyt kapunk, ha a u és o fiiggvényekre affin strukturat tételeziink
fel, azaz p(x) = po + ww, o(x) = o + o1x, valamilyen konstans g
és 1, illetve o¢ és o1 egyiitthatok mellett. Ekkor ugyanis a jol ismert
Vasicek- és CIR-modellek gondolatmenetébol kiindulva reménykedhetiink ab-
ban, hogy a Laplace-transzformalt megadhaté valamilyen kezelhet6 alakban.

10A kiinduldsul szolgélé (azaz esetiinkben a kockdzatsemleges) mérték alatt éliink a
At = )¢ feltételezéssel, azaz Rop = 0 és R1 = 1. A paraméter szerepeltetésének oka, hogy
(mint a kovetkezOkben latni fogjuk) elszor az eredeti mérték alatt vizsgdjuk a varhatd
érték meghatdrozasat, s csak ezutdan térink at a P alatt vett kifejezés kiszdmitasara.
Amint pedig a kordbbiakban lathattuk, ekkor az intenzitds egy konstanssal skalazédik at,
tehat az eredeti folyamat affin fiiggvénye lesz. fgy a mértékcsere hatdsa a paraméterek
valtozasan keresztiil valik kovethetové.
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Az egyszeriiség érdekében egy pillanatra tekintsiink el attdl a ténytél, hogy
a varhaté értéket a P* mérték alatt kell meghataroznunk. Ebben az esetben
a kamatlabak affin lejérati szerkezetére (Affine Term Structure) gondolva az
a sejtésiink tdmadhat, hogy az elérejelezheté kompenzétor 1 (u) helyen vett
Laplace-transzformaltja (mely értelmezhetd egy zérékupon kétvény draként)
megadhaté az

E(exp(—w(u) /Ot s ds)) = exp(a(0) + B(0)\o)

alakban, ahol az a és 3 fiiggvények analitikusan, vagy legalabbis konnyen
kiszamolhato formaban adottak. Valoban, bizonyos technikai feltételek fenn-
alldsa esetén a [4] dolgozat eredményei alapjan a fenti vérhaté érték el6all
ilyen alakban, az «, (3 fiiggvényeket pedig kozonséges (dltalanositott Riccati-)
differencidlegyenletek megoldasaval kaphatjuk:

0.5(t) = b(u) — mB(t) — 5ou5(t) ~ Ba(H(1L— B(1)))
Bia(t) = mA(L) ~ 5ol (1) — Ro(H (1~ A1)
B = 0. a)=0,

ahol H(u) tovdbbra is az ugrdsok Laplace-transzformaltja a kiinduldsul szol-
galé mérték alatt.

Igen 4m, de a szamunkra a P* mérték alatt vett varhaté érték meghataro-
zasa a cél. Itt valnak fontossa a korabbi fejezet mértékeserét vizsgdlo tételei.
Nevezetesen belattuk, hogy a Wiener-folyamatok invariansak a mértékcserére
nézve, a szamlélo folyamat intenzitdsa a 10. &llitds alapjén (a konstans H (u)
szorzéval) médosul, mig a ugrdsok eloszldsa a 11. 4llitds alapjén valtozik
meg. Ez alapjan minden sziikséges ismeret a rendelkezésiinkre &ll, hogy a P
mérték alatt alkalmazzuk a varhato érték meghatarozasara szolgald allitast.
Mindossze arra kell figyelniink, hogy az eredeti Ry = 0 és R1 = 1 helyett
az Ry = 0 és Ry = H(u) paramétereket hasznaljuk 6sszhangban a szdmlalé
folyamat 4j intenzitasaval, a fenti differencialegyenletekben szerepl6 Laplace-
transzformaltat pedig mar az Gj P* mérték alatt kell venntink.

6 Osszefoglalas

A dolgozatban roviden attekintettiik az intenzitdsalapi modellezés matema-
tikai pénziligyi problémadit. Miként hangsilyoztuk, a biztositasmatematikaval
szemben a pénziigyi elméletben a kareseményekbol szarmazd Gsszetett vesz-
teségfolyamat eloszlasanak meghatarozasakor olyan modszereket szabad csak
hasznalni, amelyek robusztusak az alapul vett mértékcserére és a modell fel-
irasakor csak igen korlatozottan tamaszkodhatunk az alapul vett karfolyama-
tok konkrétan megfigyelt statisztikai tulajdonsagaira, ugyanis az arazaskor
hasznalt médszerek csak forméalisan emlékeztetnek a klasszikus eljarasra. Az
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itt targyalt modszer 1ényege, hogy a pénziigyi elméletben jol kidolgozott ka-
matldbmodellekkel tetszéleges mérték alatt kozvetleniil kiszamolhatjuk az
Osszetett karfolyamat Laplace-transzformaltjat. A Laplace-transzformélt in-
vertaldsdval mér a kozismert (a biztositdsmatematikdban is hasznalt) médon
az Osszetett veszteségfolyamat kockdzatsemleges mérték melletti eloszldsa is
kiszamolhaté. A mddszer elénye, hogy robusztus és minimélis matematikai
elofeltételre épiil, tovabba kozvetlentil felhasznalhatova teszi a kamatlabmo-
dellek irodalmat, illetve az ezen a teriileten felhalmozott jelentds ismereteket.
A moédszer hatranya, hogy kozvetleniil nem az eloszldst adja, hanem annak
Laplace-transzformaljat, és ezért a kalibraciét az eloszlas Laplace-transzfor-
macidjan keresztiil kell elvégezni, ami komoly numerikus terhet jelent.
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INTENSITY-BASED MODELING AND THE CHANGE OF MEASURE

The paper addresses questions concerning the use of intensity based modeling in
the pricing of credit derivatives. As the specification of the distribution of the loss-
process is a non-trivial exercise, the well-know technique for this task utilizes the
inversion of the Laplace-transform. A popular choice for the model is the class of
doubly stochastic processes given that their Laplace-transforms can be determined
easily. Unfortunately these processes lack several key features supported by the
empirical observations, e.g. they cannot replicate the self-exciting nature of de-
faults. The aim of the paper is to show that by using an appropriate change of
measure the Laplace-transform can be calculated not only for a doubly stochastic
process, but for an arbitrary point process with intensity as well. To support the
application of the technique, we investigate the effect of the change of measure on
the stochastic nature of the underlying process.





