Alkuegyensulyok és stabil halmazok

Bednay Dezs6

Kivonat

A jatékelmélet egy fontos kutatasi teriilete a Nash-program, amely a kooperativ és nemkoo-
perativ megoldaskoncepciok kozott probal kapcesolatot teremteni. Dolgozatomban az egyik
els6 kooperativ megoldast vizsgdlom, a stabil halmazokat. Harsanyi egy 1974-ben meg-
jelent cikkében foglalkozott a témaval, megfogalmazta a nehézségeket a stabil halmazok
nemkooperativ jatékokba iiltetésével kapcsolatban, valamint megadta a jatékok egy olyan
részhalmazat, ahol ez probléma nem 4ll fenn. Ezen az osztalyon a stabil halmazok el6allnak
ugy, mint egy nemkooperativ alkujaték egyenstlyi stratégidinak fixpontjai. Ezt az alkuja-
tékot véltoztatom meg, €s megmutatom, hogy igy mér a hozzarendelési jatékok (amelyek
csak nagyon specidlis esetben voltak a Harsanyi-féle osztdlyban) stabil halmazai is el6allnak
egyensulyként.

1. Bevezetés

Atvélthaté hasznossagi jatékon, réviden TU-jatékon egy (P,v) part értiink, ahol P egy
nemiires véges halmaz, a jatékosok halmaza, v pedig egy Z(P) — R fiiggvény, amire
v(0) = 0. Ez a fiiggvény azt mutatja meg, hogy a jatékosok adott részhalmaza (koalicidja)
egytittmiikodve mennyi pénzt (a szerepldk kozott atvalthaté hasznossigot) képes elérni.

Az egyiittmiikodés eredményeként ,,megtermelt” pénzosszeget valahogyan szét kell osz-
tani a jatékosok kozott. Vizsgaljuk meg az ilyen kifizetések tulajdonsagait:

1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (P,v) jatékban az x = (x;)icp € RF kifizetés-vektor

o celérhetd az S koalicio szdamdra, ha x(S) = Ycsxi < v(S);
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o clfogadhatd az S koalicié szdmdra, ha x(S) > v(S);

o elényosebb az S szdmdra, mint az y = (y;)iep kifizetés-vektor, ha
X; > y; minden i € S-re;

o az S koalicion keresztiil domindlja az y kifizetés-vektort, ha az S szdmdra az x elérhetd,
és elonyosebb mint az y (jelolése: xdomgy);

o nem domindlt az S koalicion keresztiil, ha nincs az S szdmdra elérhetd olyan z kifizetés-
vektor, amire zdomg x;

o domindlja az y = (yi)iep kifizetés-vektort, ha létezik egy olyan S koalicid, amelyre
xdomygy, (jelolése: xdomy);

o nem domindlt, ha egyetlen S koalicion keresztiil sem domindilt.

Egy tarsulas 1étrejottéhez elengedhetetlen, hogy a benne résztvevék meg tudjanak egyezni
az egyiitt elérhetd legnagyobb haszon mindegyikiik szdmara elfogadhat6 elosztdsaban. Sok
jatékban (példaul az altalunk is vizsgalt hozzdrendelési jatékban) a tdrsadalomnak érdeke
a nagykoalici6 megalakuldsa, mert igy 6sszesen nagyobb hasznot képesek elérni, mint ki-
sebb csoportokban. Ezért ezt a v(P) dsszeget akarjdk egymds kozott szétosztani. A nagy-
koalicié szdmara elérhet§ kifizetés-konfiguraciékon beliil a koaliciok éltali elfogadhatésag
szempontjabdl a kdvetkezd hierarchiat szokds felallitani.

2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (P,v) jdtékban az x = (x;);cp kifizetés-vektor egy

o szétosztds, ha x(P) = v(P), vagyis a P szdmdra elfogadhaté és elérhetd;

o félelosztds, ha x(P) < v(P), és x; > v({i}) minden i € P-re, vagyis a nagykoalicié szd-
mdra elérhetd és minden egyszemélyes koalicio (vagyis jdatékos) szdmdra elfogadhato;

o closztds, ha x(P) =v(P), és x; > v({i}) minden i € P-re, azaz olyan szétosztds, amelyik
minden egyszemélyes koalicié (minden jdtékos) szdmdra elfogadhato;

o mag-elosztds, ha Y cpx; = v(P), és Yicsxi > v(S) minden S C N-re, azaz olyan szét-
osztds, amelyik minden koalicio szdmdra elfogadhato.

Jelolje ﬂ X ) @ szétosztdsok halmazdt, <ﬂ( Py) @ félelosztdsok halmazdt, S p, az elosztdsok
halmazat és ‘5 (py) @ mag-elosztdsok halmazat roviden a (P,v) jdték magjdt.

Szétosztas minden jatékban taldlhaté. Félelosztas és elosztas viszont akkor és csak akkor
van, ha v(P) > Y,cpv({i}), ami egy igen gyenge feltevés a szétoszthaté v(P) nagysédgdra
vonatkozoan. Mag-elosztdsok 1étezéséhez mar egy ennél joval szigortbb feltételnek kell
teljesiilnie. Az 4ltalunk vizsgalt hozzdrendelési jatékokban ez a feltétel mindig teljesiil, a
mag tehat sosem iires (Shapley és Shubik, 1972), a mag-elosztasok pedig jellemezhetSk
ugy, mint azok az elosztasok, amiket semmilyen mas elosztds nem domindl.

Neumann és Morgenstern (1953) alapvet6en olyan jatékokat vizsgaltak, amelyekben nin-
csen mag-elosztas, ezért 8k az elosztdsok egyenkénti nem domindltsdga helyett egy ennél
gyengébb stabilitdsfogalmat vezettek be.

3. Definici6 (Stabil halmaz). Egy V' C .%p,) halmaz stabil, ha teljesiti a kbvetkezd két
tulajdonsdgot:
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e Belsé stabilitds: P x,y € ¥ : x dom y.
e Kiilsd stabilitds: V'y € S(p,)\V Ix€ ¥ : x domy.

A stabil halmaz elnevezést az indokolja, hogy ha ennek a halmaznak egy eleme ellen
egy koalici6 fellép és kikényszerit egy masik, ezt domindl6 elosztast, akkor van egy masik
koalicid, amelyik elérheti, hogy visszatérjenek egy a stabil halmazbeli elosztdshoz (nem
feltétleniil az eredetihez). Ezért a halmazt6l valé minden eltérés csak ideiglenes lehet, igy
nem is éri meg ettdl eltérni.

Harsanyi (1974) a stabil halmazoknak ezt az interpretdcidjat kritizdlta, mert csak annyi
igaz, hogy a halmaz valamelyik pontjdba keriilnek vissza, de lehet, hogy a halmaznak ez
az utébbi pontja az eredeti elosztastdl eltérd koalicié minden tagja szamara szigorian jobb,
csak szamukra nem volt megvalésithaté. Igy kozvetleniil nem tudtak volna eljutni oda, csak
a masik koalici6 segitségével. Ha ez a helyzet, akkor mégis van olyan koalicid, amelyik el
fog térni a stabil halmaztdl, tehat az ,,nem is olyan stabil”.

Ez a probléma abbdl adddik, hogy a dominancia reldciéban a jatékosok rovidlatoak:
csak az érdekli Sket, hogy a kovetkezd 1épésben szigordan jobban jarjanak. Ezzel szem-
ben az elébb leirt példaban a koaliciok mar szamoltak azzal, hogy ha eltérnek, akkor egy

2

kovetkezd koalicid is el fog térni, ..., és tobb Iépéssel késdbb mi lesz a helyzet. Az ilyen,
tobb 1épésben torténd dominancidt nevezte Harsdnyi kozvetett dominancidnak, mert itt a két
kifizetésvektor nem kozvetleniil, hanem mads vektorokon keresztiil vezetd tton, kdzvetetten

domindlja egymast.

4. Definicié (Kozvetett dominancia). Egy y vektor kozvetetten domindlja az x vektort a ko-
alicick egy Sy, 5> ... S, sorozatdn keresztiil, ha létezik egy olyan x = x°,x' x*,. .. x""1 x" =
y sorozat, amiben mindeni=1,2,... n-re x' domsl.xi’l, tovdbbd minden j € Si-re y; > x’j_l.

7 2z

Itt az S; koalicié nem csak a kovetkezd allapottal szdmol, hanem azzal is, hogy ha ki-
kényszeritik az x! vektort, akkor utdna az S, kikényszeriti az x*-t, ..., végiil eljutnak az
y vektorhoz. Az S; koalici6 tagjainak akkor éri meg folytatni ezt a ldncot, ha az y vektor
elényosebb szamukra mint az X1, amit6] 6k térnek el.

1. Példa. Nézziik az A = [10,6,2] métrixhoz tartoz6 hozzdrendelési jatékot. Jelolje M az el-
adot, és Ny, N, N3 a harom vevét, kifizetésiiket pedig rendre u, és vy, v,, v3. Mivel szétoszt-
hat6 tobbletet csak egy {M,N;} tipusi koalici6 tud elérni, domindlds is csak rajtuk keresztiil
torténhet, jeldlje ezt roviden domy; (i = 1,2,3).

Ebben a hozzérendelési jatékban az (u;vy,v2,v3) = (0;10,0,0) elosztdst kizvetetten
domindlja a (2;7,0,1) elosztds, mégpedig a koalicick {M,N3}, {M,N,} és az elosztdsok
(0;10,0,0), (1;6,2,1), (2;7,0,1) sorozatan keresztiil, mivel:

(2;7,0,1) dom; (1;6,2,1) doms (0;10,0,0),

és az {M,N3} koalici6 mindkét tagja szdmaéra elSnydsebb a végss (2;7,0,1) elosztés, mint
a kiindulé (0;10,0,0) elosztds.
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Kozvetlen dominancia viszont nincs a két vektor kozott. Ilyen dominancia csak az elad
és a harmadik vevé alkotta koalicién keresztiil lenne lehetséges, mivel a (2;7,0,1) vektor
csak nekik elényosebb a masikndl, szamukra viszont ez nem elérhetd.

A késbbbiekben érdekes lesz szamunkra a kovetkez8, Harsanyi (1974) éltal vizsgalt ja-
tékosztaly:

5. Definicié (Abszolit stabil jaték). Egy jdtékot abszoliit stabil jdatéknak neveziink, ha a
jdtékban a kozvetett dominancidbol kovetkezik a kozvetlen, azaz ha a jdtékban egy elosztds
domindl egy mdsikat egy S koaliciéval kezdddd sorozaton keresztiil, akkor az S koalicion
keresztiil kozvetleniil is domindlja.

Konnyt belatni, hogy minden olyan jaték abszoliit stabil, amiben csak a nagykoalici6 és
a (|P| — 1)-tagu koalicidk értéke pozitiv, a tobbié pedig 0. Ilyen példdul minden legfeljebb
3-szereplds jaték. Egy masik példa az abszolut stabil jatékra a Gale és Shapley (1964) 4l-
tal definidlt hdzasparositds-jaték, mivel ezekben a jatékokban minden pérositas elérhetd a
koalicidk szdmadra.

2. Harsanyi modellje

Egy (P,v) kooperativ jatékhoz definidljunk egy nemkooperativ alkujatékot a kovetkezo-
képpen: a jatékosok halmaza legyen P U {0}, ahol a 0 jdtékos az alku vezetGje. A jaték az
alabbi forgatékonyv szerint zajlik: van egy x° elosztds (vagy félelosztds), ami az alku aktu-
alis allapotat mutatja. El8szor a 0 jatékos kijelol egy S koaliciot, ennek a tagjai — szimultdn
moédon — javaslatot tehetnek egy uj elosztasra (vagy félelosztasra). Két lehetdség van:

1. Ha a kijelolt S koalicié tagjai nem mind ugyanazt a vektort javasoltdk, vagy ha ugyan
mind ugyanazt az x'-et javasoltdk, de az x' nem dominalja az x° vektort az S koa-
licién keresztiil, akkor a jaték véget ér és a P-beli jatékosok megkapjak az x°-beli
kifizetésiiket.

2. Ha mindannyian ugyanazt az x'-et mondjak és x' domgx®, akkor az alku aktualis 4lla-
pota megviltozik x!-re és a vezet§ kijeldl egy djabb koaliciét, . . ..

A kifizetések a kovetkezSk: ha az alku véget ér, akkor a P-beli jatékosok megkapjdk az
utolsé x' vektort, ha nem ér véget, akkor mindenki 0-t kap. A vezet§ kifizetése, ha t 1épésben
ér véget az alku, akkor thzo 27/, ha pedig nem ér véget, akkor Yo 27/ =2 lesz. A vezet
célja tehat, hogy minél tovabb tartson az alkudozés.

Amennyiben egy koalicié egy adott dllapotban nem akar domindlni, akkor feltehetd,
hogy ha megkérdezik Sket, akkor az éppen aktudlis allapotot fogjak javasolni, nem pedig
kiilonboz6 elosztasokat, vagy egy olyan vektort, amelyik nem képes dominalni. Eppen ezért
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azokat az allapotokat, amelyekben megdll az alku, nevezhetjiik a stratégiaprofil fixpont;ja-
nak. Harsdnyi (1974) megmutatta, hogy a stabil halmazok el6allnak, mint egyensulyi stra-
tégidk fixpontjai, hiszen az abszolut stabil jatékok osztalydn nem kiilonbozik a kozvetlen és

a kozvetett dominancia.

1. Tétel (Harsanyi, 1974). Az abszoliit stabil jdatékokban a Harsdnyi-féle alkujdték részjd-
ték tokéletes koalicios Nash-egyensiilyi stratégiaprofiljainak fixpontjai egy stabil halmazt al-
kotnak. Forditva, minden stabil halmazhoz taldlhaté egy részjdték tokéletes koalicios Nash-
egyensulyi stratégiaprofil, amelynek fixpontjai a halmazbeli kifizetések.

A koaliciés Nash-egyensily azt jelenti, hogy nem csak egy embernek van lehetGsége
megvaltoztatni a stratégidjat, mint altaldban a Nash-egyenstlyndl, hanem egyszerre tobb-
nek is. Péld4ul a Fogolydilemma j4téknak nincs koaliciés Nash-egyensiilya, mert ott a két
jatékosnak megéri egyszerre eltérni a dezertdl-dezertdl stratégiatol.

Erre a valtoztatasra az alkujaték szimultdn része miatt van sziikség, mivel ha koaliciés
helyett csak rendes Nash-egyensilyt kovetelnénk meg, akkor egyensilyi lenne az a viselke-
dés, hogy egyetlen helyzetben sem akar senki sem domindlni. Ugyanis a kialakult allapoton
egyénileg egyetlen jatékos sem képes viltoztatni, hidba mondana maést, az alku nem folyta-
tédna tovabb, igy nem érné meg neki eltérnie.

A késobbiekben ezt a tételt szeretnénk altaldnosabban, egy bévebb jatékosztalyon is be-
latni. A bizonyitas érdekében valtoztassunk egy kicsit az alkujatékon. A Harsanyi-féle tétel
az 4j alkujatékkal is érvényes lesz, de igy nem csak az abszolut stabil jatékokra, hanem
a hozzarendelési jatékokra is, amelyek pedig — amint azt a fenti példdban is lattuk — nem
abszolut stabilak.

3. Egy uj alkujaték

A Harsanyi (1974) altal definidlt jatékhoz képest annyit véltoztatunk, hogy nincs vezetd,
hanem minden félelosztdshoz tartozik a koalicidknak egy sorrendje. El6szor a sorrendben
elsé koalici6 tagjait kérdezik meg. Ha meg tudnak allapodni egy uj, az el6z6t domindld
vektorban, akkor attérnek az dj vektorra, ha nem, akkor megkérdezik a sorrendben kovet-
kez6 koaliciét. Ha egyik koalici6 tagjai sem képesek megegyezni, csak akkor torténik meg
a szétosztas.

Megtehettiik volna azt is, hogy megtartjuk az alkuvezet6t, csak neki most mar a koaliciok
egy sorrendjét kell mondania, és van valamilyen preferencidja a megval6sulé elosztdsokon,
vagy az eredeti modellhez hasonldan az a célja, hogy minél tovabb tartson az alku.

A leiras egyszertisitése miatt feltehetjiik, hogy amikor megkérdezziik egy koalici6 tagjait,
akkor nem csak ezen koalicié tagjainak, hanem az 6sszes jatékosnak kell egy javaslatot tenni
az Uj félelosztasra, de csak a kijelolt koaliciot vessziik figyelembe, teljesen mindegy, hogy
a tobbiek mit mondanak.
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Egy jatékos stratégidja egy ¢’ x {1,2,... ,Z‘P‘} — &' fiiggvény, ami azt mutatja meg,
hogy mit mond el8szor, masodszor, . .., 21P-edszer a jatékos, ha az alku egy adott félelosz-
tasndl tart. A Harsanyi-féle jatékhoz képest sokszor egyszeriibb, hogy nincs vezetd, mivel
innentdl egyéltalan nem érdekes, mikor ér véget az alku, csak az, hogy véget ér-e, és haigen,
melyik allapotban. Amit a jatékvezet6 elhagyasaval megspdroltunk, azt a jatékosok straté-
gidinak bonyolultsagaval kell megfizetniink, mivel ha egy koalicié nem dominal, akkor nem
torténik meg a kifizetés, hanem egy djabb koaliciét kérdeznek meg. Ezért 1ényeges, hogy az
adott koalicié mikor kovetkezik, kik azok, akiknek utdna még van lehet6ségiik alkudozni.

Ezen kiilonbségek ellenére a két jaték nagyon hasonlit egymadsra. Ennek az a f6 oka, hogy
a vezetd feladatat valgjaban csak szétosztottuk a jatékosok kozott. Egyensulyban nehezen
elképzelhetd, hogy az alku a Harsanyi-féle jatékban megéll, mig a masikban folytatddik,
mert akkor a vezet6 nem optimalisan vélasztott koaliciét.

1. Allitas. Az egyensiilyi stratégidk fixpontjainak halmaza zdrt.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz, azaz van egy fixpontokbdl 4116 {x'} soro-
zat, aminek az x hatdrértéke nem fixpont. Ekkor van egy koalici6, amelynek megéri eltérni
az x vektortdl, mert az alku végén mindegyikiik szigorian jobban fog jarni, mégpedig leg-
aldbb e-nal, ahol € > 0. Ebben az esetben viszont az x vektor (&/2)-sugart kornyezetében
nem lehet fixpont, mert az el6z6 koalicidnak ett6l a fixponttdl is megérné ugyanigy eltérni,
ami ellentmondds. a

2. Allitas. Az egyensulyi stratégidk fixpontjainak halmazdra teljesiil a belsd stabilitds.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz és van két fixpont, x €s y, valamint egy S
koalici6, amin keresztiil az y domindlja az x-et. Ebben az esetben az S koaliciénak megéri
véltoztatnia a stratégidjan: ha az x helyzetben, amikor rajuk keriil a sor, mindenki y-t mond
az x helyett, azzal mindannyian nyernek, mivel az y elosztds fixpont volta miatt az alku ott
fog megallni, és ezzel mindannyian jobban jarnak, mivel ydomgx. Ezért az eredeti stratégia
nem lehetett egyenstlyi. Q

3. Allitas. Egy egyensiilyi stratégidhoz tartozo fixpontok halmaza része az elosztdshalmaz-
nak.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz, és van egy x € .#'\.# fixpont. Noveljiik
meg x minden koordindtéjat (v(P) —x(P))/|P|-vel, és jeloljiik ezt a vektort y-nal. Nyilvan-
vald, hogy y € .# és ydompx. Ha x fixpont volt, akkor az y-nak is annak kell lennie, mivel,
ha y-t6] megéri eltérni egy koalicidnak, akkor x-t6l is megéri eltérnie. Viszont y domindlja
x-et a nagykoalicién keresztiil, ami a 2. Allitds miatt ellentmondas. a
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Ezek az eredmények éltaldnosan is igazak minden kooperativ jatékbol szarmaztatott al-
kujatékban. Hozzarendelési jatékok esetén (amikor a jatékosok két csoportra bonthatéak és
dominancia szempontjabdl csak a vegyesparosok szamitanak, a nagykoalicié értéke pedig
megegyezik a vegyesparosok altal elérhetd maximadlis 6sszhaszonnal) ennél tobb is elmond-
hat6:

4. Allitas. Hozzdrendelési Jjdtékban az egyensiilyi stratégidk fixpontjainak halmaza hdlo.

Bizonyitas: A gondolatmenet gyakorlatilag ugyanaz, mint a mag, valamint a stabil halmaz
h4lé tulajdonsdgdnak bizonyitdsanal.

Legyen (x!;y') és (x?;y?) két fixpont. Ekkor (x! vaZ;y! Ay?) és (x! Ax?;y! vy?) koziil
legaldbb az egyik félelosztds. A szimmetria miatt valaszthatjuk az els6t. Ha ez nem lenne
fixpont, akkor van olyan (i, j) vegyespdros koalicié, amelynek megérné ettdl eltérni és egy
(x3;y3) félelosztdst mondani. A szimmetria miatt feltehetd, hogy y}- < y?. Ekkor viszont
(x*;y*) domy;(x';y') miatt az (i, j) vegyesparosnak megéri eltérnie az (x';y') esetben is,
tehdt az nem lehet fixpont.

Azt kaptuk tehat, hogy ha (x' v x%;y' Ay?) egy félelosztas, akkor fixpont is. A 3. Allits
miatt ekkor (x! Vx?;y' Ay?) egy elosztés, ekkor viszont az (x! Ax?;y! v y?) is elosztds, tehat
fixpont is, azaz a fixpontok halmaza halé. a

5. Allitas. Hozzdrendelési jdtékban az egyensiilyi stratégidk fixpontjainak halmaza tartal-
maz egy olyan pontot, amiben mindent az eladok kapnak, és egy olyan pontot, amiben min-
dent a vevdk kapnak.

Bizonyitas: A szimmetria miatt elég megmutatni, hogy van olyan pont, amiben mindent az
eladok kapnak. Az 1. és 3. Allitas szerint a fixpontok halmaza egy zért halé, igy van olyan
pontja, amelyben az eladdk azt a maximadlis 0sszeget kapjdk, amennyit egy fixpontban csak
kaphatnak. Ha ebben a pontban nem mindent az eladék kapnak, akkor vegyiik azt a pontot,
amiben a vevOk kifizetését az eladok kozott egyenld ardnyban szétosztjuk. Ez nem lehet
egy fixpont, mivel minden eladé tobbet kap, mint a maximadlis fixpontban. Ekkor viszont
van olyan koalici6, amelyiknek megéri ettdl eltérni, mert az alku végén egy ennél szigortian
jobb elosztashoz jut. Ilyen viszont nem lehet, mert ennek az utolsé pontnak egy fixpontnak
kell lennie, ebben viszont az eladok nem jirhatnak jobban, mint az eredeti elosztdsban, ami
az eladok szdmdra optimalis volt. a

6. Allitas. Hozzdrendelési jdtékban az egyensiilyi stratégidk fixpontjainak a halmazdban
bdrmely két pont kozott van egy harmadik.

Bizonyitas: Legyen (x';y!) és (x*;y?) két fixpont. Megmutatjuk, hogy taldlhaté a ketts
kozott egy harmadik fixpont is. Feltehetd, hogy x' < x? és y! > y?, mivel ha nem igy
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lenne, akkor az (x' Ax%;y! v y?) pont j6 lenne harmadik fixpontnak. Legyen (x*;y?) =
(59" + (x%;5%)) /2. Ha az (x*;y?) egy fixpont, akkor taldltunk egy (x';y') és (x%;y?) ko-
z6tti fixpontot. Ha nem fixpont, akkor van olyan (i, j) vegyespdros, akiknek megéri eltérni
az (x3;y%) elosztastdl, mert igy az alku végén egy (x*;y*) fixponthoz jutnak, ami mindket-
t6jiiknek eldnydsebb, mint az (x*;y?). Ha x} < x3 és y}. < y?, akkor az (x';y!) elosztastél
is megérné eltérni. Tehat x} > x?-nek vagy y}- > y? -nek fenn kell dllnia. A szimmetria miatt
feltehet, hogy az elsd egyenlStlenség teljesiil. Ekkor x! > x3 = (x! +-x7)/2 > x?. Hason-
16an x,-2 > xf’ és y? > y? koziil is valamelyiknek teljesiilnie kell. Az els6 egyenl6tlenség nem
teljesiilhet, gy a masodiknak kell teljesiilnie. Ekkor y3 > y3 = (v} +3%)/2 > y}. A 3. Alli-
tas miatt med((x';y"); (x%;y%); (x*;3*)) egy fixpont, és y} < y? < y‘}, valamint x? < x} < x}
miatt kiilonbozik az (x';y!)-t8l és az (x*;y?)-t6] is. a

Mivel a fixpontok halmaza zart és barmely két pontja kozt van egy harmadik, igy 6ssze-
fliggd is.

7. Allitas. Hozzdrendelési jatékban az egyensiilyi stratégidk fixpontjainak halmaza tartal-
mazza a bdrmely két pontja kozti félelosztdsok magjdt.

Bizonyitas: Az (x';y!) és (x?;y*) pontok kozti félelosztdsok magja azon (x;y) félelosz-
tdsokbol 4ll, amelyeknél minden (i, j) vegyespdrosra x; +y; > a;; vagy x; = x} VV x? vagy
yj= y} Vy§ teljesiil. Ha egy ilyen félelosztds nem fixpont, akkor van olyan vegyesparos,
amelyiknek megéri ettdl eltérni, de akkor ennek a vegyesparosnak ugyanigy megéri eltérnie
(x';y1)-t81 vagy (x*;y?)-t6l is, tehat az nem lehet fixpont. a

2. Tétel. Hozzdrendelési jdatékban az egyensiilyi stratégidk fixpontjai egy stabil halmazt al-
kotnak.

Bizonyitas: A bizonyitdshoz felhaszndljuk a stabil halmazok hozzarendelési jatékokon vett
karakterizdcigjat (Bednay, 2011), miszerint

Egy hozzdrendelési jdatékban az elosztdshalmaz egy részhalmaza pontosan akkor stabil hal-
maz, ha

1. teljesiti a belsd stabilitdst;

2. tartalmaz egy olyan pontot, ahol mindent az eladok kapnak és egy olyat, ahol mindent
a vevok kapnak;

3. Osszefiiggd;

4. tartalmazza a bdrmely két pontja kozti elosztdsok magjdt.

Azt, hogy minden fixpont egy elosztds a 3. Allitisban lattuk be. A belsd stabilitds a 2.
Allitasbél, az pedig, hogy tartalmazza a két szélsGséges elosztast az 5. Allitasbol adédik. Az
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osszefiiggdség az 1. és a 6. Allitas egyiittes kovetkezménye. Az utolsé feltételt pedig a 7.
Allitdsban mutattuk meg. a

Ennek az allitdsnak a forditottja is igaz.

3. Tétel. Hozzdrendelési jdatékban minden stabil halmazhoz taldlhaté olyan egyensiilyi stra-
tégiaprofil, aminek a fixpontjai a stabil halmaz elemei.

Bizonyitas: Legyen ¥ egy stabil halmaz az A matrixhoz tartozé hozzarendelési jatékban
és legyen 2" C ¥ egy, a ¥ két sarkat (ahol mindent a vevSk és ahol mindent az eladok
kapnak) 6sszekotd monoton gorbe. Egy ilyen gorbe biztosan 1étezik a stabil halmazok el6z6
tételben leirt karakterizdciGja miatt. Vegyiik azt a stratégiaprofilt, amiben az (i, j) koalici6 a
kovetkez6t teszi:

e Ha az alku a ¥ valamelyik pontjdban tart, akkor nem akarnak domindlni.

e Ha egy nem ¥ -beli (x;y) pontban vagyunk és nincs az 2 gorbének olyan pontja,
amivel mindketten jobban jarnak, akkor szintén nem akarnak domindlni.

e Ha az 2 -nek van olyan pontja, amivel mindketten jobban jarnak, és az domindlja is
az aktudlis pontot, akkor mindketten ezt mondjak (ha tobb ilyen van akkor ezek koziil
egyet).

e Haaz £ -nek van olyan (u;v) pontja, amivel mindketten jobban jarnak, de ez nem do-
mindlja az aktudlis pontot, mert nem elérhet6 az (i, j) vegyespdros szamdra, akkor le-
gyen (x';y") azapontaz (x;y)-t és (u;v)-t Ssszekdts szakaszon, amelyre x; +y} = aij.
Legyen (u';v!) az 2 gorbének egy olyan pontja, amelyre x! = u!, az (u?;v?) pedig
egy olyan, amire y? = vf. Ilyen pont van, mivel az (u;v) € 2" pontnak a megfelels
koordinétai nagyobbak, mint (x';y!)-éi, 2" végpontjaiban a megfeleld koordinatik
kisebbek, és 2 OsszefiiggGsége miatt minden, a ketts kozotti értéket felveszi 2 -nek
valamelyik pontja. Legyen (x*;y?) az (x';y') és (x*;y%) vektorok minimuma, azaz
(x*;3%) = (x! Ax%;y' Ay?). Ebben az esetben az (i, j) koalicié mindkét tagja ezt az
(x*;y?) vektort mondja be.

Ez egyensiilyi stratégia lesz, mivel ha mindenki ezt jatssza, akkor biztos, hogy egy 7 -
beli pontba (altaldban egy 2 -belibe, kivéve ha eredetileg #-bél indult az alku) jutunk. A
fent lefrt stratégiatdl egyik koalicionak sem érdemes eltérnie, mivel:

e Egy 7 -beli pontbdl egy koaliciénak sem éri meg eltérnie, mivel ha eltérnek, akkor az
alku végén biztos, hogy egy masik ¥ -beli vektorba jutnak el, ami ¥ belsd stabilitasa
miatt nem lehet mindkett&jiiknek elényosebb, mint az eredeti.

e Ha nem ¥ -beli pontbdl indulunk ki, akkor az eredeti stratégia végiil egy 2 -beli pon-
tot fog eredményezni. Ezen egy koaliciénak sem érdemes valtoztatnia. Tegyiik fel,
hogy ez mégis megéri a jatékosok egy csoportjanak. Nézziik az utolsé pdrost, akik
eltértek. Ok egy Y\ Z -beli pontot mondtak (ha nem ilyet, akkor onnan végiil egy
Z -belibe érne az alku, mivel ettdl kezdve mindenki koveti az eredeti stratégidjat).
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Ez az elosztds viszont dominalja azt a 2 -beli pontot, ahova eltérés nélkiil jutottak
volna, mivel megvaldsithat6 és elényosebb is az utolsé par szdmara (kiilonben nem
érte volna meg véltoztatni a stratégian), ami ellentmond az 2~ belss stabilitasanak.

e Eddig azt l4ttuk be, hogy ha a fent leirt stratégiat6l egy koalicié eltér, az is egy 2 -
beli kifizetést fog eredményezni. Az 2~ monotonitdsa miatt viszont nem érheti meg
szigordan a paros mindkét tagjanak eltérni, hogy a mostani végeredmény helyett egy
masik 2 -beli pontba jussanak, ezért a stratégia egyensulyi.

a

Koszonetnyilvanitas:

A szerz6 koszoni Forgd Ferencnek, hogy figyelmébe ajanlotta Harsanyi (1974) tanulmanyat
és az abban rejl6 kutatdsi lehet§ségeket. A szerz6 munkdjat az OTKA K-72856 pdlyézat
tdmogatta.
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