Lexikografikus allokaciok a hozzarendelési
jatékokban

Solymosi Tamds

Kivonat

Két 1j lexikografikus allokéciés eljarast vizsgdlunk: a leximin és a leximax eljardsokat.
Ezek abban hasonlitanak a j6l ismert marginalis allokécids eljardshoz, hogy (i) a kifizetések
meghatdrozdsa itt is a jatékosok egy eleve adott prioritdsi sorrendjében torténik; (ii) ha az
eredmény egy mag-elosztds, akkor a kapott allokdcié a magnak egy extremadlis eleme. A
két 4j eljaras viszont nem a koaliciés értékekbdl dllapitja meg az egyes kifizetéseket, ha-
nem a mag-elosztadsokra vonatkozé also, illetve felsd korldtokat igyekszik, amennyire csak
lehetséges, kielégiteni. Két f6 kérdésre keressiik a vdlaszt, néhdny altaldnos észrevételtdl el-
tekintve f6ként a mindig nem iires maggal rendelkez6 hozzarendelési jatékokra fokuszalva:
(1) Mag-elosztast kapunk-e barmelyik jatékos-sorrend esetén? (2) Megkapjuk-e mindegyik
extremadlis mag-elosztast valamilyen jatékos-sorrenddel?

1. Bevezetés

A kooperativ jatékok Neumann és Morgenstern (1944) dltal bevezetett alapmodellje két
részbdl all: a jatékosok nemiires, véges N halmazabdl és egy v karakterisztikus fiigg-
vénybdl, amely az N minden S részhalmazahoz (koalicié) hozzéarendel egy v(S) valds szé-
mot, és amelyre az egyetlen kikotés az, hogy v(0) = 0 legyen.

A v(S) szdmot az S koalici6 értékének nevezziik és gy értelmezziik, mint az S koalicié
tagjai dltal a koaliciéban részt nem vevg N \ S-beli jatékosok dontéseitd] fiiggetleniil elér-
hetd egyéni hasznossdgok 0sszegének legnagyobb értékét. Megenged;jiik, hogy a jatékosok

Solymosi Tamds
Budapesti Corvinus Egyetem, Operacidkutatas és Aktuariustudomanyok Tanszék,
email: tamas.solymosi @uni-corvinus.hu

33



34 Solymosi Tamds

barmelyik tdrsuldsa létrejojjon. A nemiires részkoaliciok halmazat .4 -nel fogjuk jelolni,
azaz N ={SCN:S#0,S#N}.

Az (N,v) jaték egy kimenetelét az x € RV kifizetésvektor adja meg. Eszerint az i € N
jatékos x; kifizetéshez jut, az S C N koalicié osszkifizetése pedig x(S) = ¥,csx; = €5 - x, ahol
5 € {0,1}V jeloli az S koalici6 tagsagi vektort, azaz ef =1lhai€es,és ef =0 kiilonben.

Egy jaték kimeneteleivel szemben tdmasztott stabilitasi kovetelményeket fogalmaz meg
amag. Az (N,v) jaték magjan a

C(N,v):{xE]RN ceNx=v(N), VSGJV:eS-xzv(S)}

esetleg iires halmazt értjiik, elemeit mag-elosztdsoknak hivjuk. A mag, ha nem {lires, nyil-
vanvaldan egy korlatos poliedrikus halmaz, vagyis el64ll, mint a véges sok extrém pontjanak
a konvex burka. Jelolje extC(N,v) az extremdlis mag-elosztdsok halmazat.

A magot definiald feltételekbdl konnyen adhaté felsé korlét is az egyes koaliciok magbeli
Osszkifizetésére.

1. Allitas. Tetszbleges (N,v) jdtékban tetszdleges S C N koaliciéra,

Zx,- <v(N)—v(N\S) minden x mag-elosztdsra. (D
=
Bizonyitas: Figyelembe véve, hogy egy valddi részkoalicié komplementere is .4 -beli, a
mag-elosztdsok meghatarozasabol kovetkezik, hogy

Zx,-:in— Z xj=v(N)— Z xj <v(N)—v(N\S)

icS ieEN JEN\S JEN\S

tetszbleges S koalicidra és x mag-elosztasra. a

Ezen éllit4s alapjan a magot a koalicidk osszkifizetéseinek feliilr6l valé korlatozasaval is
megadhatjuk. TetszGleges T C N-re jelolje b¥(T) = v(N) —v(N\ T) a T koalicié6 magbeli
osszkifizetésének (1) szerinti fels§ korlatjat. Nyilvanval6, hogy b¥(N) = v(N) és b’ () =0,
tehat b" is egy karakterisztikus fiiggvény az N jatékoshalmazon. Tovabba mivel igaz , hogy
b (S) = v(S) minden S C N koaliciéra, az (N,b") jitékot az (N,v) jiték dudljanak hivjuk.
Miutdn az .4 zért a komplementerképzésre, az (N, v) jaték magjat ekvivalens médon leir-
hatjuk ugy is, mint a dudljanak az antimagjat, amit a rovidség kedvéért csak dual-magnak
hivunk:

C(N,v) = {x ERY : eV x=b'(N), VT € N : el -x< b"(T)}. 2)

A tovabbiakban csak olyan jatékokkal foglalkozunk, amelyekben a mag nem iires.
A mag kétféle jellemzésébdl az i € N jatékos barmelyik magbeli x; kifizetésére azt kap-
juk, hogy
v(i) <x; <bY(i) =v(N) —v(N\iQ).
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A mag tehit része egyrészt annak az RV-beli téglatestnek, amelynek az i-koordindtéra esd
vetiilete a [v(i), " (i)] intervallum, masrészt az e - x = v(N) hipersiknak.

A dolgozatban a jaték kimenetelének meghatdrozdsdra szolgald olyan eljardsokat vizs-
galunk, amelyek kozos jellemz6i, hogy

e a jatékosok egy elbre rogzitett sorrendjét kovetve rekurziv médon hatdrozzdk meg a
kifizetéseket;

e allokéciot eredményeznek, azaz a generdlt x kifizetésvektorra teljesiil az eV - x = v(N)
egyenldség;

e amennyiben a generalt allokacié magbeli, akkor egy extremalis mag-elosztas.

Py

E harmadik jellemzd alapjan vet6dik fel a kiilonb6z6 jatékos-sorrendekhez tartozé alloka-
cidk és a mag extremalis pontjai kozotti kapcsolatra vonatkozd kovetkezd két kérdés:

Q1: Mag-elosztast kapunk-e barmelyik jatékos-sorrend esetén?
Q2: Megkapjuk-e mindegyik extremalis mag-elosztast valamilyen jatékos-sorrenddel?

z z

Dolgozatunkban e két kérdésre keressiik majd a valaszt elsésorban a (kés6bb definidlt)
hozzarendelési jatékok osztilyan a (szintén késébb definidlt) leximin illetve leximax alloké-
cios eljarasokra vonatkozéan. Kissé meglepd szdmunkra, de nincs tudomasunk arrél, hogy
pontosan ezeket az eljardsokat mar tanulményoztak volna. Kuipers (1994) ugyan hasznalt
egy, a leximin allokdcidhoz hasonléan megkonstrudlt kifizetés-vektort a korlatozott koo-
peracids jatékok magjanak nemiirességére vonatkozé vizsgalataiban, de az 6 eljardsa nem
feltétleniil ad egy allokaciot (viszont amikor igen, akkor az eredmény ott is egy extremalis
mag-elosztas). Ugyanez mondhat6 el Izquierdo et al. (2007) mddszerérdl, ami gyakorlati-
lag Kuipers (1994) eljarasanak a hozzdrendelési jatékokra specializalt valtozata. A leximax
eljarashoz (tobbé vagy kevésbé) hasonldval viszont még nem taldlkoztunk.

Létezik ugyanakkor egy jol ismert allokaciés médszer, a marginalis allokacios eljaras,
ami a fentebb megfogalmazott keretbe illik. E16szor is idézziink fel néhdny erre vonatkozé
tényt. A jatékosok egy sorrendjének nevezzikk a o : {1,2,..,n} — N bijektiv leképezést. A v
jatékban a o sorrendhez tartozé marginalis allokacié a kovetkezGképpen definidlt m® (v) €
RN kifizetésvektor:

mg, (v) = v(o1) —v(0);

mg, (v) =v(c102) —v(01);
gn_| (V) ; V(Gl 0)... c7n—1) - V(Gl 0)... Gn—2);
mg (v) =v(N)—=v(0]...04-1).

Nyilvénvalé, hogy tetszSleges k = 1,...,n-re teljesiil a Y%, mg. (v) = v(0...0x) egyen-
16ség. Specidlisan, Y1 | mg (v) = v(N), azaz a generdlt m®(v) valdban egy allokdcié a v
jatékban. Az is rogton adédik, hogy ha m®(v) € C(v), akkor m® (v) a magnak csak egy ext-
remdlis pontja lehet, hiszen az m® (v) pontban aktiv mag-feltételek rendszerének megoldasa
egyértelmd.
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Fogalmazzuk meg formadlisan is két kérdésiinket, konkrétan a margindlis allokacidkra
vonatkoztatva. Jelolje ® (N) az N-beli jatékosok n! kiilonboz6 sorrendjének és Marg(v) =
{m°(v) : 0 € ®(N)} a margindlis allokdciéknak a halmazit. A Marg(v) halmaz nyilvan
semmilyen v jatékra nem iires, és persze tartalmazhat n!-ndl kevesebb elemet is. Az al-
lokdciés eljards harmadikként kiemelt jellemzGjét — nevezetesen, hogy Marg(v) NC(v) C
extC(v) — figyelembe véve, kérdéseink most a kovetkezdk:

MI: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusd) v jatékra, hogy Marg(v) C extC(v)?
M2: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusi) v jatékra, hogy extC(v) C Marg(v)?

A kovetkez6 példdban szerepld kis méretii és ,,elég szabdlyos” jaték mutatja, hogy csak elég
»specidlis” tulajdonsdgok esetén varhatunk e két kérdés barmelyikére is pozitiv valaszt.

1. Példa. (Egyetlen margindlis allokdci6 sem magbeli, azaz Marg NextC = @.)
Tekintsiik a kovetkezd 3-szereplds, szimmetrikus jatékot:

0 ha|S|<1
v(§)=< 4 ha|S|=2
7 ha|S| = 3.

A jaték magja nem iires, hiszen példaul az (1,3,3) egy (extremalis) mag-elosztds. Ugyan-
akkor egyetlen o sorrendhez tartozé m® sem magbeli, mivel birmelyik o-ra mg, +mg, =
(0-0)+(7—4) <4=v(0103).

1. Megjegyzés. Ha az 1. Példdban mutatott jatékban az egyik (de csak az egyik) 2-szereplGs
koalici6 értékét 4-r6l 3-ra csokkentjiik, akkor a médositott jatékban a 3! = 6 marginalis al-
lokaciébdl 4 mar magbeli, de 2 tovabbra sem. Tovabb4, a 3 extremadlis mag-elosztasbol 2
mar eléall margindlis allokdcioként (a 4 magbeli margindlis koziil 2-2 ugyanazt a kifizetés-
vektort adja), de a harmadik tovadbbra sem. Tehat mindkét kérdésiinkre tovabbra is negativ
a valasz, habar Marg NextC # @.

Az 1. Példdban szerepld jatékra (és az 1. Megjegyzésben moddositott valtozatara is) a
margindlis allokdcids eljards negativ vélaszt adott mindkét kérdésre. Shapley (1971) egyik
klasszikus eredménye ugyanakkor éppen azt jelenti, hogy konvex jatékok esetén — vagyis,
ha tetszGleges S,T C N koalicidkra v(S) +v(T) < v(SUT) +v(SNT) teljesiil — pozitiv a
véalasz mind az M1, mind az M2 kérdésre. S6t, amint azt Ichiishi (1981) megmutatta, ha
mindegyik margindlis allokdci6 magbeli, akkor a jaték konvex, vagyis csak konvex jaté-
kokban lehet az M1 kérdésre pozitiv a vdlasz. Mindezek alapjan megallapithat6, hogy a
marginalis allokaciokat tekintve

e az M1 kérdésre pontosan akkor igenld a vélasz, ha a jaték konvex;
e ha az M1 kérdésre igenld a vdlasz, akkor az M2 kérdésre is igenl6 a vélasz.

A kovetkezd példa mutatja, hogy egy nem konvex jaték esetén lehet M2-re pozitiv, de M1-re
negativ a vélasz.
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2. Példa. (El6fordulhat, hogy extC(v) C Marg(v).)
Legyen N = {1,2,3} és a koalicidk értékei

S|1 2 3|12 13 23123
viS)[o 0 of2 1 1]2

Ebben a jdtékban a mag egyelemd, C(v) = {(1,1,0)}, mig a marginlis allokdciék halmaza
Marg(v) = {(1,1,0),(0,2,0),(0,1,1),(2,0,0),(1,0,1)}. Az egyetlen mag-elosztas két kii-
16nbo6z6 jatékos-sorrendhez tartoz6 margindlis allokacidként is el4ll, de a tovabbi négy sor-
rendhez tartozé marginalis allokdcick magon kiviiliek. Ugyanakkor az (1,1,0) € Marg(v)
vektor nem extremadlis pontja a Marg(v)-beli vektorok konvex burkdnak, hiszen a (0,2,0)
és (2,0,0) vektorok 4tlaga.

A margindlis allokdcidkkal kapcsolatban megemlitjilk még Weber (1988) eredményét,
miszerint barmilyen jatékban a mag részhalmaza a margindlis allokdciok konvex burkdnak.

2. Leximin allokaciok

Adott (N, v) jatékban nevezziik a jatékosok o sorrendjéhez tartozé leximin allokaciénak
a kovetkez§ iterativ eljards dltal meghatérozott r°(v) € RY kifizetésvektort:

rg,(v) =v(o1);
rgz (v) = max{v(oz), v(0107) —rgl (v)};

19, (v) = MaXoc (6, 0,0y ) {P(QUGH-1) ~ Lyeor{ (1) }:
1g,() = v(N) =X 1, v).

On

Nyilvédnvald, hogy Y, rg.(v) = v(N), azaz a generdlt r°(v) valoban egy allokdcié a v
jatékban. Az is rogton adodik, hogy tetszbleges k = 1,...,n — 1 esetén barmelyik QO C
{o1,..., 01} koaliciéra ¥ jcor7 (v) > v(Q), vagyis az adott sorrendben utolsé jatékosét le-
szamitva az Osszes tobbi kifizetéssel teljesiilnek a magban el&irt alsé korlatok. S6t, nyil-
vanvaléan rgk(v) az a legalacsonyabb kifizetés, amire mindezen egyenlGtlenségek telje-
siilnek. Innen ered az allokaci6 elnevezése, azt az adott sorrend szerinti lexikografikusan
minimélis allokaciét keressiik, amelyik az utolsé jatékost nem tartalmazé Osszes koalici-
ora teljesiti a mag egyenl6tlenségeket. Tehat mindegyik 1 < k < n — 1 indexre van olyan
O C {01,..., 01} koalicié, hogy o) € Ok és ¥ jcq, r;’(v) = v(Qx). Ebbdl rogton adédik,
hogy az r°(v) pontban aktiv mag-feltételek rendszerének egyértelmii megolddsa van, vagyis
a leximin allokdcidkra is igaz, hogy ha r° (v) magbeli, akkor r° (v) a magnak csak egy ext-
remadlis pontja lehet.
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Konkretizaljuk két f6 kérdéstinket a leximin allokacidkra vonatkoztatva. A v jatékban
jelolje Lmin(v) = {r°(v) : 0 € ®(N)} a leximin allokdciék halmazét. Az Lmin(v) halmaz
nyilvan semmilyen v jatékra nem {iires, és persze tartalmazhat n!-ndl kevesebb elemet is.
Figyelembe véve, hogy Lmin(v) NC(v) C extC(v), kérdéseink most a ki vetkezk:

R1: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusu) v jatékra, hogy Lmin(v) C extC(v)?
R2: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusi) v jatékra, hogy extC(v) C Lmin(v)?

Konnyen ellendrizhetd, hogy — a margindlis allokdci6khoz hasonléan most is — az 1.
Példaban szerepl§ jaték mindkét kérdésre negativ vélaszt ad, mig a 2. példabeli jatéknal az
els6 kérdésre negativ, de a masodikra pozitiv a vilasz. A hasonlésag oka egyszer(i, mind-
két esetben a margindlis allokdcidk azonosak a leximin allokacidkkal. Azt mondjuk, hogy
egy v jaték szuperadditiv, ha tetszGleges SNT = & koalicidkra v(S) +v(T) < v(SUT).
Egyszer(ien beldthat6, hogy

minden legfeljebb 3-szereplds szuperadditiv jatékban a margindlis allokdciok azono-
sak a leximin allokdciokkal.

Az ilyen jatékok leximin allokdcidira tehat ugyanazok a megallapitdsok érvényesek, mint
amiket a marginalis allokacidkra (ott a jatékosok szamatdl fiiggetleniil) tettiink.

Kozismert, hogy a konvex jatékok ekvivalens médon definidlhatok a kovetkez§ tulaj-
donsdggal is: tetsz8leges i € N jatékosra és S C T C N \ i koalicidkra v(SU i) — v(S) <
v(T Ui) —v(T). Ezt haszndlva konnyen beldthat6, hogy ha v egy konvex jaték, akkor tetsz8-
leges o sorrend esetén r°(v) = m®(v). Shapley (1971) fentebb madr idézett eredményébdl
kovetkezik, hogy

tetszdleges v konvex jdték esetén az R1 és az R2 kérdésre is pozitiv a vdlasz.

De van-e a leximin allokdcidkra vonatkozé megfelel6je Ichiishi (1981) eredményének?
Maisképpen fogalmazva, adhat-e R1-re igenl6 vélaszt egy nem konvex jaték is? A kovetkezd
példa mutatja, hogy igen, van olyan szuperadditiv jaték, amelyik R1-re igenld, de R2-re
tagado valaszt ad.

3. Példa. (Az R1-re pozitiv, de az R2-re negativ a vélasz.)
Tekintsiik a kovetkezd 4-szereplds szimmetrikus jatékot:

0 halS|<1
3 halS|=2

S:
YS)=05 hals|=3
10 ha |S| = 4.

Konnyi ellendrizni, hogy barmelyik o sorrend esetén az elsd jatékos O-t, a kovetkezd két
jatékos 3-3-at, mig az utolsé 4-et kap kifizetésként, az r°(v) tehdt magbeli. Ugyanakkor, a
magnak vannak egyéb extremdlis pontjai is, példdul az (1,2,2,5) kifizetésvektor és permu-
talt valtozatai, amelyek tehat a jatékosok semmilyen sorrendjével sem éllnak el$ leximin
allokdcioként. Erre a v jdtékra tehdt Lmin(v) C extC(v).
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Megjegyezziik, hogy a 3. Példaban szerepld jaték egzakt, azaz tetszdleges S C N koali-
cidra van olyan x € C mag-elosztés, hogy x(S) = v(S). Az vildgos, hogy egy egzakt jaték
barmelyik részjatékdnak is nem iires a magja. Rogton adédik, hogy minden egzakt jaték
szuperadditiv. Ugyanakkor kozismert, hogy minden konvex jaték egzakt, valamint, hogy
minden legfeljebb 3-szereplds egzakt jaték konvex.

A 3. példabeli jatékban a leximin allokacidk konvex burka szigort részhalmaza a mag-
nak, vagyis Weber (1988) fentebb idézett eredményének a leximin allokacidkra vonatkozd
megfeleldje nem igaz, még az egzakt jatékok osztdlydn sem. A 2. Példa mutatja, hogy a
forditott irdnyu szigort tartalmazas is el6fordulhat, a mag is lehet szigorud részhalmaza a le-
ximin allokdciék konvex burkdnak. Mivel az ottani egy 3-szereplds, nem konvex, tehat nem
is egzakt jaték, felmeriil a kérdés, hogy lehet-e ilyen (legalabb) 4-szereplds egzakt jatékot
taldlni?

3. Leximax allokaciok

Az el6z6ekben vizsgalt leximin allokacidkat alapvetSen az jellemzi, hogy a magbeli kifi-
zetésekre eldirt alsé korlatokat egy éppen adott sorrend szerint figyelembe véve a jatékosok
kifizetéseit a ,relative” legalacsonyabb szintre hozza. Ennek mintdjara, de az optimaliza-
14s irdnyat megforditva, meghatdrozhatunk olyan allokacidkat is, amelyek egy adott sorrend
szerinti ,relative” legmagasabb kifizetéseket adnak, persze a magbeli kifizetésekre adott
fels6 korlatokat tekintetbe véve. Most tehat a v jaték magjanak alternativ, a ¥ dudl jaték
antimagjaként torténd (2) alatti megadasat hasznaljuk.

Adott (N, v) jatékban nevezziik a jatékosok o sorrendjéhez tartozé leximax allokaciénak
a kovetkez§ iterativ eljdrds dltal meghatarozott s°(v) € RV kifizetésvektort:

sq(v) = b"(01);
sg,(v) = min {b"(02), b"(0102) —s3 ("}

59, ,(¥) = Minge (6,0, 0, 1) {F"(QUG1) ~ Ljcos7 () }:
5,00 = b'(N) X 53, ().

Nyilvénvald, hogy Y sg.(v) = b"(N) = v(N), azaz a generdlt s°(v) valéban egy allokd-
ci6 a v jatékban. Az is rogton adodik, hogy tetszbleges k = 1,...,n — 1 esetén barmelyik
0 C{o1,...,0} koalici6ra ¥ jc o s7 (v) < b(Q), vagyis az adott sorrendben utols jdtéko-
sét leszamitva az Osszes tobbi kifizetéssel teljesiilnek a magban el6irt felsé korlatok. Sot,
nyilvanval6an sgk (v) az a legmagasabb kifizetés, amire mindezen egyenlGtlenségek telje-
siilnek. Innen ered az allokaci6 elnevezése, azt az adott sorrend szerinti lexikografikusan
maximalis allokacioét keressiik, amelyik az utolsé jatékost nem tartalmazo osszes koaliciéra
teljesiti a dudl-mag egyenl6tlenségeket. Tehat mindegyik 1 < k < n — 1 indexre van olyan
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Ok C {01,...,01} koalicid, hogy oy € Ok €s ¥jco, s}’(v) = b"(Qy). Ebbdl rogton adédik,
hogy az s°(v) pontban aktiv dudl-mag feltételek rendszerének egyértelmii megolddsa van,
vagyis a leximax allokdcidkra is igaz, hogy ha s°(v) magbeli, akkor s°(v) a magnak csak
egy extremdlis pontja lehet.

Konkretizaljuk most két f6 kérdésiinket a leximax allokdcidkra. A v jatékban jelolje
Lmax(v) ={s°(v) : 6 € O(N)} aleximax allokécik halmazat. Az Lmax(v) halmaz nyilvan
semmilyen v jatékra nem iires, és persze tartalmazhat n!-nél kevesebb elemet is. Figyelembe
véve, hogy Lmax(v) N C(v) C extC(v), kérdéseink most a kdvetkezdk:

S1: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusi) v jatékra, hogy Lmax(v) C extC(v)?
S2: Teljesiil-e tetszSleges (adott tipusid) v jatékra, hogy extC(v) C Lmax(v)?

A margindlis, illetve a leximin allokacidktdl eltérben, az 1. és a 2. Példaban szerepld
jatékok most mindkét kérdésre pozitiv valaszt adnak. Az eltérés oka, hogy a leximax allo-
kéciok mar nem mindig azonosak a margindlis allokdciékkal. Erdekes ugyanakkor, hogy a
legfeljebb 3-szereplds, nem iires maggal rendelkezd, szuperadditiv jatékok osztalyan mind-
két kérdésre csak pozitiv valasz adhatd.

2. Allitas. Ha |N| <3, v szuperadditiv és C(v) # @, akkor Lmax(v) = extC(v).

Bizonyitas (vazlat): A bizonyitas inkdbb hosszi, mint nehéz, ezért a pontos részletek vé-
giggondolasat az olvaséra hagyjuk.

Az 1-, illetve 2-szerepl8s jatékokra az allitas trivialis.

A 3-szerepl6s esetben mindkét irdnyu tartalmazds beldtasakor alapvet&en két esetet kell
vizsgdlni, attdl fiiggben, hogy egy adott ¢ sorrendben a mdsodik jatékos kifizetését a
min {b"(0,), b"(010,) — s, (v) } kifejezésben szerepld melyik tag adja. Az els, illetve a
harmadik jatékos kifizetése egyértelmi. Bizonyos egyenl6tlenségek igazoldsdhoz sziikség

van arra a kozismert tényre, hogy egy 3-szerepls szuperadditiv v jaték magja pontosan ak-
kor nem iires, ha Y ;e v(N \ i) < 2v(N). a

A konvex jatékok osztilydn — a leximin allokacidkhoz hasonldéan — most is mindkét
kérdésre csak pozitiv vdlasz adhat6. A konvex jatékoknak a novekvd marginalis hozzdjaru-
lasokkal torténd ekvivalens definici6jabdl konnyen beldthatd, hogy ha v egy konvex jaték,
akkor tetszleges o sorrend esetén s®(v) = m® (v), ahol 6* jelsli a forditott & sorrendet,
azaz O] = Op41— minden k = 1,...,n-re. Shapley (1971) eredményébdl és kordbbi megal-
lapitasainkbodl kovetkezik, hogy

tetszdleges v konvex jdtékra, extC(v) = Lmax(v) = Lmin(v) = Marg(v).

De van-e a leximax allok4cidkra vonatkoz6 megfeleldje Ichiishi (1981) eredményének?
Figyelembe véve a 2. Allitst, az ellenkezd irdnybdl és egy kicsit dltaldnosabban feltett
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kérdés az, hogy van-e olyan legaldbb 4-szerepl8s, szuperadditiv jaték, amelyik S1-re igenld,
de S2-re tagad6 vélaszt ad? Erdekes médon a 3. Példa itt is haszndlhato.

3. Példa (folyt.). (Az S1-re pozitiv, de az S2-re negativ a valasz.)
A 4-szerepl6s szimmetrikus jaték €s a dudlja:

0 hals|<1 0 hals|=0
3 halS|=2 ) 5 halS|=1

S) = bY(S) =
V) =35 hals|=3 ° ()=97 nals|=2
10 ha |S| =4, 10 ha S| > 3.

Konnyt ellendrizni, hogy barmelyik ¢ sorrend esetén a leximax eljarasban az elsd jaté-
kos 5-6t, a kovetkezd két jatékos 2-2-t, mig az utolsé jatékos 1-et kap kifizetésként, az
s%(v) tehdt magbeli. Ugyanakkor, a magnak vannak egyéb extremalis pontjai is, példdul
a leximin allokdcidk, azaz a (0,3,3,4) kifizetésvektor és permutdlt véltozatai. Ezek te-
hat a jatékosok semmilyen sorrendjével sem éllnak el6 leximax allokacidként. Erre a v
jatékra tehdt Lmax(v) C extC(v). S6t, Lmax(v) NLmin(v) = @, és ellendrizhets, hogy
Lmax(v) ULmin(v) = extC(v).

Emlékeztetiink rd, hogy a 3. Példdban szerepld jaték egy egzakt jaték. A leximax alloka-
ci6k konvex burka szigord részhalmaza a magnak, vagyis nem igaz Weber (1988) fentebb
idézett eredményének a leximax allokdcidkra vonatkoz6 megfeleldje, még az egzakt jatékok
osztilydn sem. A 2. Allitds miatt most semmilyen 3-szereplds jaték sem demonstralhatja,
hogy a forditott irdnyud szigorud tartalmazds is el6fordulhat, vagyis a mag is lehet szigori
részhalmaza a leximax allokdcidk konvex burkdnak. Kérdés, hogy van-e ilyen (legaldbb)
4-szereplds szuperadditiv (netdn egzakt) jaték?

4. Hozzarendelési jatékok

Egy (N,w) jaték akkor egy hozzarendelési jaték, ha a jatékosok halmazanak van olyan
N =1UJ, INJ = & particiéja és taldlhaté egy olyan nemnegativ A = [a;j]ics, je; matrix,
hogy minden S C N koaliciéra

w(S) =wa(S):= max Z aij,
Rellisnrso) (i jen

ahol I1(p ) jeloli két diszjunkt (nem feltétleniil azonos elemszdmi) P €s O halmaz kozotti
hozzarendelések (parositdsok) halmazat.

Kényelmes lesz azonositani a jatékosokat a hozzdjuk tartozé sor- ill. oszlopindexekkel,
és vesszbvel () megkiilonboztetni az oszlopjdtékosokat az azonos sorszamu sorjatékosok-
t6l. Tehat a j-edik sor- ill. oszlopjtékost egyszertien j ill. j' fogja jeldlni. Az {i, j'} alakd
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koalicidkat vegyesparosoknak fogjuk nevezni. Nyilvanvald, hogy (i) wa(S) =0, ha S C 1
vagy S C J; és (ii) wa ({7, j/'}) = a;; minden i, j indexre. Kénnyen beldthat6, hogy

tetszoleges A > 0 mdtrix esetén a wa hozzdrendelési jaték szuperadditiv.

A targyalds egyszer(sitése érdekében a tovabbiakban feltessziik, hogy az alapmatrix
négyzetes. Ha sziikséges, csupa 0 elembdl 4ll6 sorok vagy oszlopok hozzavételével ezt
mindig elérhetjiik. Egy ilyen 4talakitds ugyan az indukalt hozzarendelési jatéknak tn. nulla-
jatékosokkal torténd bbvitését jelenti, de kozismert, hogy tetszéleges jatékban egy nulla-
jatékos kifizetése minden mag-elosztasban nulla, vagyis az eredeti mag az esetleges b&vités
utdni magnak egy vetiilete. A magra vonatkozé vizsgdlatainkban az altaldnossagot tehat
nem korlatozza, ha csak négyzetes matrixok altal indukélt hozzarendelési jatékokra szorit-
kozunk.

Tovébbi egységesitést eredményez, ha bovitjiikk a négyzetes alapmatrixot egy 0-s index{i
csupa 0 elembdl 4116 sorral és egy ugyanilyen oszloppal. Legyen My = {0} UM a bdvitett
métrix indexhalmaza, az Uj elemek pedig ago = ajo = ap; = 0 minden i, j € M-re. Ezéltal
ugyan bdvitjiik az eredeti jatékot egy fiktiv sor-, illetve oszlopjatékossal, de nulla-jatékosok
lévén a magban konstans O a kifizetésiik, kezelhetjiik tehdt az egyszemélyes koalicidkat
is dgy, mint a mésik oldali fiktiv jatékossal alkotott vegyespdrosokat. Jelolje Iy = {0} U1,
illetve Jo = {0’} UJ a bdvitett jatékban a sor-, illetve az oszlopjdtékosok halmazat.

Végezetiil feltessziik, hogy a méatrixban a f6atlé egy maximalis értéki parosités, vagyis
a nagykoalici6 értékét a diagondlis hozzdrendelés adja, azaz wa (Io UJoy) = YLicpy, @ii- Mivel
a sorokhoz és az oszlopokhoz tartozé jatékosok kiilonbozbek, felsoroldsuk alkalmas meg-
véltoztatdsaval ez mindig elérhetd.

A hozzéarendelési jatékokat Shapley és Shubik (1972) vezették be a pénzbeli kompenza-
cidkat megengedd kétoldalu parositdsi piacok jatékelméleti modellezésére. A magra vonat-
kozo6an az aldbbi fobb eredményeket bizonyitottak.

1. Tétel (Shapley és Shubik, 1972). Legyen A egy tetszbleges nemnegativ mdtrix és wa az
dltala generdlt hozzdrendelési jdaték. Ekkor

1. a wy magja nem iires, sét megegyezik a nagykoalicio értékét meghatdrozo linedris
programozdsi feladat dudl-optimdlis megolddsainak halmazdval, vagyis (a fentebb
bevezetett standardizdlt formdban, illetve jelolésekkel)

C(wa) = {(ui;vj)i7j€Mo VieMy: ui+vi=a;ésVi,jeMy: uj+v; Za,'j};

2. C(wy) hdld-szerkezeti, azaz mag-elosztdsokat kapunk, ha két mag-elosztds szerinti
kifizetés helyett minden sor-/oszlopjdtékos a kisebb/nagyobb kifizetést, vagy forditva,
a nagyobb/kisebb kifizetést kapja;

3. van két olyan mag-elosztdas, ami a jdtékosok magbeli extrém kifizetéseibdl dll: az
egyikben mindegyik sorjdtékos a magbeli kifizetéseinek a minimumdt és mindegyik
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oszlopjdtékos a magbeli kifizetéseinek a maximumdt kapja (jellje ezt (u,v)), a mdsik
extrém mag-elosztdsban pedig forditva (jelilje ezt (,v)).

Az 1. Tétel 1. pontja szerint egy hozzarendelési jaték magjanak meghatarozasahoz nincs
sziikség az Osszes koalicidra, elegendd csak a vegyespdros, illetve az egyszemélyes koali-
cidkat (a konstans 0 kifizetésben részesiilé6 masik oldali fiktiv jatékossal alkotott parokat)
tekinteni. Rdaddsul a szokdsos, a nagykoalici6 kifizetésére tett egyetlen egyenléség helyett
most az optimdlisan egymashoz rendelt mindegyik jatékospar kifizetésére van egy egyen-
16ségiink. Ezek az egyenletek nyilvanvaldan linedrisan fiiggetlenek, ebbdl adddik, hogy a
C(w,) dimenzidja legfeljebb |M|, vagyis jéval kisebb, mint a mag dimenziGja dltaldban
(azaz nem elfajult esetben |N| — 1, ami itt 2|M| — 1 lenne). Tovabbi hasznos tulajdonsdg,
hogy a hozzarendelési jaték magja leirhaté csak az egyik oldali kifizetéseket haszndlva.

Nézziik, mit mondhatunk a hozzarendelési jatékok osztalyan a marginalis allokaciok és
a mag extrém pontjainak kapcsolatarl. Hamers et al. (2002) bizonyitottdk, hogy

tetszdleges hozzdrendelési jaték magjdanak mindegyik extremdlis pontja egy margindlis
allokdcio, vagyis ezen a jdtékosztdlyon az M2 kérdésre igenld a vdlasz.

Az M1 kérdésre persze csak akkor igenld a vdlasz, ha a hozzarendelési jaték konvex.

A konvex, illetve az egzakt hozzdrendelési jatékok egyébként jellemezhetSk az ket ge-
nerdlé matrixok tulajdonsdgaival is. Solymosi és Raghavan (2001) bizonyitottdk, hogy (a
fentebb bevezetett standardizal6 feltevések mellett):

o wyu akkor és csak akkor konvex, ha A diagondlis, azaz a;j = 0 minden i # j-re;
® wy akkor és csak akkor egzakt, ha az A alapmdtrix

o egyrészt diagondlisan domindns (roviden D2-tulajdonsdgii), azaz mindegyik
k € M-re ay, > max{a;x,ay;} teljesiil minden i, j € M-re (vagyis mindegyik di-
agondlis elem maximdlis a sordban és az oszlopdban is);

o mdsrészt dupldn diagondlisan domindns (roviden D3-tulajdonsdgii), azaz a;j+
Ak > ajx + aij minden (nem feltétleniil kiilonbozo) i, j,k € M-re.

Vegyiik észre, hogy a D3 tulajdonsag csak akkor egy megszoritast jelent6 ,,igazi” feltétel,
ha mindhdrom index kiilonb6zd, hiszen a kivant egyenlStlenség i = j esetén kovetkezik a
f64tl6 maximalitdsabol, mig i = k vagy j = k esetén automatikusan teljesiil. Megjegyezziik,
hogy az egzaktsdgot egyiittesen karakterizalé D2 és D3 tulajdonsdgok kozott nincs logikai
kapcsolat, egyik sem kovetkezik a masikbol.

4.1. Leximin allokdciok

Nézziik meg, hogy milyen vélaszt adhatunk a leximin allokacidkra vonatkoz6 R1 és R2
kérdésekre, ha a hozzarendelési jatékok osztalydra szoritkozunk. A margindlis allokdcidkra



44 Solymosi Tamds

vonatkozé fentebb idézett eredmény (Hamers et al., 2002) miatt konnyd dolgunk van a
masodik kérdéssel.

3. Allitas. Tetszdleges wy hozzdrendelési jatékban extC(w,s) C Lmin(wy), vagyis a hozzd-
rendelési jdtékok osztdlydn az R2 kérdésre pozitiv a vdlasz.

s

Bizonyitas: A definiciokbdl konnyen adddik a kovetkezs altalanos érvény( észrevétel:

tetszdleges v jdtékban, ha egy & sorrendre m® (v) € C(v), akkor r° (v) =m° (v); vagyis
ha egy margindlis allokdcio magbeli, akkor egybeesik az ugyanazon sorrendhez tar-
tozo leximin allokdcioval.

Ez alapjan allitdsunk azonnal kovetkezik Hamers et al. (2002) fent idézett eredményébdl,
miszerint tetsz6leges hozzarendelési jaték magjanak mindegyik extremadlis pontja egy mar-
gindlis allokaci6. a

A kovetkezd két példa mutatja, hogy a hozzarendelési jatékok osztalyan az R1 kérdésre
csak akkor lehet igenld valasz, ha a jaték egzakt, vagyis az alapmatrixra teljesiil a D2 és a
D3 tulajdonsag is.

4. Példa. (Az R1-re pozitiv valaszhoz sziikséges a D2-tulajdonsag.)

Tegyiik fel, hogy az A matrix nem D2-tulajdonsdgu, mert van olyan i # j, hogy a;i > aj;.
Bérmilyen o = (/,i,j,j,...) alakd sorrendre a leximin allokdcis eljarasban a kovetkezd
értékaddsokra keriil sor: el6szor v{ = 0, masodszor u = a;;, és mivel a;; pozitiv, harmad-
szor u;’ = aj;. Mivel mindenképpen v;.’ >0, igy u;’ + v;’ > aji+0 > aj;, vagyis sériil a
diagonalis péarok kifizetéseitdl a magban elvart egyenléség. (Szerepcserével ugyanez a gon-
dolatmenet haszndlhat6 akkor, ha aj; nem oszlopmaximum.) Tehdt nem diagondlisan domi-

nans alapmadtrix esetén nem minden sorrend ad magbeli leximin allokaciét.

Vegyiik észre, hogy 2 x 2-es matrixok esetén a D2-tulajdonsdg garantdlja az R1 kérdésre
az igenld valaszt, mind a 4! = 24 sorrend magbeli leximin allokaciét eredményez. Megmu-
tatjuk, hogy legaldbb 3 x 3-as matrixokndl ehhez kell a D3-tulajdonsag is.

5. Példa. (Az Rl1-re pozitiv vdlaszhoz sziikséges a D3-tulajdonsag)

Tegyiik fel, hogy az A alapmatrix legalabb 3 x 3-as, rendelkezik a D2-tulajdonsdggal, de
nem D3-tulajdonsdgid, mert van olyan i # j # k # i, hogy a;; + ai < aj + ay;. Barmi-
lyen ¢ = (i, j,k,k',...) alakd sorrendre a leximin allokdcids eljarasban a kovetkez$ ér-
tékaddsokra keriil sor: el§szor u? = 0, masodszor v]q = a;j, és mivel a feltevés szerint
ayj — aij > ag; — ag > 0, harmadszor u{ = ay; — a;;. Mivel mindenképpen v{ > ay, igy
uf +v9¢ > agj — a;j + ag > a, vagyis a k,k’ diagondlis pér kifizetéseire nem teljesiil a
megfelel6 mag-feltétel. Tehat nem dupldn diagondlisan domindns alapmatrix esetén nem
minden sorrend ad magbeli leximin allokéciot.
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Most megmutatjuk, hogy egy hozzarendelési jaték egzaktsiga (vagyis az alapmatrix D2-
és D3-tulajdonsdga) nem csak sziikséges, de elegendd is ahhoz, hogy az R1 kérdésre igenld
legyen a vélasz.!

4. Allitas. Ha az A mdtrix D2- és D3-tulajdonsdgii, akkor az indukdlt wa hozzdrendelési
Jdtékra Lmin(wya) C extC(wa), vagyis az egzakt hozzdrendelési jdtékok osztdlydn az Rl
kérdésre pozitiv a vdlasz.

Bizonyitas: Legyen o a jitékosok egy tetszSleges sorrendje, és jelolje (u°,v°) az indukdlt
leximin allokaciét.

Els6 1épésként megmutatjuk, hogy ug +v¢ = a minden k € M-re. Az iltaldnossdg bar-
milyen korldtozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy az n’ oszlopjdtékos az utolsé a o sorrendben.
Legyen i € M egy tetszdleges i # n index. Nyilvén feltehetjiik, hogy a o-ban az i megel6zi
az i'-t. Megmutatjuk, hogy erre a diagonalis parra a mag-feltétel egyenléségként teljesiil.

Két eset van. Ha u? = 0, akkor a leximin allokéciés eljdrdsban v{ azt a legkisebb értéket
kapja, amire teljesiil a v > aj; — uj’ egyenldtlenség minden az i'-t a o-ban megel6z8 j
sorjatékossal, az i-t is beleértve. A D2-tulajdonsdg és a kifizetések nemnegativitdsa miatt

7.z

a;—02>aj— uj’ minden az i’-t megel6z§ j-re. Tehdt v¥ = a;;, vagyis ekkor tényleg u? +

V? = aj;.

Ha uf > 0 értéket kapott, akkor volt a ¢ sorrendben az i el6tt egy olyan j’ oszlopjétékos,

S _ 4. — % MAsré Tvan 4C . .
hogy uf = a;j; —v7. Masrészt nyilvan uj’ > a; —v§ minden az i’-t megel6z6 k sorjatékosra,

a j-tis beleértve. A D3-tulajdonsdg miatt a; —uf = a;; —a;j+ v;’ > ayi—ay;+ v;’ =ay—ug,
minden az i’-t megel6z6 k sorjatékosra. Tehdt a leximin allokdcids eljardsban vy pontosan
az a;; —uf értéket kapja, vagyis az i, i’ diagondlis pdrra ekkor is egyenlGségként teljesiil a
mag-feltétel.

Ezzel belattuk, hogy a ¢ sorrendben az utolsé jatékost tartalmazé part kivéve az dsszes
diagondlis pérra teljesiil az u? +v{ = a;; egyenlSség. Mivel a nagykoalicié értéke a diago-
ndlis elemek 0sszege, a ¢-ban utolsé jatékosra és diagondlis parjara is teljesiilnie kell ennek
az egyenlGségnek, vagyis u +v9 = a,, is igaz.

Maisodik 1épésként emlékeztetiink, hogy a leximin allokéci6 definicid szerint teljesiti a
mag-egyenl6tlenségeket az utolsé jatékost nem tartalmazd Osszes koalicidra. Esetiinkben
tehat u{ + vj-’ > a;; minden i € Iy sorjatékosra (az i = n-t is beleértve) és minden j # n
oszlopjdtékosra.

Utolsé 1épésként megmutatjuk, hogy a mag-egyenlStlenségek teljesiilnek az n’ oszlop-
jatékost tartalmazé vegyespdros koalicidkra is. Megint két eset van. Ha uS = 0, akkor a
D2-tulajdonsdg és a kifizetések nemnegativitdsa miatt vy = a,, —0 > ag, —uy minden
k € Iy sorjatékosra. Ha ug > 0, akkor volt a ¢ sorrendben az n sorjitékos el6tt egy olyan
Jj' oszlopjétékos, hogy uf = a,; — v7. Mivel j # n, fenndllnak az uf +v§ > ax; mag-
egyenl6tlenségek minden k € [y sorjatékosra. Ezt felhasznalva a D3-tulajdonsdgbdl kapjuk,

I Ezért az észrevételért koszonet Bednay Dezs6nek.



46 Solymosi Tamds

o __ c __ (e} (o) (e} (e} o __ (o)
hogy v, = an, —u, = Opp — Apj +V; zakn—aijrvj > Ay — Uy — Vi +V; = g — ]

mindegyik k € Iy sorjatékosra.
A o sorrendhez tartoz6 (u°,v°) leximin allokéci6 tehét valban magbeli. a

4.2. Leximax allokdciok

Végezetill nézziik meg, milyen vélaszt adhatunk a leximax allok4cidkra vonatkozé S1
és S2 kérdésekre, ha a hozzarendelési jatékok osztdlydra szoritkozunk. Kezdjiik ismét a
masodik kérdéssel.

5. Allitas. Tetszdleges wy hozzdrendelési jdtékban extC(ws) C Lmax(wy ), vagyis a hozzd-
rendelési jdtékok osztdlydn az S2 kérdésre pozitiv a vdlasz.

Bizonyitas: Legeloszor belatjuk a kovetkez altaldnos érvény( észrevételt:

tetszéleges v jdtékban, ha egy & sorrendre m® (v) € C(v), akkor s® (v) = m®(v), ahol
c* jeloli a forditott G sorrendet, azaz O] = Opy1— minden k = 1,...,n-re; vagyis
ha egy margindlis allokdcio magbeli, akkor egybeesik a forditott sorrendhez tartozo
leximax allokdcioval.

Valéban, a leximax allokdcids eljards menetét kovetve, a o] = o, jatékos kifizetésére
teljesiil, hogy sg;,: (v) = b'(of) = v(N) = v(N \ 0,) = mg (v). Tegyiik fel, hogy a lexi-
max és a marginalis kifizetések egyenldségét mar belattuk a o* szerinti elsé j > 1 ja-
tékosra, azaz barmilyen k = 1,...,j mellett a 6; = 0,41 jdtékos kifizetésére teljesiil,
hogy sgg (v) =mg,  (v). Ezeket 6sszeadva a margindlis kifizetések teleszkopos jellegé-

b6l adédik, hogy fenndll a Zizl sgg (v) =b"(oy ... 07) osszefliggés is. Mivel m®(v) mag-
beli, a GJ’-‘ " 1 = On—j jatékos leximax kifizetésének meghatdrozasdban szerepld tetszOleges
0 C{oy,05,...,0] } jatékoshalmazra teljesiil, hogy

P'(QUai )= Y 57 (v) =b"(QUG, ;) — Y mI(v)
k€Q keQ
>mg,_(v)
=v(01...0p—j) —V(O1...Cu_j_1)

=b"(o}...0/07 ) —b"(o]...0;})

J
=b'(0] ...070],1) = ) 55 (V).
k=1
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Eszerint a minimumot a legb&vebb Q = {0}, 05,..., G]’-‘} halmaz adja, tehdta 0}, | = 0,
sl 2 . . s 2 . . . o* _ o . - 2
jatékos leximax kifizetésére is teljesiil, hogy s ot (v) = mg, .(v). Ezzel induktiv médon

beldttuk, hogy s (v) = m®(v), amennyiben m® (v) magbeli.

Ebbdl az észrevételbdl viszont allitdsunk azonnal kdvetkezik, hiszen Hamers et al. (2002)
fent idézett eredménye szerint tetsz6leges hozzarendelési jaték magjanak mindegyik extre-
mélis pontja eldall, mint egy alkalmasan vélasztott sorrendhez tartoz6 margindlis allokacid,
vagyis el6all, mint a forditott sorrendhez tartozé leximax allokacid. a

Tovabbi vizsgélatokat igényel viszont a hozzarendelési jatékok osztalyara feltett S1 kér-
dés pontos megvilaszoldsa.” Ehhez sziikségesnek tiinik ugyanis a hozzarendelési jatékok
dudljanak, pontosabban a dudl magjanak egy olyan jellegl ,.explicit” megaddsa, mint ami
a magra ismert (lasd az 1. Tétel 1. pontjat). Hasznédlhaténak véljitkk ugyanakkor Demange
(1982), illetve Leonard (1983) egymadstol fiiggetleniil bizonyitott eredményét, miszerint

tetszOleges wa hozzdrendelési jdtékban, a k € 1\ UJ jdtékos magbeli kifizetéseinek ma-
ximuma pontosan by = wx(IUJ) —wa(1UJ \ k).

Tetszbleges o sorrend esetén tehdt a o7 jatékos leximax kifizetése megegyezik ennek a jaté-
kosnak a magbeli maximadlis kifizetésével. Ugyancsak hasznosak lehetnek Nufiez és Rafels
eredményei a hozzarendelési jatékok magjanak, illetve alapmatrixanak a kiilonb6z6 dekom-
pozicidirdl (lasd a (Nuiiez és Rafels, 2009) cikket és az ott talalhaté tovabbi hivatkozasokat).

Koszonetnyilvanitas:
A szerzd kutatdsait az OTKA K-72856 palyézat timogatta.
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