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Kivonat

A cikk a paros osszehasonlitasokon alapulé pontozasi eljardsokat targyalja axiomatikus meg-
kozelitésben. A szakirodalomban szamos értékels fiiggvényt javasoltak erre a célra, néhany karakte-
rizacios eredmeény is ismert. Ennek ellenére a megfelel6 modszer kivalasztasa nem egy-szerd feladat,
a kiilonbo6z6 tulajdonsagok bevezetése elsésorban ebben nyijthat segitséget. Itt az dsszehasonlitott
objektumok teljesitményén érvényesiil6 monotonitast targyaljuk az 6nkonzisztencia és énkonzisztens
monotonitas axidémakbol kiindulva. Bemutatasra keriilnek lehetséges gyengitéseik és kiterjesztéseik,
illetve egy, az irrelevans Gsszehasonlitasoktdl valo fliggetlenséggel kapcsolatos lehetetlenségi tétel is.
A tulajdonsagok teljesiilését harom eljarasra, a klasszikus pontszam eljarasra, az ezt tovabbfejleszté
altalanositott sordsszegre és a legkisebb négyzetek moddszerére vizsgaljuk meg, melyek mindegyi-
ke egy linearis egyenletrendszer megoldasaként szamithato. A kapott eredmények 1j szempontokkal
gazdagitjak a pontozési eljaras megvalasztasdnak kérdését.
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Abstract

The paper provides an axiomatic analysis of some scoring procedures based on paired comparisons.
Several methods have been proposed for these generalized tournaments, some of them have been
also characterized by a set of properties. The choice of an appropriate method is supported by a
discussion of their theoretical properties. In the paper we focus on the connections of self-consistency
and self-consistent-monotonicity, two axioms based on the comparisons of object?s performance.
The contradiction of self-consistency and independence of irrel-evant matches is revealed, as well as
some possible reductions and extensions of these properties. Their satisfiability is examined through
three scoring procedures, the score, generalised row sum and least squares methods, each of them
is calculated as a solution of a system of linear equations. Our results contribute to the problem of
finding a proper paired comparison based scoring method.
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1. Bevezetés

A komplex, tobbszemponti dontések meghozatala soran gyakran nincs lehet$ség az alternativak egyet-
len objektiv skalan torténd értékelésére. Amennyiben mégis sziikségessé valik ezek rangsorolasa, az sok
esetben paronkénti Osszehasonlitasuk alapjan végezhets el. Ilyen feladatokkal talalkozhatunk a statisz-
tikdban a vasarloers-paritas szamitasakor (Eltetd és Ki')vesl, |1964|; Szulc, [1964), folyoiratok/tudoményos
kutatok/szakmai mihelyek sorrendjének felallitasakor (Pinski és Narin| 1976; |[Palacios-Huerta és Volij,
[2004; [Slutzki és Volijl {2006} [Koczy és Strobell [2010; [Koczy és Nichiforl [2013), weblapok rangsorolasakor
(Brin és Pagel, [1998; Page et al., [1999), pszichologiai kisérletek kiértékelésekor (Mosteller, 19515 |Gullik-|
senl, (1956; Kaiser és Serlin| (1978)), (valasztoi) preferencidk aggregalasakor (Bordal [1781; Copeland, [1951
Young, [1974; Nitzan és Rubinstein} 1981 |Jiang et al., 2011), vagy a sport kiilonb6z6 teriiletein (Zermelo,
1929; Bradley és Terryl, |1952).

Ezen esetek mindegyikében a rendelkezésre allo informaciok egy (vagy tobb) paros Osszehasonlitési
méatrixba tomorithetSk. Az egyik legaltalanosabb modellt vizsgéljuk, mely lényegében az Gsszes, rea-
lisan elképzelhetd jelenség leiraséra alkalmas. Ennek értelmében a paros Osszehasonlitasok eredménye
nem feltétleniil bindrisan adott, tetszSleges preferenciaintenzitis megjelenitésére alkalmas (beleértve a
dontetlenek lehetGségét), emellett két alternativa tetszéleges alkalommal Osszevetésre keriilhet, az is el6-
fordulhat, hogy az erre vonatkozé adat teljesen hidnyzik. Ugyanakkor az alternativak énmagukkal valo
osszehasonlitasat lényegtelennek tekintjiik. Ez a modellkeret (Chebotarev és Shamis)[1999;|Gonzéalez-Diaz|
a szakirodalomban ismert paros dsszehasonlitas definiciok csaknem mindegyikét magaban
foglalja, talan az egyetlen kivétel a silyozott irdnyitott graf esete, mely megengedi az egyes csicsokhoz
tartozo pozitiv salyt hurokéleket (Herings et al., [2005).

A paros Osszehasonlitasok definidlasa utan a kévetkezd kihivast az alternativak sorba rendezése, azaz
rangsorolasa jelenti. A rangsor egy, az objektumhalmazon értelmezett teljes, tranzitiv és reflexiv binaris
relacio. Egyfajta informaciotomorités valik sziikségessé: az n objektum péaronkénti, 6sszesen n(n — 1)/2
darab tavolsagat kellene megfelelGen leirni a megoldasként kapott rangsorbél adédo n — 1 kiilonbséggel.
Ez n = 2 esetén biztosan megtehetd, két alternativa esetén a paros Gsszehasonlitds kimenetele valoban
minden informaciot megad a sorrendrél. Amennyiben viszont az objektumok szdma legalabb harom, mér
felmeriilhet a Condorcet-paradoxonbdl ismerds intranzitivitas, amikor X; jobbnak bizonyul Xs-nél, Xs
X3-nal, X3 pedig X;-nél. A klasszikus esetben nem is tudunk egyértelmtii dontésre jutni, itt azonban a
preferenciaintenzitasok eltérése megoldést jelenthet.

A rangsor felallitasara tobb megkozelités ismert, a tanulmanyban a pontozasi eljarasokkal foglalko-
zunk, szamos érvet, emlit ezek alkalmazasa mellett. Az elsd, kdzvetleniil adodoé megoldési
lehetGség a sordsszeg, a pontszamok kiszamitéasa (Borda, (1781} |Copeland, [1951). A paros Gsszehasonlita-
son alapulé rangsorolasban egyre népszertibb a PageRank maodszer (Brin és Pagel (1998 [Page et al., [1999)
alkalmazasa (Csendes és Antall, 2010, |London és Csendes|, [2013; Radicchi} |2011} [Dingle et al.||2013]). A ja-
tékelméleti irodalomban hasonl6 feladatként meriil fel egy iranyitott graf csicsainak rangsoroldsa
et al., |2002; van den Brink és Gilles, 2003; Herings et al., 2005; Slikker et al., 2012)). Szintén elterjedt a
maximum likelihood (Zermelo, 1929; Bradley és Terry, 1952} |Conner és Grant, 2000, [2009) és a legkisebb
négyzetek modszere (Horstl [1932; Mosteller| 1951} [Morrissey}, [1955; |Gulliksen| [1956; Kaiser és Serlin
1978)). Egy tovabbi, elméleti szempontbdl vonzo eljaras az altalanositott sordsszeg modszer (Chebotarey
1989), [1994)).

A megfelel§ eljaras kivalasztéasaban a tarsadalmi valasztasok elméletének (social choice theory) axio-
matikus szemlélete is segitséget nytjthat (Altman és Tennenholtz, 2008) :

o Leiro (descriptive) megkozelités: egy pontozasi eljarast kivalasztva, olyan axiomék, tulajdon-
sagok el6irdsa, melyeket az adott moddszer kielégit, mikozben barmely masik legalabb egyet
megsért koziiliikk. Ez lényegében a kooperativ jatékelmélet elosztasi koncepcidi esetén kovetett
stratégia: a 2012-ben kézgazdasagi Nobel-dijat nyert Lloyd S. Shapley nevéhez f(iz6d6 Shapley-
értékre mér tobb reprezentacids tétel sziiletett, nem is emlitve a kiilonb6zd
jatékosztalyokon megfigyelhetd eltéréseket (van den Brink és Pintér} [2012).

o Normativ (normative) megkozelités: tobb, elméleti szempontbol indokolhat6 kovetelmény meg-
fogalmazéasa, majd annak vizsgalata, mely pontozasi eljarasok teljesitik ezeket.
utobbi tekintetében harom lehetséget emlit: (I) az axiomak inkonzisztensek, egyetlen
modszer sem teljesitheti ezek mindegyikét; (II) egyetlen eljaras elégiti ki mindegyik tulajdon-
sagot; (III) t6bb modszer is megfelel az elsirt feltételeknek. S6t, (II) aleseteként létezik egy



negyedik opcid, miszerint a megfogalmazott kovetelmények logikailag nem fiiggetlenek, bar
egyértelmien karakterizalnak egy eljarast, ehhez azonban elegendd lenne egy sziikebb részhal-
mazuk (Can és Storcken| 2013).

A paros 6sszehasonlitdson alapuld pontozési eljarasokkal kapcsolatban szintén ismert néhany repre-
zentacios tétel. A pontszam vagy sordsszeg modszert [Rubinstein| (1980) karakterizalta bajnoksagokban
(tournament), ahol minden &sszehasonlitas kimenetele ismert és az egyik alternativa egyértelmien jobb-
nak bizonyult a masiknél, nincs déntetlen vagy eltérg preferenciaintenzitas. Az ennél altaldnosabb round-
robin esetben legalabb harom kiilonb6z8 reprezentécios tétel létezik az eljarasra (Young), [1974; [Hansson és|
[Sahlquist|, 1976} Nitzan és Rubinstein| [1981; Bouyssou), 1992), az itt targyalt dltalanos modellben azonban
méar nem érvényesek. A PageRank eljarassal kapcsolatos reprezentacios tételek ugyancsak megtalalhatok
az irodalomban (Altman és Tennenholtz, 2005; Slutzki és Volij, [2006)).

Tobb cikk foglalkozik a pontozési eljarasok normativ alapt targyalasaval (Slutzki és Volij, [2006;
[Altman és Tennenholtz}, [2008). |Chebotarev és Shamis| (1998)) tanulmanya kivalo attekintést nytjt a rang-
sorolasi eljarasok karakterizaciojardl, Gsszesen tobb mint 40 modszert elemez. |(Chebotarev és Shamis|
az Onkonzisztens monotonitas tulajdonsig (Chebotarev és Shamis| [1997) szempontjabol oszté-
lyozza a pontozasi eljarasokat, |Gonzalez-Diaz et al. (2013) pedig néhany népszerd modszert hasonlit
Ossze tObb mint tiz kévetelmény alapjan.

Kiindulépontunk az dnkonzisztencia (Chebotarev és Shamis), [1997)), és az ehhez szorosan kapcsolodd
onkonzisztens monotonitas axioma, ezek kivalasztdsdban tobb tényezd jatszott szerepet. Egyrészt,
[botarev és Shamis| (1999) a pontozasi eljarasok egy nagy halmazardl, a gyzelem-vereség kombinalasan
(win-loss combining) alapulé modszerekrdl belatta, hogy nem teljesithetik az utébbi tulajdonsagot. Mas-
részt (Gonzalez-Diaz et al. (2013) éppen az Gnkonzisztens monotonitis megsértésével érvel a legkisebb
négyzetek, és részben a fair bets modszer alkalmazasa ellen. Harmadszor, a tulajdonsidgok hatterének ala-
pos feltarasa hozzajarulhat a mdédszerek mélyebb megértéséhez. Végiil, de nem utolsésorban mindketts
intuitiv médon is vonzé axiéma, pusztan logikai alapon hasonlé feltételek teljesiilését varnank el.

A kiilonboz6 tulajdonsagok teljesiilését harom pontozési eljarés, helyesebben kettd és egy parametri-
kus csalad esetén vizsgaljuk meg. A pontszam moddszer, részben egyszertisége okin, talan a legalaposabban
elemzett pontozasi eljaras, hidnyzé és tobbszords Osszehasonlitasok mellett azonban alkalmazasa problé-
méas. Ennek oka, hogy ilyen esetekben is teljesiti az irrelevans mérkézésektol valo fliggetlenség axiomajat,
mikdzben éppen ezek hordoznak informéciot a veliikk Gsszehasonlitott tobbi alternativa teljesitményé-
r8l. Ezt a tényt |Gonzalez-Diaz et al| (2013) formalis alatamasztas nélkiil, inkadbb intuitiv alapon emeli
ki; tanulményunkban ezt az érvelést sikeriilt egy lehetetlenségi tétel formajaban matematikai alapokra
helyezni.

A pontszam modszert az 4j szempont, az ellenfelek erejének beépitésével lehet finomitani
1987)), éppen ez az altalanositott sordsszeg eljaras (Chebotarev) 1989) kiindulépontja. Az eljaras tu-
lajdonsagait részletesen térgyalta [Chebotarev| (1994), ezeket néhany tovabbi megfigyeléssel egészitjiik
ki. A legkisebb négyzetek modszerét egyszertisége okin széles korben hasznaljik, nemritkin gyakorla-
ti problémakra (Leeflang és van Praagl [1971} (Csatd, 20124, 2013a). Els6sorban ez lehet az oka mas
tudomanyteriileteken torténé megjelenésének: a paros Osszehasonlitds matrixokra alkalmazott LLSM
modszer (Crawford és Williams|, [1980} |De Graan), [1980; |Crawford és Williams|, [1985; Bozoki et al.| [2010)),
(az ekvivalencia bizonyitasat lasd |Csato| (2012b)), illetve a statisztikdban hasznélt EKS-eljaréas (Eltetd és
Koves|, 1964; Szulc, [1964) lényegében ugyanezt jelenti. Emellett kozeli rokonsdgban van a jatékelméleti
pozicios erd (Herings et al., 2005) fogalmaval, és a szamitas menete, a PageRank modszerhez hasonloan,

szemléletesen értelmezhets grafokon 2013b)).

A vizsgalt pontozasi eljarasok koziil a pontszam modszerrel [Young (1974), [Nitzan és Rubinstein|
(1981), illetve foglalkozott karakterizaciok keretében, mig Gonzalez-Diaz et al|(2013) —
a legkisebb négyzetek modszere és az altalanositott sordsszeg (rogzitett e = 1/ [(n — 2)m] paraméterre)
mellett — atfogo axiomatikus targyalast adott rola.|Chebotarev| (1994) az altalanositott sordsszeg kimerits
elemzését adta, egy korabbi cikkem pedig a legkisebb négyzetek modszerét vizsgéilta néhany tovabbi
tulajdonsag szempontjabol .

A tanulmany f6 hozzajaruldsa az onkonzisztencia és az ehhez szorosan kapcsolédo tovabbi tulaj-
donsagok megfogalmazasa, valamint a pontozasi eljarasok vizsgalata ezek tiikrében. Utobbiak koziil az
altaldnositott sordsszeg emelkedik ki, kiilondsen bizonyos paramétermegkotések mellett; ez dsszhangban
all |Gonzalez-Diaz et al| (2013) megallapitasaival. A részletes targyalas révén jobban megérthetjiik a kii-
16nb6z6 modszerek viselkedését, az axiomak erejét és kolcsonos kapcesolatukat. Legfontosabbnak a




tétel iizenetét tartjuk: nem lehet olyan pontozési eljarast taldlni, mely egyszerre felelne meg bizonyos lo-
kalis és globalis kovetelményeknek. [Altman és Tennenholtz (2008) egy ehhez hasonl6 allitast fogalmazott
meg irdnyitott grafok esetén, itt azonban joval altalanosabb modellrsl van sz6. Emellett a 3], az [5.1] és
az[5.2] tételek mutatjak az egyes axiomak kozotti atvaltasi lehetSségeket.

A kapott ellentmondésok ugyan negativ eredménynek tiinnek, azonban éppen ezekkel érvelhetiink
a pontszam modszer kiterjedt hasznalata ellen, matematikailag indokolva |Gonzalez-Diaz et al.| (2013])
zaromondatat. Ennek remélhetsleg gyakorlati jelentGsége is lehet. Az egyes sportbajnoksagok szerve-
zG6i, megitélésiink szerint, tulzott mértékben ragaszkodnak a pontszam moédszer alkalmazaséhoz olyan
bajnoksagokban, ahol gyakori a hidnyzé vagy a tobbszords dsszehasonlitds. Ez szamos esetben komoly
problémat okoz, magéara vonva mind a résztvevék, mind az érdekl6dsk kritikadjat; a svajci rendszerd sakk
(csapat)versenyek furcsasagait lasd [Csatd| (2013a); |Gonzalez-Diaz| (2010) munkaiban. Bizonyos monoto-
nitasi tulajdonsagok megsértése szintén szorosan kapcsolodik a vizsgélt tulajdonsagokhoz: a kozelmilt
egyik emlékezetes esete a 2012-es londoni olimpia tollaslabda versenyén tortént meg (Badminton), |2012]).

A cikk felépitése a kovetkezs. A P2l fejezetben definidljuk a modellkeretet, a rangsorolasi problémat
és a pontozasi eljarasokat, bemutatjuk a késébbiekben targyalt konkrét modszereket. A [3] részben olyan
axiomékat vezetiink be, melyek nem kapcsolodnak a térgyalas f6aramaba, viszont a késébbiekben sziik-
ség lesz rajuk. A [l fejezetben az 6nkonzisztenciaval foglalkozunk, belatunk egy lehetetlenségi tételt,
majd végigvessziik a negativ eredmény elkeriilésének potenciélis irdnyait. Az [p| fejezet az 6nkonzisztens
monotonitast elemzi, végiggondolva a meglehetSsen erds implikiciok gyengitését. A [6] fejezet az dnkon-
zisztencia egy természetesnek tiing erGsitését fogalmazza meg. Vegiil a [7] fejezet a f6bb eredményeket
Osszegzi, és felvazol néhany kutatési irdnyt, tovabbfejlesztési lehetGséget.

A tanulmanyban meglehetSsen sok fogalom, definicié és Osszefiiggés jelenik meg, ezek befogadasat,
visszakeresését segithetik a fliggelék tablazatai, melyekben minden allitds mellett megjelenik a tanul-
ményban megadott, vagy a korabbi irodalombél ismert bizonyitas, utébbi hidnyédban ez sajat eredmény-
nek tekinthet6[]

IF cikket magyarul irtam, a késGbbiekben a f&6bb eredmények angol nyelvti publikalaséat is tervezem, ezért a bevezetett
fogalmak mogstt zarojelben mindig ott szerepel a mar hasznalt (hivatkozassal) vagy az altalam alkotott angol terminologia.
Utobbival kapcsolatban minden észrevételt szivesen fogadok.



2. A paros osszehasonlitason alapulé rangsorolas

2.1. A rangsorolasi probléma

Egy (N, A, M) rangsoroldsi probléma harom komponensbdl all: az N = {X;,X5,...X,},n € N
objektumhalmazbol, az A eredménymdtrizbol és az M mérkdzésmdatrizbol. M € R™*™ szimmetrikus,
nemnegativ matrix, m;; az X; és X; objektumok péros dsszehasonlitasanak silyat, jelentGségét (példaul
az Osszehasonlitasok szdmat) tiikrozi. m;; = 0 minden ¢ = 1,2,. .., n-re, az objektumok énmagukkal vett
Osszehasonlitasaival nem foglalkozunk. Legyen d; = 5 X, eN Mij az X; objektum 0Osszehasonlitasainak
szdma és m = maxx, x;en Mi; a két objektum kozotti Osszehasonlitdsok szdménak maximuma. Az
egyszeriség érdekében feltessziik, hogy az M mérkézésmatrix elemei egész szdmok; a kapott eredmények
mindegyike érvényes a folytonos esetben is, viszont helyenként sokkal bonyolultabb jelolések alkalmazasa
valna sziikségessé.

A € R™" ferdén szimmetrikus matrix, azaz a;; = —a;;, ahol —m;; < a;; < myj;. A f64t16 elemeinek
itt sincs szerepe, a;; = 0 minden ¢ = 1,2,...,n-re. (a;; + m;;)/(2m;;) annak esélyeként értelmezhetd,

hogy X; jobbnak bizonyul X;-nél. Az igy definialt rangsorolasi problémék osztalya legyen R.

A multihalmaz olyan halmaz, mely bizonyos elemeket t6bbszor is tartalmazhatﬂ Az X; objektum
ellenfél multihalmaza pontosan annyiszor, m;;-szer tartalmaz minden mas objektumot, ahanyszor X;-vel
Osszehasonlitasra keriiltek: O; = {X; : $X; = m;;}. Az O; ellenfél multihalmaz elemeit az X; objektum
ellenfeleinek nevezziik.

Egy (N, A, M) € R rangsorolasi probléma:

o kiegyensulyozott (balanced), ha d; = d; minden X;, X; € N objektumpérra. Az ilyen rangso-
rolasi problémék osztélya legyen RE(C R).

e round-robin, ha m;; = my minden kiilénbéz6 objektumokbol allo (X;, X;), X; # X; és
(X, X¢), Xj, # X, péarra. Az ilyen rangsorolési problémak osztalya legyen RF C RP(C R).

e silyozatlan (unweighted), ha m;; € {0,1} minden X;, X; € N esetén. Az ilyen rangsorolasi
problémak osztalya legyen RY(C R).

A round-robin rangsorolasi problémak abban az értelemben teljesnek tekintheték, hogy egyetlen paros
Osszehasonlitas sem hidnyzik. A kiegyenstulyozottsag azt jelenti, hogy az ismert 6sszehasonlitasok egyenle-
tesen helyezkednek el a rangsorolasi problémaban. Silyozatlan esetben nem megengedettek a tobbszoros
Osszehasonlitdsok, az A eredménymaétrix szinte teljesen leirja a rangsorolasi problémaét, kivéve, hogy
a;; = 0 egyszerre felel meg a dontetlennek és a hidnyz6 sszehasonlitasnak.

Az M mérkézésmatrix blokk diagondlis (block diagonal), illetve blokk antidiagondlis (block anti-
diagonal), ha létezik az objektumok halmazénak olyan N' U N? = N, N' N N2 =0, [N;| = ny > 1 és
|Na| = ng = n —mnq > 1 particidja, amire:

1 1
M = < My, in,y 0”21X”2 >,i11etve M = ( Onyxna Miyin, >,

2
n2Xni N2 XN anxnl 0n2><n2

ahol az also indexek az (al)matrixok dimenzio6it jelolik (Brozos-Véazquez et al., [2008)).

Az M mérkézésmatrix egy G := (V, E) irdnyitatlan multigréaffal reprezentalhato, ahol a V' csticshalmaz
azonos az N objektumhalmazzal, az X; és X; kozotti élek szdma pedig m;;, tehat az F élhalmaz az
ismert paros Osszehasonlitasok szerkezetét tiikrozi. A G graf X; cstucsdnak fokszama d;, az objektum
Osszehasonlitdsainak szama. G az (N, A, M) rangsorolési probléméhoz tartozd dsszehasonlitdsi multigrdf,
azonban kizarolag M-t6l fligg, a paros Osszehasonlitdsok eredménye nem befolyasolja. A G graf L =
= [éij]i7j:1.27...7n € R™*" Laplace mdtrizéanak elemei (;; = —my;, i # j és {;; = d; minden i = 1,2,...,n-
re. A Laplé,ce matrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit (Mohar, (1991, Theorem 2.1).

2.1. Lemma. Egy (N, A, M) € R rangsoroldsi problémdban az M mérkézésmdtriz akkor és csak akkor
nem blokk diagondlis, ha a G dsszehasonlitdsi multigrdf dsszefiiggd.

Legyen e € R™ a csupa 1l-esbdl all6 vektor, azaz e; = 1 minden ¢ = 1,2,... ,n—reE| Jelolje I € R™*"
az egységmatrixot, melynek f6atlojaban 1-esek, azon kiviil pedig 0-k vannak..
2Ezt fogalmat |(Chebotarev és Shamis| (1998) vezette be az nkonzisztens monotonitas definialdsa céljabol; itt hasonld

szerepet jatszik.
3A tovabbiakban e mindig oszlopvektort, mig e sorvektort jeldl.



2.2. Pontozasi eljarasok

A pontozdsi eljdrds egy f : R — R™ fliggvény, f;(N, A, M) az X; objektum értékelése. Az objektumok
= rangsora az N halmazon értelmezett teljes, reflexiv és tranzitiv binéaris relaci6. Minden f pontozasi
eljaras generél egy rangsort az X; = / X; < f;(N, A, M) > f;(N, A, M) definicié alapjan.

2.1. Definicié. Ardnyossdg: Legyen (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma. Az f*, f* : R — R®
pontozdsi eljdrdsok ardnyosak, amennyiben létezik olyan r > 0 pozitiv konstans, hogy f1(N, A, M) =
= Kkf?(N, A, M). Jelilése f1 ~ f2.

Aranyos pontozasi eljarasok altal generalt rangsorok azonosak.
A kovetkezSkben néhény pontozasi eljarast mutatunk be.

2.2. Definicié. Név mdodszer (fized-order method) (Slutzki és Volig, |2005): fo : R — R™, ahol tetszd-
leges (N, A, M) € R esetén fo;(N,A, M) =1i minden X; € N-re.

A név mobdszer fiiggetlen az eredménymatrixtol, az értékelést az objektumok cimkéje hatarozza meg.

2.3. Definicioé. Egyenlé mddszer (flat method) (Slutzki és Volig, 12005) : f1: R — R™, ahol tetszdleges
(N, A, M) € R esetén fl;(N,A, M) =0 minden X; € N-re.

Az egyenlé modszer szintén fiiggetlen az A eredménymaétrixtol, de minden objektumnak azonos érté-
kelést ad. A név modszerrel egyiitt inkabb technikai célokat szolgal, gyakorlati alkalmazéasuk nem ajanlott.
Bevezetésiik a késébb targyalt tulajdonsagok megértésében nyujthat segitséget.

2.4. Definicié. Pontszdm mddszer (score method) (Borda, |1781);|Copeland, |1951):s : R — R™, ahol
tetszdleges (N, A, M) € R esetén s(N, A, M) = Ae, azaz s; = ZXJ_GN a;j minden X; € N-re.

A pontszam modszert szamitasa miatt sordsszeg (row sum) modszernek is nevezik.

Chebotarev| (1989) néhany, a pontozési eljardsban szerepld fliggvénytsl megkovetelt tulajdonsag se-
gitségével egy parametrikus eljarascsaladot vezetett be, amit egy késébbi cikkben részletesen elemzett
Chebotarev] (1994).

2.5. Definicié. Altaldnositott sorésszeqg modszer (generalized row sum method, GRS) (Chebotarev,
1989): x(g) : R — R", ahol tetszéleges (N, A, M) € R esetén (I +eL)x(e)(N,A, M) = (1 + emn)s, és
€ > 0 egy paraméter.

2.2. Lemma. ¢ = 0 esetén az dltaldnositott sorésszeq modszer azonos a pontszam mddszerrel, x(0) = s.

2.1. Kovetkezmény. A[2.2 lemma alapjin a pontszdm és az dltaldnositott sorésszeg modszerrel kap-
csolatos bizonyitdsok egyszerre kezelhetdk € > 0 megengedésével. Ezt a lehetdséget — killon emlités nélkil
~ t6bbszor is haszndlni fogjuk, példdul a[51]. lemmdban vagy a[3-1] tételben.

2.1. Allitas. A pontszdm és az dltaldnositott sordsszeq modszereknek minden (N, A, M) € R rangsoroldsi
probléma mellett létezik egyértelmi megolddsa.

Bizonyitds. Lasd |Chebotarev| (1994, Property 1). Az I + ¢L matrix tetszleges € esetén invertalhato,
mert a L matrix pozitiv szemidefinit (Mohar, {1991, Theorem 2.1). O

2.3. A legkisebb négyzetek médszere

A rangsorolasi feladat az X; és X; objektumok altal mutatott teljesitmények h,; kiilonbségének
definialasaval statisztikai problémaként értelmezhetd; el6bbit a végss értékelések f;(A, M) — f;(A, M)
eltérésével kozelitjiik. Idealis esetben egyértelmten létezik olyan r € R™ vektor, amire h;; — (r; — ;) = 0.
Mivel n? — n egyenlet és n ismeretlen van, a tokéletes egyezSség nem biztositott, valamilyen becslés
alkalmazasa sziikséges. Kézenfekvs a legkisebb négyzetek modszerének valasztasa:

. 2
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Ezt a megkozelitést round-robin problémakra [Horst| (1932) és Mosteller| (1951) javasolta, [Morrissey
(1955) és |Gulliksen| (1956) terjesztette ki az altalanos esetre, Kaiser és Serlin| (1978) pedig az egyér-
telmd megoldhatosag kérdésével foglalkozott. A feladat ugy is tekinthets, hogy az Osszegzést nem az



objektumok, hanem a mérkGzések (Osszehasonlitdsok) halmazan végezziik, ekkor a célfiiggvényben nem
szerepel stlyozas. h,;; pontos alakja a modell szabadsagfoka, gyakori valasztas a h;; = a;;/m;; definici6
(Gonzélez-Diaz et al[2013)). A tovabbiakban az igy kapott specifikiciot a legkisebb négyzetek modszerének
nevezziik.

Tekintsiik a round-robin esetet. Ekkor az A eredménymatrix azonos a multiplikativ paros dsszehason-
litds matrixszal , amennyiben az utébbi elemenkénti logaritmusait vessziik, igy a legkisebb
négyzetek modszere ekvivalens az LLSM (logarithmic least squares) eljarassal (Crawford és Williams),
[1980; |[De Graan| 1980; |Crawford és Williams|, [1985). Nem teljesen kitoltott paros Gsszehasonlitas matri-
xok (Harker), 1987) esetén ugyanez az ekvivalencia érvényes az LLSM modszer Kwiesielewicz| (1996) és
Bozoki et al.| (2010) 4ltal javasolt kiterjesztésével .

Az optimalitas elsérendd feltételei az r; € R, i = 1,2, ..., n korlatozas nélkiili valtozokkal egy n tagbol
4ll6 linearis egyenletrendszert adnak:

dy —mi2 —mis3 cee TMip—1 —Min 1 S1
—ma2i da —Mma3 cee TM2 -1 —Mman T2 52
—ma1 —Mm32 ds . —Map—1  —M3n T3 53
= b
—Mp—1,1 —Mp-12 —Mp-13 ... dp—1 —Mp—1,n Tn—1 Sn—1
—Mn,1 —Mnp,2 —Mn,3 e TMppn—-1 dn Tn Sn

ahold; =3 x;en Mij az X; objektum &sszehasonlitdsainak szama, mig az (i,7), © # j pozicioban szerepld
elem —my;, az X; és X; kozotti Osszehasonlitasok szdménak ellentettje. A jobb oldalon s; = y ¢y as
az X; objektum pontszama. A bal oldalon szereplé n X n-es matrix a rangsorolasi problémahoz, az M
mérkdzésmatrixhoz tartozé G Gsszehasonlitési multigraf L Laplace matrixa. A célfiiggvény konvexitasa
miatt ez elegendd is a minimalitdshoz.

A fenti feladatnak végtelen sok megoldasa van, mert a célfiiggvény értéke minden r és r + e, B € R
esetén azonos, de ez a rangsort nem befolyasolja. Az értékelések megszokott normalizalasa e r = 0.

2.6. Definici6. Legkisebb négyzetek modszere (least squares method, LS): q : R — R™, ahol tetszo-
leges (N, A, M) € R esetén Lq=s ése'q =0, azaz d;q; — ZX]-GN mi;jq; = s; minden X; € N-re.

A Laplace matrixnak nem létezik inverze, mert sorainak (és oszlopainak) Gsszege nulla, ezért ismét
felmeriil a megoldas egyértelmiiségének problémaja.

2.2. Allitas. A legkisebb négyzetek médszerének q értékeldvektora akkor és csak akkor egqyértelmd, ha a
G dsszehasonlitasi multigrdf dsszefiiggd.

Bizonyitds. A sulyozatlan esetet lasd Kaiser és Serlin| (1978 426. o.) és|Bozoki et al.| (2010, Theorem 4).
Altalanos esetben Bozoki et al| (2013) bizonyitotta, bar [Chebotarev és Shamis| (1999)[220. o.] is
megemliti ezt. O

A feltétel jelentése vilagos: ha talalhato két olyan objektum, melyek sem kozvetleniil, sem kozvetve,
azaz mas objektumokon keresztiil sem hasonlithatok Gssze, akkor nem allithato fel egyértelmii rangsor.
A kovetkez6kben, némi egyszertsitéssel, az (N, A, M) rangsorolasi probléméat dsszefiiggdnek nevezziik,
ha a hozzé tartozd G Gsszehasonlitasi multigraf 6sszefiiggd.

Az egyértelmiiség egy kiegészits feltétellel is biztosithato.

1. Feltevés. Amennyiben az (N, A, M) € R rangsoroldsi probléma G grifja nem dsszefiiggd, bontsuk szét
dsszefliggd komponenseire, majd azokra kilon-kilon hatdrozzuk meg a megolddst, az értékelések Gsszegét
minden esetben nulldnak vdlasztva.

A legkisebb négyzetek modszere szoros kapcsolatban all az altalanositott sordsszeg eljaréssal.

2.3. Allitas. Az dltaldnositott sordsszeg ardnyos a legkisebb négyzetek mddszerével, ha ¢ — oo, mégpedig
lim. o x(g) = mnq.

Bizonyitds. Az aranyossagot lasd |Chebotarev és Shamis| (1998, 326. 0.). ¢ — oo hataratmenetben az
altalanositott sorosszeg (I +eL)x(e)(N, A, M) = (1+emn)s egyenletrendszerének konstans egyiitthatoja
tagjai elhanyagolhatova valnak, ezért lim._, o Lx(¢) = mns = mnLq. O




Vagyis az altalanositott sorosszeg és a legkisebb négyzetek modszere tekinthets tgy, mint a pontszam
egyfajta kiigazitdsa az Osszehasonlitdsi multigraf szerkezetének segitségével, annak Laplace-matrixan
keresztiil, ahol az € paraméter a korrekcidé mértékeét tiikkrozi.

2.1. Megjegyzés. A pontszim, az dltaldnositott sorosszeq, és a legkisebb négyzetek mddszere egy linedris
egyenletrendszer megolddsdt igényli, ezért gyorsan és hatékonyan szamithats (Jiang et al., |2011]).




3. A pontozasi eljarasok néhany tulajdonsaga

Az axiomatikus targyalds normativ megkozelitése szerint elméletileg vonzo kovetelményeket fogal-
mazunk meg, majd megvizsgiljuk, hogy az egyes pontozési eljardsok megfelelnek-e ezeknek. Ezaltal
lathatova valnak a koztiik levs kiilonbségek és hasonlésagok, bizonyos tulajdonsagok elirdsaval pedig
sziikithet6 a szoba johet6 modszerek kore.

Az ebben a fejezetben targyalt axiomak elsGsorban a késGbbi elemzés elGkészitésére szolgalnak.

3.1. Az eredménymatrix és a rangsorok kapcsolata

Az elsé feltétel egy technikai kdvetelmény, mely tobb bizonyitasban is szerepet jatszik.

3.1. Definicié. Zérusdsszegiiség (centering, CNT) (Chebotarev, |1994): Legyen (N, A, M) € R egy
rangsoroldsi probléma. Az f : R — R™ pontozdsi eljirds zérusdsszeqi, ha ineN fi(N, A, M) =0.

3.1. Lemma. A pontszdm, az dltaldnositott sorésszeg, és a legkisebb négyzetek mddszere is teljesiti a
CNT tulajdonsdgot.

Bizonyitds. A pontszam modszerre az A eredménymatrix ferdén szimmetrikus voltabol kovetkezik.
Az altalanositott sorsszeg modszerre (Chebotarev| (1994, Property 2) latta be ezt a tulajdonséagot.
A legkisebb négyzeteke modszerére a definiciobol kdzvetleniil adodik e q = 0 miatt. O

A kovetkez6 két axioma valtozatlan M mérkézésmatrix mellett az A eredményméatrixbol vezet le
bizonyos tulajdonsigokat.

3.2. Definici6. Szimmetria (symmetry, SY M) (Gonzdlez-Diaz et all, |2015): Legyen (N, A, M) € R
egy olyan rangsoroldsi probléma, amire A = 0. Az f : R — R"™ pontozisi eljirds szimmetrikus, ha
filN,A, M) = f;(N,A, M) minden X;,X; € N objektumra.

A szimmetria értelmében egy egymast kiolté eredményekkel jellemezhets bajnoksadgban nem lehet
kiilonbséget tenni az alternativak teljesitménye k6zott. Az azonban nem sziikséges, hogy az objektumok
mérkézéseinek d; szama egyenls legyen. Az axiomat [Young) (1974), illetve |Nitzan és Rubinstein| (1981}
Axiom 4) térlés (cancellation) néven emliti, ott azonban a hianyos 6sszehasonlitdsok nem megengedettek,
ezért d; = d; minden X;, X; € N objektumra.

3.3. Definicié. Megfordithatésdg (inversion, INV ) (Chebotarev és Shamis, |1998; |Gonzdilez-Diaz
et all |2013): Legyen (N,A, M) € R egy rangsoroldsi probléma. Az f : R — R™ pontozdsi eljirds
megfordithats, ha f;(N,A, M) > f;(N,A,M) < fi(N,—A,M) < f;(N,—A, M) minden X;,X; € N
objektumra.

Megfordithatd pontozasi eljaras alkalmazasa esetén az eredmények ellentétesre valtozdsa a rangsor
ennek megfelel6 modosulasdhoz vezet, ami a gy6zelmek és vereségek azonos kezelését jelenti. (Chebotarev
(1994, Property 7) altalanositott sordsszegre vonatkozé hasonlo kévetelménye transzpondlhatésdag (tran-
sposability) elnevezéssel szerepel.

3.1. Kovetkezmény. Ha egy f : R — R”™ pontozasi eljards kielégiti az INV tulajdonsdgot, akkor a
SY M-et is teljesiti.

Bizonyitds. Lasd |Gonzalez-Diaz et al.|(2013). A = 0 miatt A = —A, ezért f;(N, A, M) = f;(N,A, M) &
fi(N,—A,M) = f;(N,—A, M) minden X;, X; € N objektumra. O

3.2. Lemma. A pontszdm, az dltaldnositott sordsszeqg, és a legkisebb négyzetek mddszere is teljesiti
az INV tulajdonsdgot. Sdt, az értékelések eldjele éppen az ellenkezdje lesz, mikdzben abszolutértékik
vdltozatlan.

Bizonyitds. A pontszam modszerre s(N, —A, M) = —Ae = —s(N, A, M).

Az altalanositott sordsszeghez lasd |(Chebotarev| (1994, Property 7). (N, A, M) esetén a megoldando line-
aris egyenletrendszer (I +ecL)x(e) = (1 +emn)s, mig (N, —A, M) mellett (I +eL)x(e) = (1 +emn)(—s).
A legkisebb négyzetek modszere (N, A, M) esetén Lq =s ése' q =0, (N, —A, M) mellett pedig Lq = —s
ése'q=0. O

3.3. Lemma. A pontszdm, az dltaldnositott sorésszeg, és a legkisebb négyzetek mddszere is teljesiti a
SY M tulajdonsdgot.
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3.2. Az irrelevans Osszehasonlitiasok probléméaja

Arrow hires lehetetlenségi tétele (Arrow,|1951) ota a tarsadalmi valasztasok elméletének egyik kézpon-
ti kérdése az irrelevans alternativik hatdsanak vizsgéilata. Az alfejezetben néhany pontozési eljarasokra
vonatkozo, ilyen jellegd tulajdonsagot tekintiink at.

3.4. Definicié. Irrelevins mérkdzésektol valo fiiggetlenség (independence of irrelevant matches,
IIM) (Gonzdalez-Diaz et al., |2013): Legyen f : R — R™ egy pontozdsi eljirds, (N,A,M) € R egy
rangsoroldsi probléma, ahol f;(N,A, M) > f;(N,A, M), X;, X;, Xy, X¢ € N négy kilonbozé objektum,
valamint (N, A', M) € R egy olyan rangsoroldsi probléma, ami azonos (N, A, M)-mel, de a), # axs. Az
f pontozdsi eljdrds figgetlen az irrelevins mérkézésektdl, ha f;(N, A", M) > f;(N, A", M).

ITM esetén minden olyan dsszehasonlitast irrelevans, amely nem érinti a két vizsgalt objektum egyi-
két sem. Ezt a tulajdonsagot Rubinstein| (1980, Axiom IIT), illetve |[Nitzan és Rubinstein| (1981, Axiom
5) fiiggetlenség (independence) néven emliti. |Altman és Tennenholtz| (2008, Definition 8.4) egy némileg
szigorubb axioméat definial Arrow-féle irrelevans alternativaktol valo fiiggetlenségként (Arrow’s indepen-
dence of irrelevant alternatives), a kés6bbiekben azonban ITM tul erésnek fog bizonyulni, ezért ezzel az
irdnnyal nem foglalkozunkﬁ

3.1. Megjegyzés. Az irrelevins mérkdzésektol valo fiiggetlenség n > 4 esetén értelmezhetd.
3.4. Lemma. A pontszim mddszer teljesiti az IIM tulajdonsdgot.
Bizonyitds. Lasd|Gonzalez-Diaz et al.|[(2013). Az s = Ae definicié alapjan s; és s; is fiiggetlen age-t6l. O

ITM a legkisebb négyzetek modszerére is gond nélkiil értelmezhetd, mert a megengedett valtozasok
nem befolyasoljak a G Osszehasonlitasi multigrafot. Erre és az altalanositott sordsszeg eljarasra késébb
fogunk visszatérni (lasd a[4.3] lemmat).

Az ITM axidéma az irrelevans Osszehasonlitdsok halmazanak sziikitésével gyengithets. Ezt az indo-
kolja, hogy a hidnyos és t&bbszoros dsszehasonlitasok miatt az objektumok értékelésének elss kozelitését
jelenté pontszamra jelentGs hatassal lehet az ellenfeleinek ereje (Gonzalez-Diaz et al. |2013): példaul
d; = 1 esetén nyilvan nem mindegy, vajon X; az N halmazbeli legjobb vagy legrosszabb objektummal
lett Gsszehasonlitva. Ehhez sziikség lesz egy, az M mérkézésmatrix szerkezetével kapcsolatos fogalomra.

3.5. Definicié. Makrocsapat (macrovertez) (Chebotarev, |1994)): Legyen (N, A, M) € R egy rangsoro-
ldsi probléma. AV C N objektumhalmaz makrocsapat, ha m;, = m;, minden X;, X; € V és X;; € N\V
mellett.

A makrocsapat objektumainak Gsszehasonlitasai két részre bonthatok. Egyrészt vannak a V' halmazon
beliili kapcsolatok, melyek szama és eredménye tetszéleges lehet, mésrészt a tobbi alternativaval szembeni
Osszehasonlitdsok, melyek szadma a makrocsapat minden tagjara azonos.

3.5. Lemma. Legyen (N, A, M) € RE egy round-robin rangsoroldsi probléma és V. C N az objektumok
egy részhalmaza. Ekkor V. makrocsapat (N, A, M)-ben.

Bizonyitds. Mivel (N, A, M) round-robin rangsoroldsi probléma, m;, = m tetszbleges X;, X; € V-re
és X, € N-re, azaz Xj, € N\ V-re is. O

Itt nem targyaljuk a |Chebotarev| (1994)) altal definialt makrocsapat fiiggetlenség (macrovertex inde-
pendence) axiémétﬂ Ugyanakkor megfogalmazhaté egy mésik, makrocsapattal kapcsolatos tulajdonsag,
amely nagyon hasonlit az irrelevans mérkdzésektsl valo fiiggetlenségre.

3.6. Definicié. Makrocsapat ondllésdg (macrovertex autonomy, MV A): Legyen V- C N makrocsapat
az (N, A,M) € R és az (N, A', M') € R rangsoroldsi problémdkban, ahol a;; = a}; és m;; = m;; minden
{Xi, X;} NV # 0 esetén. Az f : R — R™ pontozdsi eljirés makrocsapat éndllé, ha fi(N, A, M) >
> fi(N,A M) < fi(N,A, M) > f;(N,A", M) minden X;, X; € V-re.

4Altman és Tennenholtz| (2008) lehet6vé teszi, hogy (N, A’, M)-ben az X;-t és X -t érint8 dsszehasonlitasok kimenetele
médosuljon, amennyiben a;, — al, = ajn — a;.h fennall. Az &ltalanositas els lépéseként kézenfekvs lenne megengedni az

X és Xy kOzotti 6sszehasonlitdsok szdmanak valtozasat is.
5Fz az oka a makrocsapat &nallosag ITM-t6] eltérs megnevezésének.
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3.2. Megjegyzés. A makrocsapat dndllosig n < 4 esetén is értelmezhetd, de csak n > 4 mellett jelent
megszoritdst.

MYV A azt koveteli meg, hogy a V' makrocsapaton beliili relativ rangsor legyen fiiggetlen a halmazba
nem tartozé objektumok kozotti Osszehasonlitasok szamatol és eredmeényétsl. Ha csak az N \ V' halma-
zon beliili 6sszehasonlitdsok eredménye moédosulhatna, ITM egyértelmi gyengitését kapnank, hiszen az
Xi, X, Xk, Xy € N négyes nem allhatna tetszéleges kiilonb6z6 objektumokbol. Ezek alapjan kénnyen
megfogalmazhatnank az irrelevans mérkézésektsl vald fiiggetlenség olyan erésitését is, ami megenged-
né az X és X, objektumok kozotti Osszehasonlitdsok szamanak véltozasat; a tulajdonsig neve erds
fiiggetlenség az irrelevins mérkézésektol (strong independence of irrelevant matches, STIM) lehetne. A
pontszam modszer az utdbbit is teljesitené, ebbdl pedig mar kivetkezik MV A. Hasonloan, a makrocsapat
onallosag gyengitheté annyira, hogy I7M-bél adédjon. Ennek ellenére mindkettstél eltekintiink, mert a
késébbi targyalasban nem lesz rajuk sziikség.

3.6. Lemma. Legyen V. C N makrocsapat az (N, A, M) € R és az (N,A’,M’) € R rangsoroldsi
problémdban, ahol a;; = aj; és m;; = m}; minden {X;, X;} NV # 0 esetén. Tegyiik fel, hogy V # N.
Az (N, A, M) € R rangsoroldsi probléma G dsszehasonlitdsi multigrdfiinak az objektumhalmaz V -re valé
sziikitésével kapott GV részgrifja akkor és csak akkor Gsszefiiggd, ha az (N, A', M') € R-hez tartozé GV’
részgrafja is az.

Bizonyitds. A 'V halmazba tartozo cstucsok kozotti élek szama nem véltozhat. O

A lemma értelmében MV A a legkisebb négyzetek modszerére is értelmezhets, ha feltessziik a
vizsgalt rangsorolasi problémahoz tartozé G Gsszehasonlitasi multigraf GV részgrafjanak osszefiiggdségét.
Az (N,A, M) és (N, A’, M') rangsorolasi problémak osszefiiggGsége nem ekvivalens, de az [1] feltevés
elfogadéasaval MV A a legkisebb négyzetek modszerére is értelmezhetd.

Egy makrocsapat 6nallosagot teljesité pontozési eljardsban az X;, X; € N objektumok relativ rang-
sora szempontjabol egy Osszehasonlitds akkor tekinthetd irrelevansnak, ha X; és X; pontosan ugyan-
annyiszor lett 6sszehasonlitva barmely mésik objektummal. Ezt tamasztja ala a kovetkezs eredmény.

3.1. Allitas. Legyen (N, A, M) € R® egy round-robin rangsoroldsi probléma. Ha egy f : R — R"
pontozdsi eljards kielégiti az MV A tulajdonsdgot, akkor az I1M-et is teljesiti.

Bizonyitds. Legyen X;, X;, Xy, X, € N négy kiilénbozs objektum, és (N, A’, M) € R az a round-
robin rangsoroldsi probléma, amiben aj, # are. A lemma értelmében V' = {X;, X;} makrocsapat.
Itt agn = ag;, és mgp = my, minden {Xg, X} NV # 0 esetén, mert {Xy, X} NV = 0, ezért a
makrocsapat 6nallésagbol f;(N, A, M) > f;(N,A,M) & f;(N,A',M) > f;(N,A’,M). Ez éppen az
irrelevans mérkézésektsl valo fiiggetlenségben megkovetelt feltétel. O

A allitasban a forditott irdny nem igaz, mert a makrocsapat 6nallosag lehet6vé teszi, hogy mye
valtozzon, ami ITM-ben nem megengedett. A bizonyitasban fontos szerepet jatszik (N, A, M) round-
robin volta: barmilyen ennél b&vebb osztélyon taldlhato olyan X;, X; € N objektumpér, ami nem alkot
makrocsapatot, igy MV A-bol nem lenne levezethets az irrelevins mérkszésektdl valo fiiggetlenség.

3.1. Tétel. A pontszam, az dltaldnositott sordsszeg és a legkisebb négyzetek madszere is teljesiti az MV A
tulajdonsagot.

Bizonyitds. A pontszam modszerre a definiciobol kovetkezik, mert s;(N, A, M) = s;(N, A’, M) minden
X; € V-re, hiszen a;;, = agh minden X, € N esetén.

Jelolje x; és ) az altalanositott sordsszeg modszer alkalmazasaval kapott értékeléseket az (N, A, M)
és (N, A’, M) rangsorolasi problémékban, valamint legyen s; = s;(N, A, M) minden X; € N-re. Indirekt
modon tegyiik fel, hogy léteznek olyan X;, X; € V objektumok, melyekre x; > z;, de z} < z’, azaz
xh—x; < x; — ;. Legyen zj — x; = maxx,cv(z; — x;) és x, — x, = minx,cv (2] — z;), ekkor x}, —
— T > x’e — x¢. Tekintsiik az Xj, Xy € V objektumokra vonatkozé egyenletek kiilonbségét mindkét

rangsorolasi problémaban:

14¢ Z mn | (T —x0) + € Z Mmpi(Tk — x;) — Z mei(ze — x;) | = (14 emn) (s — $¢);

Xh,¢V X, eV X, eV
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> mwilay =) = Y ma(y — )

X, eV X, eV

1+€kah (x), —xp) +e = (1+emn) (s}, — s),

Xn¢Vv

ugyanis a mindkettében szerepld thiV MErTy €S th v MenTn tagok — V' makrocsapat volta miatt
— azonosak, igy a kiilonbségképzéskor eltiinnek. A két egyenlet jobb oldala azonos, mert a pontszim
modszer makrocsapat 6nallo. Bevezetve a A;j = (v — @) — (v; — x;) jelolést minden X;, X; € N-re, a
mésodik és az els6 egyenlet kiilonbsége:

1+e¢ Z mgn | Ape +€ < Z M A g — Z m&-Ah) =0.

Xn¢V X, €V X;ev

Itt az indirekt feltevés kovetkeztében Agp > 0, tovibba Ag; > 0 és Ay < 0. Emiatt az 6sszeg elsG tagja
porzitiv, a masodik pedig nemnegativ, ami ellentmondasra vezet.

A legkisebb négyzetek modszere esetén ugyanezzel a g, — g = maxx,cv (g, — ¢;) > minx,cv(q] —
— i) = q; — q¢ indirekt feltevéssel éliink. Az altalanositott sordsszeggel analog levezetés végén

> munAre+ | D> mpilgi— Y melg | =0,
Xhan X, eV X; eV
ahol Agp > 0, illetve Ag; > 0 és Ay < 0 ismét ellentmondést eredményez. O

A bizonyitasban kézponti szerepe van az m;, = mj, minden X;, X; € V és X € N\ V mellett
kovetelménynek, ezért MV A tovabb nem erGsithetd.

3.7. Lemma. Legyen (N, A, M) € RE egy round-robin rangsoroldsi probléma. Az dltaldnositott sor-
dsszeg, €s a legkisebb négyzetek mddszere teljesiti az IIM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. A tételbdl és a allitasbol adodik. O

3.3. Kapcsolat a pontszam mobdszerrel

A pontszam modszernek legaldbb harom kiilonbozé karakterizacioja létezik az R® round-robin rang-
sorolasi problémak osztalyan (Young, 1974; Nitzan és Rubinstein|, (1981} Bouyssou, [1992). Ezekre itt
nem tériink ki, csupan annyit jegyziink meg, hogy a felhasznalt axiomak zdme nehezen vitathato, szin-
te természetes kovetelmény. Ugyanakkor a reprezentacios tételek a joval bévebb R osztalyon mar nem
érvényesek, vagy kevésbé elvarhaté a felhasznélt axiomak teljesiilése. Ezért logikusnak tiinik egy olyan
feltétel megfogalmazésa, ami biztositja a pontszam modszerrel azonos eredményt az R halmazon, ezt
fogalmazza meg az aldbbi axiéma.

3.7. Definicié. Pontszdm konzisztencia (score consistency, SCC) (Gonzdilez-Diaz et all,|2013): Le-
gyen (N, A, M) € RE egy round-robin rangsoroldsi probléma. Az f : R — R"™ pontozdsi eljdrds pontszdm
konzisztens, ha f;(N,A,M) > f;(N,A, M) & s;(N,A, M) > s;(N,A, M) minden X;, X; € N-re, vagyis
a pontszdm mddszerrel azonos rangsort ad.

3.3. Megjegyzés. Az dltalanositott sordsszegre |Chebotaret| (1994, Property 3) egy ennél erdsebb tulaj-
donsdgot fogalmazott meg egyetértés (agreement) néven: ha (N, A, M) € R egy round-robin rangsoroldsi
probléma, akkor x(N, A, M) =s(N,A, M).

Egy masik, ennél altalanosabb kivetelmény adhaté a[3.5] lemma alapjan.

3.8. Definicié. Gydzelmek homogén kezelése (homogeneous treatment of victories, HT'V ) (Gonzalezi
Diaz et all,|2013): Legyen V = {X;, X;} C N makrocsapat az (N, A, M) € R rangsoroldsi problémaban.
Az f + R — R™ pontozdsi eljirds homogén mddon kezeli a gydzelmeket, amennyiben f;(N, A, M) >
> fi(N,A, M) < s;(N,A, M) > s;(N,A, M) minden X;, X; € N-re.

Gonzalez-Diaz et al| (2013) a HTV axiéma kimondasdban nem hasznalja a makrocsapat fogalmat.
A makrocsapat 6nallésaghol kévetkezik, hogy f;(N, A, M) és f;(N, A, M) relativ nagysaga fiiggetlen az
Osszes tObbi objektum kozotti Osszehasonlitasok szamatol és eredményétdl.

Mindkét tulajdonsig értelmezhetd a legkisebb négyzetek modszerére, ha elfogadjuk az [1] feltevést,
vagy feltessziik a G Osszehasonlitasi multigraf Gsszefiiggdségét.
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3.2. Kovetkezmény. Ha egy f : R — R" pontozdsi eljards kielégiti a HTV tulajdonsdgot, akkor az
SCC-t is teljesiti.

3.4. Megjegyzés. Az dltaldnositott sorésszegre |Chebotarev (1994, Property 10) egy ennél erdsebb tu-
lagdonsdgot fogalmazott meg dominancia (domination) néven: ha V = {X;, X;} C N makrocsapat az
(N, A, M) € R rangsoroldsi problémdban, akkor

wi(N, A, M) — z;(N, A, M) = % [s:(N, A, M) — s;(N, A, M)], ahol do = d; = dj.
ij

3.2. Allitas. A pontszdm, az dltaldnositott sordsszeg, és a legkisebb négyzetek mddszere is teljesiti a
HTYV tulajdonsdgot.

Bizonyitds. A pontszam modszerre az allitds a definiciobol kovetkezik. Az éaltalanositott sorGsszeghez
lasd a megjegyzést, illetve (Gonzalez-Diaz et al| (2013, Proposition 5.4)-et, a legkisebb négyzetek
modszeréhez pedig (Gonzalez-Diaz et al.| (2013, Proposition 5.3)-at.

Jelolje x; az altalanositott sordsszeg modszer alkalmazéasaval kapott értékeléseket az (IV, A, M) rang-
sorolasi problémaban, valamint legyen s; = s;(IN, A, M) minden X; € N-re. Tekintsitk az X;, X; € V
objektumokra vonatkozé egyenletek kiilonbségét :

1+e¢ Z mMip (.Tz — l‘j) +e€ [mw(mz — l‘j) — mji(xj — :Ez)] = (1 + smn) (Sz — Sj) s
Xn¢V

azaz
1+¢ Z mih+2mij (Z‘z —xj) = (1—|—5mn) (Si—Sj),
XngV

Itt thgv Min + 2my; = d; +my; > 0, ezért x; > x5 & 55 > 5.
A legkisebb négyzetek modszerére — a megfelel6 modositasokkal — ugyanez a gondolatmenet alkal-
mazhato. 0

3.3. Kovetkezmény. A legkisebb négyzetek mdodszerére a[3.4 megjegyzésben jelzett médon HTV tovdbb
erdsithetd: ha V = {X;,X;} C N makrocsapat az (N, A, M) € R rangsoroldsi problémdban, akkor
qi(N,A,M) — q]‘(N,A,M) = [SAN,A,M) — SJ(N,A7M)} /(do +mij), ahol do = dl = dj.

3.8. Lemma. A pontszim, dltaldnositott sorisszeg, és a legkisebb négyzetek mddszere teljesiti az SCC
tulajdonsdgot.
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4. Monotonitas az objektumok teljesitményébdl

Ebben a fejezetben egy, a pontozasi eljarasoktodl elvarhaté monotonitési tulajdonsagot mutatunk be,
mely a ,hasonld” helyzet objektumok sorrendjével kapcsolatos kdvetelményeket fogalmaz meg. Ezutéan
belatunk egy ezzel kapcsolatos lehetetlenségi tételt, majd részletesen elemezziik a kapott eredményt.

4.1. Onkonzisztencia

Bevezetésként egy példan keresztiil vilagitunk ra a tulajdonsag motivaciojara.

1. abra. A példa rangsorolasi problémaja

X

4.1. Példa. Tekintsiik az N = {X1, Xo, X3, X4} objektumhalmazzal adott (N, A, M) € RY siilyozatlan
rangsoroldsi problémdt, ahol:

0 1 1 0 0 1 10 2 -1 -1 0

-1 0 o0 1| _ . |100°1 -1 2 0 1

A=110 0 o0 1| ®M=1 001 ® =] 1 o 2 1

0O -1 -1 0 01 1 0 o -1 -1 2
Az dbrdn ldathato, hogy az (X;,X;) € N x N irdnyitott €l az a;; = 1 (aj; = —1), my; = 1 pdros
dsszehasonlitdst jeloli. Ezt a késobbiekben is haszndlni fogjuk, az a;; = 0 (aj; = —1), m;; = 1-nek

megfeleld (X;, X;) € N x N nem irdnyitott él mellett.

A pontszam mddszer alapjin az objektumok rangsora Xy > (Xo ~ X3) = X4, mert s(N, A, M) =
= [2,0,0, —2]T. A négy objektumhoz tartozoé hat relativ sorrend kézil az Xy = X4 dsszefiiggés tinik a
legkonnyebben indokolhatonak, ugyanis X, és Xy ellenfelei azonosak, O1 = Oy, viszont a2 > a4o €s
a13 > aqsz- Hasonldan érvelhetink az Xo ~ X3 reldcio mellett, hiszen Oy = Oz, és mindkét objektum
azonos eredményt ért el ugyanazon ellenfelek ellen.

Ezt a kovetelményt formalizalja az alabbi axiéma.

4.1. Definici6. Onkonzisztencia (self-consistency, SC) (Chebotarev és Shamis, |1997): Legyen f :
: R — R™ egy pontozdsi eljirds és (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma, melyre az X;, X; € N
objektumok O; és O; ellenfél multihalmazai kézott létezik olyan g : O; < O; kélcsonidsen egyértelmd
megfeleltetés, hogy al), > a?g(k), p=12,...,104 és fi(N,A, M) > fouy(N, A, M), valamint a;, =

= Z‘p(ill aby, €s ajgn) = Z‘poz’l‘ aﬁ.’g(k) minden (X, 9(Xy)) € O; x O; objektumpdr esetén.

Az f pontozdsi eljdrds dnkonzisztens, ha f;(N,A, M) > f;(N,A,M), sét, f;(N,A, M) > f;(N,A, M),
amennyiben az al) > a?g(k) vagy az fr(N, A, M) > fou)(N, A, M) egyenldtlenségek valamelyike szigori
formdban teljesiil.

Az oOnkonzisztencia azt koveteli meg, hogy az egyértelmien nem rosszabb alternativik értékelése
ne legyen kisebb, mig a jobbaké nagyobb legyen. Mikor lehet két objektum kozott ilyen kapcsolatot
talalni? ElGszor az ellenfeleik erejét kell Gsszevetni, amit éppen a vizsgalt rangsorolasi modszer biztosit
(erre utal az O6nkonzisztencia elnevezés). Ez csak akkor lehetséges, ha az ellenfél multihalmazok k6zott
talalhato kolesonosen egyértelmd megfeleltetés. Méasodszor, a nem rosszabb ellenfelei ellen legalabb olyan
eredményesnek kellett lennie.
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4.1. Allitas. Az dltaldnositott sorésszeq és a legkisebb négyzetek mddszere teljesiti az SC tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Lasd (Chebotarev és Shamis, (1998, Theorem 5).

Legyen g : O; <+ O; a definicidban szereplS kolcsondsen egyértelmi megfeleltetés az X;, X; € N
objektumok ellenfél multihalmazai kozott. Jelolje z; az altalanositott sordsszeg moédszer alkalmazaséaval
kapott értékeléseket az (N, A, M) rangsorolasi problémaban, valamint legyen s; = s;(N, A, M) minden
X; € N-re. Irjuk fel az X;, X; € N objektumokra vonatkoz6 egyenletek kiilonbségét :

(rim)—e Y (o rg) = sim s = 3 (a— ae)
XreO; Xr€eO0;

Most air, > ajqr) kovetkeztében s; — s; > 0, valamint xy — z4x) > 0. Emiatt x; > x;, ha pedig valahol
szigort egyenlGtlenség talalhato, akkor xz; > x; is teljesiil. Ezzel tetszbleges € > 0 esetén bizonyitottuk
az 6nkonzisztencia feltételében megkdvetelt implikacié fennéllasat.

A legkisebb négyzetek modszerére — a megfelel6 modositasokkal — ugyanez a gondolatmenet alkal-
mazhato. O

4.1. Megjegyzés. A pontszim mddszerre nem mikiodik a[{.1] dllitds bizonyitdsa, mert ¢ = 0 kévetkez-
tében s; = s; gy is teljesilhet, hogy sy > sg) valamilyen X € O; objektumra.

4.1. Lemma. A pontszdm mddszer megsérti az SC tulajdonsdgotﬂ

4.2. Egy lehetetlenségi tétel

A allitas és a megjegyzés egyiittesen arra utal, hogy létezhet valamilyen kapcsolat a fiig-
getlenségi axiomak (ITM és MV A) és az énkonzisztens monotonitds kozott. Valoban megfogalmazhaté
néhany ilyen eredmény.

4.1. Tétel. Nem létezik olyan f : R — R™ pontozdsi eljirds, amely egyszerre teljesiti az SC és IIM
axiomdakat.

Bizonyitds. A minimalis, n = 4 esetben egy példan keresztiil bizonyitjuk a két tulajdonsag kozott érvé-
nyesils ellentmondast (ennél kisebb méretre I7M nem értelmezhetd).

2. dbra. A példa rangsorolasi problémai

(a) Az (N, A, M) rangsorolasi probléma (b) Az (N, A’, M) rangsorolasi probléma

4.2. Példa. Tekintsik az N = {X1, X2, X3, X4} objektumhalmazzal adott (N, A, M), (N, A", M) € RY
sulyozatlan rangsoroldsi problémdkat @ d@bra), ahol:

000 0 00 0 0 01 0 1
o o0 o0 , oo o o 1010
A=Vo 00 A" =loo o 1|"%M=|¢ 1 ¢ 1

001 0 00 -1 0 101 0

6Nem érthetiink egyet |Chebotarev és Shamis| (1998, Theorem 5) ezzel ellentétes kijelentésével.
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Most O1 = O3 = { X9, X4} s O2 = O4 = { X1, X3}. Tegyiik fel, hogy f 6nkonzisztens és fiiggetlen az
irrelevans mérkézésektdl, valamint fi (N, A, M) > fo(N, A, M). Az ITM axiéma szerint f1(N, A", M') >
> fo(N, A’, M'), mert az X3 és X, kozotti 6sszehasonlitas kimenetele nem befolyasolhatja ezt a relaciot.
Tekintsiik az X; és X5 objektumokat és az (N, A’, M) rangsorolasi problémat. Legyen a go1 : Os
01 kolesonosen egyértelmt megfeleltetésre go1(X1) = Xo és g21(X3) = X4. Mivel ay; = ajy = 0 és
abs = aj, = 0, valamint fi(N, A, M) > fo(N, A", M), ha fs(N, A", M) > fs(N, A", M) is teljesiil,
akkor go; teljesiti az Onkonzisztencia feltételében megfogalmazott kovetelményeket, igy fo(N, A", M) >
> f1(N, A’, M). Az ellentmondas csak gy keriilhets el, hogy fi(N, A, M) > f3(N, A", M).

Tekintsiik az Xo és X4 objektumokat. Legyen a goq : O > Oy kolcsonosen egyértelmd megfelelte-
tésre go4(X1) = X1 €8 g24(X3) = Xs5. Ekkor afy = a); = 0 és 0 = alhy > aljs = —1, igy gos teljesiti az
onkonzisztencia feltételeben megfogalmazott kovetelményeket, fo(N, A’, M') > f4(N, A’, M"). Tekintsiik
az X1 és X3 objektumokat. Legyen a g3; : O3 > O; kolesonosen egyértelmd megfeleltetésre g3 (Xs2) =
= X; és g34(X4) = X4. Ekkor ay = afy =063 1 = a%, > af, =0, igy g31 teljesiti az 6nkonzisztencia
feltételében megfogalmazott kovetelményeket, f3(N, A", M') > fi(N,A’, M'). Tehat az SC tulajdon-
sag fennallasakor fo(N,A',M') > f4(N, A", M") > f3(N, A", M’) > fi(N,A’, M), ami ellentmond az
f1i(N,A' M) > fo(N, A", M") feltevésnek.

Ha f Onkonzisztens és fliggetlen az irrelevans mérkGzésektdl, valamint fi(N, A, M) < fo(N, A, M),
akkor az (N, A, M) rangsorolési problémat vizsgalva a fentivel analdg érveléssel jutunk ellentmondasra,
mert az X; és Xy objektumok helyzete szimmetrikus (N, A, M)-ben és (N, A, M)-ben.

Tegyiik fel, hogy f Onkonzisztens és fiiggetlen az irrelevins meérkézésektdl, valamint fi (N, A, M) =
= fao(N, A, M). Tekintsiik az X; és Xo objektumokat és az (N, A, M) rangsorolasi probléméat. Legyen a
g21 : O2 <> O7 kolesonosen egyértelmi megfeleltetésre gog (X1) = Xa és go1(X3) = Xy Mivel ag; = a2 =
= 0 és ass = a14 = 0, valamint f1(N, A, M) > fo(N, A, M), ha f3(N, A, M) > f4(N, A, M) is fennall,
akkor go1 teljesiti az 6nkonzisztencia feltételében megfogalmazott kovetelményeket, igy fo( N, A, M) >
> fi(N, A, M). Az ellentmondas csak tgy keriilhets el, hogy fi(N, A, M) > f3(N,A, M). Legyen a
g12 : O1 > Oy kolcsonosen egyértelmt megfeleltetés gio(Xa) = X1 és g12(X4) = X3. Mivel a0 = ag =
=0 és aqy = ags = 0, valamint fo(N, A, M) > f1(N, A, M), ha f4(N,A, M) > f5(N,A, M) is fennall,
akkor g1o teljesiti az 6nkonzisztencia feltételében megfogalmazott kovetelményeket, igy f1(N, A, M) >
> fo(N, A, M). Az ellentmondas csak ugy keriilhets el, hogy fs(N, A, M) > f4(N, A, M). Osszegezve,
f3(NaA7M) = f4(NaA7M)'

Az irrelevans mérkdzésektdl valo fiiggetlenség értelmében fi(N, A', M) = fo(N, A", M), mert az X3
és X, kozotti Osszehasonlitas kimenetele nem befolyasolhatja ezt a relaciot. Az el6z6hoz hasonld ér-
veléssel kaphato f3(N,A', M) = f4(N,A’, M), mert abban semmilyen szerepet sem jatszott agy. Az
fi(N, A, M) > fo(N, A’, M) esetben adott érvelés érvényes marad, mert X5 és Xy, illetve X7 és Xj rela-
tiv értékelésének vizsgalatakor sehol sem hasznaltuk ki ezt a tényt. Vagyis fo(N, A', M) > f4(N, A", M) =
= f3(N, A", M) > f1(N, A, M), ami ismét lehetetlen.

Ezzel belattuk, hogy egyetlen pontozési eljaras sem teljesiti egyszerre az SC és II M axiémakat. O

4.2. Lemma. A[[.]] tételben szerepld két tulajdonsdg logikailag fiiggetlen.

Bizonyitdas. Megmutatjuk, hogy koziiliik barmelyiket kivalasztva létezik olyan eljaras, amely ezt kielégiti,
tehat a masikat biztosan megsérti:

SC': éltalanositott sordsszeg és legkisebb négyzetek modszere 1 allitas);

ITM : pontszadm modszer lemma).

O

4.3. Lemma. Az dltaldnositott sorésszeq és a legkisebb négyzetek mddszere nem teljesiti az IIM tulaj-
donsdgot.

Bizonyitds. |Gonzélez-Diaz et al| (2013) egy minimalis (n = 4) példan keresztiil mutatta meg, hogy a
legkisebb négyzetek modszere és az altalanositott sordsszeg rogzitett e = 1/ [m(n — 2)] paraméter mellett
nem fiiggetlen az irrelevans mérkézésektsl. A megallapitas kozvetleniil adodik a allitasbol és a
tételbol. O
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4.2, Megjegyzés. A . tétel eredménye formdlis aldtdmasztdsdt adja a|Gonzdlez-Diaz et al.| (2013)
cikk utolsé mondataban megfogalmazott gondolatnak, miszerint ,So when players have different opponents
(or face opponents with different intensities), I7M is a property one would rather not have.”

A tétel er6sen emlékeztet [Altman és Tennenholtz| (2008)) egyik {6 eredményére. Utobbi az iranyi-
tott grafokon értelmezett rangsorolési eljarasokat vizsgalta axiomatikus szempontbdl, ez a mi modelliink
a;; € {—myj,my;} és m;; € {0,1} korlatozassal definialt alesete. Az erds és gyenge tranzitivitds (strong /
weak transitivity) lényegében az [5| fejezetben bemutatott 6nkonzisztens monotonitasnak felel meg, mig
a rangsoroldsi figgetlenség az irrelevins objektumoktol (ranked independence of irrelevant alternatives,
RITA) egy olyan feltétel, ami szintén egyfajta lokalis tulajdonsdgot kovetel meg a pontozési eljarastol.
Utébbi nehezen terjeszthet6 ki a mi altalanos modelliinkre, és kevéshbé tartjuk relevansnak, mint az I1M
axiomat. |Altman és Tennenholtz| (2008, Theorem 5.1) szintén egy lehetetlenségi eredményt mond ki: az
irdnyitott grafok halmazan nem taldlhat6 olyan rangsorolési eljards, mely egyszerre gyengén tranzitiv és
teljesiti az RITA tulajdonséagot.

A tétel els ranézésre megleps dolgot allit: nem létezik olyan pontozasi eljaras, ami elég érzékeny
az Osszehasonlitasok eredményére és az objektumok rangsorara (6nkonzisztencia), de kdzben az irrelevans
Osszehasonlitasok kimenetelétdl is fliggetlen. Az ellentmondas oka alapvet&en abban rejlik, hogy az elgbbi
egy globalis, a teljes eredménymaétrixot figyelembe vevs feltétel, mig az utobbi a relativ sorrend meg-
hatarozasat a lokalis, helyi struktura vizsgéalatara szikiti le. Ennek figyelembevételével mar nem olyan
varatlan a kapott eredmény.

4.3. A lehetetlenségi tétel Altalanossiganak gyengitése

A tételhez hasonld ellentmondasok esetén alapvetGen két 1t kinalkozik pozitiv iizenetek megfo-
galmazésara: az axiomak gyengébbre cserélése vagy az értelmezési tartomany sziikitése. El6szor kovessiik
a masodik iranyt.

A kiegyenstlyozott rangsorolasi problémak RP osztalya nem jelent elégséges korlatozast.

4.2. Allitas. Legyen (N, A, M) € RE egy kiegyensiilyozott rangsoroldsi probléma. Nem létezik olyan
f:RE = R” pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az SC és IIM axiomdkat.

Bizonyitds. A[1] tételben ellentmondast biztosit6 4.2} példa rangsorolasi problémai kiegyensulyozottak,
mert di = dy = d3 = ds = 2. A tulajdonsagok fiiggetlensége a lemmabol kaphato. O

Ugyanez a helyzet sulyozatlan rangsorolasi problémak esetén.

4.3. Allitas. Legyen (N, A, M) € RY egy silyozatlan rangsoroldsi probléma. Nem létezik olyan f :
: RY — R™ pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az SC és IIM axiomdkat.

Bizonyitds. A[1] tételben ellentmondést biztosit6 [f:2} példa rangsorolasi problémai silyozatlanok, mert
Mz = Mg = Moz = May = 1 & my3 = moy = 0. A tulajdonsagok fiiggetlensége a lemmabol
kaphato. O

Nem jelent megoldast az objektumok szadméanak korlatozasa sem, mert a ellenpélda minimalis
meéretd.
Ellenben round-robin rangsorolasi problémdakra méar mindkét tulajdonsag kielégithetévé valik.

4.4. Allitas. Legyen (N, A, M) € RE egy round-robin rangsoroldsi probléma. Létezik olyan f : R® — R™
pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az SC és I1I M axiomdkat, példdul a pontszam, az dltaldnositott
sordsszeq, €s a legkisebb négyzetek maddszere.

Bizonyitds. A lemma értelmében ezek az eljarasok minden (N, A, M) € R round-robin rangsorolési
probléma esetén azonos sorrendet adnak, SC' és ITM is csak az objektumok relativ értékelését tekinti.
szerint Mindegyikiik fiiggetlen az irrelevans mérkézésektdl (3.7} lemma), és 6nkonzisztens (4.1} allitas).

O

Most nézziik a fliggetlenségre vonatkozo ITM feltétel (részleges) gyengitését.

4.5. Allitas. Létezik olyan f : R — R™ pontozisi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az SC és MV A
axiomdkat, példdul az dltaldnositott sordsszeq, és a legkisebb négyzetek maodszere.
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Bizonyitds. Ezek a pontozasi eljarasok onkonzisztensek (4.1} allitas) és makrocsapat 6nalloak (a
tétel). O

Tehat a makrocsapat ragadja meg ,helyesen” az irrelevancia fogalmat: a tobbiek ko6zotti mérkézések
akkor szamitanak ilyennek a két vizsgalt objektum tekintetében, ha ugyanannyiszor lettek 6sszehasonlitva
azokkal.

Utoljara maradt az SC tulajdonsig finomitasa. Elsgként probalkozzunk a szigoru egyenlGtlenség
elhagyésaval.

4.2. Definicié. Gyenge onkonzisztencia (weak self-consistency, WSC): Legyen f : R — R™ egy

pontozdsi eljdrds és (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma, melyre az X;, X; € N objektumok O; és

O; ellenfél multihalmazai kozétt létezik olyan g : O; < O; kdlcséndsen egyértelmi megfeleltetés, hogy
2 . O,, 2

aPk > a?g(k)’ p=12,..., |Oz| €s fk(NaAvM) > fg(k)(N7 AaM); valamint a;, = ZL:ll a?k €8 Ujg(k) =

7

= ZLO:GI a?g(k) minden (X, g(Xi)) € O; x O; objektumpdr esetén.

Az f pontozdsi eljdrds gyengén onkonzisztens, ha fi(N, A, M) > f;(N, A, M).

4.1. Kovetkezmény. Ha eqy f : R — R™ pontozdsi eljirds kielégiti az SC tulajdonsdagot, akkor a
WSC-t is teljesiti.

4.4. Lemma. Az dltaldnositott sorisszeg, és a legkisebb négyzetek mdodszere kielégiti a W SC' axiomdt.
4.5. Lemma. A pontszdm mddszer teljesiti a W SC tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Ha az X;, X; € N objektumokra fennll az ¢nkonzisztens monotonitadsban megkovetelt fel-
tétel, akkor

SZ‘(N,A,M)Z Z aikZ Z ajg(k)ZSj(N,A,M).
X,€O0; 9(Xx)€0;

O

4.6. Allitas. Létezik olyan f : R — R™ pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti a WSC és IIM
azriomdkat, példaul az eqyenld, és a pontszdam mddszer.

Bizonyitds. Az egyenl6 modszer fliggetlen az irrelevans mérkézésektdl, emellett teljesiti a gyenge énkon-
zisztenciat is, mert utébbi sohasem zarja ki két objektum értékelésének azonossagat.
A pontszém modszerhez lasd a 3.4l (ITM) és a (WSC) lemmat. O

A allitas szerint az egyenlé moédszer kielégiti a WSC és az IIM tulajdonsigokat. Ez az eljaras
nem igazan fogadhato el gyakorlati célokra, mert teljesen filiggetlen az A eredménymaétrixtdl, tehat az
SC tulajdonsag ezen gyengitése til erdsnek bizonyult.

4.3. Definicié. Kvdzi 6nkonzisztencia (quasi self-consistency, QSC): Legyen f : R — R™ egy ponto-
zdsi eljards, (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma, melyre az X;, X; € N objektumok O; és O; ellenfél
multihalmazai kozott létezik olyan g : O; <> O; kilesondsen egyértelmi megfeleltetés, hogy al), > a?g(k),
p=12,...,]104 és fr(N,A, M) > fou)(N, A, M), valamint a; = ZLZHI ab, €s ajg) = ZLO:JJ a?g(k)
minden (X, g(Xy)) € O; x O; objektumpdr esetén.

Az f pontozdsi eljdards kvdzi dnkonzisztens, amennyiben f;(N, A, M) > f;(N,A, M), sét, fi(N,A, M) >
> fi(N,A, M), ha az af), > a?g(k) vagy az fr(N, A, M) > fyu)(N, A, M) egyenlétienségek valamelyike
minden p = 1,2, ...,]0;|-ra szigori formdban teljesiil.

4.2. Kovetkezmény. Ha egy f : R — R"™ pontozdsi eljards kielégiti az SC tulajdonsdgot, akkor a QSC-t
is teljesiti.

Ha egy f: R — R™ pontozdsi eljdrds kielégiti a QSC' tulajdonsdgot, akkor a W SC-t is teljesiti.

4.6. Lemma. Az dltaldnositott sorésszeq, és a legkisebb négyzetek mddszere teljesiti a QSC tulajdonsdgot.
4.7. Lemma. A pontszdm mddszer nem teljesiti a QSC tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Ellenpéldat adunk n = 4 esetén.
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3. dbra. A példa rangsorolasi problémaja

4.3. Példa. Tekintsik az N = {X1, X2, X3, X4} objektumhalmazzal adott (N, A, M) € RY siilyozatlan
rangsoroldsi problémadt (@ dbra), ahol:

000 0 000 1 1 0 0 -1
00 0 o loo1o0 -1 1 0 o0
A=1000 1| 8M=|y 1 ¢ 1| m=Ll=] g 5 5
001 0 101 0 1 0 -1 2

Itt O1 = {X4} és Oy = {X3}. A két multihalmaz kdzétt csupan egyetlen g : O; <> O; kolcséndsen
egyértelmd megfeleltetés létezik, a g(X4) = X3. A pontszam modszerre s1(N, A, M) = 0 = so(N, A, M),
azonban X; és X kozott fennall a QSC tulajdonsidgban megkovetelt feltétel, mert a1q4 > ag3 és 1 =
= s4(N, A, M) > s3(N, A, M) = —1. Ekkor teljesiilnie kellene az s;(N, A, M) > s3(N, A, M) egyenl&t-
lenségnek. Ezzel ellentmondéshoz jutottunk, a pontszam modszer nem kvazi 6nkonzisztens. O

4.4. Metsz6 kiegyensilyozottsag

A kvézi 6nkonzisztencia és az irrelevans mérkdzésektdl valo fiiggetlenség axioméakat egyszerre kielégits
pontozasi eljarasokkal kapcsolatban egyelére nem tudtunk a [.1] tételhez és a .6 allitashoz hasonlo
eredményt megfogalmazni. Ehhez sziikség van egy tjjabb tulajdonsag, majd ennek altaldnositott valtozata
bevezetésére, amit az alabbi példa indokol.

4.4. Példa. [Chebotarev és Shamis (1999, Fig. 1) alapjin] Tekintsik a. példat, melyben O = {X4},
0s = { X3}, O3 = { X3, X4}, és Oy = {X1, X3}, dgy az dnkonzisztencia dltal megkovetelt implikdciok :

¢ f4(N7A7M) Zf3(N7AaM) j.](‘1(]Va‘47]\/[) ZfQ(NaAyM)7 és
f3(N7A7M) Zf4(N7AaM) :>f2(N7A7M) Zfl(NaAvM)

A gio: 01 ¢ Oz, g12(Xy) = X3 és a go1 : Oz > O1, g21(X3) = Xy kélesondsen egyértelmi
megfeleltetések alapjdin.

o [fi(N,A, M) > fo(N, A, M) és fs(N, A, M) > f4(N, A, M)| = fo(N,A, M) > f5(N,A, M) és
[fl(NaA’M) > f4(NaA’M) és f3(N7A’M) > fZ(NvA’M)] = f4(N7A7M) > fS(NvA’M)

A ga3: O4 < O3, ga3(X1) = Xo, €s ga3(X3) = Xy, illetve a gj3 : Oy > O3, g43(X1) = Xy, és
943(X3) = Xo kélcsiondsen egyértelmi megfeleltetések alapjdn.

o Az elsd csoport két implikdcidja szigoriu formdban is felirhato :
f4(N,A,M) > f3(N,A,M) = fl(N,A,M) > fg(N,A,M), és
f3s(N,A, M) > f4(N, A, M) = fo(N, A, M) > f1(N,A, M)

Vagyis Xo = X3 = X4 = X1 egy, az onkonzisztencia teljesiilése mellett lehetséges rangsor. Ez a kivetkezd-
képpen lenne magyardzhato. Tegyik fel, hogy a négy objektum négy sakkozo, az dsszehasonlitdsok egymds
elleni mérkdzéseik eredményét tikrozik. Ha valamilyen kiilsé forrdsbol ismert, hogy Xo a vildgbajnok, a
mdsik hdrom pedig amatdr jatékos, akkor az elsd helyezett kiléte nem meglepd. X3 vilagbagnok ellen elért
dontetlene kivdlo eredmény, amire X4 nem lett volna képes, igy az utobbitol elszenvedett vereség ellenére
X3 = Xy. Végil X, és Xy dontetlent jdatszott eqgymdssal, utébbi azonban rendelkezik egy gydzelemmel.
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Ugyanakkor a példaban megadott lehetséges rangsor furcsanak tinik, mert X3 a lehets leg-
rosszabb eredményt érte el X, ellen. Ezt kezeli a bemutatandé tulajdonsag, amihez azonban némi el6-
készités sziikséges.

4.4. Definicié. Domindns halmaz (dominant set): Legyen (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma.
A D C N objektumhalmaz domindns halmaz, ha a;; = m;; minden X, € D és X; € N\ D esetén.

tiik el, mert az el6bbivel ellentétben a dominans halmaz nem az M mérk6zésmatrixtol, hanem az A
eredménymaétrixtol fiigg. Tehat a domindns halmazon kiviili objektumoknak nincs esélyiik a D-beliek
legy6zésére. Ebbd] szinte természetesen adddik az alabbi, egyébként meglehetGsen gyenge kovetelmény.

4.5. Definicié. Metszd kiegyensilyozottsdg (splitting balance, SB) (Chebotarev és Shamis, |1999) :
Legyen D C N domindns halmaz az (N, A, M) € R rangsoroldsi problémdban. Az f : R — R™ pontozdsi
eljgrds metszd kiegyensilyozott, ha léteznek X; € D és X; € N\ D objektumok, melyekre f;(N, A, M) >
> fj (N7 Aa M)

Chebotarev és Shamis| (1999) a metsz6 kiegyensilyozottsdgot a domindns halmaz fogalma nélkiil defi-
niédlja, szamunkra azonban, jelentds részben a kés6bbi targyalds megkonnyitése érdekében, egyszeribbnek
tlnt ezen az tton. A metsz6 kiegyensulyozottsag tehat kizarja, hogy a dominans halmaz minden objektu-
ma a rajta kiviiliek mogott végezzen. Eszerint a[f.4] példaban SB teljesiilése esetén Xo = X5 > X4 ~ X
nem lehetséges, mert max{fi(N, A, M); fa(N, A, M)} > min{ fo(N, A, M); f3(N, A, M)}.

Egy ennél erésebb, a dominans csapattal kapcsolatos axiéma az alédbbi.

4.6. Definicié. Erds metszd kiegyensilyozottsag (reinforced splitting balance, RSB): Legyen D C
C N domindns halmaz az (N, A, M) € R rangsoroldsi problémdban, jelolje D™ = {X,; € D : 3X; € N'\
\ D, amire m;; >0} C D és D™" = {X; € N\ D:3X; € D, amire m;; >0} CN\D. Az f : R - R"
pontozdsi eljdrds erdsen metszd kiegyensilyozott, ha 3« .p fi(N, A, M) > ZX]_GN\D [i(N, A, M) vagy
maxx,epmax fi(N, A, M) > miny, e pmin fj(N, A, M).

RSB azt koveteli meg, hogy a dominans halmazban szerepld objektumok értékeléseinek Gsszege meg-
haladja a rajta kiviiliekét, vagy a két csoport kozotti maximélis mértéki Osszehasonlitasokkal érintett
objektumok kozott legyen olyan D-beli, amelyik a rangsorban megel6zi valamelyik nem D-beli ilyen
objektumot. Ebbdl az elébbi tiinik természetesebbnek, azonban fennalldsa nem garantalhato, ha D és
N\ D szamossaga jelentGsen eltér. Az axioma elsGsorban technikai célokat szolgal, ez teszi lehetévé
a tételben az ellentmondas megteremtését, ugyanakkor az elirt feltételek egyike sem tiinik teljesen
indokolhatatlannak.

Még szamos egyéb, hasonlé jellegl tulajdonsag definialhaté lenne, nekiink azonban csak ezekre lesz
sziikségiink a tovabbiakbanm

4.3. Kovetkezmény. Ha egy f : R — R" pontozasi eljards kielégiti az RSB tulajdonsdgot, akkor SB-t
is teljesiti.

Bizonyitds. Indirekt modon: ha f;(N, A, M) < f;(N, A, M) minden X; € D és X; € N\ D objektumra,
akkor maxx,ep fi(IN, A, M) > miny ¢ pc(nv\p) fi(N, A, M) sem teljesiilhet. O

4.2. Tétel. A pontszim, dltaldnositott sorésszeq, és a legkisebb négyzetek mddszere is teljesiti az RSB
tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Jelolje x; az altalanositott sorosszeg modszerrel kapott értékeléseket az (N, A, M) rangsorola-
si probléméaban, valamint legyen s; = s;(N, A, M) minden X; € N-re. Tekintsiik az X; € D objektumokra
vonatkozoé egyenletek Osszegét :

in+5 Z mi;(x; — xj) :(1+€mn)Zsi:(1+smn)Z Z ms; > 0.

X, €D XJEN\D X,eD XriEDXjEN\D
"Példaul a metsz§ kiegyensilyozottsag egyik természetes, RSB-nél gyengébb kiterjesztését jelentené olyan X; € D és

X; € N\D objektumok létezésének megkdvetelése, melyekre f; (N, A, M) > f;(N, A, M). Szamos ehhez hasonlé megoldassal
probalkoztunk, azonban a@ definiciéban szerepls bizonyult az egyetlen olyannak, amellyel érvényes a@ és a@ tétel.
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Az egyenlétlenség jobb oldalédn

E T +¢€ E myj(x; —xj) | < g T;+¢ E mij( max x; — min xj> ,
XierIlax XJEDmln

X;eD X;€N\D X;eD X, €Dmin

mert m;; = 0 minden X; € D\ D™ és X; € N\ (DU D™") esetén. Ebb6l azonnal adédik az erds
metsz6 kiegyensulyozottsag kovetelménye, mert két nempozitiv szam Osszege nem lehet pozitiv.

A legkisebb négyzetek modszerére — a megfelel6 modositasokkal — ugyanez a gondolatmenet alkal-
mazhato. O

4.3. Megjegyzés. A |{.2 tétel bizonyitdsa szerint a pontszdm mddszer esetén 3y .p fi(N, A, M) >
> ZXfeN\D [i(N, A, M), a legkisebb négyzeteknél maxx,cpmax fi(N, A, M) > minx,cpmin f;(N, A, M)
fog fenndllni, mig az dltaldnositott sorésszegnél akdr mindkét eldirds teljestilhet.

4.8. Lemma. A pontszdm, dltaldnositott sordsszeg, és a legkisebb négyzetek mddszere teljesiti az SB
tulajdonsdgot.

A kvazi 6nkonzisztenciaval szintén kimondhaté egy, a tételhez hasonl6 lehetetlenségi eredmény,
ehhez azonban sziikség van az RSB tulajdonsagra is.

4.3. Tétel. Nem létezik olyan f : R — R™ pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az RSB, QSC, és
IIM azxiomdkat.

Bizonyitds. A minimalis, n = 4 esetben a példa segitségével bizonyitjuk a harom tulajdonsag kozott
érvényesiil§ ellentmondast (ennél kisebb méretre I7M nem értelmezhetd).

4. dbra. A példa rangsorolasi problémai

(a) Az (N, A, M) rangsorolasi probléma (b) Az (N, A’, M) rangsorolasi probléma

4.5. Példa. Tekintsiik az N = {X1, Xo, X3, X4} objektumhalmazzal adott (N, A, M),(N, A", M") € RY
stulyozatlan rangsoroldsi problémakat (@ d@bra), ahol:

00 0 0 000 0 000 1
oo 0 o , 1o oo o o loo 10
A=1lo 0 0o 10" =looo0 aa|"%MM=|0g 1 01

00 -1 0 001 0 101 0

Itt Ol = {X4}7 02 = {X3}7 03 = {X27X4} és 04 = {XlaXB}' Ha fl(NaAvM) > fQ(NaAvM)J akkor
ITM koévetkeztében f1(N, A", M) > fo(N, A", M), ezért fy(N, A", M) > f3(N, A", M). Ellenkez esetben
ugyanis létezik go1 : Oz <> O1, go1(X3) = X4 kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés, ami teljesiti a (kvazi)
onkonzisztencidban megkovetelt feltételeket, igy f1 (N, A", M) < fo(N, A’, M), ami ellentmondas. Tehat
fi(NJA' M) > fo(N, A, M) és fo(N, A", M) > f3(N, A, M), ezért nem teljesiil a(z erds) metsz6 kiegyen-
stilyozottsagban elSirt max{ fo(N, A’, M); f3(N, A’, M)} > min{ f1 (N, A', M); f4(N, A’, M)} egyenlGtlen-
ség. Hasonlé modon kaphato fo(N, A, M) > f1(N, A, M) lehetetlensége, miutan ebbdl f3(N, A, M) >
> f2(N, A, M) adodik.
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Legyen f1(N,A, M) = fo(N, A, M). Ha f4(N, A, M) > f3(N, A, M), akkor a gi2 : O1 <> O3, g12(X4) =
= X3 kolcsonosen egyértelmi megfeleltetéssel a kvazi 6nkonzisztenciabol fi(N, A, M) > fo(N, A, M),
ami ellentmondas. Ha pedig f3(N, A, M) > f4(N, A, M), akkor a go1 : Oy <> O1, g21(X3) = X4 kolcso-
nosen egyértelmii megfeleltetéssel a kvazi onkonzisztenciabol fo(N, A, M) > fi1(N, A, M), ami szintén
lehetetlen.

Vagyis csak fi(N,A, M) = fo(N,A, M) és fs(N, A, M) = f4(N, A, M) fordulhat el§, ekkor viszont
nem teljesiil az RSB altal megkovetelt f1(N, A, M) + fo(N, A, M) > fo(N, A, M) + f3(N, A, M) és az
fa(N, A, M) > f3(N, A, M) egyenl6tlenség sem. Ezzel végleg ellentmondasra jutottunk, a harom axiéma
egyszerre nem elégithetd ki. O

4.4. Megjegyzés. Az[5.3 tételben szerepld hdarom tulajdonsdg logikai figgetlenségéhez azt kellene meg-
mutatni, hogy kozilik barmely kettét kivdlasztva létezik olyan eljdrds, amely ezeket kielégiti, igy a har-
madikat biztosan megsérti:

RSB és QSC': dltaldnositott sordsszeq és legkisebb négyzetek mdodszere . tétel és . lemma);
RSB és IIM : pontszdim maodszer . tétel és . lemma) ;

QSC és IIM : ismeretlen, de az a sejtésiink, hogy taldlhato ilyen eljdrds.

Amennyiben létezik a QSC és IIM tulajdonsdgokat kielégité pontozdsi eljdirds, a[f.5 példa szerint ez
csak meglehetdsen szokatlan lehet. Ugyanis az erds metszd kiegyensilyozottsig hidnydban f1(N,A’, M) >
> fQ(NaA/aM) és f4(N7A/aM) > f3(N7A/aM); vagy fl(NaA7M) < fQ(NaAaM) és f4(N7A3M) <
< f3(N,A, M), vagy fL1(N,A, M) = fo(N,A, M) és f3(N,A, M) = f4(N, A, M), melyek mindegyike az
intuicioval ellentétesnek tinik.

Az lehetetlenségi tétel mar kevésbé emlékeztet |Altman és Tennenholtz (2008) eredményeire. Az
ott definiélt erds tranzitivitas (mely tobbé-kevésbé az 6nkonzisztens monotonitasnak feleltetheté meg)
és az RITA axiomék ugyan ellentmondanak egymasnak, de a QSC-nél ergsebbnek tekinthets kvazi erds
tranzitivitds mar a rangsorolasi fiiggetlenség az irrelevans objektumoktol axiomaval egyiitt is kielégithetd.
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5. abra. Az példa rangsorolasi problémaja

5. Kiterjesztett monotonitas az objektumok teljesitményébdl

A tétel alapjan az onkonzisztencia fontosabb kévetelménynek tiinik, mint az irrelevans mérks-
zésektdl vald fiiggetlenség, mert a teljes rangsorolasi probléma vizsgalatakor nem feltétlentil célszerd az
objektumok lokéilis eredményeire tamaszkodni, ahogy azt az ITM axioma elGirja. Ezért ebben a fejezet-
ben, a kapott ellentmondas ellenére, az SC' tulajdonsag kiterjesztéseivel foglalkozunk.

5.1. Onkonzisztens monotonitas

5.1. Megjegyzés. Az dnkonzisztencia csak akkor jelent megszoritdst az X; és X; objektumok sorrend-
jével kapcsolatban, ha |O;| = |O;|, mert ellenkezd esetben az utdbbiak kozott nem létezhet kolcsondsen
egyértelmi megfeleltetés.

Az megjegyzés szerint SC hatokore meglehetGsen korlatozott, ahogy azt mér a [£4] példaban
lathattuk. Az 6nkonzisztencia tovabbi erdsitésének iranya azonnal adddik, ha felidézziik, hogy az A ered-
ménymatrixban szerepl$ értékek az a;; € [—m;j;, m;;] moédon korlatozva voltak. Emiatt két objektum
Osszevetésekor ellenfeleik egymassal valo Gsszehasonlitasa elhagyhatd, ha a paros Gsszehasonlitis kime-
netele valamelyik extrémumot veszi fel. Ismét egy példaval illusztraljuk az otletet.

5.1. Példa. Tekintsik az N = {X1,...,X10} objektumhalmazzal adott, az[5 dbrin lathats (N, A, M) €
€ RY siilyozatlan rangsoroldsi problémiit.

Tegyiik fel, hogy X3 = X4 és X¢ = X7 (ez lehet valamilyen kiilsé informdcio, vagy akdr a pontozdsi
eljardsbol kapott eredmény). Ekkor Xy egyértelmien jobbnak tinik Xo-nél, mert eqy X3 elleni vereség
kedvezdbb eqy X4 elleninél, eqy Xg elleni gydzelem tobbet ér eqy X7 elleninél, és az X5 elleni gydzelem
biztosan tobbet ér egy vele szembeni vereségnél. Ezenkivil X, egy-eqy gydzelemmel, mazximalis ardnyi
pdros dsszehasonlitdssal rendelkezik Xg-cal és Xg-cel szemben, Xo viszont a lehetd legrosszabb eredményt
érte el X1g ellen. Osszefoglalva, ebben a helyzetben az f : R — R™ pontozisi eljardstol logikusnak tinik
az X1 > Xo reldcid, vagyis az f1(N, A, M) > fo(N, A, M) szigori egyenlétlenség megkdvetelése.

Az példa iizenete vildgos: ha X; legalabb olyan jo, mint X;, akkor X; nem el6zheti meg a
rangsorban X;-t, tovidbba, amennyiben a relacié szigorinak tekinthetd, a kapott sorrendben déntetlen
sem allhat fenn a két objektum kozott. Ezt fogalmazza meg az alabbi axiéma. A definicié meglehetGsen
nehézkes, mert eredetileg olyan modellekre javasolték, ahol az (N, A, M) rangsorolési probléma m darab
salyozatlan rangsoroléasi probléma Osszegeként all eld.

5.1. Definici6. Onkonzisztens monotonitds (self-consistent monotonicity, SCM ) (Chebotarev és
Shamisl, |1997) : Legyen f : R — R™ egy pontozdsi eljdrds és (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma,
melyben az X;, X; € N objektumok O; és O; ellenfél multihalmazaira :

24



T OP** C O; és ayy, =ml, minden X;, € O"**-ra, ha X}, pontosan m/, -szor szerepel O}***-ban;
T O;-“in C Oy és a;-k = —m;k minden X, € O;-nin—re, ha X, pontosan m;-k—szor szerepel O;-nin—ben;
t létezik g : (0; \ OF™) < (O; \ OF™) klesindsen egyértelmi megfeleltetés, hogy aly, > a?g(k),

p=12,...,]0;\O" és fr.(N, A, M) > fou)(N, A, M), valamint a;), = aj, + ZLZH\O;MX' a?

ik
. |O”\Ol’nin| . max min :
€8 Qjo(ky = Wiy T 2por | gy minden (Xy, (X)) € (05 \ OF™) x (05 \ OF™) objek-

tumpdr esetén.

Az f pontozdsi eljirds onkonzisztens monoton, ha f;(N,A, M) > f;(N,A M), sét, f;(N,A, M) >
> f;(N,A, M), amennyiben az af) > a?g(k) vagy az fr(N, A, M) > fyu)(N, A, M) egyenltlenségek
valamelyike szigori formdban teljesil, vagy OF** #£ (), vagy O;-“i“ £ ().

5.1. Kovetkezmény. Ha egqy [ : R — R" pontozisi eljdards kielégiti az SCM tulajdonsdagot, akkor az
SC-t (kovetkezésképp a QSC-t és a WSC-t) is teljesiti.

5.1. Lemma. A pontszdim mddszer nem teljesiti az SCM tulajdonsdgot.

5.2. Lemma. Ha az X;, X; € N objektumokra fenndll az énkonzisztens monotonitdsban megkdvetelt
feltétel, akkor s;(N, A, M) > s;(N, A, M)+ | OF** | + | O;“i“ l.

Bizonyitds. Legyen s; = s;(N, A, M) minden X; € N-re. A definici6 alapjan

8 = Zaik: Z aik + Z aip = Z 1+ Z aip >

X, €0; Xj,€Omax X,€0;\Omax X, eOmax X, €0,\Omax
= [O™ |+ Z aie >| O | + g ajo — g 1+ O™ >
X[EOi\O;nax X,€0; \O.Iinin Xkeoylin
> |OP™ |+ D0 e+ Y awk | O = st | OFY [ OF ]
XkEO;T“i" X(gEOj\O;“i’“

5.2. Példa. A[[.] példiban SCM fenndllisakor megjelend tovabbi feltételek:

¢ fl(N7A7M) Z f2(N7AaM) = f4(NaA7M) > f3(NaA7M)
Az Oflnax = Xg, Oénin = X4, ga3 (04 \ Oflnax) s (03 \O:r))nin), g43(X1) = X2 vdlasztdssal. Ez
azonban nem jelent 1ijabb megszoritdist, mert az onkonzisztencidbol

[fl(N7AaM) > fQ(NaAaM) és f3(NaA>M) > f4(NaA>M)} = f4(N7A7M) > f3(N7AaM)7

ami kizarja f1(N,A, M) > fo(N, A, M) és fs(N,A, M) > fs(N, A, M) egyiittes fenndlldsdt.

o fi(N, A, M) = f4(N,A, M) = f4(N,A, M) > f1(N,A,M) és
fl(N7A7M) Z f3(N7A7M) = f4(NaA7M) > fQ(NaAvM)
Az O™ = X3, gun 1 (04 \ OF™) < O1, gu(X1) = Xy, illetve az OF*™ = X3, g2 :
2 (04 )\ OF*) <> Og, ga2(X1) = X3 vdlasztdssal.

o fa(N,A,M) > foa(N, A, M) = fi(N, A, M) > f3(N, A, M) és
f3(N7A7M> Z f2<N7A7M> = fQ(N’A7M) > f3(NaA7M)
Az O:r))nin ~= X4, g13 : 01 A d (03 \Ognin), glg(X4) = Xl, illetve az O:r))nin = X4, g23 02 <
(03 \ OF™), g23(X3) = X, vdlasztdssal.

Ezekbol f4(N, A, M) > f1(N,A, M) és fo(N,A, M) > f3(N,A, M), igy az onkonzisztens monotonitds
sem zarja ki a Xo = X3 = X4 = X1 rangsort. Vagyis az onkonzisztens monotonitds az énkonzisztencidndl
erdsebb kovetelmény, hiszen lehetdvé teszi kilonbézd fokszami objektumok dsszevetését, de ebbdl sem
kovetkezik a metszd kiegyensilyozottsdg.

5.1. Allitas. A legkisebb négyzetek mddszere nem teljesiti az SCM tulajdonsdgot.
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6. abra. Az példa rangsorolasi problémaja

Bizonyitds. n = 4-re lasd |Chebotarev és Shamis| (1999), Proposition 10). Ennél kisebb ellenpéldat adunk.

5.3. Példa. Tekintsiik az N = {Xy,Xo, X3} objektumhalmazzal adott (N, A, M) € RY silyozatlan
rangsoroldsi problémdt (@ dbra), ahol:

0 0 2 0 0 2 2 0 =2
A= 0 0 1 (,ésM=]0 0 11|, azazL = 0 1 -1
-2 -1 0 2 1 0 -2 -1 3

Legyen O = {X3} # 0, igy O1 \ O = O9 = {X3}, valamint g(X3) = Xs5. Azonban a3 —mf; =
=2—1=dl5 > afs = azs = 1, igy fennéllnak az dnkonzisztens monotonitasban szerepld implikicio
feltételei. Ekkor ¢ (N, A, M) > ¢2(N, A, M), vagyis X1 = X3. A legkisebb négyzetek modszerével kapott
értékeldvektor viszont q = (1/3)[1,1,-2]", azaz X; ~ X,. O

5.2. Megjegyzés. Legyen n = 2. Ekkor a legkisebb négyzetek mddszere teljesiti az SCM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Ekkor minden rangsorolasi probléma round-robin, a[3.8] lemma szerint a legkisebb négyzetek
modszere aranyos a pontszam modszerrel. Az lemma értelmében, ha az X;, X; € N objektumokra
fennéll az 6nkonzisztens monotonitasban megkdvetelt feltétel, akkor s;(N, A, M) > s;(N, A, M). O

5.2. Kovetkezmény. Az[5.3 példa minimdlis méretd.

Az[5.3] példaban SCM megsértésének oka az, hogy a legkisebb négyzetek modszere nem képes figye-
lembe venni a maximélis intenzit4st 6sszehasonlitasok szamét. Ez az altalanositott sorésszeg modszerre
méar nem feltétleniil igaz, amint azt az alabbi eredmény mutatja.

5.2. Allitas. Az dltaldnositott sordsszeg eljdrds minden 0 < ¢ < 1/[(n — 2)m| paraméterérték mellett
teljesiti az SCM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Lasd |Chebotarev és Shamis| (1997, Theorem 8). A bizonyitas, némileg eltéré formaban, mar
|Chebotarev| (1994, Property 14)-ben is megtalalhato. O

5.3. Megjegyzés. Az[5.4 dllitdsban szerepld ¢ = 1/ [(n — 2)m] felsé hatdr univerzdlis, csak n-tol és
m-tdl figg. Ennél bévebdb intervallum is megengedett lehet, ha figyelembe vehetdk az A eredménymdtriz
és az M mérkézésmatriz mds sajdtossdgai is (Chebotareu, 1994)).

Az kovetkezmény alapjan kimondhato a[£1] tétellel analog allitas.

5.3. Allitas. Nem létezik olyan f : R — R™ pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az SCM és ITM
aziomdkat.

5.3. Lemma. Az[5.3 dllitdsban szerepld két tulajdonsdg logikailag figgetlen.

Bizonyitdas. Megmutatjuk, hogy koziiliik barmelyiket kivalasztva létezik olyan eljaras, amely ezt kielégiti,
tehat a masikat biztosan megsérti:

SCM: altalanositott sordsszeg 0 < e < 1/ [(n — 2)m] paraméter mellett 1 allitas);

ITM: pontszadm modszer lemma).

O

A tovabbi részletek irant érdeklds olvaso figyelmébe ajanljuk a|Chebotarev és Shamis (1997), Che-
[botarev és Shamis (1998)), [Chebotarev és Shamis| (1999), |Gonzalez-Diaz et al.| (2013), illetve a [Csatd

(2013b)) cikkeket.
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5.2. Gyenge 6nkonzisztens monotonitas

Mivel az allitas szerint a legkisebb négyzetek modszere nem Snkonzisztens monoton, a kovetke-
z6kben az SC'M axiéma gyengitésével probalkozunk. Ez egyben azt is lehet6veé teheti, hogy kikiiszéboljiik
a1l tétel ellentmondéasat.

Elsgként nézziik meg, mire jutunk az SCM axiéma gyenge dnkonzisztencidval analog modositasaval.

5.2. Definicié. Gyenge dnkonzisztens monotonitds (weak self-consistent monotonicity, WSCM ) :
Legyen f : R — R™ egy pontozisi eljards és (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma, melyben az
Xi, X; € N objektumok O; és O; ellenfél multihalmazaira:

I OP® C O; és al;, =m};, minden Xy € O -ra, ha X, pontosan m!, -szor szerepel OF"**-ban;

i O;“i“ C O; ésaly, = —mYy minden X, € O;-“i“—re, ha X}, pontosan m' -szor szerepel O;“in-ben;

1 létezik g : (O; \ OP™) +» (05 \ O;ni“) kolcsondsen egyértelmd megfeleltetés, hogy at) > a?g(k),
p=12,...,|0;\OP™| és fr(N, A, M) > fou)(N, A, M), valamint a;, = a}y, + ZLozil\O?axl ab,
65 Qg0 = @)y + 00 minden (X, (X)) € (O;\ OF) x (0;\ OF) objek-
tumpdr esetén.

Az f pontozdsi eljirds gyengén dnkonzisztens monoton, amennyiben f;(N, A, M) > f;(N, A, M).

5.3. Kovetkezmény. Ha eqy f : R — R™ pontozdisi eljdrds kielégiti az SCM tulajdonsdgot, akkor a
WSCM-et is teljesiti.
Ha egy f: R — R"™ pontozdsi eljdrds kielégiti a WSCM tulajdonsdgot, akkor a W SC-t is teljesiti.

5.4. Lemma. Az dltaldnositott sorésszeg eljdrds minden 0 < ¢ < 1/[(n — 2)m] paraméterérték mellett
teljesiti a W SCM tulajdonsdgot.

5.4. Allitas. A legkisebb négyzetek mddszere nem teljesiti a WSCM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. |Chebotarev és Shamis| (1999, Proposition 10) nyoman ellenpéldat adunk n = 4-re.
7. bra. Az példa rangsorolasi problémaja

X1

%

\ &Y

EA

5.4. Példa. |Chebotarev és Shamis (1999, Fig. 4) Tekintsiik az N = { X1, X9, X3, X4} objektumhalmazzal
adott (N, A, M) € RY silyozatlan rangsoroldsi problémdt (@ dbra), ahol:

o o0 1 1 001 1 2 0 -1 -1
o 0o 1 0| _ .. |oo0o1o0 o 1 -1 o0
A=10 4 o 1| M=, | ¢ | ®mel=) 1 4 53
1 0 -1 0 1010 1 -1 0 2

Legyen O = {X4} # 0, igy O1 \ OP** = 09 = {X3}, valamint ¢(X3) = X3. Mivel ajz3 > a3,
fennallnak a gyenge 6nkonzisztens monotonitasban szerepldé implikacio feltételei, ezért g1 (N, A, M) >
> q2(N, A, M)-nek, vagyis X; = Xy-nek teljesiilnie kell. A legkisebb négyzetek modszerével kapott

értékelévektor azonban q = (1/12) [5,9, —3, —11] ', azaz X; < X,. O
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5.4. Megjegyzés. Legyen n < 3. Ekkor az dltaldnositott sordsszeg, €s a legkisebb négyzetek mddszere
teljesiti a W SCM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. n = 2 esetén érvényes az megjegyzés, az allitas az kovetkezménybdl kaphato.

Amennyiben n = 3, jeldlje x; az altalanositott sordsszeg modszer alkalmazasaval kapott értékeléseket
az (N, A, M) rangsorolési probléméban, valamint legyen s; = s;(N, A, M) minden X; € N-re. Indirekt
modon tegyiik fel, hogy az X;, X; € N objektumokra teljesiil a (gyenge) 6nkonzisztens monotonitas
feltétele a g : (0; \ O"™) <« (0;\ O;-ni“) kolcsonosen egyértelmd megfeleltetéssel, igy az ﬂ lemma
szerint s; > s;+ | O™ | + | O;-ni“ |> sj + |mi; — myi|, azonban z; < z;. Képezziik a két objektumra
vonatkozo egyenletek kiilonbségét :

(i —xj) +2emyj(x; —xj) +emap (v — xx) —emji(z; —xx) = (1+emn)(s; — s5) > (1+emn)|mi, —mjg).

Ebbdl z; helyére x; > x,-t helyettesitve m;; — mjr > 0 esetén x; — xp > (1 + emn)/e. Ezért x; > x; és
x; > x), alapjan az altalanositott sorésszeg zérusosszegilisége (lasd lemma) miatt z; > 0. Az X;-re
vonatkozo egyenletbsl

xj +emyj(z; —x;) Femjp(x; —xk) = (1 +emn)s; = (1 +emn) (aj; + aji) < (1 +emn) (aj; +mjk) .

A bal oldalon x; + emyj(z; — z;) + emjr(z; — ) > (1 + emn)m;y, tehat a;; > 0, kovetkezésképp a;; =
= —aj; < 0. Ez azt jelenti, hogy g(X;) = X; nem lehetséges, mert a;; < a;q(;). Ezért g(Xy) = X, vagyis
az indirekt feltevésbdl x, > x;. Az X;-re vonatkozo egyenlet

x; +emyj(z; — x5) + emp(x; — xk) = (1 +emn)s; <O0.
Ekkor az X;, X; € N objektumokra vonatkozé egyenletek kiilonbsége:
(x; — xj) + 2emy;(x; — xj) + em(z; — xx) —emjp(a; —xx) <0 — (1 +emn) > (1 + emn)|my, — mjx,

ami ellentmondéasra vezet, az indirekt feltevés nem igaz, x; > x;.
A legkisebb négyzetek modszerére — a megfelel6 modositasokkal — ugyanez a gondolatmenet alkal-
mazhato. 0

5.4. Kévetkezmény. Az[5.] példa minimdlis méretd.

WSCM megsértésének oka elsGsorban az, hogy a legkisebb négyzetek modszere korlatozas nélkiili
numerikus preferencidk esetére lett kidolgozva. Az példaban X;-et megbiinteti az X, feletti gys-
zelemért, mert ennél nagyobb ardnyu félényt var el: amennyiben ay3 = 1 és agqs = 1, akkor a4 > 2
sziikséges ahhoz, hogy X; jobbnak bizonyuljon Xo-nél (ez a célfiiggvénybdl egyszertien levezethetd).
Mivel ez lehetetlen, X; mindenképp rosszabb lesz Xs-nél, ha mi4 > 0, mikdzben mos = 0.

5.5. Lemma. Legyen n > 4. Ekkor az dltaldnositott sorésszeg nem teljesiti az SCM és WSCM tulaj-
donsdgokat.

Bizonyitds. € — oo esetén a legkisebb négyzetek modszere ardnyos az altalanositott sordsszeggel, és az
utobbi egy linearis egyenletrendszer megoldasaként folytonos, ezért megfelelen nagy € paraméter mellett
az utobbira is érvényes az[5.4] példabol kaphato ellentmondés, elérhetd x(e)1 (N, A, M) < z(g)2(N, A, M).
Ebbdl az kovetkezmény alapjan adoédik az dnkonzisztens monotonitas megsértése. Az altalanositott
sorosszeg azonban az [5.3} példaban nem sérti meg az énkonzisztens monotonitast. O

5.6. Lemma. A pontszdm mddszer teljesiti a WSCM tulajdonsdgot.
Bizonyitds. Kovetkezik az lemmabol. O

5.5. Allitas. Létezik olyan f : R — R™ pontozdsi eljirds, amely egyszerre teljesiti a WSCM és ITM
aziomdkat, példdul az egyenld, és a pontszam mddszer.

Bizonyitds. Az egyenls modszer fiiggetlen az irrelevans mérkszésektdl, és teljesiti a gyenge énkonzisztens
monotonitast is, mert utébbi sohasem zérja ki két objektum értékelésének azonosségit.
A pontszam moédszerhez lasd a[3.4] (IIM) és az (WSCM) lemmat. O

Tehat a gyenge onkonzisztencia és az irrelevans mérkézésektdl valo fiiggetlenség kapcsolatara vonat-
kozo [£.6] allitas kellemetlen eredménye nem javithato el6bbi erdsitésével, WSCM bevezetésével sem,
mert az [5.5] allitas szerint az egyenlé modszer is kielégiti a WSCM és az ITM tulajdonsagokat. Ez az
eljaras nem fogadhato el gyakorlati célokra, mert teljesen fliggetlen az A eredménymétrixtol, tehat az
SCM tulajdonsag ezen gyengitése tulsdgosan erésnek bizonyult.

28



5.3. Kvazi 6nkonzisztens monotonitas

zisztens monotonitas.

5.3. Definicié. Kwvdzi énkonzisztens monotonitds (quasi self-consistent monotonicity, QSCM ):
Legyen f : R — R™ egy pontozdisi eljards és (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma, melyben az
Xi, X; € N objektumok O; és O; ellenfél multihalmazaira:

I O™ C O; és ay, =ml, minden X;, € O"**-ra, ha X}, pontosan m/, -szor szerepel O}***-ban;
t O C O ésaly, = —my, minden Xy, € O™ -re, ha Xy, pontosan m'y, -szor szerepel O™ -ben;
1 létezik g : (0; \ OF*) <+ (05 \ O;ni“) kolcsondsen egyértelmi megfeleltetés, hogy af), > a?g(k),

p=1.2,...,10,\ 0P| és fi.(N, A, M) > fou)(N, A, M), valamint ag = ay + 310\ ap

. |0;\OM™| . max min :
€ Qjgk) = Wjgpy T 2p=1 a?g(k) minden (Xg, g(Xx)) € (0i \ O*) x (0; \ OF™) objek-

tumpdr esetén.

Az f pontozdsi eljards kvdzi 6nkonzisztens monoton, ha f;(N,A, M) > f;(N,A,M), sét, f;(N,A, M) >
> f;(N,A, M), amennyiben az al), > a?q(k) vagy az fr(N, A, M) > fou)(N, A, M) egyenistlenségek
valamelyike minden p = 1,2,...,]|0;\ OP**|-ra szigori formdban teljesil, vagy OF** # 0, vagy O;“i“ £ (.

5.5. Kovetkezmény. Ha egy f : R — R" pontozdsi eljdrds kielégiti az SCM tulajdonsdgot, akkor a
QSCM -et is teljesiti.

Ha egy f: R — R"™ pontozdsi eljdrds kielégiti a QSCM tulajdonsdgot, akkor a WSCM -et is teljesiti.
Ha egy f: R — R"™ pontozdsi eljdrds kielégiti a QSCM tulajdonsdgot, akkor a QSC-t (kovetkezésképp a
WSC-t) is teljesiti.

5.7. Lemma. Az dltaldnositott sorésszeg eljdgrds minden 0 < ¢ < 1/[(n — 2)m] paraméterérték mellett
teljesiti a QSCM tulajdonsdgot.

5.8. Lemma. A pontszdim mddszer nem teljesiti a QSCM tulajdonsdgot.
5.5. Megjegyzés. Legyen n < 3. Ekkor a pontszdim mddszer teljesiti a QSCM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. n = 2 esetén az lemma alapjan, ha az X;, X; € N objektumokra fennall a (kvézi) 6n-
konzisztens monotonitasban megkovetelt feltétel, akkor s;(V, A, M) > s;(N, A, M). Amennyiben n = 3,
tegytiik fel, hogy fennall a (kvazi) dnkonzisztens monotonitasban megkovetelt feltétel, azaz s; (N, A, M) >
> s;(N,A,M). Ha d; # d;, akkor az lemma szerint s;(N, A, M) > s;(N,A,M). Ha d; = d; =1,
akkor O; = O, és g(Xy) = Xi, igy sip(N,A, M) = sq(k)(N,A, M), teljesiil a megkovetelt impliké-
ci6. Végil d; = d; = 2 esetén g(X;) = X; és g(Xy) = Xi mellett a QSCM axiéma si(N, A, M) =
= S4(k) (N, A, M) miatt csak a s;(N, A, M) > s;(N, A, M) egyenlStlenséget koveteli meg, ami teljesiil.
Ha pedig g(X;) = Xi és g(Xx) = Xy, és so(N, A, M) > s54)(N, A, M) minden z, € O; = {Xj, Xy }-ra,
akkor s;(N, A, M) > sp(N,A, M) > s;(N, A, M), ami lehetetlen. O

5.6. Kévetkezmény. A[[.3 példa minimdlis méretd.
5.6. Megjegyzés. Legyen n < 3. Ekkor a pontszdm mddszer teljesiti a QSC' tulajdonsdgot.

5.6. Allitas. Az dltaldnositott sorésszeg, és a legkisebb négyzetek mddszere nem teljesiti a QSCM tulaj-
donsdgot.

Bizonyitds. Itt is érvényes az [5.4] példa, mely igazolja az allitast a legkisebb négyzetek moédszerére.
Az altalanositott sordsszegre az [5.5] lemma bizonyitasaban hasznélt érvelés alkalmazhat6. A legkisebb
négyzetek modszeréhez az[5.3] példa is elegend6 lenne, az altalanositott sordsszeghez azonban nem. Tehat
elébbi n > 3, utébbi pedig n > 4 esetén sérti meg biztosan a QSCM axiomat. O

A kvazi 6nkonzisztens monotonitassal szintén kimondhato egy, az[5.3] allitashoz hasonlé lehetetlenségi
eredmény, ehhez azonban — a kvéazi 6nkonzisztencidnal latottakhoz (4.3] tétel) — hasonléan sziikség van
egy tovabbi tulajdonsagra.
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5.1. Tétel. Nem létezik olyan [ : R — R"™ pontozdsi eljdards, amely eqyszerre teljesiti a SY M, QSCM,
és IIM aziomdkat.

Bizonyitds. A minimalis, n = 4 esetben az[5.5] példan keresztiil bizonyitjuk a harom tulajdonsig kozott
érvényesiils ellentmondéast (ennél kisebb méretre I7M nem értelmezhetd).

8. dbra. Az példa rangsorolasi problémaéi

(a) Az (N, A, M) rangsorolasi probléma (b) Az (N, A’, M) rangsorolasi probléma

X3

5.5. Példa. Tekintsiik az N = {X1, Xo, X3, X4} objektumhalmazzal adott (N, A, M), (N, A',M') € RY
stlyozatlan rangsoroldsi problémdkat (@ dbra), ahol:

000 0 000 0 01 0 1
o000 , 1o oo o 1010
A=lo 000" ]loo0oo0 —1|"®M=|¢ 1 01

000 0 001 0 101 0

Itt 01 = {X4}, OQ = {Xg}, 03 = {XQ,X4} és 04 = {Xl,Xg}. A pontozasi eljéréS szimmetrikus,
ezért f1(N,A, M) = fo(N, A, M). IIM kovetkeztében fi(N,A’, M) = fo(N,A’, M). Ekkor az O®* =
= {X3} # 0 és OP" = {X,}, illetve g34(X1) = Xp valasztassal az X, és X3 objektumok kozott
fennall a (kvazi) onkonzisztens monotonitdsban megkovetelt feltétel, ezért fy(N, A", M) > f3(N, A’, M).
A g12(X;) = X5 definicioval az X; és X5 objektumok kozott is teljesiil WSCM kovetelménye, vagyis
fi(N,A' M) > fo(N, A, M), ami ellentmondas. O

5.7. Megjegyzés. Az[5.1] tételben szerepld hdrom tulajdonsdg logikai fiiggetlenségéhez azt kellene meg-
mutatni, hogy kozilik barmely kettét kivdlasztva létezik olyan eljdrds, amely ezeket kielégiti, igy a har-
madikat biztosan megsérti:

SYM és QSCM : dltaldnositott sorésszeqg minden 0 < € < 1/[(n — 2)m] paraméter mellett .
lemma és[5.7 lemma);

SYM és IIM : pontszam mdodszer (E lemma és . lemma) ;
QSCM és IIM : ismeretlen, de az a sejtésiink, hogy talalhato ilyen eljards.

A szimmetria meglehetsen természetes kovetelménynek tiinik, elvarasa ellen nehezen tudnank érvelni,
ezért az lehetetlenségi tétel mar kevésbé emlékeztet |Altman és Tennenholtz| (2008)) eredményeire,
hidba létezik a QSCM és IIM tulajdonsagokat kielégité pontozasi eljards. Ugyan az ott definidlt erds
tranzitivitas (mely tObbé-kevésbé az 6nkonzisztens monotonitasnak feleltethetG meg) és az RI1A axiomak
ellentmondanak egymasnak, de a QSCM-mel lényegében analog kvazi erGs tranzitivitas kielégithetd a
rangsorolasi fiiggetlenség az irrelevians objektumoktol axioma mellett.

Mivel az kovetkezmény alapjan ez QSC-nél erdsebb, lehetéség nyilik RSB gyengitésére.

5.2. Tétel. Nem létezik olyan f : R — R™ pontozdsi eljdards, amely egyszerre teljesiti az SB, QSCM,
és IIM aziomdkat.
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Bizonyitds. A minimalis, n = 4 esetben a[4.5] példan keresztiil bizonyitjuk a harom tulajdonsag kozott
érvényesiil§ ellentmondéast (ennél kisebb méretre ITM nem értelmezhets). A bizonyitas a tételét
koveti, figyelve a kvéazi onkonzisztencia és kvazi dnkonzisztens monotonitéas, illetve a metszé kiegyensi-
lyozottsdg és az erds metsz6 kiegyensulyozottsag kozotti eltérésekre.

Itt 01 = {X4}, 02 = {Xg}, 03 = {X27X4} és 04 = {Xl,Xg}. Ha fl(N,A,M) > fQ(N,A,M), akkor

ITM kovetkeztében f1(N,A', M) > fo(N, A, M), ezért fo(N,A', M) > f3(N,A’, M). Ellenkez6 esetben
ugyanis létezik go1 : O2 <> O1, g21(X3) = X4 kolcsondsen egyértelmid megfeleltetés, ami teljesiti a (kvézi)
onkonzisztens monotonitasban megkovetelt feltételeket, igy f1 (N, A', M) < fo(N, A’, M), ami ellentmon-
das. Tehat f1 (N, A, M) > fo(N, A", M) és fo(N, A", M) > f3(N,A’, M), igy nem teljesiil a metsz6 ki-
egyensilyozottsagban el6irt max{ fo (N, A', M); f3(N, A’, M)} > min{ f1 (N, A", M); f4(N, A", M)} egyen-
16tlenség. Hasonlé modon kaphato fo(N, A, M) > f1(N, A, M) lehetetlensége, mert ebbdl f3(N, A, M) >
> f4(N, A, M) adodik.
Legyen f1(N,A, M) = fo(N, A, M). Ha f4(N,A, M) > f3(N, A, M), akkor a gi2 : O1 <> O3, g12(X4) =
= X3 kolcsonosen egyértelmi megfeleltetéssel a kvazi Onkonzisztens monotonitasbol fi(N, A, M) >
> fo(N, A, M), ami ellentmondés. Ha pedig f3(N, A, M) > fi(N,A M), akkor a ga1 : Oy < Oy,
921(X3) = X4 kolcsonosen egyértelmt megfeleltetéssel QSCM értelmében fo(N, A, M) > f1(N, A, M),
ami szintén ellentmondas.

Vagyis csak f1(N,A, M) = fo(N,A, M) és fs(N,A,M) = f4(N, A, M) lehetséges, igy az irrelevans
mérkszésektol valo fliggetlenség alapjan fi1 (N, A", M) = fo(N, A, M). Ekkor viszont az (N, A, M) rang-
sorolasi probléméban az OF** = 3 # emptyset és OP® = Xy, illetve g34(X;) = Xo valasztassal az
X4 és X3 objektumok kozott fennéll a kvazi 6nkonzisztens monotonitdsban megkovetelt feltétel, ezért
fa(N,A' M) > f3(N,A’, M). Ezzel végleg ellentmondasra jutottunk, a harom axiéma egyszerre nem
elégithetd ki. O

5.8. Megjegyzés. Az[5.4 tételben szerepld hdarom tulajdonsdg logikai fiiggetlenségéhez azt kellene meg-
mutatni, hogy kozilik barmely kettdt kivdlasztva létezik olyan eljdrds, amely ezeket kielégiti, igy a har-
madikat biztosan megsérti:

SB és QSCM : dltalanositott sordsszeg minden 0 < & < 1/[(n — 2)m] paraméter mellett .
lemma és[5.7 lemma);

SB és IIM : pontszam mddszer (E lemma és . lemma) ;
QSCM és IIM : ismeretlen, de az a sejtésiink, hogy taldlhato ilyen eljdrds.

Itt is érvényes a[f.4 megjegyzésben tett megdllapitds, miszerint a QSCM és IIM tulajdonsdgokat kielé-
gitd pontozdsi eljards csak meglehetdsen furcsa, az intuicioval ellenkezd lehet.

Mivel [Chebotarev és Shamis| (1999) csak emlités szintjén foglalkozik az SB axiéméaval, az tétel
tekinthets ezen axidoma elsG gyakorlati alkalmazasénak.

5.4. Kiegyensulyozott 6nkonzisztens monotonitas

Az objektumok fokszama az és az példaban sem azonos, az (N, A, M) rangsorolasi probléma
nem kiegyensulyozott. Ugyanakkor az[5.1] megjegyzés szerint ez az nkonzisztencianal egyértelm elvaras
volt, vagyis célszeri lehet SC' M implikacidjanak korlatozésa az azonos fokszamu objektumokra.

5.4. Definici6é. Kiegyensilyozott énkonzisztens monotonitds (balanced self-consistent monotoni-
city, BSCM ): Legyen f : R — R"™ egy pontozdsi eljiris és (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma,
melyben az X;, X; € N objektumok O; és O; ellenfél multihalmazaira :

1 di=10i| =0l =d;;
I O™ C O; ésay, =ml, minden X;, € O"**-ra, ha X}, pontosan m/, -szor szerepel O}***-ban;
1 O;nin CO,és a;-k = —m;-k minden X, € O;“in—re, ha X}, pontosan m;k—Szor szerepel O;“i“—ben;

1 létezik g : (O; \ OP™) + (05 \ O;“i“) kolcsondsen egyértelmi megfeleltetés, hogy a?), zmcﬁg(k),
p=12,...,]0;\O*>| és fr,(N, A, M) > fo)(N, A, M), valamint a;, = a;;, + leozil\oi ! al)

31



. lo;\OF™| . max min :
€5 Qjgk) = gy T Dop=1 a?g(k) minden (X, g(Xx)) € (0; \ O*) x (0; \ OF™™) objek-

tumpdr esetén.

Az f pontozdsi eljdards kiegyensilyozott dnkonzisztens monoton, ha fi(N,A,M) > f;(N,A, M), sét,
Ji(N,A,M) > f;(N,A, M), ha az af), > afg(k) vagy az fr(N, A, M) > fou) (N, A, M) egyenltlenségek
valamelyike szigori formdban teljesil, vagy OF** #£ (), vagy O;-ni“ £ 0.

5.7. Kovetkezmény. Ha eqy f : R — R™ pontozdsi eljdards kielégiti az SCM tulajdonsdgot, akkor a
BSCM-et is teljesiti.

Ha egy f : R — R™ pontozdsi eljards kielégiti a BSCM tulajdonsdgot, akkor az SC-t (kévetkezésképp a
WSC-t és a QSC-t) is teljesiti.

5.9. Lemma. Az dltaldnositott sorésszeg eljards minden 0 < & < 1/[(n — 2)m] paraméterérték mellett
teljesiti a BSCM tulajdonsdgot.

5.10. Lemma. A pontszdm mddszer nem teljesiti a BSCM tulajdonsdgot.
5.3. Tétel. A legkisebb négyzetek mddszere nem teljesiti a BSCM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Ellenpéldat adunk n = 10-re.

9. dbra. Az példa rangsorolasi problémaja

5.6. Példa. Tekintsik az N = {X1,...,X10} objektumhalmazzal adott, a[§ dbrdn lithaté (N, A, M) €
€ RP kiegyensiilyozott rangsoroldsi problémdt.

Legyen O = { X5} # () és OP® = { X3} # 0, igy O1 \ 08 = 05\ O™ = { X7, X3, X}, valamint
9(X7) = X7, g(Xs) = Xg és g(Xo) = Xo egy megfelel§ kolcsénosen egyértelmt megfeleltetés. Mivel
1:a172@27:1,1:a182a28:1é51:a19Zaggzl,illetvedl:|Ol\:|02|:d2:4,
az X1, X5 € N objektumokra fennéllnak a kiegyenstlyozott 6nkonzisztens monotonitas feltételei, tehat
X1 = Xo-nek kell teljesiilnie. Azonban

q= [ 0,209 0,382 1,584 0,831 0,293 -0,136 —0,559 —0,693 —0,803 —1,109 ]T ,
amibdl g1 (N, A, M) < ¢2(N, A, M), ez pedig ellentmond BSC M -nek. O
5.11. Lemma. Az dltaldnositott sorosszeq nem teljesiti a BSCM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Az lemma bizonyitasdhoz hasonl6 érveléssel kaphato. O
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5.7. Allitas. Nem létezik olyan f : R — R™ pontozdsi eljdirds, amely eqyszerre teljesiti a BSCM és
IIM azxiomdkat.

Bizonyitds. A tételbdl és az kovetkezménybdl adodik. O
5.12. Lemma. Az[5.7 dllitdsban szerepld két tulajdonsdg logikailag fiiggetlen.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy koziiliik barmelyiket kivalasztva létezik olyan eljaras, amely ezt kielégiti,
tehat a masikat biztosan megsérti:

BSCM:: éltalanositott sorésszeg minden 0 < € < 1/[(n — 2)m| paraméter mellett 1 lemmay);

I1IM : pontszam mobdszer lemma).

O

Az[5.7] allitas ismét jobban emlékeztet az[Altman és Tennenholtz] (2008) tanulményban kapott ellent-
mondéasra: a gyenge tranzitivitas leginkabb a kiegyenstlyozott 6nkonzisztens monotonitasnak feleltethetd
meg, mig RITA és IIM egyarant a pontozasi eljaras lokalitasat koveteli meg.

5.5. Az értelmezési tartomany sziikitése

Az 6nkonzisztens monotonitis gyengitésére egy tovabbi irdnyt kinal az értelmezési tartomény modo-
sitasa. Itt csak az SCM axiémaval kapcsolatos lehetetlenségi tételekkel foglalkozunk.
Els6ként vizsgaljuk meg a kiegyensulyozott rangsoroléasi problémak részhalmazat.

5.8. Allitas. Legyen (N, A, M) € RB egy kiegyensiilyozott rangsoroldsi probléma. Nem létezik olyan
f:RB = R” pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az SCM és IIM axiomdkat.

Bizonyitds. A allitasbol és az kivetkezménybdl adodik. A tulajdonsagok fiiggetlensége az [5.93
lemméaboél kaphato. O

Kiegyensilyozott rangsorolasi problémak esetén barmely két objektum fokszama azonos, ebbél adodik
az alabbi eredmény.

5.9. Allitas. Legyen (N, A, M) € RP egy kiegyensilyozott rangsoroldsi probléma. Ha egy f : R — R™
pontozasi eljards kielégiti a BSCM tulajdonsdgot, akkor SCM -et is teljesiti.

Igy az kévetkezmény értelmében a két axiéoma ezen az osztalyon ekvivalens.

5.8. Kovetkezmény. Legyen (N, A, M) € RP egy kiegyensiilyozott rangsoroldsi probléma. Egy f :
: RB — R" pontozisi eljdirds akkor és csak akkor elégiti ki az SCM tulajdonsdgot, ha BSCM -et is
teljesiti.

5.10. Allitas. Legyen (N, A, M) € RB egy kiegyensiilyozott rangsoroldsi probléma. Az dltaldnositott
sordsszeq, €s a legkisebb négyzetek mddszere sem teljesiti a SCM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Az példaban szerepld rangsorolasi probléma kiegyensilyozott, ez igazolja a megallapitast
a legkisebb négyzetek modszerére. Az altalanositott sordsszegre az lemma bizonyitasdban hasznélt
érvelés alkalmazhato. O

5.9. Megjegyzés. Az[5.10, dllitds negativ eredménye nem mondhatd vdratlannak, mégis silyos kivet-
kezményekkel jar. A legkisebb négyzetek mddszerének grif reprezentdcidja alapjin (Csatd, |2013b) ugyanis
azt gondoltuk, kiegyensilyozott rangsoroldsi problémdkra ez egy megfeleld pontozdsi eljards. Az[5.5 példa
azt mutatja, hogy ez a vélekedés — legaldbbis akkor, ha az objektumok szama elég nagy, n > 10 — az
onkonzisztens monotonitds megsértése miatt erdsen vitathatd.

Ugyanez a helyzet sulyozatlan rangsorolasi problémak esetén.

5.11. Allitas. Legyen (N, A, M) € RY egy siilyozatlan rangsoroldsi probléma. Nem létezik olyan f :
: RY — R™ pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az SCM és IIM axiomdkat.
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Bizonyitds. A allitasbol és az kovetkezménybdl adodik. A tulajdonsagok fiiggetlensége az [5.3
lemmé&bol kaphato. O

5.12. Allitas. Legyen (N, A, M) € RY egy siilyozatlan rangsoroldsi probléma. Az dltaldnositott sordsszeg,
és a legkisebb négyzetek modszere sem teljesiti a SCM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Az példéban szereplé rangsorolasi probléma sulyozatlan, ez igazolja a megallapitast a
legkisebb négyzetek modszerére. Az altalanositott sordsszegre az lemma bizonyitdsaban hasznéalt
érvelés alkalmazhato. O

Tovabbi lehetGségként kinalkozik az objektumok szamanak korlatozasa. n > 3 esetén az IIM axiéma
nem értelmezhets, az ellenpélda minimalis mérett, ezért az RY részhalmazra sztikités nem jelent
megoldast. A kiegyensilyozott problémakra vonatkozo példa viszonylag sok objektumot tartalmaz,
de ebben a konstrukciéban nem tudtuk csokkenteni azok szamat.

1. Sejtés. Az[5.5 példa az objektumok szdmdra nézve minimdlis: n < 9 esetén nem taldlhatunk olyan
(N, A, M) € RP kiegyensiilyozott rangsoroldsi problémdt, melyre a legkisebb négyzetek modszere megsérti
az onkonzisztens monotonitdst, igy a kiegyensilyozott onkonzisztens monotonitdst is.

Ellenben round-robin rangsorolési probléméakra méar mindkét tulajdonsag kielégithetové valik.

5.13. Allitas. Legyen (N, A, M) € RT egy round-robin rangsoroldsi probléma. Létezik olyan f : R —
R™ pontozdsi eljards, amely egyszerre teljesiti az SCM és I[IM axiomdkat, példaul a pontszam, az dlta-
lanositott sordsszeg, és a legkisebb négyzetek maodszere.

Bizonyitds. A lemma értelmében ezek az eljarasok minden (N, A, M) € R% round-robin rangsorolési
probléma esetén azonos sorrendet adnak, SCM és I1M is csak az objektumok relativ értékelését tekinti.
Mindegyikiik fiiggetlen az irrelevans mérkszésektol (3.7] lemma), és 6nkonzisztens monoton (5.2} allitas).

O

Szamos tovabbi otlet meriilhet fel az értelmezési tartomany sztkitésére a WSCM, QSCM, vagy
BSCM axiémék vonatkozasiban, itt azonban az[5.13] allitas pozitiv eredményével lezarjuk ezt az irdnyt.
Eszerint round-robin problémaéak esetén a pontszdm modszer alkalmazasa ajanlhatd, a rangsorolési prob-
lémak ennél b6vebb osztalyain azonban, szinte biztosan, nem varhato el az irrelevins mérk&zésekt6l valo
fliggetlenség, ha szeretnénk megérizni a kedvezd monotonitéasi tulajdonsagokat.

Az SCM axiéma finomitasdnak hosszas targyalasa, a gyenge, kvazi, és kiegyensulyozott énkonzisz-
tens monotonitas bevezetése, illetve az értelmezési tartomany vizsgalata helyenként oncélinak ttinhet,
véleményiink szerint azonban indokolt a hasonl6 részletességti elemzés. Az [5.3] allitas szerint ugyanis az
onkonzisztens monotonitas nem elégithet ki az irrelevans mérkézésektdl valo fiiggetlenség mellett, vagyis
nem létezik olyan pontozasi eljaras, mely egyszerre lenne jol viselkeds globélis és lokalis szempontbol.

A gyenge 6nkonzisztens monotonitéssal kapott eredmények szerint a szigoru egyenlGtlenségek elha-
gyasa SC'M-ben nem indokolhatd, mert az egyenlé moédszer 1M teljesiilése esetén is lehetséges marad
(5.5} allitas). A kvazi dnkonzisztens monotonitas bevezetése, |Altman és Tennenholtz| (2008) nyoman, azt
a célt szolgalta, hogy az irrelevans mérkézésektdl valo fliggetlenségen kiviil bizonyos mértékii globalis
konzisztencia is megkivanhat legyen. Az és az tételek értelmében ez mar két, meglehetésen
gyenge tulajdonsag (SY M vagy SB) eldirasaval kizarhato. Végiil, a kiegyenstlyozott énkonzisztens mo-
notonitas legkisebb négyzetek altali megsértése miatt annak alkalmazasa — a modszer graf interpretacidja
Csato| (2013b) altal sugalltak ellenére — a kiegyensilyozott rangsorolasi problémék halmazan is megkér-
dGjelezhetd.
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6. Az onkonzisztencia és az onkonzisztens monotonitas erdsitése

Az kovetkezmény alapjan SCM-bdl kovetkezik az dnkonzisztencia teljesiilése. Ennek nyoman
felmeriil a kérdés, milyen tovabbi feltétel biztosithatja az ekvivalencidhoz sziikséges forditott irdnyu
tartalmazést. Els6 Gtletiink — az 5.1} megjegyzés figyelembevételével — a rangsorolési probléma kiegyen-
stlyozottsaga volt, ezt azonban cafolja a [£.1] és az [5.7] allitds eredménye: el6bbi szerint a legkisebb
négyzetek modszere kielégiti az SC, utobbi szerint viszont megsérti az SCM axiéméat e részhalmazon.
Ugyanez igaz a stilyozatlan rangsorolasi problémakra (lasd a és az allitast).

Ezek utén csak a round-robin rangsoroldsi probléméak R% osztalya maradt. Ehhez lassunk egy szem-
léletes példat.

10. abra. A példa rangsorolési probléméja

X

4

X4 < X2

v J
[ Xs]

6.1. Példa. (Slutzki és Volig, |2005; |Slikker et all, (2012) Tekintsik az N = {X1, X2, X3, X4} objektum-
halmazzal adott (N, A, M) € R round-robin rangsoroldsi problémdt . dbra), ahol:

0 1 1 -1 01 1 1 3 -1 -1 -1
-1 0 1 1 |10 11 -1 3 -1 -1
A=\ 4 4 o0 1 | M=\ 1 ¢ | mel=] | | 3
1 -1 -1 0 1110 -1 -1 -1 3

Az Xy és X5 objektumokra Oy = {X1, X3, X4} és O3 = {X1, X0, X4}, tehdt do = d3 = 3 miatt az
dnkonzisztencia értelmezhetd. Legyen OF®* = {X3} és OP™ = { X}, ekkor Oy \ O = O3\ OPin =
= {X1, X4}, valamint g(X1) = X1 és g(X4) = X4 egy megfeleld kolcsonisen egyértelmd megfeleltetés.
Mivel —1 = a12 > a13 = —1 €és 1 = agq > azq = 1, ezért fenndll az dnkonzisztens monotonitds feltétele,
vagyis SCM-bél Xy = X3 adodik.

Nehéz is lenne a forditott sorrend mellett érvelni, hiszen mindkét objektum vereséget szenvedett X1 -tdl,
viszont legydzte X4-et, ilyen tekintetben tokéletesen azonos teljesitményt mutatva. Ellenben Xo (mazi-
mdlis mértékben) jobbnak bizonyult Xs-ndl, igy logikusnak tinik szigorian elérébb rangsorolni. Ezt az
onkonzisztencia még nem koveteli meg: mivel Xo és X3 dssze lett hasonlitva egymdssal, ha valdban tel-
jesil Xo = X3, akkor nem taldlhato az SC-ben eldirt feltételekkel rendelkezd Oy <> Oz kélcséndsen
egyértelmi megfeleltetés, mert X3 eqyik ellenfele, Xo szigorian jobb Xo eqyik ellenfelénél, X3-ndl.

A B.1] példa alapjan érdemes némileg erésiteni az SC' axiomén a fentihez hasonl6 esetek kezelésére.

6.1. Definicié. Erds dnkonzisztencia (reinforced self-consistency, RSC): Legyen f : R — R™ egy
pontozdsi eljards, valamint (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma, melyben az X;, X; € N objektumok
O; és O; ellenfél multihalmazaira :

I Og C Oy, O{—ben csak X; szerepel, pontosan m;-szer, valamint a;; > 0;

1 O C Oy, Oj-ben csak X; szerepel, pontosan mj; = m;j-szer, valamint aj; = —a;; < 0;

I létezik g : (Oi\Og) R (Oj \O;) kolcsoniosen egyértelmi megfeleltetés, hogy af, > aé’q(k),
p = 12,...,]04 és fu(N,A,M) > fo)(N, A, M), valamint a;, = ZLO:"llafk €5 gy =

= E]‘Dozﬁl ag.’g(k) minden (X, 9(Xy)) € (Oi \Of) x (05 \ O;) objektumpdr esetén.
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Az f pontozdsi eljirds erdsen onkonzisztens, amennyiben f;(N, A, M) > f;(N,A, M), sét, f;(N, A, M) >
> f;(N,A, M), ha a;; > 0, vagy az al), > aé’q(k) vagy az fro(N, A, M) > fou)(N, A, M) egyenldtlenségek
valamelyike szigori formdban teljesiil.

6.1. Kovetkezmény. Ha eqy f : R — R" pontozdsi eljards kielégiti az RSC' tulajdonsdgot, akkor az
SC-t (kivetkezésképp a WSC-t és a QSC-t) is teljesiti.

6.1. Lemma. A pontszdm mddszer nem teljesiti az RSC tulajdonsdgot.

6.1. Tétel. Az dltaldnositott sorésszeg és a legkisebb négyzetek mddszere teljesiti az RSC tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Legyen g : (Oi \ Of ) + (Oj \O;) a definicibban szerepls koleséndsen egyértelmit megfelel-
tetés az X;, X; € N objektumok médositott ellenfél multihalmazai kozott, valamint a;; > 0. Jeldlje z;
az altalanositott sordsszeg modszer alkalmazéaséval kapott értékeléseket az (N, A, M) rangsorolasi prob-
lémaban, valamint legyen s, = s;(IV, A, M) minden X; € N-re. Irjuk fel az X;, X; € N objektumokra
vonatkozo egyenletek kiilonbségét :

(1 +emyj) (x; — ;) — ¢ Z (fL'k — wg(k)) = (1 +emn) |2a;; + Z (aik - ajg(k))
X, €0;\0O] Xp€\OJ

Most aix > ajgx) €s ai; > 0 kovetkeztében s; — s; > 0, és xp — x4y = 0. Emiatt z; > x;, amennyiben
pedig valahol szigort egyenlGtlenség talalhato, akkor x; > x; is teljesiil. Ezzel tetszdleges € > 0 esetén
bizonyitottuk az 6nkonzisztencia feltételében megkovetelt implikacié fennallasat.

A legkisebb négyzetek modszerére — a megfelel6 modositasokkal — ugyanez a gondolatmenet alkal-
mazhato. O

6.1. Megjegyzés. A [[4 példiban RSC nem jelent tovdbbi megszoritdst az dnkonzisztens monotoni-
tashoz képest, ezért ismét lehetséges az Xo = X3 = X4 = X1 rangsor. Tehdat RSC-bdl sem kévetkezik a
metszd kiegyensulyozottsdg.

A [6.1] kovetkezmény alapjan ismét kimondhato egy, a[d1] tételhez hasonlo lehetetlenségi allitas.

6.1. Allitas. Nem létezik olyan f : R — R™ pontozdsi eljards, amely egyszerre teljesiti az RSC és IIM
aziomakat.

6.2. Lemma. Az[5.3 dllitasban szerepld két tulajdonsdg logikailag figgetlen.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy koziiliik barmelyiket kivalasztva létezik olyan eljaras, amely ezt kielégiti,
tehat a masikat biztosan megsérti:

RSC': altalanositott sortsszeg és legkisebb négyzetek modszere l tétel);

ITM: pontszadm modszer lemma).

O

Az értelmezési tartomény szikitése ezittal sem jelent megoldast a[6.1} allitas altal okozott problé-
mara.

6.2. Allitas. Legyen (N, A, M) € RE egy kiegyensiilyozott rangsoroldsi probléma. Nem létezik olyan
f:RB — R" pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az RSC és IIM aziomdkat.

Bizonyitds. A allitasbol és a kovetkezménybdl adodik. A tulajdonsagok fiiggetlensége a [6.2
lemmé&bol kaphato. O

6.3. Allitas. Legyen (N, A, M) € RY egy silyozatlan rangsoroldsi probléma. Nem létezik olyan f :
: RY — R™ pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az RSC és IIM axiomdkat.

Bizonyitds. A allitasbol és a kivetkezménybdl adodik. A tulajdonségok fiiggetlensége a
lemmabol kaphato. [
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Ellenben round-robin rangsorolasi problémakra mar mindkét tulajdonsag kielégithetové valik.

6.4. Allitas. Legyen (N, A, M) € R egy round-robin rangsoroldsi probléma. Létezik olyan f : R® — R"
pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az RSC és IIM axiomdkat, példdul a pontszdm, az dltaldno-
sitott sordsszeg, és a legkisebb négyzetek mddszere.

Bizonyitds. A lemma értelmében ezek az eljardsok minden (N, A, M) € R round-robin rangsorolési
probléma esetén azonos sorrendet adnak, SCM és ITM is csak az objektumok relativ értékelését tekinti.
Mindegyikiik fiiggetlen az irrelevans mérk6zésektdl (3.71 lemma), és erGsen énkonzisztens (6.1l tétel). O

Az alabbi megallapitas szerint az Onkonzisztencia és az 6nkonzisztens monotonitas ekvivalencidja-
nak megteremtéséhez az értelmezési tartomany round-robin rangsorolési problémak R osztalyara vald
sziikitése sem elegendd.

6.5. Allitas. Legyen (N, A, M) € R egy round-robin rangsoroldsi probléma. Létezik olyan f : R® — R™
pontozdsi eljdrds, amely kielégiti az RSC tulajdonsdgot, de nem teljesiti az SC M -et.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy az onkonzisztens monotonitas altal megkovetelt implikaciokat az erGs
onkonzisztencia nem minden esetben teljesiti. Legyen N = {X;, Xo, X3, X4, X5}, és OP** = { X5, X3},
Oy = {X1, Xy}, illetve g(X4) = X5, g(X5) = X3, tovabba a1y > ags, a15 > ags, fu(N, A, M) >
> f5(N,A, M), és f5(N,A, M) > f3(N,A, M). Ekkor az SCM tulajdonsidgban el6irt implikicié miatt
X1 = Xo. Ha viszont ags > ai5 és fu(N, A, M) > f5(N,A, M) > f3(N, A, M), akkor ez az implikacio
nem 4llithat6 el6 RSC alapjan. Ugyanis ags > ais miatt a g : (O1\0f) < (02 )\ O3) kélesondsen
egyértelmd megfeleltetésben g(X5) = X3 sziikséges f5(N, A, M) > f3(N, A, M) megteremtéséhez, igy
nem talalhat6 olyan g(X3) objektum, amivel elérheté lenne f3(N, A, M) > fy3)(N, A, M). Vagyis az
erés onkonzisztenciabol, SCM-mel ellentétben, nem kovetkezik az X, > Xo Osszefiiggés. O

A allitas szerint SCM sokkal erésebb, mint RSC, hiszen még a lehetd legegyszertibb, round-robin
esetben sem kovetkezik bel6le. Némileg varatlan, de a forditott irdnyd tartalmazas sem érvényes.

6.6. Allitas. Legyen (N, A, M) € RE egy round-robin rangsoroldsi probléma. Létezik olyan f : RF — R"
pontozdsi eljards, amely kielégiti az RSC tulajdonsdgot, de nem teljesiti az SC' M -et.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az erGs dnkonzisztencia altal megkdvetelt implikadciokat az 6nkonzisztens
monotonitds nem minden esetben teljesiti. Ha a példaban asz = 0,5 lenne, akkor X, > X3 intuitiv
levezetése tovabbra is érvényes, de az dnkonzisztens monotonitas nem elegendd ennek eléréséhez, mert mér
nem hasznélhaté az OF** = { X3} és OPI® = {X,} vélasztas. O3 = {X3} és O2 = { X3} nyoman viszont
ag: (02\03) ¢ (03\03), g(Xr) = Xy minden X, € O;-ra kdlcsondsen egyértelmi megfeleltetés
teljesiti az RSC altal megkovetelt feltételeket, igy megkaphaté az Xo >~ X3 Osszefiiggés. Ez egészen
addig teljesiil, amig ao3 > 0. Amennyiben a3 = 0, akkor X5 ~ X3, mig as3 < 0 esetén Xy < X3 adodik,
amint azt a[l0] abra sugallja. O

A[6.4] allitas szerint van értelme SC'M erds 6nkonzisztencidval analog kiterjesztésének, mert ez a[6.1]
példahoz hasonlo esetekben is el6irja az intuitiv modon kapott dsszefiiggések teljesiilését. Targyalasunkat
ezen kovetelmény és néhany kapcsolodé gondolat kimondaséaval zarjuk.

6.2. Definicié. Erds onkonzisztens monotonitds (reinforced self-consistent monotonicity, RSCM ) :
Legyen f : R — R™ egy pontozdisi eljardis és (N, A, M) € R egy rangsoroldsi probléma, melyben az
Xi, X; € N objektumok O; és O; ellenfél multihalmazaira:
I O™ C O, és ay, =ml, minden X;, € O"**-ra, ha X}, pontosan m/, -szor szerepel O}***-ban;
i O}“i“ C O; ésay, = —my minden X, € O;-“i“—re, ha X}, pontosan m', -szor szerepel O;“i“-ben;
0! C O, O?-ben csak X; szerepel, pontosan m;;-szer, valamint a;; > 0;
[ 7 J J J

1 O C Oy, Oj-ben csak X; szerepel, pontosan mj; = m;j-szer, valamint aj; = —a;; < 0;

1 létezik g : (O; \ OP™) +» (05 \ O;“i“) kolesondsen egyértelmi megfeleltetés, hogy a? > a?g(k),
p=1.2,...,]0;\ O és fr.(N, A, M) > fou)(N, A, M), valamint az, = al), + le(iil\o?axl al)

. |Oj\o;’nin| . max min :
€ Qjgk) = Wy T Dp=1 aé.’g(k) minden (X, g(Xi)) € (0; \ O*) x (0; \ OF™) objek-

tumpdr esetén.
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Az [ pontozdsi eljirds erdsen donkonzisztens monoton, amennyiben f;(N,A,M) > f;(N,A, M), sdt,
fi(N,A, M) > f;(N,A,M), ha a;; > 0, vagy az a} > a?q(k) vagy az fr(N, A, M) > fou)(N, A, M)
egyenldtlenségek valamelyike szigori formdban teljesil, vagy O £ 0, vagy O;“i“ £ .

6.2. Kovetkezmény. Ha egy f : R — R™ pontozdsi eljirds kielégiti az RSCM tulajdonsdgot, akkor
SCM -et (kovetkezésképp SC-t, WSC-t, QSC-t, WSCM-et, QSCM-et, és BSCM-et) is teljesiti.

6.3. Lemma. A pontszdm, az dltaldnositott sorosszeq és a legkisebb négyzetek mddszere nem teljesiti az
RSCM tulajdonsagot.

6.7. Allitas. Nem létezik olyan f : R — R™ pontozdsi eljdrds, amely egyszerre teljesiti az RSCM és
IIM azxiomdkat.

6.2. Megjegyzés. A[[.]} példiban RSCM nem jelent tovdbbi megszoritdst az énkonzisztens monoto-
nitdshoz képest, ismét lehetséges az Xo = X3 = X4 = Xy rangsor. Tehdt RSCM-bél sem kovetkezik a
metszd kiegyensulyozottsdg.

2. Sejtés. Az dltaldnositott sordsszeg eljgrds minden 0 < e < 1/[(n — 2)m] paraméterérték mellett
teljesiti az RSCM tulajdonsdgot.

Amennyiben a [2 sejtés igaznak bizonyul, a [6.7} 4llitas alapjan kaphaté egy, a tételhez hason-
16 eredmény. Enélkiil viszont nem tudhatjuk, létezik-e olyan pontozasi eljaras, amely kielégiti az erds
onkonzisztens monotonitast.
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7. Osszefoglalas

1. tablazat. Pontozési eljarasok tulajdonsagai

Tulajdonsdg Név Egyenld Pontszam Altalanositott Altalanositott Legkisebb
sorosszeg, sorosszeg, négyzetek
0<e<1/[(n—2)m] e>1/[(n—2)m]

CNT b 4 v v v v v

SYM X v 4 4 v v

INV b 4 v v v v v
M Ve O 2 O
MV A v v 4 v v v
ICle/c X UTx T 2 SOt OO T
HTV b 4 b 4 4 4 4 4

TseT T X UTx T X T SOt OO T
wSscC b 4 v v v v v

QRSC X b 4 b 4 4 v 4

SpTT T x VA 2R oot OO T
RSB b 4 b 4 v v v v
TScav T AR ) 2 VAR A
WSCM b 4 v 4 4 X X
QSCM b 4 X X 4 X X
BSCM X X b 4 v b 4 b 4
TRSCTTTTTTT X UTx T X T oot VOO T
RSCM X b 4 b 4 ? X X

Az [1] tablazat a pontszam, az altalanositott sorGsszeg, és a legkisebb négyzetek pontozasi eljarasok
teljesitményét mutatja a vizsgalt axiomék tiikrében. Az &ltalanositott sordsszeg modszercsaladot két
részre bontottuk az dnkonzisztens monotonitas alapjan. A név és egyenlé modszerek didaktikai célbol
keriiltek az Gsszevetésbe, ezek jol mutatjak bizonyos tulajdonsagok erejét. A pontszam és a legkisebb
négyzetek modszere kozott az ITM és az SC, illetve az utébbihoz kapcsolodé axiémak tekintetében
lathato kiilonbség. Az 6nkonzisztens monotonitas és rokonainak megsértése arra utal, hogy a legkisebb
négyzetek modszerének hasznalata elsGsorban nem korlatos preferencidk esetén ajanlott. Az altalanositott
sorosszeg, megfeleléen nagy € paraméter mellett, a vizsgalt tulajdonsagok alapjan nem kiilonboztethets
meg a legkisebb négyzetek modszerétsl: ezek még Gnkonzisztensek, de nem dnkonzisztens monotonokﬂ Az
1/[(n — 2)m] kiisz6bértéknél alacsonyabb paraméterek mellett elgbbi csaknem tékéletesnek mondhato,
az irrelevans mérkozésektd] valo fiiggetlenség megsértése a 1] tételbsl kovetkezik.

|Gonzalez-Diaz et al. (2013)) azonban felhivja a figyelmet, hogy az altalanositott sordsszeg a fenti tar-
tomény fels6 hatarén elhelyezkedd e esetén sem tiikrozi megfelel§ mértékben az ellenfelek erejét. Ezért
nagy jelent&séggel birhat az megjegyzés, mely szerint nem univerzalis korlat megengedésével ennél
nagyobb e értékekre is garantalhaté az SCM tulajdonsdg fennallasa. Ugyanakkor e tekintetben nem
ismeriink a |Chebotarev| (1994) cikknél jabb eredményeket. Ezenkiviil, a cikkben megvalaszolatlanul
hagyott kérdéseken (példaul a kvéazi énkonzisztencia kvazi 6nkonzisztens monotonitas kapcsolata az irre-
levans mérkdzésektdl valo fiiggetlenséggel) kiviil igéretesnek tiinik SC és SCM tovabbi elemzése, kiilonos
tekintettel a tobbi monotonitési axiéma (lasd példaul |(Gonzalez-Diaz et al.|(2013)) tiikrében.

A targyalt tulajdonsidgok hét csoportra oszthatok. A technikai jellegd feltételek bevezetése nem jelen
cikk érdeme. A két fiiggetlenségi axioma koziil a makrocsapat 6nallosag sajat definicio, ez szorosan
kapcsolodik [Chebotarev| (1994, Property 8) makrocsapat fiiggetlenség tulajdonsagahoz, annak mintegy
mésik oldalat képezi. Az SCC és HTV axiomak, [Chebotarev| (1994) és (Gonzalez-Diaz et al.| (2013)
nyomén, a pontszam modszerrel kotik Ossze a pontozési eljarasokat. Az SC-t és SC M-et finomitoé metszs
kiegyensulyozottsag fogalmat [Chebotarev és Shamis| (1999) vezette be, részletesebb targyalas nélkiil, a

8Bar az lemma bizonyitasdban tett megjegyzésiink mutatja, hogy a legkisebb négyzetek modszere mar n = 3 esetén
megsérti az onkonzisztens monotonitast, az altalanositott sortsszeg viszont csak n > 4-re. A ketts kozotti kiilonbséget
|Gonzalez-Diaz et al.| (2013) hidjdtékos fiiggetlenség (bridge player independence) axiémaja mutatja.
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tanulmanyban ennek, illetve RSB-nek nevezett altaldnositasdnak sikeriilt szerepet talalni két szorosan
kapcsol6dé allitasban.

Az dnkonzisztencia és 6nkonzisztens monotonitas tulajdonsagokat [Chebotarev és Shamis| (1997)) de-
finidlta, itt ezeket jartuk alaposan korbe, elsGsorban a lehetséges gyengitésekre fokuszalva. Az RSC
és RSCM axiomak ugyanakkor azt mutatjak, hogy mindkettének létezik viszonylag magatol értet6ds
kiterjesztése. Ennek megfelel6en MV A, RSB, valamint az 6nkonzisztencidhoz és az 6nkonzisztens mono-
tonitashoz kapcsolddo tobbi tulajdonsag definidlasa is sajat eredménynek tekinthets; az elkiilonithetGség
érdekében csak a legfontosabb sajat allitdsokat illettiik tétel elnevezéssel.

Legfontosabbnak a tétel eredményét tartjuk, miszerint nem talalhaté olyan pontozasi eljarés,
mely egyszerre lenne jol viselkedd lokilis és globalis szempontbhdl. Az ellentmondés 6sszhangban van
Altman és Tennenholtz (2008) iranyitott grafokra megfogalmazott hasonlo allitasaval, és alatamasztja
Gonzalez-Diaz et al| (2013) az irrelevans mérkdzésektdl valo fiiggetlenség megkérddjelezhetdségére vo-
natkozd megallapitasat. A lehetetlenségi tételbdl 1ényegében nem sikeriilt pozitiv eredményt kihozni, az
onkonzisztencia tulzott gyengitése révén nem zarhaté ki az egyértelmiien elvetendd egyenlé modszer. A
hasonl6 ellentmondast megfogalmazo a[f.3], az[5.1]és az[5.2] tételek illusztraljak az egyes axiomak kozotti
atvaltasi lehetGségeket : a kvazi onkonzisztenciara korlatozas esetén 1M mellett sziikség van az erés met-
sz6 kiegyensulyozottsigra is, ami az ennél erésebb kvazi dnkonzisztens monotonitidsnal a szimmetridra
vagy a metsz$ kiegyensilyozottsagra cserélhetd.

Az értelmezési tartomany szikitése csak annyit tesz lehetGvé, hogy round-robin esetben az axiomati-
kusan jol megalapozott pontszam moédszert hasznélatat javasolhassuk. Az[5.9] megjegyzés szerint az[5.10}
allitas negativ eredménye azt jelenti, hogy — a graf interpretécio altal sugallt intuitiv benyomésunkkal
szemben (Csato, 2013b) — |Gonzalez-Diaz et al.| (2013) legkisebb négyzetek modszere elleni érvelése a
kiegyenstlyozott rangsorolasi problémak R osztalyan is érvényes marad. Végiil a makrocsapat ¢nal-
16sdg révén ramutattunk az irrelevans Gsszehasonlitasok egy olyan értelmezésére, mely mar nem keriil
Osszeiitkozésbe az SC' és SCM axiomékkal.

A fentihez hasonl6 tulajdonsagok bevezetése meglatasunk szerint harom teriileten bizonyulhat hasz-
nosnak. Egyrészt hozzdjarulhat a modszerek mélyebb megértéséhez, méasfeldl 0j szempontokkal gazda-
gitja a pontozasi eljarasok axiomatikus targyalasat (Chebotarev és Shamis| [1998] [1999; Slutzki és Volij,
[2006}, |Gonzélez-Diaz et al. 2013; |Csatd, [2012b)), végiil pedig tdmpontokkal szolgalhat a paros Osszeha-
sonlitdsok megtervezésében. Pszicholégiai vizsgélatokban, svijci rendszerd sportversenyek rendezésekor
és szamos mas esetben a szervezdének, irdnyité hatosagnak lehet&sége nyilik az Gsszehasonlitasra keriilg
objektumpéarok megvalasztasara. Ekkor az itt targyalt axioméak feltételeinek megteremtése segitheti az
elére megadott vagy kés6bb kivalasztand6 pontozasi mddszerrel kapott értékelések értelmezését: példaul
az Oonkonzisztencia igazi ereje akkor mutatkozik meg, ha minél t6bb objektum fokszama azonos, a rang-
sorolasi probléma kozel kiegyensulyozott, mig bizonyos Osszehasonlitasok irrelevancidja makrocsapatok
elgallitasaval biztosithato.

Az axiomatikus targyalas végss célja kétségteleniil a pontozasi eljarasok karakterizacidja, ez azonban
— legalabbis a vizsgalt altalanos esetben — meglehetGsen nehéz feladatnak ttinik. Ugyanakkor a makrocsa-
pat 6nallosag (MV A), és az erGs metsz6 kiegyensilyozottsaggal kiegészitve (RS B) erds 6nkonzisztencia
(RSC) maér elég szigoru feltételnek tiinik ahhoz, hogy nagymértékben sziikitse a szoba johet¢ modszerek
korét, mindkettd segitséget nydjthat az altalanositott sordsszeg, vagy a legkisebb négyzetek médszerének
karakterizalasdban. Az axiomatikus megkozelités eredményei konkrét reprezenticios tételek hianyaban
sem elvetenddSk, mert hasznos tdmpontokkal szolgalhatnak a pontozasi eljarasok kozotti valasztashoz,
illetve a modszertan gyakorlati alkalmazésahoz.
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Figgelék

F.1. tablazat. Pontozasi eljarédsok az axiémak tiikrében I.

Tulajdonsidg Korabbi megjelenés Definicio Pontszam
CNT |Chebotarev]| (1994) Bl definicio Bl lemma
SY M \Gonzalez-Diaz et al| (2013) B2 definicio |Gonzalez-Diaz et al| (2013), lemma
INV |Chebotarev és Shamis| (1998)* B.3l definicio \Gonzalez-Diaz et al.| (2013), lemma

N/ Gonzdlez-Diaz et al| (2013)0 B4 definicio | Gonzalez-Diaz et al] (2013), B4} lemma
MVA — [3.8l definicio Bl tétel

“scol T Gonzélez-Diaz et al] (2013)1 BZ definicio | Gonzalez-Diaz et al] (2013), B8} lemma
HTV \Gonzélez-Diaz et al. (2013)* [B.8 definicio |Gonzalez-Diaz et al.| (2013), allitas

Tsc T Chebotarev és Shamis| (1997) LT definicic | BT lemma T
wSsC — 2 definicio 43 lemma
QSC — definicio [£7 lemma, n < 3-ra[5.6] megjegyzés

‘sp Chebotarev és Shamis| (1999) @3 definicic g8 lemma T
RSB — definicio [£2] tetel, .3 megjegyzés

Tsem Chebotarev és Shamis| (1997) G definicic G lemma T
WSCM — definicio lemma
QSCM — B3l definicio lemma, n < 3-ra megjegyzés
BSCM — 54l definicio lemma

"rRsc e G definicic 61 lemma T
RSCM — definicio lemma

M m Property 7) altalanositott sorsszegre vonatkozd transzpondlhatdsdg axidmaja ezzel ekvivalens.

© Maéas néven vagy forméaban léteznek korabbi valtozatok is, példaul M m Axiom III), illetve

-

Rubinstein| (1981, Axiom 5).
Chebotarev 1 4, Property 3

) 4ltalanositott sorsszegre vonatkozo egyetértés axiomaja ennél erdsebb megjegy-

m m Property 10) altalanositott sordsszegre vonatkoz6 dominancia axiéméaja ennél erGsebb meg-

jegyzés).
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F.2. tablazat. Pontozasi eljarasok az axiémak tiikrében II.

Tulajdonsag Korlatozas Altalanositott sordsszeg Legkisebb négyzetek
CNT — Chebotarev] (1994, Property2) B lemma
3.1l lemma
SY M — Gonzalez-Diaz et al.| (2013) Gonzalez-Diaz et al.| (2013
lemma lemma
INV — Gonzalez-Diaz et al.| (2013 Proposition 4.6)  |Gonzélez-Diaz et al.| (2013, Proposition 4.6)
.......................... B2llemma. ... ... ... ... ... ... B2lemma. . ... L. L L.,
M — Gonzélez-Diaz et al.| (2013, Example 6.1) Gonzalez-Diaz et al.| (2013, Example 6.1)
lemma, lemma,
1M (N,A,M) e RE lemma lemma
MVA — Bl tetel Bl tetel
scc — Chebotarev| (1994, Property 3) Gonzalez-Diaz et al.| (2013)
3:3] megjegyzés, 3.8 lemma lemma
HTV — Chebotarev] (1994, Property 10) Gonzalez-Diaz et al. (2013, Proposition 5.3)
.......................... B.4 megjegyzés, B2} allitas - __________ B2 allitas, 3.3 kovetkezmény
SC — Chebotarev és Shamis| (1997, Theorem 8) Chebotarev és Shamis| (1998)
411 allitas £11 allitas
wSsC — 44 lemma lemma
QSC — [4.6l lemma 4.6l lemma
SB — 48 lemma Mg lemma
RSB — tétel, megjegyzés tétel, megjegyzés
SCM — |Chebotarev és Shamis (1997, Theorem 8) \Chebotarev és Shamis| (1999, Proposition 10)
allitas, lemma allitas, n = 2-re[5.2] megjegyzés
SCM (N,A,M) e RE [BI0 allitas G.I0 allitas
SCM (N,A,M) e RY [EI2 allitas \Chebotarev és Shamis| (1999, Proposition 10)
(.12 Allitas
WSCM — [(.4] lemma, [5.5] lemma (.4 allitas, n < 3-ra[5.4] megjegyzés
n < 3-ra[5.4] megjegyzés
QSCM — b.7 lemma, [5.6] allitas allitas
BSCM — lemma, lemma B3l tétel
RSC — tétel tétel
RSCM — sejtés, lemma 63 lemma
F.3. tdblazat. Pontozasi eljaradsok és fogalmak
Fogalom Korabbi megjelenés Definicio
Aréanyossig — 2.1] definicio

Név modszer ISlutzki és Volij (2005) definicio
Slutzki és Volij| (2005) 2.3l definicio
Borda| (1781)); |Copeland, (1951) [2.4] definicio
|Chebotarev]| (1989, 1994) 2.5 definicio

Legkisebb négyzetek modszere Horst| (1932); Mosteller| (1951); |Gulliksen| (1956) 2.6l definicio

Makrocsapat |Chebotarev| (1994) definicio

Dominéns halmaz — (4 definicio

Egyenl6 modszer

Pontszdm modszer

Altalanositott sordsszeg modszer
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F.4. tablazat. Axiomak kapcsolata

SCM = WSCM
WSCM = WSC
SCM = QSCM
QSCM = WSCM
QRSCM = wWSsC

RSCM = SCM

RSCM = WSCM
RSCM = QSCM
RSCM = BSCM

kovetkezmény
[(-3] kovetkezmeny
kovetkezmény
(-5 kovetkezmeny
kovetkezmeény

kovetkezmény
[6:2] kovetkezmeny
kovetkezmeény
kévetkezmény

Implikicio Bizonyitas Megjegyzés

INV = SYM [B-1] kdvetkezmeny \Gonzalez-Diaz et al.| (2013)

MVA= IIM Bl allitas (N, A, M) € R round-robin

HTV = SCC kovetkezmény \Gonzalez-Diaz et al.| (2013)
“sc=wsc Kovetkezmény ey

SC = QSC kévetkezmény —

QSC = WwWSC [£:2] kdvetkezmeny —
"RSB=SB Kovetkezmény e
“sem=sc T Kovetkezmény Chebotarev és Shamis| (1997)

SCM = WSC kévetkezmény —

SCM = QSC (-1} kdvetkezmeny —

QRSCM = QSC kovetkezmény —

"SCM = BSCM B kovetkezmény Ty
BSCM = SC kovetkezmény —
BSCM = WSC kovetkezmeény —
BSCM = QSC kovetkezmény —
BSCM = SCM 5.9 allitas (N, A, M) € R® kiegyenstilyozott
BSCM < SCM kovetkezmény (N, A, M) € R® kiegyenstlyozott

RSC = SC [6-1] kovetkezmeny —
RSC = WSC kovetkezmény —
RSC = QSC [6-1] kovetkezmeny —
RSC # SCM [6.35] allitas (N, A, M) € R round-robin
SCM # RSC [6.6] allitas (N, A, M) € R® round-robin
"RSCM = Sc Kovetkezmény ST
RSCM = WSC kovetkezmény —
RSCM = QSC [6-2] kovetkezmeny —
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F.5. tablazat. Axiomék egyiittes kielégithet&sége

IIM N RSB # (
QSC N RSB #
SCMNIIM =0

WSCM N IIM # 0
BSCM NIIM = ()

QSCMNIIMNSYM =0

IIM N SYM # 0

QSCMNIIMNSYM # 0
QSCMNIIMNSB=10

IIMNSB#0
QSCM N SB #

=

SCM N IIM = ()
SCMNIIM =
SCM NIIM # 0
RSCNIIM =0
RSCNIIM =0
RSCNIIM =0
RSCNIIM #0

RSCMNIIM =0

M.4] megjegyzés
M4] megjegyzés

G351 allitas

B.70 allitas

5.1 tétel

[.7] megjegyzés
B.7] megjegyzés
5.2] tétel

[.8] megjegyzés
[b-8] megjegyzés

E.11] allitas
[£.13] allitas
611 allitas
6.2] allitas
6.3] allitas
6.4] allitas
allitas

fiiggetlenség: [5.3] lemma
fliggetlenség: lemma
fliggetlenség: megjegyzés

fiiggetlenség: megjegyzés

(N, A, M) € R® kiegyenstlyozott
(N, A, M) € RY stlyozatlan

(N, A, M) € R” round-robin
fiiggetlenség: lemma,

(N, A, M) € RP kiegyenstlyozott
(N, A, M) € RY stlyozatlan

(N, A, M) € R round-robin

Metszet Bizonyitas Megjegyzés Modszer
SCNIIM =0 M1 tétel fiiggetlenség: [.2] lemma —
SCNIIM = () H2] allitas (N, A, M) € RP kiegyenstlyozott —
SCNIIM =0 M.3] allitas (N, A, M) € RY silyozatlan —
SCNIIM # E.4] allitas (N, A, M) € RE stilyozatlan pontszam, altalanositott sordsszeg, legkisebb négyzetek
SCNMVA#() E35] allitas — altaldnositott sordsszeg, legkisebb négyzetek
wscnIiMm A0 @ allitas - T egyenls, pontszam
QSCNIIMNRSB=10 H.3] tétel fiiggetlenség: [1.4] megjegyzés —

pontszam

altalanositott sorosszeg, legkisebb négyzetek

pontszam
altalanositott sordsszeg, 0 < e < 1/[(n — 2)m|
pontszam

altalanositott sordsszeg, 0 < e < 1/[(n — 2)m]

pontszam, altalanositott sortsszeg, legkisebb négyzetek
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