Gondolatok az egyensulyrdl a jatékelméletben
Forgo Ferenc

Kivonat

A tanulmény a Nash egyensiily és a korreldlt egyensiily interpretdciéjaval, a
racionalitassal val6 kapcsolatédval és a Nash egyensiily axiomatikus megalapozdsa-
val foglalkozik. Problémdkat vet fel, kételyeket fogalmaz meg és vilaszokat
keres. Foglalkozik tobbek kozott a linedris duopdlium Nash egyenstlydnak
iterdlt dominancia alapjan torténd meghatdrozdsaval, a visszafele indukcié és
a Nash egyensiily konzisztencia alapon valé axiomatizdldsdnak analégidjaval. A
korreldlt egyensiily iterdldsdnak a lehetdségét a gydva nyul jatékon mutatja be,
és a korreldlt egyensily Aumann-féle interpretacidjénak egy modositdsdaval is
foglalkozik. A probléma&k felvetése és a vdlaszok mar egy bevezetd jatékelméleti
kurzusban is hasznosithatok.

1 Bevezetés

Az egyensilyrél mindenkinek megvan az informaélis, intuitiv elképzelése. Leg-
inkdbb a fizikai egyensily jut az embereknek elsére az eszébe. Ezt gy lehetne
definidlni, szintén informadlisan, hogy ha egy testre haté erdk ereddje ered-
ményeként a test nyugalomban van, akkor egyenstlyrdl beszéliink. A létrejottét
is jol lehet szemléltetni azzal a kisérlettel, amelyben egy félgémb alakd edénybe
egy goly6t tesziink, amely kilengé mozgés utdn az edény aljan nyugalomba kertiil.
A kozgazdasdgtanban leginkabb azt az dllapotot tekintik egyensilynak, amikor
a kereslet megegyezik a kinslattal.

Nem ilyen egyértelmii a helyzet a jatékelméletben. Még ha korldtozzuk ma-
gunkat a nem-kooperativ jatékokra, akkor is tobbféle egyensily létezik, hogy
csak a két legfontosabbat, a Nash egyensilyt (NE) és a korreldlt egyensilyt
(CE) emlitsiik. Az NE olyannyira elfogadott és elterjedt a nem-kooperativ
jatékként modellezett szitudciok elemzésében, hogy gyakran olyan megfogal-
mazdsokkal is taldlkozunk a legkiilonbozdbb alkalmazédsokban, hogy ,keressiik
meg a megolddst”, amelyen automatikusan a (vagy egy) NFE megkeresését ér-
tik. Ez, ha az adott helyzetben adekvit megoldds is, indokldst mindenképpen
igényel.

Az NFE matematikai definicigjaval nincs is semmi baj, az interpretaciéjaval
és a raciondlis, konzisztens dontéshozéi magatartdssal valé kapcsolatdval annél
tobb probléma van. Ezekrdl dltaldban kevés sz6 esik, noha Nash (1951) maga
a hires dolgozatdaban ennek tobb teret szentel, mint magénak a Nobel-dijat ér6
fogalomalkotdsnak és egzisztencia tétel bizonyitdsnak. Sajnos az oktatdsban
is kevesebb id6 jut a koncepcionédlis dolgok térgyaldsdra, mint kellene. Ennek
ellenére, az ebben a tanulményban targyaltakat, az irodalmi hivatkozasokon tul,
sokéves oktatdsi tapasztalat, az érdeklédd hallgatok kérdései és megjegyzései
ugyanigy inspiraltdk, mint a sajat kételyeim és gondolataim.

Nem véletlen, hogy ezeket a régéta bennem él6 gondolatokat most fogalma-
zom meg eldszor és itt kozlom. Bardtom, Zalai Erné munkdssidgdban is nagy



helyet foglal el a kozgazdasagi egyensily, amely szintén nem probléma mentes
fogalom. Nem tudtam volna jobb férumot taldlni, mint Erné 70-ik sziiletés-
napjara szerkesztett kotetet.

2 Mi a baj a Nash egyenstillyal?

Eloszor rajzoljuk fel a pélyét, ahol mozogni fogunk: Nem-kooperativ, szi-
multan (one-time interaction) n-szemeélyes jatékok normadl (stratégiai) formédban
adva. A jéték tehat, amit vizsgdlunk: G = {S1, ..., Sn; f1, -, fn}, ahol S; az i-
edik jatékos nem iires stratégia halmaza, S = S; X ... X S, a stratégiaprofilok
halmagza, f; : S — R az i-edik jatékos kifizetofiiggvénye, ¢ = 1, ..., n.

A legvonzébb tulajdonsdga az N E-nek az egyszerii definicié, a matematikai
tomorség és a lehetéség, hogy a matematika gazdag eszkoztdrat konnyen lehet
haszndlni egzisztencia és unicitds tételek bizonyitdsara, valamint egyensily keres6
moédszerek kifejlesztésére. Itt rogton adédik egy valasztdsi lehetdség az NE fo-
galmédnak bevezetésére:

) Megadjuk a matematikai definiciét, majd interpretédljuk és diszkutaljuk
a jelentését.

) Megfigyeliink kiilonboz6 tobbszereplés dontési helyzeteket és ezekhez
kerestink adekvidt matematikai format.

. Bizonyos tulajdonsdgok megkovetelésével axiomatikusan hatdrozzuk
meg az N E-t.

Lassuk tehdt a kozismert definiciét. Ehhez definidljuk elészor az S_; =
X j#iSj,% = 1,...,n csonka stratégiaprofilok halmazat és dllapodjunk meg abban,
hogy egy teljes s stratégiaprofilt az s = (s;,s_;) , $; € Si,8—; € S_; formédban
is felirhatunk. Az s* € S stratégiaprofilt N E-nek nevezziik, ha

fi(s7,8%;) > fi(si,s)
fennéll minden s; € S; és i =1, ..., n-re.

A fent emlitett lehet6ségek koziil az els6 a leggyakoribb megkozelités, hiszen
ez &ll kozelebb a jatékelmélet ,normativ”’ tudomanyok kézé valé besoroldséhoz,
és az interpretacié is természetesen adédik: Az N E olyan stratégiaprofil, ame-
lyen egyik jatékosnak sem érdeke egyediil viltoztatni, feltéve, hogy a tobbiek
nem viltoztatnak. Egy csomé részletkérdés targyaldsatol és kisebb interpreta-
cidés probléméktdsl most eltekintiink.

Egy normativ dontéselméleti tudomédnynak (a jatékelmelet ilyen) illik tisztdz-
ni a viszonyét a racionalitdshoz. Régi és természetes igény, mivel nem-kooperativ
kornyezetben vagyunk, ahol a jatékosok egyéni érdekeiket akarjik érvényesiteni,
hogy az egyéni racionalitast tegyiik meg sarokkének. Az egyéni racionalitdst in-
formalisan tgy fogalmazhatjuk meg, hogy a jatékosok cselekedeteiket egyediil a
sajdt érdekiik figyelembe vételével vilasztjak meg, vagy kicsit formdlisabban: ha
minden egyéb tényezot adottnak vesziink és a jatékos hasznossédga csak a sajdt
cselekedetétol fiigg, akkor a sajat hasznossdgi fiiggvényét maximalizélja. Ehhez
még hozzd szoktdk venni a racionalitds koztuddsat, amit elég most intuitive
értelmezniink a szokdsos médon.



Risse (2000) kit{ing frésdéban meggy6zden céfolja a legszokdsosabb érveket
és okfejtéseket, amelyekkel az NE egyéni racionalitdsbdl vald levezetését tiizték
ki célul. A jétékelmélet olyan nagysdgai vannak kozottiikk, mint Neumann és
Morgenstern (1944), Aumann (1995), Harsényi (1977).

A konklizié az, hogy ahhoz, hogy az N E-t a racionalitds alapjén lehessen
tdmogatni, az kell, hogy a jatékot, mint a jatékosok ,kozos probléméajat” (joint
problem) fogjuk fel, ami pedig ellentmond annak, hogy a jaték nem-kooperativ.
Jegyezziik meg, hogy ez csak a szimultdn jatékokra vonatkozik, nem vonatkozik
példdul az ismételt jatékokra.

3. Orvossdgok a bajra?

Mit lehet tehét csindlni a diagnézis megallapitdsa utdn? Van-e terdpia? Ter-
mészetesen semmit sem ériink el azzal, ha beemeljiik a racionalitédsi kovetelmé-
nyek kozé, hogy racionédlis jatékos N E-re torekszik. Ez egyrészt tautolégia,
mésrészt, ha tobb N FE van, akkor nem biztos, hogy az egyenként egyensilyra
torekvo jatékosok cselekedeteinek eredményeként NFE jon létre. Ehhez a felc-
serélhetOségi tulajdonsdg kell, ami csak viszonylag sz{ik jatékosztélyokra &dll fenn
(palddul az antagonosztikus jatékokra).

Kozismert, hogy a szigorian domindlt stratégidk iterativ kikiiszobolése egyet-
len NE-et sem tavolit el. Igy ha a stratégiaprofilok halmaza egyetlen pontra
redukalédik, vagy egyetlen ponthoz konvergdal, akkor az NE. Minthogy a szig-
oruan domindlt stratégidk iterativ kikiiszobolése az egyéni racionalitdson és an-
nak koztuddsén alapszik, ezért igen széles jatékosztalyon (példaul a véges jatékok
kevert bévitésén) az igy kapott NE joggal tekinthetd raciondlisnak.

Milyen kovetkezménye van ennek a jétékelmélet tanitdsaban? Elsé sorban
az, hogy ahol csak lehet, még ha az NE direkt meghatdrozdsa konnyebb is,
mutassuk meg a faradsdgosabb utat is: jussunk el az N E-hez a szigorian dom-
indlt stratégiak iterativ kikiiszobolésével is (vagy csak azzal). Nézziik példaként
a legegyszer{ibb oligopol jdtékot, a szimmetrikus, linedris duopdliumot. Az &l-
taldnossdgot nem sértve, az egyszeriiség kedvéért nulla koltséggel szdmolunk.

A két jatékos dontési valtozéi a qi,q2 > 0 volumenek, a ¢ + ¢o ipardgi
termeléshez a max{a — b(q; + ¢2),0} &r tartozik, ahol a,b > 0. Vildgos, hogy
minden olyan ¢ termelési volument, amely kiviil esik a [O, %] intervallumon, szig-
ortian domindl egy kelldképpen pozitiv termelés, mivel fiiggetleniil attél, hogy
mennyi a mésik vallalat termelése, az ar és igy a profit is 0. fgy a szigoruan
domindlt stratégidk iterativ kikiiszobolésekor induldsként mindkét jétékos ter-
melésének alsé korldtja Lo = 0, a felsé korldtja pedig Uy = 3. Egy iterdcids
lépésnek azt tekintjiik, amikor mindkét jatékos nem domindlt stratégidinak hal-
mazat szlikitjiik (ha tudjuk), vagyis az alsé korlatot noveljiik, és/vagy a felsd
korldtot csokkentjiik. A szimmetria miatt minden 1épésben mindkét jatékos ko-
rldtai ugyanigy médosulnak. Tegyiik fel, hogy a k-ik lépésben az alsé és fels
korlét Ly és Uy.

Tekintsiik az els6é jatékost. Ahhoz, hogy a korldtait javitani tudjuk, kell
taldlni olyan ¢; és z termelési volument, amelyekre 1,2 € [L, U], 1 # x és
q1 szigorian dominédlja x-et, vagyis



qi(a—bq1 +q2)) > q1(a — b(z + q2)) (1)

fennall minden gy € [Ly, Ux] esetén. Ekkor z-et, mint szigorian dominéltat, el
lehet hagyni. Kiilonboztessiink meg két esetet:

(i) >z

Ekkor (1)-et dtrendezve kapjuk a

a
Q+e <y =g (2)

egyenldtlenséget, amelynek fenn kell 4llni minden g2 € [Ly, Uy ]-re. Ha (2) fenn4ll
g2 = Uyg-ra, akkor nyilvéan fenndll ¢o € [Ly,Ug]-re is. Tehdt ¢ = %(% —Ug)
domindl minden olyan z-et, amelyre x < %(% — Uy). Igy definidlhatjuk az j
alsé korldtot: Lyt = 1(% — Up).

() 1 <z

Hasonléan, mint az (i) esetben, dtrendezés utdn az aldbbi egyenl6tlenséget
kapjuk

a
Gtz > a2 (3)

amelynek szintén fenn kell 4llni minden g2 € [Lg, Ug]-re. Ha (3) fenndll go = Lj-
ra, akkor nyilvan fennall go € [Ly, Uy]-re is. Tehdt ¢; = %(% — L) dominal
minden olyan z-et, amelyre x > %(% — Ly). Igy definidlhatjuk az 1j fels6
korldtot: Uyq1 = 2(% — Ly).

Vegylik észre, hogy U1 - Ly = %(Uk —Ly) ¢s Lo = 0,Up = ¢, ezért
(Uy — Lg) — 0, ha k — oo. Igy az {L} és az {Uy} sorozatok konvergensek,
q* kozos hatarértékiik a jaték N E-je, hiszen a szigori dominancidn alapuld
eliminacié N E-ket nem tédvolit el. A g = %(% — q) egyenlet megolddsa ¢* = 33,
ami természetesen az egyetlen NFE.

Megjegyezziik, hogy ez az eljards mar nem mikodik, ha a jatékosok szama
tobb, mint ketto.

Egy mésik fontos teriilet, ahol a gyenge dominancian alapulé iterativ kikiiszo-
bolés garantdltan egy pontot, az egyetlen N E-t eredményezi, a generikus exten-
ziv formdaban adott véges tokéletes informéciés jatékok. A | generikus” jelzd
itt azt jelenti, hogy barmely jdatékos kifizetései a jatékfa végpontjaiban kiilon-
bozéek. Meg lehet mutatni (ldsd Osborne és Rubinstein (1994)), hogy az
egyetlen részjaték tokéletes N E-t meg lehet kapni gyengén dominalt stratégiak
iterativ kikiiszobolésével a jaték teljes normdl forméjaban. Tehdat ebben a
jatékosztalyban is kovetkezik az NE az egyéni racionalitds és annak koztuddsa
feltételezesébdl. Ennek részletes kifejtése megtaldlhaté Aumann (1995)-ben.

Erdemes a generikus tokéletes informécios véges jatékok N E-jét a kovetkezd
hérom tulajdonsdggal jellemezni:

T1 Egyéni racionalitds: Minden pontban olyan élen kell elindulni, amelyen
a sajat hasznossag az itt kezd6do részfaban a legnagyobb.

T2 Részjaték tokéletesség: Ha a jatékot barmely részfira korlatozzuk, akkor
az NF erre a részfdra valé korldtozdsa szintén N F.



T3 Az N E-t visszafelé indukciéval, ,alulrdl felfelé” meghatdarozhatjuk: ,,Rovi-
debb” jatékokbdl fokozatosan ,hosszabbakat” épitiink fel mindaddig, amig elju-
tunk a teljes jaték egyetlen részjaték tokéletes N E-jéig.

Felmeriil a kérdés, hogy ha megfeleléen formalizdlva, egy megoldédskoncep-
ciotdl (ilyen peélddul az NE) megkoveteljiik a T'1,T2,T3 tulajdonsdgok (vagy
valami hasonld) fenndlldsat, akkor ezek a tulajdonsdgok egyértelmiien meghata-
rozzdak-e az illeté megoldaskoncepciét. Ez a kordbban megfogalmazott lehetdségek
koziil a harmadik: az axiomatikus megkozelités. Az irodalomban lényegében
egy ilyen taldlhato, Peleg és Tijs (1996) nevéhez flizédik. Noha a Forgé et al.
(2007) elektronikus tankdnyvben szerepel, mégsem kozismert, ezért a konnyebb
hivatkozds kedvéért itt is megadjuk.

Egy kicsit mas jelolést alkalmazva tekintsiink egy G = {N, (S;)ien , (fi)ien}
jatékot normdl formaban, ahol N a jatékosok véges halmaza, S;,i € N az i-ik
jatékos stratégia halmaza és f; : X;enS; — R a kifizetéfiiggvénye. Legyen
) # T C N a jatékosok egy részhalmaza és vezessiik be az ST = x;c7S;
jelolést. Legyen tovdbbd I' a jatékok (normél formdban) egy halmaza. Nevezziik
a: I — 29 fiiggvényt megoldasfiiggvénynek (megolddskoncepciénak) a T’
halmazon, ha minden G € I jatékhoz az S = SVstratégiaprofilok egy nem iires
©(G) részhalmazét rendeli.

1. Definicié (P1 kovetelmény) A ¢ megoldasfiiggvény kielégiti az egyszemé-
lyes racionalitds (one person rationality: OPR) kovetelményét, ha minden
G = {{i},S;, fi}, G € T egyszemélyes jatékra fennsll a kovetkezd:

o(G) ={x; € S;: fi(x;) > fi(y;) minden y; € S;-re}.

OPR alapvetd kovetelmény a dontéselméletben és jétékelméletben: minden
jétékos maximalizélja a sajat hasznosségfiiggvényét.

Legyen G = {N,(S))ien,(fi)ien} egy jéték, O # T C N a jdtékosok
egy nem fiires részhalmaza, valamint x € S egy stratégiaprofil. A Gyr =
{T, (S))ier, (f¥)ier)} jatékot a G jaték T-re és x-re vonatkoz6 redukdlt jatékd-
nak (reduced game) nevezziik, ahol f¥(y”) = fi(y™,x¥\T) minden y” € ST és
i € T-re. Gy, az a jaték, amelyet T jdtékosai jdtszanak, miutdn megtudjak,
hogy N \ T jatékosai az z;, i € N \ T stratégidkat vdlasztottdk és elhagytdk a
G jatékot.

A jatékok egy I' halmazdt zdrtnak nevezziik, ha G €I, ) #T C N és x €
S = Gx 1 €T, vagyis I' minden jatékdnak a redukdlt jatékait is tartalmazza.

2. Definicié (P2 kovetelmény) Legyen I' a jatékok egy zart halmaza és ¢
egy megoldésfiiggvény a I' halmazon. A ¢ megoldasfiiggvényt konzisztensnek
(CONS) nevezzitk, ha G €T, 0 £ T C N és x € p(G) = xT € o(Gx.1)-

(xT az x = xN-nek csak azokat a komponenseit tartalmazza, amelyek a
T-ben 1évé jatékosokhoz tartoznak).

CONS azt jelenti, hogy ha a T-ben 1év6 jatékosok tudjék, hogy az N \ T
jdtékosai az x\ 1 stratégiaprofilt vilasztottdk és elhagytdk a G jétékot, akkor
nem kell megvaltoztatni a G -ben hasznalt stratégidikat, amikor a Gy r redukalt
jatékot jatsszak.

Legyen I' a jitékok egy zart halmaza és ¢ egy megolddsfiiggvény I'-dn. Ha
G = {N,(5)ien, (fi)ien} € T és |N| > 2, akkor definidljuk a ¢(G) halmazt a



kovetkez6 képpen:
P(G) ={x€ S:x" € p(Gxr) minden T C N,T # (), N-re}

3. Definicié (P3 kovetelmény) Egy a I' halmazon definidlt ¢ megoldds-
fiiggvény kielégiti a forditott konzisztencia (converse consistency: COCONS)
kovetelményét, ha minden legaldbb két jitékossal rendelkezd G € T jéték es-
etében p(G) C ¢(G).

Erdemes megjegyezni, hogy a CON S tulajdonképpen az a kévetelmény, hogy
a forditott tartalmazds, vagyis a p(G) C @(G) teljesiiljon minden G € T'-re.
COCONS azt jelenti, hogy kevesebb személyes redukélt jatékok megolddsait
konzisztens médon "egyesitve" megkaphatjuk a jéték megolddsat.

Ha T egy olyan jatékosztaly (példdul a véges jatékok kevert bévitései, ame-
lyik jatékosztdly zart, mert minden véges jaték kevert bovitséhez tartozd re-
dukalt jatek is egy véges jaték kevert bovitése), amelyben minden jatéknak van
legaldbb egy N E-je, akkor jeloljiik IV E-vel azt a megoldésfiiggvényt, amely min-
den jatékhoz hozzarendeli az N E-ek halmazat. Az aldbbi tételek Peleg és Tijs
(1996) eredményei.

1. Tétel Az NE Kkielégiti az OPR,CONS és COCONS (P1, P2, P3)
kovetelményeket (minden N E-re zért I' jatékosztélyon).

2. Tétel Legyen ¢ a I zart fiiggvényosztdlyon definidlt megoldasfiiggvény.
Ha ¢ kielégiti az OPR és CONS kovetelményeket, akkor o(G) C NE(G)
minden G € I'-re.

3. Tétel Legyen ¢ a I' zart fiiggvényosztdlyon definidlt megolddsfiiggvény.
Ha ¢ kielégiti az OPR és COCONS kovetelményeket, akkor NE (G) C ¢(G)
minden G € I'-ra.

Kovetkezmény: Ha a T' zart jatékosztalyon definidlt ¢ megoldésfiiggvény
kielégiti az OPR,CONS és COCON S kovetelményeket, akkor ¢ = NE.

Ez a hirom kovetelmény tehdt egyértelmilen meghatdrozza a Nash megoldés-
fiiggvényt. Be lehet bizonyitani, hogy ezek a kovetelmények fiiggetlenek, vagyis
ha bérmelyiket elhagyjuk, akkor a masik kettét nem csak az N E megoldasfiig-
gvény elégiti ki. Az N E-t, (és egyéb fontos megolddsfiiggvényt) mas axiémékkal
is lehet jellemezni. A témét részletesen targyalja Peleg és Tijs (1996).

Nem szorul magyardzatra, hogy T'1 és P1 ugyanaz. T2 és P2 valamint
T3 és P3 viszont koncepciondlisan nagyon hasonléak. Az a kovetelmény, hogy
az egész jatékra vonatkozé megoldds ne valtozzék a redukilt jatékban, analég
azzal a kovetelménnyel, hogy az egész jatékra vonatkozé egyensily a jaték egy
részére is érvényes maradjon. Igy T2 és P2 szoros kapcsolatba hozhaté. P3
azt koveteli meg, hogy a jaték ,megolddsat” alulrdl felfelé épitkezve is meg
lehet kapni. A kiilonbség T'3-t6l az csupén, hogy itt nem a fa aljatél indulunk
felfelé, hanem az egyszemélyes jatékoktol egészen az n-személyes eredeti jatékig.
Az egyes szintekrdl a kovetkezore valé dttérésnek ,konzisztensnek” kell lennie,
vagyis ha ,visszafordulnédnk” az alacsonyabb szintre, akkor a redukalt jatéknak
ugyanannak kell lennie, mint ahonnan kiindultunk. Ez pedig nagyon hasonlit
T'3-ra, mert a visszafele indukcio is egy alulrdl felfelé val6 épitkezés konzisztens
maédon.



Lehet, hogy az N E jellemzésében a kulcsfogalom nem a racionalitds, hanem
a konzisztencia? Mit kellene tenniink, hogy akdr keriild tton eljussunk mégis
a racionalitdshoz? Peleg és Tijs (1996) tesznek is egy lépést efelé, amikor
megmutatjik, hogy ha egy megoldasfiiggvény kielégiti az alabbi P2’ és a P2”
kovetelményeket, akkor P2-6t is.

P2 (Dummy) A d € N jatékost "dummy"-nak nevezziik, ha az Sy straté-
giahalmaza egyetlen elembdl &ll (nem igazi jéatékos, nincs vélasztdsa). Legyen
I egy zart jatékosztaly és ¢ egy megoldésfiiggvény. ¢ kielégiti a P2'(dummy)
kivetelményt, ha minden G = {N, (S;)ien, (fi)ien} € T jatékra, minden d € N
dummy jatékosra és minden x €S-re o(G) = Sg X p(Gx N {4y)- P2' azt a ny-
ilvdnvalé kovetelményt fejezi ki, hogy azok a jatékosok, akiknek nincs stratégiai
dontésiik, ne befolyasoljik a megoldést.

P27 (Irrelevans stratégidktdl (alternativdktol) vald fiiggetlenség, I1S) Ha G =
{N,(S))ien, (fi)ien} € T, x €p(G),z; € T; C S; minden i € N-re és H =
{N,(T3)ien, (fi)ien} € T, akkor x € p(H).

P2” azt a kovetelményt fejezi ki, hogy ha a stratégiahalmazokbdl irrelevéns
elemeket tdavolitunk el, akkor a megoldds ne valtozzék.

Noha az I1S kovetelményt sokan megkérdojelezik, de legaldbb annyian elfo-
gadhaténak tartjak a raciondlis dontéshozo viselkedésforméjaként. Azon kiviil
nagyon operaciondlis is, hiszen megegyezik az optimumszdmitdsban oly hasznos
yrelaxaciés” elvvel.

Nyitott kérdés: Lehet-e a P3 kovetelményt hasonlé médon ,racionalizdlni”?
Peleg et al. (1996) arra az érdekes eredményre jutnak, hogy P3-t6l teljes
egészében meg lehet szabadulni, ha a I' jatékosztélyt megfeleléen definidljuk.
Itt van rogton két lehetoség.

1. Legyen I' azoknak a jatékoknak az Osszessége, amelyeknek van legaldbb
egy NE-je. (Mivel P2-6t tovdbbra is megkoveteljiik, a I'-nak zdrtnak kell lenni,
tehdt minden G € T' jaték redukalt jatékdnak is van legalabb egy N E-je).

2. Legyen I' azoknak a véges jatékoknak az Osszessége, amelyeknek van
legaldbb egy N E-je.

Ez az axiomatizdlds azonban még a szerzok szerint sem elegdns, mivel a
I' jatekosztdly definidlésdban szerepel az a megolddsfiiggvény (az NFE), amit
karakterizdlni akarunk. Ezért a nyitott kérdés tovabbra is nyitott kérdés.

Megfigyelhetjiik, hogy a jatékosztdly, amelyen az axiomatizédlds torténik,
a legfeljebb n-személyes jatékok valamely zdrt osztdlya. Ezen a jdtékoszté-
lyon megkovetelni bizonyos tulajdonsdgok fenndlldsét sokkal ,szigoribb”, mint
ha csak az n-személyes jatékok megfeleld osztdlydn, ami egy sziikebb halmaz,
koveteljiik meg bizonyos tulajdonsdgok meglétét. Ha ezen sziikebb halmazon
megkovetelt tulajdonsdgok egyértelmiien meghatdrozzak az N E-t, akkor ez egy
erésebb eredmény, mint Peleg és Tijs axiomatizdldsa. Itt is a P3 axiéma a
kritikus, hiszen P1, P2” csak az n-személyes jdtékokra vonatkozik. Ugyan a
P1 egyszemélyes racionalitas egyszemeélyes jatékokra lett megfogalmazva, a P2’
dummy axiéma pedig az n — 1 személyesekre, de mégsem minden legfeljebb
n-személyes jatékra. Kérdés: Lehet-e a P3 kovetelményt felcserélni olyannal
(olyanokkal), amely csak 1,n — 1 és n-személyes jatékokra vonatkozik?



4. Mit old meg és mit nem a korreldlt egyensuly?

A korreldlt egyenstilyt (correlated equilibrium, CE) Aumann (1974) vezette
be. Nem biztos hogy helyesen, de pedagégiailag minden képpen indokoltan, al-
taldban az alabbi torténettel (forgatékonyvvel) vezetjiik be a CE-t. A kovetkezOk-
ben véges jatékokra és azok kevert bévitésére szoritkozunk. Nyugodtan fel lehet
tenni, az altaldnossdgot nem fogjuk sérteni, de a jelolésrendszert nagyban egysz-
erlisiti, hogy két jatékosunk van, akik kifizetéseit az A, B m X n-es madtrixok
elemei adjak meg. Tehat egy G = {A, B} bimétrix jatékrol van szo. Jelsljik
a sorjatékos tiszta stratégidinak halmazat I = {1,...,m}-vel, az oszlopjdtékos
tiszta stratégidinak halmazat pedig J = {1,...,n}-vel. Feltessziik, hogy adott
egy P = {p;;},i € I,j € J koztudott valésziniiségeloszlas a tiszta stratégiapro-
filok halmazén. Egy "jatékvezetd" kisorsol egy (i, j) stratégiaprofilt a P eloszlds
szerint, majd mindkét jatékosnak javasolja sajat ¢ és j stratégidjit, de a mésik
stratégiajat titokban tartja. Ezek utdn mindkét jatékos dont, hogy mit jatszik.
CE-nek nevezziik a P eloszldst, ha egyik jatékosnak sem érdeke (nem javul a
kifizetésének varhato értéke), hogy mést jatsszon, mint a jatékvezetd javaslata,
feltéve, hogy a mdsik jatékos is ezt teszi.

A tanitds sordn hanyagul, tébb kényv nyomdokain haladva, meg szoktam
jegyezni, hogy itt egy E extenziv jatékrdl van szd, amely a jétékvezetd sor-
solasdval kezdddik, majd a jatékosok lépnek (vélasztanak a sajdt informécié
halmazukban 1év6 stratégiakbol). A sorjatékos i-ik stratégigjdhoz tartozoé infor-
mé&cié halmazét azok a stratégiaprofilok (az E jaték fajaban pontok) alkotjak,
amelyekben a sorjatékos az i-ik stratégigjat jatssza. Az E jatékban pl. a sor-
jatékos egy stratégidja egy fiiggvény, amely minden informdcié halmazhoz hoz-
zarendel egy k € I tiszta stratégidt. A jatékvezetd javaslatdnak kovetése csak
egy stratégia a sok koziil. Konnyen lathaté, hogy F-ben a "javaslatkovetd"
stratégia paros NE. Itt szokott elsikkadni, hogy FE-ben lehet a javaslatkovetd
stratégia paroson kiviil N F is. Nézziink egy konkrét példét, a gydva nytl jatékot
az aldbbi kifizetésekkel és a szokdsos autés torténettel:

K=kitér, N=nem tér ki.

Itt az ebbdl felépitett F extenziv jatékban mindkét jatékosnak négy stratégidja
van, amelyeket a {K, N} betiikészletbél két betiivel adunk meg: az elsd azt je-
lenti, hogy mit csindl a jatékos, ha a jatékvezetd K-t, a masodik pedig azt, hogy
mit, ha a jatékvezetd N-et javasol. Tehdt a négy stratégia: KK, KN, NK,NN.
Az els6 és a negyedik két "kovetkezetes" stratégia: mindegy mit javasol a
jatékvezetd, a jatékos K-t illetve N-et valaszt. A méasodik az "ellenszegiild", aki
mindig mdst csinél, mint amit javasolnak, a harmadik pedig a javaslatkovetd. A
kifizetések a P eloszldssal szdamolt varhato értékek az E-ben vdlasztott stratégia
péarosok esetében. Vilasszuk P-nek a hasznossdgok osszegét a C'E-k halmazén
maximalizalé eloszlast. Konnyen lehet ldtni, csak egy linedris programozasi fe-
ladatot kell megoldani, hogy az egyetlen optimaélis megoldas:
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Konnyen kiszémolhatd, hogy az E jaték normal formdja a kovetkezd (a
szémok negyedeket jelentenek):

KK NK KN NN
KK (24,24) (12,27) (20,25) (8,28)
C=| NK (27,12) (9,9) (20,10) (2,7)
KN (25,20) (10,20) (21,21) (6,21)
NN (28,8) (7,2) (21,6) (0,0)

A tiszta stratégidk halmazén hdrom NEP van: a javaslatkovetd (KN, KN)
és az aszimmetrikus kovetkezetes (KK, NN) és (NN, KK). Semmilyen olyan
érvet nem tudok felhozni, amelyik garantdlna, hogy feltétleniil a javaslatkovetd
stratégiaparos fog megvaldsulni.

Ezen a ponton felmeriil az a gondolat, hogy menjiink még egy 1épéssel tovabb,
és tekintsiik a C' jéatékot kiindulé jatéknak és keressiik ennek egy olyan korrelélt
egyensiilydt, amely maximalizédlja a vdarhaté hasznosdgok osszegét. Az vilagos,
hogy ha a (KN, KN) javaslatkovetd stratégiapdrost 1 valészinfiséggel sorsoljuk
ki, akkor 42 ¢sszhasznossdgot kapunk. Kérdés, hogy van-e ennél jobb? A most
mér kicsit nagyobb LP-t megoldva azt l4dtjuk, hogy nincs. Viszont nem csak
egy megoldés van, hanem végtelen sok. Példdul a kovetkez6 két matrix minden
konvex linedris kombindcidja:
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Igy lehet6ség van arra, hogy a sok optimélis CE koziil egyéb, a modellben
nem szerepld megfontoldsok alapjdn védlasszon a jétékvezetd. Hogyan lehet ezt
a "kétszint{l" korreldlt egyensilyt interpretélni? Egy lehetséges forgatékonyv
a kovetkezd. Két jatékvezeté van. Az elsd szinten a jatékvezetd javaslatokat
tesz és a jatékosok vilasztanak K és N koziil. A masodik szinten a jdtékvezetd
javaslatot tesz arra, hogy hogyan reagiljanak jatékosok az elsé szinten kapott
javaslatokra. Természetesen id6ben a mésodik szint javaslata jut el a jatékosokhoz
eloszor, azutdn kovetkezik az elsd szint. Ha javaslatkovetd magatartdst vélasz-
tanak a jatékosok a masodik szinten, akkor nem kotelez6 javaslatkovetonek lenni
az els6 szinten, mégis lehet maximdlis hasznossdgosszeget realizdlni. S6t, az
sem kotelezd, hogy az els6 szinten a sorsolds egy C E-t realizdlé eloszlds szerint
torténjék.

Mindebbdl azt a tanulsdgot sziirtem le, hogy hidba olyan vonzé a forgatékonyv-
vel kezdeni a korreldlt egyensiily tanitdsat, mégis jobb el6szor a korreldlt egyen-
silyt matematiakilag definidlni az ©sztonzo feltételekkel és csak utdna bele-
meriilni a kiilonboz6 interpretaciokba. A korreldlt egyensilyokat definidlé egyen-
16tlenség rendszer (az 6sztonzo feltételek) két jatékos esetén az aldbbi
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Az interpretdcick koziil a leghiresebb Aumanné (1987), aki azt &llitja, hogy
a korrelédlt egyensily a bayesi dontéselmélet javaslataival legjobban 6sszhang-
ban 1év6 egyensilyi fogalom. A végletekig leegyszertisitve: egy bayesi don-
téshozd a sajat varhaté hasznossdgdt maximalizédlja a vildg allapotairdl alko-
tott véleménye szerint, amely vélemény a vildg dllapotain definidlt (szubjek-
tiv) valdsziniiségeloszldsban 6lt testet. Tekintsiink gy a stratégia profilok hal-
mazdra, mint a lehetséges vildgédllapotok halmazéara és a P maétrixra, mint egy
ezen definidlt a priori valdsziniiségeloszldsra. Ha a sorjatékos ahhoz az infor-
mécidhoz jut, hogy a sorsolds olyan vildgallapotot eredményezett, amelyben az
6 stratégidja i, akkor az oszlopjatékos vildgallapotainak halmaza J, a hozzd
tartozo valésziniiségek pedig a posterior valészintiségek (a feltétel az, hogy az
i-ik sor valasztdsa mdr megtortént). Ekkor a fenti 6sztonzo feltételek ekvi-
valensek azzal, hogy a sorjdtékos, miutdn megtudta, hogy a kisorsolt straté-
giaprofilbdl az 6 része az i-ik, bayesi dontéshozdként maximalizdlja a posterior
val6sziniiségekkel szamolt viarhaté hasznossagat. Ha a P eloszldas CE, akkor az
i-ik stratégia az optimalis valasztds.

Aumann kritikusainak legfébb ellenvetése, hogy furcsa vildgallapot az, amely
dontésekbdl tevodik ossze. Igy a végén a dontés meghozataldnak az eredménye
egy vildgallapot. Osszekeverednek a dolgok, a lehetséges dontések hol don-
tésként, hol vilagallapotként szerepelnek. Aumann védi dlldspontjét, de igazdn
soha sem sikeriilt meggy6zni kritikusait. Holott egy egyszerii "triikkel" ezt
a problémdt meg lehet oldani. Tekintsiik a problémét, mint egy nem tel-
jes informéciés jatékot, amelyben mind a sor, mind az oszlopjatékos minden
stratégidjahoz hozzérendeliink egy tipust. Tulajdonképpen minden stratégidhoz
(cselekvéshez) hozzarendeliink egy tulajdonsigot, amit az jellemez, hogy egy
ilyen tulajdonsdgu jatékos dltaldban igy cselekszik. Példaul a gydva nyul jaték-
ban a Kitér cselekvéshez az Ovatos, a Nem tér ki cselekvéshez a Merész tipus
tartozhat. Igy a négy vildgallapot: OO, OM , M O, M M. Korrelalt egyensilyban
a "légy onmagad", vagyis ha O tipus vagy, akkor jatsszal K-t, ha M tipus vagy,
akkor jétsszdl IN-et stratégia pdros bayesi Nash egyensily.

Végezetiil vegyiik észre, hogy a C'E, noha dltaldnositdsa az N E-nek, ugyana-
zokkal a koncepcionilis problémakkal rendelkezik, mint az NE. Egyrészt azért,
mert az extenziv jatékkd vagy nem teljes informdcids jatékkd valo dtalakitds
sordn a korreldlt egyensilyt azonositottuk egy kibovitett jaték N E-jével, mas-
részt Aumann interpretdciéjat ugyanigy nem lehet az egyéni racionalitdsra és
annak a koztuddséra visszavezetni, mint az N E-ét. Lasd b6vebben Risse (2000).
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