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Kivonat

A cikk a pdros 0sszehasonlitdsokon alapulé pontozési eljarasokat alkalmaz-
za svéjci rendszer(i sakk csapatversenyek eredményének meghatdrozasara. Be-
mutatjuk a nem kormérk6zéses esetben felmeriilé kérdéseket, az egyéni és csa-
patversenyek jellemz&it, valamint a hivatalos lexikografikus rendezések hibait.
Axiomatikus alapokon rangsorolasi problémaként modellezziik a bajnoksagokat,
definiciéinkat 6sszekapcsoljuk a pontszam, az éltaldnositott sorosszeg és a legki-
sebb négyzetek médszerének tulajdonsdgaival. A javasolt eljarast két sakkcsapat
Eurépa-bajnoksadg részletes elemzésével illusztraljuk. A végs6é rangsorok Ossze-
hasonlitdsat tavolsadgfiiggvények segitségével végezziik el, majd a sokdimenziés
skalazas révén abrazoljuk azokat. A hivatalos sorrendtdl valo eltérés okait a legki-
sebb négyzetek modszerének dekompozicidjaval tarjuk fel. A sorrendeket hdrom
szempont, az el6rejelz6 képesség, a mintailleszkedés és a robusztussig alapjan
értékeljiik, és a legkisebb négyzetek modszerének alkalmas eredménymatrixszal
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Abstract

The paper uses paired comparison-based scoring procedures in order to de-
termine the result of Swiss system chess team tournaments. We present the main
challenges of ranking in these tournaments, the features of individual and team
competitions as well as the failures of official lexicographical orders. The tourna-
ment is represented as a ranking problem, our model is discussed with respect to
the properties of the score, generalised row sum and least squares methods. The
proposed method is illustrated with a detailed analysis of the two recent chess
team European championships. Final rankings are compared through their dis-
tances and visualized by multidimensional scaling (MDS). Differences to official
ranking are revealed due to the decomposition of least squares method. Rankings
are evaluated by prediction accuracy, retrodictive performance, and stability. The
paper argues for the use of least squares method with an appropriate generalised
results matrix favouring match points.
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Szokds a tant elméleti és gyakorlati tanra felosztani. Ez a felosztds azonban csak feltétele-
sen alkalmazhaté, mert a legelvontabb tan sem lehet tapasztalds nélkiili. Es forditva: csupdn
tapasztalati tan sincsen.ﬂ

Bolyai Janos

1. Bevezetés

A paros 0sszehasonlitdsokon alapulé rangsorolas egyik klasszikus alkalmazasi te-
riilete a sport: a témaval foglalkoz6 korai mtivek megsziiletéséhez tobb alkalommal
sakkversenyek szolgéltattdk az inspirdciot (Landau, 1895, 1914; Zermelo |, 1928). A ko-
vetkez6kben egy ilyen rangsor feldllitdsara tesziink kisérletet, a svdjci rendszerti sakk
csapatversenyek esetén. A kérdést mar targyaltuk egy kordbbi cikkiinkben (Csatd),
2013a)), ezuttal azonban igyeksziink mélyebb, alaposabb moddszertani megalapozast
adni, és a kiilonbdz6 sorrendek értékelését szintén tovabbfejlesztjiik.

A cikkben pontozasi eljarasok egy csaladjat, az altalanositott sordsszeget (Che-
botarev, 1989, 1994), illetve az ennek hatarértékeként adodé legkisebb négyzetek
modszerét alkalmazzuk. Elébbinek nem ismerjiik gyakorlati felhasznalasat, utébbi-
val azonban mar mdsok is foglalkoztak (Leetlang and van Praag), 1971; Stefani, 1980).
A téma aktualitdsat részben egy nemrégiben megjelent munka szolgaltatja, Gonzalez-
Diaz et al| (2014) tobbek kozott az dltalanositott sordsszeg és a legkisebb négyzetek
modszerének axiomatikus tulajdonsagait vizsgélja. A legkisebb négyzetek moédsze-
rér8l megmutattuk, hogy &ltaldban létezik iterativ el6allitdsa, ami megkonnyiti az
eredmények értelmezését (Csatd, [2014a). Ilyen, rekurziv alapu eljdrdsok hasznalatat
ajanlja a svajci rendszerti sakkversenyek esetén [Brozos-Vazquez et al,| (2010), amit
immar a gyakorlatban is illusztrdlunk. A rangsorok 0sszehasonlitasat lehetévé tevd
tavolsagfliggvények kivélasztdsahoz Can (2014) tett jelentés hozzéjarulast.

A2 fejezet a paros 6sszehasonlitdsokkal torténd rangsorolds egy, a késébbi targya-
las alapjat képezo altalanos modelljét mutatja be. Bevezetjiik a rangsorolési probléma
fogalmat alfejezet) és a paros Osszehasonlitdsok graf reprezentacidjat alfeje-
zet), mely segitséget nyujt az egyes modszerek értelmezésében. A alfejezetben az
objektumok sorrendjének felallitdsara javasolt egyik megkozelitést, a pontozasi elja-
rasok haszndlatét tekintjiik 4t, majd a valasztott médszereket ismertetjiik. A alfe-
jezet két, a gyakorlati alkalmazas szempontjabdl jelent6s tulajdonsdgot targyal.

A (3l fejezet a svdjci rendszerli sakk csapatversenyek rangsoroldsi problémaként
torténd modellezését ismerteti. Els6ként a feladat dltalanos jellemzoéivel, a nem kor-
mérkdzéses esetben felmeriilé kérdésekkel foglalkozunk alfejezet). Attekintetjiik
a hivatalos lexikografikus rendezéseket, az egyéni és a csapatversenyek rendezésének
részleteit, valamint ravildgitunk a kiils6 és bels6 kor jelent6ségére a svdjci rendszerti
torndkon. A alfejezetben megallapitjuk, hogy a mérk6zésmatrix definicidja szinte
trividlis, az eredménymatrix kivalasztasa pedig az el6z6 fejezetben ismertetett axio-
mak segitségével megfelel6 alapokra helyezhetd.

AW fejezet két sakkcsapat Eur6pa-bajnoksag részletes elemzését nydjtja. A al-
fejezet ismerteti a kivalasztott példdkat és a haszndlt moédszerek részleteit. A kapott

1 1dézi: Weszely Tibor: Bolyai Jdnos. Vince Kiad6, Budapest, 2002. 173. o.



rangsorok oOsszehasonlitdsat Can (2014) javaslatdbol kiindulva, a Kemény- és a su-
lyozott tdvolsdgok vizsgélataval végezziik el alfejezet). A sokdimenzios skéldzas
(MDS) lehet6vé teszi a kapott sorrendek kétdimenzids leképezését, az eredmények
grafikus szemléltetését. Mivel a legkisebb négyzetek médszerébdl ad6dé sorrendek
a hivatalos rangsortdl viszonylag messze helyezkednek el, a alfejezetben a Csa-
to| (2014a)) altal ismertetett dekompozicidval tarjuk fel az eltérés okait. A rangsorok
értékélését harom megkozelitésben, az elérejelzd képesség, a mintailleszkedés és a ro-
busztussdg alapjan vizsgaljuk alfejezet). Eredményeinket az 5| fejezetben 6ssze-
gezziik.

A fiiggelékekben indokoljuk a tavolsagfiiggvények kivalasztasat Fliggelék),
kozoljiik az elemzett sakk csapatversenyek részleteit Fliggelék) és néhany tovab-
bi abrat Fiiggelék).

Al fejezet az altalunk haszndlt rangsoroldsi modellkeretet targyalja, a bemutatott
alkalmazds nagyrészt ennek ismerete nélkiil is megérthetd. A svéjci rendszerti sakk
csapatversenyekben jdratos olvasé ugyancsak atugorhatja a alfejezetet.

A cikk az olvas6tol csak minimaélis matematikai (els6sorban algebrai) el6képzett-
séget igényel, csaknem minden sziikséges fogalmat definidlni fogunk. A kétdimenzi-
6s matrixokat és skalarokat formézas nélkiil, a vektorokat félkovér bettikkel szedjiik.
x mindig oszlopvektor, a megfelel6 sorvektort x” jeloli. A természetes szamok IN hal-
maza alatt az 0sszes nemnegativ egész szamot értjiik, R, pedig a nemnegativ valos
szamok halmaza.

2. A rangsorolasi probléma és megoldasa

A kovetkez6kben bemutatjuk a paros dsszehasonlitasok altalunk hasznalt modell-
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jét és az ezek segitségével torténd rangsoroldsra javasolt megkozelitések koziil a pon-
tozasi eljardsokat.

2.1. A paros Osszehasonlitasokon alapulé rangsorolds egy modellje

Els6ként az 4ltalunk haszndlt pédros Osszehasonlitdsi modellkeretet vezetjiik be,
ennek részletes targyaldsat lasd (Csatd (2014a).

2.1. Definicié. Objektumhalmaz (set of objects)ﬂN ={Xy1,Xa,..., Xy}, n € N az objek-
tumok halmaza.

2.2. Definicié. Mérkdzésmdtrix (matches matrix): Az M = (m;;) € N"*" szimmetrikus
(M = M) mérkbzésmdtrix az objektumok 0sszehasonlitdsainak szdmat tartalmazza.

Ugyan a kés6bbi eredmények mindegyike érvényes a folytonos esetben (M ¢
€ R"") is, de helyenként sokkal bonyolultabb jelolések alkalmazasa vélna sziiksé-
gessé. Az alkalmazdsok szempontjdbdl ez nem jelent igazi megszoritast.

2.1. Jelolés. m = max{m;; : X;, X; € N}.
2 Bar a cikk magyar nyelven késziilt, a fogalmak mogott zardjelben szerepel a mér hasznalt (ez

esetben hivatkozassal) vagy az éltalam alkotott angol terminoldgia. Utébbival kapcsolatban minden
észrevételt szivesen fogadok.



2.3. Definicié. Eredménymdtrix (results matrix): Az R = (r;;) € R"*" ferdén szim-
metrikus (R" = —R) eredménymitrix az objektumok dsszehasonlitdsainak kimenetelét
tartalmazza, ahol r;; € [—m;j, m;;] minden X;, X; € N esetén.

Az eredménymatrix azonos a Saaty-féle paros dsszehasonlitds matrixszal (Saaty)
1980), ha az utébbi elemenkénti logaritmusait vessziik (Csatd, [2012b).
A diagonélisban szerepl6 elemeknek, az objektumok dnmagukkal vett 0sszeha-
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sonlitdsainak a kés6bbiekben nem lesz jelent&sége.

2.4. Definici6. Rangsoroldsi probléma (ranking problem): Az (N,R, M) harmas egy
rangsoroldsi probléma, ahol N az objektumok halmaza, R az eredmény-, M a mér-
k6zésmatrix.

2.2. Jelolés. A rangsorolasi problémék halmaza k.
A definici6ban megadott modell az aldbbi jelenségek leirdsdra alkalmas:

1. Dontetlen (r;; = 0): a dontéshozok Osszességében nem képesek kiilonbséget
tenni két objektum kozott;

2. Eltérd preferenciaintenzitas (0 < r; < m;; tetsz6leges): a paros Osszehason-
litdssok eredménye nem feltétlentil bindrisan (jobb / rosszabb) adott, hanem
példéaul gyakorisagi alapon, igy r;;/m;; = 0,8 azt jelentheti, hogy az X; objek-
tum az esetek 80%-aban bizonyult jobbnak X;nél;

3. Hidnyz6 0sszehasonlitds (m;; = mj; = 0): két objektum egymas elleni teljesit-
ménye ismeretlen;

4. Tobbszords dsszehasonlitas (m;; > 1): egyes objektumpdrok viszonya tobb al-

kalommal keriilt meghatdrozdsra (példdul két teniszezd tobb mérkdzést jat-
szott egymadssal), esetleg kiilonbozik az dsszehasonlitdisok megbizhatdsaga.

A dontetlenek megjelenése a valtoz6 preferenciaintenzitds megengedésének egye-
nes kovetkezménye. Noha idedlis esetben az 0sszehasonlitdsok szama minden ob-
jektumpar esetén azonos, a szavazoknak lehet6ségiik van a valasztéds elkeriilésére is,
ezért egyes 0sszehasonlitdsok hidnyozhatnak. Ennek oka sokszor az objektumok je-
lent6s szdma: amennyiben a pdros Osszehasonlitdsok elvégzése koltség-, id6- vagy
egyéb korldtokba iitkozik, nincs lehet6ség minden viszony lekérdezésére. Bizonyos
sportdgakban ezért rendeznek egyenes kieséses (knockout) vagy svdjci rendszerfi
(Swiss system) versenyeket. Egy mdsik eset lehet az el6rejelzés igénye, miel6tt egy
kormérkézéses (round-robin) bajnoksag osszes forduldjat lejatszottak volna.

2.5. Definici6. Speciélis rangsorolési problémék: Egy (N,R,M) € R rangsorolasi
probléma

e kiegyensilyozott (balanced), ha Y x cn Mk = Lx,en Mjx minden X;, X; € N-
re, azaz minden paros dsszehasonlitas ugyanannyiszor keriilt végrehajtas-
ra;

e kormérkdzéses (round-robin), ha m;; = my, minden X; # X; és X; # X, kiilon-
b6z6 objektumokbol 4ll6 pér esetén;
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e sulyozatlan (unweighted), ha m;; € {0;1} minden X;, Xj € N esetén.

Kiegyenstulyozottsdg esetén az ismert dsszehasonlitdsok egyenletesen helyezked-
nek el a rangsorolasi problémdaban. A kormérkézéses problémak abban az értelemben
teljesnek tekinthetSk, hogy m = m;j, X; # X; miatt egyetlen paros 6sszehasonlitds sem
ismeretlen. Stilyozatlan esetben nem megengedettek a tobbszords dsszehasonlitasok,
az R eredménymatrix szinte teljes mértékben leirja a rangsorolédsi problémat, de r;; =
= 0 egyszerre felel meg a dontetlennek és a hianyz6 6sszehasonlitasnak.

2.3. Jelolés. A kiegyenstilyozott rangsoroldsi problémdak halmaza R5.
A koérmérk6zéses rangsoroldsi problémdak halmaza RX.
A stlyozatlan rangsoroldsi problémdak halmaza RY.

2.1. Megjegyzés. RR ¢ R® C R.

2.6. Definicié. Osszehasonlitdsok szdma: Legyen (N, R, M) € R egy rangsoroldsi prob-
léma. Az X; € N objektum 0Osszehasonlitdsainak szdma d; = ije N Mjj-

2.4. Jelolés. e € R" a csupa 1-esbdl all6 vektor, e; =1 minden i =1,2,...,n-re.

I € R"™" az egységmatrix, melynek féatlojaban 1-esek, azon kiviil pedig 0-k vannak.
0 az az R"-beli vektor, illetve R"*"-beli métrix, melynek minden eleme 0 (jelentése a
szovegkornyezet fliggvénye).

2.2. A mérkdzésmatrix graf reprezentacidja

Az M mérkézésmatrixot bizonyos esetekben grafokkal reprezentéljuk, az aldbbi-
akban ennek médjat mutatjuk be.

2.7. Definicié. Grafelméleti alapfogalmak:

A G = (N, E) par egy grif, ahol N a csiicsok, E pedig az élek halmaza. G irdnyitatlan
(undirected) graf, ha E C N x N és (X;, X;) € E = (Xj, X;) € E minden X;, X; € N-re.
G multigrdf (multigraph), ha tobbszoros éleket is tartalmazhat.

A G = (N,E) graf X; = Xy, Xy,,..., Xg, = X; cstcssorozata egy X;-b6l X;-be
vezetd 1it, ha (ka,XkM) € E minden ¢ = 0,1,...,t — 1-re. Egy X;-b&l Xj-be vezetd
Gt kor, amennyiben X; = X;. A G = (N, E) irdnyitatlan graf dsszefiiggd, ha minden
Xi, Xj € N esetén létezik X;-b6l X;-be vezet6 ut.

A G = (N, E) iranyitatlan grafban az X; € N csucs fokszdma a vele szomszédos
csticsok szdma: deg; = §{X; : (X;, X;) € E} minden X; € N-re. D = (d;;) € R"™" a
fokszamokbol képzett diagondlis matrix: d;; = deg; minden X; € N-re.

A G = (N,E) multigraf graf szomszédsdgi mdtrixa T = (t;;) € R"*", ahol t;; az
(Xi, Xj) € E élek széma.

A G = (N, E) multigraf Laplace-mdtrixa L = ({;;) € R"*",ahol L =D —T.

2.1. Lemma. Egy G = (N, E) multigrdf Laplace-mdtrixa szimmetrikus és pq > pp > ... >
> uy = 0 sajdtértékei valdsak, pozitiv szemidefinit. A u, = 0-hoz tartozé sajdtvektor e.

Bizonyitds. Lasd Mohar| (1991} Theorem 2.1). Il



2.8. Definicié. Osszehasonlitdsi multigrdf (comparison multigraph): Az iranyitatlan
G := (N, E) multigraf az (N, R, M) € R rangsorolasi probléméhoz tartozé dsszeha-
sonlitdsi multigrdf, ahol az N cstcshalmaz az objektumok halmaza és az (X;, X;) € E
élek szama m;;.

Egy (N,R,M) € R rangsoroldsi problémdahoz tartoz6 G Osszehasonlitdsi multi-
grafban deg; = d;, az X; € N csucs fokszdma a megfelel6 objektum 6sszehasonlitdsai-
nak szdméaval azonos.

2.2. Megjegyzés. A G 0sszehasonlitdsi multigraf csak az M mérk6ézésmatrixtol fiigg,
Laplace-métrixdban /;; = d; minden X; € N, és {;; = —m;; minden X; # X; esetén.

2.9. Definici6. Osszefiiggs rangsoroldsi probléma (connected ranking problem): Egy
(N, R, M) € R rangsoroldsi probléma 0sszefiiggd, ha a hozza tartoz6 G = (N, E) Ossze-
hasonlitasi multigraf osszeftigg®.

2.5. Jelolés. Az osszefiiggd rangsoroldsi problémak halmaza RC.

Tehdt az (N,R, M) € R rangsorolasi probléma akkor és csak akkor 0sszefiigg6,
ha 6sszehasonlitdsi multigrafjdban minden X;, X; € N-re taldlhat6 X;-b6l X;-be vezet6
ut.

2.3. Pontozasi eljarasok

A rangsorolasi probléma definidldsa utan a kovetkezé feladatot az alternativak
sorba rendezése jelenti. Egyfajta informaciétomorités valik sziikségessé: az n objek-
tum n(n —1)/2 kolcsonds ,tavolsdgat” kellene leirni a megoldasként kapott rang-
sorbol ad6dé n — 1 kiilonbséggel. Ez n = 2 esetén tokéletesen reprodukalhato, két
objektum esetén a paros Osszehasonlitds kimenetele minden informaciét megad a
sorrendrdl. Ha viszont azok szdma legaldbb harom, mar felmeriilhet a Condorcet-
paradoxonbdl (Condorcet, |1785) ismerds intranzitivitds probléméja. Az ehhez hason-
16 inkonzisztencidk nem feltétleniil adathibdb6l adédnak, konzisztens preferencidk
aggregéaldsa szintén ilyen kovetkezményekkel jarhat.

Ez a nehézség mar a kormérkdzéses rangsorolési problémdk RR osztalyéan is je-
lentkezik. Az 4ltaldnos esetben tGijabb problémék meriilnek fel (David), 1987):

1. Az objektumok ellenfelei, a vele 6sszehasonlitott objektumok kiilonb6z6 er6s-
ségliek lehetnek, ami befolydsolja az altaluk mutatott teljesitményt;

2. Az objektumok 0sszehasonlitdsainak szdma eltérhet egymastol, d; # d;.

David| (1987) szerint az objektumok megfelel6 rangsorolasa nem varhat6 el, ha
azok Osszehasonlitdsainak szdma jelent6sen kiilonbozik. Bizonyos esetekben a paros
Osszehasonlitdsok olyan mértékii inkonzisztenciat tartalmazhatnak, ami értelmetlen-
né teszi egy rangsor felallitdsat. Ezzel a kérdéssel nem foglalkozunk, de felhivjuk az
olvaso figyelmét Jiang et al.| (2011) tanulmanyéra.

Moulin| (1986) tandcsat kovetve célszerti elkiilonitve vizsgalni a gy6ztes megada-
sdnak, illetve egy teljes rangsor felallitdsanak kérdését — mi csak az utébbit fogjuk
vizsgalni. Bar Bouyssou| (2004) a legjobb alternativa kivalasztdsanak sorozatos alkal-
mazdsa révén kisérletet tett a két megkozelités egyesitésére, eredményei arra utalnak,
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hogy az igy definidlt médszerek szinte biztosan megsértenek valamilyen monoto-
nitdsi tulajdonsagot, ezért a probléma megoldadsara inkdbb a kozvetlen rangsorolé
eljarasok ajanlottak.

2.6. Jelolés. X; = (n,r,m) X jelentése, hogy az (N, R, M) € R rangsorolési problémaban
X; legalabb olyan j6, mint X;. Ez egyben meghatdrozza az alabbi reldciokat:

° Xi >~ (N,R,M)Xj' azaz Xi ]Obb X]'-nél, ha Xi ~ (N,R,M)Xj és X] %(N,R,M) Xi;

o X; ~ (nrM)Xj, azaz X; és X; azonos er6sségti, ha X; = (yrm)Xj €és X; =
= (NRM)Xi

e Xi L (nrm)Xj, azaz X; és X; nem Osszehasonlithato, ha X; %(N,R,M) X és
Xj £ (N M) Xi-

2.10. Definicié. Rangsor (ranking): Az N objektumhalmazon értelmezett reflexiv és
tranzitiv (de nem feltétlentil teljes) = (y r 1) bindris reldci6 rangsor.

2.7. Jelolés. Az N objektumhalmazon értelmezett rangsorok halmaza Py.

2.11. Definicié. Linedris rendezés (linear order): Az N objektumhalmazon értelmezett
irreflexiv, tranzitiv, és teljes > (y 4 a) bindris relacié linedris rendezés.

2.8. Jelolés. Az N objektumhalmazon értelmezett linedris rendezések halmaza Ly.

2.3. Megjegyzés. Minden linedris rendezés tekinthet6 rangsornak, forditva azonban
nem feltétleniil, tehat Ln C Ry.

A rangsor meghatdrozdsanak egy lehetséges mddja az aldbbi (a tovabbiakat lasd
Csato| (2013b)).

2.12. Definicié. Pontozdsi eljirds (scoring procedure): Egy f : R — R" fliggvény
pontozdsi elja’m’sﬂ

2.4. Megjegyzés. Egy f : R — R" pontozasi eljards meghatdrozza a = f : R — Py

rangsoroldsi médszert az f;(N,R, M) > fj(N,R,M) = X; = {N R M)Xj definiciéval. A
f

kapott rangsor egyértelm és teljes, X; L (N.R, M)X]- nem lehetséges.

2.13. Definicié. Ardnyossig (proportionality): Az f1, f> : R — R" pontozasi eljarasok
ardnyosak, ha létezik olyan x > 0 konstans, hogy f!(N,R, M) = xf?(N, R, M) minden
(N,R, M) € R-re.

2.9. Jelolés. Az f1, f2: R — R" pontozasi eljarasok ardnyossidganak jele f! oc 2.
2.2. Lemma. Ardnyos pontozdsi eljdrdsok dltal generdlt rangsorok azonosak.

Szamos pontozasi eljarast ismertet Chebotarev és Shamis (1998) és (Gonzalez-Diaz
et al.| (2014), mig Csatd, (2013b) és |Csato| (2014b) atfogdan értékel néhanyat.

3 A definicié némileg pontatlan, mert 1 értéke fiigg a konkrét (N, R, M) € R rangsoroldsi problé-
matol, azonban nem szerettiik volna tovdbb bonyolitani a jeloléseket.



2.14. Definicié. Pontszdm moédszer (score method) (Borda, 1781 Copeland, (1951):
s: R — R", ahol s(N,R, M) = Re minden (N, R, M) € R-re.

A pontszdm modszert szamitdsa miatt sordsszegnek (row sum) is nevezik. Ez
az eljaras bizonyos értelemben alkalmas a Condorcet-paradoxon kezelésére: azonos
mértékii korbeverések esetén az érintett objektumok kozott holtversenyt ad.

Hidnyz6 és tobbszoros osszehasonlitdsok (nem kormérkézéses rangsoroldsi prob-
lémék) esetén azonban felmeriil egy masik nehézség, amit a pontszdm nem képes fi-
gyelembe venni: az objektumok megfigyelt teljesitményét, az r;; eredményeket a mér-
kézésmatrix szerkezete is befolyasolja (Gonzalez-Diaz et al., 2014). Péld4aul, amennyi-
ben X; csupan X;-vel kertiilt 6sszehasonlitdsra egyetlen alkalommal, nem mindegy,

vajon ez a végss rangsor szerint legjobb vagy legrosszabb objektum. Igy, intuitiv ala-
pon, sziikségessé vélhat az ellenfelek, majd az érvelést tovabb folytatva, az ellenfelek
ellenfeleinek stb. erejének vizsgélata (David, [1987). A kovetkezé modszer erre is al-
kalmas lesz.

Chebotarev| (1989) néhany, a pontozasi eljardsban szerepld fiiggvénytsl megko-
vetelt tulajdonsag segitségével egy parametrikus eljardscsaladot vezetett be, amit a
szerz$ egy kés6bbi munkdjidban részletesen elemzett (Chebotarev, 1994).

2.15. Definicié. Altaldnositott sordsszeg mdodszer (generalised row sum method, GRS)
(Chebotarev, 1989): x(¢) : R — R", ahol € > 0 paraméter és (I +¢L)x(e)(N,R, M) =
= (1+emn)s minden (N,R, M) € R-re.

Az &ltalanositott sorosszeg modszer az Osszehasonlitdsi multigraf szerkezetének
segitségével figyelembe veszi az ellenfelek teljesitményét is, hiszen minden X; € N-
re (1+ed;)g; — €Y x.eN Mijfj = (1+emn)s;. Az ¢ paraméter a pontszam kiigazitasa-
nak mértékét tiikrozi, értékének megvialasztasdhoz azonban kevés tAmpont ismert.
Az altalanositott sorosszeg a Laplace-matrix szerepeltetése miatt minden elérhet ob-
jektum értékelését figyelembe veszi. Egy alternativ megoldds lenne csak a kozvetlen
ellenfelek erejének beépitése, mint David (1987) moédszerénél.

2.3. Lemma. Az dltaldnositott sordsszeg ardnyos a pontszdm mddszerrel, ha ¢ — 0, sit,
lim,_,o x(¢) = s.

Modelliinkben a péros 0sszehasonlitdsok eredménye korlatos, —m < rij < m min-
den X;, X; € N-re. Ekkor tobbet is mondhatunk az ¢ paraméterrol.

2.16. Definici6. € ésszerii vdlasztdisa (reasonable choice of €) (Chebotarev, 1994, Pro-
position 5.1): Legyen (N,R,M) € R egy rangsoroldsi probléma. Az &ltalanositott
sordsszeg modszer ¢ paraméterének értéke ésszerii, ha

<
O<S_m(n—2)

Az € paraméter ésszeril fels6 hatdra 1/ [m(n — 2)].

Az ésszerti fels6 hatdr kiszamitasdhoz sziikséges az n > 3 implicit feltevés, n = 2
esetén a rangsorolasi probléma megolddsa amtgy is trivialis.



2.1. Allitas. Az e paraméter ésszerfi vdlasztdsa esetén —m(n —1) < x;(e) < m(n —1)
minden X; € N-re.

Bizonyitds. Lasd Chebotarev| (1994, Property 13). O

Ez az eredmény azért kivanatos, mert egy (N, R, M) € RR kormérkézéses rang-
soroldsi problémdban —m(n — 1) < x;(¢) < m(n — 1) minden X; € N-re.

2.2. Allitas. A pontszdm és az dltaldnositott sordsszeg médszereknek minden (N, R, M) € R
rangsoroldsi probléma mellett eqyértelmii megolddsa létezik.

Bizonyitds. Lasd Chebotarev| (1994, Property 1). A lemma szerint a Laplace-matrix
pozitiv szemidefinit, igy I + €L tetszbleges € esetén invertdlhato. O

A kovetkez{ eljaras tobb tudomadnyteriilet szakirodalmdban is jol ismert, eredeté-
hez lasd Csato (2014a)).

2.17. Definicié. Legkisebb négyzetek modszere (least squares method, LS): q : R — R”,
ahol Lq =s és e' q = 0 minden (N, R, M) € R-re.

Ebbdl d;q; — ije N Mijg; = s; minden X; € N-re. A legkisebb négyzetek médszere
szoros kapcsolatban 4ll az dltalanositott sordsszeg eljardssal.

2.3. Allitas. Az dltaldnositott sordsszeg ardnyos a legkisebb négyzetek modszerével, amennyi-
ben & — oo, mégpedig lim,_, x(g) = mnq.

Bizonyitds. Az ardnyossagot lasd Chebotarev és Shamis| (1998, 326. 0.). ¢ — oo hatarat-
menetben az éltalanositott sorosszeg (I +¢eL)x(e) (N, R, M) = (1+emn)s egyenletrend-
szerének konstans egyiitthatoju tagjai elhanyagolhatéva valnak, ennek kovetkeztében
limg_0 Lx(€) = mns = mnLq. O

Eszerint az &ltalanositott sordsszeg és a legkisebb négyzetek modszere egyarant
tekinthet6 a pontszam egyfajta kiigazitdsanak az dsszehasonlitdsi multigraf szerkeze-
tének segitségével, annak Laplace-matrixdn keresztiil, ahol az € paraméter a korrekcié
mértékét tiikrozi. Az altaldnositott sordosszeg modszer a legkisebb négyzetes becslés
bayesi véltozataként értelmezhet6 (Chebotarev, 1994).

2.5. Megjegyzés. A pontszdm, az altaldnositott sordsszeg, és a legkisebb négyzetek
modszere egy linedris egyenletrendszer megoldasat igényli, gyorsan és hatékonyan
szamithat6 (Jiang et al., 2011).

A Laplace-métrixnak nem létezik inverze, hiszen a lemma szerint yu, = 0,
ezért felmeriil a legkisebb négyzetek esetén felmeriil megoldas egyértelmtiségének
problémadja.

2.4. Allitas. A legkisebb négyzetek modszerének q értékel6vektora akkor és csak akkor eqyér-
telmii, ha a G Osszehasonlitdsi multigrdf vsszefiiggd, (N, R, M) € RO.

Bizonyitds. Az (N,R, M) € RY stlyozatlan esetben ldsd Kaiser és Serlin (1978, 426. 0.)
és Bozoki et al.[ (2010, Theorem 4).

Altaldnosan Bozoki et al. (2014) latta be, bar — bizonyitas nélkiil — Chebotarev és
Shamis| (1999, 220. o.) is emliti ezt. Il



A feltétel jelentése vildgos: ha taldlhato két olyan objektum, melyek nem hasonlit-
hatok 6ssze sem kozvetleniil, sem kdzvetve, mas objektumokon keresztiil, akkor nem
allithat6 fel egyértelmii rangsor.

2.6. Megjegyzés. Chebotarev| (1994, Property 5) nulla feltevés (zero presumption) tulaj-
donséga értelmében az altaldnositott sorosszegre, valamint a definiciébdl a pontszam
modszerre is érvényes, hogy egy, a tobbivel nem 6sszehasonlitott X; € N objektum
értékelése nulla: ha m;; = 0 minden X; € N-re, akkor si(N,R,M) = x;(N,R, M) = 0.

Ezek alapjan, a2.3| 4llitds figyelembevételével, a legkisebb négyzetek médszerének
egyértelmiisége egy kiegészits feltétellel is biztosithato.

1. Feltevés. Amennyiben (N,R,M) ¢ RO, bontsuk szét a G Osszehasonlitdsi multigrd-
fot az osszefiiggl komponenseire, majd azokra kiilon-kiilon hatdrozzuk meg a megolddst, az
értékelések Osszegét minden esetben nulldnak vdilasztoa.

Az el6zbek szerint a pontszam és az altalanositott sordsszeg értelmezési tartoma-
nya az R halmaz, a legkisebb négyzetek médszeréé pedig R, ami azonban egysze-
riien kiterjeszthet6 R-re. Ennek értelme kérdéses, hiszen bizonyos esetekben remény-
telennek tlinik egy teljes rangsor felallitdsa: ha két objektum kozott sehogyan sem
taldlhato kapcsolat, akkor lehetetlen megéllapitani sorrendjiiket. Gondoljunk példa-
ul arra, hogyan hasonlitandnk dssze két orszag labdartgé bajnoksaganak gydzteseit,
amennyiben nem lennének nemzetkdzi versenysorozatok, a Bajnokok Ligdja és az
Eurépa Liga.

Az altaldnositott sordsszegre Shamis| (1994), a legkisebb négyzetek modszerére
pedig Csato (2014a) adott graf interpretaciét; utébbi nem reguldris pérosﬁ Osszeha-
sonlitdsi multigraf esetén érvényes iterativ felbontdsat késébb hasznélni fogjuk.

2.4. A pontozasi eljairasok néhany tulajdonsaga

A kovetkezdkben elméletileg vonzé kovetelményeket fogalmazunk meg, majd
megvizsgaljuk, hogy az egyes pontozasi eljarasok megfelelnek-e ezeknek.

2.18. Definicié. Eredmények elfogadhato transzformidcidéja (admissible transformation of
the results): Legyen (N, R, M) € R egy rangsorolasi probléma. Az eredmények elfogad-
haté transzformdcidja egy olyan (N,kR, M) € R rangsorolasi problémat eredményez,
amire k > 0, k € R és kr;; € [—mij,mij] minden X;, X; € N esetén.

A k pozitiv szorzé értéke azért nem lehet tetszéleges, hogy megoérizziik a paros
Osszehasonlitdsok eredményének — a definiciéban szerepld — korlatossagat. Ennek
megfeleléen 0 < k < 1 mindig lehetséges.

2.19. Definicié. Skdla invariancia (scale invariance, SI): Legyen (N, R, M), (N, kR, M)
€ R két rangsorolasi probléma, ahol (N, kR, M) az eredmények elfogadhat6 transz-
formécidjaval kaphat6 (N, R, M)-bSl. Egy f : R — R" pontozaési eljards skdla invari-
dns, ha fi(N,R, M) > f;(N,R, M) & fi(N,kR, M) > f;(N,kR, M) minden X;, X; € N-
re.

4 A nem requldris pdros kifejezés azt jelenti, hogy a graf nem lehet egyszerre reguldris és paros.



A skéla invariancia szerint az objektumok rangsora véltozatlan, amennyiben a
gyb6zelmek (r;; > 0) és a vereségek (r;; < 0) mértékét — a pontozasi eljarasok értelme-
zési tartomdényan, az ‘R halmazon beliil maradva — ardnyosan médositjuk.

Ez f6leg a gyakorlati alkalmazdsok szempontjabdl tlinik fontosnak. Amennyiben
a pdaros Osszehasonlitdsok eredménye nem mérheté folytonos skédldn, hanem csak
diszkréte akkor nem egyértelmfi, ezek hogyan jelenithet6k meg az R eredmény-
matrixban. A skéla invariancia értelmében ez bizonyos esetekben nem szdmit: ha pél-
dédul hdrom kimenetel lehetséges, a (gy6zelem = r;; = x; dontetlen = r;; = 0; vereség
= rij = —«) kodoldssal az objektumok sorrendje fiiggetlen 0 < x < minx, x,en i
konkrét értékétdl.

2.4. Lemma. A pontszdm, az dltaldnositott sorosszeg, és a legkisebb négyzetek modszere tel-
jesiti az SI tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Az eljarasok definici6iban szerepld linedris egyenletrendszerek s, x(¢) és
megolddsai egyarant k-szorosukra valtoznak, igy példaul s(N,R, M) o s(N,kR, M
O

q
).

Az RR kérmérkézéses rangsoroldsi problémadk osztélya tinik a legtdgabb olyan-
nak, ahol még nem érvelhetiink a pontszam modszer ellen a fiiggetlenség az irre-
levdns mérk6zésektdl tulajdonsag teljesiilésével Gonzalez-Diaz et al. (2014). Ezért
logikusnak ttinik egy olyan feltétel megfogalmazasa, ami biztositja a pontszammal
megegyez6 rangsort ezen a halmazon.

2.20. Definicidé. Pontszdm konzisztencia (score consistency, SCC) (Gonzalez-Diaz et al.,
2014): Egy f : R — R" pontozasi eljaras pontszdm konzisztens, ha minden (N, A, M) €
€ RR kormérkszéses rangsoroldsi probléma esetén f;(N,R, M) > f](N ,R,M) &
si(N,R,M) > s]-(N, R, M) tetszbleges X;, Xj € N-re.

Egy hasonl6 tulajdonsagot |Zermelo | (1928) Gttor6 dolgozata is emlit, David| (1987,
Property 3) szintén ilyen kovetelményt fogalmaz meg.

2.7. Megjegyzés. Az éltalanositott sorosszegre Chebotarev (1994, Property 3) egy ennél
er6sebb tulajdonsdgot adott egyetértés (agreement) néven: ha (N,R, M) € RR egy
kormérkézéses rangsorolasi probléma, akkor x(N, R, M) = s(N, R, M).

2.5. Lemma. A pontszdm, az dltaldnositott sordsszeg, és a legkisebb négyzetek modszere tel-
jesiti az SCC tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Az altalanositott sorosszeghez lasd a megjegyzést, a legkisebb négy-
zetek modszeréhez pedig Gonzalez-Diaz et al.| (2014, Proposition 5.3)-at. O

A targyalt modszerek tovabbi tulajdonsdgaihoz lasd Gonzalez-Diaz et al.|(2014) és
Csato| (2014b).

% Vagy kvézi diszkréten: egy labdartig6 mérk6zés eredménye ugyan elvileg tetszéleges lehet, mégis
ritka az olyan alkalom, amikor a két csapat egytittesen 5-6 gé6Inal tobbet rag.
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3. Svdjci rendszerii sakk csapatversenyek rangsoroldsa-
nak modellezése

A résztvevok teljesitménye szamos sportban csak egymdshoz képest, paros ossze-
hasonlitdsokkal értékelhetd, ugyanakkor egy versenyen az induldék nagy szama, azok
talterhelésének elkeriilése, a mérkézés koltségessége, illetve id6hidny miatt nincs le-
het6ség egy teljes kormérk6zéses bajnoksag rendezésére. Erre a problémara példaul a
svéjci rendszer (Swiss system) kindl megoldast: a torna elére megadott szamu m korig
(round) tart, az n jatékos kozott minden forduléban péros mérkdzéseket rendeznek
(a résztvevOk pdratlan szdma jelentette problémékra nem tériink ki). Az aldbbiakban
az ilyen formaban rendezett sakkversenyekkel foglalkozunk.

3.1. Svdjci rendszerii sakkversenyek jellemz®i

Az el6bb emlitett korldtok figyelembevételével valamilyen eljardssal barmely n-
hez meghatarozhat6 egy alkalmas (optimélis?) m, bar a szervezd ennek kivélaszta-
sakor altalaban csak a résztvevék hozzavetdleges szamat ismeri. A tovdbbiakban ezt
adottsagnak tekintjiik, ahogy a jatékosok szamat is.

Svéjci rendszer(i versenyeknél két tovabbi, matematikai szempontbo6l értelmez-
het6 kihivds meriil fel: hogyan pdarositsuk a jatékosokat (az egyes forduldokban kik
kozott rendezzenek mérkdzéseket), illetve miként hatdrozzuk meg a végeredményt,
a résztvevok sorrendjét az m fordul6 lejatszasat kovetden. Az elsé kérdést nem tar-
gyaljuk, csak roviden ismertetjiik az alkalmazott eljardst. A svdjci rendszerti sakk-
versenyek pdrosité algoritmusdnak alapelve, hogy lehet6ség szerint azonos multbeli
teljesitményti jatékosok mérkdzzenek meg egymadssal. A torna elsé forduldjédban ez
semmitmondo feltétel, igy tobbnyire valamilyen kiils6 informéciét vesznek figyelem-
be. Ezt kdvetben a teljesitményt a jatékosok pontszamaval mérik, a mérkdzéseket azo-
nos (vagy kozel azonos) pontszdmu csoportokon beliil rendezik meg. Emellett arra is
tigyelni kell, hogy a vildgos-sotét mintdzat megfelel6 legyen. A kiilonb6z6 parosité
algoritmusokrél a nemzetkozi sakkszovetség (Fédération Internationale des Echecs,
FIDE) szabélyzataban olvashatunk (FIDE, 2014), mig Kujansuu et al.| (1999) egy stabil
péarositason alapulé javaslatot ad a feladatra.

Egy sakkmérkézés kétféle eredménnyel zarulhat: valamelyik jatékos nyer, vagy
dontetlen. A gy6ztes tobbnyire egy, a vesztes nulla pontot kap, mig a dontetlen fél-
tél pontot jelent szdmukra (néhany esetben, a labdartgéshoz hasonléan, gy6zelemért
hdrom, dontetlenért egy pont jar).

A rangsorolas szinte mindig egy olyan lexikografikus rendezés, melynek elsddle-
ges szempontja a jatékosok pontszama. Ez még nem elegendd a holtversenyek eldon-
tésére, mert az m forduldban legalabb 0 és legfeljebb 2m, azaz 2m + 1-féle pontszdm
szerezhet8, igy m < n/2 — 1 esetén az n jatékos kozott garantaltan lesznek azonos
pontszamuak. Ekkor kiilonb6z6 holtverseny-eldonté szabdlyok (tie-breaking rules)
alkalmazdsa vélik sziikségessé, ldsd példaul FIDE (2014).

Az érdekl6ddk korében jol ismert, hogy a svdjci rendszer{i versenyek végeredmé-
nyét dontéen befolydsolhatja a parositds: miutdn a jatékosok kiilonboz ellenfelekkel
taldlkoznak, elénybe keriilhet az, aki gyengébb pdarokat kapott. Ezen probléma ke-
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zelésére a fenti elven nyugvo parosit6 algoritmus és a lexikografikus rendezés teljes
mértékben nem alkalmas (Csato, 2012al 2013a} Brozos-Vazquez et al.,|2010; [Jeremic és
Radojicic, 2010). Tekintsiink két, az m fordul6 lejatszasa utdn azonos pontszamu X; és
X; jatékost. X; bels6 kiron haladt, amennyiben pontjainak tdbbségét az els6 kordkben
szerezte. Ehhez hasonloan, X; kiilsé koron haladt, ha pontjainak nagy részét az utols6
fordulokban szerezte. Béar egyik sem formélis definici6, a kiils6 koros X jatékos fel-
adata konnyebbnek tlinik, hiszen a kezdeti szerényebb teljesitmény okdn a parositd
algoritmus szamadra gyengébb ellenfeleket ad. Ilyen helyzet akkor is el¢allhat, ami-
kor X; pontszdma kicsit meghaladja X;-ét, ekkor viszont a lexikografikus rendezés
alapjan X; biztosan el6rébb keriil X;-nél.

Ez a megéllapitds ugyan szigortian nézve csak akkor igaz, ha a gyengébb és erd-
sebb fogalmak mérésére valéban megfelel6 a pontszam (az imént mondottak szerint
nem mindig ez a helyzet), a fenti rangsorolasi médszer mégis jellemzden a kiilsd
koros jatékosoknak kedvez. Természetesen lehet érvelni amellett, hogy a fokozato-
san javul6 teljesitmény tobbet ér az egyre romléndl, de ekkor a végeredmény olyan
szubjektiv értékitéletet tartalmaz, ami egy pozitiv tudomany szamdra nehezen elfo-
gadhat6. Ugyanilyen probléma mertil fel egyes pontozasi eljardsoknal, péld4ul a fair
betsnél vagy a poziciés erénél (Csatd, 2013b).

Csapatversenyek esetén azok tagjai 2t, paros szamu tdblan mérkéznek meg egy-
massal’| igy kiilonbséget kell tenni a csapat altal elért mérkdzéspontok (match points)
és a csapattagok altal szerzett ta’blapontokﬂ (board points) kozott. Utébbiban a jaté-
kosok egyes tdblakon elért pontszamaét elészor mérkdzésenként, majd fordulénként
Osszegzik. Minden tablan egy, azaz a teljes mérkézésen 2t tdblapont keriil szétosz-
tasra. A mérkdzéspontokat szintén fordulénként szamitjak, a csapatok mérkézésének
eredményét a tdblapontok szdma hatdrozza meg:

o kett6, ha az adott mérkdzésen elért tdblapontok szdma legaldbb t + 0,5,
vagyis a csapat ellenfelénél tobbet szerzett;

e egy, ha az adott mérkdzésen elért tdblapontok szdma ¢, azaz a csapat ellen-
felével megegyez6 szamut szerzett;

e nulla, ha az adott mérkdzésen elért tablapontok szdma legfeljebb t — 0,5,
tehat a csapat ellenfelénél kevesebbet szerzett.

A lexikografikus rendezés {6 szempontjaként szinte kizdrélag ezek valamelyike
szolgal. Az ut6bbi id6ben taldn elterjedtebb a mérkdzésponton alapulé rangsorolds,
ezt haszndljak a sakkolimpidn és a csapat Eurdpa-bajnoksagon is.

3.2. A sorrend meghatdrozasa pontozasi eljarasokkal

Mivel r < n — 1, a résztvevék nem mérkdznek meg minden lehetséges ellenfeliik-
kel, ugyanakkor a pdrositas kizarja, hogy két szerepld egynél tobbszor jatsszon egy-
més ellen. Tehat modelliinkben egy olyan (N, R, M) € RY sulyozatlan rangsorolési

¢ Altaldban minden csapatnak elére meg kell hatdroznia, hogy a 2t csapattag koziil ki melyik
(hényas szdmu) tdblan jatsszon. A mérkdzéseken az azonos sorszdmu tdblan jatszok keriilnek szembe
egymadssal. Lehet néhdny tartalék jatékos is, akik tetsz6leges tablan helyettesithetik a tobbieket.

7 Ezt tobb helyen jatékpont (game point) néven emlitik.
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problémarol beszélhetiink, ahol az N objektumhalmaz a jatékosok, az M mérk6zés-
matrix pedig a pérositas altal adott: m;; = 1 akkor és csak akkor, ha X; € N és X; € N
jatszott egymassal, kiilonben m;; = O

Az el6z6 fejezet alapjan a végeredmény meghatdrozdsara, a jatékosok sorrendjé-
nek kialakitdsara akdr pontozasi eljarasok is alkalmazhat6k, amihez a fentiek szerint
csak a rangsorolasi probléma R eredménymaétrixat kell megadni. Ez egyéni verse-
nyek esetén megnyugtaté médon nem lehetséges, mert vilagos elényben van sotéttel
szemben, a paros 0sszehasonlitdsok kimenetele nem szimmetrikus, ami viszont mo-
delliinkben nem megengedett. Ugyan vannak olyan egyéni versenyek, ahol a mérks-
zéseket mindkét szinkiosztassal lejatsszak, de ezek jellemz&en kormérkszéses torndk.
Csapatversenyeknél azonban a két csapat mérkézését azok tagjai 2t, paros szdmu
tablan jatsszdk le, egy forduléban ugyanannyian jatsszanak vildgossal, mint sotéttel.
Ekkor tobbé-kevésbé elfogadhaté feltevésnek tiinik az, hogy a szinkiosztdsnak nincs
jelent6sége, ezért a tovdbbiakban sakk csapatversenyekkel foglalkozunk.

3.1. Jelolés. mp, illetve gp a mérkdzéspontok, illetve tdblapontok vektora. m < n —1
a svéjci rendszernek megfelelen lejatszott fordulok szama. 2t az egy mérkdzésen
jatszo6 csapattagok szama.

Az mp és bp vektorokbol kapott sorrendek megegyeznek a gyakorlatban hasznalt
lexikografikus rendezésen alapul6 rangsorokkal, kivéve, hogy a holtversenyeket nem
dontik el.

A mérkozés- és tablapontok megkiilonboztetése miatt elészor két eljarast javaso-
lunk az R eredménymaétrix meghatdrozasara, majd kozos keretbe helyezziik azokat.
m;; = O-ra nem sziikséges megadni az eredménymatrix megfelel§ r;; elemét, mert
a definici6 szerint ekkor 7;; = 0.

3.2. Jelolés. Az X; € N csapat éltal az X; € N csapat elleni mérk6zésen elért mérkozés-,
és tablapontok szama MP;;, és BP;;.

3.1. Definicié. Mérkozésponton alapul eredménymitrix (match points based results mat-
rix): Az (N, RMP, M) € R rangsoroldsi probléma eredménymatrixa mérkdzésponton
alapul, ha rf}AP = MP;j — 1 minden X, X; € N-re.

3.2. Definicié. Tdblaponton alapuld eredménymdtrix (board points based results matrix):
Az (N,RBP, M) € R rangsorolési probléma eredménymatrixa tdblaponton alapul, ha
rif = (BP; —t) /t minden X;, X; € N-re.

3.3. Definicié. Altalinositott eredménymidtrix (generalised results matrix): Az
(N,RP(A),M) € TR rangsoroldsi probléma eredménymaétrixa dltaldnositott, ha
rf;()\) = (1-A)(MPj—1) + A (BP; —t) /t minden X;, X; € N-re, ahol A € (0,1)
egy paraméter.

8 Az egyes fordulok megkiilonboztetését indokolatlannak tartjuk, bar — féleg el6rejelzési szempont-
bol — lehetne érvelni a kés6bbiek nagyobb jelent6sége mellett. A Formula-1 autéversenyek értékelésé-
nél az elmult honapokban élénk vita bontakozott ki arrél a normativ szempontbdl nehezen védhetd,
els6sorban a néz6i érdekldés fenntartdsa céljabdl sziiletett javaslatrdl, hogy az utolsé (vagy az utols6
harom) futamon a helyezettek kétszeres pontszamban részesiiljenek. Lasd példdul http: //www.bbc.
com/sport/0/formulal/25859321 és http://www.bbc.com/sport/0/formulal/25955560.
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Az eredménymatrix mindegyik esetben ferdén szimmetrikus és r;; € [—mij, mi]}
minden Xj, X; € N-re, tehat valéban érvényes rangsorolédsi problémat kapunk.

3.1. Lemma. Az dltaldnositott eredménymdtrix hatdrértéke a mérkdzésponton alapulo ered-
ménymadtrix, ha A — 0:lim, _, RP(A) = RMP, Az dltaldnositott eredménymdtrix hatdrértéke
a tablaponton alapulé eredménymdtrix, ha A — 1:lim,_,q RP(A) = RBP,

Bizonyitds. A definiciék alapjan RY(A) = (1 — A)RMP + ARBP. O
3.2. Lemma. RMP esetén a pontszdm médszer ekvivalens az mp mérk8zéspont vektorral.

Bizonyitds. A résztvevd csapatok pdros szama miatt d; = m minden X; € N-re, ezért
s = mp — me. []

RBP

3.3. Lemma. esetén a pontszdm modszer ekvivalens a bp tdblapont vektorral.

Bizonyitds. A résztvevd csapatok padros szdma miatt d; = m minden X; € N-re, ezért
s = bp — me. O

Ezek alapjan kaphatjuk a gyakorlati alkalmazast megalapoz6 {6 eredménytiinket.

3.1. Tétel. Legyen (N, R, M) € RR eqy kormérkbzéses rangsoroldsi probléma. Az dltaldno-
sitott sordsszeg és a legkisebb négyzetek modszere RMP esetén a mérkbzéspontok, mig RBP
mellett a tdblapontok vektordval azonos rangsort eredményez.

Bizonyitds. Az SCC tulajdonsdg teljestilése lemma) miatt az altaldnositott sor-
Osszeg és a legkisebb négyzetek moédszere ekvivalens a pontszdm modszerrel, igy
aB.2 és aB3l lemmakbol ad6dik az allitas. O

Eszerint mindkét eljards tekinthetd a hivatalosan hasznalt lexikografikus rende-
zés olyan Kkiterjesztésének, mely az ellenfelek figyelembevételével probdlja kezelni a
mérk6zések hidnyét, az idedlisnak tekinthetd kormérkdzéses esetnél kevesebb ered-
mény ismeretét. Amennyiben a hivatalos szabdlyzat a mérk&zéspontokat tekinti a
sorrend alapjanak, nyilvan az RMP kédolast célszer(i hasznalni. Kis, 0-hoz kozeli A
értékek mellett az 4ltaldnositott eredménymatrixbol ehhez kozeli eredmény kaphato,
de bizonyos mértékben a tablapontok szdma, a gy6zelmek vagy vereségek mérté-
ke is szamitani fog. Utébbi A novekedésével egyre fontosabba valik, végiil az REF
eredménymatrixhoz jutunk, ami a tdblaponton alapul6 sorrendet terjeszti ki svdjci
rendszerfi versenyekre..

Az ellenfelek teljesitményének beépitése szimulacids vizsgdlatok alapjdn azzal a
gyakorlati elénnyel is jar, hogy nincs sziikség a holtversenyeket eldontd tovabbi sza-
balyok alkalmazasara.

Szintén komoly jelent&séggel bir az alabbi megéllapitas.

3.1. Allitas. Legyen (N, R, M) € R egy rangsoroldsi probléma és k € (0,1]. Az dltaldnositott
sorisszeg és a legkisebb négyzetek médszerével kapott rangsor az RMP és kRMP  illetve az RBP
és kRBY eredménymitrixok esetén azonos.

Bizonyitds. Az SI tulajdonsag teljesiilésébdl lemma) kovetkezik. O
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A allitas értelmében — az objektumok sorrendje szempontjabdl — csupan egyet-
len mérkdzéspontokon alapulé kédolas létezik, ha elfogadjuk, hogy a gy6zelem jobb a
vereségnél. Ugyanigy, a kiilonb6z6 mérkdzéseken szerzett tdblapontok egyenldségé-
nek el6irdsa egyetlen eredménymatrixszd valé transzformaéciot tesz lehetévé. A skéla
fiiggetlenség hidnydban bizonytalan lenne, milyen megfeleltetést alkalmazzunk, pél-
déul a gy6zelmeket r;; = 0,5 vagy r;; = 1 reprezentélja.

Tovabbi axiomak Vizsgélataﬂ alapjan mind az altaldnositott sordsszeg, mind a leg-
kisebb négyzetek mdédszere elfogadhaténak t{inik a svéjci rendszer{i sakk csapatver-
senyek végeredményének meghatdrozdsara. Legf6bb el6nyiik, hogy kozel dllnak a
jelenleg elfogadott eljarasok koncepcidjahoz, egy linedris egyenletrendszer megolda-
saként szamithatok, és az dsszehasonlitasi multigraf segitségével jol interpretalhatok.
Emellett a mérkdzés- és tablapontok hasznalatdval szemben nem igényelnek kiegé-
szit6 szabalyokat a holtverseny eldontésére; ha két csapat értékelése mégis azonos
lenne, érdemes elgondolkodni ennek meg&rzésén.

A fenti eredmények nyomdan a pontozasi eljarasok koziil a pontszamot, az altala-
nositott sordsszeget, és a legkisebb négyzetek médszerét fogjuk alkalmazni.

4. Alkalmazas: sakkcsapat Eurépa-bajnoksagok

Ebben a fejezetben egy konkrét elemzést mutatunk be a svéjci rendszerti sakk
csapatversenyek 3| fejezetben ismertetett modellezése alapjan.

4.1. Valasztott példak és megvalodsitas

A bemutatott médszereket két sakk csapatversenyen keresztiil illusztraljuk:

o 18. férfi (ope sakkcsapat Eurépa-bajnoksag (EB), 2011. november 3-11.,
Porto Carras, Gorogorszag.
Honlap: http://euro2011.chessdom.com/
Versenyszabalyzat: ECU| (2012)
Eredmények: http://chess—results.com/tnr57856.aspx

e 19. férfi (open) sakkcsapat Eurépa-bajnoksag, 2013. november 7-18., Varso,
Lengyelorszag.
Honlap: http: //etcc2013.com/
Versenyszabalyzat: ECU| (2013)
Eredmények: http: //chess—results.com/tnr114411.aspx

Mindkét versenyen n = 38 csapat szerepelt, melyek 2t = 4 tdblan m = 9 fordulét jat-
szottak egymadssal. Az eredmények hozzaférhet6sége mellett els6sorban ez indokolta
kivalasztasukat: az egymas elleni mérkézésekbdl adodoé G dsszehasonlitasi multigraf-
nak 171 éle van, reguldris, és nem paros. Kormérkézéses esetben n(n —1)/2 = 703
eredmény lenne ismert, ennek koriilbeliil a 4ll rendelkezésre.

9 Ezt birdlat alatti doktori értekezés-tervezetiinkben tettitkk meg. Itt azért nem ismertetjitk minden
részletét, mert az Gjabb tulajdonsdgok bevezetése és elemzése nem sokat tenne hozza a gyakorlati
alkalmazashoz, ugyanakkor meglehet&sen nagy terjedelmet igényelne.

10° A magyar csapatban mindkét tornan szerepelt Polgar Judit.
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A két torna eredményeit, a résztevd csapatok egymads elleni tdblapontszdmait
az Fiiggelék [B.a] és (2011), illetve [.a] és (2013) tablazatai tartalmazzdk.
Az Osszecsapds gybztese a legaldbb 2,5 tdblapontot elérd csapat, a 2 dontetlent, ennél
kevesebb pedig vereséget jelent. A nem lejatszott mérkdzéseket — jeloli.

A két Eurépa-bajnoksdgon a hivatalos végeredményt ad6 lexikografikus rendezés
elsédleges szempontja a mérkézéspontok szdma (TB1). A holtverseny eldontésére
vonatkozo6 szabélyok 2013-ban sorrendben az aldbbiak voltak (ECU), 2013):

1. TB2: Sonneborn-Berger pontok oOsszege, az ellenfelek — a legkevesebb mér-
kézéspontszamu kivételével — mérkdzéspontszama szorozva az ellentik elért
tdblapontok szdmaval, majd 6sszeadva;

2. TB3: tablapontok szama;
3. TB4: az ellenfelek tablapontjainak 0sszege;

4. TB5: a legydzott ellenfelek tdblapontszdmai és a dontetlenekhez tartozok téb-
lapontszamai felének 0sszege.

Mindenhol a magasabb pontszdm jobb. A fenti jel6léssel 2011-ben a lexikografikus
rendezés szempontjai sorrendben TB1, TB3, TB4 és TB5 voltak, az 6todik holtverseny
eldontésére szolgdlo szabaly alkalmazdsara nem volt sziikség (ECU, 2012). Gorogor-
szagban az els6 harom, Lengyelorszagban mar az els6 kett6 kritérium egyértelmi
rangsort, linearis rendezést adott.

Ahogy lattuk, a TB1 mutaté dnmagaban nem biztosithatja ezt, mert a kilenc mér-
kézésen legteljebb 18 mérkdzéspont szerezhetd, a résztvevdk szdma viszont 38, a 19
lehetséges érték kétszerese. Miutdn a mésodik szempont (2011-ben a TB3, két évvel
késébb a TB2) az elért tdblapontok szdmat is figyelembe veszi, a csapatok mindkét
tornan 0sztondzve voltak ennek novelésére. Ez kiilondsen a kozepes teljesitményt
nyujtékra igaz, mert a parosit6 algoritmus sajatossagai miatt ott stirtisddnek a részt-
vevok. Egy minden mérkdzését megnyer$ csapat ugyan garantdltan az elsé helyen
végez, igy sziikségtelen tdblapontjai novelésére torekednie, de ez a gyakorlatban elég
ritkdn torténik meg, senki sem mehet biztosra. Mds sportdgakban ez nem feltétleniil
igaz: mig egy teniszjatékosnak fontos a mérk6zés mielébbi befejezése, a labdartgas-
ban sokszor margindlis a golkiilonbség szerepe.

A 2013-as EB eredményeinek eloszldsa, a tobb tdblapontszamot elérd csapatok
szempontjabol, az (1} dbran léthatém Eszerint a minimdlis ardnyt gy6zelmek a leg-
valdsziniibbek, a 2 : 2 és 3 : 1 tablapontszamu mérkézések gyakorisdga pedig ko-
zel azonos. Ennél nagyobb mértékii folény az Osszecsapdsok hatoddban alakult ki.
A 2011-es verseny hasonl6 képet mutat, bar ott csak 33 dontetlen sziiletett. Ut6bbi
azért is fontos kérdés lehet, mert a sakkban viszonylag egyszerfien, megegyezéssel
elérhetd ilyen eredmény, ezért a sikeres szereplésre mar esélytelen csapatok korében
felmertilhet az erre irdnyul6 torekvés. A verseny el6rehaladtdval — részben a paro-
sit6 algoritmus miatt — valéban emelkedett ezek gyakorisaga, 2013-ban a nyolcadik
fordulé 19 mérkdzésébdl kilenc dontetlennel végzédott. Noha nem tudjuk kizarni a

11 A tovébbi szamitasok eredményei kérésre elérhetSk a szerz6nél.
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1. &bra. A 2013-as sakkcsapat EB eredményeinek eloszldsa
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jelenség eldéfordulasat, jobb médszer hianyaban megorizziik az eredmények véltozat-
lan értékelését/?]

Térjiink rd a rangsorolasi probléma megfogalmazasara. A csapatok egyarant ér-
dekeltek a mérkézéspontok és a tdblapontok szamédnak novelésében, ezért az el6b-
bin és az utébbin alapuld, valamint az altalanositott eredménymatrix is haszndlhato.
Négy kiilonboz6 lehetdséget vizsgaltunk meg: RMP, RBP illetve RME = RP(1/4) =
= 3/4RMP + 1/4RBP ¢s RBM = RP(2/3) = 1/3RMP +2/3 RBP. A A paraméter (0,1)
intervallumon nem szimmetrikus eloszldsa azt a tényt tiikrozi, hogy a mérkézéspon-
tok jelent6sége a tdblapontokénal nagyobb volt.

A pontozasi eljarasok tekintetében hdrom lehet8séget vettiink figyelembe, a leg-
kisebb négyzetek moédszerén (LS) kiviil az altaldnositott sordsszeget az €1 = 1/324
(GRS1) és a &3 = 1/6 (GRS;) paraméterértékek mellett. El6bbi az 1/ [m(n —2)] =
=1/[9(38 —2)] = 1/324, az ellenfelek szerepét meglehetésen alacsonynak mindsitd,
ésszerti felsd hatar. e, meghatdrozasanal egyrészt arra figyeltiink, hogy lényegesen
kiilonb6zzon az elébbibdl szarmazo rangsorral, masrészt ez £1-nél ad6doéndl joval ko-
zelebb all a legkisebb négyzetek modszeréhez. A pontszam moddszer alkalmazdasatol
eltekintettiink, hiszen a mérkdzéspontok vektora a holtversenyek eldontését lesza-
mitva a hivatalos sorrendet adja, a tablapontok szamanak figyelembevételét pedig
indokolatlannak tartottuk.

A legkisebb négyzetek modszerének egyértelmtiségéhez sziikséges a G multigraf
Osszefliggd volta allitas), ami mindkét alkalommal a harmadik fordul6t kovetSen
allt el6. Ez szinte a legkedvez&bb eset, hiszen két forduléban csak 38 mérkdzést jat-
szanak, és az Osszefligg6séghez minimalisan 37 él sziikséges. Az eredmény a parositd
algoritmus alapelvének kdszonhet6. Vagyis az altalanositott sordsszeg és a legkisebb

12 Hasonl6 problémat okozhat, ha egy ersebb csapat az utolsé forduléban mar egy dontetlennel

képes elérni az dhitott helyezést, igy a kockdzat minimalizdldsa érdekében erre vonatkozé ajanlatot
tesz ellenfelének.
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négyzetek moédszere — a hivatalos rangsorhoz hasonléan — a harmadik fordul6 végé-
t6l kezdve folyamatosan alkalmas a csapatok rangsordnak meghatdrozasara. A kevés
ismert eredmény miatt igazadbol nem jelent korlatozast, hogy az elsé két forduléban
ez még nem lehetséges.

A rangsorokat a harmadiktol kezdve minden fordulé utdn meghataroztuk a négy

eredménymatrix és a harom moédszer mellett. Ez koronként 12 sorrendet jelent, amit a
hivatalos (Official), és a csapattagok Elé-pontszamébél ad6dé kezdeti, a priori rangsor
(Start) egészit ki.
4.1. Jelolés. A 14 rangsor a kovetkezs: Start, Official; GRS1(RMP), GRS,(RMP),
LS(RMP); GRS (RMB), GRSy(RMB), LS(RMB); GRS (RBM), GRS(RBM), LS(RBM);
és GRS1(RBP), GRSy(RBP), LS(RBP). Ugyanez az dbrdkon sorrendben Start, Off; G1,
G2,G3,G4;51,52,53,54; és L1, L2, L3, L4.

A Start és az Official rangsorok, a szabdlyzat szerint, egyben linedris rendezések.
Ellen&rizhets, hogy a két példaban a tobbi 12 rangsor is ilyen, X; ~ X; sehol sem
fordul eld, igy nincs sziikség tovabbi holtverseny eldontésére szolgalé szabélyok al-
kalmazasara. A két torna kiilonbdz6 modszerekkel kapott rangsorait az Flggelék
(2011) ésl6] (2013) tabldzata tartalmazza.

4.2. A rangsorok abrazolasa

Elemzésiinket a végeredmény, a kilencedik fordulé utdn kapott rangsorok kiilon-
boz8ségének meérésével kezdjiik, hiszen a 38 elemfi rangsorok eltérései Snmagédban
nehezen értékelhet6k. Ennek kiszdmitasara két lehet6séget valasztottunk, a Kemény-
és a sulyozott tdvolsdgokat, melyek indoklédsa és a pontos definicidk az|F.IL Fiiggelékben
olvashatok.

A 2011-es Eurépa-bajnoksag rangsorainak 65 Kemény-tavolsagai az [1.a| tablazat-
ban lathatok. Két sorrend tavolsaganak maximuma akkor all el§, ha az 6sszes ob-
jektumpdrt fel kell cserélni, azaz 65 < n(n —1)/2 = 703. Ett6] minden érték jelents-
sen elmarad, azok legnagyobbja is csupdn 130. A sok adat kozott nehezen fedezhet6
fel valamilyen torvényszertiség. Az eredményektdl fliggetlen Start rangsor csaknem
mindegyikté]l messze taldlhat6. Legtobb esetben — a tdblapontszambdl szamitott (REP)
sorrendek kivételével — észrevehet6 az azonos eredménymatrixbodl (RMP , RMB RBM
és RBP) vagy modszerrel (GRS, GRS2 és LS) kapott rangsorok kozotti kapcsolat. A
hivatalos végeredmény megegyezik a GRS (RM?) rangsorral.

A megfelel6 sulyozott tdvolsdgokat az tdblazat tartalmazza. Maximuma n —
— 1 = 37, mig a Kemény-tdvolsdgé ennek n/2 = 19-szerese. Két kivalasztott rangsor
sulyozott és Kemény-tavolsaganak ardnya a 2011-es példaban 8,73 és 17,44, a 2013-
asban pedig 5,81 és 18,73 kozott talalhatd, tehat az utdbbi esetben a stlyozas vala-
mivel jobban moédositja a tavolsdgokat, a két megkozelités mégis varakozasainknal
kevésbé tér el egymdstol. Ennek oka (csak) az lehet, hogy a rangsorok eltérései a
pozicidk fliggvényében tobbé-kevésbé egyenletesen fordulnak el

A rangsorok tavolsdganak bevezetésével azok dsszehasonlitdsa a 13-dimenzids tér-
re redukalhat6, ahol 14 sorrend tokéletesen dbrdazolhaté. Ez még mindig nehezen ele-
mezhetd, azonban lehetséges a dimenzidszdm tovabbi csokkentése, bar ez tovéabbi
informaciéveszteséggel jar. Ehhez a (Csatd (2013a) tanulmanyhoz hasonléan a sokdi-
menzids skdldzdst (multidimensional scaling, MDS) hasznaltuk (Kruskal és Wish|, 1978;
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1.a tablazat. A 2011-es sakkcsapat EB rangsorainak Kemény-tavolsaga

s 5§ 5 5§ 3 i -~ 5 & _
z % o2 £ 0 o £ B % o5 B R ¢
[ B =
& 0 o o 4 o o 4 ¢ v 4 o uv 34
Start 0 107 100 98 100 107 99 96 110 93 93 130 99 85

Official 107 0 37 45 73 0 38 69 25 34 60 71 52 60

GRS (RPP) 130 71 108 114 130 71 107 122 46 8/ 111 0 57 97
GRSy(RBP) 99 52 61 67 81 52 60 73 41 40 60 57 0 44
LS(RBP) 85 60 53 45 41 60 40 33 71 26 20 97 44 0

s 3§ . 5§ 2 i ~ 5 & _

= & &2 § &2 2 §g ®2 2 = ¥ ¥ 4

(U ﬁ N— N— N— SN—

& O O O 2 O O 4 o v 4 o v A4

Start 0 108 968 960 939 108 954 915 11,3 945 866 122 10,0 8,10
Official 108 0 3,04 367 633 000 3,08 612 2,09 274 562 655 489 5,58

LS(RBM) 8,66 562 3,80 287 153 562 327 100 720 329 0 879 479 1,49

GRSy(RBM) 10,0 4,89 587 6,36 6,20 489 580 571 396 423 479 453 0 3,64
LS;(RBM) 810 558 4,39 4,15 3,01 558 3,69 249 658 298 149 7,78 3,64 O




Kovacs, 2011). A moédszer alapelve, hogy a térben minden megfigyelésnek megfelel
egy pont, és a hasonlok kozelebb vannak egymdashoz. Az MDS mogott nem all szto-
chasztikus modell, nincsenek eloszlasbeli megkotések és tesztelendd hipotézis, nem
tételez fel oksagi kapcsolatot. Egy klasszikus alkalmazasi példa varosok légvonalban
mért tavolsagai alapjan a térképen elfoglalt helyiik (tokéletes) visszaaddsa. A sok-
dimenzits skéldzads bizonyos értelemben hasonl6 a paros dsszehasonlitdsok alapjan
torténé rangsoroldshoz, mindegyiknél egyfajta informaciétomorités torténik. A kap-
csolat feltardsa tovabbi kutatdsokat igényel.

A sokdimenzids skaldzds az eredeti tdvolsdgokat arany, intervallum, vagy ordi-
nalis skalan kezeli, esetiinkben a legszigortbb els6 valasztas alkalmazhat6, mert a
rangsorok egyezése természetes minimumot jelent. Ekkor a redukalt dimenzios tér-
kép ¢ diszkrepancidi a § = bd linedris fiiggvénnyel kapcsolédnak az eredeti d ta-
volsagokhoz. A leképezés josdganak eldontésére, a dimenzidcsokkentésbdl szarmazod
informacidveszteség mérésére a Kruskal-féle Stress és az RSQ mutatékat hasznaltuk.
El6bbi 0,2-nél nagyobb értéke esetén a dimenzidcsokkentés nem elfogadhato, mig 0,05
alatt tokéletes illeszkedésrdl beszélhetiink. A Stress mutaté kisebb értéke kedvezébb,
a dimenziészdm emelkedése biztosan nem noveli azt. Az RSQ az eredeti tavolsdgban
megfigyelhet6 variancia diszkrepanciak dltal magyarazott hanyada, magasabb értéke
kedvez6bb, a dimenzidszam emelkedése nem csokkentheti.

A szamitdsokat az SPSS statisztikai programcsomag 20-as verzidjaval készitet-
tﬁkﬁ Az illeszkedési mutaték alapjan minden esetben elfogadtuk a két-, és eluta-
sitottuk az egydimenzids leképezést. A tengelyeknek nem tulajdonitunk jelentést,
iranyuknak amugy sincs jelentésége, a sokdimenzios skéldzdssal kapott eredmények
szimmetrikusak azokra (Kovécs, 2011)@ A pontos koordinatdk helyett 1ényegében a
kapott pontok egymashoz valé pozicidja szamit.

A Pl dbra a 2011-es Eurdpa-bajnoksdgra Kemény-tavolsaggal kapott skélatérké-
pet mutatja. A [2.a|dbra megerdsiti az [1.a| tablazatbdl levont kovetkeztetéseket, a Start
rangsor az Osszes tobbitdl messze helyezkedik el. Ez jol magyardzhaté annak eltérd
koncepcidjaval, hiszen a verseny eredményeinek figyelembevétele nélkiil késziilt. A
Stress-mutat6 0,0995-0s értéke kozepes mértékii illeszkedést jelent, az RSQ szerint a
redukélt skalatérkép az eredeti tavolsdgok variancidjanak 96,96 szdzalékat magyaraz-
za. Az egydimenzids dbra Stress mutatdja 0,2802, mar nem elfogadhat6. A teljesen
megegyez6 Official (Off) és GRS1(RBP) (G1) rangsorok skélatérképen elfoglalt pozi-
cidja minimadlisan kiilonbozik, ez valészintileg kerekitési hibdk eredménye.

A tobbi sorrend megbizhatébb Osszehasonlitdsdra a szdmitast megismételtiik a
Start rangsor kihagyasaval. A masik harom esetben (stilyozott tavolsag, illetve 2013-
ra Kemény- és stilyozott tavolsag) ez szintén outliernek tekinthets. A abra alap-
jan az eredménymatrix fliggvényében a GRS; moddszernél lathaté a legnagyobb, a
GRS, mellett kdzepes, mig az LS eljardsnal a legkisebb variancia. A tdblapontszdm
(RBP eredménymatrix, G4, S4 és L4) segitségével szamolt sorrendek jelentSsen eltér-
nek a tobbitdl, kiilonosen az el6bbi kettd esetén. A hivatalos rangsorra leginkdbb a
GRS; moédszer hasonlit, legkevésbé pedig az LS. A rangsorok kiilonbdz6sége a tab-
lapontszam nagyobb szerepével egytitt emelkedik. A skalatérkép a legkisebb négy-

13 Az algoritmus lefutdsdhoz a szimmetrikus tdvolsdgmatrixnak legalabb 10 objektumot kell tartal-

maznia, részben ez indokolta az eredménymatrix tobbféle kédoldsanak hasznalatat.
14 A P.a|és[2.b| dbrakon jol lathaté a fiiggtleges tengely megfordulésa.
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2. dbra. A 2011-es sakkcsapat EB skalatérképei

(a) Kemény-tavolsag, a Start rangsorral
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zetek modszere és a mérkézéspontok nagyobb jelent6sége mellett szolgéltat érveket.
A Stress-mutat6 értéke a kordbbindl jéval alacsonyabb (0,0264), mig az RSQ 0,9969,
mindkettd szinte tokéletes illeszkedést jelez.

3. dbra. A 2013-as sakkcsapat EB skalatérképei

(a) Kemény-tavolsag, a Start rangsor nélkiil

<
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X
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(b) Stlyozott tavolsag, a Start rangsor nélkiil
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A sulyozott tdvolsdg hasznalatakor ehhez hasonlé abrakat kapunk, bar a GRSy,
GRS, és LS modszerek eltérése, valamint az RBP eredménymétrix outlier volta job-
ban szembet{inik. Ennek illusztralasdra a 3l abrdn mutatjuk be a 2013-as versenyre
a Kemény- és stlyozott tavolsagok mellett ad6dé skdlatérképeket, mindkét esetben
a Start rangsor nélkiil. A Stress-mutat6 értéke 0,0261, illetve 0,0430, a kétdimenzids
MDS koordinatdk az eredeti tdvolsdgok variancidjanak 99,74, illetve 99,37 szézalékat
magyardzzak, mindegyik kival6 illeszkedést jelez. Min&ségi kovetkeztetéseink meg-
egyeznek a dbrabol levontakkal: az RBP eredménymétrix hasznalata, féként az
altalanositott sordsszegnél, nehezen indokolhato, a legkisebb négyzetek médszere ro-
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busztus eredmény ad, de viszonylag messze taldlhat6 a hivatalost6l, mig a Kemény-
és stlyozott tavolsagok eltérése elhanyagolhato, a két dbra lényegében azonos.

A Stress és RSQ mutatok alapjdn a kétdimenzios illeszkedés mindkét esetben
nagymértékben javithaté a Start rangsor elhagyédsaval, a Kemény-tavolsag a stlyo-
zottndl jobban magyarazhaté. Tehat a rangsorok kiilonboz8sége a pozicidcserék he-
lyének figyelembevétele nélkiil alacsonyabb, ami a dobogén végzett csapatok eltéré-
seinek koszonhetd, hiszen ez a stlyozas bevezetésekor sokkal meghatarozobba valik
a tavolsag kiszdmitadsdban. A skédlatérkép némileg elfogadhatébb a 2013-as versenyre.

4.3. A rangsorok dekompoziciéja

A rangsorok Osszevetésére egy masik megkozelitést kindl a legkisebb négyzetek
modszerének graf interpretacidja. Mindkét verseny esetén kiegyensulyozott rangso-
roldsi problémat kapunk, a G Osszehasonlitasi graf reguldris, de nem pdéros, ezért
— hurokélek hidnydban — kiilondsen jol értelmezhetd Csato| (2014a, Theorem 4.1)
Neumann-soros (Neumann, [1877) iterativ felbontdsa. Ekkor az RM" mérkézéspon-
tokon alapul6é eredménymaétrix hasznalatakor a nulladik 1épésben (k = 0) a hivatalos
rangsort kapjuk vissza attol eltekintve, hogy utébbiban a holtversenyek is eldontésre
keriiltek. Az eljdras az ezt kovetd lépésekben a P¥ hatvanyokon keresztiil fokozatosan
figyelembe veszi az ellenfelek, majd az ellenfelek ellenfeleinek stb. mérkdzéspontok-
kal mért erejét, igy tiikrozni fogja az egyes csapatok sorsoldsdnak nehézségét is. A
2011-es EB esetén k = 7, a 2013-asnél pedig k = 12 esetén kapjuk meg a tovabbiakban
véltozatlan, a q(RM?) vektor 4ltal meghatarozott végsd sorrendet.

Az LS(RMP) médszer iterativ felbontdsanak rangsorvaltozasai a 2| tdblazatban
lathatok. A masodik oszlopban a holtversenyeket a hivatalos rangsornak megfele-
16n dontottiik el, hogy elkeriiljiik a rangszdmok torlédasat (példaul a 13. helyezett
Szerbia és a 18. Montenegr6 egyardnt 10 mérk&zéspontot szerzett). Mivel kiilonb6z6
mérkdzéspontszamok esetén erre nincs sziikség, ez egytttal azonos a hivatalos rang-
sorral. Az iterdci6 kés6bbi 1épéseiben mar nem haszndltunk ilyen szabalyokat, mert
a q0) (RMP) ¢rtékelévektor barmely két koordinatdja minden k > 1-re kiilonboz6. Az
egyes iteracids 1épésekben a pozicié javuldsat a 1", romlasat a ¥ nyilak jelzik, szamuk
megegyezik a valtozas mértékével. Amennyiben ez hdromnadl tobb, értéke a megfelel
nyil mogott zardjelben szerepel. Ennek megfeleléen a 1 és I nyilak szdma minden
oszlopban azonos. A helyezés valtozatlansagat — jelzi.

Csatd (2014a, Theorem 4.1) alapjan k = 1 mellett a csapatok mérkdzéspontsza-
mdahoz hozzdadodik ellenfelei pontszdmdnak &tlaga, azokat részesitve elényben, akik
nehezebb sorsolédssal jatszottak a versenyt. A korrekci6 legnagyobb nyertese a hét po-
ziciét javité Szlovénia, vesztese a hat helyezést ronté Hollandia és a néggyel visszaes6
Romania. Ezéltal a kilenc mérkézéspontos Szlovénia megel6zi az ennél kettével tob-
bet szerzd Hollandiat. Harom helyezéssel tobb csapat eredménye is valtozik, ennyit
javit Fehéroroszorszag, Lengyelorszdg 1 és Svdjc, illetve ugyanennyit ront Dénia, 1z-
land és Szerbia. A hivatalos holtverseny eldontésére szolgal6 szabdlyok koziil az el-
lenfelek tdblapontszaméval megegyez6 TB4 utal erre.

Az ezt kovetd iteracids lépésekben gyakran az els§ irdnydval megegyezd, de anndl
kisebb mértékii valtozas torténik: a fentiek koziil példaul Fehéroroszorszag és Szlo-
vénia k = 5-nél még egy helyezést javit, Ddnia k = 3-ndl és k = 9-nél egyet-egyet ront.
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2. tablazat. Poziciévéltozasok az LS(RMP) rangsor kozelitésében, 2013

Hatvany 0 1 2 3 4 5 6 8 9
Anglia 10 - () — - - - - -
Ausztria 30 ™M M - — 0 - - -
Azerbajdzsan 1 - \) -~ - - - - -
Belgium 33 - - N} = - - - _
Bulgéria 25 M - - - - - - _
Csehorszéag 8 N/ ) - - — - - _
Daénia 27 Wl ¥ - - - - - ¥
Fehéroroszorszag 15 ™ = = = 0 - - -
Finnorszag 34 - - r - - - - -
Franciaorszag 2 - 0 - = - _ - _
Gorogorszag 7 - - - - _ J _ _
Gruzia 6 - — - - - _ - -
Hollandia 11 (6) - - - - _ _ _
Horvétorszag 17 ™M - - J = - _ -
Izland 29 W - - - - - - )
Izrael 28 ™M () () - - - _ -
Lengyelorszag 17 16 ™ - - - ¥ - - -
Lengyelorszag 2+ 22 W - ¥ > ¥ = - -
Lengyelorszag 3* 31 - () - - - 7\ - —
Litvénia 23 W v#é4) - - = J — _
Macedoénia 37 - - - . - - - -
Magyarorszag 5 - - - - = - _ —
Montenegré 18 N/ - \) - - - - -
Németorszag 20 - - 0 - r - - -
Norvégia 35 - - - - - - - -
Olaszorszag 12 () - - - J - — _
Oroszorszag 3 N/ - - — - - - -
Orményorszag 4 () - - - = - - -
Romaénia 14 v (4) () - 0 - - - -
Skocia 36 - - - - - - - _
Spanyolorszag 19 W - - - - J _ _
Svajc 32 M r A+ - - - - -
Svédorszag 26 N/ - J - - - - -
Szerbia 13 W W - _ J _ _ _
Szlovénia 21 ™(7) - - - 0 - - _
Torokorszag 24 M — - - - 7\ _ _
Ukrajna 9 0\ - - - _ A _ _
Wales 38 - - - - = - - -
" Poland
i Poland Futures
Poland Goldies
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Hollandia esetén nem torténik tjabb véltozds, Romania pedig részben visszanyeri
elvesztett pozicitit, a kozvetett ellenfelek ereje bizonyos mértékben kompenzalja a
kozvetlenek gyengeségét.

A valtozasok abszolutértékének monotonitdsa aldl az egyetlen kivétel Litvania,
amely k = 1-nél kett6, k = 2-nél viszont négy (!) poziciét ront, tehét els6sorban nem
az ellenfelek, hanem azok ellenfeleinek gyengesége dont. Egy masik érdekes esetet
jelent a viszonylag egyenletes megoszlassal 6t helyezést javité Ausztria. A valtozasok
irdnya tekintetében mdér tobb csapatndl sem teljesiil annak egyirdnytsaga: ilyen a
mar emlitett Romédnidn kiviil Horvatorszag, 1zland, Lengyelorszadg 1 és Olaszorszag.
Eszerint az els6 korben poziciét véltoztatd csapatok egy részénél a késtbbi iterdcios
lépésekben ez (bizonyos mértékben) korrigalédhat.

Az els6 helyen k = 2-nél Franciaorszag valtja Azerbajdzsant, a hat vezet6 pozicio-
ban a hivatalos rangsorhoz képest ez az egyetlen valtozas — az azonos mérkdzéspont-
szammal rendelkezé Oroszorszdg és Orményorszdg helycseréjét leszamitva. Utébbi
egyértelmtien indokolt, Oroszorszag a verseny elején mutatott gyengébb teljesitmény
utdn, kiilsé koron jutott fel a dobogoéra. Franciaorszag és Azerbajdzsan viszonyén
lehet vitatkozni, az el6bbi sorsoldsa talan kicsit nehezebb volt (ezt tiikrozheti maga-
sabb TB4 mutatdja), a masik csapat viszont nem szenvedett vereséget. Mindenesetre
sokat segitene, ha eggyel tobb fordul6 keriil megrendezésre, igy lejatszhattdk volna
az Azerbajdzsan-Oroszorszdg mérkdzést. Az utolsé valtozas Torokorszag és Monte-
negroé helycseréje k = 12-nél. A legkisebb négyzetek médszere nem csupdn az azonos
mérkézéspontt csapatok kozotti holtversenyek eldontésére szolgal, tobb esetben eld-
fordul, hogy — mint azt Szlovénia és Hollandia példaja mutatta — kettével kevesebb
pontszamu résztvevd el6z meg egy, a hivatalos sorrend szerint néla jobb csapatot.

A sviéjci rendszerti versenyek hivatalos rangsoroldsanak hibdira a 2011-es verseny
szolgaltat kival6 példat. Az els6 hat mérk6zésén harom gy6zelmet és harom dontet-
lent elérd, akkor hatodik Franciaorszdg az utols6 harom forduléban vereséget szenve-
dett, igy a vele azonos mérkézéspontszdmu csapatokhoz képest jéval nehezebb ellen-
felekkel taldlkozott. Az LS(RMP) rangsor iterativ felbontésa a [2| tdblazatban hasznalt
jelolésekkel:

Hatvany 0 1 2 3456 78

Franciaorszdag 19 1(4) ™M™ - - 1 - 1 -
Tehét a csapat a hivatalos 19. helyett a mérkézéspontokon alapulé eredménymatri-
xot hasznalo legkisebb négyzetek médszerével mar a hetedik iterdcios 1épés utan 10.
helyezést ért el. A javulas f6ként ellenfelei, illetve ellenfelei ellenfelei erejének kdszon-
hetd. A furcsa jelenségre szakértok is felfigyeltek@

4.4. A rangsorok értékelése

A kiilonb6z6 rangsorok dsszehasonlitdsa utdn ratérhetiink a legjobb sorrend kivé-
lasztasanak kérdésére. Ehhez harom megkozelitést véalasztottunk:

15 A francidk sokdig az élbolyban kiizdottek, a végén a svdjci rendszer minden ,dtkinak” az dldozata-
ivd vdltak. Lasd http://sakkblog.postr.hu/sokan—palyaznak—dobogos—helyezesre—izgalmas—
—utolso—fordulo—dont. Mi azonban ugy véljiik, a pdrositds kiilonb6z6ségbdl fakadé torzitidsok je-
lent&s részben kikiiszobolhetSk lennének a javasolt mdédszerek alkalmazdasaval, igy nem kellene a svajci
rendszer atkarol beszélni.
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¢ El6rejelz6 képesség vizsgalata (predictive performance);
¢ Muiltbeli eredmények leirdsa, mintailleszkedés (retrodictive performance);

¢ A rangsor valtozasai az egyes forduldk utan.

Pasteur| (2010) az els6 kett6t emliti a matematikai alapt rangsorolé médszerek kritéri-
umaként: az el6rejelz6 eljarasok célja a jové minél pontosabb megbecslése, a multbeli
eseményeket kozelit6knél ezzel szemben a mintdra val6 illeszkedés szamit. Az dko-
nometriai modellek tobbségét szintén e két csoportba sorolhatjuk.

A harmadik szempontot, a rangsor minél kisebb valtozékonysdgot két okbol is
fontosnak tartjuk. Egyrészt sem a kozonség, sem a résztvevok nem szeretik, ha tal-
sdgosan instabil az eredmény, egy vereség vagy gybdzelem utdn nagymértékben mo-
dosul a csapat helyezése. Természetesen a masik véglet is keriilendd, de ezt elég ne-
héz szamszerfisiteni. Mésrészt axiomatikus megkozelitésben is nehéz meghatdrozni
a svdjci rendszer(i versenyek optimadlis fordul6szdmaét, az atvéltast az esemény id6-
beli korlatai és a jatékosok terhelése, illetve a stabil sorrend kialakitdsa kozott. Ezért
egyértelmfien jobbnak t{inik egy olyan médszer, ami robusztusabb, kevésbé reagal a
véaratlan eredményekre, mert ekkor a gyengébben szerepl6 résztvevék nem érvelhet-
nek azzal, hogy csak egy-két tovabbi fordul6 kellett volna képességeik érvényesité-
séhez. Ennek alapjan némi megszoritassal gy véljiikk, kedvezébbnek tekinthet6, ha a
vizsgalt eljardssal kapott rangsorok kevésbé valtoznak az egyes forduldk kozott.

A muiltbeli és jov6beli eredmények leirdsdnak képességét két mutatoval mérjiik:
egy alacsonyabbra értékelt csapat hany mérkozés-, illetve tdblapontot szerzett egy
néla jobb ellenében. Ezek egyike sem veszi figyelembe a helyezések eltérésének nagy-
sdgat, nincs kiilonbség akozott, hogy az utolsé résztvevd az elsé vagy az utolso el6tti
ellen szerez pontot. A két mér6szdm Osszehasonlitasra igy is alkalmas, emellett nem
mertiil fel az onkényesség vadja, ami barmilyen mas definiciénél nehezen lenne elke-
riilhetd. Jovbeli kutatdsainkban azonban megfontolandénak tartjuk ezen megkotés
enyhitését, médositasat.

A szamitott mutatokat Osszesen 6t diagramon szemléltetjiik. Mindkét versenyre
mindségileg azonos eredményeket kaptunk, és az alkalmazott moédszerek is hasonlo-
an viselkednek, ezért eltekintiink az 0sszes részlet kozlésétol.

A [ abran a hatrébb végz6 ellenfelek 4ltal az egyes fordulokat kovetSen szerzett
mérk6zés-, illetve tdblapontok kumulalt szdma szerepel. A szamitds a harmadik kor-
t6l indul, amikor az dsszehasonlitasi multigraf osszefiiggévé valt. Mind a 12 dltalunk
szamitott sorrend a hivatalossal azonos teljesitményt mutat, a Start rangsor bizonyul
a legjobb el6rejelzének, annak ellenére, hogy egyaltalan nem veszi figyelembe a torna
korédbbi eredményeit. Tehat a mérk6zések kimenetelét valamivel jobban befolyasolja a
csapatok képessége, mint a verseny el6z6 szakaszaban megfigyelt eredményeik, ami
azonban nem zdrja ki egyes résztvevdk latvanyosan rosszabb vagy jobb teljesitményét.
A 2013-as versenyen a Start sorrend el6rejelzési folénye nem érvényesiil.

A némileg varatlan kovetkeztetés taldn csak abbdl adédik, hogy tal hossza id6-
szakra akartunk el6rejelezni, ezért jobb mutat6 lehet kizarélag a kovetkezd kor vizs-
galata. Ez az Fuiggelék [8] abrajan lathatd, ismét a mérkdzés-, illetve tdblapon-
tok alapjan. Nagyjabol minden rangsor azonosan teljesit, eziittal még a Start sem
kiilonbozik a tobbitsl. Tehat az eldrejelzés alapjdn nem tudunk optimadlis sorrendet
vélasztani.
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5. dbra. Mintailleszkedés, 2013-as sakkcsapat EB
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Egy masik megkozelitést jelent a multbeli eredmények lefrdsara valo képesség.
Az[5| dbran az egyes fordul6kban a gyengébb ellenfelek altal szerzett mérkzés-, illet-
ve tablapontok kumulélt szdma szerepel a Start, a hivatalos, és a legkisebb négyzetek
modszerével kapott rangsorok esetén. Ez megint a harmadik kortdl kezdve szamitha-
t6, de ezuttal a verseny végén is értelmezhetd (ott az eldrejelzés értelemszertien nem
vizsgalhato).

Ugyan nem feltétleniil meggy6z6 mértékben, de egyértelmtien az LS eljarés tlinik
jobbnak, a minimadlis értékek tobbsége ezen mddszer valamelyik véltozatdndl talal-
hat6. Az eredménymatrix vélasztdsa nem tlinik befolydsold tényezdnek, ahogy azt
az MDS skélatérképek (2| és |3l dbra) mutattdk, esetleg a mérkdzéspontnak nagyobb
szerepet juttaté RMP és RMB mingsithetsk kedvezdbbnek. Az altalanositott sordsszeg
mintailleszkedése a legkisebb négyzetek és a hivatalos rangsor kozott helyezkedik el.
Hasonl6 kovetkeztetésekre jutunk a 2011-es Eurépa-bajnoksag vizsgalatakor.

Harmadik kritériumként a rangsorok stabilitdsdnak vizsgalatat emlitettiik. Ez a
Start rangsorra nyilvdn nem értelmezhetd, az Osszes tobbire azonban, a harmadik
és negyedik korok kozotti valtozastol kezdve, igen. Kovetkeztetéseinket az egymads
utdni fordul6k rangsorainak osszehasonlitdsabol vonjuk le, ezttal is a Kemény- és
stlyozott tavolsdgok hasznélataval. Csak az RMP mérkézéspontokon alapulé ered-
ménymatrixbdl kapott rangsorokat dbrazoljuk.

Alf] dbra a 2011-es sakkcsapat Eurépa-bajnoksdgot rangsorainak robusztussagat
szemlélteti. Noha azok véltozékonysdga nem szigortian monoton csokken (ezt az
egyes korok eredményei is befolyésoljak), megfigyelhetd a hanyatlé tendencia, hiszen
az aktudlis fordul6 jelentésége egyre kisebb a mar ismert mérkdzésekhez viszonyit-
va. A Kemény-tavolsdg esetén a kezdeti id6szakot leszamitva, a stlyozott tavolsag-
nal pedig végig a legkisebb négyzetek modszerével kapott LS(RMP) sorrend bizo-
nyult a legstabilabbnak. A masodik helyezett egyértelmtien a GRSy (RMP), ezt koveti
a GRS1(RMP), majd a hivatalos sorrend. Eszerint az ellenfelek teljesitményének foko-
zott figyelembevétele csokkenti a sorrend valtozékonysdgot, a beérkez6 4j informacié
hatasat. A kiilonbség sokkal 1ényegesebb a stilyozott tdvolsag esetén, vagyis az alta-
lunk szamitott rangsorok éppen a kritikus tartoményban, az els6 néhany poziciéban
bizonyultak robusztusabbnak.

Az dbran nem szerepls, az RMB, RBM g5 RBP eredménymatrixbdl szamitott rang-
sorok szintén a hivatalosndl kevésbé viltozékonyak, jellemz&en azonban némileg
rosszabbak a bemutatottndl. Ezekre is érvényes az LS < GRS, < GRS; sorrend,
az ¢ paraméter csokkenésével emelkedd instabilitds. Az eltérés ugyancsak a salyozott
tavolsagnal nagyobb, a véltozékonysag kisebb a mezény elsd felében.

A 2013-as versenyre szamolt hasonlé mutatok az Fuiggelék [0] abréjan latha-
tok. Ezuattal kevésbé jelentSs a stabilitasbeli kiilonbség, ami azonban kizarolag ered-
ményeink megbizhatdsdgat befolydsolhatja. Ismét érvényes az LS < GRSy < GRS,
sorrend, noha az utdbbi ketté 1ényegében a hivatalossal azonosan teljesit. Szintén
csak mérsékelten igaz, hogy stlyozott tdvolsagndl nagyobb eltérések figyelhet6k meg.
A masik harom eredménymatrixszal kapott rangsorok koziil az LS eljaras a legro-
busztusabb, a GRS, mdédszer helyenként, a GRS pedig szinte mindig a hivatalosnal
rosszabbul teljesit. Osszességében kijelenthets, hogy a Buchholz pontszdmot altala-
nosit6 legkisebb négyzetek médszere kiilondsen stabil, hasznélata elsésorban akkor
ajanlott, ha szeretnénk elkertilni a lejatszott korok szamébol fakadoé torzitasokat.
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Ahogy kordbban emlitettiik, a rangsorok nagyobb stabilitdsa ugyan nem feltét-
lentil elényds a nézettség szempontjdbdl, mert csokkenti a meglepetések valészini-
ségét, viszont sokkal megalapozottabba teszi a svéjci rendszer{i verseny el6re adott
szamu korének lejatszdsa utan kialakul6 sorrendet. Véleményiink szerint ez utébbi
hatds a dontd, a véltozékonysdg nem hanyatlik olyan kritikus szintre, ami mér értel-
metlenné tenné az 1j fordulok rendezését.

5. Osszefoglalas

A 2| fejezetben Chebotarev és Shamis| (1998), illetve (Gonzalez-Diaz et al.| (2014)
nyomdn bevezettiik a paros dsszehasonlitdson alapulé rangsorolés egyik legdltalano-
sabb modelljét, mely a nem szimmetrikus és az objektumok 6onmagukkal vett 6ssze-
hasonlitdsain kiviil minden elképzelhet6 lehet6séget tartalmaz. Az eredmény- és mér-
kézésmatrixok megkiilonboztetése lehetévé teszi az Osszehasonlitasok szerkezetének
graf reprezentacidjat, ami tobb pontozasi eljards meghatdrozdsaban is szerepel. Ezek
koziil bemutattuk a pontszamot és a legkisebb négyzeteket, valamint a ¢ paramétertdl
fiigg6 altaldnositott sordosszeg médszercsalddot, mely az el6bbi kettd kozott helyezke-
dik el. Végiil ismertettiink két tulajdonsédgot, az dltalunk definialt skdla invarianciat
és a pontszdm konzisztencidt (Gonzalez-Diaz et al., 2014).

A |3 fejezetben a pdaros Osszehasonlitdsokon alapulé pontozasi eljarasok svajci
rendszerti sakk csapatversenyek rangsoroldséra torténé alkalmazasanak elméleti hat-
terét vizsgaltuk. Els6ként a feladat altalanos jellemzé&ivel, a nem kormérkézéses eset-
ben felmeriils kérdésekkel foglalkoztunk. Attekintettiik a hivatalos lexikografikus
rendezéseket, az egyéni és a csapatversenyek rendezésének részleteit, illetve ravi-
lagitottunk a kiils6 és bels6 kor jelentéségére a svdjci rendszerti torndkon. Megélla-
pitottuk, hogy a rangsorolasi problémaként val6 felirdsban a mérkézésmatrix szinte
trividlis, az eredménymatrix vélasztdsa pedig a pontszam konzisztencia révén — a
tdblapontszam jelent6ségének fiiggvényében — megfelel6 alapokra helyezhetd.

A {4 fejezet két sakkcsapat Eurépa-bajnoksdg részletes elemzését nyujtja. Ismer-
tettiik a kivalasztott példdk jellemz6it és a haszndlt moédszereket, a kapott rangsorok
Osszehasonlitasat pedig Can| (2014) javaslatdbdl kiindulva, a Kemény- és a stlyozott
tavolsagok vizsgalataval végeztiik. A sokdimenzids skédldzas lehetévé tette a kapott
sorrendek kétdimenzios leképezését, az eredmények grafikus szemléltetését. A legki-
sebb négyzetek modszere bizonyult a legjobb valasztasnak, mert ez fiigg legkevésbé
az eredménymaétrix megvalasztasatol. Mivel az ebb6l ad6dé sorrendek a hivatalos
rangsortdl viszonylag messze helyezkedtek el, |(Csatd| (2014a) dekompozicidjaval tar-
tuk fel az eltérés okait, meger&sitve az ellenfelek teljesitményének figyelembevételére
vonatkoz6 javaslatunkat.

A rangsorok értékélését harom megkozelitésben, az el6rejelz képesség, a minta-
illeszkedés és a robusztussag alapjan vizsgaltuk alfejezet). Eredményeink szerint
hasonlé versenyek esetén az aldbbi kovetkeztetések alapozhatjdk meg a legkisebb
modszerének alkalmazdasat:

1. Egyetlen eljaras, koztiik a hivatalos sorrend sem jobb el6rejelzé a csapatok a
priori értékelését tiikroz6 Start rangsorndl, akkor sem, ha csak a kovetkezd
fordul6 eredményeit kell megbecsiilni;
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2. A mintailleszkedés az ¢ paraméter, az ellenfelek szerepének novekedésével ja-
vul, a legkisebb négyzetek kismértékben jobb a hivatalosnal;

3. A verseny egyes koreinek lejatszdsa utdn kapott rangsorok az ¢ paraméter, az
ellenfelek szerepének névekedésével stabilabba védlnak, a legkisebb négyzetek
egyértelmiien jobb a hivatalosnal.

A mérkdzéspontok felé hajlo altaldnositott eredménymatrix (alacsony, 0-hoz ko-
zeli A) hasznalata minél tobb tablapont gyfijtésére 0sztondz, azokhoz képest mégis a
mérkdzéspontokat preferdlja.

Bér korabban is sziilettek javaslatok rekurziv alapti médszerek hasznélatara svajci
rendszer(i sakkversenyeken (Brozos-Vazquez et al, 2010), ez tekinthet6 az els6 axi-
omatikus megkozelitésti gyakorlati vizsgalatnak. A rangsorolasi problémaként valo
modellezés kérdését — legalabbis a sakk csapatversenyek esetén — sikeriilt lezdrnunk,
és jelentSs 1épéseket tettiink a megfeleld pontozasi eljaras kivalasztasa felé. Az al-
kalmazéast bemutaté rész szintén tartalmaz innovativ elemeket. Ilyennek tekintjiik a
stlyozott tadvolsdg szamitdsat, mely nagy valdszinfiséggel Can| (2014) karakterizaci-
6janak els6 gyakorlati megvaldsitdsa. Tudomasunk szerint egy korabbi cikkiinkt6l
(Csato, 2013a)) eltekintve a sokdimenzids skdldzast sem hasznaltdk rangsorok ssze-
hasonlitdsdra. Ezenkiviil a stabilitds bevezetését emelnénk ki a svéjci rendszerti ver-
senyek rangsoroldsdnak értékelési szempontjaként.

A Brozos-Vazquez et al.| (2010) &ltal felsorolt hatranyok véleményiink szerint nem
jelentések. A pontozasi eljardsok a résztvevék szamadra talan tényleg nehezen érthe-
tok, de ez a svdjci rendszerben rendezett torndk minden részletére igaz. A szamitast
ugyan megkonnyitik a modern informatika eszkdzei, azonban a dekompozicié révén
ez a P matrix els6 néhdny hatvanyédnak felirdsaval, , papiron” is elvégezhets. Bar csak
az els6 3-4 kor utan kaphato rangsor, ezt megel6z8en nyugodtan hasznalhaté az ere-
deti pontszdam modszer. Ezek figyelembevételével tgy véljiik, érdemes lenne megki-
sérelni a Buchholz pontszam 4altalanositasat jelent6 legkisebb négyzetek médszerének
alkalmazésat a végeredmény kialakitdsdra. Amennyiben ez a szervez6k vagy a jaté-

7

kosok ellendlldsdba titkozik, els6 1épésként megfontoland6 lehet csak a holtverseny
eldontésére szolgalé szabdlyként torténd bevezetése is.

Elemzésiink szdmos kérdést vet fel. Tovdbbi csapatversenyek vizsgalata, esetleg
ezek szimulaciéja meger&sitheti vagy cafolhatja f6bb kovetkezteéseinket. Tobb lehet-
séges komplikaciotol eltekintettiink, mint a vildgos-sotét probléma, a lejatszott mér-
k6zések szamdénak kiilonbozdsége (példdul a résztvevok paratlan szdma miatt). Nem
targyaltuk az 4ltalanositott sorosszeg e paraméterének megvélasztasat, mely atfogébb
vizsgalatot igényelhet, bar erre vonatkoz6 eredményeket nem ismertiink. Végiil az al-
talunk ajanlott rangsorolas két lehetséges felhasznalasat emlitenénk. Egyrészt a ka-
pott sorrendek beépitheték a parosité algoritmusba, ami hozzéjarulhat a sorsolés ki-
egyensulyozasdhoz. Mésrészt a rangsor forduldk kozotti stabilitdsanak elemzése se-
githet a lejatszand6 korok szamanak meghatarozasdban, melynek értéke a résztvevék

szdma és a szervezés korldtainak ismeretében endogénné tehetém

16 Szamunkra ugy tlinik, ennek meghatérozasa jelenleg ad hoc dontéseken mulik: a 2006-0s torinéi
bajnoksagon 148 (férfi), illetve 103 (n&i) csapat 13, a 2008-as drezdain pedig 146, illetve 111 résztvevd
11 mérko6zést jatszott. Raadasul a lexikografikus rendezés {6 szempontja az els6 esetben a tdblapontok,
a masodikban a mérkézéspontok szdma volt.
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Summary

Csato| (2014b) introduces the necessary definitions of ranking problems and scor-
ing procedures.

Modelling of the problem

Chess tournaments are often organized in the Swiss system. It goes for a prede-
termined number of rounds, and in each round two players compete head-to-head.
All of them participate in the entire tournament, none are eliminated. The system
is used when there are too many players to play a round-robin tournament, conse-
quently, there are pairs of players without a match between them. However, it is more
efficient than a knock-out tournament as more matches are played at the same time.

Two main issues are how to pair the players and how to rank the participants
based on their respective results. The pairing method is not discussed in the paper
as it is commonly accepted. Nevertheless, some proposals have been recommended
to improve them, for example, by stable matchings (Kujansuu et al., [1999).

In chess, there are both individual and team tournaments. From an analytical
point of view, the latter seems to be preferable, since in individual championships
colour allocation has a prominent role: it is not neutral whether the given result is
achieved by white or black. In team tournaments a match is played on 2t boards, the
winner of a game on one board gets 1 board point, the loser 0, while a draw yields 0.5
for both teams, thus 2t board points are allocated between them. The winner team,
which achieves more (so at least ¢ + 0.5) board points scores 2 match points, the loser
0, while a draw results in 1 match point for each of them.

Difficulties of the ranking are caused by varying schedules, the opponents of a
given competitor strongly influence its performance. Official results are lexicograph-
ical orders with match or board points as a first aspect. It means that, because of the
pairing algorithm, they prefer teams with improving performance during the tour-
nament contrary to teams with declining results. This subjective component seems
to be vulnerable from the positive approach of theoretical research, and experts also
often debate it. Some anomalies arising from this feature are discussed in Csatd
(2013b). We will argue that the application of generalised row sum and, especially,
least squares is able to improve on this issue. Brozos-Vazquez et al.|(2010) also sup-
port their application.

In order to use paired comparison-based scoring procedures, the tournament
should be formulated as a ranking problem. Set of objects N consists of the teams of
the competition. Matches matrix M is given by m;; = 1 if team X; € N and X; € N
have played against each other, and m;; = 0 otherwise. We suggest two possibilities
for the choice of results matrix R, then they will be connected.

Notation 1. MP;j, and BP;; denote the number of match points, and board points of
team X; € N against team X; € N, respectively.

Definition 1. Match points based results matrix: Results matrix of ranking problem
(N,RMP M) € R is based on match points, if rf}/”) = MP;j — 1 for all X;, X; € N.
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Definition 2. Board points based results matrix: Results matrix of ranking problem
(N,RBP, M) € R is based on board points, if rﬁp = BP;; — t for all X;, Xj € N.

Definition 3. Generalised results matrix: Results matrix of ranking problem
(N,R"(A),M) € R is generalised, if rj;(A) = (1 —A) (MP; —1) + A (BP;; —t) /t for
all X;, X; € N such that A € (0,1).

Lemma 1. The limit of generalised results matrix is the match points based results matrix, if
A — 0, that is, limy_,g RP(A) = RMP. The limit of generalised results matrix is the board
points based results matrix, if A — 1, that is, lim,_,; R"(A) = RBP,

Notation 2. mp and gp denotes the vector of match points and board points, respec-
tively. m < n —1 is the number of rounds. 2t is the number of players who play a
match in each team.

Rankings derived from mp and bp are the same as the official lexicographical
order based on match points and game points, respectively, without tie-breaking
rules.

RMP

Lemma 2. Score method with is equivalent to mp.

Lemma 3. Score method with RB” is equivalent to bp.
Our main result is the following, which establishes the subsequent application.

Theorem 1. Let (N, R, M) € RR be a round-robin ranking problem. Generalised row sum
and least squares with RMP and are RBY equivalent to mp and bp, respectively.

Proof. In case of round-robin problems, generalised row sum and least squares are
equivalent to the score method (Csato, [2014b, Lemma 5.10), hence Lemmata [2| and
provide the result. O

Proposition 1. Let (N, A, M) € R be a ranking problem and k € (0,1]. Rankings derived
from generalised row sum and least squares methods with RMP and kRMP as well as with
RBP and kRB? are the same.

Proof. 1t is the consequence of property SI (Csato, 2014b). O

More details on Swiss system chess team tournaments can be found in Csatd
(2012a)b} 2013a).

An application: chess team European championships

We illustrate the method proposed above through the two recent European Team
Chess Championship open tournaments of 2011 and 2013. Webpages of the events are
available at http: //euro2011.chessdom.com/ and at http://etcc2013.com/, results
can be found at http://chess—results.com/tnr57856.aspx and at http://chess—
results.com/tnr114411.aspx. In both tournaments the number of competing teams
is n = 38 and the number of rounds is m =9, so comparisons are known in about the
quarter of possible pairs, 9 x 19 = 171 from n(n — 1) /2 = 703. The first aspect of the
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official lexicographical orders was the number of match points, but tie-breaking rules
were different.

Besides the known Start (based on El& points of team players) and official, 12 fur-
ther rankings have been calculated from the ranking problem representation. Four re-
sults matrix have been considered: RMP, RMB = 3 /4 RMP 11 /4 RBP RBM =1 /3 RMP
2/3 RBP and RBP. We have chosen three methods, least squares (LS), and generalised
row sum with the reasonable upper bound e; = 1/324 (GRS7) and ¢ = 1/6 (GRSy).
The existence of a unique least squares solution requires connectedness of the com-
parison multigraph (Csat6| (2014a, Proposition 3.1)), which is provided after the third
round. Rankings in the first two rounds are highly unreliable, therefore they were
eliminated, but from the third round all methods give one order of teams. In all, we
have 7 x 14 = 98 rankings.

Notation 3. The final rankings are denoted by Start, Official; GRS (RMP), GRS, (RMP),
LS(RMP); GRS1(RMB), GRS,(RMB), LS(RMB); GRS (RBM), GRS,(RBM), LS(RBM);
and GRS{(RB"), GRS,(RB?), LS(RBP). In figures, they are abbreviated by Start, Off;
Gl1, G2, G3, G4; 51, S2,S3,54; and L1, L2, L3, L4.

In order to compare the final rankings, their distances have been calculated. We
have chosen the well-known Kemeny-distance (Kemeny, 1959; Kemeny és Snell, 1962}
Can és Storcken, 2013) and its weighted version proposed by Can| (2014). In the latter
case, our weight vector is w; = 1/i for all i = 1,2,...,n — 1. The of 14 rankings can
be plotted on the basis of pairwise distances in a 13-dimensional space without loss
of information, however, it seems to be unmanageable. Therefore, similarly to Csato
(2013a), multidimensional scaling (Kruskal és Wish, [1978) have been applied with a
ratio scale. Both Stress and RSQ tests for validity strengthens that two dimensions are
sufficient, but one is too restrictive. The method gives a map where only the position
of objects count and more similar rankings are closer to each other. Start is far away
from all other rankings, thus it is omitted, which improves somewhat on reliability.

There is not much difference between the four charts (2011 vs 2013, Kemeny vs
weighted distance), two of them are shown on page |36, They suggest the following;:

1. Start greatly differs from other rankings since it does not depend on the results
of the tournament;

2. Generalised row sum rankings (with low A) are more similar to the official one
than least squares;

3. The order of results matrices by variance is RMP < RMB < RBM ~ RBP 4
larger role of match points stabilize the rankings;

4. The order of scoring procedures by variance is LS < GRS, < GRSy, a larger
role of opponents stabilize the rankings.

Based on these observations, we propose to use least squares with a generalised
results matrix favouring match points (a low A, for example, 1/4 as in RMP) for
ranking in Swiss system chess team tournaments as it gives incentives for teams to
score more board points, but still prefers match points.

We have carried out other investigations. Decomposition of the least squares rat-
ing (Csat6| 2014a) have highlighted the need for taking the performance of opponents
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into account. An extreme case is France in the 2011 tournament. It also shows that
tinal rankings are created after some steps of iterations.

For evaluating the rankings during the competition, three approaches have been
applied:

e Predictive performance: ability to forecast outcomes of future matches;

e Retrodictive performance: ability to match the results of contests already
played;

e Robustness between subsequent rounds.

The first two are the proposals of |Pasteur (2010) for classifying mathematical ranking
models. The third seems to be important as the number of rounds in a Swiss system
tournament is often determined arbitrarily. The first two have been measured by the
number of match and board points scored by an underdog against a better team.
Stability has been defined as the distance of rankings in subsequent rounds.

Our findings are the following;:

1. No method, including the official, overcomes Start at forecasting, moreover,
the latter was the best for 2011. This result does not change if prediction of the
next round is compared only.

2. Retrodictive performance gives the order LS < GRS, < GRSy, a larger role
of opponents improves matching. Least squares is somewhat better than the
official ranking.

3. Robustness also results in the order LS < GRS; < GRS; according to both
Kemeny and weighted distances. Least squares is significantly more stable
than the official ranking.

The second and, especially, the third observation supports the use of least squares
method.

Conclusion

On the basis of these examples, we argue for the use of least squares method with
a generalised result matrix favouring match points. The proposal is based on a lot of
soft findings, variance with respect to the chosen results matrix as well as retrodic-
tive performance (the ability to match the outcomes of matches already played) and
robustness (stability of the ranking between two subsequent rounds).

All results discussed above are our contribution. We do not know any ana-
lytical discussion of ranking in Swiss system tournaments (suggestions of Brozos-
Vazquez et al| (2010) are more or less based on intuition), connected with investiga-
tions through examples, despite the latter was given by ]Jeremic és Radojicic| (2010),
Csato, (2012a), and Csatd| (2013a). MDS has been applied first for comparison of the
rankings by (Csat6| (2013a). According to our knowledge, we are the first to use the
weighted distance of |Can| (2014). Stability is also a new idea in evaluation of Swiss
system tournament rankings.
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EI. Fiiggelék: Linedris rendezések tavolsaga

A alfejezetben a rangsorok (linedris rendezések) sszehasonlitasét tavolsaguk
definidlasaval hajtottuk végre. Az aldbbiakban (Can| (2014) alapjan indokoljuk ezek
kivalasztasat.

ElL1. Definici6. Eltérésfiigguény (dissimilarity function): Egy 6 : Ly x Ly — R fiigg-
vény eltérésfiigguény, ha teljesiti az aldbbi feltételeket:

e Nemnegativitds (non-negativity): 6(L,L') > 0 minden L,L’ € Ly-re;

o Megkiilinboztethetetlenség (identity of indiscernibles): §(L, L") =0 < L = L'
minden L, L’ € Ly-re;

e Szimmetria (symmetry): 6(L,L') = (L, L) minden L, L' € Ly-re.

EI.2. Definicié. Tdvolsdgfiigguény (distance function, metric): Egy 6 : Ly X Ly — R
eltérésfliggvény tdvolsdgfiiggvény, amennyiben teljesiti a hdiromszog-egyenl6tlenséget
(triangular inequality), vagyis §(L,L"”) < §(L,L') + §(L',L") minden L,L',L" € Ly
esetén.

E1.3. Definici6. Kemény-tivolsig (Kemeny distance) (Kemeny, 1959): Az L, L’ € Ly
linedris rendezések 0¥ (L, L") Kemény-tdvolsiga az egyiktsl a masikhoz torténd eljutés
érdekében felcserélend6 objektumpérok szdma.

A fogalom kiilonb6z6 tudoményteriileten méds-mas elnevezéssel szerepel (Can és
Storcken, 2013), altalunk ismert legkordbbi megjelenése |Cramer| (1750). Kozgazda-
szoknak taldn ismer&sebben cseng a Kendall T tavolsdg (Kendall, 1938).

Kemeny és Snell| (1962) Kemény-tavolsagra adott karakterizaci¢jarol Can és Storc-
ken| (2013) megmutatta, hogy a felhasznalt 6t axiéma logikailag nem fiiggetlen, ko-
ziiliik négy is elegendd az egyértelmiiséghez.

EL1. Allitas. A 6X Kemény-tdvolsdg az eqyetlen olyan § : Ly x Ly — R tdvolsdgfiigguény,
ami teljesiti az aldbbi feltételeket :

e Er6s dekompondlhatésag (strong decomposability, betweenness): 6(L, L") =
=6(L, L") +36(L',L") minden L,L',L" € Ly-re;

e Semlegesség (neutrality): tetszbleges ¢ : N — N permutdciéra 5(L,L")
=6(oL,oL') minden L, L' € Ly mellett;

e Normalizalds (normalization): miny e, {6(L, L") : L#L"} = 1.

Bizonyitds. Lasd Can és Storcken (2013, Corollary 1). Az els6 tulajdonsag a tavolsag-
fiiggvény definicidja. O

FL1. Megjegyzés. A normalizélds kovetelményének elhagyasaval X pozitiv konstans-
szorosai is megengedetté vdlnak (Can és Storcken, 2013), ez azonban nem valtoztat a
rangsorok tavolsagainak aranyan.



A Kemény-tavolsag a tdvolsdg szdmitdsdndl nem tesz kiilonbséget a sziikséges
cserék helye szerint, példdul az X; > X; > X rangsort6l ugyanolyan messze (egy
tavolsagra) talalhaté X; > X; = Xy, mint X; > X > X;. Mégis ugy érezzik, el6bbi
az utébbindl jobban eltér az eredetitdl, mert az els6 és masodik helyezett valtozasa
fontosabbnak tinik, mint a masodik és harmadik felcserélédése. Egy sakkverseny
végeredményénél jogos felvetés lehet, hogy a mezény els6 felének rangsoroldsa, kii-
16ndsen a dobogén végzd csapatok meghatarozasa élvezzen prioritést.

Ennek beépitéséhez nyilvan le kell mondanunk az allitasban szerepl6 tu-
lajdonsagok valamelyikér6l. Az megjegyzés szerint a normalizdlds mell6zése
nem sziinteti meg a fenti problémat, a szimmetria kihagyasa pedig indokolhatatlan.
Amennyiben tovébbra is tdvolsdgokat keresiink, csak az er6s dekomponélhat6sag
maradt, miszerint a végeredmény szempontjabdl teljesen mindegy, milyen sorrend-
ben végezziik el a sziikséges cseréket. Részben ez az axiéma is megdérizhetd lesz.

F1.4. Definici6. Linedris rendezésekbél dllé 1it (path on linear orders): Legyen L, L’ €
€ Ly két linedris rendezés. L = Lo, Ly, Ly, ..., Ly = L' egy L-b&l L'-be vezet6 linedris
rendezésekbdl dll6 1it, ha 6X(Ly, Ly,1) = 1 minden £ =0,1,...,k — 1 esetén.

Tehét a linedris rendezésekbdl all6 Gt szomszédos elemei kozott mindig csak
egyetlen cserét kell elvégezni.

EL1. Jelolés. Legyen L, L' € Ly két linedris rendezés. D(L,L’) az L-b6l L'-be vezetd
linedris utak halmaza.

EL5. Definicié. Dekompondlhatésdg (decomposability) (Can, 2014): Egy 0 : Ly X Ly —
R eltérésfiiggvény dekompondlhaté, ha minden L, L’ € Ly-re létezik olyan L-b&l L'-be
vezetd (L = Lo, L1,Lp, ..., Ly =L") € D(L,L’) lineéris rendezésekbdl 4ll6 ut, amire

k—1

6(L, L") =) 6(Ly, Lysa).
=

Er6sen dekompondlhat6 tavolsdgfiiggvény esetén barmelyik L-bSl L'-be vezetd
(L=1Lo,Ly,Ly,...,Ly=L") € D(L,L’) lineéris rendezésekbdl all6 ut valaszthato.

A kovetkez6 axidma a semlegességet modositja annak az Gj koncepciénak meg-
felelden, hogy a linedris rendezésekben el6fordul6 eltérések fontossaga az elfoglalt
helyezés fliggvénye lehet.

EI.6. Definici6. Pozicids semlegesség (positional neutrality) (Can, 2014): Legyen k <
<n, ke N,illetve L,L' € Ly és L,L' € Ly olyan lineéris rendezések, hogy L és L',
valamint L és L’ a k-adik és k + 1-edik objektum felcserélésével kaphat6 egymasbol,
azaz 0K(L, L") = 6%(L,L’) = 1. Bgy 6 : Ly x Ln — R eltérésfiiggvény pozicids semleges,
ha é(L, L") =6(L,L").

A poziciés semlegesség fennallasakor két szomszédos rangsor tavolsdga kizardlag
attol fiigg, melyik poziciéban tortént valtozas.

E12. Jelolés. Ah: Ly x Ly — {1,2,...,n— 1} figgvény megadja, hogy az L, L’ € Ly
szomszédos linedris rendezések (6X(L, L") = 1) kozott melyik pozicié cserélédik fel.
Az indexelés a kettd koziil a kisebb szammal torténik.

II



E1.7. Definicié. Silyozott eltérésfiigguény (weighted dissimilarity function) (Can) 2014):
Legyen L, L' € Ly két linedris rendezés. Egy &, : Ly X Ly — R eltérésfiiggvény sii-
lyozott, ha létezik olyan w € R"! stlyvektor, amire valamelyik L-bsl L'-be vezet6
(L=1Ly,Ly,Ly,...,Ly =L") € D(L,L') lineéris rendezésekbdl 4ll6 tt esetén

k—1
/
L) = ezll Wh(Lg,Lsy)*

Az omega € R"~! sdlyvektor definiélja az egyes poziciokban végrehajtott cserék
fontossagat: w; az elsd és masodik, w, a masodik és harmadik, és igy tovébb, w,_1
az utolsé el6tti és az utolsé helyezett felcserélésének értékét. A tavolsagok relativ
nagysaga invarians az w sulyvektor pozitiv konstanssal val6 szorzésara.

EL2. Allitas. Eqy 6 : Ln x Ln — R eltérésfiigguény akkor és csak akkor dekompondlhatd
és pozicié semleges, ha & = o, siulyozott eltérésfiigguény.

Bizonyitds. Lasd Can| (2014, Proposition 1). O

EL3. Allitas. Egy 0 : Ly x Ln — R eltérésfiigguény akkor és csak akkor erdsen dekompondl-
haté és pozicié semleges, ha & = &, sulyozott eltérésfiigguény az w = [c,c, ..., C]T c R,
¢ > 0 silyvektorral.

Bizonyitds. Lasd Can (2014, Proposition 2). O

EL2. Megjegyzés. Az w = [c, c,...,c]T e R" 1 ¢c>0 salyvektorral adott stlyozott

eltérésfiiggvényre 6, = c6X, igy a Kemény-tavolsdg az w = e valasztassal irhato le.

Vagyis, ha szeretnénk kiilonb6z6 stlyokat adni az egyes poziciokban bekdvetkezd
valtozdsoknak, az erds dekompondlhatésdgot mar nem lehet megkovetelni. A salyo-
zott eltérésfiiggvény definici6ja megengedi, hogy az (L = Lo, Ly, Ly, ..., L; =
= L") € D(L,L") dekompozici6 a vizsgalt L,L' € Ly linearis rendezésekre ex ante
rogzitett legyen, ami meglehetdsen furcsdnak ttinik. Ezt kiiszoboli ki a kovetkezd
fiiggvénycsalad.

EL8. Definicié. Utminimalizdls silyozott eltérésfiigguény (path-minimizing function)
(Can, 2014): Egy 6"M : Ly x Ly — R sulyozott eltérésfiiggvény iitminimalizdlé, ha
létezik olyan w € R"~! sulyvektor, amire minden L, L’ € Ly esetén

(L, L) = min H(Lo L
w ( 4 ) (L=L0,L1,L2 L= L/ ED LL’ 21 07 g+1

Az atminimalizlds lehet6vé teszi a tdvolsdgfiiggvényekre valo attérést.

EL4. Allitds. Legyen w € R"~! eqy rogzitett sillyvektor. A 5, : Ly X Ly — R eltérés-
fiigguény akkor és csak akkor teljesiti a hdromszog-eqyenldtlenséget (azaz tdvolsdgfiigguény),
ha 5o = 6EM ditminimalizdl6 sillyozott eltérésfiigguény.

Bizonyitds. Lasd [Canl (2014, Theorem 1). A bizonyitds kulcsa, hogy J,-nak minden
elére rogzitett w € R" ! sulyvektor mellett tavolsagfiiggvénynek kell lennie. O

I



Az erds dekompondlhat6sag hidnya tovabbra is gondot okozhat, mert a végered-
ményben szdmitani fog a cserék végrehajtasdnak sorrendje. Az ttminimaliz4l6 line-
aris rendezésekbdl 4ll6 Gt meghatarozdsa bonyolult lehet, a Dijkstra-algoritmushoz
hasonlé médszerrel, vagy nyers er6vel, a két rangsor kozotti Osszes lehetséges ut ko-
ziil a minimadlis kivalasztdsaval kaphat6 (Can| 2014). Bizonyos esetekben azonban az
tutminimalizalé dekompozicié explicit formdaban is megadhato.

EL9. Definici6. Lehmer-fiiggvény (Lehmer function) (Can, 2014): Egy 6% : Ly x Ly —
R stlyozott eltérésfiiggvény Lehmer-fiigguény, ha minden w € R"~! sdlyvektor és
L,L" € Ly lineéris rendezés esetén

k—1 k—1
SE(L, L) = min w =YW, i N,
a)( ’ ) (L=Lo,L1,La,.... Ly=L")€D(L,L’) Z—; h(Lg,Lgsr) 6_; h(Lé"Llﬂ)

ahol (L = Lg, L‘f, Lg, .. .,L,‘f = L") € D(L,L") az az L-b6l L'-be vezetd linearis rende-
zésekbdl allo ut, amely elészor az L'-ben gy6ztes objektumot viszi ebbe a pozicioba,
majd az L’-ben mésodik objektum keriil a masodik helyre, és igy tovabb

A Lehmer-fiiggvényben a két linedris rendezés kozott alkalmazandé dekompozi-
ci6 a fenti algoritmus altal adott. Ezt illusztrdlja az alabbi példa.

EL1. Példa. Legyen L = {X;1, Xp, X3, X4} és L' = {X3, X1, Xy, Xo}, illetve w = [3, 2, 1].
Ekkor az definiciéban szerepls, L-b&l L'-be vezets (L = Lg, L‘ll, Lg, s, Ll‘f =L") e
€ D(L,L’) lineéris rendezésekbdl 4ll6 ut:

Ld={X1, X2, X3, X4} = L

L{f = {Xll X3, XZ/ X4}

Lg = {X?)/ X1, Xo, X4}

L4 ={X3,X1, X4, X3} = L.

Tehét sorozatos elemi cserékkel el6szor Xs-at vissziik az elsé pozicidba, majd —
mivel X; mér a helyén van — Xy-et a harmadikba. Ennek megfeleléen 8L (L, L) =
=05 (L4, 19) + 6L (L9, L9) + 05 (L4, LY) = wa + wy + w3 = 6.

A Kemény-tavolsdg az @ = [1, 1, 1] sulyvektorral kaphato tetszéleges L-b6l L'-be
vezetd linedris rendezésekbdl 4116 it mentén, ezért 65(L, L") = 55 (L, L") = @ + @y +
+ w3 = 3.

EL5. Allitas. 6PM(L,L') = 6L(L, L") minden L, L' € Ly esetén akkor és csak akkor, ha w
monoton csokkend, wy < wy mindenk =1,2,...n — 2-re.

Bizonyitds. Lasd Can| (2012, Proposition 3). O

Az[FL5 allitds értelmében a Lehmer-fiiggvény akkor és csak akkor titminimalizal6
salyozott eltérésfiiggvény, ha az w stlyvektor monoton csokkend. Egy sakkverseny
esetén ez elfogadhatd megszoritdsnak tlinik, mert az egyes poziciokban megfigyelt
eltérések fontossdga fokozatosan kisebb lehet. Mdas esetekben nem feltétlentil ez a
helyzet. Amennyiben példaul egy 20 csapatos labdartgé-bajnoksdg utols6 két helye-
zettje esik ki (kertil alsébb osztélyba), a 18. helyezés nagyobb jelent6ségtivé valhat,
mint a 13. vagy a 16.

17 Remélhetéleg nem okoz félreértést a &L jelolés, ebben L nyilvan nem egy linearis rendezés.
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EL1. Kévetkezmény. Legyen w € R~ egy rigzitett siilyvektor. Egy 6L : Ly x Ly — R
Lehmer-fiigguény akkor és csak akkor tdvolsdgfiigguény (azaz teljesiti a hdromszog-egyenldt-
lenséget), ha w monoton csokkend, wy < wyy minden k=1,2,...,n — 2-re.

Bizonyitds. Lasd Can| (2012, Corollary 1). Az és az allitasokbol adodik. [

A tovébbi részletek irdnt érdekl6dd olvaso figyelmébe ajanljuk Can/ (2014) tanul-
manyat.

Can| (2014) fenti eredményei alapjan egy ilyen (szigortian) monoton csdkkend suly-
vektort vélasztottunk.

FEI.10. Definicié. Silyozott tdvolsig (weighted distance): A (51L/k : Ly x Ly — R
Lehmer-fiiggvény siilyozott tdvolsdg, ha w € R"! stlyvektordra wy = 1/k minden
k=1,2,...,n—1 mellett.

Ekkor példaul az els¢ és mdasodik helyezett felcserél6dése kétszer olyan fontos,
mint a méasodiké és a harmadiké. A vélasztas egyik elénye a konnyen kiszdmithato
maximum, ugyanis két teljesen ellentétes rangsor stilyozott tavolsdga

L + 1 +-+1 ]+ L + +1 +- 4 L _n—1+n—2+ +1=n-1
n—1 n-2 n—1 2 n—-1 n—-1 n-2 - ‘

Tudomasunk szerint ez a Can-féle stilyozott tavolsagfiiggvény els6é gyakorlati alkal-
mazdsa, ezért nem &ll rendelkezésiinkre olyan ismeret, ami aldtdmaszthatna vagy
tdmadhatova tenné a fenti meghatarozast.

E1.3. Megjegyzés. Can| (2014) eredményének publikéldsa el6tt magunk is kisérletet tet-
tiink a rangsor elején el6fordul6 eltéréseknek nagyobb sulyt adé tavolsdgfiiggvény
konstruédlasdra a T tavolsdg bevezetésével (Csato, 2013a). Ennek azonban hidnyzik
az axiomatikus megalapozédsa, nem dekomponalhat6, néhany esetben pedig indoko-
latlannak tin6 fontossdgot tulajdonit az elsé poziciokban bekovetkezd valtozasok-
nak. Ezen problémadkat Csato| (2013a) értelemszertien kevésbé hangstlyozta. Eztton
is szeretnénk koszonetet mondani Burak Cannak a stlyozott tdvolsagfiiggvény korrekt
megalapozaséaért.



EII. Fiiggelék: Sakkcsapat Eurépa-bajnoksagok eredmé-
nyei és rangsorai
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. tdblazat. A 2011-es sakkcsapat Eurépa-bajnoksag rangsorai

s 5 5 5§ . i 5 &5 _

5 £ & 5 &8 B § & &2 z B & 4

8 09 9 2 4 4 8 4 4§ &2 5§ X

T E XK B H O K § 2 2 &H 2 K ¥

Csapat c O U O a9 VU VU a4 U v 49 0 v 4
Anglia 8 22 22 21 19 22 22 18 21 21 18 20 20 17
Ausztria 23 32 31 3 3 32 3 30 31 30 30 31 30 30
Azerbajdzsén 3 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 1 1 1
Bulgaria 7 7 6 5 4 7 6 4 11 6 5 18 9 6
Ciprus 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 37 38 38
Csehorszag 12 16 14 14 14 16 14 16 17 16 15 19 17 14
Dania 24 28 28 27 26 28 28 27 29 28 29 29 28 29
Finnorszag 28 31 32 32 32 31 32 32 30 33 32 30 32 33
Franciaorszag 6 19 18 15 10 19 15 9 18 13 8 14 11 8
Gorogorszag 9 20 19 17 17 20 18 17 19 18 17 16 18 18
Gruzia 5 13 17 22 27 13 21 25 8 20 24 7 16 23
Hollandia 9 ¢ 7 7 8 6 7 8 9 9 9 13 13 12
Horvéatorszag 16 21 20 19 18 21 20 19 23 22 21 28 23 21
Izland 32 26 26 28 28 26 27 28 26 26 26 25 25 26
Izrael 1 14 15 16 15 14 16 15 13 14 14 10 10 11
Lengyelorszag 14 8 11 12 16 8 11 13 6 8 12 5 6 9
Lettorszag 27 24 23 23 22 24 23 22 24 23 22 23 22 22
Litvania 33 33 30 29 24 33 29 24 33 29 25 32 29 25
Luxemburg 37 36 36 3 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
Macedoénia 30 30 33 3 33 30 3 3 28 31 33 22 31 31
Magyarorszdag 5 3 5 6 6 3 5 6 3 5 6 2 4 5
Moldova 20 18 21 20 20 18 19 20 15 19 20 9 14 20
Montenegré 29 25 25 26 29 25 26 29 25 25 28 24 24 27
Németorszag 10 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 3 2 2
Norvégia 31 29 29 30 31 29 30 31 32 32 31 34 33 32
Olaszorszag 2 1 9 9 9 1 10 10 14 12 11 17 19 15
Oroszorszag 1 5 3 3 3 &6 3 3 &5 4 3 8 5 3
Orményorszag 4 4 4 4 5 4 4 5 4 3 4 4 3 4
Roménia 17 9 100 10 12 9 9 12 10 10 13 11 12 13
Skoécia 35 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 35 35
Spanyolorszag 13 10 8 8 7 10 8 7 12 7 7 12 8 7
Svajc 26 23 27 24 23 23 24 23 22 24 23 21 26 24
Svédorszag 25 27 24 25 25 27 25 2 27 27 27 27 27 28
Szerbia 8 12 16 18 21 12 17 21 7 15 19 6 7 16
Szlovénia 21 17 12 13 13 17 13 14 20 17 16 26 21 19
Torokorszag 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34 33 34 34
Ukrajna 2 15 13 1 11 15 12 11 16 11 10 15 15 10
Wales 3 37 37 37 37 37 37 37 37 37 37 38 37 37
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6. tablazat. A 2013-as sakkcsapat Eurépa-bajnoksag rangsorai

s 5§ 5§ 5 . 2 &5 &5 _
7 £ &£ 5 B £ 5 & & 3z & B 5
2 o9 9 B 49 9 % 4§ 4 2 5 4 &
_fg e R ~ w ~ ~ w ~ R~ w ~ 2 wy
Csapat h O O 0 4 U 0 4 O 0 4 O 0 4
Anglia 4 10 10 9 9 1 10 9 12 10 10 12 10 10
Ausztria 27 30 29 28 25 33 28 26 34 30 2 34 33 29
Azerbajdzsan 6 1 1 1 2 1 1 2 2 1 2 5 2 3
Belgium 33 33 33 33 34 28 33 34 28 33 33 20 30 33
Bulgéria 21 25 25 24 23 25 24 23 24 23 22 21 19 21
Csehorszag 9 8 9 10 10 10 9 10 9 9 9 8 7 6
Dénia 26 27 27 30 32 24 29 32 23 28 31 19 26 30
Fehéroroszorszag 17 15 13 12 11 16 12 11 16 15 11 17 16 12
Finnorszag 32 34 34 34 33 34 34 33 32 34 34 31 32 34
Franciaorszag 3 2 2 2 1 3 2 1 4 3 1 7 4 1
Gorogorszag 5 7 7 7 8 8 7 7 8 7 6 9 6 5
Gruzia 4 6 6 6 6 6 6 6 7 6 8 11 9 8
Hollandia 8§ 11 12 14 17 7 13 17 3 11 15 1 5 11
Horvéatorszag 16 17 15 15 16 17 17 16 17 17 18 18 17 17
Izland 2829 32 32 31 29 32 31 29 29 30 28 28 28
Izrael 29 28 28 26 24 30 27 24 30 27 24 30 29 23
Lengyelorszag1© 12 16 14 13 14 15 14 13 15 16 13 14 15 16
Lengyelorszag 2t 23 22 22 23 26 22 23 25 22 24 25 24 23 24
Lengyelorszag 3* 24 31 31 31 29 31 31 30 31 32 32 32 31 32
Litvania 34 23 23 25 30 19 25 29 18 25 29 16 22 27
Macedoénia 35 37 37 37 37 36 37 37 36 36 37 35 36 36
Magyarorszag 7 5 5 5 5 5 5 5 5 4 5 3 3 4
Montenegr6 30 18 18 19 21 18 19 22 19 21 23 27 27 25
Németorszag 10 20 20 20 18 20 20 19 20 18 19 22 18 19
Norvégia 36 35 3 3 3 3 35 3 35 3 35 36 35 35
Olaszorszag 13 12 11 11 12 12 11 12 14 12 12 15 14 14
Oroszorszag 1 3 4 4 4 2 4 4 1 2 3 2 1 2
Orményorszag 2 4 3 3 3 4 3 3 6 5 4 13 11 9
Romaénia 19 14 17 17 15 13 15 15 11 13 14 4 13 13
Skécia 37 36 36 36 36 37 36 36 37 37 36 37 37 37
Spanyolorszag 11 19 21 21 22 21 21 21 21 20 21 23 20 22
Svajc 31 32 30 29 27 32 30 27 33 31 28 33 34 31
Svédorszag 25 26 26 27 28 26 26 28 25 26 27 25 24 26
Szerbia 20 13 16 18 19 14 16 18 13 14 16 6 12 15
Szlovénia 22 21 19 16 13 23 18 14 26 19 17 29 25 20
Torokorszag 18 24 24 22 20 27 22 20 27 22 20 26 21 18
Ukrajna 5 9 8 8 7 9 8 8 10 8 7 10 8 7
Wales 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38
" Poland
i Poland Futures
Poland Goldies
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EIIl. Fiiggelék: Abrak
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8. dbra. Kovetkezd forduld el6rejelzd képessége, 2013-as sakkcsapat EB

(a) Mérkdzéspont, GRS, eljaras

Meérkozéspont

3 4 5 6 7 8
Fordulék szdma

—o—Start = Off e G1 —G2—+-G3-o-G4

(b) Téblapont, GRS; eljaras

40 |
38

32

Téblapont

30

24

3 4 5 6 7 8
Forduldk szédma

—o—Start = Off e G1 —G2—+G3-+-G4

X1V



9. dbra. Rangsorok stabilitdsa a fordulok kozott, 2013-as sakkesapat EB

RMP

(a) Kemény-tavolség, eredménymatrix

120 | 8

100 )

60

40 )

3—-4 4 -5 5-6 6—7 7—8 8—-9
—o—Off =Gl -—+-S1—+L1

RMP

(b) Stlyozott tavolsag, eredménymatrix

3—-4 4—-5 5-6 6—7 7—8 8—9

—o—Off =~ Gl —-S1—+1L1L1
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