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Walter Gyorgy-Berlinger Edina

Faktormodellek az értékpapirpiacon
Az arbitralt arfolyamok modellje (APT)

Az alabbi cikk az értékpapirszamtan és portfoliokezelés teriiletén gyakran felbukkand,
népszerii, ugynevezett arbitralt arfolyamok modelljének alapfeltevéseivel és legfonto-
sabb tételeivel foglalkozik. A pénziigyi szamitasokroél, befektetésekrdl, portfélidkeze-
lésrol sz6l6 tankonyvben tobbnyire egy-egy fejezet vagy részfejezet foglalkozik e téma-
val, altaliban a Markowitz-modell, a hozam-variancia diagramok és a CAPM (tékepiaci
arfolyamok modellje) targyalasa utian. Mindezen témik, fogalmak és levezetések azon-
ban nagyon gyakran teljesen osszekeverednek az APT fogalmaival, emiatt az olvasétol
oriasi energiat igényel a modell lIényegének megértése, az el6bbi témakkal valo ossze-
fuggések és foleg a kiilonbségek azonositasa. A szerzok azoknak szeretnének segiteni,
akiket az APT témakore komolyabban érdekel, tovabba mindazoknak, akik valamilyen
hasonlé modellel a gyakorlatban, példaul portf6liokezeld szoftvereknél vagy empirikus

vizsgalatokban talalkoznak.

A cikk elején a modell alapfeltevéseit €s
f6bb fogalmait mutatjuk be a lehetd legtomo-
rebben. Ezek utan az APT legfontosabb de-
finicioit, tételeit, osszefiiggéseit vezetjik le
az eredeti, Ross dltal kidolgozott arbitrazs-
mentesség elmélete alapjan. Végiil ratériink
az APT ,rokonaira”, a klasszikus egyensulyi
modellekre, ezen beliil is a CAPM-re. Mivel
itt tapasztalhaté a legtobb félreériés, ezzel
kapcsolatban els6sorban a kiilonbségekre €s
azonossagokra hivjuk majd fel a figyelmet.
Hangsilyozzuk, hogy célunk a f6bb 6ssze-
fiiggésck és alapvetd tételek osszefoglaldsa,
¢s nem korrekt matematikai bizonyitasuk, ezt
a szorgalmasabb olvasoé a hivatkozott cikkek-
ben részletesen megtaldlhatja. S6t, inkabb ar-
ra torekedtiink, hogy a hattérben felhalmo-
zott rengeteg matematikai, statisztikai,
okonometriai fogalmat és levezetést, lehetGség
szerint egyszerien és kzérthetGen mutassuk
be, mindig csak a leglényegesebbre felhiva a

figyelmet. Az is érzékelhetd, hogy a targyalt
témak még korantsem fedik le a teljes APT-
és a faktormodellek teriiletét — erre egy cikk
terjedelme nem is lenne elegendd —, éppen
csak az alapeszkoztar megszerzésére nyiijt
lehetdséget, és tovabbra is szamos nyitott kér-
dés marad, mint példaul a modellek tesztel-
hetésége, vagy az empirikus kutatasok.'

AZ APT-MODELL ALTALANOS
TOKEPIACI FELTETELRENDSZERE
ES FOBB FOGALMAI

A kovetkezokben az eredeti €s a tovibb-
fejlesztett APT-modell feltételeit €s a leve-
zetéshez, illetve a gondolatmenet megértésé-
hez sziikséges fogalmakat, definiciékat mu-
tatjuk be réviden. Mindezek csupan a modell
»tartozékai”, elemei, de megértésiik a tételek
targyaldsihoz elengedhetetlen.

' A hivatkozott cikkeken kiviil a faktormodellek megértéséhez segitséget nydjthat még Sauer [1993]
faktormodellekrdl és a német piacon folylatott empirikus kutatiasokrdl irt disszertdcidja.
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[6kepiaci feltételek

1. A vizsgdlt t6kepiac a okéletes piac in-
ézményi ¢s befektetSkre vonatkozo feltéte-
einek felel meg, azaz:

» Nincs tranzakcios koltség.

 Nincsenek adok.

¢ Intézményi korlitok nincsenek, minden

csere, a rovidre eladds 1s szabad.

» A befektetok korldtozott feleléséggel ren-

delkez6 értékpapirokkal kereskednek.

o Az értékpapirok korlatlanul oszthatok.

¢ Sok, de véges szamu racionalis befektetd

van a piacon, akik drelfogaddak.

2. A befektetdk ry — 1, idépontok kozotti
refektetést €s ennek hozamdt vizsgaljak.

3. A piacon végtelen sok® értékpapirral
cereskednek (M). A modellekben gyakran
<épeznek a végtelen szamu értékpapirokbdl
észportfoliokat, amelyeket portfoliosorozat-
¢nt vizsgalnak. M, portfolio jelenti azt a port-
f0liot, amelyet ugy képeztiink, hogy az n—1-
xdik Iépésben az M, portfolichoz hozzitet-
link még egy értékpapirt (M, c M, < ... M).

Linearis K-faktorstruktira

Az tgynevezeltt linedris K-faktorstruktira
[étezése, illetve feltételezése az APT kézpon-
i gondolata. Az elgondolis szerint, az ¢rték-
papirhozamok nagy rész¢ét néhany, a gazda-
sagban I¢tezd (ényez0, faktor hatdrozza meg,
Ezek az tigynevezett szisztematikus faktorok.”
A hozamoknak azt a részét, amelyekre ezek
nem adnak magyarizatot, hivjuk értékpapir-
specifikus, egyedi hozamoknak. Az egyedi
hozam a nem szisztematikus, tehdt specifikus
kockdzatnak koszénhetd. A modell arra a
feltételre épit, hogy az egyperiédusos érték-
papirhozamokat egy ugynevezett lme"ms
K-faktorstruktirdval tudjuk jellemezni.*

Ez annyit jelent: minden befektetd egyetért
azzal, hogy a piacon tapasztalhaté értékpa-
pirhozamok — a ténylegesen realizalt és nem
az clvirt hozamokrdl van sz6 — az aldbbi
Osszetevokre bonthatéak:

— az €rtékpapir elvart hozama,

— a piaci kockdzatot reprezentald tényezok

nem vart valtozasabdl szarmazo6 hozam,

— az egyedi kockdzatbol szdrmaz6 hozam.

Mindezek alapjan tehdt feltételezziik, hogy
az n darab értékpapir hozama felirhat6 a ko-
vetkez6 egyenlettel:

,H =#ll + Bﬂﬁ g EJ'I

ahol

r, = az értékpapirok egy periddusra szdmolt
hozamainak n-vektora;

u, = az értckpapirok egy periédusra szamolt
elvart hozamainak n-vektora;

B, =az n értékpapirok faktorérzékenységét
mutaté (17 X K) matrix;

fi =akozos faktorok K-vektora;

€, =az értékpapirok egy periddusra szamolt
egyedi (rezidudlis) hozamainak n-vektora

Egyéb feltételek:

Elg,| =0
Elfk] =0,
Effxfx 1=1Ix
E[E'nfrc ]— nK

E[ -" " i_

Vizsgdljuk meg a feltételek jelentését.’

A faktorok varhaté értéke nulla, vagyis a
specifikus kockazatbol szarmazo hozamok
vdrhatd ériéke zéro. Ezek szerint a ténylege-
sen realizalt hozam csak akkor tér el az el-
varttol — eltekintve az egyedi kockazattol —
ha a faktorokban nem vart viltozds dll be.
(Tegyiik fel példaul, hogy az egyik specifi-
kus faktor a gazdasdgi novekedést reprezen-

2 A Lvégtelen sok” vagy ,.végtelen szimu” értékpapir fogalmdval a tovdbbiakban még 1ibbszir
talilkozunk, ez mindannyiszor az értékpapirok fajtdjara vonatkozik. A végtelen értékpapirpiac fogalmat

is ilyen értelemben hasznaljuk.

* . This is the core of the APT: there are only few systemalic components of risk existing in the nature™

- Roll-Ross [1980], 1077. 0.)
4 v6: Ingersoll [1984).

T 1, =a (K x K) egységmitrixnak, 0,5 az (n x K) nullmdtrixnak felel meg.
[x = az egységmdlrixot jelenti, tehdl a faktorok variancidja 1-re van normdlva. A faktorok és az egye-

di hozamok korreldlatlanok.

€2, = jeloli a rezidudlis kovariancia-variancia (n X n) matrixot.
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,
talja: a GDP novekedése, az ipari termelés
novekedése stb. Ez a faktor csak akkor hat a
realizalt hozamra, ha a jovében tapasztalt gaz-
dasagi novekedés a kordbban elvart noveke-
déstol eltér.) Mindez igaz a specifikus koc-
kazatra is.

A specifikus kockdzatbol szarmazo tobb-
lethozam virhato értéke szintén nulla, itt is
csak a nem vart valtozas hat a tényleges ho-
zamra. Tehdt még egyszer: ha a szisztemati-
kus kockazal (amelycket a faktorok reprezen-
tilnak) és az egyedi kockazat a ,,varako-
zas” szerint alakul, akkor a realizalt hozam
az elvart hozammal egvezik meg (vagyis
u; = E[r;]), mint ahogy ezt a j6zan €sz is dik-
talnd. Ha a gazdasagban a folyamatok nem tgy
alakulnak, ahogy azt a szereplék varjdk, ak-
kor a B, matrix megmutatja, hogy az egyes cr-
tékpapirok mennyire érzékenyen reagilnak a
az adott szisztematikus faktorok nem vart vil-
tozésaira (a B, mdtrix tagjai végesek). A mo-
dell tovabbi feltétele, hogy az egyedi és spe-
cifikus kockazati tényezdk korreldlatlanok.

Szintén feltételként szoktdk megadni, hogy
K lényegesen kisebb n-nél, vagyis legyen ér-
telme a faktorok bevezetésénck, valéban ért-
hetébb és attekinthetébb legyen a hozamok
leirdsat szolgdlé modell. A faktormodell fel-
tételei fiiggetlenek az értékpapirok szamatol,
és valamennyi részportfoliora érvényesek. a
faktorok szdma az ért€ékpapirok szamanak
modosuldsaval nem valtozik.

Az elébbi egyenlet alapjan felirhato és a
specifikus (egyedi) kockdzat alapjan felbont-
hato az n darab értékpapir hozamainak kova-
riancia matrixa:”

E [(ry-

'u" ( n- 'u")'l‘] b Z‘u = BuBuT +QH

= Vii. Ingersoll [1984].

A K faktorstruktira megértésével és konk-
rét felirasaval kapcsolatban a legfontosabb
problémaként az emlithetd, hogy 1gazabdl
semmit nem mond a faktorok konkrét szama-
r6l, valamint kozgazdasagi jelentésérdl. Az
elméleti modell megalkotasakor még inkdbb
statisztikai fogalmakrol van szo, amelyek ra-
adasul allanddan véltoztathatoak, hiszen a
faktorok rotalasdval’ ekvivalens modelleket
kaphatunk.

Diverzifikacio

Egy portfélié” kockdzata meghatdrozhaté
a portféliésilyok és kovariancia-variancia
matrix szorzataként. Barmely értékpapir vagy
portf6lio kockdzata felbonthat6 szisztemati-
kus €s egyedi kockazatokra. Akkor mondhat-
juk egy portfoliorol, hogy teljesen diverzifi-
kalt, ha egyedi kockdzatot nem tartalmaz.

A K-linearis faktorstruktira egyenletét €s
az ott bemutatott kovariancia matrixot fel-
hasznalva egy portfolié kockazatat a kovet-
kezoképpen irhatjuk fel:

\rrr Eu Ay = '\'u] B,,B ] Tvrn i “".JIT Qu X

Mivel feltételezésiink szerint a £2, matrix
pozitiv definit, igy lathatd, hogy az egyedi
kockazat soha nem csokkenthetd nullara. Béar
egyre tobb értékpapirt tartalmazé portf6lio
esetén az egyedi kockdzat jelentésége €s su-
lya egyre csokken, végleg nem tiintetheto el.
Ez csak akkor teljesiilhet, ha az értékpapirok
szamat végtelen nagyra noveljiik. Ez elvezet
minket a diverzifikalt portfélié-sorozatok fo-
galmdhoz: csak egy portféliésorozat | hatér’-

7 A faktorok ¢s a faktorsiilyok rotdldsnak nevezziik azt a mdveletel, amikor a faktorsilyok maétrixdt
és a faktorok vektordt egy orlngond]ts mitrixszal megszorozzuk. Legyen tehdt OK ex_,y tetszGleges
(K % K) ortogondlis mitrix: Oy’ O = Ix. Ha ezzel rotlunk, ez azt jelenti, hogy : fr=0x" fxésB =

B,Oy.

¥ A befektetd vn vektor mutatja az n darab ériékpapirba fektetett pénzosszeget (v; az i-edik érték-

N

papirba fekitetell pénzisszeg). z v, =V, > 0; x; vektor az dsszes pénzvagyon szdzalékidban mutatja be

=1

az egyes €riékpapirba 1orténd befektetés nagysdgdt, amely ezentdl egy portf6liét reprezental,

X, = ".lgy Z\ =1
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portfé]ié}ja (hatdrértéke) nevezhets diverzifi-
kéltnak.’

Aszimptotikus arbitrazs

Arbitrdzspozicionak (y,)'" azt nevezziik,
amikor a ¢ = 0 id6pont nem igényel pénzbe-
fektetést, (azaz y," 1, = (0 Ggy, hogy v, nem a
nullvektor, vagyis legalibb két értékpapirbdl
all), ugyanakkor a pozicié pozitiv hozamot
igér, nulla kockdazat mellett. Ha az arbitrazs-
poziciot M, portf6liokbol dllitjuk eld, akkor
befektetési poziciok sorozatardl beszélhetiink
(az M,,_, portf6lichoz hozzatettiink még egy
értékpapirt).

Aszimptotikus arbitrazsnak nevezziik azt
a poziciol, amikor n darab értékpapirt tartal-
mazo6 portfolionkat Gjabb értékpapirokkal
kiegészitve a portf6lié varhaté hozama nul-
lanédl nagyobb, mig a portfélié variancidja
0-hoz tart.

Vagyis

lim, e {Var(y, r,)| =
= limn—)m {_":JT((BHBNT + Q::)).Yn }= 0

mikozben _
Ely,'r1>0"
A végtelen szamu értékpapirt tartalmazoé
piac akkor arbitrazsmentes, ha ott asszimp-
totikus arbitrizs lehetdsége sem létezik.

Faktorstrukturak

A modellekben nagy jelentésége van, hogy
milyen statisztikai tulajdonsdgu faktorokat
(milyen faktorstruktirat) hasznalunk, ¢s ezek
hogyan alakitjdk a variancia-kovariancia mat-
rixot. A kutatdsok sordn kiilonb6z6 tulajdon-
sagu faktorstruktirdk keriiltek be a model-
lekbe, amelyek egyre kevésbé szigoru felté-
teleket tartalmaznak, és kozelitenck a valos

YV6. Ingersoll [ 1984].

vildghoz. A figyelem elsésorban a rezidualis
kovariancia matrix szerkezetére €s a minima-
lis szamu, ugyanakkor szignifikdns, tehat
tényleg jelentds magyarazo erdvel biro fak-
tort tartalmazo struktira meghatdrozaséra he-
lyezodott. Ross modellje még az egyszeriibb,
az tn. szigori faktorstruktira feltérelére épiilt,
késdbb épitették be a modellekbe a kozelita,
minimdlis, ekvivalens ¢s teljes faktorstrukti-
rakat. Tekintsiik at roviden a modellekben
haszndlt faktorstruktuarak jellemzoit.

a) Szigoriu (strict) faktorstruktira

Szigord faktorstruktirar6l'? beszéliink, ha
az ériékpapirhozamokra érvényes a linedris
K-faktorstruktira feltétele, valamint a rezi-
dudlis kovariancia matrix diagonalis, tehdt a
specifikus kockazatok korreldlatlanok és az
egyedi kockdzat (variancia) korldtos.

Vagyis minden n esetében:

v*J
=]

=() ha
E[S;E,‘] = 2

<0 < oo ha

b) Approximativ faktorstruktiira

A kovetkezdkben a rezidualis kovariancia
madtrixot tovdbb dltalanositjuk, ¢s mdr nem
kotjiik ki, hogy a specifikus kockdzatok kor-
reldlatlanok legyenek. Igy a rezidudlis kova-
riancia matrix mar nem csak diagonalis le-
het, a kezelhet6s€ég szempontjabél azonban
még feltételezziik, hogy az egyedi kovarian-
cidk ,,nem tal nagyok™. Azt a faktorstruktu-
rdt tehdt, amely eleget tesz a linedris K-fak-
torstruktura feltéielének, és ahol az egyedi
kovariancidk Iéteznek ugyan, de nagysiaguk
egy adott mértéket nem halad meg, nevezziik
approximativ faktorstruktiranak. '

' Az y; vektor az el6zekhez hasonl6an az Ssszes pénzvagyon szizalékdban mutatja be az egyes ér-
téklgl)apirba torténd befektetés nagysdgdt, y; itt az arbitrdzsportféliot reprezentdlja.

Vo. Ingersoll [ 1984].

2 Az elnevezés Chamberlain-Rotchild [1983] munk4jabol szarmazik.
' A rezidudlis kovariancidk nagysdgdnak mérésére vezette be Ingersoll a matrix normdjdt (vo. Ingersoll

[1984]).

1
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A kovetkez6 faktorstruktirdk a faktorok
megfelelé szamara és magyaraz6 erejiikre
koncentrdlnak.

¢) Minimalis faktorstruknira"™

Amennyiben a reziduumok korreldlnak, ez
azt jelenti, hogy elvileg 16bb faktor is kimu-
tathat6 lenne, amelynek a linedris K-fak-
torstruktirdban szerepelhetne. Annyi faktor-
nak kellene szerepelnie, amelyek Gsszessé-
giikben j6l magyardzzdk az egyes értékpapi-
rok hozamait, és még egyenként szignifikans
magyardzé erovel is birnak. Két ellentétes
célnak kell megfelelni: a faktorstruktira di-
menziojat novelni, hogy minél pontosabban
becsiilje a hozamokat, de ugyanakkor min-
den faktor szignifikans maradjon. Egy faktor
akkor mondhat6 szignifikdnsnak, ha az ér-
tékpapirok szdmanak végtelenre valé nove-
lése soran a ra vonatkozoé faktorsilyok tébb-
sége nullatdl Iényegesen kiilonbozik.

d) Ekvivalens faktorstruktira"

Badr az el6bbick alapjan az egyes faktorok-
rdl eldontheto szignifikanciajuk, ugyanakkor
nem derdil ki, hogy nincs-e az egyes faktorok
kozott linedris kapesolat n novelésével. (Pél-
ddaul nem magyariz-e egy vagy tobb faktor
egy masik faktort is, amelyre igy nincs sziik-
ség.) Faktorok rotdldsaval dttérhetiink egy ek-
vivalens faktorstruktdrdra. Ha I¢tezik a fak-
torok kozott osszefiiggés, akkor 1étezik egy
ekvivalens faktorstruktira is, ahol egy faktor
mar nem szignifikans (és bekeriil a rezidudlis
kovariancia mdtrixba). Ha nincsen ekviva-
lens faktorstruktira, akkor minimalis faktor-
struktararol beszélhetiink.

d) Teljes faktorstruktiira'®

Ha az éntékpapirhozamokra érvényes a li-
nearis K-faktorstruktira, a faktorstruktira app-

"4 Részletesebben lisd Connor [1982).
15 Részletesebben ldsd Connor [1982].
% Részletesebben ldsd Ingersoll [1984).

roximativ és minimalis, akkor teljes faktor-
struktirarol beszéliink. Ekkor az egyedi ko-
variancidk ,,megfeleléen kicsik™, ugyanakkor
minden faktor szignifikins. Mds szavakkal,
ha kevesebb faktort hasznalnink, akkor a fak-
torstrukttiira mdr nem lenne approximativ, ha
eggyel tobbet, akkor nem lenne minimalis.

ROSS TETELE - AZ APT
Ross tétele

Mindezen fogalmak alapjan felirhat6 az
eredetileg Ross dltal levezetett approximativ,
tehat az értékpapirokra nem pontos, csak ko-
zelitd eredményt ad6 egy periddusi értéke-
1ési modell, az arbitralt arfolyamok modell-
je (APT). Fontos hangsilyozni, hogy az
egyensulyi modellekkel ellentétben, az APT-
nél (legaldbbis az eredeti, Ross dltal kidolgo-
zott modelleknél) nem taldlkozunk a befek-
tet6i preferencidkkal, hasznossagfliggvények-
kel. Az érvényességéhez sziikséges feltétel
(a fentebb emlitett t6kéletes piaci feltételek
mellett) ,.csak” az arbitrdzs kizardsa.'’ Ugyan-
akkor érdemes még egyszer megemliteni,
hogy Ross kezdeti vizsgilata szigori faktor-
struktirat feltételez. A tételt a kovetkezOkép-
pen foglalhatjuk dssze.

Bizonyithat6, hogy ha a tokepiac megfelel
a cikk elején emlitett feltételeknek, és az ér-
tékpapirok hozamaira teljesiil a szigori fak-
torstruktira feltétele (r, = u, + B f; + €,), va-
lamint nincsen lehetdség aszimptotikus arbit-
rdzsra, akkor minden n-re létezik egy (K + 1)
vektor "y, = (4, A", ..., A¢"), amely se-
gitségével az értékpapirok elvart hozamaira
felirhaté a kdvetkezd Gsszefiiggés:

I
H, = Bn ;L"KH

¢és ahol a négyzetes értékeléshibik Gsszege

minden n esetén feliilrSl korlatos, vagyis min-

den n-re Iétezik egy V szam, amelynél

- Bn|l"K+l)T (pu %l BHIA'HK-O-I) SV<oo

"7 Az egyensiilyi modellekben sincs lehetGség arbitrdzsra, de ott ez nem elégséges feltétel.
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Bebizonyithaté,'® hogy ha ez nem teljesiil,
akkor aszimptotikus arbitrdzs lehet6sége lé-
tezik a piacon. "

A legfontosabb kovetkeztetés tehdt, hogy
amennyiben elfogadjuk a linedris K-fak-
torstruktira és a t6bbi feliétel I1étezését, akkor
az értékpapirok elvért hozama (itt mar az el-
vart hozamr6l és nem a realizaltrél van sz0)
¢és a szisztematikus kockdzat kozou bizonyit-
hatéan linedris Osszefiiggés van, amely egyen-
letben a eredeti K-faktorstruktiraban megha-
tarozott faktorsulyok, érzékenységek szere-
pelnek. (Egyben igazolja azt az alialanos el-
vel, hogy a piac tobblethozamot csak a szisz-
tematikus kockazat utan fizet.) Ugyanakkor
az, hogy a kvadratikus értékeléshibdk osszege
feliilr6l korldtos, nem jelenti azt, hogy minden
értékpapir hozamara pontos értékelést ad a mo-
dell, még végtelen értékpapir esetén sem! Az
egyes értékpapirok esetén a hiba tetszolege-
sen nagy is lehet, és az dtlagos négyzetes hi-
banak kell alacsonynak lennie. Ez teljesiil is,
ha a piacon elegend6en sok értékpapirt tala-
lunk. Az egyes ért¢kpapirok elvért hozama te-~
hét csak kozelitéen (approximativ médon) ki-
szamithat6 a faktorsilyok linearis kombina-
cigjaként, igy a modellt is kozelito (approxi-
mativ) hozamértékeld modellnek nevezik.

A késobbiekben pontositani probéltdk a li-
nedris Osszefliggést, ¢s mds faktorstruktira-
kat is megvizsgaltak. Igy kertilt a kbzéppont-
ba a mar korabban bemutatott, nem diagona-
lis rezidudlis kovariancia matrixot eredmé-
nyez0 kozelitod faktorstruktira, amely végte-
len szamu értékpapir esetén ugyancsak biz-
tositja a diverzifikdlhatosagot, és bizonyitha-
16, hogy teljesiil a Ross dltal levezetett egyen-
16ség is.™

Mindezek utdn fordult a figyelem konkré-
tan a faktorokra, a falg'torok megfeleld sza-
mira, (Iisd minimdlis,”' teljes faktorstruktd-
ra””) jelentésére és konkrét portfélicként va-
16 azonositdsdra. Ez utdbbi esetekben mar
mindig teljes faktorstruktirat feltételeziink.

Faktorportfoliok és kockazati
prémiumok

A kovetkezokben a faktorok konkrét meg-
valosuldsaval, illetve a toliik elvarhat6 hoza-
mot megtestesito faktorportféliokkal fog-
lalkozunk.

K faktorportfélionak nevezziik azt a diver-
zifikalt portféliot (p), amelynek elvirt hoza-
madl a faktorstlyok linedris kombinacidjaként
ugy irhatjuk fel, hogy a &-ik faktorra vonat-
kozo faktorsily 1 (b,,;), mig minden mds fak-
torsuly (b)) értcke 0-val egyenld. Maskép-
pen fogalmazva, ezek a portf6lick az egyik
faktorral tokéletesen korrelalnak, az 6 jelen-
tésiiket hordozzak magukban.

Egyenlettel felirva:
-u;} = Af'} w A’k

ahol A, egy olyan, j61 diverzifikilt portfélié
elvart hozama, amely semmilyen faktorkoc-
kazattal nem rendelkezik, vagy, ha a piacon
létezik ilyen, akkor a kockazatmentes eszkoz
elvart hozama.

A fentiekbdl kovetkezik: ha minden fak-
torra létezik egy faktorportfolié, akkor az
egyenletben szerepld A, a k-ik faktor kocka-
zati hozamprémiumaként (faktorhozamként)
értelmezheto.

Ahhoz, hogy I¢tezzenek faktorportfoliok,
a teljes K-faktorstruktirdinak tgynevezett sze-

- P - p
pardlhatonak kell lennie.”” Megmutathaté,
hogy ha a faktorstruktira nem szepardlhatd,
akkor Iétezik egy un. globalis faktor (megfe-
leld rotacié utdn), és minden értékpapir ¢ . glo-
bdlis” faktortdl azonos mértékben fugg. Ek-
kor nincs olyan értékpapir vagy portfolio,
amely ne fiiggne ettol a bizonyos globilis
tényezOtol, tehat az eddigi értelemben vett
faktorportf6lié sem szamithatd, és a kocka-
zatos eszkozokbol kockazatmentes portfoli-
ot sem tudunk elédllitani.

WA tételt és bizonyitdsdt ldsd Ingersoll [1984], Theorem 1.

¥ Az arbitrdzsmentesség-feltétel mitkodésére és az elvart hozam — béta faktor kozotti linedris kap-
csolatra egyszer, de szemléletes példa, amelyet Ross [1977] dolgozott ki, a Fiiggelékben taldlhato.

Ny, Ingersoll [ 1984 ], Chamberlain—-Rotschild [ 1983].

f' Vo. Connor [ 1982]
2 Vo, Ingersoll [1984].
2 Vo. Ingersoll [1984].
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A szeparathatosdgtol fliggden a Ross dltal
felirt hozambecsld egyenlel a szeparalhato-
sag alapjan kétféleképpen irhato fel.

1. Feltéve, hogy az értékpapirpiacon teljes
K-faktorstruktidra talalhatd, akkor amennyi-
ben ez a faktorstruktira szeparalhat6, az APT
hozamegyenlete:

i@

#u . .u:;]n =t Bn il “{1 lk’

ik

ahol i egy teljesen diverzifikalt portfolio el-
virt hozama, amelynek nincsen faktorkocka-
zata.

Ha kockdzatmentes eszkdz 1€tezik a pia-
con és ennek hozama Ip akkor p{'; =1y

A p* pedig azon teljesen diverzifikalt port-
f6lié elvart hozama, amelyek faktorsilya k-
ik faktor esetén |, minden mds faktor eseté-
ben 0.

2. Ha a faktorstruktira nem szeparalhatd,
akkor a hozamegyenlet a kévetkezdképpen
modosul:

3 & 7

Ha

Jun :gulsln +Bfk_l _-‘u':llK—l

|\ M [
ahol y, egy teljesen diverzifikalt portfélio el-
vért hozama, amely csak a globdlis faktorra
érzékeny (faktorsilya 1), minden mds faktor-
ra vonatkozo stlya 0 (a maradék faktorokhoz
viszonyitva ez nevezhets a zéré-béta portfé-
libnak).

A 1" (k=2 ... n) pedig azon teljesen di-
verzifikalt portf6lié elvart hozama, amely fak-
torsulya k-ik faktor €s a globdlis faktor ese-
tén 1, minden mas faktor esetében 0.

Erdemes felhivni a figyelmet arra, hogy bér
elvben most mar konkrét portfélidkat hatd-
roztunk meg — amelyek a faktorokat repre-

4 Részletesebben I4sd Merton [1982].
3 Lasd Chen-Ingersoll [1983].

zentdljdk —, azokat kozgazdasdgi gyakorlat-
ban is értelmezhetd tartalommal még mindig
nem toltottitk meg.

Mielétt azonban erre ratérnénk, érdemes
egy pillantdst vetni a faktormodellek egyen-
sulyi feltételek kozott torténd értelmezésérol
is. Ezt anndl is inkdabb érdemes megtenni, mi-
vel a gyakorlatban a legnépszeriibb modell,
a CAPM is ebbe a csoportba tartozik, mégis
sokan keverik az arbitrazsmentes érvelésre
épiilo APT-modellekkel.

EGYENSULYI MODELLEK
ES EGZAKT FAKTORERTEKELES

1. Egyensilyi modellek

Az APT K-faktormodell hozamértékeld
egyenlete nem csak az arbitrizsmentes piac
feltétele alapjan vezethetd le. Az elmélet
fejlédésében kdvetkezd 1épést jelentett az
egyensulyl modellek szigoru feliételei alap-
jan levezetett faktormodell. Az elsédleges cél
az volt: véges nagysagu értékpapirpiacon is
megtaldljak az eszk6zok hozamara vonatko-
z0 egzakt (tehat minden egyes €rtékpapirra
pontos €s nem kozelité hozambecslést add)
osszefliggést. Ez sikertil 1s, azonban a modell
levezetése csak még az eddigieknél is szigo-
rubb alapfeltevések mellett lesz lehetséges.
A modellekben a szokdsos egyenstilyi mo-
dellek feltételei érvényesek: a tokepiaci ha-
tékonysdg mellett a legfontosabb uj feltéte-
lek a befektet6i preferencidk, hasznossag-
fiiggvények meghatarozasa, valamint a ho-
mogén vérakozasok.*

Mindezen feltételekbdl kiindulva bizonyit-
hatd,* hogy ha a piacra érvényesek az elGb-
bi feltételek, és ha ei a faktoroktdl statiszti-
kailag fiiggetlen, akkor létezik egy egzakt
hozamértékelo faktormodell, melynek egyen-
lete a kdvetkezd:

Hi = Ty + b;Tl‘lK

ha legaldbb egy befektetd van a piacon, aki-
nek az optimalis portf6lidja teljesen diverzi-
fikalt.
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Bér altalaban ez explicit médon nem jele-
nik meg, ahhoz, hogy egy egzakt értékeld
egyenletet kapjunk, mindenhol feltételként
szerepel, miszerint legaldbb egy, teljesen di-
verzifikdlt portfolié létezzen a piacon. Ez vi-
szont ismételten csak felveti a kérdést, hogy
vajon teljesiilhet-¢ mindez egy véges érték-
papirpiacon? E feltétel, és igy a modell is még
inkabb restriktivvé valik, ami az ez irdnyu
kutatasokat az értékelési hiba vizsgalatara ird-
nyitotta at.

Ha a teljesen diverzifikalt portf6lié expli-
cit médon tonénd feltételezésétdl eltekintiink,
akkor az értékelési hibdra iranyulo kutatisok
arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy az adott
modell-felételek mellett és szigora faktor-
struktirat véve, az elvart hozamra vonatko-
z0 Osszefiiggés minden értékpapirra (egzakt
modon) pontosan teljesiil (ez annyit jelent,
hogy az dtlagos négyzetes eltérés minden ér-
tékpapirra nulla lesz), amennyiben az €rték-
papirok szima elegendGen nagy.’® Ezzel
megint visszaértiink a végtelen szamu érték-
papir sziikségességéhez. Fontos azonban
hangsilyozni, hogy adott feltételek mellett
az itt kapott faktormodell egzakt modellként
értelmezhetd, tehdat nem dtlagosan ad kis becs-
Iési hibat, hanem minden egyes értékpapirt
pontosan értékel.

CAPM és az APT osszehasonlitasa

A kérdést egyszerien is el lehetne intézni,
ugyanis a két modell eredeti formdjiban nem
osszchasonlithat. Az APT-modell egy vég-
telen értékpapirpiacon érvényes, az értékpa-
pirok hozamara felirt kozelito értékelési fiigg-
vény, amely levezetése az arbitrazsérvelésen,
illetve annak kizarasan alapul. A CAPM-mo-
dell véges értékpapirpiacon egy egzakt kap-
csolatot ir le az eszkozok elvart hozama és az
ért¢kpapir-piaci portféliéra vonatkozé béta

faktor kozott. E mellett a CAPM eredménye
az arbitrazs kizarasan kiviil, Iényegesen ko-
tottebb feltérelek mellett, adott befektetdi pre-
ferencidkat feltételezo egyensilyi modellbol
vezethetd le.

Az egyensilyi modellekben az APT-hez
képest egyébként is szigoribb eredményt ka-
punk, mely szerint az elvirt hozamra vonat-
kozo osszefiiggés minden értékpapirra pon-
tosan teljesiil, tehdt az atlagos négyzetes el-
térés minden értékpapirra nulla lesz, amennyi-
ben az értékpapirok szima elegendGen nagy,
vagy masképpen megfogalmazva: az egyes
értékpapirok siilya a piaci portf6lion beliil el-
hanyagolhat6an kicsi. (Ez azt is jelenti, hogy
a piaci portf6li6 nem tartalmaz specifikus
kockazatot €s igy teljesen diverzifikalt.)

Megemlithetd még a diverzifikicié fogal-
manak eltérése a két modell levezetésében.
A CAPM-modellben a jol diverzifikaltsdg
implicit médon jelenik meg, arra a portféli-
6ra €rtjiik, amely a piaci portféliéval (amely
a szisztematikus kockazatot egyediil képvi-
seli) tokéletesen korrelil. A befektetdk a koc-
kdzatos eszk6zok esetén csak a piaci (ami tel-
Jjesen diverzifikalt 1s) portfélioba fektetnek.
Az APT-modellben a diverzifikaci6 fogalma
sokkal dltalanosabb, minden ..elég nagy”, vi-
szonylag egyenletes portfélioé jol diverzifi-
kaltnak tekinthetd. A piaci portfélidnak itt
nincs semmiféle kitiintetett szerepe. Erdekes-
ség, hogy a gyakorlati életben, annak ellené-
re, hogy altalaban a CAPM eszkozrendsze-
rét €s fogalmait haszndljik, a szakemberek
altalaban mégis ebben az értelemben hasz-
ndljak a jol diverzifikdltsag, teljes diverzifi-
kdltsag fogalmat.

Végiil, és a gyakorlatban taldn ezzel az ér-
veléssel taldlkozunk a legtébbet, empirikus
vizsgdlatokban a két modell egybeeshet, ha
a CAPM mellett egy egyfaktoros faktormo-
dellt vizsgalunk, ahol a faktort a piaci port-
folio képviseli.

6 Miasképpen megfogalmazva, ha az egyes értékpapirok sdlya a piaci portfélion beliil elhanyagol-
hat6an kicsi. Ezen kiviil tovibbi feliétel, hogy az abszolit kockdzatelutasité egyiitthaié feliilrél korla-

10s. Részletesebben ldsd Jarrow [1988].
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FUGGELEK
Példa no-arbitrazs érvelésre

A piacon érvényes a K-faktorstruktira, te-
hat
r}! = )uH' 24 B}Lfl + EH

Vegyiink egy arbitrazsportfoliot y,,.
Mivel az arbitrdzs nem igényel befektetést:

T
Yn €= 0
A portfélié hozama:

?'}. = },”71 o (yrrrﬂn) + (y”T rr)ﬁr # yn? &
Tegyiik fel, hogy az arbitrazsportfolio jol
diverzifikalt, tehat a hibatényez6 elegendGen
nagyszami értékpapir esetén eltiinik.
Végiil olyan arbitrazsportfoliét valasszunk,
amelynek szisztematikus kockdzata sincs, te-

hat: "
y.’l ﬁ!] = 0
Ekkor a portf6lio hozaménak szamitéisa le-
egyszerusddik, mivel azonban arbitrazsport-

foliorol van szo, hozamanak nullat kell ad-
nia, tehat

ry= (ynTaun) =0
Ez ahhoz az algebrai tételhez vezet benniin-
ket, hogy ha y, vektor ortogonilis ¢,-tre és f3,-

re, akkor ortogonadlis t,-re is, és L, linedris
kombindcidja kell, hogy legyen ¢, és f3,-nak.

1. abra

Ha 1, konstanssal irjuk fel, akkor:

pi=ro+op

Az . abra hdrom eszk6z esetén mutatja be
az el6bbi érvelést. Tegyiik fel, hogy a harom
eszkoz mdr olyan j6l diverzifikalt portfélio-
nak felel meg, amely nem tartalmaz specifi-
kus kockdzatot. Az arbitrdzsmentességre vo-
natkozo €érvelés annyit allit, hogy a harom
portf6lié pontjai egy (értékpapir) egyenesen
kell, hogy elhelyezkedjen, kiilonben arbit-
rdzsra van lehetGség. Az abran lathat6 hely-
zet nem ezt mutatja.

Ha P, P, portféliokat '/»—'/, siillyal dssze-
rakjuk, akkor egy szisztematikus zéré béta
portf6liét kapunk (P,_,). Ha P, és P; portf6-
liobol /515 stillyal egy tjabb portfolict (P 3)
alkotunk, akkor ennek szintén nem lesz koc-
kazata. A két ijabb portfélionak nem egye-
zik meg a hozama (r_, < ry_3), holott mind-
ketto kockazatmentes.

Igy. ha a P,_; portféliot rovidre eladunk és
ebbdl megvasdroljuk P,_; portféliot, akkor
kockdzatmentes nyereséghez jutunk. (Ha len-
ne kockazatmentes eszkoz, akkor ennek ho-
zama is a kockazatmentes portfoliék hoza-
maval kell egybeessen arbitrazsmentes piac
esetén.)

Osszefoglalva tehat, ha nincs lehetéség ar-
bitrazsra, akkor r|_, = r_3 €s a portfolidk egy
egyenesen helyezkednek el.

elvart hozam

béta
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