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Walter György-Berlinger Edina 

Faktormodellek az értékpapírpiacon 
Az arbitrált árfolyamok modellje ( APT) 

Az alábbi cikk az értékpapírszámtan és portfóliókezelés területén gyakran felbukkanó, 
népszerű, úgynevezett arbitrált árfolyamok modelljének alapfeltevéseivel és legfonto
sabb tételeivel foglalkozik. A pénzügyi számításokról, befektetésekről, portfóliókeze
lésről szóló tankönyvben többnyire egy-egy fejezet vagy részfejezet foglalkozik e témá
val, általában a Markowitz-modell, a hozam-variancia diagramok és a CAPM (tőkepiaci 
árfolyamok modellje) tárgyalása után. Mindezen témák, fogalmak és levezetések azon
ban nagyon gyakran teljesen összekeverednek az APT fogalmaival, emiatt az olvasótól 
óriási energiát igényel a modell lényegének megértése, az előbbi témákkal való össze
függések és főleg a különbségek azonosítása. A szerzők azoknak szeretnének segíteni, 
akiket az APT témaköre komolyabban érdekel, továbbá mindazoknak, akik valamilyen 
hasonló modellel a gyakorlatban, például portfóliókezelő szoftvereknél vagy empirikus 
vizsgálatokban találkoznak. 

A cikk elején a modell alapfeltevéseit és 
főbb fogalmait mutatjuk be a lehető legtömö
rebben. Ezek után az APT legfontosabb de
finícióit, tételeit, összefüggéseit vezetjük le 
az eredeti, Ross által kidolgozott arbitrázs
mentesség elmélete alapján. Végül rátérünk 
az APT „rokonaira", a klasszikus egyensúlyi 
modellekre, ezen belül is a CAPM-re. Mivel 
itt tapasztalható a legtöbb félreértés, ezzel 
kapcsolatban elsősorban a különbségekre és 
azonosságokra hívjuk majd fel a figyelmet. 
Hangsúlyozzuk, hogy célunk a főbb össz.e
függések és alapvető tételek összefoglalása, 
és nem korrekt matematikai bizonyításuk, ezt 
a szorgalmasabb olvasó a hivatkozott cikkek
ben részletesen megtalálhatja. Sót, inkább ar
ra törekedtünk, hogy a háttérben felhalmo
zott rengeteg matematikai, statisztikai, 
ökonometriai fogalmat és levezetést, lehetőség 
szerint egyszerűen és közérthetően mutassuk 
be, mindig csak a leglényegesebbre felhíva a 

figyelmel. Az is érzékelhető, hogy a tárgyalt 
témák még korántsem fedik le a teljes APT
és a faktormodellek területét - erre egy cikk 
terjedelme nem is lenne elegendő -, éppen 
csak az alapeszköztár megszerzésére nyújt 
lehetőséget, és továbbra is számos nyitott kér
dés marad, mint például a modellek tesztcl
hetősége, vagy az empirikus kutatások. 1 

AZ APT-MODELT, ÁLTALÁNOS 
TŐKEPIACI FELTÉTELRENDSZERE 
ÉS FŐBB FOGALMAI 

A következőkben az eredeti és a tovább
fejlesztett APT-modell feltételeit és a leve
zetéshez, illetve a gondolatmenet megértésé
hez szükséges fogalmakat, definíciókat mu
tatjuk be röviden. Mindezek csupán a modell 
„tartozékai", elemei, de megértésük a tételek 
tárgyalásához elengedhetetlen. 

1 A hivatkozott cikkeken kívül a faktormodellek megértéséhez segítséget nyújthat még Sauer l 1993] 
faktormodellekról és a német piacon folytatott empirikus kutatásokról írt disszertációja. 
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főkepiaci feltételek 

1. A vizsgált tőkepiac a tökéletes piac in
ézrnényi és befektetőkre vonatkozó follétc
einek felel meg. azaz: 

• Nincs tranzakciós költség. 
• Nincsenek adók. 
• Intézményi korlátok nincsenek, minden 

csere, a rövidre eladás is szabad. 
• A bef ektetók korlátozott fclelőséggel ren
delkező értékpapírokkal kereskednek. 

• Az énékpapírok korlátlanul oszthatók. 
• Sok, de véges számú racionális bef ektct6 

van a piacon, akik árclfogadóak. 
2. A befektetők r0 - r 1 időpontok közötti 

Jefektetést és ennek hozamát vizsgálják. 
3. A piacon végtelen sok2 értékpapírral 

<ereskednek (M). A modellekben gyakran 
<épeznek a végtelen számú értékpapírokból 
·észportfóliókat, amelyeket portfóliósorozat
<ént vizsgálnak. M11 port fó lió jelenti azt a port
fóliót , amelyet úgy képeztünk, hogy az 11- l 
!dik lépésben az M„_1 portfólióhoz hozzfüct
.ünk még egy értékpapírt (M 1 e M 2 e .. . M ). 

Lineáris K-faktorstruktúra 

Az úgynevezett lineáris K-faktorstruktúra 
létezése, illetve feltételezése az APT közpon
ti gondolata. /\z elgondolás szerint, az érték
papírhozamok nagy részét néhány, a gazda
ságban léLelő tényező, faktor határozza meg. 
Ezek az úgyncvezell szisztematikus fa.ktorok.3 

A hozamoknak azt a részét, amelyekre ezek 
nem adnak magyarázatot. hívjuk értékpapír
~pecifikus, egyedi hozamoknak. Az egyedi 
hozam a nem szisztematikus, tehát specifikus 
kockázatnak köszönhető. A model l arra a 
feltételre épít. hogy az cgyperiódusos énék
papírhozamokat egy úgynevezett lineáris 
K-faktorslruktúrával tudjuk jellemezni .„ 
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Ez annyit jelent: minden befektető egyetért 
azzal, hogy a piacon tapasztalható értékpa
pírhozamok - a ténylegesen realizált és nem 
az elvárt hozamokról van szó - az alábbi 
összetevőkre bonthatóak: 

- az értékpapír elvárt hozama, 
- a piaci kockázatot reprezentáló tényezők 

nem várt változás<lból származó hozam, 
- az egyedi kockázatból származó hozam. 
Mindezek alapján tehát feltételezzük, hogy 

az n darab értékpapír hozama felírható a kö
vetkező egyenlettel: 

r„ = µ„ + B,ft. + E„ 

ahol 
r„ =az értékpapírok egy periódusra számolt 

hozamainak 11-vcktora; 
µ11 =az értékpapírok egy periódusra számolt 

elvárt hozamainak 11-vektora; 
8 11 =az n értékpapírok faktorérzékenységét 

mulató (11 x K) mátrix; 
f1.. =a kÖl..ös faktorok K-vcktora; 
E„ =az értékpapírok egy periódusra számolt 

egyedi (reziduális) ho1.amainak 11-vektora 

Egyéb feltételek: 

E[ e„J = 0,, 
E[fid = 0„ 

EffKfKTJ = IK 

E[E,J/J = o„K 
J E[E„ E„ 1 = .Q11 

Vizsgáljuk meg a feltételek jelentését.5 

A faktorok várható értéke nulla. vagyis a 
specifikus kockázatból származó hozamok 
várható értéke zéró. Ezek szerint a ténylege
sen realizált hozam csak akkor tér cl az el
várttól - eltekintve az egyedi kockázattól -
ha a fakLOrokban nem vcírt változás áll be. 
(Tegyük fel például. hogy al egyik specifi
kus faktor a gazdasági növekedést reprczen-

2 A „végtelen sok" vagy „végtelen számú" értékpapír fogalmával a továbbíakban még többször 
találkozunk. ez mindannyiswr az értékpapírok fajtájára vonatkozik. A végtelen ér1ékpapírpiac fogalmát 
is i lyen értelemben használjuk. 

J „This is the core of the APT: there are only few systematic components of risk cxisting in the naturc" 
- Roll-Ro~!. (1980], 1077. o.) 

4 vö: lngersoll [ 1984]. 
5 !„ =a (K x K) egységmátrixnak, O„K az (n x K) nullmátrixnak felel meg. 

I K:::: az cgységmátrixot jelenti. tehát a faklorok varianciája 1-rc van norrnálva. A faktorok és az egye
di hozamok korrelálatlanok. 
f2„:::: jelöli a reziduális kovariancia-variancia (11x11) márrixot. 
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tálja: a GDP növekedése, az ipari termelés 
növekedése stb. Ez a faktor csak akkor hat a 
realizált hozamra, ha a jövőben tapasztalt gaz
dasági növekedés a korábban elvárt növeke
déstől eltér.) Mindez igaz a specifikus koc
kázatra is . 

A specifikus kockázatból származó több
lethozam várható értéke szintén nulla, itt is 
csak a nem várt változás hat a tényleges ho
zamra. Tehát még egyszer: ha a szisztemati
kus kockázat (amelyeket a faktorok reprezen
tálnak) és az egyedi kockázat a „várako
zás" szerint alakul , akkor a realizált hozam 
az e lvárt hozammal egyezik meg (vagyis 
µ; = E[r;]), mint ahogy ezt a józan ész is dik
tálná. Ha a gazdaságban a folyamatok nem úgy 
alakulnak, ahogy azt a szereplők vfü-ják, ak
kor a 8 11 mátrix megmutatja, hogy az egyes ér
tékpapírok mennyire érzékenyen reagálnak a 
az adott szisztematikus faktorok nem várt vál
tozásaira (a B„ mátrix tagjai végesek). A mo
dell további feltétele. hogy az egyedi és spe
cifikus kockázati tényezők korrelálatlanok. 

Szintén feltételként szokták megadni, hogy 
K lényegesen kisebb n-nél. vagyis legyen ér
telme a faktorok bevezetésének, valóban ért
hetőbb és áttekinthetőbb legyen a hozamok 
leírását szolgáló modell. A faktormodell fel
tételei függetlenek az értékpapírok számától, 
és valamennyi részportf ólióra érvényesek. a 
faktorok száma az értékpapírok számának 
módosulásával nem változik. 

Az előbbi egyenle t alapján felírható és a 
specifikus (egyedi) kockázat alapján felbont
ható az n darab értékpapír hozamainak kova
riancia mátrixa:6 

E [ (r„ - µ,,) Cru - µ,,)7·1 = L,1 = 8 118/ +.Q11 
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A K faktorstruktúra megértésével és konk
rét felírásával kapcsolatban a legfontosabb 
problémaként az említhető, hogy igazából 
semmit nem mond a faktorok konkrét szám<1-
ról, valamint közgazdasági jelentéséről. Az 
elméleti modell megalkotásakor még inkább 
statisztikai fogalmakról van szó, an1elyek rá
adásul állandóan változtathatóak, hiszen a 
faktorok rotá1ásával7 ekvivalens modelleket 
kaphatunk. 

Diverzifikáció 

Egy portf ól ióx kockázata meghatározható 
a portfóliósúlyok és kovariancia-variancia 
mátrix szorzataként. Bám1ely értékpapír vagy 
portfólió kockázata felbontható szisztemati
kus és egyedi kockázatokra. Akkor mondhat
juk egy portfólióról, hogy teljesen diverzifi
kált, ha egyedi kockázatot nem tartalmaz. 

A K-lineáris faktorstruktúra egyenleté t és 
az olt bemutatott kovariancia mátrixot fel
használva egy portfólió kockázatát a követ
kezőképpen írhatjuk fel : 

Mivel feltételezésünk szerinc a !211 mátrix 
pozitív definit, így látható, hogy az egyedi 
kockázat soha nem csökkenthető nullára. Bár 
egyre több értékpapírt tartalmazó portfólió 
esetén az egyedi kockázat jelentősége és sú
lya egyre csökken, végleg nem tüntethető el. 
Ez csak akkor teljesülhet, ha az é rtékpapírok 
számát végtelen nagyra növeljük. Ez elvezet 
minket a diverzifikált portfólió-sorozatok fo
galmához: csak egy portfóliósorozat „határ"-

6 Vö. ln8erso/I [ 1984]. 
7 A faktorok és a faktorsúlyok rotálásnak nevezzük azt a műveletet, amikor a faktorsúlyok mátrixát 

és a faktorok vektorát egy ort9.gonális mátrixszal megszorozzuk. Legyen tehát OK egY. .tetszőleges 

(K x K) ortogonális mc1trix: 0/ OK= IK. Ha ezzel rotálunk, ez azt jelcnii. hogy: l K = 0/ ÍK és s·„ = 
B„OK· 

HA befektető 1•11 vektor mutatja az /1 darab értékpapírba fektetett pénzösszeget ( 1'; az i-edik érték-
11 

papírba fektetell pénzösszeg). I 1•1 = \10 > O; .r, vektor az összes pénzvagyon százalékában mutatja be 

az egyes értékpapírba történő befektetés nagyságát, amely ezentúl egy portfóliót reprezentál. 
\/· 

X; = - ' .így 
v„ 

n 

I x;=I 
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portfóli~a (határértéke) nevezhető diverLifi
káltnak. 

Aszimptotikus arbitrázs 

ArbiLrázspozíciónak (y„) 111 azt nevezzük. 
amikor a t = 0 időr,ont ne~ igényel pé nzbe
f ektetést. (azaz y11 111 = 0 ugy. hogy y„ nem a 
nuJlvektor. vagyis legalább két értékpapírból 
áll). ugyanakkor a poz íc ió poz itív hozamot 
ígér, nulla kockázaL me lle tt. Ha az arbiLrázs
poz íc iót M„ portfóliókból állítjuk elő, akkor 
bcf ektctési pozíciók sorozatáról beszélhetünk 
(az M„_1 portfólióhoz hozzátettünk még egy 
értékpapírt). 

Aszimptotikus arbitrázsnak nevezzük azt 
a pozíc iót, amikor n darab értékpapírt tartal
mazó po rtfóliónkat újabb é rtékpapírokka l 
kiegészíLve a portfólió v;í.rha tó hozama nul
láná l nagyobb, míg a po rtfólió varianciája 
O-hoz tart. 

Vagyis 

lim„-4"" ( Var(y„, r 11) 1 = 
= lim11-too {y,/((8118/ + .Q11))y11 )= 0 

miközben 
E[y/rl > 0 11 

A végLelen számú é rtékpapírt tartalmazó 
piac akkor arbitrázsmentes, ha oll asszimp
totikus arbitrázs lehetősége sem létezik. 

Faktorstruktú rák 

A modellekben nagy je lentősége van, hogy 
milye n s tatisztikai tulajdonságú faktorokat 
(milyen faktorstruktúrát) használunk. és ezek 
hogyan alakítják a variancia-kovariancia mát
rixot. A kutatások során különböző tulajdon
ságú faktors truktúrák kerü ltek be a model
lekbe. amelyek egyre kevésbé szigorú felté
teleket tartalmaznak, és közelítenek a valós 
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vi lághoz. A figyelem el ősorban a reziduális 
kovariancia mátrix szerkezetére és a minimá-
1 is SZé1mú, ugyanakkor szignifikáns, Lehát 
tényleg jelentős magyarázó erővel bíró fak
tort tartalmazó struktúra meghatározására he
lyeződött. Ross modellje még az egyszeruób, 
az ún. szigoru faktorstruktúra fe ltételére épült, 
később építették be a modellekbe a közelítő, 
minimál is, ekvivalens és teljes faktorstruktú
rákat. Tekintsük át röviden a mode llekben 
használt faktorstruktúrák jellemzőit. 

a) Szigorú (strici) faktorstruktúra 

Szigorú faktorstruktúráról 12 beszélünk, ha 
az értékpapírhozamokra érvényes a lineáris 
K-faktors truktúra feltétele, valamint a rczi
duális kovariancia mátrix diagonális. tehát a 
specifikus kockázatok korrelálat lanok és az 
egyedi kockázat (variancia) korlátos. 

Vagyis minden 11 esetében: 

{ 
= 0 ha i. # j.} 

Elt:;Ej] = 2 
~ (J < oo ha I = .f 

h) ApproximatfrfaktorstruktlÍra 

A következőkben a rcziduális kovariancia 
mátrixot tovább általánosítjuk, és már nem 
kötjük ki. hogy a spec ifikus kockázatok kor
rclálatlanok legyenek. Így a reziduális kova
rianc ia mátrix má r nem csak diagoná lis le
het, a kezelhetőség szempontjábó l awnban 
még felté telezzük, hogy az egyedi kovarian
c iák „nem túl nagyok". Azt a faktorstruktú
rát tehát, amely eleget tesz a lineári s K-fak
torslruktú ra feltéte lé nek, és ahol az egyedi 
kovarianciák léteznek ugyan. de nagyséíguk 
egy adott mértékeL nem halad meg, nevezzük 
approximatív faktorstruktúrának. 1' 

9 Vö. /11gersoll [ 1984]. 
111 Az Y; vektor az előzőekhez hasonlóan az összes pénzvagyon százalékában mutatja be az egyes ér-

ték~apírba történő befektetés nagyságát. y, itt az arbi trázsportfóliót reprezentálja. 
1 Vö. /ngersoll (1984). 
12 Az elnevezés Clramhalain-Rotchild [ 1983] munkájából származik. 
13 A reziduális kovariunciák nagyságának mérésére vezette be lngersoll a mátrix nom1áját (vö. /nger.1·01/ 

(1984)). 
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A következő faktorstruktúrák a [aktorok 
megfelelő számára és magyarázó erejükre 
koncenLrálnak. 

e) Minimálisfaktorstruktúra 14 

Amennyiben a reziduumok korrelálnak, ez 
azt jelenti, hogy elvileg több faktor is lcimu
tatható lenne, amelynek a lineáris K-fak
torstruktúrában szerepelhetne. Annyi faktor
nnk kellene szerepelnie, amelyek összessé
gükben jól magyarázzák az egyes érlékpapí
rok hozamait, és még egyenként szignifikáns 
magyarázó erővel is bírnak. Két ellentétes 
célnak kell megfelelni: a faktorstruktúra di
menzióját növelni, hogy minél pontosabban 
becsülje a hozamokat, de ugyanakkor min
den faktor szignifikáns maradjon. Egy faktor 
akkor mondható szignifikánsnak, ha az ér
tékpapírok számának végtelenre való növe
lése során a rá vonatkozó faktorsúlyok több
sége nullától lényegesen különbözik. 

d) Eki•iva/ens faktorstruktLíra 15 

Bár az előbbiek alapján az egyes faktorok
ról eldönthető szignifikanciájuk, ugyanakkor 
nem derül kj, hogy nincs-e az egyes faktorok 
között lineáris kapcsolat n növelésével. (Pél
dául nem magyarál-e egy vagy több faktor 
egy másik faktort is, amelyre így nincs szük
ség.) Faktorok rotálásával áttérhetünk egyek
vivalens faktorstruktúrára. Ha létezik a fak
torok között összefüggés. akkor létezik egy 
ekvivalens faktorstruktúra is, ahol egy faktor 
már nem szignifikáns (és bekerül a reúduális 
kovariancia mátrixba). Ha nincsen ekviva
lens faktorstruktúra, akkor minimális faktor
struktúráról beszélhetünk. 

d) Te/jesfaktorstruktúra 1
fr 

Ha az értékpapírhozamokra érvényes a li
neáris K-faktorstruktúra, a faktorstmktúra app-

14 Részletesebben lásd Connor [ 1982 ). 
15 Részletesebben lásd Cu1111or [1982). 
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roximatív és minimális, akkor teljes faktor
struktúráról beszélünk. Ekkor az egyedi ko
varianciák „megfelelően kicsik". ugyanakkor 
minden faktor szignifikáns. Más szavakkal, 
ha kevesebb fakto11 használnánk, akkor a fak
torstruktúra már nem lenne approximatív, ha 
eggyel többet, akkor nem lenne minimális. 

ROSS TÉTELE - AZ APT 

Ross tétele 

Mindezen fogalmak alapján felírható az 
eredetileg Ross által levezetett approximatív, 
tehát az értékpapírokra nem pontos, csak kö
zelítő eredményt adó egy periódusú értéke
lési modell, az arhitrált á1folyamok modell
je (APT). Fontos hangsúlyozni, hogy az 
egyensúlyi modellekkel ellentétben. az APT
nél (legalábbis az eredeti, Ross állal kidolgo
zott modelleknél) nem találkozunk a befek
tetői preferenciákkal, hasznosságfüggvényck
kel. Az érvényességéhez szükséges feltétel 
(a fentebb említett tökéletes piaci feltételek 
mellett) „csak" az arbitrázs kizárása.17 Ugyan
akkor érdemes még egyszer megemlíteni. 
hogy Ross kezdeti vizsgálata szigorú faktor
struktúrát feltételez. A tételt a következőkép
pen foglalhatjuk össze. 

Bizonyítható, hogy ha a tőkepiac megfelel 
a cikk elején említett feltételeknek, és az ér
tékpapírok hoL.amaira te ljesül a szigorú fak
torstruktúra fel tétele (r„ = µ„ + B,f~ + E„), va
lamint nincsen lehetőség aszimptotikus arbit
rázsra, akkor minden 11-re létezik egy (K + 1) 

kt 111 ( ) . /1 'l 11 'l ") 1 . ve or"' K+I = ,,0 , "'i .... , "'K , ame y se-
gítségével az értékpapírok elvárt hozamaira 
felírható a követke1ő összefüggés: 

µ11::::: B11
1f..11

K+I 

és ahol a négyzetes értékeléshibák összege 
minden n esetén felülről korlátos, vagyis min
den n-re létezik egy V szám, amelyné l 

1 fi Részletesebben lásd / 11gersoll [ 1984 ]. 
17 Az egyensúlyi modellekben sincs lehetőség arbitrá1_._ra, de ott ez nem elégséges feltétel. 
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Bcbizonyí1ha1ó, ix hogy ha ez nem teljesül, 
akkor aszimptotikus arbitrázs lehetősége lé
tezik a piacon. 19 

A legfontosabb következlctés tehát , hogy 
amennyiben elfogadjuk a lineáris K-fak
torslruktúra és a többi feltétel létezését, akkor 
az értékpapírok elvárt hozama (itt már az el
várt hozamról és nem a realizáltról van szó) 
és a szisztema1ikus kockázat közön bizonyú
hatóan lineáris összefüggés van, amely egyen
letben a eredeti K-faktorstmktúrában megha
lározou faktorsúlyok, érzékenységek szere
pelnek. (Egyben igazolja azt az általános el
vet, hogy a piac többlethozamot csak a szisz
tema1 ikus kockázat után fizet.) Ugyanakkor 
az. hogy a kvadratikus értékeléshibák összege 
felülről korlátos, nem jelenti azl. hogy minden 
értékpapír hozamára pontos értékelést ad a mo
del I. még végtelen értékpapír esetén sem! A;, 
egyes értékpapírok e~etén a hiba tetszőlege
sen nagy is lehet, és az átlagos négyzetes hi
bának kell alacsonynak lennie. Ez 1eljesül is, 
ha a piacon elegendően sok értékpapírt talá
lunk. Az egyes értékpapírok elvárt hozama te-
hát csak közelítően (approximatív módon) ki
számítható a faktorsúlyok lineáris kombiná
ciójaként, így a modellt is közelítő (approxi
matív) hozamértékelő modellnek nevezik. 

A későbbiekben pontosítani próbálták a li
neáris összefüggést. és más faktorstruktúrá
kat is megviLsgállak. Így került a középpont
ba a már korábban bemutatott, nem diagoná
lis reziduális kovariancia mátrixot eredmé
nyező közelítő faktorstruktúra, amely végte
len számú értékpapír esetén ugyancsak biz
tosítja a diverl.ifikálhatóságot, és bizonyítha
tó, hogy teljesül a Ross által levezetell egyen
lőség is.20 

Mindezek után fordult a figyelem konkré
lan a faktorokra, a faktorok megfelelő szá
mára, (lásd minimális,21 teljes faktorstruklú
ra22) jelentésére és konkrét portfólióként va
ló azonosítására. Ez utóbbi esetekben már 
mindig 1eljcs fak1orstruktúrát feltételezünk. 
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Faktorpor tfóliók és kockázati 
prémiumok 

A következőkben a faktorok konkrét meg
valósulásával, illetve a tőlük elvárható hoza
mot meg1estesító faktorportfóliókkal fog
lalkozunk. 

K fak1orportfóliónak nevezzük azt a diver
zifikált portfóliót (p). amelynek elvárt hoza
mfü a faktorsC1 lyok lineifris kombinációjaként 
úgy írhaljuk fel, hogy a k-ik faktorra vonat
kozó faktorsúly J (h

1
,1J, míg minden más fak

torsúly (hp1) értéke O-val egyenlő. Máskép
pen fogalmazva, ezek a portfóliók az egyik 
faktorral tökélclesen korrelálnak. az ő jelen
tésüket hordozzák magukban. 

Egyenleuel felírva: 

µ„ = ~ + Ák 

ahol ~Jegy olyan. jól diverzifikált portfólió 
elvárt hozama, amely semmilyen faktorkoc
kázattal nem rendelkezik, vagy, ha a piacon 
létezik ilyen, akkor a kockázatmentes eszköz 
elvárt hozama. 

A fentiekből következik: ha minden fak
torra létezik egy faktorportfólió, akkor az 
egyenletben szerep l ő A.k a k-ik faktor kocká
zati hozamprémiumaként (faktorhozamként) 
értelmezhető. 

Ahhoz, hogy létezzenek faktorportfóliók, 
a 1eljes K-faktorstmktúrának úgynevezell sze
panílhatónak kell lennie.23 Megmutatható, 
hogy ha a faktorstruktúra nem szeparálha1ó, 
akkor létc1ik egy ún. g lobális faktor (megf e
l elő rotáció u1án), és minden értékpapír e .. glo
báfü" faktortól at.onos mértékben függ. Ek
kor nincs olyan értékpapír vagy po;tfólió, 
amely ne függne ettől a bizonyos globális 
tényezőtől. tehál a;, eddigi értelemben vett 
f aktorportfólió sem számítható, és a kocká
zatos eszközökből kockázatmentes portfóli
ót sem tudunk előállítani. 

18 A tételt és bizonyítását lásd lngersoll l l 984J, Thcorcm 1. 
19 Az arbitrázsmentcsség-feltétel működésére és az elvárt hozam - béta faktor közötti lineáris kap-

csolatra cgyszcru. de szemléletes példa, amelyet Ross [ 19771 dolgozott ki, a Függelékben található. 
20 Vö. lngersoll [ 1984 j, Chamherlain-Rorschild [ 19831. ~ 
21 Vö. Cv11110r [ 1982] 
~2 Vö. lnger.wll [ 1984). 
23 Vö. lnger.wll [ 1984]. 



 

40 BANKSZEMLE 

A szeparálhatóságtól függően a Ross által 
felírt hozambecslő egyenlet a szeparálhaló
ság alapján kétféleképpen írható fel. 

1. Feltéve, hogy az értékpapírpiacon teljes 
K-faktorstruktúra található, akkor amennyi
ben ez a faktorstruktúra szeparálható, az APT 
hozamegyenlete: 

µ„ ""'µ,~1 11 + B„ 

* µK 

aholµ<~ egy teljesen diverzifikált portfólió el
várt hozama, amelynek nincsen faktorkocká
zata. 

Ha kockázatmentes eszköz létezik a pia
con és ennek hozama '!· akkor ~~ = rr. 

A µK* pedig azon teljesen diverzifikált port
fólió elvárt hozama, amelyek faktorsúlya k
ik faktor esetén 1, minden más faktor eseté
ben O. 

2. Ha a faktorstruktúra nem szeparálható, 
akkor a hozamegyenlet a következőképpen 
módosul: 

aholµ~ egy teljesen diverzifikált portfólió el
várt hozama, amely csak a globális faktorra 
érzékeny (faktorsúlya 1), minden más faktor
ra vonatkozó súlya 0 (a maradék faktorokhoz 
viszonyítva ez nevezhető a zéró-béta portfó
liónak). 

Aµ/ (k = 2 ... n) pedig azon teljesen di
verzifikált portfólió elvárt hozama, amely fak
torsúlya k-ik faktor és a globális faktor ese
tén 1, minden más faktor esetében 0. 

Érdemes felhívni a figyelmet arra, hogy bár 
elvben most már konkrét portfóliókat hatá
roztunk meg - amelyek a faktorokat repre-

24 Részletesebben lásd Merron [ l 982]. 
25 Lásd Chen-Jnxersol/ [1983]. 
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zentálják -, azokat közgazdasági gyakorlat
ban is értelmezhető tartalommal még mindig 
nem töltöttük meg. 

Mielőtt azonban erre rátérnénk, érdemes 
egy pillantást vetni a faktormodellek egyen
súlyi feltételek között történő értelmezéséről 
is. Ezt annál is inkább érdemes megtenni, mi
vel a gyakorlatban a legnépszerűbb modell, 
a CAPM is ebbe a csoportba tartozik, mégis 
sokan keverik az arbitrázsmentes érvelésre 
épülő APT-modellekkel. 

EGYENSÚLYI MODELLEK 
ÉSEGZAKTFAKTORÉRTÉKELÉS 

1. Egyensúlyi modellek 

Az APT K-faktormodell hozamértékelő 
egyenlete nem csak az arbitrázsmentes piac 
feltétele alapján vezethető le. Az elmélet 
fejlődésében következő lépést jelentett az 
egyensúlyi modellek szigorú feltételei alap
ján levezetett faktormodell. Az elsődleges cél 
az volt: véges nagyságú értékpapírpiacon is 
megtalálják az eszközök hozamára vonatko
zó egzakt (tehát minden egyes értékpapírra 
pontos és nem közelítő hozambecslést adó) 
összefüggést. Ez sikerül is, azonban a modell 
levezetése csak még az eddigieknél is szigo
rúbb alapfeltevések mellett lesz lehetséges. 
A modellekben a szokásos egyensúlyi mo
dellek feltételei érvényesek: a tőkepiaci ha
tékonyság mellett a legfontosabb új feltéte
lek a befektetői preferenciák, hasznosság
függvények meghatározása, valamint a ho
mogén várakozások. 24 

Mindezen feltételekből kiindulva bizonyít
ható,25 hogy ha a piacra érvényesek az előb
bi feltételek, és ha ei a faktoroktól statiszti
kailag független, akkor létezik egy egzakt 
hozamértékelő faktormodell, melynek egyen
lete a következő: 

µ; = '/+ b/AK 
ha legalább egy befektető van a piacon, aki
nek az optimális portfóliója teljesen· diverzi
fikált. 
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Bár általában ez explicit módon nem jele
nik meg, ahhoz, hogy egy egzakt értékelő 
egyenletet kapjunk, mindenhol feltételként 
szerepel, misz.erint legalább egy, teljesen di
verzifikált portfólió létezzen a piacon. Ez vi
szont isméte lten csak felveti a kérdést, hogy 
vajon teljesülhet-e minde1 egy véges érték
papírpiacon? E feltétel, és így a modell is még 
inkább restriktívvé válik, ami az. ez irányú 
kutatásokat az értékelési hiba vizsgálatára irá
nyította át. 

Ha a teljesen diver7ifikált portfólió expli
cit módon tö11énó feltételezésétől eltekintünk. 
akkor az értékelési hibára irányuló kutatások 
arra a következtetésre jutottak, hogy az adott 
modeJl-felételek mellett és szigorú faktor
struktúrát véve, az elvárt hozamra vonatko
zó összefüggés minden értékpapírra (egzakt 
módon) pontosan teljesül (ez annyit jelent, 
hogy az átlagos négyzetes eltérés minden ér
tékpapírra nulla lesz), amennyiben az érték
papírok száma elegendően nagy.26 Enel 
megint visszaértünk a végtelen számú érték
papír szükségességéhez. Fontos azonban 
hangsúlyozni, hogy adott feltételek mellelC 
az iu kapott faktormodell egzakt modellként 
értelmezhető, tehát nem átlagosan ad kis becs
lési hibát, hanem minden egyes értékpapírt 
pontosan értékel. 

CAPM és az APT összehasonlítása 

A kérdést egyszerűen is cl lehetne intézni, 
ugyanis a két modell eredeti formájában nem 
összehasonlítható. Az APT-modell egy vég
telen értékpapírpiacon érvényes, a7 értékpa
pírok hozamára felírt közelítő éitékclési függ
vény, amely levczelése a7 arbilrázsérvelésen. 
illelve annak kizárásán alapul. A CAPM-mo
dcll véges értékpapírpiacon egy egzakt kap
csolatot ír le az eszközök elvárt hozama és éü' 

értékpapír-piaci portfólióra vonatkozó béta 
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faktor között. E mellett a CAPM eredménye 
az arbitrázs kizárásán kívül, lényegesen kö
tötlebb f eltételck mellett, adott befektetői pre
ferenciákat feltételező egyensúlyi modellből 
vezethecő le. 

Az egyensúlyi modellekben az APT-hez 
képest egyébként is szigorúbb eredményt ka
punk, mely szerint az elvárt hozamra vonat
kozó összefüggés minden értékpapírra pon
tosan teljesül. tehát az átlagos négyzetes el
térés minden értékpapírra nulla lesz, amennyi
ben az értékpapírok száma elegendően nagy, 
vagy másképpen megfogalmazva: az egyes 
értékpapírok súlya a piaci portfólión belül el
hanyagolhatóan kicsi. (Ez azt is jelenti, hogy 
a piaci portfólió nem tartalmaz specifikus 
kockázatot és így teljesen diverzifikált.) 
Megemlíthető még a diverzifikáció fogal

mának eltérése a két modell levezetésében. 
A CAPM-modellben a jól diverzifikáltság 
implicit módon jelenik meg, arra a portfóli 
óra értjük, amely a piaci portfólióval (amely 
a szisztematikus kockázatot egyedül képvi
seli) tökéletesen korrelál. A befektetők a koc
kázatos eszköLök esetén csak a piaci (ami tel
jesen diverzifikált is) portfólióba fektetnek. 
Az APT-modellbcn a divcrzifikáció fogalma 
sokkal általánosabb, minden „elég nagy". vi
szonylag egyenletes portfólió jól diverzifi
káltnak tekinthető. A piaci portföliónak itt 
nincs semmiféle kitüntetett szerepe. Érdekes
ség, hogy a gyakorlati életben, annak ellené
re, hogy általában a CAPM eszközrendsze
rét é!. fogalmait használjt\k, a S7.akemberek 
általában mégis ebben a? értelemben hasz
nálják a jól divcrzifik<lltság, teljes diverzifi
káltság fogalmfü. 

Végül, és a gyakorlatban talán ezzel az ér
veléssel találko1unk a legtöbbet, empirikus 
vizsgálacokban a két modell egybeeshet, ha 
a CAPM mellett egy egyfaktoros faktormo
dellt vizsgálunk, ahol a faktort a piaci port
fólió képviseli. 

26 Másképpen megfogalma7va. ha a1 egyes értékpapírok <;úlya a piaci portfólión belül elhanyagol
ha1óan kicsi. Ezen kívül 1ovábbi feltétel, hogy az abszolú1 kockázatelutasító együttható fclülr61 korlá
tos. Részletesebben lásd .lorrow [ 1988!. 
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FÜGGELÉK 

Példa no-arbitrázs érvelésre 

A piacon érvényes a K-faktorstruktúra, te
hát 

r11 = µ11 + B 1/1: + E11 

Vegyünk egy arbitrázsportfóliót y11 • 

Mivel az arbitrázs nem igényel befektetést: 

y/e11 =0 

A portfólió hozama: 

ry = y/r„ = (y/ µ,1) + (y/ {3„)/11 + y/E11 

Tegyük fel, hogy az arbitrázsportfólió jól 
diverzifikált, tehát a hibatényező elegendően 
nagyszámú értékpapír esetén eltűnik. 

Végül olyan arbitrázsportfóliót válasszunk, 
amelynek szisztematikus kockázata sincs, te
hát: 

y,/f311 = 0 

Ekkor a portfólió hozamának számítása le
egyszerűsödik, mivel azonban arbitrázsport
fólióról van szó, hozamának nullát kell ad
nia, tehát 

ry = (y/µ 11) = 0 

Ez ahhoz az algebrai tételhez vezet bennün
kel, hogy ha y11 vektor ortogonális e11-tre és {311-
re, akkor ortogonális µ 11-re is, és µ„ lineáris 
kombinációja kell, hogy legyen e11, és [3,,-nak. 

1. ábra 

ELEMZÉS 

Ha r0 konstanssal írjuk fel, akkor: 

Az 1. ábra három eszköz esetén mutatja be 
az előbbi érvelést. Tegyük fel, hogy a három 
eszköz már olyan jól diverzifikált portfólió
nak felel meg, amely nem tartalmaz specifi
kus kockázatot. Az arbitrázsmentességre vo
natkozó érvelés annyit állít, hogy a három 
portfólió pontjai egy (értékpapír) egyenesen 
kell, hogy elhelyezkedjen, különben arbit
rázsra van lehetőség. Az ábrán látható hely
zet nem ezt mutatja. 

Ha PI> P2 portfóliókat 1 h-1
/ 2 súllyal össze

rakjuk, akkor egy szisztematikus zéró béta 
portfóliót kapunk (P1_2) . Ha P 1 és P3 portfó
lióból 2 h-1 h súllyal egy újabb portfóliót (P 2_3) 
alkotunk, akkor ennek szintén nem lesz koc
kázata. A két újabb portfóliónak nem egye
zik meg a hozama (r1_2 < r 1_3), holott mind
kettő kockázatmentes. 

Így, ha a P 1_2 portfóliót rövidre eladunk és 
ebből megvásároljuk P 1_3 portfóliót, akkor 
kockázatmentes nyereséghez jutunk. (Ha len
ne kockázatmentes eszköz, akkor ennek ho
zama is a kockázatmentes portfóliók hoza
mával kell egybeessen arbitrázsmentes piac 
esetén.) 

Összefoglalva tehát, ha nincs lehetőség ar
bitrázsra, akkor r 1_2 = r 1_3 és a portfóliók egy 
egyenesen helyezkednek el. 

elvárt hozam 

béta 
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