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FOGALMAK, MODSZEREK

PAROS OSSZEHASONLITASOKON ALAPULO
RANGSOROLASI MODSZEREK!

CSATO LASZLO
MTA-BCE ,, Lendiilet” Stratégiai Interakciok Kutatdcsoport

A péronként Gsszehasonlitott alternativdk rangsoroldasdnak probléméja egy-
arant felmeriil a szavazaselmélet, a statisztika, a tudomanymetria, a pszi-
choldgia és a sport teriiletén. A nemzetkdzi szakirodalom alapjan részletesen
attekintjik a megoldasi lehetoségeket, bemutatjuk a gyakorlati alkalmazasok
soran fellépo kérdések kezelésének, a valos adatoknak megfelelé matematikai
kornyezet felépitésének médjait. Kiemelten targyaljuk a paros 6sszehasonlitédsi
méatrix megaddsat, az egyes pontozasi eljarasokat és azok kapcsolatat. A ta-
nulmany elméleti szempontbdl vizsgalja a Perron-Frobenius tételen alapuld
invaridns, fair bets, PageRank, valamint az iranyitott grafok csicsainak rang-
soroldsra javasolt internal slackening és pozicids eré mddszereket. A koziiliik
torténd valasztashoz az axiomatikus megkozelitést ajanljuk, ennek keretében
bemutatjuk az invarians és a fair bets eljarasok karakterizacigjat, és kitériink
a maédszerek vitathatoé tulajdonsagaira.

Kulcsszavak: preferencidk aggregaldsa, paros Osszehasonlitds, rangsorolds,
karakterizacié

1 Bevezetés

A sportrajongdk szamtalanszor taldlkozhatnak azzal hirrel, hogy a kévetkez6
hétfétol érvényes vilagranglistat egy adott teniszezd vezeti. De elgondol-
kodtunk-e mar azon, vajon milyen szamitasok, megfontoldsok &allhatnak a
,,hivatalos” sorrend mogott? A feladat megolddsa meglehetésen nehéznek
tlnik, amennyiben nem taldlunk olyan jatékost, aki a vizsgdlt idészakban
egyértelmi folényben volt, egyetlen ellenfelétdl sem szenvedett vereséget,
marpedig legtobbszor ez a helyzet. A rangsor feldllitasdhoz tobb szempontot

1A kutatés a TAMOP 4.2.4.A/1-11-1-2012-0001 azonosité szami Nemzeti Kivalésag
Program — Hazai hallgatdi, illetve kutatéi személyi tdmogatédst biztosité rendszer kidol-
gozasa és miikddtetése orszagos program cimii kiemelt projekt keretében zajlott. A projekt
az Eurdpai Unié tdmogatéasival, az Eurépai Szocidlis Alap tarsfinanszirozdsival valésul
meg. A szerz6 koszonetet mond az OTKA K-77420 pélyazat pénziigyi tdmogatasaért.
Hélaval tartozom Bozdki Sdndornak a kézirat elolvasdsért és fontos észrevételeiért, va-
lamint két anonim birdlénak hasznos tanacsaikért. Beérkezett: 2013. julius 16. E-mail:
laszlo.csatoQuni-corvinus.hu.
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sziikséges figyelembe venniink. Melyik mérkozések eredményei alapjan dol-
gozunk? FEz egyszerre jelenthet idébeli és / vagy térbeli (melyik torndkat
vizsgdljuk) lehatdroldst. A kérdésre adott vélasz megadja a vizsgdlandd
teniszezok korét: olyan sorrendet kell talalnunk, melyben minden, az elemzett
mérkézések valamelyikén résztvevé jatékos szerepel. Az elébbiek eredménye
hordoz informéaciot a két teniszezd egymassal valé kapcsolatardl, ezért biz-
tosan szamitasba kell venni. Réadasul ez egy tobbdimenzids valtozo: egy-
szerre kiillonbozhet a mérkézések szama és azok kimenetele. Lényegében egy
olyan fliggvény definidlasa valik sziikségessé, amely tetszéleges, egymas el-
leni teniszmeccs alapjan képes a jatékosok teljesitményének értékelésére, azok
rangsorolaséra.

Az ehhez hasonlé komplex, tobbszemponti dontések meghozatala soran
gyakran nem lehetséges az alternativak egyetlen, objektiv skalan torténo
értékelése. Amennyiben mégis sziikség van ezek rangsoroldséra, ez sokszor,
mint a fenti tenisz vildgranglistanal, paronkénti Osszehasonlitasuk alapjan
tehetd meg.

Az utébbi idében hazai szerzdktél tobb, hasonld témdju cikk sziiletett
(Kéczy és Strobel, 2010; Csendes és Antal, 2010; London és Csendes, 2013;
Telcs et al., 2013), ugyanakkor eddig nem sziiletett magyar nyelvii (ebben
a szerkezetben mdasmilyen sem) tdrgyalds errél a teriiletrl. Nem ismeriink
olyan attekintést sem, amelyben egymas mellett szerepelnének az itt targyalt
invarians, fair bets, internal slackening és poziciés er6 médszerek, valamint az
ezekkel kapcsolatos kritikdak. Az egységes targyalds kovetkeztében lehetOsé-
glink nyilik néhany, eddig nem formalizalt gondolat megfogalmazasara: ilyen
Slutzki és Volij (2005) dtlete nyomén a médszerek dudlis valtozatdnak beveze-
tése, vagy az eljarasok részletes elemzése a Kéczy és Strobel (2010) &ltal beve-
zetett monotonitds és a megfordithatdsig tekintetében; elobbi esetén néhany
probléma még megoldasra var. Végil — tudomasunk szerint elészor — ramu-
tatunk az egyik eljaras, a legkisebb négyzetek moddszerének tobb, egymaés-
tél fiiggetlen . felfedezésére”: Eltetd és Koves (1964) statisztikai, Gulliksen
(1956) pszicholdgiai vagy Bozdki et al. (2010) matematikai-dontéselméleti té-
maju tanulmanyéra.

A cikk egyszerre tartalmaz irodalmi attekintést és bizonyos mddszerek
részletes targyaldsat, emellett néhany alkalmazési lehetOséget is bemutat.
Ezért bizonyéra lesznek olyan olvasok, akik valamelyik részt tilsdgosan hosz-
szunak, unalmasnak tartjak, mig egy méasikban a részletes kifejtést hianyoljak;
az ebbdl fakad6 negativ érzéseket a megadott hivatkozasok mérsékelhetik. A
mindenre kiterjed6 targyalds mar terjedelmi okokbdl is lehetetlennek tiinik,
raadasul a szerz6 sem allithatja magardl, hogy mindegyik teriiletnek szak-
értdje lenne. Ezért a tanulmény egyik legfébb célja, hogy egyszerre nytjtson
tampontot a mdédszertani hattér irant érdeklédd elméleti, és a felhasznélasra
torekve, gyakorlati problémakkal foglalkozé kutatéknak.

Targyalasunk menete a kovetkezé. A 2. fejezetben bemutatjuk a paros
Osszehasonlitason alapulé rangsorolas egy modelljét, definidljuk a feladat
megoldédsara szolgalé pontozdsi eljarast, és ezek bizonyos tulajdonsdgait. A
3. fejezet — axiomatikus megkozelitésbol — attekintést ad az irodalomban java-
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solt médszerekrol, és részletesen targyalja az invarians, fair bets, PageRank,
internal slackening, valamint a pozicids er6 eljarasokat. Kitériink az alkal-
mazasuk mogott meghizdédd gondolatokra, az ismert karakterizaciokra, és a
médszerek vitathaté pontjaira. A modell felhaszndlasdnak teriileteit a 4. fe-
jezet ismerteti, ahol néhany tanacsot is megfogalmazunk a mddszertan gya-
korlati alkalmazésa irdnt érdekl6dok szamara. Eredményeinket és a tovabbi
kutatasi irdnyokat az 5. fejezetben Osszegezziik.

2 A rangsorolasi probléma és megoldasa

A feladat megoldédsdhoz szitkségiink lesz a vizsgdlt alternativék (objektumok)
halmazara, azok paros Osszehasonlitdsainak eredményeire, illetve egy olyan
eljarasra, mely a fentiek ismeretében megadja az objektumok sorrendjét. Az
elsé alfejezet a probléma definidlasaval, a mésodik a rangsoroléds végrehajtasa-
val foglalkozik, mig a harmadik az utébbira hasznalt eljarasokkal kapcsolatos
tulajdonsagokat fogalmaz meg.

2.1 A paros 0Osszehasonlitasi matrix

Az alternativdk halmazat jelolje N = {X1,Xs,...,Xn},n € IN. A ren-
delkezésre 4116 informécidkat egy R € IR*™ pdros dsszehasonlitdsi mdtrizba
tomoritjiik.? Ennek r;; eleme az X; alternativa X elleni teljesitményét,
ri; +rj; pedig az Osszehasonlitasaik szdmat mutatja, igy r;;/(ri; + 7j:) egy
lehetséges értelmezése, hogy az elobbi ekkora eséllyel bizonyul jobbnak az
utébbindl. A matrix fé4tldjaban szereplé elemek a feladat megolddsa szem-
pontjabdl lényegtelenek. Ez a modell a kovetkezo jelenségek leirasara alkal-
mas:

1. Dontetlenck lehetSsége (r;; = 75;): a dontéshozd nem képes kiilénbséget
tenni két alternativa kozott;

2. Eltéré preferenciaintenzitds (r;; > 0 tetszdleges): a paros Gsszehason-
litdsok eredménye nem bindrisan (jobb/rosszabb) adott, hanem péld4ul
gyakorisdgi alapon — az X; alternativa az esetek 80%-dban bizonyult
jobbnak X;-nél;

3. Hidnyzd dsszehasonlitds (r;; + 75, = 0): két alternativa egymads elleni
teljesitménye ismeretlen;

4. T6bbszoros Osszehasonlitas (r;; + 7, > 1): egyes alternativaparok vi-
szonya tobb alkalommal keriilt meghatédrozasra (példdul két teniszezd
t6bb mérkézést jatszott egymadssal), esetleg killénbozhet az 6sszehason-
litasok megbizhatdsaga;

Ugyanakkor két lehetGséget nem képes megjeleniteni:

2Ezt az angol terminolégia a paired comparison matriz névvel illeti, ami nem ugyanaz,
mint az AHP (Analytic Hierarchy Process) mddszertanban haszndlt paros Gsszehasonlitas
métrix, azaz pairwise comparison matriz (Saaty, 1980).
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1. Nem szimmetrikus eredmények: két alternativa paros osszehasonlitdsa-
kor nem lehet eltekinteni ennek iranyatol.

2. ,,Onmagéval” vett Osszehasonlités.

A fenti esetek egy graf segitségével szemléltetheték, melynek minden csi-
csa egy-egy alternativanak, az élek pedig a koztiik levo Osszehasonlitasoknak
felelnek meg. Amennyiben az el6zéekben emlitett komplikéaciok egyike sem
all fenn, olyan teljes irdnyitott grafrél beszélhetiink, ahol az élek iranyitasa a
szigoru preferenciarelaciét irja le. Dontetlenek esetén két csiics kozott oda-
vissza irdnyu élek keletkezhetnek. Kiilénb6zo intenzitasok mellett stlyozott
irdnyitott grafot kapunk. Hidnyzo parok esetén a graf nem teljes. T6bbszoros
Osszehasonlitdsoknal két csicsot tobb (akér stlyozott) €l is 6sszekdthet. Nem
szimmetrikus eredmények kévetkeztében a két csiics kozotti élek stlya eltérd
lehet attdl fiiggden, melyik irdnyba mutatnak, mig az ,,6nmagéival”’ vett
Osszehasonlitasok hurokélekként jelenhetnek meg.

A nem szimmetrikus eredmények beépitése meglehetésen nehéz és ritka,
bar jél ismert, hogy példaul a sportban komoly jelentésége lehet. A fenti
keret szinte az Gsszes, szakirodalomban ismert paros 0sszehasonlitas definiciét
magaban foglalja, talan az egyetlen kivétel a silyozott irdnyitott graf esete,
mely megengedi az egyes csticsokhoz tartozé pozitiv silyd hurokéleket (Her-
ings et al., 2005). A 4. fejezetben bemutatott tudomanymetriai problémadkra
ez nem feltétleniil igaz, ott az onhivatkozasoknak is lehet jelentésége.

2.1.  Definicié. A rangsoroldsi probléma egy (N,R) par, ahol N =
{X1,Xs,..., X, } az alternativdk halmaza, R € IR"*™ pedig a paros Ossze-
hasonlitasi matrix.

Bizonyos esetekben, elsésorban a kénnyebb értelmezés okan célszerti lehet
a paros Osszehasonlitdsok szamat és kimenetelét egyarant magaba foglalé R
matrix két részre bontasa: ekkor azok kimenetele a ferdén szimmetrikus A
eredménymétrixba (AT = —A) keriil az a;; = 2(r;; — ;) transzformaciéval,
mig az Osszehasonlitdsok szamat a szimmetrikus M mérkdézésméatrix tartal-
mazza, tehdt m;; = r;;+7r;; (Csatd, 2013b). Az igy kapott A eredménymatrix
azonos a Saaty-féle paros Gsszehasonlitds matrixszal (Saaty, 1980), amennyi-
ben az utébbi elemenkénti logaritmusait vesszitk (Csat6, 2012). A 4. feje-
zetben targyalt alkalmazasok egy része ezt a formalizmust hasznélja (Csatd,
2012; Temesi et al., 2012).

Az M mérkézésmétrix kolcséndsen egyértelmiien megfeleltethet6 a rang-
soroldsi probléméhoz tartozé G = (V, E) ésszehasonlitdsi (multi)gréffal, ahol
a csucsok halmaza V = N, mig az E élhalmaz ugy kaphato, hogy az X; és
X csucs kozotti élek szama m;; = my;.

2.2 Rangsorolas

Az R péros Osszehasonlitdsi matrix definidldsa utdn a kovetkez6 feladatot az
alternativék sorba rendezése jelenti. A rangsor egy, az N halmazon értelme-
zett teljes, tranzitiv és reflexiv binaris relacié. Egyfajta informaciétomorités
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vélik szitkségessé: az n objektum n(n — 1)/2 kélesonds ,,tdvolsigét” kellene
megfelelGen leirni a megoldasként kapott rangsorbdl adodé n—1 kiillonbséggel.
Ez n = 2 esetén tokéletesen reprodukalhatd, két alternativa esetén a péaros
Osszehasonlitas kimenetele minden informéaciét megad a sorrendrdl. Ha vi-
szont ezek szama legaldbb harom, mar felmeriilhet a Condorcet-paradoxonbdl
ismerds intranzitivitas problémaéja, amikor X7 jobbnak bizonyul Xs-nél, X,
megveri X3-at, X3 viszont legy6zi X;-et.

Moulin (1986) tandcsit kovetve célszerti elkiilonitve vizsgélni a gyéztes
megadasanak, illetve egy teljes rangsor felallitasanak kérdését. Bar Bouyssou
(2004) kisérletet tett a két megkozelités egyesitésére a legjobb alternativa
kivalasztasanak sorozatos alkalmazasa révén, eredményei arra utalnak, hogy
az igy definidlt eljarasok szinte mindig megsértenek valamilyen monotonitasi
tulajdonsagot, ezért a probléma megoldasara inkdabb a kozvetlen rangsorold
eljarasok ajanlottak.

Ezek szintén két csoportba sorolhatdk: egy f(R) € R™ figgvény forméjs-
ban adott pontozdsi mddszer, vagy a rangsorolas diszkrét optimalizalési prob-
lémaként valf felfogdsa (Kemeny, 1959; Slater, 1961). Az utébbi megkozelités
gyakran matematikai szempontbdl szép és mély kombinatorikus kérdésekhez,
illetve bonyolult algoritmikus problémékhoz vezet (Hudry, 2009), de tébb
szempontbdl kifogasolhato:

1. Nem teljes (hidnyos) 6sszehasonlitdsok esetén a linedris rendezést gyenge
rendezéssel célszeri felvaltani, de még ez sem biztositja egyes elvarhato
tulajdonsdgok, példdul az dnkonzisztens monotonitds (self-consistent
monotonicity) teljesiilését (Chebotarev és Shamis, 1997);

2. A kapott sorrend gyakran nem egyértelmii, tobbszorés optimumok 1é-
tezhetnek. Ez nem csak a kisméretli, kevés alternativat tartalmazoé
esetekben képzelhetd el, a gyakorlati alkalmazasok soran is komoly
problémat jelent (Pasteur, 2010);

3. Nehéz az ilyen mdédszerek normativ tulajdonségainak vizsgdlata (Bouys-
sou, 2004).

A fenti problémak ellenére kétségteleniil vonzé egy valamilyen szempontbdl
optimalis megoldds megadésa. A bindris, csak gy6zelmeket és vereségeket
megengedd esetben példaul kézenfekvd valasztas azon Gsszehasonlitasok szé-
manak minimalizalasa, ahol a rangsorban hatrébb talalhatoé alternativa jobb-
nak bizonyult egy néla elokelébb helyen szereplonél; ez a minimum violations
néven ismert (Ali et al., 1986).

2.3 Pontozasi eljarasok tulajdonsagai
2.3.1 Megoldhatésag

Egyelore tekintsiik az altalanos esetet, amikor az R paros Osszehasonlitasi
matrixra semmilyen megkotés sincs. Jelolje R a véges N C IV objektumhal-
mazzal rendelkez6 rangsorolasi problémak osztélyat.
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2.2. Definicié. A pontozdsi eljdrds egy f: R — IR" fiiggvény.?

Az f: R — R" és g: R — IR" pontozasi mddszerek ardnyosak, f(R)
g(R), ha minden R € R esetén Ik > 0: f(R); = kg(R); minden X; € N-re.

Bizonyos esetekben reménytelennek tinik egy teljes rangsor felallitdsa:
amennyiben két objektum kozott sehogyan sem taldlhaté kapcsolat, akkor
lehetetlen megallapitani sorrendjiiket.* A megoldds egyértelmiisége azért
kivanatos, mert a dontéshozék nehezen tudnanak értelmezni tobb, egymastol
eltérd sorrendet — bar a fejezet elején emlitett informaciétomoritési értelmezés
alapjan n névekedésével egyre nagyobb valdszinliséggel fordulhat el6, hogy
az alternativak teljesitménye nem mérhet6 egyetlen dimenziéban. Ez az érv
szintén a diszkrét optimalizalasi problémaként torténd kezelés ellen szdl.

A pontozasi eljardsok éltal szolgdltatott egyértelmii megoldas 1étezése te-
kintetében alapvetden harom eléfeltételt kiilonboztethetiink meg:®

1. Az R péros dsszehasonlitdsi matrix irreducibilitdsa. Ekkor az r;; /(r;; +
;) hanyados valdszinliségi interpretdciéjaban egy tetszéleges objektum
pozitiv eséllyel gy6ézheti le a tobbiek barmelyikét, amennyiben a nem
Osszehasonlitottak kozott tetszéleges objektumlancon keresztiil teremt-
het6 kapcsolat. Ez a sziikséges és elégséges feltétel a maximum like-
lihood (Zermelo, 1929; Bradley és Terry, 1952), az invaridns és a fair
bets médszer (Daniels, 1969; Moon és Pullman, 1970) esetén.

2. Az M mérkoézésmétrix irreducibilitdsa, azaz két tetszoleges objektum
kozvetlentil vagy kozvetve osszehasonlithatd. Més szavakkal, a G 6ssze-
hasonlitdsi (multi)grafnak Osszefiiggének kell lennie. Ez az el6z6nél
gyengébb feltétel sziikséges és elégséges a legkisebb négyzetek modszer
megoldasanak egyértelmiiségéhez.

3. Az eljarés az egész R halmazon jél definidlt. Ez a helyzet a pontszam és
az altalanositott sordsszeg modszereknél, a maximum likelihood kiter-
jesztett véltozatdandl (Conner és Grant, 2000), vagy a PageRanknél
(Brin és Page, 1998).

A harom koziil intuitiv alapon a masodik tiinik legvonzébbnak. Egyrészt,
ha két alternativa egyéltalan nem hasonlithaté Gssze, akkor alaptalannak
tlnik barmit is mondani a relativ teljesitménytikrél. Célszertibb a G 6sszeha-
sonlitdsi (multi)graf Gsszefiiggd komponenseit kivalasztani, és a rangsoroldst
csak ezeken elvégezni. Mésrészt, az irreducibilitas megkovetelése aranytalanul
korlatozza az egymassal Gsszevethetd elemek halmazat. Bizonyos mértékben
az e halmazon értelmezett pontozasi eljarasok is dltalanosithaték a kovetkezo
szakaszban bemutatott eljardssal (Zermelo, 1929).

3A meghatdrozés némileg pontatlan, mert n értéke fiigg a konkrét (N, R) rangsoroldsi
problémitsl, azonban nem akartuk tovabb bonyolitani a jeloléseket.

4Gondoljunk példaul arra, hogyan hasonlitanink dssze két orszdg labdartigé bajnoksé-
ganak gyl6zteseit, ha nem lennének nemzetkozi versenysorozatok, a Bajnokok Ligéja és az
Eurépa Liga.

5Nem emlitve a jatékelméletben javasolt médszereket, melyek altaldban a digrafok D
halmazén értelmezettek.
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2.3.2 A karakterizaciéhoz sziikséges axiomak

Az invaridns és fair bets mddszerek targyalasdhoz sziikséges az értelmezési
tartomany megszoritasa.

Azt mondjuk, hogy X, kézvetve vagy kézvetlenil legydzi X;-t, azaz X; —
X, ha létezik olyan X; = Xj,, Xi,,..., Xk, = X, véges sorozat, melyre
HtT:_Ol Ay keyy > 0. X5 és X azonos ligdba tartozik, ha X; < X;, vagyis X; —
X; és X; — X, is fennall. < ekvivalencia-reldcié, az IV alternativahalmaz egy
particiéjat adja (Slutzki és Volij, 2005). Az ekvivalenciaosztélyok ligdk, az X;
objektumot tartalmazé liga jelolése [X;]. Az (N,R) rangsoroldsi probléma
pontosan akkor &ll egyetlen ligdb6l, ha az R matrix irreducibilis. Az ilyen
problémak halmaza legyen Ry .

Az X, objektum ligdja erdsebb X;-énél, tehdt [X;] — [X,], ha X; — X,
mikozben X; 4 X;. Két liga dsszehasonlithatatlan, ha egyik sem erdsebb
a masiknal, igy egy ligdkon értelmezett irreflexiv, tranzitiv, és nem teljes
relaciét kapunk. A kés6bbiekben sziikség lesz még egy osztélyra, amikor a
probléma tobb ligabdl is allhat, de ezek kozott 1étezik egyetlen legertsebb
(unique top cycle). Ezen feladatok halmaza legyen R;. Nyilvanvaléan Ry C
R1 € R. Minden X; € N-re az adott objektumot tartalmazé rész rang-
soroldsi probléma ([X;],Ryx,)), ahol Riy,] az R métrix [X;]-beli objek-
tumokra korlatozott almatrixa.

2.3. Definicié. Egy (N,R) rangsoroldsi probléma kiegyensilyozott (bal-
anced), ha r;, = r,; minden X; € N-re (Slutzki és Volij, 2006).

2.4. Definicié. Egy (N, R) kiegyenstlyozott rangsorolési probléma szabdlyos
(regular), amennyiben r;. = rj. minden X;, X, € N-re (Slutzki és Volij,
2006).

Tehat egy sportbajnoksag kiegyensilyozott, ha minden jatékos gyo6zel-
meinek és vereségeinek szama megegyezik. Ha ez az érték mindegyikiiknél
azonos, akkor a probléma szabdlyos. Slutzki és Volij (2005) ezt a tulaj-
donségot erdsen kiegyensilyozott (strongly balanced) néven emliti.

2.1. Példa [Slutzki és Volij (2005) alapjén]. Legyen N = {X3, X», X3, X4,
X5} és

01110
0 0200
R=|010 3 0
01 2 00
001 10

A rangsoroldsi probléma hérom ligdbdl all: [X;] = {X1}, [Xo] = [X3] =
[X4] = {X2, X3,X4}, valamint [X5] = {X5}, tehdt nem létezik egyetlen
legerésebb liga, a probléma nem Ri-beli. Az [X;] és [X;] ligdk erdsebbek
[X2]-nél, mig [X1] és [X5] nem &sszehasonlithaté. Az ([X3],Rix,)) € Rn
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rész rangsorolasi problémaban
0 20
Rix, =1 0 3|,
1 2 0

ahol a péros Osszehasonlitdsi métrix mér irreducibilis. Az ({X2, X3, X4},
R x,)) rangsoroldsi probléma kiegyensilyozott, hiszen minden objektum u-
gyanannyi gyozelemmel és vereséggel rendelkezik, viszont nem szabdlyos,
mert ezek széma (sorrendben) 2, 4 és 3.

2.1. Lemma. Egy (N,R) rangsoroldsi probléma akkor és csak akkor ki-
egyensulyozott, ha minden ligdja kiegyensilyozott és nem Gsszehasonlithato
(Slutzki és Volij, 2005).

A kovetkez6kben az értelmezési tartoméanyt az irreducibilis R péros 6ssze-
hasonlitdsi matrixszal jellemezheté rangsorolasi problémak Ry osztalyara
szikitjik.

2.5. Definicié. Egy f: Ry — IR™ pontozdsi mddszer egységes (uniform),
ha minden (N,R) € Ry szabélyos rangsoroldsi probléméra f;(R) = 1/n
minden X; € N esetén (Slutzki és Volij, 2006).

Az egységesség szerint, amennyiben minden jatékos ugyanannyi gyéze-
lemmel és vereséggel rendelkezik, akkor a rangsorban sem tesziink koztiik
kiilonbséget.

2.6. Definicié. Egy f : Ry — IR"™ pontozasi mbdszer erdsen egységes
(strongly uniform), ha minden (N,R) € Ry kiegyensiilyozott rangsoroldsi
problémaéra f;(R) = 1/n minden X; € N esetén (Slutzki és Volij, 2006).

Ez a feltétel szigorubb, mint az egységesség. Az alternativdk megkii-
lonboztethetetlenségének akkor is fenn kell allnia, ha a pozitiv és negativ
kimenetelek ardanya azonosan egy.

2.7. Definicié. Egy f : Ry — IR" pontozdsi médszer kozémbds® (neutral),
ha minden (N,R) € Ry szabdlyos rangsoroldsi probléméra és olyan Q €
IR™ ™ szimmetrikus métrixra, amelynek minden diagondlis eleme 0 és (N, R+
Q) € Ry is rangsorolasi probléma, f;(R) = 1/n fennillasakor f;(R + Q) =
1/n (Slutzki és Volij, 2006).

Vagyis, ha egy szabalyos feladatban az alternativak értékelése teljesen
azonos, és ezt ugy modositjuk, hogy az 1j 6sszehasonlitasoknak minden ob-
jektum éppen a felét nyeri meg, akkor tovabbra is egyenl6en lesznek rang-
sorolva.

2.1. Allitds. Egy f : Ry — IR" pontozdsi médszer akkor és csak akkor
erdsen egqységes, ha egységes és kozombos (Slutzki és Volij, 2006).

6 A neutral kifejezés szokasos magyar forditdsa semleges. Itt azért nem ezt hasznilom,
mert a rangsorolasi irodalomban szdmos mas helyen kiilonb6zé jelentéssel jelenik meg ez
a fogalom (Chebotarev és Shamis, 1999), és a magyarul célszerlinek tartottam eltéréen
elnevezni ezeket.
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2.8. Definicié. Egy f : Ry — IR™ pontozéasi mbdszer gyengén additiv
(weakly additive), ha minden (N, R) € Ry szabdlyos rangsorolasi problémadra
és olyan Q szimmetrikus matrixra, amelynek minden diagondlis eleme 0 és
(N,R + Q) € Ry is rangsoroldsi probléma, f;(R) és (r;.) ardnyossidgabdl
[fi(R) o (1:4)] kovetkezik f;(R 4 Q) és (7 + ¢ix) ardnyosséga [f;(R+ Q) x
(rix + @ix)] (Slutzki és Volij, 2006).

A gyenge additivitas szerint, ha egy szabdlyos rangsorolasi problémaban
az alternativak értékelése a gybzelmeik szamaval azonos, és néhany parosi-
tasban 1j, dontetlen kimenetelii mérkézéseket jatszanak le, akkor azok relativ
viszonyat tovabbra is a gy6zelmek aranya hatarozza meg.

2.9. Definicié. Egy f : Ry — IR" pontozasi mddszer invaridns a referencia
intenzitdsra (invariant to reference intensity), ha minden (N, R) € Ry rang-
soroldsi probléméra és A € IR™ "™ pozitiv diagondlis elemekkel rendelkezé
diagonalis métrixra f(R) = f(RA) (Slutzki és Volij, 2006).

A referencia intenzitdsra valé invariancia értelmében az objektumok vere-
ségeinek ardnyos (de a vizsgélt alternativatdl fiiggd) véltoztatdsa nem befo-
lyasolja azok sorrendjét. Példaul weblapok rangsora nem véltozik, amennyi-
ben valamelyik oldal az Gsszes, altala megadott referencia szamat konstans-
szorosara valtoztatja.

2.10. Definicié. Egy f: Ry — IR™ pontozasi mddszer forditottan aranyos
a vereségekkel (inversely proportional to losses), ha minden (N,R) € Ry
kiegyensilyozott rangsoroldsi probléméra és A € IR™ ™ pozitiv diagondlis
elemekkel rendelkezé diagondlis matrixra f;(RA)/f;(RA) = A;;/A; minden
X, X; € N esetén (Slutzki és Volij, 2006).

A vereségekkel vald forditott ardnyossig azt koveteli meg, hogy egy, az
alternativak kozotti sorrend meghatarozasara alkalmatlan kiegyensilyozott
rangsorolasi problémaban a vereségek szamat konstansszorosara valtoztatva
az objektumok értékelése ezzel forditott ardnyban valtozik. Egyetlen pon-
tozasi eljards sem lehet egyszerre invarians a referencia intenzitasra és for-
ditottan aranyos a vereségekkel, hiszen a vereségek szaméanak ardnyos mo-
dositésa eltéré kovetkezményekkel jar a két tulajdonsdg esetén, bar utobbi
feltételei szigoribbak.

2.3.3 Az értelmezési tartomanyt kiterjeszt6 tulajdonsiagok

A kovetkezé tulajdonsagok lehetévé teszik az irreducibilis paros Osszeha-
sonlitasi matrixot eredményezo, Ry-beli rangsorolasi problémék halmazan
értelmezett pontozasi modszerek kiterjesztését a teljes R osztalyra.

Legyen Py az N-en értelmezett lehetséges rangsorok, azaz reflexiv és
tranzitiv (de nem feltétlentl teljes) bindris reldciék halmaza. A rangsoroldsi
mddszer egy »=: R — Py fliggvény, minden (N,R) € R rangsoroldsi problé-
m&hoz egy N-en értelmezett =g rangsort rendel. Az egyszerliség kedvéért,
ha ez nem okoz félreértést, a feladatra utalé R alsé indexet elhagyjuk. =
egyben meghatarozza az alabbi relacidkat:
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1. X; > Xj, azaz X; jobb X;-nél, ha X; = X; és X; # Xi;
2. X; ~ Xj, azaz X; és X azonos erésségii, ha X; = X; és X; = Xj;

3. X; L Xj, azaz X; és X; nem Osszehasonlithaté, ha X; = X; és X; = X;
egyike sem all fenn.

2.1. Megjegyzés. Minden f : R — IR"™ pontozasi eljaras meghataroz
egy =/: R — Py rangsoroldsi médszert az f(R); > f(R); = X; =7 X;
definiciéval. A kapott rangsor egyértelmii és teljes, X; L/ X; nem lehetséges.
Aréanyos pontozasi eljardsok ugyanazt a rangsorolasi médszert generaljdk.

2.11. Definicié. Egy =€ Py rangsor egyenletes (flat), ha X; ~ X; minden
X, X; € N-re (Slutzki és Volij, 2005).

2.12. Definicié. Egy =€ Py rangsor kvdzi egyenletes (quasi-flat), ha X; ~
X, vagy X; L X; minden X;, X; € N-re (Slutzki és Volij, 2005).

2.13. Definicié. Egy »=: R — Py rangsoroldsi mddszer domindns (domi-
nant), ha minden (N,R) € R rangsoroldsi probléméra és X;, X; € N objek-
tumra [X;] — [X;] esetén X; =g X, (Slutzki és Volij, 2005).

Eszerint egy erdsebb ligaba tartozé objektum biztosan megel6zi az Gsszes
gyengébb ligdban szerepl6t.

2.14. Definicié. Egy »=: R — Py rangsoroldsi médszer kvdzi teljes (quasi-
complete), ha minden (N,R) € R rangsoroldsi problémdra és X;, X; € N
objektumra X; /4 X, és X; /4 X, akkor és csak akkor, ha X; Lr X (Slutzki
és Volij, 2005).

Vagyis két objektum pontosan akkor nem hasonlithaté Ossze, ha két, az
er0sebb relacio szerint egymassal kapcsolatban nem all6 ligdban talalhatdk.
Amennyiben legaldbb az egyik kozvetve legyézte a mésikat, mér sorrendbe
kell dllitani 6ket. A dominancia és a kvézi teljesség megkovetelésével a re-
ducibilitasért felelos ligdk rendezése egyértelmiien elvégezheto.

A harmadik axiéma egy 1jabb 1épést tesz abba az irdnyba, hogy miként
kell rangsorolni egy adott liga szerepléit. Egy adott =g rangsor esetén jelolje
=r | [X;] annak az [X;] halmazra valé sziikitését.

2.15. Definicié. Egy »: R — Py rangsorolasi mddszer szétvdlaszthato
(separability), ha minden (N,R) € R rangsoroldsi probléméra és X; € N
objektumra =g | [X;] =IRiy (Slutzki és Volij, 2005).
Tehét egyfajta fliggetlenséget tételeziink fel: az adott ligdban érvényes
rangsor nem fligg a tobbi liga 1étét6l, elhelyezkedésétdl. Ennek megfelelGen
egy dominans, kvazi teljes és szétvalaszthato rangsoroldsi modszert elegendo
az irreducibilis rangsorolasi problémdak R, osztdlyan definidlni, ezt kovetéen
természetes médon kiterjeszthetd a teljes R halmazra (Slutzki és Volij, 2005).
Adott (N,R) € R rangsorolasi probléma és o : N — N permutécié esetén
legyen (NV,0R) az a rangsoroldsi probléma, melyben (0R)i; = Ro(i),0(j)-
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2.16. Definicié. Egy =: R — Py rangsoroldsi mddszer névtelen (ano-
nymity), ha minden (N,R) € R rangsoroldsi probléméra és o : N — N
permutdciéra (i) =g o(j) esetén i =,r j (Slutzki és Volij, 2005).

A névtelenség vagy anonimitds a szavazdselméletben gyakran hasznalt
tulajdonsag, amely azt irja el6, hogy a mddszer eredménye ne fiiggjon a
szavazok, alternativak, jatékosok stb. nevétol.

A kovetkezd axiéma két, azonos objektumhalmazzal rendelkezé probléma
aggregilasaval kapcsolatos. Az (N,R) és (N, Q) rangsoroldsi problémdak
Osszegét jelolje (N, R + Q).

2.17. Definicié. Egy =: R — Py rangsorolasi mddszer teljesiti kvdzi egyen-
letesség drzés (quasi-flatness preservation) axiémat, ha minden (N,R) € R
és (N, Q) € R rangsorolasi problémadra, ahol =g kvézi egyenletes, >q akkor
és csak akkor kvazi egyenletes, ha ~gryq kvazi egyenletes (Slutzki és Volij,
2005).

Tehat, ha két killonb6z6 probléma egyikében sem tehetd kiillonbség az al-
ternativak kozott (azaz egyenléen rangsoroltak vagy nem ésszehasonlithatdk),
akkor ez az aggregalt problémara is igaz. Megforditva, amennyiben legalabb
az egyik rangsorolasi problémaban 1étezik szigori reldcio két objektum kozott,
akkor ez a ketto Osszegére szintén teljesiilni fog.

Az utolsé, hatodik tulajdonsag mar ismerds lehet 2.3.2. alfejezetbol.

2.18. Definicié. Egy >: R — Pn rangsorolasi modszer teljesiti negativ
reakcid a vereségekre (negative responsiveness to losses) axiémat, ha minden
(N,R) € Ry irreducibilis rangsoroldsi probléméra, ahol =g egyenletes, és
A = diag (\;),. y diagondlis matrixra, ahol (\;),. 5 pozitiv és (N,RA) € R,
i =mra j akkor és csak akkor, ha A; < A; (Slutzki és Volij, 2005).

A negativ reakcié alapjan, ha egy egyenletes rangsort eredményezé péaros
Osszehasonlitasi matrixban az alternativak vereségeit egy-egy pozitiv kons-
tanssal megszorozzuk, a kialakul6 sorrendet forditott aranyossag révén ennek
nagysaga fogja meghatdrozni. Az otlet azon alapul, hogy a mddositds nem
befolyasolja sem egy objektum gy6zelmeinek szamat, sem pedig vereségeinek
eloszldsat. Azaz, amennyiben a mdédszer egy adott objektum gy6zelmeit az
Ot megverd alternativak kozott a vereségek aranyaban osztja szét, akkor az
elszenvedett kudarcok A;-vel szorzasa nem befolyasolja a tobbi objektum re-
lativ rangsorat. Ennek megfeleléen csak az X; objektum relativ pozicidja
valtozik, mégpedig a szorzé konstanssal forditott aranyban.

2.3.4 Manipulacié és megfordithatésag

Szamos olyan helyzet van, ahol a rangsorolandé objektumok maguk is képesek
befolyasolni a megfigyelt eredményeket. Ilyenkor érdemes megvizsgalni, vajon
a rangsorolasi médszer tényleg minél jobb teljesitmény elérésére Osztonzi-e a
résztvevéket. A sportban példaul szokatlan, ha egy jatékos széandékosan vere-
ségre jatszik; elrettentd példaként szolgdlhat a londoni olimpia néi paros tol-
laslabdaversenye (Pauly, 2013). A tudomdanyos életben szintén nemkivénatos
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kovetkezményekkel jarhat, amikor egy kutatd vagy folydirat a kedvezobb
tudoméanymetriai mutaték megszerzése érdekében befolydsolni probalja az
altala megadott hivatkozasokat vagy a cikkek terjedelmét. Itt is felmeriilt mar
a manipuldcié gyandja (Smith, 1997). Az Onhivatkozdsoktdl eltekintve en-
nek legegyszeriibb esete, a tovabbi, felesleges referencidk elhelyezése, melyek
utdlagos ellendrzése, feliilvizsgdlata meglehet6sen nehézkesnek tiinik.

Tekintsiik azt az R paros dsszehasonlitasi matrixot, ahol r;; a X folydirat
X;-re valé hivatkozdsait adja meg (hiszen egy addiciondlis referencia az X;
jsdg szamdra kedvezd). Az Onhivatkozdsokkal nem foglalkozunk, a métrix
féatlojanak nincs jelentésége. Azt mondjuk, hogy egy rangsorolési eljaras
monoton, ha egy addiciondlis hivatkozas nem javitja az ezt megado folydirat
helyezését és a masikét sem rontja.

2.19. Definicié. Legyen (N,R) € R és (N,R’) € R két rangsorolasi
probléma, melyekre r;; > r;; valamely (X;, X;) pérra, de rxe = 7}, minden
(Xk, Xo) # (X4, X;) esetén. Egy »: R — UncwPn rangsoroldsi médszer
gyengén (erdsen) monoton, ha minden X, € N-re X; =r X}, esetén X; =g/
X (X; > Xj) és minden X, € N-re X;, =g X, esetén Xy »r X;
(Xk >rs X;) (Kbczy és Strobel, 2010).

Ehhez hasonlé monotonitési tulajdonsdgokat mar korabban is megfogal-
maztak, ezek azonban csak az els6, X; =g Xj (X; =r’ Xi) relacié fennalldsat
kovetelték meg az osszehasonlitdsok szamanak valtozatlansiga, dllandé r;; +
rj; mellett (Rubinstein, 1980; Bouyssou, 1992).

Az irdnyitott grafok esetén természetes médon meriil fel az a kérdés, hogy
mi torténik a rangsorral, amikor minden paros Gsszehasonlitds iranyat meg-
forditjuk. Ekkor érthetd az alabbi feltétel megkovetelése.

2.20. Definicié. Legyen (N, R) egy tetszleges rangsoroldsi probléma. Egy
=: R — Pn rangsorolasi médszer megfordithats (inversion), ha X; »r X;
fennélldsakor X; <gt X, minden X;, X; € N-re (Chebotarev és Shamis,
1998).

Tehét az 0sszes eredmény megforditasaval az alternativak sorrendje pon-
tosan az ellenkezdjére valtozik. Chebotarev (1994, Property 7) ezt az axiémét
némileg erdsebb forméban, pontozasi eljardsokra megfogalmazva, transzpo-
ndlhatésdg (transposability) néven vezeti be.

A megfordithatésdg révén megadhato egy tetszéleges pontozasi médszer
pérja, amit a linedris programozds analégidjara, Slutzki és Volij (2005) nyo-
man, az eljaras dudljanak neveziink.

2.21. Definicié. Egy tetszoleges f : R — IR™ pontozasi eljards dudlja az
a g : R — IR" pontozisi médszer, amire g(R); = f(R'T); minden R € R
esetén.

Egy pontozasi eljaras dudljanak dualja éppen az eredeti modszer.

2.2. Megjegyzés. A g fiiggvény szempontjabdl a kisebb érték a kedvezébb,
ezért az dltala meghatdrozott =9: R — Py rangsoroldsi médszer: g(R); <
g(R)j = X; »9 Xj.



Paros osszehasonlitasokon alapulé rangsoroldsi moédszerek 167

Vagyis egy pontozasi eljards altal meghatarozott =7 rangsoroldsi médszer
esetén értelmezhetjitk ennek =9 dudljat is.

2.1. Kovetkezmény. Egy f : R — IR™ pontozdisi eljdrds dltal generdlt
=f: R — Pn rangsoroldsi modszer akkor és csak akkor megfordithatd, ha
minden (N,R) € R esetén a g : R — IR" dudl pontozdsi eljdrds dltal generdlt
=9: R — Pn rangsoroldsi modszerrel azonos eredményt ad.

2.2. Allités. Az =1 R — Py rangsoroldsi eljdrds akkor és csak akkor
megfordithato, ha =9: R — IR™ dudl megfeleldje is az.

Bizonyitds. Ha —Ff megfordithatd, akkor X; ifR X; = X; ijT X;
azaz f(R)L > f(R)J = f(RT)L < f(RT)J minden Xi,Xj e Né&SReR
g(RT); > g(RT);, valamint g(R); < g(R); = X; =9 X;, ebbél éppen a
kivint X; =% X, = X; jiig X; implikécié adédik minden X;, X; € N és
R € R esetén. A maésik irdny abbdl kdvetkezik, hogy a dudl dudlja az eredeti
modszer. a

Egy pontozasi eljaras altal generalt rangsoroldsi moédszer monotonitdsa
kapcsolatba hozhaté annak dudlisaval, ahogy azt az alabbi eredmény szem-
1élteti.

2.3. Allitas. Egy =1: R — Py megfordithaté rangsoroldsi eljdrds akkor és
csak akkor gyengén (erésen) monoton, ha =9: R — UncwPn dudl megfele-
ldje is az.

Bizonyitds. A 2.1. koévetkezménybdl adédik. A bizonyitdsban kulcsszere-
pet jatszik =f megfordithatésidga, mert ez garantélja az

(X = Xp & Xi =f X0) = (X 2hr Xe & X <% X,)
és a tobbi, hasonld jellegii implikacié fennallasat. |

2.3.5 Onkonzisztens monotonitds

Az 6nkonzisztens monotonitds (self-consistent monotonicity) (Chebotarev és
Shamis, 1997) azt koveteli meg, hogy a rangsorban a nem rosszabb alter-
nativak ne hatrébb, a biztosan jobbak pedig szigortan elérébb keriiljenek.
Mikor lehet két objektum kozott ilyen kapcsolatot taldlni? Eldszor is, a velik
Osszehasonlitott objektumok erejét kell Osszevetni, amit éppen a vizsgalt
rangsoroldsi médszer biztosit (erre utal az 6nkonzisztens elnevezés). Masrészt,
az egyik objektum akkor lesz legaldbb olyan jé, mint a masik, ha nem rosz-
szabb ellenfelei ellen legalabb olyan eredményes volt, mint a masik. El6-
fordulhat, hogy ellenfeleik egyméssal valé Gsszehasonlitdsa nem sziikséges,
mert a paros Osszehasonlitds kimenetele valamelyik extrémumot veszi fel,
azaz 1;; > 0 és rj; = 0 vagy forditva.

A koriilményes formalis definicié helyett a részletek irant érdeklédé olvasd
figyelmébe ajénljuk a Chebotarev és Shamis (1999) és a Gonzélez-Diaz et al.
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(2014) cikkeket. Csaté (2013c) magyar nyelven, részletesen targyalja ezt
az axioméat. Az aldbbi példa illusztrilja az énkonzisztens monotonitds altal
eloirt feltételeket.

2.2. Példa (Chebotarev és Shamis, 1999). A feladat jobb attekinthetésége
érdekében célszerli az eredmények vizualis megjelenitése; az 1. dbrdn sze-
repl6 grafban az irdnyitott élek a gyoOztestdl a vesztes felé haladnak. Ezt a
megoldast a késébbiekben is hasznalni fogjuk.

@< @ > X

1. dbra. A 2.2. példa rangsoroldsi problémadja

Az 6nkonzisztens monotonitas altal megkovetelt néhany feltétel:

1.

Xe = Xo=Xo = X338 Xo = Xg = X3 = X

X5 és X3 egyarant kikapott X;-t6l, és azonos mértékben gyozte le Xg-
ot, illetve X7-et. Ez azt jelenti, hogy az utébbi objektumpér rangsorbeli
viszonya egyértelmiien eldonti az el6bbiét.

X = X7= Xy = X5

X,-nek két legalabb olyan erds ellenfele volt, mint Xs-nek, mindket-
ten vereséget szenvedtek X1-t6l, Xy viszont nem gyengébb alternativat
gyozott le, emellett X5-0t is megverte.

(XQEXP, éSX4tX5):>X6EX7

Xg és X7 egyarant legyozte Xi-et, és kikaptak masik két objektumtol,
ezek azonban Xj esetén (X5 és X,) legaldbb olyan erések voltak, mint
X7-Hé1 (Xg és X5)

A fenti implikacidk szigort formaban is felirhatdk:
Xe = X7=> Xo = X368 X7 X = X3 > Xo
(XQEXP, és Xy >—X5):>X6 - X7

(XQ ~ X3 és X, - X5) = Xg = X7.

Vagyis Xg ~ X7, ezért Xy ~ X3 sem lehetséges, mert Xg ~ X7 = (X5 ~
X3és Xy = X5) = Xg = X7, ami ellentmondds. Az dnkonzisztens mono-
tonitds ugyanakkor nem mond semmit X5 és X3, X5 és X7, vagy Xs és X
viszonyardl, jollehet ugy érezziik, a Xg = X7 sorrend logikusabbnak tinik.
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Ennek oka, hogy a graf két izomorf részre bonthaté az {X1, Xa, X4, Xe},
illetve {X1, X3, X5, X7} csticsokkal és a koztiik levs élekkel, amibdl csak
a X, — X; iranyitott él marad ki, ez pedig az elsé részgraf, illetve az
egymdasnak megfelelé pozicigji objektumok folényét (X = X3, X4 = X5
és Xg = X7) sugallja.

3 Néhany pontozasi eljaras

3.1 Axiomatikus szempontu attekintés

A 2.2. alfejezetben felsorolt érvek alapjan Bouyssou (2004) tanulményédnak
végén azt ajanlja, érdemes lenne elkezdeni a pontozasi médszerek alapos vizs-
galatdt. Az ez irdnyu kutatdsok egyel6re kezdeti szakaszban vannak, semmi-
képpen sem tekinthetok lezartnak. Legigéretesebbnek egyfajta axiomatikus
megkozelités alkalmazdsa tiinik: néhany kivanatos vagy elvart tulajdonsag
definidlasaval jol lathatéva valnak azok ellentmondésai, kolesonds kapcesola-
tai, illetve az egyes modszerek eltérései. Ez hasonlit a kooperativ jatékelmélet
elosztasi koncepcidi esetén kovetett megkozelitéshez: a 2012-ben kozgazdasa-
gi Nobel-dijat nyert Lloyd S. Shapley nevéhez f(iz6d6 Shapley-értékre (Shap-
ley, 1953) méar szdmos axiomatizacié sziiletett, nem is emlitve a kiilénb6z6
jatékosztalyokon megfigyelhet eltéréseket (Pintér, 2009).

Az elsd, kbzvetlenill ad6d6 megoldasi lehetéség a sordsszegek alapjin tor-
ténd rangsorolds (Borda, 1781; Copeland, 1951). A mddszert Rubinstein
(1980) karakterizélta bajnoksdgokban (tournament), ahol minden 6sszeha-
sonlitas kimenetele ismert és az egyik alternativa egyértelmiien jobbnak bi-
zonyult a masiknal, nincsenek dontetlenek vagy eltéré preferenciaintenzita-
sok. Amennyiben az sszehasonlitdsok szdma minden (X;, X;) alternativa-
par esetén azonos, azaz r;; + 7j; = Tie + Tk tetszoleges X, X;, Xp, Xy € N
objektumnégyes mellett, akkor kérmérkdzéses (round-robin) problémardl be-
szélhetiink. A szavazdsi modellekkel foglalkozé irodalomban legaldbb harom
axiomatizdcié 1étezik a sordsszeg médszerre ebben az esetben (Young, 1974;
Hansson és Sahlquist, 1976; Nitzan és Rubinstein, 1981; Bouyssou, 1992).
Ezek az itt targyalt dltalanos esetben nem érvényesek, raadasul hidnyzé és
t6bbszords dsszehasonlitdsok mellett alkalmazésa erésen vitathaté (Gonzalez-
Diaz et al. 2014) de példdul a hidnyzé Gsszehasonlitdsok déntetlenként vald
kezelésével ez a nehézség elvileg feloldhaté (Telcs et al., 2013). Ezzel azonban
eltériink az eredeti feladattdl, igy kiilonb6z6 megoldasokat kaphatunk.

A péros Osszehasonlitdsi métrix bizonyos transzformaltjain és a Perron-
Frobenius tételen (mely szerint egy nemnegativ, valds, négyzetes és irre-
ducibilis matrixban a dominéns sajatértékhez tartozik az egyetlen, szigorian
pozitiv sajétvektor) alapul az invaridns és a fair bets (Daniels, 1969; Moon és
Pullman, 1970), vagy az el6bbi egy perturbélt viltozatdnak megfelelé Page-
Rank médszer (Brin és Page, 1998). Ezeket az eljardsokat, valamint Slutzki
és Volij (2005) és Slutzki és Volij (2006) karakterizaciéit részletesen bemu-
tatjuk a 3.2. és a 3.3. szakaszban, az invaridans mddszer grafelméleti, ordinalis
tulajdonsdgokon alapulé axiomatizéciéjdval (Altman és Tennenholtz, 2005)
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azonban nem foglalkozunk.

A jatékelméleti irodalomban hasonlé feladatként meriil fel egy irdanyitott
graf csicsainak rangsorolasa. Ebben a kornyezetben konnyen értheto a lokalis
és globdlis pontozasi eljarasok megkiilonboztetése: elébbiek az irdanyitott graf
helyi struktirgjat vizsgaljak (a csticsok értékelésénél csak azok kozvetlen
kapcsolatait, a bemend és kimen6 élek szamat veszik figyelembe), utébbiak
viszont az egész grafot tekintik (Herings et al., 2005). Ez egyuttal egy jol
ismert axidoma, az irrelevans osszehasonlitasoktdl vald fliggetlenség megjele-
nését indukalja (Rubinstein, 1980; Gonzélez-Diaz et al., 2014). Rubinstein
(1980) eredményének altaldnositdsdra van den Brink és Gilles (2003) tanul-
ménya tett kisérletet. A szamos megoldasi javaslat koziil érdemes megemliteni
az invarians és fair bets mddszerekkel szoros kapcsolatban &all6 A\ eljarast
(Borm et al., 2002), és a pozicids erét (positional power) (Herings et al.,
2005); ezeket a 3.4.1. és a 3.4.2. alfejezetekben térgyaljuk.

A kiilénb6z6 pontozési eljarasokra definidldsa mellett viszonylag kevesebb
az egyszerre tobb moddszert axiomatikus megkozelitéssel vizsgdlé munka.
Laslier (1997), a lehetséges karakterizécidkra is kitérve, szémos megoldési
koncepcidt részletesen elemez, ugyanakkor vizsgalatat kormérkozéses bajnok-
sagokra korlatozza, ezért jelen cikk szempontjabdl kevésbé relevans. Chebo-
tarev és Shamis (1998) cikke kivalé attekintést nydjt az ismert axioma-
tizdcidkrdl, tobb szempont szerint csoportositja az ezekhez sziikséges tulaj-
donsédgokat (6sszesen t6bb mint 40 médszert térgyal). Altman és Tennenholtz
(2008) pedig belétja, hogy az irdnyitott grafokra nem létezik olyan pontozdsi
eljaras, amely egyszerre rendelkezne j6 lokalis és globalis tulajdonsigokkal.

Chebotarev és Shamis (1999) az 6nkonzisztens monotonitds (Chebotarev
és Shamis, 1997) szempontjabdl vizsgalja a pontozasi eljardsok két osztélyét,
bizonyitva, hogy minden gy6zelem-vereség kombindldsan (win-loss combin-
ing) alapuld eljards megsérti azt. Ebbe a csoportba tartozik az invaridns
és fair bets eljaras, illetve a jatékelméleti irodalomban haszndalt mddszerek
tobbsége. Ugyanakkor taldlhaté néhany olyan, gyozelem-vereség egyesitd
(win-loss unifying) eljards, amely teljesiti ezt a feltételt. Koziiliik kiemelkedik
az egyik klasszikus médszer, a maximum likelihood (Zermelo, 1929; Bradley
és Terry, 1952). Az eljaras széles korben ismert és elterjedt, azdta is sziiletnek
ezzel kapcsolatos 1j eredmények: Conner és Grant (2000) a médszer kiter-
jesztésére tesz kisérletet, mig Conner és Grant (2009) egy dj monotonitési
tulajdonsagrél mutatja meg, hogy az altalanositott eljaras teljesiti azt.

Az axiomatikus megkozelités a pontozasi eljarasok altal meghatéirozott
rangsoroldsi médszerek Gsszehasonlitdsara is alkalmazhaté (Gonzélez-Diaz
et al., 2014). Az eredmények alapjan kiemelked6en teljesit a Zermelo-féle
maximum likelihood, amely azonban egy bonyolult nemlinearis egyenletrend-
szer megoldéasat kivanja, ezért szamitasi szempontbol nem tekintheto6 tokéletes
valasztasnak. Egy masik, elméleti szempontbdl vonzé eljaras az dltaldnositott
sordsszeg (generalized row sum) médszer (Chebotarev, 1989, 1994). Ez pon-
tozasi eljarasok egy olyan parametrikus csalddja, mely egyik hatarértékként a
sorGsszeget, masikként pedig a legkisebb négyzetek (least squares) mddszerét
(Horst, 1932; Mosteller, 1951; Morrissey, 1955; Gulliksen, 1956; Kaiser és
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Serlin, 1978) adja. Kiszdmitdsa egy linedris egyenletrendszer megolddséval
torténik, ennek készonhetéen bizonyos esetekben egy megfeleléen valasztott
grafon is értelmezhet6 (Shamis, 1994).

Bar a legkisebb négyzetek mddszere szintén megsérti az onkonzisztens
monotonitas axiémajat, egyszertisége okan mégis széles korben hasznaljak.
Belathato, hogy az eljaras ekvivalens a nem teljesen kitoltott paros Ossze-
hasonlitds matrixok esetén alkalmazott LLSM mddszerrel (Bozdki et al.,
2010; Csatd, 2012), illetve a statisztikdban haszndlt EKS-eljardssal.” Ugy
tlnik, a parhuzamosan folyé kutatasok eddig nem nagyon ismerték fel ezt az
azonossagot, a megoldas egyértelmiiségének két fliggetlen bizonyitasa is léte-
zik (Kaiser és Serlin, 1978; Bozdki et al., 2010). Ez azonban egyéltaldn nem
tekinthetd rendkiviilinek. Az invaridns mddszer legaldbb harom kiilénb6z6
alkalommal keriilt bevezetésre (Daniels, 1969; Moon és Pullman, 1970; Pin-
ski és Narin, 1976), a maximum likelihood esetén ugyancsak két alapmiivet
szokds emliteni (Zermelo, 1929; Bradley és Terry, 1952). Kéczy és Nichifor
(2013) sem emliti, hogy az invaridns médszer hibdinak korrigéldsdra javasolt
eljaras azonos a korabbrol ismert fair bets mddszerrel, igy a szerzok valdszi-
nisithetéen mas tdton jutottak erre a kovetkeztetésre. Hasonld esetek més tu-
doményteriileten sem ismeretlenek: a stabil hazassdg probléma megoldaséara
szolgdlé Gale-Shapley algoritmust (Gale és Shapley, 1962) a gyakorlati fel-
hasznalok mar a médszer publikdlasa elott felfedezték.

A kozelmultban — Gonzélez-Diaz et al. (2014) itt6rd tanulmany&tol elte-
kintve — a legkisebb négyzetek mddszere mégis viszonylag kevés figyelmet ka-
pott, holott az altalanositott sorosszeg modszerrel vald szoros kapcsolata azt
sugallja, kedvez6 axiomatikus tulajdonsagokkal birhat. Ko6zeli rokonsagban
van a jatékelméleti pozicios erd fogalmaval is, emellett a szamitds menete, a
PageRank mddszerhez hasonléan, szemléletesen értelmezhetd grafokon (Csa-
t6, 2013b).

Témank részben érintkezik a tudomanymetridban haszndlt eljarasok iro-
dalméval, noha Slutzki és Volij (2006), illetve Gonzalez-Diaz et al. (2014)
Ovatossagra int az eredmények egymasra torténé atvihetdsége tekintetében
(ldsd a 3.2.1. szakasz utolsé bekezdését). Mindenesetre érdemes emlitést tenni
Palacios-Huerta és Volij (2004) karakterizacids eredményeirdl, illetve Kéczy
és Strobel (2010) axiomatikus targyaldsardl; az utébbi dltal bevezetett egyik
tulajdonsagot, a monotonitast mi is hasznalni fogjuk.

3.2 Az invarians és fair bets mddszerek
3.2.1 Az eljarasok matematikai hattere

Jelolje az R péros Osszehasonlitdsi métrix > ; Tij sorosszegeit és > i Tij 08z~
lopGsszegeit, vagyis az j objektum gy&ézelmeinek, illetve vereségeinek szamat,
Tix €8 1yj. Legyen C az oszloposszegekbdl képzett diagondlis matrix.

3.1. Definicié. Az I(R) invaridns médszer (Daniels, 1969; Moon és Pull-

7Ut6bbirdl b8vebben a 4. fejezetben olvashatunk.
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man, 1970; Pinski és Narin, 1976) a

n
T’ij

Vs

v; = ;  minden X; € N-re,

=1

métrixjeldlésekkel v = RC™1v egyenletrendszer (irreducibilis R métrix mel-
lett normalizéldstdl eltekintve egyértelmii) I(R) = v megoldésa.

3.2. Definicié. Az F(R) fair bets médszer (Daniels, 1969; Moon és Pull-
man, 1970) a

n

n n
Tij .

E TV = E TV,  Vagy v; = E J Vj minden Xi S N—re,

j=1

T i
j=1 j=1

azaz a Cv = Rw egyenletrendszer (irreducibilis R métrix esetén normalizé-
lastdl eltekintve egyértelmi) F(R) = v megoldésa.

Lathato, hogy mindketténél sziikség van a végso v; sulyok normalizalasara,
erre leggyakoribb a Y"1 | v; = 1 vélasztds. Tetsz6leges (N, R) rangsoroldsi
probléméra I(R) «« CF(R), vagyis a két vektor az alternativdk ugyanazon
sorrendjét eredményezi. Irreducibilis R mellett mindkét vektor pozitiv, I(R)
az RC™!, mig F(R) a C~ 'R métrix 1 sajatértékéhez tartozé jobboldali
sajatvektor.

A fair bets mdédszer neve a kévetkezd megfontolasbdl adédik. A v =
(v1,v2,...,vy) értékeket tekintsiik fogaddsi tétek egy sorozatdnak gy, hogy
az X; alternativara kotott fogadds esetén v; Osszeg nyerhetd, amennyiben X;
legy6zi X;-t, és v; Osszeget kell fizetni akkor, ha X; vereséget szenved X;-t6l
(tehdt ez utébbi fiiggetlen a gydztes kilététél). Ekkor az F(R) vektorral a
fogadas igazsdgos, mert a varhato Z?Zl 7;5;v; kifizetés pontosan megegyezik
a varhaté Z?Zl ;05 veszteséggel. Az invaridns mddszer esetén pedig v; az
az Osszeg, amit ez az igazsagos fogadas fizet az X; alternativa gydézelmekor.
Tovébbi interpretéciok taldlhatok a Chebotarev és Shamis (1999), illetve a
Slutzki és Volij (2006) tanulményokban.

Erdemes més szempontbol is megvizsgdlni a két eljarast. Az invaridns
mddszernél az X; alternativa v; pontszdma attdl fiigg, mennyi juttatédst (pél-
daul hivatkozast) kap a tobbitél. Ez weblapok, cikkek rangsoroldséndl lehet
elonyos, ahol a referencidk megadéasa ingyen van: ha egy folydirat tobbet
hivatkozik egy masikra, a ra valé hivatkozasok szama nem csckken. Ezzel
szemben a fair betsnél az objektumok gyGzelmeinek és vereségeinek szama
kiegyensulyozott, mint egy sportbajnoksagban, ahol a ketté egymést kizaro
lehetOség.

Ennek megfelelden Slutzki és Volij (2006) az invaridns médszer alkalma-
zasat ajanlja folydiratok, weblapok és cikkek rangsoroldsandl (gyakorlatilag
a tudomanymetridban), mivel igy az értékelés csak az adott objektumra vo-
natkozdé hivatkozasok szamatdl fiigg, tovabbi referencidk megadasa nem érinti
negativan azt. Az X; alternativa X;-vel szembeni jobb teljesitménye, azaz
;5 novekedése biztosan kedvezd X; szdmara, azonban a tudoménymetridban,
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ahol ez a X; altal adott, X;-re vonatkozo hivatkozdsok szdmanak novekedését
jelenti, nem feltétlendl érinti hétranyosan X;-t (Gonzalez-Diaz et al., 2014).
Ezzel szemben a Kdczy és Nichifor (2013) &ltal — tobbek kozott az invaridns
modszer helyett — javasolt eljaras éppen a fair bets-szel azonos, bar ezt a cikk
nem mondja ki.

3.2.2 Karakterizacié irreducibilis esetben

Az eléz6 alfejezet alapjan maér lathatd, miért jelent nehézséget a rangsoroldsi
eljarasok kozotti véalasztds. Els6 ranézésre ugyanis egyaltalan nem vildgos,
mi alapjan tekinthetd jobbnak az invaridns vagy a fair bets moédszer: mind-
ketto egy-egy igazsdgossagi koncepcidt képvisel, melyek koziil objektiv szem-
pontbdl egyik sem tiinik a masiknal rosszabbnak. Ilyen kérdések eldontésében
nyujthat segit az axiomatikus targyalas, melynek soran olyan tulajdonsagokat
keresiink, melyek lesziikitik az eléirasuk mellett szoba joheto eljarasok korét.
Ez a csokkenés néha olyan mértéki, hogy végeredményként az tires halmazt
kapjuk, példdul az Arrow-féle lehetetlenségi tételben (Arrow, 1951). Opti-
mélis esetben éppen egyetlen médszer marad (karakterizacio).

Az invaridns és fair bets mddszerek karakterizacidjaval kapcsolatos elsé
kihivds az értelmezési tartomany megvalasztdsa. A rangsorolasi problémék
egy adott osztdlyan érvényes axiomatizacié nem feltétleniil igaz egy sziikebb
vagy bovebb halmazon, a kivéalasztott tulajdonsagok pedig kivezethetnek a
megengedett értelmezési tartomanybal.

Tekintstik az Ry halmazt; itt mind az invarians, mind a fair bets médszer
jOl definialt. A 2.3.1. szakaszban bemutatott tulajdonsdgok vonatkozasaban
a kovetkezdket tudjuk:

3.1. Lemma. Az invaridns és a fair bets mddszer egységes (Slutzki és Volij,
2006).

3.2. Lemma. A fair bets mddszer erdsen egységes (Slutzki és Volij, 2006).
3.1. Kovetkezmény. A fair bets mddszer kézémbds (Slutzki és Volij, 2006).
3.3. Lemma. Az invaridns mddszer gyengén additiv (Slutzki és Volij, 2006).

3.4. Lemma. Az invariins mddszer invaridns a referencia intenzitdsra
(Slutzki és Volij, 2006).

3.5. Lemma. A fair bets mddszer forditottan aranyos a vereségekkel (Slutzki
és Volij, 2006).

A fenti axiémdk mér elegendéek ahhoz, hogy mindkét eljardst karak-
terizdlhassuk. Jeldlje Ry (N) a rogzitett N alternativahalmazzal rendelkez
irreducibilis rangsorolasi problémdk halmazat.

3.1. Tétel. Legyen n > 2. Az invaridns mddszer az egyetlen olyan R — IR"™
pontozadsi eljdards, ami eqységes, gyengén additiv é€s invaridns a referencia
intenzitdasra (Slutzki és Volij, 2006).

3.2. Tétel. Legyen n > 2. A fair bets modszer az egyetlen olyan R — IR™
pontozasi eljdrds, ami egységes, kozombas és forditottan ardnyos a vereségekkel.
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A tételekben szereplé harom-hirom tulajdonséig fliggetlen, azaz koziilitk
barmely kettét kivalasztva talalhatd olyan, az invarians, illetve a fair bets
eljdrastol kiilonbozd pontozasi médszer, ami mindkettdt kielégiti (igy a har-
madikat értelemszertien megsérti).

A fair bets eljarasnak létezik egy alternativ karakterizacidja is, melyben az
N alternativahalmaz nem rogzitett. Ez azon alapul, hogy a toébb objektum-
mal rendelkez6 rangsorolasi problémak — alkalmas feltételek megkovetelésével
— visszavezethet&k a kétszereplds esetre, ahol a megoldés trividlis (Slutzki és
Volij, 2006).

Az invaridns médszer egy masik, grafelméleti axidmédkon alapuld karak-
terizdciéjat adta meg Altman és Tennenholtz (2005).

3.2.3 A fair bets mddszer alternativ axiomatizacidja

Az el6zéekben latott mindkét karakterizaciéban szerepel az egységesség ko-
vetelménye, ami intuitivan kevéssé vonzo, tiulsadgosan erdsnek tind tulajdon-
sag, mert egyértelmilen megmondja, milyen értékelévektort kell kapni egy
szabdlyos rangsoroldsi probléma esetén (Slutzki és Volij, 2005). Ez egy sokkal
természetesebbnek tiind névtelenségi kovetelménnyel is kivalthatd, aminek
azonban ara van: az axiéma erejének kihaszndlashoz ki kell boviteni a vizsgalt
rangsorolasi problémak halmazat, sziikségessé valik a nem Osszehasonlithato-
sag bevezetése. Ez egyben azt is jelenti, hogy a rangsorolas a tovabbiakban
nem irhaté le egy f : Ry — IR" értékelofliiggvénnyel, ez ugyanis nem teszi
lehet6vé a nem Osszehasonlithatd ligdk kezelését.

3.3. Definicié. A =': Ry — Py fair bets rangsoroldsi mddszert az F(R)
fair bets pontozasi eljaras generdlja: X; iﬁ X, & F(R); > F(R); minden
(N,R) € R, rangsoroldsi problémara (Slutzki és Volij, 2005).

A fair bets rangsorolasi médszer karakterizdcidjahoz a 2.3.3. alfejezetben
bemutatott tulajdonsagok sziikségesek.

3.3. Tétel. =7t az egyetlen =: R — Py domindns, kvdzi teljes, szétvdlaszt-
hatd, névtelen, kvdzi egyenletesség Orzé és a vereségekre negativan reagdlo
rangsoroldsi mddszer (Slutzki és Volij, 2005).

A hat axiéma egyméstdl fiiggetlen, barmelyik 6t6t kivédlasztva taldlhatéd
olyan mddszer, ami ezek mindegyikét kielégiti, de nem azonos a fair bets-szel.
Ha a vizsgéalédas korét olyan problémakra szikitjiik, ahol csak egyetlen vagy
tobb, nem Gsszehasonlithaté liga szerepel, tehat egyik csoport sem ertsebb
a masikndl, akkor az eljaras karakterizacidja a dominancia megkovetelése
nélkiil is érvényes (Slutzki és Volij, 2005).

Legyen RT a transzponalt paros Osszehasonlitdsi métrix, ahol a korabbi
gyozelmek vereségnek, a vereségek gyézelmeknek szamitanak.

3.4. Definicié. A =% R, — Py dudl fair bets rangsoroldsi mdodszert a
dudl fair bets pontozasi eljaras generdlja: X; iﬁ X, & FR"), <FRT);
minden (V,R) € R; rangsoroldsi problémara (Slutzki és Volij, 2005).
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Az eljardsra Slutzki és Volij (2005) ad egy lehetséges interpretdcidt. A
fair bets eljards — a jobb oldali sajatvektor haszndlata kévetkeztében — na-
gyobb stlyt ad az er6sebb jatékosok elleni gyozelemnek, mint a gyengébbekkel
szembeni vereségeknek, mert a

egyenletben véltozatlan r,; = Z:;L:I r;; mellett X; szdmdra kedvezd az r;;
eredmények olyan &dtcsoportositdsa, amely a nagyobb v; értékelésti (jobb)
ellenfelekkel szemben javitja a Osszehasonlitdsok kimenetelét. A dudl fair

bets-nél a megfelel6 egyenlet

vagyis allandé ry = Z?Zl r;; mellett X;-nek az r;; eredmények olyan at-
csoportositasa kedvez, amely az erésebb, nagyobb v; értékelésii ellenfelekkel
szemben rontja a Osszehasonlitasok kimenetelét. Ilyen értelemben a fair bets
modszer egyfajta szubjektiv értékitéletet hordoz, melynek haszndlata elég
nehezen indokolhato, legfeljebb azzal érvelhetiink, hogy ezédltal — példaul a
sportban — nagyobb az Osztonzés a ,,meglep6”, a papirformat borité ered-
mények elérésére. Ezzel szemben a dudl fair bets a kiszamithatdsagot, jo
elorejelezhetoséget dijazza.

A dominancia, kvézi teljesség és szétvdlaszthatésag megkovetelésével a
fair bets és a dudl fair bets (valamint az invaridns és a dudl invaridns)
modszerek egyértelmiien kiterjeszthetOk az Gsszes rangsoroldsi problémara.
A 3.3. tétel bizonyitasdbol latszik, de intuitiv alapon is varhatd, hogy a
vereségekre valé negativ reakcio kozponti szerepet jatszik a karakterizacioban.
Anal6g médon definidlhaté a gyézelmekre valé pozitiv reakcid.

3.4. Tétel. =¥b gz egyetlen >=: R — Py domindns, kvdzi teljes, szétvdlaszt-
hatd, névtelen, kvdzi egyenletesség 0rzd és a gydzelmekre pozitivan reagdlo
rangsoroldsi mddszer (Slutzki és Volij, 2005).

Tehat a masik 6t tulajdonsag megkovetelése esetén mar nem irhaté el
egyszerre mindkettd, a vereségekre torténo negativ és a gyozelmekre torténo
pozitiv reakcié teljesiilése kizarja egymast, kivéve a trivialis kétszereplos ese-
tet, ahol a fair bets és dudlja azonos.

3.3 A PageRank moédszer

A Google keresémotor alapjat jelenté PageRank algoritmus (Brin és Page,
1998) a péros Osszehasonlitdson alapuld rangsorolds irodalméban is egyre
népszertibb: el6bbire a GoogleScholar keres6 szerint tobb mint 10 ezer, utob-
bira pedig tobb mint 5 ezer hivatkozas van.
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A PageRank mddszer irdnyitott (multi)gréfokon torténé interpreticidja
igen szemléletes. Az algoritmus egy &tlagos felhasznalé viselkedését mo-
dellezi: kezdetben minden csics azonos fontossagi, majd a szorfolé a mas
csicsokba mutaté irdnyitott élek mentén véletlenszeriien kattint a weblapon
talalhaté linkekre. Ugyanakkor, elére megadott d € [0, 1] valdsziniiséggel, az
is megtorténhet, hogy a linkek mellézésével azonos valdsziniiséggel valaszt
egy uj oldalt.

Legyen az iranyitott graf csidcsainak halmaza N, G C N x N pedig
egy ezen értelmezett irreflexiv bindris relicié. A G gréaf legaldbb gyengén
Osszefiiggo, vagyis a neki megfelel6 iranyitatlan graf 6sszefliggs. Jeldlje P; =
{X; € N: (X;,X;) € G} az X; csucs elédeinek halmazéit, p; = |P;| ezek
szdmdt. Hasonldan, legyen S; = {X; € N : (X;,X;) € G} az X, csucs
kévetSinek halmaza, mig s; = |S;| ezek szama.

Formalisan a

n

d wi;
P=240-0S “ip minden X; € N-
- +( )J; 5 minden re

egyenletrendszer megoldasat keressiik, ahol n = |N| az irdnyitott graf csu-
csainak szama, wj; a X; csticsbdl X;-be mutaté él silya. Alapesetben nincs
sz6 sulyozasrol, két cstics kozott legfeljebb egy irdnyitott él lehet, azaz w;; €
{0,1}. Ugyanakkor ennek bevezetése semmilyen nehézséget sem okoz, gy
kell tekinteni, mintha a két érintett csics kozott tobb él lenne. Bizonyos
alkalmazédsokban a kimeno élekkel nem rendelkez6 cstiicsokbdl véletlenszeriien
valasztva egy masikba kertiliink, az egyenlet jobb oldalan még szerepel egy
tovabbi (1 —d) >, 6(5;)P; tag, ahol 6(S;) = 1 & S; = 0és 6(5;) =0
egyébként (Radicchi, 2011).

A PageRank mddszer konnyen visszavezethetd az (N,R) rangsoroldsi
problémara, egyediil arra kell figyelni, hogy ennek definicidjaban az (X;, X;)
irdnyitott él 1étezése X;-nek kedvezdtlen, mig X ;-nek kedvezd, azaz r;; = wj;
és Tj; = Ww;j .

Ha eltekintiink az exogén paramétertdl, azaz d = 0, akkor a PageRank
pontosan megegyezik az invaridns moédszerrel. d > 0 esetén egyrészt nincs
sziikség a sulyok normalizdlasara, méasrészt a megoldés reducibilis R matrixok
esetén is létezni fog.

Erdemes megjegyezni, hogy més pontozési eljarasoknak is létezik a Page-
Rank-hez hasonld, bar els6 ranézésre talan kevésbé vonzé grafinterpretacidja,
példaként emlithetd az dltaldnositott sordsszeg (bizonyos esetekben) (Shamis,
1994), vagy a legkisebb négyzetek mddszere (Csatd, 2013b). Utébbinal nem
torédiink az élek irdnyitasdval, azok csak a csicsok kezdeti pontszamaban
jatszanak szerepet, a PageRank-nél viszont éppen forditva, a kezdeti érté-
kelések lesznek azonosak, és az iterdcié soran vessziik figyelembe a péaros
Osszehasonlitasok kimenetelét.
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3.4 Iranyitott grafok csiicsainak rangsorolasa

Most két olyan eljarast mutatunk be, melyeket a silyozatlan irdnyitott grafok
G osztdlyan definidltak. A jatékelméleti irodalom jeldléseivel Gsszhangban —
a PageRank mddszer értelmezésével szemben — ezittal az (X;, X;) irdnyitott
él 1étezése az X; csicsnak lesz kedvezd, és a X;-nek kedvezdtlen, igy az R
paros Osszehasonlitasi matrix a G irdnyitott graf szomszédsagi matrixa lesz.
A jelolések egyszertisitése érdekében kizdrdlag az elébbit hasznaljuk. Ennek
megfeleléen R € G akkor és csak akkor, ha 7;; € {0,1} minden X;, X; € N-
re. Hasonléképp, Gy az irreducilis, G; pedig az egyetlen legerésebb ligaval
rendelkez6 sulyozatlan iranyitott grafok osztélya.

3.4.1 Internal slackening

Slikker et al. (2012) a gréf csicsainak rangsoroldsira egy iterativ eljérdscsa-
ladot javasol, a A* pontozdsi mddszer egy a € (0,00) paraméter fiiggvénye.
Kezdetben minden csucs stlya azonos, majd azok aktudlis pontszama szét-
osztésra keriil az Gsszes, 1 sillyal szerepld elédje (ahonnan irdnyitott él megy
az adott csticsba), és az « sillyal szereplé énmaga kozott.

Legyen 3%° = (1/n)e, ahol e € IR" és ¢; = 1 minden X; € N-re, igy az
iterativ formula:

o, t—1 . o, t—1 .
BYHR); = Z p +(§)J + aﬂ o +((]j)z minden X; € N-re.

3.5. Definicié. A \* : G — IR"™ internal slackening pontozasi eljards ennek
a sorozatnak a hatarértéke, vagyis A*(R) = lim; ., 3%*(R)).

a =1 esetén ez a A pontozasi eljardssal egyezik meg (Borm et al., 2002).
Tehat A\* a kovetkez6 egyenletrendszer megolddsaként kaphaté a ),y Af =
1 normalizalas mellett:

A*R); A(R);
AY(R); = Z (R); + a (R): minden X; € N, R € G-re.
jes; Pite  pita

A feladatnak nem minden irdanyitott graf esetén létezik egyértelmii megolddsa,
ez csak akkor biztositott, ha R € Gy, a paros Osszehasonlitasi matrix irre-
ducibilis. Ugyanakkor konny kiterjeszteni az egyetlen legerésebb ligaval ren-
delkez6 Gy osztalyra; a gyengébb ligak szerepldi automatikusan nulla értékelést
kapnak (Slikker et al., 2012). A mddszer szamitdsit segiti a kévetkezd
eredmény.

3.5. Tétel (Slikker et al., 2012). Legyen R € Gy és a € (0,00). FEkkor

a 1 2(pi + )
MR o (A “‘”m)w

3.2. Kovetkezmény. Ha M\'(R); > M(R); ésp; = p; az X;,X; € N
alternativikra valamilyen R € Gy pdros dsszehasonlitasi mdtriz esetén, akkor
A¥(R); > A*(R); tetszdleges o € (0,00)-re.
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A 3.5. tétel révén lehetévé vélik az eljaras kiterjesztése az a = 0 és a —
oo hatédresetekre, vagyis a \° : G; — IR" és A\>® : G; — IR™ médszerek
bevezetése, ahol:

M(R); = ‘pitl —  minden X; € N, R € G;-re;

5 )\1(];’;1 S minden X; € N, R € R;-re.
jEN Jpj+1

Ha az R szomszédségi métrix irreducibilis (azaz a hozzd tartozé G iré-
nyitott graf erésen Gsszefiiggd), akkor az internal slackening mdédszer szoros
kapcsolatban all az invaridns és fair bets eljarasokkal.

3.6. Tétel. Legyen R € Gy. Ekkor \°(R) = I(R) és A>*(R) = F(R)
(Slikker et al., 2012).

A 3.2. kovetkezménybdl és a 3.6. tételbél adédik az aldbbi eredmény.

3.3. Kovetkezmény. Ha \'(R); > M(R); ésp; = p; az X;,X; € N
alternativikra valamilyen R € Gy pdros dsszehasonlitdsi mdtrix esetén, akkor
I(R), > I(R); és F(R); > F(R);.

A graf interpretacié segitségével az internal slackening médszer kiterjeszt-
hetd a teljes G osztélyra, ahol t6bb legerésebb liga (multiple top cycles) is
létezhet (Slikker et al., 2012). Ezéltal kikiiszobolhetd a fair bets (és az in-
varidns) mddszerek egyik jelentés hatrdnya, a nem Osszehasonlithaté ligdk
megjelenése.

A fair bets és invaridns médszerekhez hasonléan itt is felmeriilhet a kérdés,
miért az adott alternativat legy6z6k kozott osztjuk szét a pontszaméat. Analég
modon bevezetheté a 6AY : G — IR™ dudl internal slackening moddszer,
SAY(R) = A\*(RT), ami a kovetkezd egyenletrendszer megoldasaként kaphaté
a Y ien Ay = 1 normalizalas mellett:

AL

S$;+a Sj +«a

X< (R); =

SAY(R) = minden i € N, R € G-re,
JEP;

hiszen az el6dok és kovetdk szerepe felcserélodik.
Ezuattal is kimondhaté egy, a 3.5. tételhez hasonlé allitas, amivel tetszo-

leges a-ra kiszamithaté a dudl internal slackening maédszer értékelévektora.
3.7. Tétel. Legyen G € Ry és a € (0,00). Ekkor

0+a) (s +1)

Itt szintén a kisebb értéke kedvezdbb. A 3.6. tétel szerint SA°(R) =
DI(R) és 6A>*(R) = DF(R), ezcken kiviil a dudl lambda eljarassal fogunk
foglalkozni (o = 1).

Az invaridns és fair bets mdédszerek analdégidjara az internal slackening
modszer szintén kiterjesztheté a silyozott irdnyitott grafok R osztalyara,
béar ennck lehet6ségét Slikker et al. (2012) nem emliti.

5A*(R) o <6>\,}(R)M>i N
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3.4.2 Pozicids er6

Az internal slackening mddszer R-re kiterjesztett valtozata ugyan lehetévé
teszi a legerdsebb ligdk értékelését, a gyengébb ligakon beliil azonban tovabbra
sem ad rangsort. Erre kindl egy megoldést a pozicids erd (positional power)
(Herings et al., 2005), ami egyszerre veszi figyelembe az irdnyitott graf lokalis
és globdlis strukturdjat: amennyiben az X; csics domindlja j-t, a rogzitett
¢ értékelés mellett az utébbi erejének 1/a hdnyadat is megkapja. Egy kivé-
lasztott cstcs ereje az alabbi képlettel szamithatd:

1
x J; (c—l— axJ) minden re

Az eddig targyalt médszerekkel ellentétben ez nem egy homogén egyenlet-
rendszer, nincs sziikkség normalizalasra. JelOlje s a kovetok, az egyes csticsok-
bol kiindul6 élek szamanak vektorat, ami a C matrix féatlojaban szereplo
elemekbdl képzett vektorral azonos. Ekkor a megoldandé feladat

(E-(1/a)R)x=cs,

ahol E € IR"*" e;; = 1 minden X; € N-re. Az egyenletrendszernek mindig
létezik egyértelml megoldésa, ha a > n—1, igy ¢ = 1 mellett a = n valasztésa
maximalizdlja a globélis struktira, a kévetOk értékelésének hatdsét (a — oo
esetén a megoldds s-hez konvergdl, igy csak a kovetSk szdma szamit) (Herings
et al., 2005).

3.6. Definicié. Az x : G — IR™ pozicids erd az
#(R)=(I—(1/n)R)'s

egyenletrendszer x(R) megoldésa.

Tehat a pozicids eré minden stlyozatlan iranyitott grafra egyértelmi.
A bx : G — IR™ pozicids gyengeség (positional weakness) az irdnyitott
graf Osszes élének megforditasaval kapott grafra kiszamitott pozicids erdvel
egyezik meg: 6x(R) = p(RT"), ahol ismét a kisebb érték lesz kedvezSbb (Her-
ings et al., 2005). Ez a kordbbiakhoz hasonléan tekintheté a dudl pozicids
erének. A kettd kiilonbsége az z°P : R — IR™ Copeland pozicids erd, azaz
29?(R) = 2(R) — éz(R).

A pozicids erd kiterjeszthet6 olyan sulyozott irdanyitott grafokra, melyek-
ben t6bbszords hurokélek is eléfordulhatnak (Herings et al., 2005). Utébbiak
megengedése egy Uj iranyt jelentene a paros 6sszehasonlitasokon alapulé rang-
sorolasban, azonban a cikkben is csak emlités szintjén szerepel, ezért mi sem
targyaljuk.

3.5 Példa

Egy példan keresztiil illusztréljuk a bemutatott modszereket.
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3.1. Példa (Slutzki és Volij, 2005; Slikker et al., 2012). Legyen N =
{X17X27X3)X4} éS

R, =

_— o O O
OO O
OO ==
O = = O

A rangsorolési probléma a 2. dbrdn lathato.

2. dbra. A 3.1. példa rangsoroldsi probléméja

Az s pontszam mddszer alapjin az alternativék rangsora (X7 ~ Xo) >~
(X3 ~ X4), mert az els6 kett 2-2, a tobbi pedig 1-1 gyézelemmel rendelkezik.
A fair bets értékeldvektor F(Ry)" = (v1,v2,v3,v4) = (4, 3, 1, 2)/10, tehat
a rangsor X7 > Xo = Xy > X3. A transzpondlt probléma ZJEN TV =
ZJEN r;ivj, VX; € N egyenletrendszerének megolddsa v’ = (v, v2,v3,v4) =
(2,1,3,4)/10, vagyis a dudl fair bets rangsor Xo > X7 > X3 > X4. Az
eltérés oka a kiillonb6z6 megkozelités: a fair bets nagyobb silyt ad az er6sebb
ellenfelek felett aratott gydzelmeknek, mint a gyengébb ellenfelekkel szem-
beni vereségeknek, mig a dudl fair bets éppen ennek forditottjat irja eld.
A példdban a fair bets rangsor X3-mal szemben X;-nek kedvez, mert az X
(er8s jatékos) felett aratott gydzelem értékesebb, mint az X5 (gyenge jatékos)
elleni vereség, mig az X3-mal szembeni vereség kevésbé silyos, mint az Xo-t0l
elszenvedett. Hasonldéan vezethetd le az X; = X, reldcié. A dudl fair bets
modszer éppen ennek az ellenkezOjét csindlja, ott az azonos pontszammal
rendelkez6 objektumok viszonya az ellenkez6 irdanyba ddl el.

Az invaridns médszerrel kapott értékelévektor I(Ry)T = (4, 3, 2, 4)/13,
vagyis a rangsor (X7 ~ X4) = Xz = X3. Ez még jobban felértékeli azt
az X4 objektumot, amelynek sikeriilt legy6znie Xi-et. Példaul folyoiratok
rangsorolasanal gondolhatjuk azt, hogy Xy-re azért nem hivatkozik Xo és
X3, mert el6bbi annyival magasabban &ll a képzeletbeli mércén, miutdn a
mindkettejiitknél jobb X; ujsdgban szerepel egy referencia Xy-re. Ugyanez
a dudl invaridns eljardsndl DI(R1) = (4, 2, 3, 4)/13, tehat a sorrend X5 >
X3 = (X1 ~ Xy). Itt X5 is megel6zi Xi-et annak eredményeként, hogy az
utébbi vereséget szenvedett a gyengének szamité X4 objektumtdl: bizonyos
alkalmazédsokban célszert lehet a dudl fair betsnél jobban biintetni az ilyen
teljesitményt.

Az internal slackening pontozasi eljaras két extremalis pontja a 3.6. tétel
értelmében a fair bets és az invaridns mddszer. a = 1 esetén a A modszer
(Borm et al., 2002) értékelévektora A\1(Rq) = (8, 6, 3, 6)/23, azaz a rangsor
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X1 > (X2 ~ Xy) = X5. A dudl A médszer eredménye (6, 3, 6, 8)/23, vagyis
a sorrend Xo > (X7 ~ X3) = X4. Mindkettd indokolhaténak tiinik. A
fair bets-szel szemben a lambda mddszernél elébbre keriilt az X, objektum,
azonban még nem ért el az invarians médszerhez hasonlé kiemelkedd poziciét.
Ugyanigy, a dudlis eljaras jobban biinteti X;-et, mint a dudl fair bets, de nem
annyira, mint a dudl invaridns. Ez lathaté a tobbi, a 3.5. tétel segitségével
szamithaté a értékre is:

242« 242« 44+ 2 44+ 2
N(Ry) o (82522 g 2h20 A2 g i day
(Ry) o 2+ 2« 2+ 2« 3+ 3« 34 3a
4+ 2 44+ 2
=1(8,6,3-—,6-2- )
( 34+ 3a 34 3a

Ebbdl mar konnyen meghatarozhatok a kiilonboz6é a értékek melletti rang-

sorok:
(X1 NX4) = Xo = X3, haa=0

oA X1 =Xy = Xo - X3, hal0<a<1
—Ry X1 - (Xo~Xy) X3, haa=1
Xq = Xo = Xy > Xs, hal<a.
Hasonléan, a 3.7. tétel révén tetszoleges a értékre megadhatd a dudl internal
slackening mddszer eredménye:
44 2a 44 2a 24 2« 242«
3432’7 3432 2+2a7 2+2a)
:( '4—|—2a '4+2a 6 8)
3+3a’ 3+3a" 7/’
amibdl a kiilonb6z6 a értékek melletti rangsorok:

X2>-X3>-(X1NX4), haa=0
N Xo = X3 = X7 = Xy, hal0<a<1
—Ra Xo = (X1~ X3) =Xy, haa=1

Xo = X1 > X3~ Xy, hal<a.

SN o (6

Végezetiil szamoljuk ki a csicsok pozicids erejét és gyengeségét, valamint
a Copeland poziciés er6t. Ezuttal csak a rangsorokat kozoljiik, melyek a
fenti sorrendben a kovetkezdk: X; = Xo = X4 = X3, Xo = Xy = X3 > X4,
valamint Xo >~ X; = X, = Xj3. Utobbi értékelovektoraval kapcsolatban
érdemes megjegyezni, hogy — amint azt Herings et al. (2005) bizonyitja —
a Copeland poziciés erdk osszege nulla, rdaddsul a példdban z¢P(Ry)s =
—2°P(Ry);1 és 2°P(Ry)3 = —2°P(Ry)3, ami egyfajta szimmetrikus viszonyra
utalhat. A pozicids erd a fair betshez, a pozicids gyengeség a duél fair betshez
hasonléan értelmezhets. A kettd eredéjeként alakul ki a Copeland pozicids
er6, némileg furcsa végeredménnyel. Mikozben Xs jobbnak bizonyul X;-nél
a kiegyenstlyozottabb teljesitmény okan, ugyanez a mezény aljan, X3 és X4
viszonydban éppen ellenkez6 kovetkezményekkel jar. Ez a megkozelités a
sportban vonzoénak tiinhet: a jé jatékosokat akkor dijazzuk, ha nem szenved-
nek el varatlan vereségeket, mig a gyengébbeket inkabb akkor, amikor sikertil
meglepetést okozniuk. A vizsgdlt példdbdl kapott intuitiv benyomas elméleti
alatamasztasa természetesen még tovabbi kutatdst igényel.
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3.6 A bemutatott moédszerek néhany problémaja

Ahogy azt a 3.1. példa mutatja, a rangsoroldsi médszerek kivélasztdsdban
célszeri lehet az axiomatikus megkozelités alkalmazasa, intuitiv alapon nehéz
kivélasztani a megfeleld eljardst. Az el6zéekben bemutattuk az invaridns és
a fair bets modszerek karakterizaciéit, azonban az ehhez sziikséges tulaj-
donsdgok — a monotonitdssal, megfordithatésaggal, vagy az Onkonzisztens
monotonitassal szemben —, valészinileg éppen az axiomatizacio céljabdl let-
tek kitalalva.®

Ennek megfelelden az alfejezetben a 2.3.4. és a 2.3.5. szakaszokban targyalt
tulajdonsagokkal foglalkozunk, melyek alapjan barmelyik bemutatott madd-
szer kritizalhatd. A lista messze nem teljes, a téma irdnt érdeklédo olvaséknak
ajanljuk a Chebotarev és Shamis (1998) és a Gonzédlez-Diaz et al. (2014)
cikkeket.? A targyalas szinte kizdrélag a negativ eredményekre fokuszal, ami-
nek alapvetden két oka van. Egyrészt szeretnénk felhivni a figyelmet a maod-
szer korlataira. Masrészt ugy véljiik, a nem teljesen kitoltott esetre ismert
karakterizacidos eredmények korlatozott szama miatt célszertiibb a médszerek
hibai alapjan valasztani: amennyiben ezek mindegyikérol sikeriil kimutatni,
hogy a konkrét alkalmazasban nem okoznak problémét, hasznalatuk megala-
pozottnak tekintheto.

3.6.1 Manipulacio

3.1. Allitas Az invaridns médszer nem monoton (Kéczy és Strobel, 2009).
Bizonyitds. Ellenpéldat adunk.

3.2. Példa. Legyen N = {X1, X3, X3, X4}, illetve

Aq I
R, = és R, =

=)
O = O =

1
0
0
1

=)
O = O =
—_ o o
OO NN W

OO N

Az invaridns értékelévektor I(Rq) = (30, 24, 22, 21)/97, igy a rangsor
X1 = Xo = X3 = X4, majd a X, alternativa két Gjabb vereséget szenved
el X; ellen. Amennyiben az eljards nem manipuldlhatd, az els6é és utolsé
helyezetteknek nem szabad véltoznia. De I(RY) = (54, 32,34, 35)/155, tehat
X, = X4 = X3 = X5, az X4 objektum a mésodik helyre ugrott elére. A
probléma oka, hogy az X elleni vereségek szamanak novekedése az aranyossag
megtartasa miatt csokkenti a tobbi értékét, a leger6sebb X7 objektum helyze-
tének tovabbi javulasa pedig ,,magaval hizza” X4-et. S6t, X4-nek nem csak

8Slutzki és Volij (2005) a tanulmény bevezetésében megemliti, hogy a fair bets médszer
karakteriziciéjdban érdemes lenne a monotonitds Rubinstein (1980)-féle, természetes ko-
vetelményt jelent valtozatat haszndlni, ez azonban a szerz8k bevalldsa szerint nem segit
a reprezentacids tétel megfogalmazasiban, ehelyett a némileg kétségesebb a nemnegativ
reakcié a vereségekre tulajdonsdgot véalasztjak.

9Terveim szerint késziilé doktori értekezésemben is részletesen ki fogok térni erre a
témaéra.
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a relativ értékelése javul, hanem az abszolit is, mivel 21/97 < 35/155. En-
nek akkor lehet jelent6sége, ha az értékeléseket nem rangsoroldsra hasznéljuk,
hanem valamilyen sziikos er6forras elosztasarol szolé dontésnél. |

3.3. Példa. Létezik ennél kisebb méretii ellenpélda is. Legyen N =
{XI,XQ,XP,}, illetve

01 2 01 2
Rs=|10 3| ¢é RL=|2 0 3
110 110

Az invaridns értékelvektor I(R3) = (14, 16, 15)/45, igy a rangsor Xo >
X3 = X1, majd az X; alternativa egy ujabb vereséget szenved el X, ellen.
Amennyiben az eljards nem manipuldlhatd, az els6 és utolsé helyezetteknek
nem szabad véltoznia. Ehhez képest I(R%) = (21, 26, 20)/67, tehat X5 >
X1 = X3, az X7 objektum, rosszabb teljesitménye ellenére, a masodik helyre
ugrott elére. A probléma oka hasonld a kordbbihoz, és 14/45 < 21/67 kovet-
keztében ismét javul X; abszolit értékelése is.

3.4. Kovetkezmény. A PageRank mddszer nem monoton.

Tehdt Slutzki és Volij (2006) ajénldsat érdemes dvatosan kezelni, ersen
megfontolandé az invaridns (PageRank) médszer tudomédnymetriai alkalma-
zésa. Kz bizonyos sportagakndl is gondot okozhat, példaul egy tenisz O6rok-
ranglista esetén megtorténhet az a furcsasig, hogy valaki jobban jart volna,
ha t&bb vereséget gytijt Gssze egy kiemelkedd jatékos ellen (Radicchi, 2011).

Az invaridns médszer nem monotonitasira — véletlen generalt matrixokkal
— konnyti ellenpéldat talalni, a fair bets eljardsra és a két dualra azonban nem
sikeriilt ilyet adnunk.

1. Sejtés. A dudl invaridans, fair bets és dudl fair bets mddszerek mindegyike
monoton.

A monotonitds meglehetésen szoros Osszefliggésben van a nemnegativ re-
agdlds a gydzelemre (nonnegative responsiveness to the beating relation) tu-
lajdonsaggal, amit a fair bets eljaras teljesit, ez is aldtamaszthatja a fenti
sejtést (Gonzdlez-Diaz et al., 2014).

3.2. Allitas. A lambda mddszer nem monoton.

Bizonyitds. Bemutatunk egy minimélis méretl, nem tdl nagy értékeket
tartalmazo ellenpéldét.

3.4. Példa. Legyen N = {X;, X5, X3}, illetve
0 2 1 0 2 1
Ri=|1 0 1 és Ry=12 0 1
2 10 2 1 0

A lambda médszer értékelévektora A'(Ry) = (20,16,21)/57, igy a rangsor
X3 = X5 > Xi, majd az X; alternativa egy ujabb vereséget szenved el
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X5 ellen. Amennyiben az eljards nem manipuldlhatd, a masodik és harmadik
helyezetteknek nem szabad véltoznia. Ehhez képest A (R)) = (25,24, 24)/73,
tehdt X7 = (X2 ~ X3), az X3 objektum lett a gyéztes: X; gyengébb tel-
jesitményének hatasara Xo helyzete javul, ami negativan hat X3 értékelésére.
Itt azonban X; abszolit silya csokken, mert 20/57 > 25/73, bar ennek
mértéke nyilvanvaléan kisebb, mint X3-¢é. a

3.5. Példa. A 3.4. példa alapjan az a gyanink tamadhat, hogy a lambda
médszer alkalmazasakor a monotonitds 77; > r;; feltétele dltal (elvileg) ne-
gativan érintett X; objektum abszolit értékelése mindig csékken (szemben
az invaridns eljardssal, ldsd a 3.2. és a 3.3. példdkat), ez azonban nem igaz.
Legyen N = { X1, X5, X3}, illetve

03 1 03 1
R:=|10 3| é R,=[20 3
410 410

Itt 2 = (7‘5)’12 > (7‘5)12 =1, de )\1(R4) = (78,80,85)/243 és )\1(R5) =
(91,100,90)/281, azaz X3 >)1;{15 X1 és Xy >)1‘{, X3, valamint 78/243 < 91/281.
A 3.2. allitas bizonyitdsaban ezt a példat i; megadhattuk volna, de az ott
szerepl6 egyszeriibb, kisebb szamokat tartalmaz.

A 3.6. tétel szerint szoros kapcsolat all fenn az invaridns, lambda és
fair bets mddszerek kozott, ezért az 1. sejtés tikrében, érdemes megnézni
az eddig vizsgalt példdkat internal slackening eljérds minden a € (0, 00)
paraméterértékére.

3.1. Megjegyzés. Az Ry és Ry matrixok mellett A\*(R3) = (7, 8, 6)/21 és
AL(RY) = (28, 39, 24) /91, vagyis p(R3)"T = (2,2, 5) és p(R3)" = (3, 2, 5)
kovetkeztében

4+ 2 4+ 2 10 + 2«
AR (7- 8- L6 )

(Ro) oc (7 32500 8 3730 0 76

& 6+2 442 10 42
oo 05 . Q ' Q ' a)-

A (RQ)O‘(S 1740 ) 330 6+ 6a

Az eljaras akkor nem erésen monoton, ha X; jf‘{; Xs, de X4 tf‘{; Xo,
vagy X1 jf‘{; X3, de X4 tf‘{; X3, vagy Xo tf{; X3, de X5 j{{; X3. Itt
7(44+2a)/(34+3a) < 8(442a)/(3+3a) minden a > 0 esetén teljesiil a 3.2. ésa
3.3. kovetkezmények alapjdn, mig a 28(642a)/(4+4a) > 39(442a)/(3+3a)
feltétel a > 0 mellett lehetetlen. Ugyanakkor 7(4 + 2a)/(3 + 3a) < 6(10 4+
2a)/(6 4+ 6a), ha a < 1/4, és 28(6 4+ 2a)/(4 + 4a) > 24(10 + 2a)/(6 +
6a) tetszbleges a > O-ra, kovetkezésképp o < 1/4 fennéllasakor (példdul az
invaridns médszernél) a A* pontozési eljards manipuldlhaté. Végiil 8(4 +
2a)/(34+3a) > 6(10+2a)/(6+6¢), amennyiben a > 1/5, de 39(4+2a)/(3+
3a) < 24(10 + 2ar) /(6 + 6) semmilyen o > 0 mellett sem teljestil.

A fentiek alapjan nyitott kérdés, hogy az internal slackening mddszer
pontosan milyen « értékek mellett nem monoton: o = 0 (invaridns) és o =1
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(lambda) mellett a 3.1. és a 3.2. allitdsok szerint biztosan nem az, utébbi
viszont valészintileg nem éles korlat. Az 1. sejtés alapjan a fair bets médszer,
az o — 0o eset mar monoton.

Az 1. sejtés alapjdn logikusnak tiinik, hogy a dudl fair bets és duél in-
varidns modszerek , kozott” (ldsd a 3.7. tételt) elhelyezkedd dudl lambda
modszer is mentes a manipulaciétdl; itt sem sikeriilt ellenpéldat taldlnunk.
2. Sejtés. A dudl lambda mddszer monoton.

Az 1. és a 2. sejtések alapjan megfogalmazhaté egy tjabb megérzés.

3. Sejtés. A dudl internal slackening mddszer tetszdleges o > 0 esetén
monoton.

Az internal slackening médszert Slikker et al. (2012) kizardlag silyozatlan
irdnyitott grafok esetén targyalja, ezért érdemes megvizsgdlni, az Ry-nél
sziikebb G halmazon taldlunk-e ellenpéldat.

3.3. Allitas. A lambda mddszer az erésen osszefliggd, sulyozatlan irdnyitott
grafok Gn osztdlydn sem monoton.

Bizonyitds. n = 3-ra nem taldltunk ellenpéldat.

in | iXQ

(a) Az (N, Rg) rangsoroldsi probléma (b) Az (N, R%) rangsoroldsi probléma

3. dbra. A 3.6. példa rangsoroldsi problémai

3.6. Példa. Legyen N = {X1, X3, X3, X4}, illetve

01 1 0 01 10
oo 10 oo 1010
Re=10 00 1] @ Be=|¢9 0 0 1

1010 1010

A két rangsoroldsi probléma a 3. dbrdn lathaté. A lambda mddszer értéke-

16vektora A'(Rg) = (2,1,2,3)/8, {gy a rangsor X4 = (X7 ~ X3) = Xa, majd

X vereséggel zar Xo-vel szemben. Amennyiben az eljards nem manipuldl-

hat6, X; nem el6zheti meg Xs-at. Ehhez képest \'(Rg) = (3,3,2,3)/11,

tehdt (X7 ~ X ~ X4) > X3, az X3 objektum (holtversenyben) gydztes lett.

Réaddsul X7 abszolit stlya is emelkedik, mert 1/4 < 3/11. O
Mar csak a pozicids er6 monotonitasanak vizsgalata maradt hétra.

3.4. Allités. A poziciés erd nem monoton.

Bizonyitds. n = 3-ra nem taldltunk ellenpéldat.
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in | iXQ

(a) Az (N, Ry7) rangsoroldsi probléma (b) Az (N, R'7) rangsoroldsi probléma

4. dbra. A 3.7. példa rangsorolasi problémaéi

3.7. Példa. Legyen N = {X;, X5, X3, X4}, illetve

4 /
R7 = és ;=

—_o oo
coor
— o~ o
O OR
— o~ o
coor
— o~ o
O OR

A két rangsoroldsi probléma a 4. dbrdn lathaté. A pozicids eré értékelévektora
x(Ry) = (708, 324, 404, 724)/223 (ez a vektor nem 1-re normalizilt), igy a
rangsor X, = X7 = X3 = X5, majd az X alternativa vereséggel zar X5 ellen.
Amennyiben az eljards nem manipuldlhat6, X; nem léphet elérébb a rangsor-
ban. Ugyanakkor z(R%) = (48, 44, 24, 44)/13, azaz X7 > (X3 ~ X4) > X3,
az X7 objektum lett a gyoOztes. X7 gyengébb teljesitményének hatasara Xo
helyzete sokat javul, ez pedig negativan hat X, értékelésére.

Ez a rangsor elég furcsanak tiinik, mert az X3 — X, irdnyitott él be-
hizaséval egy olyan problémat kapunk, ahol az objektumok helyzete telje-
sen szimmetrikus. Valéban, ekkor p(RY) = (4, 4, 4, 4), ami azt sugallja,
hogy R/-ben Xo-nek kellene elsének, X3-nak pedig utolsénak lennie. A po-
ziciés gyengeségek dx(RY) = (44, 24, 44, 48)/13 és 6z(RY) = (4, 4, 4, 4), igy
29P(R%) = (4, 20, —20, —4)/13 és x°P(RY) = (0, 0, 0, 0). Teh4t intuiciénk-
kal a Copeland pozicids eré van 6sszhangban. |

A masik két kapcsol6do eljaras manipulalhatésagat nem tudtuk bizonyi-
tani.

4. Sejtés. A pozicids gyengeség és Copeland pozicios erd mddszerek mono-
tonok.

Osszességében Ugy tiinik, a monotonitds miatt az invaridns (PageRank)
modszer helyett célszeriibb a fair bets eljaras, vagy a dualok haszndlata.
Amennyiben mégis az elébbi mellett dontiink, célszert kitérni arra, miként
lehet elkeriilni az ebbdl fakadd problémékat.

3.6.2 Megfordithatosag

3.5. Allitas. Az invaridns (PageRank), fair bets, A, internal slackening és
pozicios erd modszerek nem megfordithatok.
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Bizonyitds. A 3.1. példdban szerepld irdnyitott grafon egyik eljards sem
teljesiti a megfordithatésag 2.1. kovetkezményben megkovetelt feltételét, mi-
szerint a pontozasi eljards dudlja azonos rangsort eredményez. A fair bets
moédszerre ezt méar Gonzédlez-Diaz et al. (2014, Example 4.4) is belatta. O

Ebbdl a 2.2. allitas alapjan adodik a kévetkezd eredmény.

3.5. Kovetkezmény. A dudl invarians, dudl fair bets, dudl A\, dudl in-
ternal slackening és pozicids gyengeség (dudl pozicids erd) mddszerek nem
megfordithatok.

3.6. Allitds. A Copeland pozicios erd megfordithato.

Bizonyitds. A médszer definiciéjabél adédik: z°P(R); > xz¢P(R); <
JJ(R)L - (S.IJ(R)L > .IJ(R)J - (S.IJ(R)J 4 JJ(RT),L' - (S.IJ(RT)L < .IJ(RT)j -
(513(RT)J‘ =4 .IJCP(RT),' < .IJCP(RT)J‘. ]

A fair bets médszer alkalmazdsa elleni egyik legjelentésebb érv a megfor-
dithat6sag hidnya Gonzalez-Diaz et al. (2014). A Copeland pozicids eréhéz
hasonlé otlettel ez kdnnyedén kikiiszobolhetének tiinik: elég lenne bevezetni
a fair bets és a dudl fair bets értékelévektorok kiillonbségét.

3.6.3 Onkonzisztens monotonitds

Alaposabban tanulméanyozva a 3.1. példdban kapott rangsorokat, feltiing,
hogy mindegyikben fennall az X, > X3 Osszefiiggés. Ez nem tekinthetd
puszta véletlennek, nehéz lenne a forditott sorrend mellett érvelni. Ugyanis
mindkét objektum vereséget szenvedett X;-t0l, viszont legydzte Xy-et, ilyen
tekintetben tokéletesen azonos teljesitményt mutatva. Ellenben X5 jobbnak
bizonyult X3-ndl, igy logikusnak tiinik szigortian elérébb rangsorolni. Tobbek
kozott ez is egy, az Onkonzisztens monotonitas altal eléirt kévetelmény egy
pontozasi eljaras altal adott sorrendre vonatkozoéan.

Eszerint a targyalt modszerek bizonyos esetekben teljesitik az énkonzisz-
tens monotonitést. Altaldnosan azonban nem ez a helyzet.

3.8. Tétel. Az invaridns, dudl invaridns, fair bets, dudl fair bets, lambda,
dudl lambda, internal slackening, dudl internal slackening, pozicids erd, po-
zicios gyengeség és Copeland pozicids erd mddszerek nem onkonzisztens mo-
notonok (Chebotarev és Shamis, 1999).

Bizonyitds. A tételben szereplé mindegyik médszer gyézelem-vereség
kombindlé pontozasi eljaras, igy nem teljesithetik az onkonzisztens mono-
tonitdst (Chebotarev és Shamis, 1999, Theorem 8). A 2.2. példdban az
(X, X,) irdnyitott élt r;; = 1 reprezentdlhatja, a paros Osszehasonlitdsi
métrix t6bbi eleme pedig 0. Ekkor az invaridns eljérdsra (Xg ~ X7) >
(X2 ~ X3), dudljara (Xo ~ X3) = X > X7, a fair betsnél (Xy ~ X3) ~
(X6 ~ X7), dudljéndl pedig (Xo ~ X3) = Xg = X7. A X médszer esetén
(XG ~ X7) - (XQ ~ Xg), duéljéra (XQ ~ Xg) = Xg = X7. P2 = p3 = 1és
so = s3 = 1 alapjan X5 és X3 elodeinek és kovetoinek szama azonos, valamint
Xy ~ X5 68 Xo O X3, ezért a 3.2. kovetkezmény szerint X, ~AT X
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és Xy ~" X3 tetszbleges a > 0-ra. Végiil a poziciés erd alkalmazasakor
(X6 ~ X7) = (X2 ~ X3), a poziciés gyengeségnél (Xo ~ X3) > X4 > Xz,
mig a Copeland poziciés erében (Xo ~ X3) = Xg > X;. Utdbbi és az
eljarasok dual valtozatai valamivel jobban teljesitenek, mert az Xs ~ X3 és
Xg ~ X7 feltételekbdl csak az el6bbit sértettek meg, az eredeti valtozatok
viszont mindkettét. a

3.2. Megjegyzés. Az énkonzisztens monotonitasra adott ellenpélda néhany
esetben a sziikségesnél bonyolultabb, példaul a fair bets modszer mar n =5
esetén megsérti azt (Gonzélez-Diaz et al., 2014).

A 3.8. tétel egyben azt is mutatja, hogy a 3.6.2. szakasz végén emlitett 1t,
az eredeti és dudl értékelGvektorok kiilonbségének képzése csak a megforditha-
tosdg megteremtésére alkalmas, az 6nkonzisztens monotonitas megsértésének
kikiiszobolésére nem (ahogy a poziciés erénél is 14tszik), hiszen mindegyik
modszernél fennall az Xy ~ X3 dontetlen viszony.

3.6.4 Az értelmezési tartomany kérdése

A 3.2.3. alfejezetben bemutattuk a fair bets mddszer egy lehetséges kiter-
jesztését reducibilis R paros osszehasonlitasi matrixokra, ami értelemszeriien
megtehetd az invarians és az internal slackening eljarasok, illetve ezek dudljai
esetén is. Itt két, ezzel kapcsolatos kritikus pontot targyalunk.

A péarhuzamos ligdk nem Osszehasonlithatdsdga azért vitathatd, mert ez
még nem jelenti azt, hogy a ketté kozott semmilyen kapcsolat sem talalhato:
egy G irdnyitott graf erds osszefiiggoségének hidnyaban irdanyitatlan valtozata
még lehet Osszefiiggd. A 2.1. példdban igény mutatkozhat az [X;] és [X5] ligdk
kozotti kiillonbségtételre, amit az imént targyalt 6nkonzisztens monotonitas
kovetelménye is tamogat, miszerint X, egyértelmiien jobbnak tekinthetd Xs-
nél, ugyanis mindketten legy6zték Xs-at és X -et, de az el6bbi Xs-t is. Slikker
et al. (2012) meg is mutatja, hogy az internal slackening médszer kiterjeszt-
het6 az ilyen, tobb legerésebb ligat tartalmazd esetekre. Ugyanakkor ezen
altaldnositasok mindegyike a korabbinal bonyolultabb targyalast igényel, je-
lent6s mértékben rontja az attekinthetoséget. fgy, amennyiben ilyen irdanyu
igény meriil fel, célszerl az altalanosabb értelmezési tartomanyt megengedo
eljarasokhoz, a pozicios er6hoz, az altalanositott sorosszeghez vagy a legkisebb
négyzetek modszeréhez fordulni.

A miésik kérdés, hogy minden esetben j6 megoldas jelent-e az, ha a gyen-
gébb liga legjobb tagja is hatrébb keriil, mint az er6sebb leggyengébb részt-
vevoje?

3.8. Példa (Conner és Grant, 2000). Legyen N = {X;, X2, X3, X4} és

0 9 0 1
1 0 0 0
R= 0 0 0 99
0 0 1 O
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Vagyis X7 nagymértékben jobbnak bizonyult Xs-nél (100-bdl 99-szer legy6z-
te), X3 pedig a X4-nél. A két halmaz kozotti dtjardst, az sszefiiggdséget az
biztositja, hogy X egyszer X4-et is megverte. Ekkor a két liga { X1, Xo} és
{X3, X4}, ebben a természetes sorrendben. Emiatt az Xs alternativa X3 elé
fog keriilni a rangsorban, ez azonban egyediil X; és X, Gsszehasonlitasanak
a masik kett6hoz képest kevéssé megbizhaté kimenetelén alapul. Amennyi-
ben figyelembe vessziik az 714 elem erds bizonytalansagat, sokkal logikusabb-
nak tinik az X7 > X3 = X5 = X4 sorrend felallitdsa. Néhdny modszernél
ez érvényesiil is, példaul a legkisebb négyzetek altal szolgaltatott, O-ra nor-
malizdlt értékel6vektor (25, —24, 24, —25).

Chebotarev (1994) ugyancsak ezzel érvel az altaldnositott sordsszeg hasz-
néalata mellett: irreducibilis paros Osszehasonlitdsi matrixok esetén a kilon-
bo6z6 ligdk kozott csak a kormérkdzéses esetben 1étezik egyértelmii sorrend.

4 Alkalmazasok

4.1 A paros 6sszehasonlitasok felhasznalasanak néhany
teriilete

Orszagok gazdasagi teljesitményének mérésekor elengedhetetlen az eltérd ar-
szinvonalbdl adodé kilonbségek kisziirése. Bar az egyes fogyasztasi javak és
szolgéaltatasok arai elvben jol mérhetdk, az aggregacio soran nem egyértelmii,
milyen termékszerkezettel kell azokat Osszesilyozni. Tekintsiik a vizsgalt
orszdgok N = {1,2,...,n} és atermékek M = {1,2,...,m} halmazdt, legyen
a k € M fogyasztasi jészag dra a i € N orszagban pi, mennyisége pedig
qi. A leggyakrabban haszndlt Fisher-index (Fisher, 1922) az i és j orszég
arszinvonaldnak Osszehasonlitdséra (a p felsé index arra utal, hogy az drakat
vetjiik Ossze egymadssal):

N\ 1/n
P ( ZkeM q/f-pi- >

i/j ¢
(eN ZkeM 45Dy

Ez a mutaté rendelkezik a reciprocitési tulajdonsdggal (F Jp =1 /F pr/j), ugyan-
akkor semmi sem garantélja tranzitivitdsat (F" Lp/ = F L"/J F Jp ) .), a multiplikativ
modon felirt paros Osszehasonlitas matrix inkonzisztens lehet. Ennek keze-
lésére tobbnyire a legkisebb négyzetek eljarast hasznaljak, ami a vasarloers-
paritds szamitasaban — kidolgozdi nevébol — E K S-moédszerként ismert (Elteté
és Koves, 1964; Szulc, 1964). Az azéta eltelt 50 évben sem médositottak
érdemben a kiindulasi alapokon. Itt az egyenl6 siilyozas modositasa jelenthet
4j kutatdsi irdnyt, miutdn a magas szinten aggregdlt adatok megbizhatdsa-
gardl szémos informdacié 4ll rendelkezésre, példaul a >, s @hDs/ S pens G000
hanyadosok eltérése kiilonb6z6 <€ N orszagokra az egyes orszagok termék-
szerkezetének hasonlésdgat is mutathatja (Rao és Timmer, 2003).

A tudoményos teljesitmények szdmszertisitésére felmeriilé igények kielégi-
tése gyakran folyéiratok / tudoméanyos kutatdk / szakmai miihelyek egymadsra
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val6 hivatkozésai alapjan torténik. Ezek a referencidk megadjak egy kivalasz-
tott objektumpar 6sszehasonlitasanak eredményét, melyek segitségével képet
kapunk azok jelentéségérdl. Ehhez még az sem sziikséges, hogy a kivalasztott
folydiratok azonos tudomanyteriiletekrdl szarmazzanak: elegendé lehet, ha
barmely ketté kozott taldlunk olyan ldncot, ami alapjan feltarhatd azok re-
lativ fontossaga. Itt azonban megjelenik egy Uj tényezo, a vizsgalt idOszak
alatt megjelent cikkek szama: egy hosszabb folydiratra értelemszeriien na-
gyobb valdszintiséggel érkeznek kiilsé hivatkozasok.

A j6l ismert impakt faktor (Garfield, 1955) egyéltaldan nem tesz kiilonbsé-
get a hivatkozdsok kozott, amit tobben komoly hibénak tekintenek (Rétallér
és Tasnddi, 2013). Pinski és Narin (1976) az invaridns médszer egy, a megje-
lent cikkek szamaval korrigalt valtozatat vezette be a folydiratok rangsorola-
séra, az altaluk adott eljardst Palacios-Huerta és Volij (2004) karakterizélta.
Kécezy és Nichifor (2013) megmutatta, hogy mindkettd érzékeny a cikkek
darabolédsara, ezért egy ezt kiszliré mddositast javasolt, mely azonos a fair
bets mddszerrel. Kéczy és Strobel (2010) egy mésik eljarédst, a tournament
modszert ajanlja az invaridns médszer hibainak kikiiszobolésére. Ez nem veszi
figyelembe a megjelent cikkek szamat, ezért — szdmos mas, a 3.1. alfejezet-
ben emlitett eljaras mellett — egyszertien beilleszthet6 a mi targyaldsunkba.
Hasonlé kérdések mertilnek fel weblapok rangsorolasandl, ilyen elven alapul
a Google keresémotorjanak miikédése is (Brin és Page, 1998).

A feladat nem ismeretlen a pszicholégidban sem, az elsék kozott bukkant
fel a Thurstone (1927) cikkben. A késébbiekben tobb pszicholégus jatszott
uttoré szerepet a rangsoroldsi mddszerek kidolgozasdban (Gulliksen, 1956;
Kaiser és Serlin, 1978). E teriileten azért lehet hasznos a paros 6sszehason-
litasok bevezetése, mert a kisérleti alanyok gyakran nem képesek abszoltt
skalan értékelni az egyes tényezOket, csak azok relativ viszonyanak megbiz-
haté leirdsa varhaté tolik.

Hasonlé problémak jelentkezhetnek egy konferencidra beérkezett absz-
traktok elfogaddsakor: mivel egy-egy értékelésre felkért szakember csak az
altala kapott dolgozatokat latja, nem tudja megitélni a teljes mezény erejét.
Ennek kovetkeztében az dltala adott pontszam nem ritkan erésen szubjektiv,
vannak szigori és engedékeny birdlok, az ebbdl eredo torzitasok kisziirésében
pedig a péros Osszehasonlitdsi médszertan nyujthat segitséget (Bozoki et al.,
2013). A megkozelitést borszakérték értékelésére is alkalmaztdk (London és
Csendes, 2013). Ugyanez érvényes a napjainkban egyre népszeriibb inter-
netes termékértékeld és -Osszehasonlité oldalak esetében. Jiang et al. (2011)
a Netflix prize (http://www.netflixprize.com) adatbdzist hasznélta filmek
rangsorolasara, a paros Osszehasonlitdsok kimenetelét egy-egy kivalasztott
nézo6 értékelései alapjan meghatarozva, mialtal az eljaras alkalmas a beérkezd
vélemények kiilonbozé skaldzasanak kikiiszobolésére.

Sok, tobb szdzas vagy ezres nagysagrendii, egymastol tobbé-kevésbé fiig-
getlen egyéni dontés alapjan nagy biztonsaggal allithatok fel kiillonb6zo sor-
rendek. A mddszertant felsGoktatdsi intézmények felvételizéi preferencidk
segitségével torténd rangsoroldsara hasznédlta Avery et al. (2013), egy nemrég
megjelent hazai cikkben is hasonlé megkozelitéssel taldlkozunk (Telcs et al.,
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2013). Machado et al. (2012) pedig kérhédzak értékelését javasolta az orvos-
rezidensek valasztdsainak felhasznélasaval.

Szavazasi modellekben ezzel analég feladatot jelent a preferencidk aggre-
galasa: itt a két, egymassal versengé alternativara leadott szavazatok megosz-
lasa képviselheti a paros Gsszehasonlitds eredményét (Chebotarev és Shamis,
1998).

Végiil az egyik klasszikus alkalmazdsi teriilet a sport. Zermelo (1929)
tanulmanyat szamos olyan cikk kovette, mely a gyakorlatban felmeriilé kii-
16nb6z6 problémék megoldasara tett kisérletet: Radicchi (2011) példdul egy
tenisz orokranglista felallitasat javasolta a PageRank-médszer alkalmazasaval.
Mds megkozelitéssel ugyanerre tett kisérletet Temesi et al. (2012). Csatd
(2013a) a svajci rendszerben'? lebonyolitott 2010-es férfi (open) sakkolimpidn
résztvevd csapatok rangsorolasat végezte el egy paros osszehasonlitasi modell
segitségével, megmutatva, hogy az alternativ sorrendek tobb szempontbdl
kedvez6bb tulajdonsigokkal birnak, mint a hivatalos végeredmény. A sport-
beli alkalmazasok elonyei kozott emlitendd a hatalmas mennyiségben, kis
utdnajarassal elérheto, kevés szubjektiv elemet tartalmazé adatok felhaszna-
lasanak lehetdsége.

4.2 Megoldasi keret a gyakorlatban felmeriil6 problé-
makhoz

Az alkalmazésok soran gyakran kérdéses, hogy a péros sszehasonlitdsok is-
mert kimenetelei pontosan milyen R métrixot eredményeznek. To6bbnyire
az Osszehasonlitasok szamanak megadasa jelenti a kisebb problémat: példaul
egy svajci rendszeri versenynél nyilvanvalé, hogy a lejatszott mérkozések
mindegyike azonosan egy stllyal szerepel, mig a tobbi alternativapar esetén
az Osszehasonlitdsok hidnyoznak (Csatd, 2013a).

A t6bbszoros 6sszehasonlitdsok, a silyozas szamos megfontolasbol addd-
hat, példaul:

1. Egymasra val6 hivatkozasoknal: a vizsgdlt id6szak alatt barmennyi re-
ferencia sziilethet egy adott cikkre vagy folydiratra;

2. Nemzetkozi arszinvonal-Osszehasonlitasnal a két orszag termékkosara-
nak eltérése szolgaltathat informaciét a Fisher-index megbizhatésagarol
(Rao és Timmer, 2003);

3. A sportbajnoksdgok, szavazasok vagy pszicholdgiai vizsgalatok gyakran
m szamu forduléra bonthatok, melyek mindegyikében egy alternativapér
legfeljebb egyszer kertil 6sszehasonlitasra. Ilyenkor logikus valasztasnak

tlinik az ezek kimeneteleit lefr6 R®) p = 1,2,...,m métrixok olyan
(p)
ij
X; objektumok 0Osszehasonlitdsra keriiltek, illetve rfj’) + 7‘5‘: ) — 0, ha

megvalasztasa, hogy 7.5/ + TJ(‘:) = 1 teljestljon, amennyiben az X; és

10A svéjci rendszer gyakori médszere a versenyek lebonyolitdsanak olyan sportokban,
ahol nem kérmérkozéses rendszerben jatszanak és valahogy Gssze kell parositani a fordu-
16kban az egymas ellen jatsz6 jatékosokat vagy csapatokat.
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nem. To6bbnyire azonban ekkor is az altalunk hasznalt, aggregdlt R =
el R ) mitrixot szokés vizsgalni (Gonzédlez-Diaz et al., 2014). Ez
nem véletlen: Chebotarev és Shamis (1999) bizonyitja, hogy egyetlen,
az egyéni R®) matrixokon alapulé rangsorolé eljards sem elégiti ki a
2.3.5. alfejezetben bemutatott 6nkonzisztens monotonitds tulajdonsagot,
ha az alternativaparok kozotti 6sszehasonlitdsok szama nem azonos.

Temesi et al. (2012) egy tenisz Srokranglista felallitdsdra tett kisérletet
a legjobb jatékosok egymads elleni mérkozései alapjan. Utdbbiak szama tik-
rozheti a paros Osszehasonlitds megbizhatdsagat, a cikk azonban eltekintett
ennek kezelésétdl. Az ok elsésorban az adatokban keresendd: példaul egy
16 : 0-s egymas elleni mérleg azt jelentené, hogy a stlyozott esetben éridsi
jelentdsége lenne ennek a tokéletes, mas jatékosok szamara lényegében meg-
ismételhetetlen dominancidnak. Ehelyett (az egyik kédolasban) az A ered-
ménymatrixon keresztiil keriilt beépitésre ez az informécio.

Az 6sszehasonlitdsok szdmanak meghatérozésa utdn még mindig hatravan
azok kimenetelének definialdsa. Erre szamtalan stratégia valaszthaté, minden-
esetre célszerii tobb lehetséges kodolast parhuzamosan vizsgalni és egymassal
Osszevetni. Csaté (2013a) példdul megmutatja, hogy az eredményiil kapott
sorrend nem érzékeny a kiilonboz6 intenzitasi gyoézelmek matematikailag
elfogadhat6 (monoton) transzforméacidira. Optimadlis esetben, a rangsoroldsi
eljarasok axiomatikus tulajdonsagainak figyelembevételével, lehet6ség nyilik
a gyakorlati példdaban megfigyelt eredmények atkédolasanak elméleti alata-
masztédsara is (Csaté, 2012).

A Koézgazdasagi Szemle marciusi szamaban Telcs et al. (2013) a felvételizék
preferenciai alapjan végezte el felsGoktatasi intézmények rangsorolasat: az
ezek kozotti paros Gsszehasonlitasok kimenetele a beadott jelentkezési lapok
segitségével adhaté meg. Azonban korantsem egyértelmii, vajon mikor lehet
két csicsot Gsszekotni, mikor mondhatjuk azt, hogy az egyik egyetem egyér-
telmiien jobb a mésikndl. A szerzok az aldbbi feltételezésekkel éltek:

1. Nincs kiilonbség a preferencidk erossége kozott;

2. A kozvetett preferencidk is szamitanak (az elsé helyen megjel6lt intéz-
mény jobb a harmadiknél, negyediknél stb.);

3. A megjeldlt szakok preferaltak az 0sszes kihagyotthoz képest (,,A nem
megjelolt szakok kevésbé preferaltak, mint barmelyik megjelolt”);

4. A nem megjeldlt szakok egyenrangiak, a koztiik levé viszony dontet-
lennek mindsiil.

Ezek koziil az els6 kettd aligha vitathaté. A harmadik pont, a meg-
jelolt objektumok Osszes kihagyotthoz képesti elonyben részesitése tekin-
tetében mar inkabb indokolt az 6vatossdg. Tobb dolog is visszatarthat
egy felvételizot az &altala legjobbnak gondolt szak megjel6lésétol, példaul a
tovabbi szakokra torténd jelentkezés pénzbeli (és adminisztrécids) koltségei,
a magas ponthatdrok miatt szaméra eleve elérhetetlen helyek kihagyésa,
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vagy az egyetemre jéras jarulékos koltségeinek (szallds, étkezés) nagysiga.
Ez indokolja, hogy Avery et al. (2013) hasonlé vizsgdlata az intézmények
kozotti preferencidkat csak a megadott valasztdsi halmazon beliil értelmezi,
valamelyik szakot akkor tekinti jobbnak egy masikndl, ha el6rébb szerepel a
felvételiz6 jelentkezési lapjan. Végiil a negyedik feltevés, a nem megjel6lt ob-
jektumok egyenranguként besorolasat mell6zve — a hianyzé osszehasonlitasok
megengedésével — célszerti lehet a két alternativa Gsszehasonlitdsanak ered-

() _ (p) _ ®)
i =Tji = 0,5 helyett az r;;” =

ményét ismeretlennek tekinteni, vagyis az r
7‘5’: ) = 0 megolddst alkalmazni.

Osszességében a gyakorlati alkalmazéasok egyik kozponti kérdése a valosag-
bol szarmazo6 megfigyelések matematikai nyelvre forditdsa, ezért a paros Gsz-
szehasonlitasi problémak megoldasa soran az alabbi 1épések kovetését ajanl-
juk:

1. A matematikai médszerek alkalmazhatésiaganak ellenérzése: példdul,
ha a kivalasztott objektumok képesek befolyasolni a paros 6sszehason-
litasok eredményét, 6sztonozve voltak-e a minél jobb eredmény elérésére
(ldsd a 3.6. alfejezetet);

2. Az egyes alternativapdrokra elvégzett 6sszehasonlitdasok szaméanak meg-
adasa;

3. A péros Osszehasonlitasok kimenetelének kédolésa;

4. A rangsoroldsi eljards kivdlasztdsa, lehetOség szerint az axiomatikus
megkozelités tiikrében;

5. A kapott sorrendek érzékenységvizsgélata a kiindulé hipotézisek szem-
pontjabdl;

6. Az eredmények elemzése, Osszehasonlitdsa a mér ismert rangsorokkal,
megoldasokkal.

A folyamat természetesen nem egyiranyu, szekvencialis. Az adatok elem-
zése ramutathat a kiindulé feltevés vagy a matematikai kdédolas és a ki-
valasztott rangsoroldsi modszerek korldtaira, raadasul az Osszehasonlitasok
sulyozasa sem mindig fliggetlenithet6 azok kimenetelének meghatarozasatol
(Temesi et al., 2012). A keret néha sziikithetd is, statisztikai jellegii vizsga-
latokban példaul az elso 1épés értelemszeriien kimarad.

5 Osszefoglalas

Tanulméanyunkban a paros 6sszehasonlitason alapulé rangsorolas egy altalanos
modelljét és ennek gyakorlati alkalmazdsait tekintettiik at. Részletesen tar-
gyaltunk néhdny pontozasi eljarast, az invaridns (PageRank), fair bets, in-
ternal slackening és poziciés er6 modszereket. Bemutattuk az internal slack-
ening altal az invaridns és fair bets eljarasok kozott teremtett kapcsolatot,
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illetve az utébbiak egy karakterizacidjat. Ugyanakkor azt talaltuk, hogy mas
tulajdonsagok szempontjabol bizonyos mddszerek alkalmazdsa vitathatd. A
monotonitas megsértése miatt az alternativak ellenérdekeltek lehetnek a jobb
teljesitmény elérésében, ami elsésorban akkor elonytelen, ha lehet6ségiik van
a paros Osszehasonlitasok kimenetelének befolydsoldsdra. A megfordithatdség
kovetelménye szerint a rangsoroldsi probléma ,.ellentettjét” véve, az alter-
nativédk rangsoranak is az ellenkezGjére kell valtoznia. Ezen axiéma alapjan
bevezettiik a pontozasi eljarasok dudlisat, és azt taldltuk, hogy azok jellem-
zOen jobban teljesitenek a monotonitas szempontjabol, bar itt még maradt
néhany nyitott probléma. Ezt a két tulajdonsagot egyediil a Copeland pozicios
er6 teljesiti, az Onkonzisztens monotonitds altal eloirt intuitiv feltételt vi-
szont, az Osszes tobbihez hasonléan, megsérti. A poziciés erd kivételével a
tobbi mddszernél nehézséget jelenthet az értelmezési tartomany korlatozott
volta is.

A tertilet egyik legfontosabb kérdése az idedlis pontozési eljards meg-
talalasa, ebben az axiomatikus targyalds kindl segitséget. Szamos eljarasnak
egyelére nem ismert a karakterizacidja, a meglevo eredmények pedig tobb
szempontbdl vitathaték. Ezért inkabb normativ alapon célszertt donteni: ha
sikeriil megindokolni, miért nem jelentenek probléméat az egyes kritikus tulaj-
donsagok, akkor a vélasztas kevéssé kifogasolhat6. Az tjabb reprezentacids
tételek megalkotasanak nehézsége miatt egyelére az elvart axioméak Ossze-
gylijtése, tovabbiakkal torténd kiegészitése tiinhet igéretesnek (Gonzalez-Diaz
et al., 2014).

Az alkalmazasok szempontjabol tanulsdgos lehet a kiilonb6zé mdédszerek
valds és szimuldlt példakon keresztiil torténo Osszevetése, amibol adott eset-
ben kidertiilhet, hogy két, latszolag eltéro eljaras valéjaban nem is all olyan
tavol egymastdl. A rangsorolaselmélettel foglalkozd kutatdsok gyakran nem
titkolt célja célja az elméletileg megfelelGen alatamasztott mdédszerek beveze-
tése a napi gyakorlatba, a nem ritkan erésen vitathaté heurisztikus eljarasok
helyett vagy mellett. Erre 0szténdzhet a laikusok szamara fekete dobozként
viselked6 matematikai formuldk kozérthetové tétele, ami példaul a grafinter-
pretaciokon keresztiil érhet6 el (Shamis, 1994; Brin és Page, 1998; Slikker
et al. 2012; Csaté, 2013b).
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RANKING METHODS BASED ON PAIRED COMPARISONS

The ranking of the alternatives or selecting the best one are fundamental issues
of social choice theory, statistics, psychology and sport. Different solution con-
cepts, and various mathematical models of applications are reviewed based on the
international literature. We are focusing on the definition of paired comparison ma-
trix, on main scoring procedures and their relation. The paper gives a theoretical
analysis of the invariant, fair bets and PageRank methods, which are founded on
Perron-Frobenius theorem, as well as the internal slackening and positional power
procedures used for ranking the nodes of a directed graph. An axiomatic approach
is proposed for the choice of an appropriate method. Besides some known charac-
terizations for the invariant and fair bets methods, we also discuss the violation of
some properties, meaning their main weakness.

Keywords: preference aggregation, paired comparison, ranking, characterization



