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Bevezetés

A biztositasi és pénzligyi gyakorlatban el6forduld kockdzatok jé része nem tekinthet6
egymastdl figgetlennek, hagyomanyosan legtobbszor mégis megelégedtek az alkalmazdék a
fluggetlenség feltételezésével vagy jobb esetben a linedris korrelacids egyitthatd
kiszdmitasaval, a matematikai kezelhet6ség kedvéért. A '90-es évek masodik fele azonban
paradigmavaltdssal jart e téren: akadémiai korokben csakidgy, mint az aktuariusok,
kockazatkezel6k koényvespolcain is megjelentek és gyorsan teret hdéditottak maguknak a
kopuldkrél szélé cikkek és tanulmanyok, igy a kopuldak mdra az Osszefliggd kockdzatok

modellezésének standard eszkozévé valtak.

Alljon itt néhany példa olyan egymassal 0Osszefiigg6 mennyiségekre, melyek ol

modellezhet6k kopulak segitségével:

- Biztositasi dllomanyok 6sszkarai (pl. baleseti rokkantsag és baleseti mUtéti térités).
- Ugyanazon gépjarmivezet6 kgfb- és casco-biztositasan bejelentett karnagysagok.
- Hazas- és élettarsak élettartama tobb életre sz616 életbiztositasok esetén.

- Kilonbo6z6 eszkozalapok hozamai unit-linked életbiztositas esetén.

- Ugyanazon szerz6désen bejelentett kdrosszeg értéke kilonboz6 peridédusokban stb.

A tanulmdny a korreldciés és rangkorrelacids egyltthaték bemutatasaval kezdédik, majd
attér a kopulakkal kapcsolatos |ényeges matematikai fogalmak és a legfontosabb nevezetes
kopuldk ismertetésére. Ezt a kopuldk illesztésének bemutatdsa kdveti, majd az eddigieket
egy ddniai tlzkarokkal kapcsolatos esettanulmany is illusztralja. Kilon rész foglalkozik a
Monte Carlo szimulacids technikdk alapjainak leirdsdval. Végil a tanulmanyt a szavatoldtéke-
szamitdsi modellek bevezetd jellegl, rovid targyalasa zarja. A tanulmany gyakorlati céljait

szem elGtt tartva a matematikai tételeket bizonyitas nélkil kozoljik.

A tanulmany elvdlaszthatatlan része hdarom Microsoft Excelben késziilt, részletesen
kidolgozott demd, melyek az elméleti ismeretek gyakorlati tudasra valtasanak folyamatat

hivatottak leroviditeni az olvasé szamara.

A szerz6 nagy orommel fogadja az esetleges kérdéseket, észrevételeket a cimlapon

megadott e-mail cimre.
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1. Az 6sszefiiggld kockazatok modellezésének matematikai eszkozei

1.1. Korreldcids egyitthaté

Két kockazat (vagyis két valdszinlségi valtozé) kozotti Osszefliggés szorossaganak és
iranydnak mérésére hagyomanyosan a leggyakrabban alkalmazott mérészam a Pearsontol

szarmazo korrelacids egylitthato:

E(XY)—-E(X)E(Y)

r(X,Y) = Jvar(X)var(y) '

Ha a mutaté értékét mintdbdl becsiljiik, akkor az egyitthatd képletében szerepld varhatd
értékeket és variancidkat azok mintabdl becsilt értékeivel kell helyettesiteni. Mintabdl
becsiilt korrelacidés egylitthatd a Microsoft Excel tablazatkezel6 programban a KORREL()

fliggvény segitségével szdmolhaté.
A korrelacids egyitthatéra igaz a
-1<rX,y)<1

Osszefliggés, tovabba abszolut értéke pontosan akkor 1, ha a két valdszin(iségi valtozé kozott

tokéletes linedris kapcsolat all fenn. Az egylitthaté el6jele a kapcsolat irdnyat jelzi.

A korreldcids egyitthatd fontos tulajdonsdga, hogy invaridns a pozitiv monoton linedris

transzformacidra:
r(uX),v(Y)) =r(X,Y),
amennyiben u és v szigorian monoton névé, lineéris fuggvények.*

Gyakorlati szempontbdl a mutatdészam fontos hidnyossaga, hogy annak 0 értéke nem

2

implikdlja a valdszinliségi valtozék flggetlenségét’, sét, nem nehéz olyan példakat

konstrudlni, melyekben 0 korrelacidés egyitthatéju valdszinliségi valtozdk kozott akar

! Ha a pontosan az egyik transzformalé fiiggvény szigorian monoton csékkend, akkor a korrelacios egyiitthatd
értéke az ellentettjére valtozik.

? Kivéve azt a fontos specidlis esetet, amikor a valdszin(iségi valtozok tobbdimenziés normalis eloszlast
kovetnek. Ebben az esetben a korrelacids egyiitthatd alkalmazasa teljesen indokolt.
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figgvényszerl, determinisztikus (de természetesen nem linedris, hanem pl. kvadratikus

fliggvénnyel leirhatd, Id. pl. 1. dbra, jobb alsé sarok) kapcsolat is fennallhat.

Tobbek kozott ezzel magyardzhatd, hogy a modern biztositdsi és pénziigyi matematikdban a
korreldciés egyltthaté mint a kockdzatok 0Osszefligg6ségének jellemzésére alkalmazott
gondolkodasi keret egyre inkdbb uUjabb fogalmaknak adja at a helyét: a rangkorrelacids

egyutthatdnak és még inkabb a lehet6 legrugalmasabb modellkeretet biztositd kopuldknak.

Az1.3dbranr = 1,r = —1 ésr = 0 melletti pontdiagramok lathatok.

2 . T * L 2

14

1. dbra: Pontdiagramok a korrelacios egyitthatd kiilonb6z6 értékei esetén.
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1.2. Rangkorrelacios egyiitthato

A korrelacids egyltthatdohoz hasonld, de a kockazatok kozotti oOsszefliggést annal

altalanosabb értelemben jellemzé mérdszam a Spearman-féle rangkorrelacios egylitthato:
e(X,Y) =r(X,7),

ahol

X =Fx(X) és ¥ = Fy(Y)

az X és Y valdszinliségi valtozék (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasuva transzformalt

valtozatai.?

Az egyiltthatd értéke mintabdl ugy becsiilhets, hogy az X és Y valtozok megfigyelt
értékeihez kiszamitjuk, hogy hanyadikak a sajat valtozéjukbdl szdrmazd, nagysag szerint
novekvd sorba rendezett mintaban (Microsoft Excelben ezt megtehetjiik pl. a SORSZAM()
fuggvény segitségével), majd ez utdbbi Un. rangszamok kozott hagyomanyos korrelacios

egyltthatdt szamitunk.
Természetesen a rangkorrelacids egylitthatora is igaz a
-1<oX,V)<1

Osszefliggés, tovabbd az egylitthatd abszolut értéke pontosan akkor 1, ha a két valdszin(iségi
valtozé kozott szigoruan monoton (csokkend vagy noévekvs) kapcsolat all fenn. Ebbdl
egyenesen kovetkezik, hogy a korreldcids egyltthatd abszolut értékének 1 volta implikdlja
azt, hogy a rangkorrelacids egyltthatd abszolut értéke is 1, de az allitas megforditdsa nem
igaz. Tehat a rangkorrelacié a korrelaciénal altalanosabb fogalomnak tekinthetd, mely a
kockdzatok kozott fenndlld nemlinedris kapcsolatokat is képes jellemezni. Az egylitthatd

elGjele a kapcsolat iranyat jelzi.

A rangkorrelacids egyitthatd fontos tulajdonsaga, hogy invaridns bdrmely pozitiv monoton

transzformaciodra:

’Ld. 5. rész, 5.5 tétel. E tétel kovetkezménye, hogy a transzformalt valtozék eloszlasa valéban a (0,1)
intervallumon egyenletes.
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o(u(X),v(Y)) = o(X,Y),

amennyiben u és v szigorGan monoton névé fiiggvények.! Innen is latszik, hogy a

rangkorrelacio fogalma altaldnosabb a hagyomdnyos korrelacids egyitthatéénal.

Bar a korrelacié fogalmanal dltaldanosabb, komplexitdsdban a rangkorrelacids egyitthaté sem
felel meg maradéktalanul a biztositasi és pénziigyi szférdk XXI. szazadi elvarasainak: mindkét
eddig targyalt mutatd nagyon rugalmatlan abban az értelemben, hogy a kockazatok kozotti

Osszefliggéseket egyetlen szamba slritve jellemzik.

Ezzel szemben a valdsdgban jellemz8, hogy a kockazatok kozotti Osszefiiggés normalis
korilmények kozott altaldban mérsékelt, am extrém karalakulds (tobbek kozott pl.
természeti és ipari katasztrofak, terrortdmadasok) esetén akar kozel tokéletessé is valhat,
mivel ekkor a veszteségek rendkiviili méretei ugyanarra a kdzos kiilsé okra vezethet6k vissza.
Ezt a viselkedést az angolszdsz irodalomban tail dependency-nek (magyar forditasként
haszndlatos pl. az ,6sszefliggés a széleken” kifejezés) nevezik. A jelenség, melyet a 2. dbra
illusztral szemléletesen, a korrelacids és rangkorreldcidos egyltthatok segitségével
matematikai modellekben nem adhaté vissza. A bal oldali dbra egy kdzepesen erds pozitiv
korrelacids egyitthaté melletti pontdiagram, ahol nem tapasztalhatd osszefliggés a széleken.
Ezzel szemben a jobb oldali abran megfigyelhetd, hogy a pontfelhé jobb felsé (és bal alsd)
sarkdban a bal oldali, gombolyl forma helyett ,cstucsosodik” a pontdiagram: ha az els6

veszteség nagysaga extrém magas, akkor a masodik veszteség is varhatdan extrém nagy lesz.

A széleken vald Osszefliggést a biztositasi szektorban azért kiemelten fontos megfelel6en
modellezni, mert a biztositdk és viszontbiztositok érthet6 okokbdl fokozottan tartanak az
extrém katasztrofakockazatoktdl, tovabbd a Solvency Il. keretrendszerben (ld. 6. rész illetve
[1]) a szavatold tGke nagysagat is a 200 évente egyszer el6forduld, kiemelkedéen magas
veszteségekre kell méretezni, igy a kockdzatok modellezése soran né az eloszlasok széleinek

jelentGsége.

* Ha a pontosan az egyik transzformald filiggvény szigorian monoton csokkend, akkor a rangkorrelacids
egyltthato értéke az ellentettjére valtozik.
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2. abra: Hagyomanyos korrelacié (bal oldal) és Osszefiiggés a széleken (jobb oldal). (A kép forrasa:

http://www.risklab.ch/press/QuantitativeFinance2002e.html.)

A kordbbi megkozelitésekkel szemben a kopula egy tobbvaltozos fliggvénnyel jellemzi a
kockdzatok kozotti Osszefliggést, igy joval nagyobb rugalmassdgot enged meg. Kopuldk
segitségével tobbek kozott egyszerlien modellezheté a széleken valé 0Osszefliggés
jelenségeis. A kopula matematikai fogalmat és az ahhoz kapcsolédd f6bb matematikai

definicidkat, tételeket foglalja 6ssze a kovetkez6 szakasz.

1.3. Kopulak

Mint késébb latni fogjuk, a kopula matematikailag ugy értelmezhet6, mint az
egységnégyzetbe, egyenként egyenletes eloszlasivd transzformdlt valdszinlségi valtozok
egylttes eloszlasfiiggvénye. Tehat a kopula az egylittes eloszlasfiiggvények specialis altipusa,
ezért el6szor az egylttes eloszlasfliggvényekkel kapcsolatos, a késGbbi részek megértéséhez

minimalisan sziikséges tudnivaldokat kozoljik, majd attérink a kopulak targyaldsara.
Az X1, X3, ..., Xp valoszin(iségi valtozok egyiittes eloszldsfliggvénye az
F(xl,xz, ...,xp) = P(Xy <x1,X3 <X, .0, Xp < Xp)

p-valtozoés fliggvény.
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A tovdbbiakban a targyalds egyszerlsége kedvéért csak a kétdimenzids esettel (p = 2)
foglalkozunk. A tovdabbi allitasok egyszer(i analdgia alkalmazasa révén, eréfeszités nélkil

altalanosithatok lennének magasabb dimenzidkba is.

Természetesen nem minden kétvaltozés fliggvény lehet egylittes eloszlasfliggvény.
Beldthatd, hogy egy F:R? — [0,1] fliggvény pontosan akkor két valdszin(iségi valtozd

egyuttes eloszlasfiiggvénye, ha rendelkezik az alabbi négy tulajdonsaggal:
a.) lim, o F(xq,xp) =lim,,_,_. F(x1,x5) =0,
b.) limy, ., e F(X1,X2) =1,
c.) F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) =0 (Vb >a,d > ¢),
d.) F mindkét valtozéjaban balrdl folytonos.

Az 6sszekapcsolt valdszinlségi valtozdk egyvaltozds

Fi(x;) = P(X; < x;) és

Fo(x2) = P(X; <x3)

eloszlasfliggvényeit ebben a kontextusban peremeloszlds-fliggvényeknek nevezziik. Ezek az

egylttes eloszlasfliiggvénybdl hatarértékek képzése révén dllithatok els:

Fl(Xl) = th F(XI’XZ) és
200

Fo(xz) = xlim F(xy,%2).
17

Mint kés6bb a Sklar-tételnél Iatni fogjuk, a két kockdzat egylittes viselkedését tokéletesen
leird egylttes eloszlasfliggvényt egyértelmlen meghatdrozzdk egyfel6l a peremeloszlas-
fliggvények, melyek a kockazatok egyenkénti viselkedését irjak le maradéktalanul, masfeldl
egy [0,1]? egységnégyzeten értelmezett kétvaltozods fiiggvény, amely a kockazatok kozott
fennallé, komplex kapcsolatrendszert jellemzi. Ez utdbbit nevezik a kockazatkezelésrél sz6l6

matematikai-statisztikai irodalomban kopuldnak.
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A kopula matematikailag egy olyan, a [0,1]®> egységnégyzeten értelmezett egyiittes
eloszlasfuggvény, melynek peremeloszldsai a [0,1] intervallumon értelmezett, folytonos

egyenletes eloszlasok. Ezt fogalmazza meg precizebb formaban a kévetkezé definicid.

Azokat a C:[0,1]? - [0,1] kétvaltozds fiiggvényeket, melyek rendelkeznek a kdvetkezd

tulajdonsagokkal, kopuldanak nevezziik:

a.) limy, o4 C(xq,%x2) = limy, o4 C(x1,%x2) =0,

b.) limy, »,1- C(x1,%z) =1,

c.) C(b,d) —C(a,d) —C(b,c) +C(a,c) =0 (V0<a<h<1l0<c<d<1),
d.) C mindkét valtozéjaban balrdl folytonos,

e.) lim,, ;- C(x4,X;) = Xy,

f.)lim, - C(x1,X2) = X,.

A Sklar-tétel, mely absztrakt matematikai eredménybdl nétte ki magat a kockazatkezelésben
gyakorta alkalmazott matematikai tétellé, 1959-bdl szarmazik (Id. [6]). A tétel kimondja,

hogy tetszéleges F(x4,X,) egyuttes eloszlasfliggvény felirhatd
F(xq,%2) = C(F1(x1), F2(x2))
alakban, ahol C egy kopula,

Fi(x1) = xlziinw F(x1,x3) és Fa(xz) = xlliinm F(x1,%2)

pedig a peremeloszlas-figgvények. (Igaz tovdbba, hogy ha a peremeloszldasok abszolut

folytonosak, akkor a C kopula egyértelmdi.)

Megforditva az allitast: ha az F(x4, x,) kétvaltozds fliggvény felirhato

F(x1,x2) = C(F1(x1), F2(x2))
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alakban, ahol C tetsz6leges kopula, F;(x;) és F,(x,) pedig eloszlasfiggvények, akkor az

F(x4,x,) fluggvény egyittes eloszlasfiggvény.

A Sklar-tétel gyakorlati haszna, hogy biztositja, hogy tetsz6leges egylittes eloszlasfiiggvényen
bellil egyszerlen elkiilonithet6 a peremeloszlas-fliggvényekt6l az azokat Osszekapcsold
kopula, igy a gyakorlatban egymastdl elkiilonilten modellezheté a kockazatok egyenkénti
viselkedése (a peremeloszlas-fliggvények révén) és a kockazat kozotti kapcsolatrendszer
(a kopula révén). A gyakorlatban el6forduld kockazatok modellezésére jellemzGen
korlatozott szdmu paraméteres csalad kozul valasztanak peremeloszlas-fliggvényeket és
kopuldt. A rendkiviil bonyolult tobbdimenzids eloszlasok modellezése igy jelent6sen

leegyszer(isodik.

A Sklar-tétel egyenes kovetkezménye, hogy alkalmazva az u=F;(x;), v=F,(x;)
helyettesitéseket, az egylittes eloszlasfliggvény ismeretében egyszerlien meghatdrozhatd a

peremeloszlas-fliggvényeket 6sszekapcsold kopula:

C(u,v) = C(F1(x1),F2(x2)) = F(x1,xz) = F(Ffl(u); Fz_l(V))-

Példa:

Legyen két Osszefliggd kockazat egylttes eloszlasfliggvénye

Fiax) = (1-2)(1-2) (1- =) e 2, 2 1),

1 X2 X1X2

Ebbdl hatarérték-képzéssel egyszerlien kiszamithatdk a peremeloszlas-fliiggvények:
1 , 1
Fi(x1) = (1 - X_1) (x1 = 1) ésFp(xp) = (1 - g) (x; = 1),
valamint azok inverz fliggvényei:
-109) = —X és F-1(v) = -
Fil(w) = ——ésF3'(v) = =,
igy a Sklar-tétel kovetkezménye alapjan a C kopula is meghatarozhaté:

C(u,v) = F(F{*(w),Fz*(v)) = w[1 — (1 —w)(1 —v)].
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2. Nevezetes kopulak

Ebben a részben a legfontosabb nevezetes kopulakat mutatjuk be.

a.) Fliggetlenségi (mas néven szorzat-) kopula:
C(u,v) = uv.

Ha két valdszinliségi valtozd a fliggetlenségi kopula révén kapcsolddik egymashoz, akkor a

széban forgd valdszinlségi valtozék fliggetlenek. Valdban, a Sklar-tétel alapjan ekkor

F(xq,%) = C(Fl(xl)'FZ(XZ)) = F1(x)F2(xy),

ami a flggetlenség definicidja.

b.) Komonotonitasi kopula:
C(u,v) = min (u, v).

Megmutathatd, hogy ebben az esetben a kopula altal 6sszekapcsolt valdszinliségi valtozdk
pozitiv irdnyu, determinisztikus, de nem feltétlendl linearis kapcsolatban allnak egymassal,
vagyis rangkorreldciés egyutthatéjuk 1. A komonotonitdsi kopula tehat a tokéletesen
Osszefligg6 kockadzatok modelljének tekinthetd6. A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy a

komonotonitasi kopula barmely kopula felsé korlatja.

c.) Kontramonotonitasi kopula:
C(u,v) =max{u+ v —1;0}.

Megmutathatd, hogy a kontramonotonitdsi kopula altal 6sszekapcsolt valdszinliségi valtozdk
negativ irdnyd, determinisztikus, de nem feltétlenl linedris kapcsolatban allnak egymassal,

vagyis rangkorreldcios egyltthatéjuk —1. Ez a kopula az egymadssal tokéletesen ellentétesen
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alakulé kockazatok modellje (magasabb dimenziéba nem altalanosithaté, hiszen pl.

kockazatbdél nem mozoghat barmelyik ketté egymassal tokéletesen ellentétesen).

Fréchet-Hoeffding tétel néven ismeretes az az eredmény, hogy két dimenzidban barmely

kopula grafja a ko- és kontramonotonitasi kopulak grafjai kozé esik:’
max (u+v—1;0) < C(u,v) < min (u,v).

A tételt szemlélteti a 3. dbra, ahol a bal oldali diagramok fentrdl lefelé a komonotonitasi,
flggetlenségi és kontramonotonitasi kopuldk fellletdiagramjai (lathatd, hogy a kozépsé
felllet az also és felsé fellletek kozé esik), a jobb oldali diagramok pedig ugyanezen kopuldk

kétdimenzids szintvonalai.
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3. abra: A komonotonitasi, fliggetlenségi és kontramonotonitdsi kopulak feliiletdiagramja. (A kép forrasa:

http://fedc.wiwi.hu-berlin.de/quantnet/index.php?p=show&id=1271.)

> Magasabb dimenzidkban is igaz a tétel allitasa, de ekkor az alsé korlat nem definidl kopulat.
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d.) Normalis (Gauss-) kopula:
Clu,v) = d (P 1(u), @ 1(v)) (-1<r<1).

A normalis kopula képletében @, annak az r korreldcids egyltthatéju, tébbdimenzids
normalis eloszldsnak az egylttes eloszlasfiggvénye, melynek peremeloszlasai standard

normalis eloszlasok, ® pedig az egydimenzids standard normadlis eloszlas eloszlasfliggvénye.

A normadlis kopulaval 6sszekapcsolt, tetsz6leges peremoszlasu valdszinliségi valtozok ugy
foghatdk fel, mintha egy r korrelaciés egyitthatéval rendelkezd, tobbdimenzids normalis
eloszlds peremeloszlasait normalis eloszlasokbdl a megfelel6 fliggvénytranszformaciok (Id. 5.

rész) segitségével a kivant peremeloszlasuva transzformaltuk volna.

A normalis kopuldval 0Osszekapcsolt, normadlis peremeloszlasu valdszinlségi valtozok
egylttesen tobbdimenzids normadlis eloszldsiak. Normalistdl eltér6 peremeloszlasok
hasznalata esetén csak a flgglségi struktirat tartjuk meg a tobbdimenzidos normalis

eloszlasbal.

Ismeretes az a tétel, miszerint tébbdimenziés normalis eloszlas esetén szinuszgoérbe irja le a

korrelacids és rangkorrelacios egylitthatok kozotti kapcsolatot:

r(X;, X2) = 2 sin (0(X1, X2) %)
Ezt a Monte Carlo szimulacidrdl sz616 5. részben fel is fogjuk hasznalni.

A normalis kopula altal definialt figgdségi struktira elénye, hogy egyetlen jol értelmezhet6
mutatdszammal — a korrelacids egyitthatéval — jellemezhetd. A normalis kopula specidlis
esetekként r = 0 esetén a flggetlenségi, r = 1 esetén a komonotonitasi, r = —1 esetén

pedig a kontramonotonitdsi kopulat adja.

A normalis kopula altal 6sszekapcsolt valdszinliségi valtozdok peremeloszlasai nem mutatnak
Osszefliggést az eloszlasok szélein, igy a kizdrélag extrém esetekben tapasztalhatdé szoros

egylttmozgasok modellezésére a normalis kopula nem alkalmas.
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A kovetkez6 két kopulat els6sorban azért alkalmazzak a kockazatkezelés gyakorlataban, mert

jol visszaadjdk az eloszlasok szélein tapasztalt szoros dsszefliggést.

e.) Clayton-kopula:

Clu,v) = (max u?f+v9—1; 0})‘6 (@ =-1,6 #0).

Clayton-kopula hasznalata esetén a peremeloszldsok bal szélei mutatnak Osszefliggést a
széleken (ha az egyik kockazat vagy pl. nyereség értéke extrém alacsony, akkor varhatdan a

masiké is az lesz).

f.) Gumbel-kopula:
C(u,v) = exp {—[(—Inu)g + (—Inv)e]%} @ =1).

Gumbel-kopula haszndlata esetén a peremeloszlasok jobb szélei mutatnak Osszefliggést a

széleken (ha az egyik kockazat értéke extrém magas, akkor varhatéan a masiké is az lesz).

Az ezekhez a kopuldkhoz tartozé Microsoft Excel felhaszndldi fliggvények Visual Basic

forraskddjai megtaldlhatdk a tanulmany fliggelékében.

A szakirodalomban és az interneten fellelhet6 anyagokban az itt bemutatottakon kivil

szamos tovabbi kopula eléfordul (Id. pl. [3]).
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3. Kopuldk illesztése statisztikai adatokra (maximum likelihood elven)

Paraméteres (pl. Clayton- és Gumbel-) kopuldk illesztéséhez a megfigyelt (x;q,%i72)

értékpdarokat el6szor a (0,1) intervallumba kell transzformalni az

Yy = w(xi1) Vip = w(xiz) (i=12..,n)

n+1 ’7t n+1

transzformacidk segitségével, ahol w(x;;) az x;; mintaelem sorszdma az x; valtozdébdl
szarmazd, novekvd sorrendbe rendezett mintdban, w(x;;) ugyanigy értelmezhetd, valamint

7n a minta elemszama.

Ezt kovetGen meghatarozzuk a kopula sirlségfliggvényét, ami nem mads, mint a kopula

masodrend( vegyes parcialis derivaltja (6 a kopula becsiilni kivant paramétereit jeldli):
c(u,v,0) =CY(u,v,0).
A transzformalt megfigyelések és a kopula s(rliségfliggvénye segitségével ezutan felirhaté az

8(9) = ?zlln [C(yill inie)]

log-likelihood fliggvény, melyet az ismeretlen 6 paraméter(ek) szerint maximalizalva

kaphatdk a paraméter(ek) maximum likelihood becslései.

Normalis kopula esetén az ismeretlen paraméter az r korrelaciés egyiltthatd, melynek
értéke a log-likelihood fliggvény hasznalata helyett anndl egyszerlibben, a (0,1)
intervallumba transzformalt adatok koézotti, mintdbdl becsiilt korrelacids egylitthatdval is

becsiilhetd.

A kopula illesztése utan tesztelni kell az illeszkedés josagat. A tesztelés pl. a Pearson-féle, y2
alapu illeszkedésvizsgalat segitségével végezhet6 el. Ehhez a [0,1] X [0,1]-es
egységnégyzetet pl. k X k darab, egyenl6 nagysagu kis négyzetre osztjuk fel, és
meghatarozzuk az egyes kis négyzetekbe esd pontparok szamat, melyet n;;-vel jelélink

i) =12, .., k)

Ezt kévetSen kiszamitjuk az egyes kis négyzetekbe esés p;;-vel (i,j=12,..,k) jelolt

valdszinliségét a valdszinliség-szamitasbdl ismert
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Pla<X,<b,c<X,<d)=F(b,d)—F(b,c)—F(a,d)+ F(a,c)

Osszefliggés alapjan, majd meghatdrozzuk az egyes intervallumokba es6 pontparok tokéletes

illeszkedés esetén vart darabszamat az
"Z’kj =pin

képlet alapjan.

A tesztstatisztika képlete a kovetkez6:

*
nij—ni

2
i = gy, i)

ngj

Nagy mintaban ez a kifejezés az illeszkedésre vonatkozd nullhipotézis fennallasa esetén
aszimptotikusan v = k? — b — 1 szabadsagfoku y?-eloszlast kévet, ahol b a mintabdl becsiilt
paraméterek szama (a normalis, Clayton- és Gumbel-kopuldk esetén 1). A tesztstatisztika

értékét a v szabadsagfoku y2-eloszlas

Cr = X%—a(v)

kvantilisével (az an. kritikus értékkel) kell Gsszehasonlitani, ahol a az alkalmazott
szignifikanciaszint (az els6faju hiba valdszinlisége). Az illeszkedésre vonatkozé nullhipotézist

abban az esetben fogadhatjuk el, ha y? < cr teljesal.
A mintdt a gyakorlatban altaldban akkor tekintik nagynak, ha a vart darabszamokra
i 2

fenndll minden i,j = 1,2, ..., k-ra.
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4, Esettanulmany: daniai tlizkarok modellezése kopulak segitségével

Az eddigiek gyakorlati illusztrdldsara alljon itt egy esettanulmany (az adatok forrasa:

http://www.ma.hw.ac.uk/~mcneil/data.html). A szamitasok részletei megtaldlhatdok a

tanulmanyhoz mellékelt &sszefliggé kockdzatok.xls Microsoft Excel fajlban, mely az
eddigiekben bemutatott elméleti fogalmak gyakorlati alkalmazasanak elsajatitdsahoz kivan

segitséget nyuljtani az olvasénak.

Az adatok a daniai székhelyl Copenhagen Reinsurance viszontbiztosité tdrsasag
vagyonbiztositasi dllomanydbdl szdrmaznak. 1980 januarjatdl 1990 decemberéig minden
egyes hénapban (6sszesen 132 hénap) ismert kilon-kilon az éplletekben okozott havi karok
Osszege illetve a berendezésekben okozott és egyéb havi karok 6sszege. A modellezés el6tt a
nyers adatokat a megfelel§ szintre aggregalni kellett. A karosszegek millié dan koronaban,

1985-0s 6sszehasonlitd arszintre inflalva és deflalva adottak.

A kapcsolédd Microsoft Excel demd munkalapjai kozll az ‘1. korreldcid és rangkorr.”
munkalap a korreldciés és rangkorrelaciés egyltthatok kiszamitdasat mutatja be. A ‘2.
(0,1)x(0,1) pontdiagram’ munkalap az egységnégyzetbe transzformdlt pontpdrokat
szemlélteti. Mivel a pontpdrok nem egyenletesen teritik be az egységnégyzetet, ezért
szemmel lathatd, hogy a modellezett 6sszkarok nem tekintheték fliggetlennek. Ezt a

megallapitast a korreldcids egyltthatok nullatél jelentSsen eltérd értékei is megerdsitik.

A ’3. Clayton illesztés’ és ‘4. Gumbel illesztés” munkalapok a Clayton- és Gumbel-kopulak
maximum likelihood elv segitségével torténd illesztésének folyamatat szemléltetik. ® A log-
likelihood fliggvényt a Microsoft Excel Solver bévitménye segitségével maximalizaltuk.
A munkalapok hivatkoznak a GUMBEL() és CLAYTON() felhasznaléi Excel fliggvényekre,

melyek Visual Basic forraskddja megtalalhatd a tanulmany fluggelékében.

Az ’5. Clayton illeszkedés’, ‘6. Gumbel illeszkedés’ és ’7. fliggetlen illeszkedés” munkalapok az
egyes kopuldk illeszkedését tesztelik a Pearson-féle y2-préba segitségével.

Az illeszkedésvizsgdlat sordan 3 x 3-as feloszlast alkalmaztunk, mert finomabb, 4 x 4-es

® Normalis kopula hasznalata esetén a o rangkorrelacids egyltthatd (vagyis nem az r korrelacios egyutthatd!)
lenne a kopula r paraméterének mintdbdl becsiilt értéke.
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felosztds esetén mar nem teljesilt az a hiivelykujj-szabdly, hogy a vart darabszamnak minden

egyes kategdriaban el kell érnie az 5-6t.”

A maximum likelihood becslések és illeszkedésvizsgalatok f6bb eredményeit az 1. tablazat

foglalja Ossze:

W 0 becsiilt par. W cy krit. érték . Kovetkeztetés
0,64 14,07
Gumbel 1,35 7,04 14,07 Illeszkedik.
Fliggetlenségi - 21,00 15,51 Nem illeszkedik.

1. tablazat: A maximum likelihood becslések és illeszkedésvizsgalatok eredményei.

A tablazatbol jol lathatd, hogy az alkalmazott szignifikanciaszinten (&« = 5%) a Clayton- és
Gumbel-kopuldk egyarant jol illeszkednek az adatokra. Ezzel szemben egyértelmUen
elutasithaté a fliggetlenségi kopula illeszkedése, ami megerdsiti az elemz6t abban, hogy
szilkséges modellezni a kockazatok kozott fennallé osszefliggést. A Clayton- és Gumbel-
kopuldk kozill a y2-tesztstatisztika értéke és a 4. abran lathatd oszlopdiagram alapjan
egyarant egyértelmlien a Clayton-kopula illeszkedése tekintheté megfelel6bbnek, igy

gyakorlati modellekben ezt a kopulat érdemes alkalmazni a széban forgé adatokra.

B Tapasztalt gyakorisag M Vart gyakorisag (Clayton)
M Vart gyakorisag (Gumbel) I Vart gyakorisag (fuggetlenség)
30

11 12 13 21 22 23 31 32 33
Kategoria

4. abra: Kopulak illeszkedésének 6sszehasonlitasa

7 Az illeszkedésvizsgalathoz alkalmazott 3 x 3-as racsot szemlélteti a “2. (0,1)x(0,1) pontdiagram’ munkalap is.
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5. Monte Carlo szimulacids technikak

A Monte Carlo szimuldcié a varhaté értékek és valdszinlségek becslésének a biztositasi és
pénzigyi gyakorlatban is gyakran alkalmazott mddszere. Segitségével megbecsilhet6k pl.:

- ajovébeli karkifizetések varhaté értéke,

a szikséges dij vagy tartalék mértéke,

- a biztositasi profit varhato nagysaga,

- azinszolvencia vagy a dij elégtelenségének valdszinlisége stb.
A modszer feltételezi, hogy ismertek egy modell bizonyos bemend paramétereinek
(pl. kdrnagysagok, karszamok, karvaldszinliségek, hozamok stb.) valdszinliség-eloszlasai,
tovabba explicit mdédon ismertek a képletek, melyek segitségével a bemené paraméterek
megvaldsult értékeibdsl kiszamithatok a modell bizonyos kimend paraméterei (pl. a
megvaldsult karszdmokbdl és karnagysdgokbdl adott dijbevétel és egyéb kornyezeti
paraméterek esetén kiszamithatd a biztosité termékszintl profitjanak nagysaga). A kimend
paraméterek binaris (0 vagy 1) értékd valtozok is lehetnek: pl. bekdvetkezett-e az
inszolvencia, elégtelen volt-e a dij stb. Ez abban az esetben indokolt, ha varhatd értékek
helyett valdsziniiségeket szeretnénk becsiilni. ®
Egy tipikus Monte Carlo szimulacié legfontosabb |épései a kdvetkezbk:

- abemend paraméterek valdszinliség-eloszldsaibdl vett véletlen minta generalasa,

- akimend paraméterek értékeinek kiszamitasa a modell miikodését leiréd formulak

segitségével,
- a nagy méretli mintaban a kimend paraméterek értékeinek atlagolasa egyszerd
szamtani atlag hasznalataval.

A modszer a nagy szamok torvényén alapul: kell6en nagy mintdban a kimend paraméterek
szamtani atlagai tetsz6legesen jol megkozelitik a kimend paraméterek elméleti varhaté
értékeit. Mivel a mintaelemszamnak csak a gépi szamitasi kapacitas szabhat hatart, ezért
altalaban a madszer segitségével tetsz6legesen jo kozelités elérhets. Monte Carlo szimulacid
alkalmazasa esetén gyakoriak a hosszu szamitasi id6k.

A témarodl bévebb attekintést nydjt pl. [2] és [5].

® Ennek hatterében az &ll, hogy egy binaris valtozd varhatd értéke azonos az 1 érték felvételének

valdszinliségével.
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A Monte Carlo mddszer egyetlen matematikai nehézsége a kivant eloszlassal rendelkezé
bemendé paraméterek generdlasa. Ez a rész arrdl nydjt attekintést, hogy az egyes, gyakran
el6forduld valdszinlség-eloszlasokbdl hogyan lehet véletlen mintat venni szamitégépes
programok (pl. a Microsoft Excel) segitségével’. A mddszereket a tanulmanyban matematikai
tételek formajaban kozoljik, gyakorlati alkalmazasukat pedig a tanulmdnyhoz mellékelt
szimuldcid.xls Microsoft Excel munkafiizetben szemléltetjik, ahol minden egyes algoritmust
klon-kilon munkalapokon mutatunk be. Ha nem értheté egy tétel a szdvegben, akkor

érdemes attanulmdanyozni a hozza tartozé Excel munkalapot is.

Alapkovetelményként feltételezziik, hogy rendelkezésiinkre all egy olyan algoritmus, mely
egymastdl fliggetlen, a (0,1) intervallumban egyenletes (jel6lése a tovabbiakban: U(0,1))
eloszlasu véletlenszamok sorozatat generalja. Microsoft Excel kornyezetben ezt a feladatot a

VEL(), munkafiizethez kapcsol6dé VBA programkddban pedig az Rnd fliggvény latja el.

A generdlasi technikdkat leird tételek:

5.1 Generalas az (a, b) intervallumon értelmezett U (a, b) egyenletes eloszlasbol:

Ha U ~U(0,), és X =a+((b—-a)U, akkor X ~U(a,b).

5.2  Generdlds az M és N pozitiv egészek kozott értelmezett DU(M,N) un. diszkrét

egyenletes eloszlasbol: *°

Ha X ~U(M,N+1), és Y =| X |, akkor Y ~ DU(M,N).

° A Microsoft Excel Adatelemzés bévitményében talalhaté6 Random Number Generation alpontban is lehet
mintat generalni néhany nevezetes eloszlasbadl.

1

19 A diszkrét egyenletes eloszlas jelentése: P(Y =M)=PY =M +1)=..=PY =N)=———.
N-M +1
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712 P . / / .11
5.3 Generalas tetszb6leges diszkrét eloszlasbol:

n Jj-1 Jj
Ha p.p,,....p, 20, ij:l és Ij:{Zpk,Zka (j=12,.,n), valamint X =x;,
j=1 k=1 k=1

pontosan akkor, ha U €1, ( j=12,...,n), ahol U ~U(0,1), akkor P(X =x;)=p,.

5.4 Generdlas tetszb6leges folytonos eloszlasbol:
Ha F folytonos eloszlasfiggvény, és X =F'(U), ahol U~U(0,), akkor X

eloszlasfiiggvénye F .

5.5 Folytonos eloszlasok kozotti atjaras:

Ha az X folytonos eloszlasu valdszinliségi valtozd eloszlasfiggvénye F, és U = F(X), akkor
U ~U(0,]). Tovabba ha G folytonos eloszlasfiiggvény, és Y =G '(U) =G ' (F(X)), akkor

Y eloszlasfiggvénye G .

5.6 Generalas tébbdimenzids normalis eloszlasbal:

Ha az X:(Xl,Xz,...,Xd)T(oszIop—) vektor tébbdimenziés normalis eloszlasu 0 varhaté
értékkel és I kovarianciamatrixszal (a koordinatdk egyenként fliggetlen standard normalis
eloszlasuak), és a X kovarianciamatrix a £ = CC" alakban szorzatra bonthaté (pl. Cholesky-

felbontdssal), akkor az Y =CX + u vektor tdbbdimenzids normdlis eloszlasi u varhatd

értékkel és X kovarianciamatrixszal.

112 Ha a felvehetd értékek halmaza megszamlalhatdan végtelen (pl. Poisson-eloszlas esetén), akkor egy adott

kiiszobértéknél csonkitani kell az eloszlast, pl. dgy, hogy a kiszobérték feletti értékek valdszinlségeinek
Osszege egy adott szint (pl. 0,1%) alatt maradjon.
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sy s . . .7 . , , , 12
5.7. Generalas tobbdimenzios diszkrét eloszlasbol:

j-1

J
pk,Zpkj (j=12,...,n), valamint X =x,
1

k=1

Ha p.pssp, 20, ZPJ»=1 és Ij:{
=1

k=

pontosan akkor, ha U €, ( j=1,2,...,n), ahol U ~U(0,1), akkor P(X =x,)=p,.

5.8 Adott rangkorrelacidju, folytonos eloszlasu véletlen valtozék generaldsa (normalis

kopulaval): 23

Ha (Y,,Y,) standard normadlis eloszlasiak r korreldciéval, ahol r:ZSm(p—j, és

U =d%,), U,=90J,), valamint F,,F, folytonos eloszlasfliggvények, és
X,=F '(U,),X,=F, " (U,), akkor p(X,,X,)=p, tovdbbad X, eloszlasfiggvénye F, és

X, eloszlasfuggvénye F,.

5.9 Adott kopulaval rendelkez6, folytonos eloszlasu véletlen valtozdk generdlasa:

1 i 1
Ha egy adott C kopuldra p; = P(Y1 G{Z—,LJ,YZ € {]—,in a [0,1]* egységnégyzeten
m m m m

belll kialakitott mxm-es racs négyzeteibe esés valészinlisége (i, j =1,2,...,m), és (Z,,Z,) -t

7.) alapjan ugy generdljuk, hogy P(lel_l,Zzzj_1
m m

j:p'j teljestljon, valamint

1 1
u=2+—Vv, U,=Z,+—V,, ahol V,V, ~U(0,]) fliggetlenek egymastdl és a (Z,,Z,)
m m

generdlasdhoz hasznalt véletlenszamtdl is, akkor (U,,U,) kozelit6leg a C kopulabdl

B Normalis kopulabdl altaldnos esetben is igy kell generdlni (a 9. alkalmazasa sziikségtelen bonyolitds), de

. T
ekkor nincs adott 0, és nem sziikséges az r = 2sm[p gj feltétel.
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szarmazik."* Tovabba ha F,,F, folytonos eloszlasfiiggvények, és
X,=F'(U),X,=F,”(U,), akkor (XI,XZ) kopuldja kozelitéleg a C kopula, a

peremeloszlas-fuggvények pedig F, és F,.

" Az mxm-es racs négyzetein beliil maximalisan elkdvethetd hibavektor normaja egy négyzet atlgjanak

2
hossza: ——, amely 0-hoz tart, ha m —> 0.
m
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6. Szavatold toke szamitasa 6sszefiiggd kockazatok esetén

6.1. ASolvency Il. keretrendszer standard formuldja

Ebben a részben a Solvency Il. keretrendszerben szereplé — a vallalati szint(i szavatolo tékére
vonatkozé — standard formuldt mutatjuk be, mely a modellezett kockazatok tébbdimenzids
normalis eloszlasanak feltételezésére éplil. A formula a CEIOPS (Eurdpai Biztositds- és
Munkaltatéi Nyugdijpénztar Feligyel6k Bizottsaga) ajanldsaira épil. A témaval kapcsolatban

bévebb felvilagositast nyujt pl. [1].

Jeléljon p darab kockazatot Xy, X5, ..., Xp,, melyek p-dimenziés normalis eloszlast kdvetnek.
Az egyes kockazatok varhaté értékeit tartalmazza a u (p X 1-es) vektor, a szérasokat a o

(p X 1-es) vektor, a korrelaciématrixot pedig jeldlje R (p X p-s).

Mivel a torvényi szabdlyozas alapjan a biztositd minden egyes kockazatra a y; varhato
kockdzat mértékének megfelel§ tartalékot koteles képezni, ezért szavatold t6két csak a
tartalékhoz képesti X; = X; — u; meghaladasokra sziikséges szamitani. E meghaladasok
szintén p-dimenzids normadlis eloszlast kovetnek 0 (p X 1-es vektor) varhatd értékkel, o

(p X 1-es vektor) szérasokkal és R (p X p-s matrix) korrelaciomatrixszal.

Egy-egy kockazatra kiilon-kilon a Solvency Il. keretrendszer alapjan akkora szavatold tékét
szlikséges képezni, hogy az legalabb 99,5% valdszinliséggel fedezze a kockazatbdl eredd

potencialis veszteséget.

A normalitasra vonatkozod feltevésbdl levezethetd, hogy ez a szabdly a kovetkez6 egyedi

szavatoldtGke-szinteket (SCR: solvency capital requirement) adja:

SCR; = zy9950; = 2,580,

ahol zj 995 @ standard normalis eloszlas 99,5%-0s megbizhatdsagi szinthez tartozé kvantilise:
Zg995 = ®71(0,995) = 2,58.

Az egyedi szavatolotSke-szinteket foglaljuk az s (p X 1-es) vektorba!
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Ekkor a véllalati szint(i szavatolét6ke-sziikséglet az
SCR = VsRs
Osszefliggés alapjan szamithato ki.

Beldthatd, hogy az igy kapott szavatolét6ke-szint nem lehet tobb az egyedi
szavatolotGke-szintek Osszegénél, és csak abban a szélsGséges esetben veszi fel az utébbi
felsé korlatot, ha az R korreldcidmatrix minden eleme 1. Tehat minél alacsonyabbak a
korrelacidk az egyedi kockazatok kdzétt, annal alacsonyabb szavatold tékére van szikség a

diverzifikacidonak koszénhetben.

A fels6 korlathoz képesti eltérés felfoghatd ugy, mint a diverzifikacio jétékony hatasa:
_ VP

0 =2;_,SCR; — SCR.

Az egyedi szavatolét6ke-szintek Osszegénél ennyivel kevesebb vallalati szintl szavatold
tékét elegend6 képezni annak kdszonhetGen, hogy az egyedi kockazatok nem tokéletesen
korrelaltak, és igy egy-egy rossz karalakulasu egyedi kockazat hatdsat ellentételezheti a tobbi

egyedi kockazat kedvez6bb karalakuldsa.

A Solvency Il. keretrendszer altal nevesitett egyedi kockazatok:
- piaci kockazat,

- partnerkockazat (nemfizetési kockazat),

- életbiztositasi kockazat,

- egészségbiztositasi kockazat,

- neméletbiztositasi kockazat.

A szabdlyozé a szavatold t6ke kiszamitasahoz alkalmazandd korrelacids matrixot is megadja

(a kockazatok sorrendje azonos a fenti felsoroldsbeli sorrenddel):
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1 025 025 025 0,25

025 1 025 025 05
R=1025 025 1 025 O
025 025 025 1 0
0,25 0,5 0 0 1

A felsorolasban nem szerepel a m(ikodési kockadzat, mely esetében a szabdlyozas alapjan
nem érvényesithet6 diverzifikaciés hatas, ami a gyakorlatban azt jelenti, hogy a mikodési
kockdzatra képzendl szavatolé tGkét egy az egyben hozzd kell adni a vdllalati szint(

szavatoldtSke-sziikséglethez.

A Solvency Il. keretrendszerben szerepl6 modularis (,bottom-up”) megkozelités lényege,
hogy az egyes kockazati modulok tovabbi almodulokra oszthaték, és az almodulok
szavatolotSke-sziikségletébdl az ugyanitt, fentebb mar bemutatott, tobbdimenziés normalis
eloszlasra épulé megkozelités segitségével szamithatd ki az egyes kockazati modulok SCR;

szavatoldtGke-sziikséglete.

Az egyes modulok almoduljai és a modulokon belil alkalmazandd korreldciés matrixok

megtalalhatok [1]-ben.

Az eljarast a tanulmanyhoz csatolt szavatold téke.xls Microsoft Excel munkaflizet “1. Solvency

I.” munkalapja szemlélteti.

6.2. Szavatol6 t6ke szamitasa Monte Carlo szimuldacid segitségével

Monte Carlo szimulacid segitségével a Solvency Il. szellemében, de a standard formulatol
némileg eltér6 megkozelitésben is lehet szavatold t6két szdmitani. A szimulacids
megkozelités el6nye, hogy a standard formula tobbdimenziés normalis eloszlasra vonatkozd
feltételezése helyett tetsz6leges peremeloszlasok és kopuldk hasznalhatok az egyedi
kockdzatok és a kozottik fenndllé kapcsolatrendszerek modellezésére, jobban
alkalmazkodva a biztosité tarsasag kockazati profiljahoz. A megkozelitéssel jard viszonylagos

szabadsag segithet a tarsasdg szamara legel6nydsebb szavatolétbke-szint megtalalasaban is.
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A szavatold téke.xls munkaflizet ‘3. Monte Carlo’ munkalapjan talalhato egy példa erre a
megkozelitésre is, melynek alapja az Osszefiiggé kockdzatok.xls munkafiizetben mar
részletesen ismertetett, daniai tlzkarokkal kapcsolatos esettanulmany, melyben a
lakéingatlanokban bekdvetkezett havi 6sszkar és a berendezésekben bekovetkezett és egyéb
havi Osszkar kozotti kapcsolatot maximum likelihood becslést és illeszkedésvizsgalatot
kdvetSen a legjobban illeszkeds, (6 = 0,64 paraméterdl) Clayton-kopula segitségével irtuk

le.

Itt feltételezziik, hogy egy nagy magyarorszagi biztositd tarsasag sajat adatok hidnyaban
atveszi a daniai esettanulmanyban szerepl6 kopuldt, de a peremeloszlasokat a sajat
kartapasztalatai alapjan becsiili. A peremeloszldsokra a biztosit6 Gamma-eloszldsokat illeszt
a; =1, B; = 2 valamint a, = 3, [, = 2 paraméterekkel, és meg kivanja becsiilni annak a
valdszinliségét, hogy egy adott mennyiségli t6ke egy adott hdénapban nem elegendé a

kétféle havi 6sszkar 6sszegének fedezetére.

A t6ke elégtelenségének valdszinliségét megbecsiilendd a ‘3. Monte Carlo’ munkalapon az
el6z6 részben mar ismertetett mddon (Id. szimuldcid.xls, ’9. adott kopula’ munkalap) 1000
elem( véletlen mintat generdlunk a megadott egylttes eloszlasbdl, majd minden egyes
kimenetel esetén egy binaris valtozéoval kddoljuk, hogy elegend6 volt-e a rogzitett
t6kemennyiség a havi 0sszkarok osszegének fedezetére (1: nem, 0: igen). A nagy szamok
torvénye alapjan az igy kapott bindris valtozé 1000 realizacidjanak szamtani atlaga a t6ke

elégtelenségének becsilt valdszinlisége.

Eves szintre aggregalva, 99,5%-0s valdszin(iségi kiiszobérték alkalmazasaval a Solvency II.
szerinti szavatolotGke-sziikséglet is kiszamithatd a tlzkarbiztositasi kockazatra ugyanezen
megkozelitéssel. Egy ilyen nagyobb lépték(i modell felépitéséhez azonban a gyakorlatban
el6szor mindenképpen a tanulmanyban alkalmazott, stilizalt feltételezések pontositasara
(pl. torlési hanyadok, tartalékok, viszontbiztositds, kdrhanyadtél fliggé dijvisszatérités stb.
figyelembe vételére) lenne szikség, a szdéban forgd kockazat egyedi jellegzetességeinek

megfelel6en, ami meghaladja jelen tanulmany kereteit.
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Fliggelék: Szamitasok kopulakkal Microsoft Excel kornyezetben (VBA kédok)

Ebben a fliggelékben két, a biztositasi és pénzligyi terlleten gyakran alkalmazott kopula
Visual Basic programnyelven irt kédjat kozoljiuk: a Clayton- és Gumbel-kopuldkét. A két
kopuldra egy-egy felhasznaldi fliggvényt kozlliink, melyek a standard Excel fliggvényekhez
hasonldéan hivatkozhaték a munkalapokrél kozvetlenil, a Visual Basic hivasa nélkdl,
amennyiben a felhasznalé korabban bemadsolta a kddokat az aktiv munkaflizethez tartozé
Visual Basic szerkeszt6be.'> Természetesen mas kopuldk képletei is analég mddon

leprogramozhatok.

A fliggvények hivasakor kitoltendd paraméterek: u és v a kopuldk els6é és masodik valtozdja,
theta a kopulak 8 paramétere, valamint a cdf nevd, utolsé argumentum segitségével adhaté
meg, hogy a kopulat vagy annak s(iriségfliggvényét szeretné meghivni a felhasznalo (1 érték
esetén a flggvény a kopula értékét adja vissza, 0 vagy egyéb érték esetén pedig a kopula

slrliségfiggvényének értékét).

A VBA kdédok, melyeket a tuloldalon kozliink, megtaldlhaték a tanulmany mindharom

Microsoft Excel formatumu mellékletében is.

> A tanulmanyhoz tartozé kopula.xls is tartalmazza ezeket a kédokat, és a kopulak illesztésénél és az illeszkedés
vizsgalatanal hivatkozik is azokra.



VEKAS PETER — OSSZEFUGGE BIZTOSITASI KOCKAZATOK MODELLEZESE 30

Function Clayton(u, v, theta, cdf)
Select Case cdf
Case 1

If (u=0) Or (v=0)) Then Clayton = 0 Else Clayton = (u * (-theta) + v * (-theta) - 1)
A (-1 / theta)

Case Else

If u * (-theta) + v » (-theta) - 1 <= 0 Then Clayton = 0 Else Clayton = (theta + 1) * (u
*v) A (theta-1)* (u” (-theta) + v * (-theta) - 1) * (-1 / theta) * (u ” theta + v * theta -
(u* v) Atheta) » (-2)
End Select

End Function

Function Gumbel(u, v, theta, cdf)
Select Case cdf
Case 1

If ((u=0) Or (v =0)) Then Gumbel = 0 Else Gumbel = Exp(-((-Log(u)) * theta + (-
Log(v)) A theta) A (1/ theta))

Case Else

Gumbel =1/ (u * v) * (Log(u) * Log(v)) * (theta - 1) * Exp(-((-Log(u)) * theta + (-
Log(v)) A theta) A (1 / theta)) * (theta - 1 + ((-Log(u)) * theta + (-Log(v)) * theta) * (1 /
theta)) * ((-Log(u)) * theta + (-Log(v)) *theta) * (1 / theta - 2)

End Select

End Function
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