Vékas Péter'
Nyugdijcélu életjaradékok életartam-kockazata
az altalanositott korcsoport—idoszak—kohorsz modellkeretben

Tanulményom moédszertani részében a halandosag statisztikai eldrejelzésére alkalmazhatd egyre
népszeriibb eljarasokat Magyarorszdgon elsOként egységes targyaldsban, az 4altalanositott
korcsoport—-idészak—kohorsz (GAPC) modellcsalad mint (j paradigma keretében mutatom be.
Ezt kdvetden egy empirikus elemzés keretében 6t nevezetes modellt illesztek a hazai 65 éves és
idésebb egyének 1975-2014. naptari évekbeli halanddsigi adataira, és a mintan kiviili
eldrejelzési pontossag kritériuma alapjan az iddskori halandosdg modellezésére széleskoriien
alkalmazott Cairns—Blake-Dowd modell alkalmazasa mellett dontdk. A kivalasztott modell
segitségével Majer—Kovacs [2011] cikke nyomén elvégzem a nyugdijkorhataron varhatd
hatralévd élettartam és a nyugdijcélu életjaradékok egyszeri nettd dijanak becslését. A kérdés
aktualitdsat az Onkéntes nyugdijpénztari jaradékszolgéltatasra vonatkozd szabalyok friss
valtozésai adjak, amelyek felértékelik a halandosag-eldrejelz6 modszertan szerepét.
Elemzésemben nagy hangstlyt fektetek a paraméter-bizonytalansdg megfelelé modellezésére.
Az elvégzett szamitasok alapjan megallapitom, hogy a kozelmultban az élettartam-kockazat
szerepe jelentdsen felértékelddott. Célom, hogy eredményeimet a tudomanyos kutatok,
statisztikai és tarsadalombiztositasi szakemberek €s gyakorld aktudriusok egyarant eredményesen
hasznélhassak fel a jovében az olyan modellek készitése sordn, amelyekben lényeges szempont
az ¢élettartam-kockéazat modszertani szempontbol megfeleld figyelembe vétele.

TARGYSZO: eldrejelzés, varhato élettartam, nyugdijmodellezés, 6konometriai modell.
1. Az élettartam-kockazat problémaja
1.1. Az élettartam-kockazat fogalma és gyakorlati jelentdsége

Empirikus tény, hogy az emberi élettartam atlagos hossza a XX. szazad folyaman a vilag legtobb
részén rendkiviill gyorsan, rovid idétdvon is érzékelhetd modon ndvekedett. A jelenség
szemléltetése kedvéért az 1. abran lathatd a magyarorszagi nemenkénti, években mért
sziiletéskor varhat6 élettartamok alakulasa 1900 és 2014 kozott. Az abra alapjan megéllapithato,
hogy a sziiletéskor varhato élettartam Magyarorszdgon mind a férfiak, mind a ndk esetén kozel
kétszeresére emelkedett az utobbi valamivel tobb mint egy évszdzadban.

U E-mail: peter.vekas@uni-corvinus.hu, tanarsegéd, Budapesti Corvinus Egyetem, tudomanyos
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1. abra: Nemenkénti sziiletéskor varhaté élettartamok Magyarorszagon (1900-2014, forras: sajat szerkesztés
a KSH adatai alapjan)

Egyértelmiien kedvezd ¢€s orvendetes jellege ellenére e folyamat jelentds technikai nehézségek
elé allitja a nyugdij- és életbiztositasi terlileten miitkodo vallalatokat és intézményeket: a feloszto-
kirové elven miikodd allami nyugdijrendszerek, a nyugdijpénztirak és a jaradéktermékeket
értékesitd életbiztositok ugyanis egy adott pillanatban a mult- és jelenbeli halanddsagi
statisztikdk alapjdn csupan meglehetdsen pontatlanul jelezhetik elére az intézmény jovobeli
bevételeit és kiadasait, igy komoly tervezési hibat kovetnek el, és jelentds veszteségre
szdmithatnak a jovében. Az angol nyelvii szakirodalomban a probléma “longevity risk” néven
ismert, egy lehetséges és altalam preferdlt magyar nyelvii elnevezése pedig a Majer—Kovéacs
[2011] cikkében bevezetett “élettartam-kockazat”. E jelenség sziikségessé teszi a kifinomult,
modern halanddsag-eldrejelzé modszerek alkalmazasat.

1.2. A probléma aktualitdsa

Aktuariusi szamitasokban betoltott szerepe mellett az élettartam-kockéazat aktualitdsat az adja,
hogy 2016. januar 1-étdl, a Szolvencia II EU keretiranyelv (EU [2009]) el6irasainak gyakorlati
hatalyba 1épésétdl immar hatdlyos jogszabdly is rendelkezik annak modellezésérdl és kiemelt
kezelésérdl. A probléma aktualitasat tovabb noveli az 6nkéntes nyugdijpénztari életjdradékokra
vonatkoz6 szabalyok moddositdsa (Orszaggytilés [2015]). A korabbi szabalyozas stlyos
hianyossaga volt, hogy a nyugdijkorhatar betdltésekor a pénztdrak nem voltak kotelesek a
felhalmozott vagyon ellenében életjaradékot szolgaltatni a pénztartagok részére, még az ligyfél
kifejezett kérésére sem. Igy a pénztartagok nyugdijas éveik biztositasara csupan banktechnikai
jaradékot igényelhettek. E konstrukcié keretében a pénztartagok vagy orokoseik egy hatarozott
tartam erejéig részesiiltek rendszeres jaradékban. A banktechnikai jaradék valdjdban nyugdijcélra
teljességgel alkalmatlan, mivel egyrészt a hatarozott tartam letelte utan az tligyfelek anyagi
biztonsdgat mar nem garantalja, masrészt szolgaltatdsa a tartam végéig a pénztartag esetleges
halala esetén is fennmarad, melynek kovetkeztében dija joval magasabb annal, mint amit a
nyugdijcélu felhasznélas indokolna.

Ezt a helyzetet orvosolja a 2015 decemberében elfogadott 0j pénztari szabalyozas, melynek



értelmében a legalabb ezer tagot szamlalé onkéntes nyugdijpénztirak — a tagok erre vonatkozd
nyilatkozata esetén, a felhalmozott pénztari vagyonért cserébe — a nyugdijkorhatar betoltésétol
kezdve kotelesek valamely életbiztositd tarsasadgndl életjdradékot vaséarolni a tagok részére.
Az életjaradék a banktechnikai jaradékkal ellentétben a tulajdonosa élete végéig biztosit
rendszeres kifizetéseket. Az intézkedés Uj lendiiletet adhat az életjaradékok pangd hazai
piacanak. Ezzel parhuzamosan varhatoan el6térbe keriil az — életjdradékok esetén kiemelt
jelentdségli — élettartam-kockazat problémaéja.

Az ¢letjaradékok dijszamitdsa soran az aktudriusi szakma hagyoményosan az egy bizonyos
naptari évre vonatkoz6, a KSH altal naptari évenként kdzzétett halandosagi tablakra tdmaszkodik,
feltételezve, hogy az abban szerepld koréves haldlozasi valdszinliségek a jovOben valtozatlanok
maradnak. Ezzel szemben a valosidgban az élettartam-kockéazat kdvetkeztében az életjaradékok
tulajdonosai a kalkulaltnal nagyobb valoszintiséggel érik meg a jaradékfizetési iddpontokat, ami
elére nem kalkulalt veszteséget jelent a jaradékszolgaltatonak

2. Szakirodalmi attekintés és az elemzés célja
2.1. Halandésag-elorejelzé modszerek

A modern statisztikai halanddsag-eldrejelzd modszertan kialakuldsa Lee—Carter [1992] cikkének
megjelenésétdl szamithato, amelyben a szerzoék a életkorfiiggd halandosagi ratdkra egy
viszonylag egyszerli, naptari iddszaktol és életkortdl fliggd paramétekkel rendelkezd log-
bilinearis modell illesztését javasoljak, amely meglepden jol irja le az Egyesiilt Allamok 1900—
1989. évi életkorfiiggd halandosagi ratdinak alakuldsat. A szerzOk a paraméterek becslését
kovetden a pontossag érdekében a naptari évtdl fiiggd paraméterek (az ugynevezett mortalitasi
index) ujrabecslését javasoljak, eldirva a modell alapjan vart és a ténylegesen megfigyelt
halalesetek szamainak egyezését. Az TUjrabecsiilt mortalitdsi index id@sordt autoregressziv
integralt mozgoatlagolasa (ARIMA?, angolul Autoregressive Integrated Moving Average)
talaljak megfelelonek. A folyamat eldrejelzése alapjan a modellben az ujrabecsiilt mortalitasi
index id6sora varhatoan lineédrisan csokken, és az eldrejelzett halanddsagi ratdk csokkenése
exponencialis. Az azdta Lee—Carter modell néven elterjedt eljards Deaton—Paxson [2001] szerint
az ezredforduldra a viladg vezetd halanddsag-elérejelzé modszeréve valt.

Fontos megjegyezni, hogy a Lee—Carter modell — a tovabbiakban ismertetendd egyéb
modszerekhez hasonléan — statisztikai alapu, tgynevezett extrapolativ eljaras, amely a multban
megfigyelt trendek meghosszabbitasara épiil, figyelmen kiviil hagyva a valtozdsok hatterében
allo mogottes (példaul orvostudomanyi, €letmddbeli stb.) okokat. A halandésagi folyamatok
hattérben rejlé jelenségeket leird strukturdlis modellekrdl példaul Booth—Tickle [2008]
tanulmanya nyujt rovid Osszegzést, amelynek szerzéi megallapitjak, hogy ez a megkdzelités
jelentds kivanni valokat hagy maga utan az okséagi kapcsolatok elégtelen ismerete miatt.

Keilman ([1998] és [2008]) tanulmanyaiban amellett érvel, hogy a nemzeti és nemzetkozi
statisztikai szolgélatok altal készitett, gyakran szubjektiv szakértéi véleményekre alapozott
hivatalos demografiai projekciok pontossdga erdsen megkérddjelezhetd, mivel azok a multban
szisztematikusan és jelentdsen aldbecsiilték az emberi élettartam javulasi litemét és ezéltal az
¢lettartam-kockazat nagysagat. Lee—Miller [2001] ¢és Wong-Fupuy—Haberman [2004]

’Az ARIMA modellekrdl és az azokhoz szorosan kapcsolddé Box—Jenkins mddszertanrol részletesebben
lasd példaul Asteriou—Hall [2015] konyvét.



megallapitjak, hogy a Lee—Carter modellt visszemendleg alkalmazva a hivatalos projekcioknal
joval megbizhatdobb eldrejelzések készithetok.

Nincs egyetértés azzal kapcsolatban, hogy vajon az emberi élettartam multban tapasztalt, gyors
iteml novekedése a jovOben is folytatodik-e. Mig Wong-Fupuy—Haberman [2004] a pesszimista
szakértdi becslések pontatlansaga és a Lee—Carter modell meglepden jo teljesitménye alapjan
arra kovetkeztet, hogy a novekedés fenntarthatd, addig a vitdban szkeptikus allaspontra
helyezkeddk (példaul a maguk allaspontjat ,realistaként” aposztrofdldé Carnes—Olshansky
[2007]) megkérddjelezik az extrapolativ haland6sag-eldrejelzd eljardsok hossza tavu
alkalmazhatdsagat, és elképzelhetdnek tartjak, hogy a fejlett orszagokban a sziiletéskor varhatd
¢lettartamok el6bb-utobb egyfajta plafonba litkoznek, sot, akar csokkendbe fordulnak majd.
Brouhns ¢és szerzétarsai [2002] a Lee—Carter modell normalis eloszlasu hibatagjainak
alkalmazasa helyett az egyes korcsoport-naptiri év kombindciokhoz tartoz6 halélesetek
szamainak Poisson-eloszlasat feltételezik. Az altaluk javasolt — Poisson Lee—Carter modell
néven is ismert — modellvaltozat szdmos elénnyel rendelkezik Lee—Carter [1992] eredeti
modelljéhez képest: tobbek kozott nem ¢l a homoszkediszticitdsra vonatkozo6 irredlis feltevéssel,
a maximum likelithood becslés révén figyelembe veszi az egyes korcsoport-naptari év
kombindciokhoz tartozd 1étszdmokat, sziikségtelenné teszi a mortalitdsi index erdsen
heurisztikus, a sztochasztikus modellkeretbe nem illeszkedd wjrabecslését, valamint konnyedén
beagyazhato aktuariusi alkalmazésokba. Brouhns és szerzOtarsai [2005] megmutatjdk, hogy a
Brouhns ¢és szerzdtarsai [2002] altal javasolt Poisson Lee—Carter modellvaltozatban az
eldrejelzett halanddsagi ratdk konfidenciaintervallumaiba a paraméterbizonytalansag is
beépithetd a statisztikai becsléselméletben Efron [1979] 6ta ismert bootstrap eljarés segitségével.
A Lee—Carter [1992] modellel és annak Poisson-valtozatdval szemben egyarant felmeriild
kritika, hogy az életkortol fiiggd (keresztmetszeti) €s naptari évtdl fiiggd (hosszmetszeti)
hatasokon tul nem veszi figyelembe az azonos naptari iddszakban sziiletett egyének
halandésaganak a sziiletés idopontjatol fiiggd — a szakirodalomban kohorszhatds néven ismert —
jellegzetességeit. A Lee—Carter modell legismertebb, kohorszhatast tartalmazo kiterjesztése a
Renshaw—Haberman [2006] modell. Mivel ez az eljaras a gyakorlatban numerikusan instabilnak
bizonyult, ezért Haberman—Renshaw [2011] uyjabb tanulmanyukban modelljiiket ugy
egyszerisitik, hogy az eredeti modellben életkortdl fiiggd kohorszhatast ¢életkortol fliggetlennek
tekintik.’

A halandosag-eldrejelzé modellek tovabbi bdvitési iranya a halanddsag hosszmetszeti valtozasat
leiré egydimenzios iddsorok szadmanak ndvelése, amelyekbdl az eddig ismertetett modellek
csupan egyet tartalmaznak. Az ilyen iranyban bdvitett modelleket a szakirodalom tobbtényezds
eljarasoknak nevezi. A Lee—Carter [1992] modell — bizonyos szempontbol természetes —
tobbtényezds kiterjesztését mutatja be Booth—MainDonald—Smith [2002] tanulmanya.
Figyelembe véve, hogy a klasszikus Lee—Carter modellben a keresztmetszeti és hosszmetszeti
hatasok paraméterei a soronként centralizalt logaritmikus mortalitasi ratdk matrixanak
szingularisérték-felbontasaval, majd a legnagyobb szingulérisértéknél kisebb szingularisértékek
elhagyasaval nyerheték, Booth-MainDonald—Smith [2002] — a fékomponenselemzés (Kovéacs
tobbtényezdssé a modellt. A szerzOk ausztral adatok felhasznéaladsaval megéllapitjak, hogy az igy
nyert tovabbi tényezOk nehezen épithetdk be az eldrejelzésekbe. Booth—MainDonald—Smith

3Sajnos még az egyszeriisitett modell illesztése is gyakran komoly numerikus problémékkal jar. A témat bvebben
Hunt—Villegas [2015] tanulmanya targyalja.



[2002] tovabba ajanlasokat fogalmaznak meg a mortalitasi index kiigazitasaval és a becslési
idészak kivalasztdsaval kapcsolatban. Booth és szerzdtarsai [2006] a Lee—Miller [2001] és
Booth—MainDonald—Smith [2002] modellvaltozatok, valamint az eredeti Lee—Carter modell
elérejelzd képességét hasonlitjak Ossze egymassal, és tiz fejlett orszdg adatainak vizsgalataval
megallapitjdk, hogy az jabb modellvaltozatok pontossidga jellemzden feliilmilja az eredeti
modellét.

Haberman—Renshaw [2011] Gjabb modelljének nevezetes specidlis esete az orvosi statisztikaban
mar régdta alkalmazott korcsoport—idészak— kohorsz (roviden APC, vagy angolul Age—Period—
Cohort) modell (Hobcraft és szerzdtarsai [1982], illetve Carstensen [2007]), amelyben a
kohorszhatason kiviil a hosszmetszeti hatas is — a Lee—Carter modelltdl eltéréen — fiiggetlen az
életkortol.

Az aktuariusi gyakorlatban a legelterjedtebb, ujabb tobbtényezds halanddsag-eldrejelzd
modszerek a kéttényezds Cairns—Blake-Dowd [2006], valamint az azt 4ltalanosito,
haromtényezds Plat [2009] modellek. Specidlisan az iddskori halanddsag modellezésére Plat
[2009] modelljének olyan kéttényezds egyszeriisitését javasolja, amely a Cairns— Blake—-Dowd
modell kohorszhatassal bdvitett valtozata. A kordbban ismertetett eljarasoktol eltéréen ezekben a
modellekben paraméteres formdban adott a halanddsagi ratdk érzékenysége a mortalitasi
tényezOk valtozasara.

Lovasz [2011] tanulmanya finn és svéd halanddsagi adatok felhasznaldsdval szdmos, az
eddigiekben targyalt halanddsag-elérejelz6 modellt 6sszehasonlit egymassal, és az eredmények
alapjan aktuariusi alkalmazéasok céljara a Plat [2009] modellt javasolja. Cairns és szerzdtarsai
[2009] nagy-britanniai adatokon a Cairns—Blake—-Dowd [2006], amerikai adatokon pedig a
Renshaw—Haberman [2006] modell illeszkedését talaljadk a legmegfeleldbbnek, ugyanakkor
megallapitjak, hogy e modellek becsiilt paraméterei nem eléggé robusztusak a becslési iddszak
véltoztatisara nézve. A szerzOk a probléma megoldasara a Cairns—Blake—-Dowd modell
kvadratikus ¢életkorhatést tartalmazé bdvitését javasoljak.

A tudomanyos és gyakorlati szakmék részérdl egyarant jelentkezd, természetes igény a Lee—
Carter modell kritik4ja nyoman sziiletett, rendkiviil szertedgazo halandosag-eldrejelzd eljarasok
atlathatd, egységes modszertani keretbe foglaldsa. Erre tobbek kozott Hunt—Blake [2014],
Villegas és szerzétarsai [2016], valamint Currie [2016] tettek kisérletet a kdzelmultban.
Az altaluk javasolt — szamos, mar 1étezd ¢és széles korben alkalmazott modellt feldleld —
egységes modellkeret Osszefoglald neve dltaldnositott korcsoport—idoszak—kohorsz (angolul
Generalized Age—Period—Cohort vagy roviden GAPC) modell, a statisztikaban és az aktudrius-
tudomanyokban elterjedt altalanositott linearis modell (angolul Generalized Linear Model vagy
roviden GLM, lasd példaul McCullagh—Nelder [1989], illetve magyarul Gray—Kovacs [2001])
bilinearis, egy- és tobbtényezds, valamint kohorszhatdstdl mentes €és azt tartalmazé eljardsokat
egységesiti. Az igy nyert, igen széles modellcsalad tagjai tobbek kozott a kordbbiakban mar
ismertetett Poisson Lee—Carter (Brouhns ¢és szerzdtarsai [2002]), Renshaw—Haberman [2006],
korcsoport-iddszak—kohorsz (Carstensen [2007]), Cairns—Blake— Dowd [2006] és Plat [2009]
modellek. A GAPC modellek keretében lehetdség nyilik tobbek kozott a paraméterbecslés, a
modellvalasztas és az eldrejelzés egységes keretben torténd targyalasara és elvégzésére.

2.3. Az elemzés célja

Az ¢élettartam-kockdazat atfogo statisztikai és aktuariusi elemzésére Magyarorszdgon mindezidaig



egyediil Majer—Kovacs [2011] tanulmanya tett kisérletet, melyben a szerzdk a 65-100. korévek
1970-2006. évi halandosdgi adataira a Lee—Carter [1992] modellt illesztik, és a klasszikus
statikus, keresztmetszeti halanddsagi tdbla és a halanddsag eldrevetitése alapjan egyarant
kiszamitjak a jelenlegi nyugdijkorhatar betoltésekor, 65 évesen varhatod hatralévd élettartamot és
a nyugdijcélu életjaradék egyszeri nettd dijat. A szerzok eredményei alapjan a nyugdijazaskor
varhato élettartamot 6,33%-kal, az életjaradék egyszeri netto dijat pedig 4,51%-kal becsiili ala az
¢lettartam-kockazatot figyelmen kiviil hagyd keresztmetszeti szamitds. A tanulmany két eltérd
megkozelitésben kozol konfidenciaintervallumokat a nyugdijazaskor varhato élettartamra és az
¢letjaradék nettd dijara: az elsé esetben Lee—Carter [1992] nyoman csupdn a mortalitasi index
folyamatanak véletlen hibatagjait tekintik a bizonytalansag forrdsdnak, mig a masodik esetben a
mortalitdsi index sztochasztikus trendparaméterét is valdszinliségi valtozoként kezelik, igy az
eldrejelzési hiba részeként — részben — a becslés soran fellépd paraméter-bizonytalansagot is
figyelembe veszik. Megmutatjdk tovabba, hogy élettartam-kockazat jelenlétében még nagy
kockazatkozosség esetén, hatarértékben sem valik az nyugdijcélu életjaradék nyujtasa
kockazatmentessé a jaradékszolgaltatd szamara.

Tanulmanyom f6 célja a halandosag-eldrejelzésben 1j horizontokat nyit6 GAPC modellkeret
bemutatdsa, a halandosdgi modellezés szerepét felértékeld, megvaltozott nyugdijpénztari
szabalyozas rovid ismertetése, valamint Méjer—Kovacs [2011] tanulmanydnak moddszertani
tovabbfejlesztése és aktualizaldsa. Elemzésemben a Lee—Carter modell keretein tallépve az
altalanositott korcsoport-idészak—kohorsz (GAPC) modellcsalad (Hunt-Blake [2014], Currie
[2016], valamint Villegas ¢és szerzOtarsai [2016]) segitségével vizsgdlom a nyugdijcélu
¢letjaradékok dijszamitasaban jelentkezd élettartam-kockdzatot. A mintan kiviili eldrejelzési
pontossag vizsgalata alapjan amellett érvelek, hogy 6t népszerii halandosdg-eldrejelzé modell
koziil a Cairns—Blake-Dowd [2006] modell segitségével jelezhetdk eldre legpontosabban a hazai
iddskori halandosagi ratdk. Szamitdsaimat az 1975-2014. naptari évek halando6sagi adataira
alapozom, ezaltal a Mdéjer—Kovacs [2011] altal alkalmazott, 1970-2006. éveket feldleld
bazisiddszak alapjan szamitott értékekhez képest jelentdsen magasabb varhato élettartamokat és
nettd dijakat allapitok meg. A relativ aluldrazottsdg emelkedésének bemutatdasa révén
alatdmasztom, hogy a kozelmultban az életjaradékok dijszamitasaban nétt az €lettartam-kockézat
szerepe, illetve az annak figyelmen kiviil hagyasaval elkdvetetheté hiba nagysaga. Tovabbi
lényeges modszertani Ujitds, hogy elemzésemben a becslés soran fellépd paraméter-
bizonytalansagot a bootstrap (Efron [1979]) eljaras segitségével valamennyi paraméter kapcsan
figyelembe veszem, ezaltal redlisabb képet nytjtva annak mértékérdl.

3. Modszertan
3.1. Korspecifikus halandosagi ratak

A halando6sag szamszerlsitésének legalapvetobb leird statisztikai eszkdze a halandosagi rata
(més néven haldlozdsi aranyszam), amely egy valasztott iddszak és populacié vonatkozasdban
értelmezhetd, és az adott iddszak soran az adott populdcidban bekovetkezett haldlozasok
szdmanak a populaciod 1étszdmahoz viszonyitott ardnyaként szamithat6 ki. Képlettel felirva:

D

mzz,

ahol m a halandésagi rata, D € N a vizsgalt iddszakban elhunytak szama, E > 0 pedig a
vizsgalt populacié valamilyen médon értelmezett 1étszdma. A vizsgalt idészak hossza éltalaban
egy €v, és tanulmanyomban is ezt a konvenciot kovetem.



A populdcio létszamat pontosabban definidlni sziikséges: érthetd alatta a vizsgalt iddszak
kezdetén €16 egyének szama (Ggynevezett kezdeti kitettség, angolul initial exposed to risk,
jelolése: E°) vagy a vizsgalt idészak alatt €16 egyének atlagos létszama (Ggynevezett kdzponti
kitettség, angolul central exposed to risk, jelolése: E€) is. Ez utobbi a vizsgalt iddszak kezdetén
¢letben 1évd egyénekre a vizsgalt iddszakban megélt egyéni idémennyiségeket Osszegezve
szamithaté ki.* Kezdeti kitettség alkalmazasa esetén kezdeti halandésdgi ratarél (angolul initial
death rate, jeldlése: m®), kozponti kitettség esetén pedig kdzponti halandésagi ratardl (angolul
central death rate, jelolése: m©) beszélhetiink.

Tanulményomban a tovabbiakban a korcsoporttol és naptari évtol fiiggo halandosagi ratdkra
(jeloléstik: m,,, ahol x € {1,2,...,X} egy adott korcsoport, t € {1,2,...,T} pedig egy adott
naptari év) koncentralok. Ezek olyan specidlis halandosagi ratdk, amelyeknél a vizsgalt
populacié a t -edik naptari év elején az x-edik korcsoportba tartozd egyének csoportja.
A tovéabbiakban felsé indexiiktdl fiiggéen az m,, ratdk kezdeti vagy kozponti, azok hiadnyaban
pedig e kettd koziil barmely tipust halanddsagi ratakat jelolhetnek majd.

3.1. Az altalanositott korcsoport—idészak—kohorsz (GAPC) modellcsalad

A Hunt-Blake [2014], Currie [2016] és Villegas és szerzOtarsai [2016] altal a kdzelmultban
javasolt, szamos széles korben elterjedt halanddsag-elérejelz6 modszert feloleld altalanositott
korcsoport—idészak—kohorsz (GAPC) modellcsalad alkalmazasa feltételezi, hogy minden egyes
x € {1,2,...,X} korcsoportban ¢és t € {1,2,...,T} idoszakban ismert a bekdvetkezett
halalesetek D,, € N szama, valamint az ES, > 0 kozponti vagy az EJ, € N kezdeti Kkitettség
értéke.’
A korcsoport- és iddszakspecifikus haldlozasok D,, szamait a modell a D,, valosziniiségi
valtozok megvalosult értékeinek tekinti, melyek peremeloszlasara vonatkoz6 feltevés — a
rendelkezésre allo kitettségi adatok tipusatol fliggden — a Poisson vagy a binomialis eloszlas:
D.. ~ Poisson(Esnt) (x = 1,2,...,X, t = 1,2,...,T) vagy
Dy ~ Bin(E\ nf) (x = 1,2,...,X, t=12,...,T).
A GAPC modellkeret feltételezi tovabba, hogy a kiilonb6zd korcsoport-idészak kombinacidkhoz
tartozo Ext (x=1.2,....X, t =1,2,...,T) val6szinliségi valtozok ﬁiggetlenek.6 A modellben a
kozponti vagy kezdeti halanddsagi ratdk becsléegyenletei a kovetkezok:
gmy) = N 0 = 1,2,...,X, t =12,..,T),
ahol ,,a modell ugynevezett szisztematikus komponense, g : R, — R pedig folytonosan
differencidlhatd, szigorGan monoton novd fiiggvény (az ugynevezett kapocsfiiggvény vagy
angolul /ink function). Hunt— Blake [2014] az altalanositott linearis modell szakirodalmara épitve
kozponti kitettségek és Poisson-eloszlas hasznélata esetén a

gy) =Iny(y > 0)
logaritmikus, kezdeti kitettségek és binomialis eloszlas alkalmazasa esetén pedig a

9o =m(2=) 0<y<1)

1-y

*A kozponti kitettség mértékegysége 6 és év is lehet, attol fiiggden, hogy atlagos 1étszamnak vagy Osszes megélt
idémennyiségnek tekintjiik.

*Precizebben: minden korcsoport-idészak kombinéciora a kitettség azonos valtozata ismert.

®Pontosabban fogalmazva: adott halandosagi ratak mellett feltételesen fiiggetlenek.



logit kapocsfiiggvényt javasoljak. A tovabbiakban ezt a konvenciot kovetem.
A GAPC modellcsalad szisztematikus komponense a korcsoport, iddszak ¢és kohorsz
fliggvényében igy irhato fel:

N
Nee = @, + Z KD + 6P (x=12,...X, t=12,..T),
=7

ahol N €N a modellezett korcsoport-idészak interakciok szdma, valamint <, és
b/(v’)korcsoportt()l, kgl) 1d6szaktol, c,_, pedig kohorsztol fiiggd, valos értékii paraméterek.

Mivel a modellbeli kohorszok lehetséges szdma T + X — 1, ezért belathato, hogy adott N esetén
a (6.3) egyenlet paramétereinek szama (N + 1)(X + T ) + 2X — 1, melyek elegendéen nagy X
¢és T értékek esetén képesek lehetnek kellden tomoren leirni a megadott XT darab halanddsagi
ratat. A becsiilt paraméterek egyértelmiisége érdekében a modellt tigynevezett identifikacids
megkotésekkel sziikséges kiegésziteni, melyek konkrét modellspecifikacionként eltérnek.

Aza, (x = 1,2,...,X) korcsoporthatas-paraméterek a mortalitasi gorbe altalanos alakjat irjak
le. Ac_,(x=12,...,X,t=12,..T) kohorszhatas-paraméterek a t— x iddszakban
sziiletett kohorsz mortalitasanak a tipikus mortalitasi palyahoz képesti eltérését reprezentaljak a
modellben. Ak (i = 1,2,...,N,t = 1.2,...,T) mortalitasi indexek az éltalénos mortalitasi

szint idébeli alakulasat N darab idésor formédjaban modellezik, a mortalitasi indexek b,(cl)
(i=01...,N, x = 1,2,...,X) érzékenységi egyiitthatoi pedig a transzformalt halandosagi
ratak érzékenységét adjdk meg i = 0 esetén a kohorszhatas, egyéb esetben pedig az i-edik
mortalitdsi index megvaltozasara nézve.

3.2. A GAPC modellcsalad nevezetes tagjai

Alkalmasan valasztott paraméterezés mellett a GAPC modellcsalad szdmos széles korben
hasznélatos halanddsag-elérejelzd modszert tartalmaz. Ebben a szakaszban a legnevezetesebb
ilyen modszereket és azok GAPC modellcsaladhoz fiiz6d6 viszonyat ismertetem. A modszerek
bemutatdsa soran a korcsoportok minden esetben egymast kdvetd koréveket jelentenek majd.

3.2.1. A Poisson Lee—Carter (LC) modell

A Brouhns és szerzotarsai [2002] 4ltal bevezetett és azota széles korben elterjedt modellkeretben
a mortalitast leird szisztematikus komponens a kovetkezd:

Ny =a, +bk,(x=1.2,...,X, t=12,...,T).
A szerzOk kozponti kitettségeket és logaritmikus kapocsfiiggvényt feltételeznek. Identifikacios
megfontolasbol sziikségesek tovabba a kovetkezd paramétermegkotések:

X
Z by =1,
x=1

T
kt = 0,
t=1
A modell nem tartalmaz kohorszhatast, illetve a mortalitds alakulasat egyetlen id6tol fiiggd
mortalitasi index segitségével modellezi. Erdemes megjegyezni, hogy a Lee—Carter [1992]

modell alapvaltozata nem illeszkedik a GAPC modellcsaladba.

3.2.2. A Renshaw—Haberman (RH) modell



Renshaw—Haberman [2006] a kohorszhatas figyelembe vételére a kovetkezd szisztematikus
komponenst javasoljak:
Nw =a, + ke + 6%, (x=12,...,X, t=12,...,T),
Cikkiikben Renshaw—Haberman [2006] kozponti kitettségeket és logaritmikus kapocsfiiggvényt
feltételeznek.
Mivel a modell kritikusai rdmutattak a becslési eljaras numerikus instabilitasara, ezért Gjabb
cikkiikben Haberman—Renshaw [2011] modelljiik egyszeriisitése érdekében a
=1 (x = 1,2,...,X)

megkotést ajanljak, mely — lemondva a kohorszhatds életkor szerinti differencialasarol —
megoldja az eredetileg javasolt modell numerikus problémait. Az igy modositott, a tovabbiakban
altalam is alkalmazott Renshaw—Haberman modell szisztematikus komponense:

Ny =0y +beky +ce_y (x=12,...,X, t=12,...,T).
A szerz6k a paraméterbecslés egyértelmilisége érdekében a kovetkezd identifikacios
megkotéseket javasoljak:

1,

>T >
[y
S
x
I

3.2.3. A korcsoport—iddszak—kohorsz (APC) modell

A Carstensen [2007] altal ismertett korcsoport—idészak—kohorsz (angolul Age—Period—Cohort
vagy roviden APC) modell az egyszertisitett Renshaw—Haberman modell specialis esete a
by =1(x =1,2,...,X)
megkotés mellett. A modell szisztematikus komponense:
N =a,+k +c_y (x=12,...,X, t=12,...,7).

Tehat az APC modell N = 1 mortalitasi indexet tartalmaz, tovabba a korcsoport, iddszak és
kohorsz mortalitdsra gyakorolt hatdsait nem moddositjdk korcsoportfiiggd érzékenységi
egyiitthatok. Az APC modellben a kozponti kitettségek ¢és a logaritmikus kapocsfiiggvény

hasznélata, valamint az aldbbi identifikacidés megkotések alkalmazésa elterjedt:
T

T-1

Z CI‘ - 0’
=/-X
T-1

Z ic, = 0.
=/-X

3.2.4. A Cairns—Blake—-Dowd (CBD) modell

A Cairns—Blake-Dowd [2006] altal az idéskori halanddsag eldrejelzésére javasolt modell
szisztematikus komponense:

Mt = kP + =DkD (x=1,2,..,%X,  t=12,.,T),

_ 1 . . . . .
ahol x = +TX az el6fordulo korcsoport-indexek szamtani atlaga.



A modszer alkalmazasat a szerzok x, = 60 évesnél magasabb életkorok esetén javasoljak, azzal
a kiegészitéssel, hogy az ny szisztematikus komponens az x, + x éves egyének mortalitasat irja

le. Cairns—Blake-Dowd [2006] cikkiikben kezdeti kitettségeket és logit kapocsfiiggvényt
tételeznek fel. A CBD modellben nem szerepel additiv életkorhatis és kohorszhatas’, és a
mortalitds alakuldsat két mortalitdsi index irja le. E modellben nincs sziikség identifikacids
megkotésekre.

3.2.5. A Plat modell

Az id6skori mortalitds modellezésére javasolt Plat [2009] modell szisztematikus komponense:
Nu=a+kP + x-—Dk? +¢., (x = 1,2,....X, t=12,..T),

amely az x, + x éves egyének halandosagat irja le, ahol x, valamely kiindul6 életkor (példaul

X9 = 60 év). Plat [2009] cikkében kozponti kitettségeket és logaritimikus kapocsfiiggvényt

feltételez, és az alabbi identifikacidos megkotéseket javasolja:

T
ST =0
g'=1
NRGED
t=1

ZT_I
=/-X

3.3. Attekintés és csoportositas

Szisztematikus komponenseik alapjan a GAPC modellcsalag tagjai a korcsoport- és kohorszhatas
jelenléte, a mortalitasi indexek N szdma és az érzékenységi egylitthatok jellege (képlettel adott
vagy nemparaméteres) szerint csoportosithatok. A modellezett haland6sagi ratak jellege szerint
elkiilonithetok tovabba kozponti és kezdeti halanddsagi ratakra épiilé GAPC modellek, azzal a
kiegészitéssel, hogy a haldlesetek szdmara vonatkozé feltevés az eldbbiek esetén a Poisson-, az
utdbbiak esetén pedig a binomidlis eloszlas. A GAPC modellcsaladhoz tartozo, jelen fejezetben
bemutatott nevezetes modellek e szempontok szerinti csoportositasat az 1. tabldzatban és a 2.
abran szemléltetem.®

Eljaras \ Korcsoport Kohorsz | N Erzékenység Kitettség | Kapocs
APC van van 1 egységnyi kozponti log
CBD nincs nincs 2 képlettel adott kezdeti logit

LC van nincs 1 | nemparaméteres | kozponti log
Plat van van 2 képlettel adott kodzponti log
RH van van 1 | nemparaméteres | kozponti log

1. tablazat: Néhany nevezetes GAPC modell jellemz6i (forras: sajat szerkesztés)

"Erdemes megjegyezni, hogy a CBD modell bévitéseként Cairns és szerzétarsai [2009] kohorszhatas bevezetését
javasoljak. E modellvaltozatot itt nem targyalom.

8 A 2. abran *-gal jelolt CBD modell kezdeti kitettségeket és logit kapocsfiiggvényt feltételez. A tobbi modell esetén
a kozponti kitettségek és a logaritmikus kapocsfiiggvény alkalmazasa altalanos.



A 2. dbrén lathat, hogy a GAPC modellcsalad két nevezetes agat a Renshaw—Haberman® és Plat
modellek adjak. Az RH modell nevezetes almodelljei a kohorszhatast nem tartalmaz6 Poisson
Lee—Carter és az egységnyi érzékenységi egyiitthatokkal rendelkez6 APC modellek, a Plat
modell nevezetes alesetei pedig a korcsoport- €s kohorszhatdst nem tartalmazé Cairns—Blake—
Dowd és az egyetlen mortalitasi indexet feltételezd APC modellek. Az APC modell tehat — mint
a legegyszerlibb, korcsoport- és kohorszhatast egyarant tartalmazé modell — a GAPC
modellcsalad mindkét aganak specialis esete, igy nevéhez hilen a modellcsalad bizonyos
értelemben valoban ezt a modellt altalanositja.

CBD*

nincs korcsoport-
és kohorszhatas

" -

2. abra: A GAPC modellcsalad néhiny nevezetes tagja és a kozottiik fennnallé hierarchia (forras: sajat
szerkesztés)

N=2, adott
érzékenységek

nincs kohorszhatas

adott
érzékenységek

Az altalanos, illetve az iddskori halandosag modellezésére ebben a sorrendben a 2. abra bal
oldali, illetve mindkét dgan szerepld modellek alkalmazhatok. Természetesen szdmos tovabbi
halando6sag-eldrejelzo eljaras eldallithato a GAPC modellcsalad megfeleld paraméterezésével.

3.4. Paraméterbecslés, modellvalasztas és elorejelzés

A GAPC csaladba tartoz6 modellek paramétereinek becslése a maximum likelihood elv
alkalmazasaval végezhets. '° A log-likelihood fiiggvény maximalizdlasira Brouhns és
szerzOtarsai [2002] a Newton-modszert alkalmazzdk, Villegas és szerzdtarsai [2016] pedig az
altalanositott linearis modell (GLM) illesztésére alkalmazhatd, szdmos statisztikai
programcsomagba beépitett optimalizalé algoritmusokat javasoljadk. Egymasba dagyazott
modellek kozotti valasztasra természetesen ebben az esetben is alkalmazhatod a statisztikdban
széleskortien alkalmazott likelihood-ardny teszt.

A paraméterbecslést kovetden a mortalitdsi indexek becsiilt értékeinek egyiittes alakuldsat
Cairns—Blake-Dowd [2006], Haberman—Renshaw [2011], valamint Villegas és szerzdtarsai
[2016] tobbdimenziods eltolasos véletlen bolyongasként (angolul multivariate random walk with
drift) modellezik. A kohorszhatds becsiilt értékeinek alakuldsat szintén ARIMA modellek
segitségével szokas modellezni. Erre a célra Renshaw—Haberman [2006] az eltoldsos

? Pontosabban: az RH modell Haberman-Renshaw [2011] cikkében bemutatott, egyszerisitett valtozata.
10A log-likelihood fiiggvény képlete megtalalhato példaul Villegas és szerzétarsai [2016] tanulmanyéban.



ARIMA(1,1,0) modellt, mig Plat [2009] az eltolasos ARIMA(2,2,0) modellt javasolja. A naptéri
1d6szaktol és kohorsztol fiiggd iddsoros folyamatok paraméterbecslését kovetden a halanddsagi
ratak a megfeleld idésormodellek extrapolalasaval jelezhetdk eldre.

A halandosdg-eldrejelz6 modszerek alkalmazdsaval jard eldrejelzési  bizonytalansag
modellezésére Lee—Carter [1992] 6ta szokasos eljaras az id6tol fliggd paraméterek hibatagjainak
Monte Carlo szimulacidja. Ez az eljaras ugyanakkor félrevezetd eredményeket produkal, mivel a
modell paramétereit implicit mdédon azok mintabdl becsiilt értékeivel azonositja, figyelmen kiviil
hagyva ezaltal a becslési eljarasbol fakadd paraméterbizonytalansagot. A GAPC modellcsalad
keretében az eldrejelzési bizonytalansdg és a paraméter-bizonytalansag egyiittesen a Brouhns és
szerzOtarsai [2005], valamint Villegas és szerzdtarsai [2016] altal javasolt félparaméteres
bootstrap (angolul semiparametric bootstrap) eljaras segitségével veheté figyelembe'', mivel
analitikus modszerekkel a bizonytalansag két forrdsa nehezen kezelhetd egyiittesen. Koissi és
szerzOtarsai [2006] alternativ megkozelitésként az illesztett modell hibatagjaibol vett
mintavételezésen alapuld rezidualis bootstrap mddszert javasoljak.

A Brouhns és szerzOtarsai [2005] altal javasolt félparaméteres bootstrap eljaras keretében a
B € Ny, darab bootstrap mintdban elészor a D,, (x = 1,2,...,X, t = 1,2,...,T) ismert
halaleseti gyakorisdgokat Ujra sziikséges generdlni a megfigyelt értékekkel azonos varhato értékii
Poisson vagy binomidlis eloszlasokbdl, majd a modellillesztést és az eldrejelzést minden egyes
Di, b=12,....,B, x=1.2,...,X, t=12,...,T) bootstrap mintara el kell végezni, a
modellvalasztasi 1épés nélkiil, minden egyes mintara az eredetileg javasolt modellvaltozatot
alkalmazva. A vizsgélni kivant véletlen mennyiségek (példaul halanddsagi ratdk vagy varhatd
¢lettartamok) elméleti eloszlasa a mintaméret novelésével hatarértékben azok bootstrap
mintdkban megfigyelt empirikus eloszlasaval kozelithetd.

3.5. Az ¢életjaradékok dijszamitésa statikus és dinamikus haland6sagi ratak alapjan

Az x éves korban varhato hatralévo élettartamot statikus halanddsag mellett megado Osszefiiggés
(Banyar [2003]):
N 1
e =Xl — g, ) +5 (x=01,..,0),
ahol aq,(x = 0,1,...,w) értékek az alkalmazott haland6sagi tdblaban szerepld ugynevezett
koréves halalozasi valoszinliségek, w pedig a feltételezett legmagasabb elérhet6 életkor (a KSH

gyakorlata alapjan w = 100 év). A megfeleld Osszefliggés a halandosdg-eldrejelzé modszerek
segitségével eldrejelzett, dinamikus halanddsag esetén:

exr =S TIZ = Gy ) +5 (X =01, 0),
ahol g (x = 0,1,...,w, t = T, T + 1,T + 2,...) az x éves egyének koréves haldlozasi
valdszinlisége a t-edik naptéri évben, T pedig az aktudlis naptari év.
Az x éves kort egyének azonnal induld, élethosszig tartd, évi egy forint 6sszegli életjaradékanak
egyszeri nett6 dijképlete az aktuariusi ekvivalenciaelv (Banyar [2003]) alapjan:'?
G = ST TIEN] — 7, )] (x =01, ),
ahol v a technikai kamatlab alapjan szamitott éves diszkonttényezé'?. Az igy szamitott netto dij

A bootstrap modszert Efron [1979] javasolta eldszor altalanosabb kontextusban.

"2A képletben az iires szorzat értéke definicio szerint egynek tekintend.

> A technikai kamatlab a befektetett életbiztositasi dijtartalékon garantalt éves hozamrata, melynek segitségével az
aktuarius az életbiztositasok klasszikus dijkalkulacioja soran meghatarozza a jovobeli pénzaramléasok jelenértékét
(Banyar [2003]).



azt az ¢letjaradékért cserébe nytjtandd egyOsszegli befizetést adja meg, amely mellett a
jaradékszolgaltatd a technikai kamatlabnak megfeleld, rogzitett éves befektetési hozam
feltételezése mellett, a jaradékfizetésen kiviili egyéb koltségek figyelembe vétele nélkiil nulla
profitot realizal. Az életjaradék ténylegesen fizetendd, brutt6 dija (Banyar [2003]) a netto6 dij és a
tényleges éves életjaradék Osszegének szorzata, novelve a koltségek €s a szolgaltatdi profit
fedezetével.'*
Dinamikus halandosagi ratdk haszndalata esetén a megfeleld sszefliggés:
= 5250 TUZH] = 2, pe )] (=01, @),

ahol T az aktudlis naptari év a dijszamitas pillanataban.
A tovabbiakban a q,, koréves halalozasi valésziniiségeket Agoston—Kovacs [2000] nyoman a
maximum likelihood elv alapjan az #/), kezdeti halanddsagi ratikkal becsiilom, és kdzponti
halalozasi ratak eldrejelzése esetén azokat a széles korben alkalmazott

’”9«/ = ”7%;’

kozelités (Majer—Kovacs [2011]) segitségével alakitom kezdeti halanddsagi ratakka.
4. Empirikus elemzés

A nyugdijas kort egyének halanddsagi ratdinak eldrejelzése érdekében a KSH 1979-2013.
naptari évekre és 65-99 korévekre vonatkozo, naptéari és korévek szerint bontott 1étszam- és
halalozési adatait hasznaltam fel.'” Mivel az Eurépai Unio erre vonatkozo iranyelve (EU [2004])
ezért a nemenkénti adatokat aggregdltam, ¢és a szadmitasokat a nemtdl fiiggetlen (uniszex)
korévenkénti 1étszdmok és haldleseti gyakorisagok alapjan végeztem el.

A halandésagi ratak eldrejelzésére a GAPC modellcsaladba tartozo, a 2. 4bran korabban
szemléltetett korcsoport—iddszak—kohorsz (APC, Carstensen [2007]), Cairns—Blake—-Dowd
[2006](CBD), Poisson Lee—Carter (LC, Brouhns és szerzdétarsai [2002]) és idéskori Plat [2009]
modelleket, valamint a Renshaw—Haberman [2006] (RH) modell Haberman—Renshaw [2011]
cikkében szerepld, egyszerlsitett valtozatat alkalmaztam. A szédmitdsokat az R statisztikai
programcsomag (R [2008] és Villegas és szerzdtarsai [2016]) segitségével végeztem el.

A legjobb mintan kiviili eldrejelzési teljesitményt nyujtdé modell kivalasztisa és a tulillesztés
elkeriilése érdekében az 1975-2014. naptari éveket az 1975-2004. naptari éveket magaba foglald
tanulo és az 2005-2014. naptari éveket feldleld teszteld idOszakra osztottam fel. A felsorolt 6t
modell paramétereinek becslését a tanuld iddszakon, illeszkedésiik vizsgdlatit pedig a széles
korben alkalmazott y? tesztstatisztika (Benjamin—Pollard [1993]) alapjan a teszteld idszakon
végeztem el. A tesztelés soran az elsd husz korévet (vagyis a 65-84 évesek adatait) vettem
figyelembe, mivel a késdbbi korévek mar kevésbé relevansak a hozzajuk tartozd alacsonyabb
tulélési valosziniiségek és a jaradékok dijszamitdsa sordn alkalmazott diszkontilds miatt.
A tesztek eredményeit és az illesztett modellek effektiv paramétereinek szamét a 3. é4bra

Az életjaradékok kifizetései altalaban évesnél siirlibb (példaul havi) gyakorisaguak. Ennek hatsa az életjaradék
nett6 dijara jellemzden csekély, illetve a nettd dijjal kozelitdleg aranyos.

> Banyar [2012] részletesen foglalkozik a jaradékok dijszamitasahoz hasznalhato halanddsagi tabla kivalasztasanak
kérdésével. Jaradékszolgaltatok egyedi halandosagi adatai hijan itt kénytelen vagyok a néphalandodsagi adatokbol
kiindulni.
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3. abra: GAPC modellek illeszkedése a tesztiddszakon és a modellek effektiv paraméterek szama (2005-2014,
65-84 éves korokban, forras: sajat szerkesztés)

A 3. ébra alapjan a teszteld iddszakon a legjobb eldrejelzési teljesitményt a kifejezetten az
iddskori halandosag eldrejelzésére kifejlesztett Cairns—Blake—Dowd modell nytjtja, melyet
illeszkedés szerinti sorrendben a Poisson Lee—Carter és a korcsoport—idészak—kohorsz modellek
kovetnek. A rangsort az elsd harom modelltél leszakadva a Plat és Renshaw—Haberman
modellek zarjak. A Cairns—Blake-Dowd modell jo teljesitménye annal is inkébb figyelemre
méltd, hogy ez az eljards rendelkezik a vizsgalt 6t modell koziil a legkevesebb effektiv
paraméterrel. A magasabb effektiv paraméterszdmi modellek gyengébb eldrejelzési
pontossaganak oka a tulillesztésben keresendd: ezek a modellek a kevesebb paramétert
tartalmazé modelleknél sziikségeriien jobban illeszkednek a tanuldé iddszakon, ugyanakkor a
teszteld iddszak éveire mar gyengébb eldrejelzést eredményeznek, hasonldan ahhoz a tankdnyvi
példahoz, amelyet egy kozel linearis egyvaltozos idésor magas fokszdmu polinom segitségével
torténd eldrejelzése esetén tapasztalunk.

A 4. 4bra alapjan az eldrejelzési id6tdv novekedésével jellemzben valamennyi vizsgalt modell
eldrejelzési pontossaga csokken. A pontossdg romlasi iiteme a magas effektiv paraméterszamu
Plat és Renshaw— Haberman modellek esetén a legszembetlindbb, illetve ezekkel szemben a
legjobb illeszkedést nytjté Cairns—Blake-Dowd és Poisson Lee— Carter modellek esetén a
legmérsékeltebb. A naptari évenkénti elemzés megerdsiti a Cairns—Blake-Dowd modell
alkalmazhatdsagat, annél is inkdbb, mivel a tovdbbiakban az ¢életjaradékok dijszamitasa az itt
bemutatottnal joval hosszabb, 35 éves eldrejelzési horizont hasznélatét teszi majd sziikségessé.

16 Az alacsonyabb y? tesztstatisztikak utalnak jobb illeszkedésre. Az orszdgos 1étszamadatok hasznalatabél adodo
nagy mintaméret miatt az illeszkedésre vonatkozé nullhipotézis valamennyi modell esetén hatarozottan elutasithaté.
Effektiv paraméterszam alatt a tobbi paraméter altal az identifikaciés megkdtések révén nem meghatarozott
paraméterek szama értendd.
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4. abra: GAPC modellek illeszkedése a tesztidészakon naptari évenként (20042013, 65-84 éves
korokban, forras: sajat szerkesztés)

Eletkor szerint egyébként egyik vizsgalt modell esetén sem figyelheté meg életkor szerint
monoton trend az eldrejelzési pontossagban. A legpontosabbnak itélt Cairns—Blake—Dowd és
Poisson Lee—Carter modellek kozotti 6 kiilonbség e tekintetben a 65—70 év kozotti életkorokban
figyelheté meg: itt a Cairns—Blake-Dowd modell érezhetéen pontosabb eldrejelzést szolgaltat.
72 éves kortol kezdve a két modell pontossaga kozel azonos.

Az eredmények alapjan 0sszességében megallapithatd, hogy a vizsgalt adatsoron a hazai iddskori
halandosag eldrejelzésére az 6t kivalasztott GAPC modell koziil a Cairns—Blake—-Dowd modell
hasznélata javasolt. E modell mellett sz6l, hogy a legalacsonyabb mintan kiviili elérejelzési
hibaval ¢és emellett a legkevesebb effektiv paraméterrel rendelkezik, eldrejelzési hibaja a
legalacsonyabb iitemben emelkedik az id6horizont ndvelésével, valamint az életjaradékok
dijszamitasanal leglényegesebb, 65-70 év kozotti életkorok halandosagat a Poisson Lee—Carter
modellhez képest joval alacsonyabb hibaval jelzi eldre a tesztel6 iddszakon. Nem mellékes
szempont az sem, hogy Cairns—Blake-Dowd [2006] cikkiikben a modellt kifejezetten az idéskori
halando6sag eldrejelzésére javasoljak a Lee—Carter modell alternativajaként.

5. Kletjaradékokkal kapcsolatos eredmények

Az élettartam-kockazat szerepének szamszerlsitése érdekében elsoként a 65-99 éves egyének
¢letkorfliggd halandosagi ratait a GAPC modellcsaladba tartozo, korabban mar bemutatott 6t
nevezetes halandosagelorejelz6 modell felhasznalasdval eldrejeleztem a 2016-2050. naptari
¢vekre, majd az eldrejelzést a Villegas és szerzdtarsai [2016] tanulméanydban javasolt
félparaméteres bootstrap eljaras segitségével egyenként 5000 replikaciobol'” allé bootstrap
mintdkon is megismételtem. A nyugdijkorhatar betdltésekor varhato egs hatralévo élettartam és
dgs egyszeri nettd dij értékeket a halandosagi ratdk varhatod értéinek megfeleld pontbecslések
alapjan, illetve valamennyi szimulalt bootstrap mintdban egyenként is meghataroztam.

A bootstrap mintak szdmanak ndvelése 5000 replikacio6 felett mar csak elhanyagolhatdé mértékben valtoztatta meg
a szamitott konfidenciaintervallumok hatarait.



Az Osszehasonlitds kedvéért a legfrissebb ismert, 2014. évi néphalandosagi tdbla alapjan — a
klasszikus aktudriusi gyakorlattal 6sszhangban idében véltozatlan, statikus halanddséagi ratakat
feltételezve — is elvégeztem a szdmitasokat. Mivel a technikai kamatldb maximalis mértéke a
vonatkoz6 MNB rendelet (MNB [2015]) alapjan forintban fennalld kotelezettségek esetén 2016.
julius 1-étdl évi 2,3%, ezért a szdmitasok sordn a v = 1/1,023 diszkonttényezbt alkalmaztam.
Tovabbi 6sszehasonlitasra adtak lehetdséget a Majer—Kovacs [2011] tanulmanyaban bemutatott
eredmények, melyek a Lee—Carter [1992] modell és az 1970-2006 bazisiddszak alapjan, 3%-os
technikai kamatlab feltételezésével késziiltek.

A Cairns—Blake-Dowd modell alapjan nyert szamitdsi eredményeimet és a Majer—Kovacs
[2011] cikkében szerepld megfeleld mutatdszdmokat ebben a sorrendben a 2. tablazat felsd és
also része foglalja Ossze. A tablazat masodik oszlopaban a legutols6 ismert halanddsagi tabla
alapjan szamitott keresztmetszeti értékek, harmadik oszlopdban a halanddsag-elérejelzés
segitségével nyert dinamikus, kohorszszemléletli véarhatdo értékek és bootstrap konfidencia-
intervallumok, negyedik oszlopdban pedig a statikus, keresztmetszeti szemléletben a dinamikus
varhat6 értékekhez képest elkdvetett szazalékos hibdk nagysagai lathatok.

Sajat szamitas (bazisidoszak: 1975-2014):

Mennyiség Keresztmetszeti | Varhato érték (konf.int) | Statikus hiba
egss (év) 16,47 18,21 (16,61; 19,80) —9.51%
g5 (€V) 13,72 14,78 (13,83;15,72) —6,43%

Majer—Kovacs [2011] (bazisidészak: 1970-2006):

Mennyiség Keresztmetszeti | Varhaté érték (konf.int) | Statikus hiba
ess (év) 15,39 16,43 (15,12; 17,83) —6,33%
Zes (6V) 11,87 12,43 (11,70; 13,17) —4,50%

4. tablazat: Osszehasonlitis: a 65 éves korban varhaté hatralévé élettartam és az életjaradék egyszeri netto
dija (forras: sajat szamitas és Majer—Kovacs [2011])

A 4. tdblazat alapjan megallapithat6, hogy a statikus, keresztmetszeti szemléletben szamitott, 65
éves korban varhato hatralévo élettartam 2006-2014 kozott 1,08 évvel, a nyugdijcélu életjaradék
egyszeri nettd dija pedig 1,85 Ft-tal emelkedett. Ez utdbbi hatds részben a varhatd élettartam
névekedésének, részben pedig a technikai kamatldb csokkenésének tudhatd be.'® Az ujabb
szdmitdsaim alapjan mar az élettartam-kockazatot figyelmen kiviil hagyo, keresztmetszeti
értekek is meghaladjdk a Méjer—Kovacs [2011] altal kozolt kohorszszemléletli, dinamikus
varhat6 értékeket, és a dinamikus értékek konfidenciaintervallumai joval szélesebbek a Méjer—
Kovécs [2011] tanulményédban szereplé megfeleldikhez képest, mivel az utdbbiak — az 1j
szdmitds soran alkalmazott bootstrap eljarassal szemben — a mortalitdsi index sztochasztikus
trendparaméterét leszamitva nem tartalmazzdk a paraméterbecslésbdl fakadd bizonytalansagot.
A naiv, statikus szemlélet alkalmazasdval elkdvetett szazalékos hiba nagysaga mind a varhatd
hatralévd élettartam, mind az életjdradék nettd dija esetén kozel masfélszerese a Majer—Kovacs
[2011] eredményei alapjan szamitott szazalékos hibanak, ami a mddszertani kiilonbségeken tal is

¥ Erdemes megjegyezni, hogy a Lee—Carter [1992] modell hasznalata az ijabb adatokon minimalis eltéréssel a
Cairns—Blake—Dowd [2006] modellel kozel azonos eredményt ad, igy a kiilonbség nem a moddszervalasztasbol
adodik.



arra enged kovetkeztetni, hogy az élettartam-kockazat jelentdsége ndtt az utdbbi években.
A statikus szemlélet alkalmazésa a nyugdijazdskor varhat6 hatralévo élettartamot kozel két évvel
alabecsiili, és a nyugdijcélu életjaradékok esetén 6,43%-os alularazottsaghoz vezet, ami példaul
évi 1 milli6 Ft Osszegli havi jaradék esetén a szerzddés megkotésekor 1 millio 60 ezer Ft
tartalékhidnyt, ¢és ezaltal ugyanekkora nagysagl, a biztositdsi gyakorlatban is igen jelentds
azonnali veszteséget jelent a jaradékszolgaltatd szamara.

6. Osszefoglalas

Eredményeim alapjan megallapithato, hogy a hazai idéskori uniszex halandosagi ratdkat a 2005—
2014. évekbdl allo teszteld iddszakon Ot népszerli halandosag-eldrejelzd modszer koziil a
kifejezetten az iddskori halandosag eldrejelzésére kifejlesztett Cairns—Blake-Dowd [2006]
modell jelzi elére a legmegfelelébben a mintan kiviili elérejelzési pontossag kritériuma alapjan
az ¢letjaradékok szempontjabol legfontosabb 65-84 éves ¢életkorokban. Tovabba az idéhorizont
novelésével az eldrejelzési hiba e modell hasznalata esetén ndvekszik a legalacsonyabb iitemben,
¢s a nyugdijszdmitasok szempontjabol legfontosabb 65—70 éves korcsoportban e modell esetén
joval alacsonyabb az egyébként 6sszességében masodik legpontosabb eldrejelzést nyljtdé Poisson
Lee—Carter modellhez (Brouhns és szerzdtarsai [2002]) képest. A joval tobb paraméterrel
rendelkez6 Plat [2009] és Renshaw—Haberman [2006] modellek hasznalata talillesztéshez vezet,
amelyre a tanuld iddszakon mért kivald illeszkedésiik és ezzel parhuzamosan a teszteld
idészakon mért gyenge — ¢és az id6horizont novelésével gyors ilitemben romld — eldrejelzési
pontossaguk enged kdvetkeztetni.

A Cairns—Blake-Dowd modell segitségével eldrejelzett, dinamikus uniszex néphalanddsagi tabla
hasznélata esetén a nyugdijkorhataron varhato hatralévo élettartam majdnem két évvel feliillmulja
a klasszikus modszertan alapjan, statikus halanddosag feltételezésével szamitott értéket. A statikus
szamitas a nyugdijcélu életjaradék egyszeri nettd dijat 6,43%-kal alabecsiili, ami példaul évi 1
millio Ft 0sszegli €letjaradék esetén 1 millio 60 ezer Ft koriili, a biztositasi gyakorlatban igen
jelentds mértékli azonnali tartalékhidnyt és veszteséget okoz a jaradékszolgaltatonak. A statikus
halandésag feltételezése miatt jelentkezd aluldrazottsdg mértéke a Méjer—Kovacs [2011]
tanulmanyaban szerepld 4,51%-16l 6,43%-ra nétt a 2006 és 2014 kozotti idészakban. A valtozas
az aktudriusi gyakorlat szempontjabol rendkiviil jelentds, tovabba a néphalandosag vizsgalatabol
adodd hatalmas mintaméret miatt formalis teszt alkalmazasa nélkiil is kijelenthetd, hogy
statisztikai értelemben is szignifikans.

Mindezek alapjan levonhat6é az a kovetkeztetés, hogy Magyarorszagon a nyugdijcéla
¢letjaradékok esetén 2006 ¢és 2014 kozott jelentésen emelkedett a statikus halanddsag
feltételezésével elkovetett dijszamitasi hiba nagysdga, ami arra enged kovetkeztetni, hogy a
vizsgalt idészakban nétt az élettartam-kockézat szerepe a vizsgalt piacon. Tovabba mivel a
biztositasi iigyfelek halandosaga jellemzden alacsonyabb a néphalandésagnal, és — részben
tudatos antiszelekcio kovetkeztében — a jaradéktermékeket a biztositasi ligyfelek koziil is
jellemzdéen az alacsonyabb halandosagh iigyfelek vasaroljak (Banyar [2003]), ezért a
jaradéktermékek 4allomdnyaiban feltehetden a kimutatott arazdsi hibanal még jelentdsebb
tévedésre lehet szamitani a biztositasi gyakorlatban.

A kérdés fontossagat tovabb noveli, hogy az 6nkéntes nyugdijpénztari életjdradékokra vonatkozo
Uj szabalyozas (Orszaggytlés [2015]) eredményeképpen a kozeljovében remélhetdleg jelentds
boviilés varhatd a hazai ¢€letjaradékok piacan.
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