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El6sz6

A helyesen alkalmazott tobbvaltozds adatelemzési modszerekkel akar kordbban nem ismert,
érdekes szakmai Osszefiiggések is felfedezhetok. A  tobbvaltozés adatelemzés
tanulmanyozasanal az elméleti (gyakran matematikai) és a gyakorlati szamitasi tudnivalok
megismerése egyarant fontos: a gyakorlati szamitdsok eredményeinek helyes értelmezése a
szamitasok elméleti hatterének pontos ismeretével valosulhat meg. Jelen irds elsésorban a
gyakorlati szamitasok konkrét részletkérdéseivel foglalkozik és feltételezi, hogy az Olvaso6 az
elemzési modszerek elméleti hattérét mar ismeri.

A tobbvaltozos adatelemzési szamitasok a gyakorlatban gyakran valamilyen program (illetve
programcsomag) segitségével végezhetok el. Ebben az irdsban a bemutatott elemzési
modszerekkel kapcsolatos szadmitdsokat az IBM SPSS Statistics 20 programcsomag
alkalmazasaval szemléltetjiik. Mivel a szamitasok elméleti hattere szorosan Osszefiigg az
eredmények értelmezésével, ezért a kovetkezokben mindegyik fejezet az adott témahoz
kapcsolodo rovid elméleti 0sszefoglaloval indul, amelyet szamitdsi példak megoldasanak
bemutatdsa kovet. Az egyes fejezetekben a szdmoldsokhoz alkalmazott adatok az IBM SPSS
Statistics 20 programcsomag minta adatfile-jai (,,sample files”) kozott talalhatok. A néhany
szamolédsi feladat megoldasanak leirdsa utdn mindegyik fejezetben tovabbi (6nallo
gyakorlasra alkalmas) feladatok is talalhatok.

A tobbvaltozos adatelemzés tanuldsa gyakran idéigényes folyamat, mivel a tanulds sordn az
elméleti és a gyakorlati tudnivalok egyiittes megismerésére van sziikség. Altalaban e tanulasi

folyamatot segitheti a szamitasok rendszeres gyakorlasa, amelyhez sok sikert kivannak

a Szerzok



1. fejezet

LEIRO STATISZTIKAI MUTATOSZAMOK ELEMZESE

A modszer révid 6sszefoglalasa

Béarmely elemzésnél a megvalosithatd elemzési modszereket nagyban befolyasolja a
rendelkezésre all6 adatok kore. Egy gyakorlati probléma megoldéasanal az adatbazis eldallitasa
altalaban sokkal tobb id6t vesz igénybe, mint maginak az elemzési folyamatnak a
megvaldsitasa. A leird statisztikdk a meglévo adatokrol, illetve valtozokrol szolgalnak nagyon
hasznos informacidval az elemzd szdmara, melyek a késdbbi 1épések meghatarozasaban is
segitséget nyujthatnak.

Megoldasi moédszerek és az eredmények értelmezése

A gyakorl6 feladatok megoldasanal emlitett valtozok a bankloan.sav adatai kozott talalhatok.
1. feladat:

Elemezze az ,,Age in years” (,,age”) valtoz6 tulajdonsagait leird statisztikai mutatészamokkal,
illetve grafikonokkal!

A feladat megoldasa:

Az ,age” valtozd ardnyskalan mért valtozo, mely hiteligénylé tligyfelek életkorat
tartalmazza. Az elemzést a kovetkez6 meniipontjanak segitségével végezhetjiik el:

Analyze — Descriptive Statistics — Descriptives

Ezen meniipont valasztdsa utan az egyik eredmény a kdvetkezo tablazat:

Descriptive Statistics

N Range Minimum | Maximum Mean Std. Deviation | Variance Skewness Kurtosis
Statistic Statistic Statistic Statistic Statistic Statistic Statistic Statistic | Std. Error | Statistic | Std. Error
Age in years 850 36 20 56 35,03 8,041 64,665 ,335 ,084 -,658 ,168
Valid N (listwise) 850

A kapott tablazatbol lathatd, hogy az adatbazisban 850 iigyfélr6l talalhatunk
informaciokat, és mind a 850 esetén rendelkezésiinkre all az iigyfél életkora. Ebbdl
kovetkezOen esetleges tovabbi elemzéseknél hidnyzd adatok potlasara nincsen
sziikség.

A legfiatalabb iigyfél 20, a legiddsebb 56 éves, vagyis a valtozo terjedelme (range) 36.
Az tgyfelek atlagos ¢életkora 35,03 ¢év, 8,041 ¢év szorassal. A variancia a
szorasnégyzet. A relativ szorést (szoras/atlag) kdzvetleniil nem adja meg az SPSS, de a
konnyen kiszdmithato 0,23-as értéke beliil marad a kritikus 2-es szinten. Kettd feletti
relativ szérds esetén a valtozonkon belil a megfigyelések olyan mértékben
szorédnanak, hogy sok esetben a becslés stabilitdsat is befolydsolhatna az adott
valtozo.



A valtozo6 eloszlasarol ad informaciot a csticsossag (kurtosis) és a ferdeség (skewness).
A 0,335-0s ferdeség érték enyhén jobbra elnytld, a -0,658-as csticsossdg a normalis
eloszlas haranggorbéjénél lapultabb eloszlast jelez.

Ennek alatdmasztasahoz allitsuk el6 a valtozd hisztogramjat. Ehhez valasszuk a
kovetkezé meniipontot:

Analyze — Descriptive Statistics — Explore

Az ,age” valtozot ezutdn a megfeleld modon kivalasztva a hisztogram az eredmények
kozott talalhato:
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Az Explore meniipontban az SPSS egy ugynevezett stem&leaf abrat is kirajzol, amely
egy gyakorisagi abra, ¢és felsorolja az egyes csoportokban eléforduld értékeket. A
megfigyelt érték utolsé szamjegye a levél (leaf).

Age in years Stem—and-Leaf Plot

Frequency Stem £ Leaf
14,00 2 . 0011111111111
35,00 2 . 2Z22222222232223333333I33333333333332
55,00 2 . 4444444444444444444444444444445555555555555555555555555
63,00 2 . BERBEEAREERREERRERARERAEEREEARE
89,00 2 . BO0BBO0EBO0NBO000DG000GE000850008080006850999999995899599959999599589955995559959599958995899
72,00 3 . 000000000000000000000000000000111111111111111111111111111111111111111111
61,00 3 . 2222223222322222227232222222273333333333333333333333333333333
78,00 3 . 444444444444444444444444444444444444445555555555555555555555555555555555555555
64,00 3 . GEEEEEEEEREEERREERREEREEREERREGEE
71,00 J . BO006500EBO000BO0000600060008500599559999995909599999959999999999599955999
68,00 4 . 00000000000000000000000000000000111111111111111111111111111111111111
38,00 4 . 22222232222222223333333333333233333332
36,00 4 . 444444444444444555555555555555555555
40,00 4 . GEEEEEEEEREEEEEEEETTTTTTIVITIITITIITINITT
24,00 4 . ©OBBBB0BERBHBOBBE88E099999
12,00 5 . 000000000001111111
16,00 5. ZZ2Z2ZII2Z3333333
6,00 5 . 444455
z,00 5. &6
Stem width: 10
Each leaf: 1 caseis)

Az é4brabol lathatd, hogy Osszesen 14 {6 20-21 év kozotti tigyfélnek folyositottak
hitelt, és koziiliik kettd 20 éves ligyfél talalhatd. 55 év felett Gsszesen 4 {ligyfél kapott
csak hitelt. A tovabbi gyakorisdgi informéciokat analég modon olvashatjuk ki, az
értelmezésnél vegyiik figyelembe az abra feliratait.



Az Explore meniipontban szintén kérhetiink leird statisztikai mutatokat a Descriptives
meniiponthoz hasonléan, ezenkiviil itt tovabbi mutatészamok is szamithatok. A
nyesett atlag (trimmed mean) a megfigyelések also, illetve fels6 5%-anak elhagyasaval
szamitott atlag. Esetiinkben értéke 34,81, amely alig tér el a teljes sokasagra szamitott
35,03-as értéktdl. Ez az eredmény arra is utalhat, hogy nincs sok extrém érték a
valtozo esetében, és az extrém értékek hianyat mutatja a dobozdiagram is:
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Az abrabdl jol lathatoé a leir6 mutatészamok alapjan is leolvashaté koncentracid. A
doboz bels6é része a felsé ¢€s also kvartilisek (Q3-Q1) kozotti tavolsagot, az
interkvartilis terjedelmet - IQR (esetiinkben 12) jeleniti meg, a dobozban 1év6 vonal a
median (34 év), amely minimalisan az atlag alatt van. Ez az eltérés is az enyhe
ferdeségre utal. A doboz alatt illetve felett huzott vonalak hossza maximum 1,5-szer az
interkvartilis terjedelem, amely természetesen rovidebb, ha elérjiik a mintabeli
maximumot vagy minimumot. Amennyiben egy megfigyelés a 1,5-szer IQR savon
kiviil esik kilogd pontnak (outliernek), ha a 3-szor IQR savon is kiviil esik, akkor
extrém értéknek tekintjiik, amelyeket az SPSS o illetve * jeloléssel jelol. A
dobozdiagrambol l1athato, hogy esetiinkben nincsenek kilogo értékek.

A valtozé normalitasardl mar a csucsossag €s a ferdeségi mutatdk illetve a hisztogram
is ad informéciot, az Explore meniipont azonban tovabbi két tesztet is szamszerlsit,
amelyek nullhipotézise a valtozo normalitdsa:



Tests of Normality

Kalmogorow-Smirnoy® Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. Statistic df Sig.
Age inyears 0va 850 000 a78 2580 000

a. Lilliefars Significance Carrection

Az eredményekbdl jol lathatd, hogy mind a Kolmogorov-Smirnov, mind a Shapiro-
Wilk teszt nullhipotézisét az 0sszes szokasos szignifikanciaszinten elvetjiik, vagyis az
,,age” valtozo nem tekinthetd normalis eloszlasunak.

Az Explore-ban lehetdségiink nyilik még grafikus normalitds vizsgalat elvégzésére is,
ehhez Un. Q-Q plotot kérhetiink. Ez nem mdas mint a kvantilisek 4braja, melynek
vizszintes tengelyén az ,,age” valtozo értékei szerepelnek, a fliggdlegesen pedig egy
olyan transzformaciot alkalmazunk, amelynél normalis eloszlas esetén az értékek a 45
fokos egyenes mentén helyezkednének el. Esetiinkben jol lathat6, hogy a pontok a
fiatalabb tligyfeleknél jelentdsen eltértnek a 45 fokos egyenestdl.

Normal Q-Q Plot of Age in years
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Osszegzésként elmondhato, hogy egy intervallum skaldn mért valtozd SPSS-beli leird
statisztikai elemzéséhez mind a Descriptives, mind az Explore meniipontokat egyarant
fel kell hasznalnunk, hiszen olyan elemeket is tartalmaznak, amelyekre a masik
meniipont nem feltétlen ad lehetéséget. Emellett az elemzés soran nem tértiink ki, de a
késébbi elemzési modszertanok szempontjabol fontos, hogy a Descriptives pontban
lehetdség van a valtozo sztenderdizaltjanak a mentésére.

2. feladat:
Elemezze a ,Level of education” (,,ed”) valtozd tulajdonsagait leiré statisztikai
mutatoszamokkal, illetve grafikonokkal!



A feladat megoldasa:
Az ,,ed” valtozo a hitelt felvevd tligyfelek végzettségét jeleniti meg végzettségi kategoriak
szerint, vagyis egy ordindlis skdldn mért valtozd. Az elemzést a kovetkezd meniipont
segitségével végezziik:

Analyze — Descriptive Statistics — Frequencies

Az alap statisztikakbol lathato, hogy minden kategoriaban talalhatd megfigyelés, vagyis
az ligyfelek kozott a legalacsonyabb és legmagasabb végzettségiiek is megtalalhatok. Az
eloszlas modusza 1, vagyis a legtobb iigyfél nem fejezte be a kozépiskolat. Ugyanakkor a
gyakorisagi tabla és az oszlopdiagram alapjan jol lathatd, hogy a végzettségek eloszlasa
egy moduszu.

Level of education

Cumulative
Frequency | Percent | Valid Percent Percent

Valid  Did not complete high 460 54,1 54,1 54,1

school

High school degree 235 27,6 27,6 81,8

Some college 101 11,9 11,9 93,6

College degree 49 58 58 99,4

Post-undergraduate 5 ,6 6 100,0

degree

Total 850 100,0 100,0

A megfigyelések 93,6%-a az els6 harom kategdriaban taldlhatd, a legmagasabban
minddsszesen 0,6%-uk, vagyis 5-en a 850-bdl. Ez nagyon alacsony elemszdm, amely
minden valdszinliség szerint nem hordoz tobblet informéciot. Ezért a modellezés tovabbi
1épései elott érdemes végiggondolni az utolsd két kategoria esetleges Osszevondsat. A
legnépesebb az elsd kategdria, ahol a megfigyelések 54,1%-a talalhat6. A felsorolt
informéciokat grafikusan kor és oszlopdiagramon is megjelenithetjiik. (Graphs\Chart
Builder... meniipont)
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Gyakorlo feladatok

1. Hasonlitsa 6ssze az ,,Age in years” (,,age”) valtozd és a Descriptives meniipontban
1étrehozott sztenderdizalt (,,Zage”) valtozot a leird statisztika eszkdzeivel! Mi tud
mondani a két valtozo korrelacios egyiitthatojarol?

2. Hasonlitsa 0ssze az ,,Age in years” (,age”) valtozot és a centralassal 1étrehozott
(,C age”) valtozét a leird statisztika eszkdzeivel! Mi tud mondani a két valtozo

korrelacids egyiitthat6jarol?

3. Elemezze az ,,Age in years” (,,age”) valtozdjanak tulajdonsdgait ugy, hogy az
elemzésnél valassza kiilon a default-os €s a non-default-os tigyfeleket!

4. Definidlja a relativ szorast! Miért fontos az elemzésnél figyelembe venni? A kritikus
értéke melyik ,,hires egyenldtlenségbdl” szarmazik?

5. Tegyiik fel, hogy egy valtozo eloszldsa egy modduszu és a valtozd atlaga nagyobb,
mint a mediadn. Ekkor mit tud mondani az eloszlas tulajdonsagair6l?

6. Két moduszu eloszlds esetén mi mondhaté el a modusz, median és atlag viszonyarol?

7. Amennyiben a vizsgalt mintaban a leird statisztikai elemzés egyetlen egy extrém
értéket jelol, célszerli-e e kilogo értéket elhagyni a tovabbi elemzésbdl?

8. Egy kiemelten magas relativ szorasu valtozd esetén milyen transzformacioval
lehetséges a relativ szoras csokkentése?
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Ellen6rz6 tesztkérdések

Jelolje be a helyes valaszt a kovetkezo kérdéseknél!

1. Egy sztenderdizalt valtozo szorasa az eredeti (nem sztenderdizalt) valtozo szordsdhoz
képest minden esetben

a) nagyobb

b) kisebb

c) egyenld

d) egyik el6z6 vélasz sem helyes.

2. Harom moéduszu eloszlasnal minden esetben az 4tlag megegyezik

a) a szorassal

b) az egyik mddusszal

c) amedian értékével

d) egyik el6z6 valasz sem helyes.

3. A sztenderdizalas hatasara megvaltozhat egy valtozo

a) szorasa

b) a ferdeség értéke

c) acsucsossag értéke

d) egyik el6z6 vélasz sem helyes.

4. A sztenderdizalt valtozok

a) atlaga és szorasa egyenld

b) atlaga nagyobb mint a szoras
c) atlaga kisebb mint a sz6ras
d) atlaga és medianja egyenlo.

10



2. fejezet

KERESZTTABLA ELEMZES

A modszer révid 6sszefoglalasa

Kereszttabla-elemzéssel két nominalis, két ordindlis, vagy pedig egy ordinalis €s egy
nominalis mérési szintli valtozora vonatkozoéan lehet elemezni a valtozok kozotti kapcsolat
meglétét €s a kapcsolat erdsségét. A kereszttabla elemzésénél a nullhipotézis a két valtozé
fiiggetlensége. A fiiggetlenség elvetésekor az asszociacios kapcsolat erésségét is lehet mérni
kiilonb6zé mutatdszamokkal. A kapcsolaterdsséget méré mutatészamok koziil altalaban
szakmai megfontoldsok alapjan lehet valasztani.

Megoldasi médszerek és az eredmények értelmezése

A kereszttablas elemzésnél is jelentdsége van annak, hogy az egyes valtozok mérési szintje
milyen (példaul ennek alapjan lehet megfelelé kapcsolaterdsségi mutatoszamot valasztani). A
kovetkezd feladatokban ezzel Osszefliggésben hangsulyosan foglalkozunk a valtozék mérési
szintjének témajaval is.

A gyakorld feladatok megoldasanal emlitett valtozok az Employee data.sav adatai kozott
talalhatok.

1. feladat:
A ,salary” valtozd alapjan hozza létre a ,salary bin” valtozét tigy, hogy a ,salary bin”
valtoz6 4 kategoéridja a ,,salary” valtozo egyes kvartiliseit jelolje!

A feladat megoldasa:
Egy magas (arany) mérési szintli valtozonal elméletileg lehetéség van arra, hogy az
értékeit (ndvekvo sorrendbe rendezés utdn) négy csoportba lehessen sorolni ugy, hogy
minden csoport elemszama azonos: az igy létrehozott csoportokat kvartilisnek
nevezziik. Az egyes kvartiliseket mutatd valtozo létrehozasa megoldhatd példaul a
kovetkez6 meniipont kivalasztasaval:

Transform — Visual Binning ...

A megjelend ablakban a ,,salary” valtozot a ,,Variables to Bin” felirat ala elhelyezve és
a ,,Continue” gombra kattintva ujabb ablak jelenik meg, amelyben a kvartilisekhez
kapcsolddo 1 valtozé 1étrehozasdhoz a ,,Make Cutpoints ...” gombnal valaszthatd a
kovetkezd lehetdség:

Equal Percentiles Based on Scanned Cases — (,Intervals — fill in either field”
feliratnal) Number of Cutpoints: 3
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A 3-as szam értéke azzal fligg Ossze, hogy a kvartilisek szdma 4. Az ,,Apply” gomb
megnyomasa utdn a ,,Binned Variable:” felirat utan a ,,salary bin” beirdsaval, majd az
,OK” gomb megnyomadsaval létrejon az 1j, kvartilisekhez kapcsolodd kategorias
valtozo.

2. feladat:
Mennyi az elemek szdma a ,,salary bin” valtoz6 egyes kategoridiban?

A feladat megoldasa:
A kvartilisek egyenként elméletileg az Osszes adat egynegyedét tartalmazzak,
gyakorlatilag azonban el6fordulhat, hogy a kvartilisekben taldlhat6 elemek szama nem
egyenld. Ilyen eset el6fordulhat példaul akkor, ha a megfigyelések szama (n) nem
oszthatd néggyel, illetve ha a valtozo értékei kozott azonos értékek is vannak. A
feladatban 1étrehozott ,salary bin” valtozd esetében a kategdridkba tartozo
megfigyelések szama a kdvetkezd meniipont valasztasaval is szdmolhato:

Analyze — Descriptive Statistics — Frequencies ...

A valtozok koziil a ,salary bin” valasztasdval és a ,Display frequency tables”
lehetdség bejelolésével az ,,OK” gomb megnyomdsa utdn a kovetkezd eredmény

szamolhato:
Current Salary (Binned)
Cumulative
Frequency | Percent | Valid Percent Percent
Valid /1 120 253 253 253
2 117 247 247 50.0
3 119 251 251 751
4 118 249 249 100.0
474 100.0 100.0

A ,Frequency” felirati oszlopban lathat6 (bekarikazassal is jelolt) értékek mutatjak,
hogy az egyes kategoriakban mennyi megfigyelés talalhato (ezek az értékek ebben a
példaban nem egyenldk). Az eredmények alapjan az is latszik, hogy a kategoridk
jelolése a ,,salary bin” valtozé esetében az 1, 2, 3 és 4 értékekkel tortént.

3. feladat:
Milyen mérési szinti a ,,salary bin” valtoz6?

A feladat megoldasa:
A ,salary bin” véltoz6 ordinalis mérési szintii, mivel a kvartilisek sorbarendezése jol
értelmezhetd feladatot jelent (matematikai értelemben is). Ez a ,salary” ¢és a
»salary bin” valtozokat kozos dobozdiagramon abrazolva is szemléltethetd. Ez a
dobozdiagram eldallithatd példaul a kdvetkezd meniipont valasztasaval:

Analyze — Descriptive Statistics — Explore ...
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A ,,salary” valtozot a ,,Dependent list:”, a ,,salary bin” valtozot pedig a ,,Factor List:”
feliratnal feltiintetve az ,,OK” gomb megnyomdsa utdn tobb eredmény kozott
megtalalhat6 a kovetkez6 dobozdiagram is:

29

$125 000

32

$100 000

$75 000

Current Salary

$50 000

$25 000 %

$01

Current Salary (Binned)

4. feladat:
A ,,salbegin” valtozo alapjan hozza létre a ,,salbegin_bin” valtozot tigy, hogy a ,,salbegin_bin”
valtozo 4 kategoridja a ,,salbegin” valtoz6 egyes kvartiliseit jeldlje!

A feladat megoldasa:
Az 1. feladat megoldasahoz hasonldan oldhaté meg a feladat (az 1. feladatban emlitett
,»salary” valtozo helyett a ,,salbegin” valtozot alkalmazva a megoldasoknal).

5. feladat:
A ,jjobcat” és az 1. feladatban 1étrehozott ,,salary bin” valtozé alapjan végezzen kereszttablas
elemzést. Az elemzés eredményei alapjan a két valtozo egymastol fliggetlennek tekinthetd?

A feladat megoldasa:
A kereszttablas elemzést a kovetkezd mentipont valasztasaval lehet végezni:

Analyze — Descriptive Statistics — Crosstabs ...

A ,Row(s)” felirat részbe a ,jobcat” valtozot, a ,,Column(s)” felirati részbe a
»salary bin” valtozot helyezhetjiik el (a valtozok természetesen felcserélve is
elhelyezhetdk lennének). A ,,Display clustered bar charts” lehetdséget bejelolve a két
valtozo 0Osszefliggésérdl grafikus megjelenitést is lehet kérni. A két valtozo
fliggetlenségének teszteléséhez kapcsolédd Pearson-féle khi-négyzet proba
tesztstatisztika értéke ¢€és az ezzel Osszefiiggd empirikus szignifikancia-szint a
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b

»otatistics...” gomb megnyomasa utan a ,,Chi-square” lehetdség bejeldlésével

szdmolhat6. Az eredményeket a ,,Continue” és ezutan az ,,OK” gomb megnyomasa
utan lehet megtekinteni.

Ebben a feladatban a kovetkezo kereszttabla is megtalalhato az eredmények kozott:

Employment Category * Gurrent Salary (Binned) Crosstabulation

Count
Current Salary (Binned)
1 2 3 4 Total
Employment Category  Clerical 120 115 93 35 383
Custodial 0 2 25 0 27
Manager 0 /D__ 1 83 84
Total 0| 7 1o | TIE~, 474

A kereszttablaban a bekarikazassal jelolt értékek a 2. feladat megoldéasaként is
szdmolhatok. A “Display clustered bar charts” lehetdség bejelolésének eredményeként
a kereszttablaban szerepld adatokat (empirikus gyakorisagi értékeket) szemléltetd
oszlopdiagram is megtalalhat6 az eredmények kozott:

Bar Chart
. Currenl
127 Salary
(Binned)
(o)
@2
100 gs
[l
80
-
=4
>
S s
40
207
o 1
Clerical Cus odial Manager
Employment Category

Tegylik fel, hogy a kereszttablaban az empirikus gyakorisagi értékeket g; jeldli és m; a
sorokban szerepld értékek Osszegére, n; pedig az oszlopokban szerepld értékek
Osszegére utal (tegyiik fel, hogy a sorok szdma r, az oszlopok szdma pedig c). Ebben
az esetben az empirikus értékek alapjan kiszamolhat6 a
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mutatészam (amelynek elméleti eloszldsa a két valtozd fliggetlensége esetén y?
eloszlas, ahol a szabadsagfok (r—1)-(c—1)), amelynek alapjan kovetkeztetni lehet a

két valtozo fliggetlenségéhez kapcsoldodo nullhipotézis elfogadasara vagy elutasitasara.
Ennek a mutatoszdmnak az értéke elméletileg nulla akkor, ha két fliggetlen valtozo
szerepel az elemzésben. Az elméletileg khi-négyzet eloszlasi mutatdészamhoz
kapcsolédoan empirikus szignifikancia-szint (p-érték) is szamolhatd, amelyet a
gyakorlo feladat eredményei kozott a kovetkezd tablazatban a bekarikazassal jeldlt
érték mutat:

Chi-Square Tests

Asymp. Sig.
Vallue df (2-sided)
Pearson Chi-Square 361,043% @) 000
Likelihood Ratio 341,990 i ooo
Linear-by-Linear 183,616 1 000
Association
M ofValid Cases 474

a. 0 cells (0,0%) have expected count less than 5. The
minimum expected count is 6,66.

Mivel ebben a feladatban az empirikus szignifikanciaszint értéke alacsony (kisebb
mint a gyakran alkalmazott 0,05), igy a két valtozd fliggetlenségére vonatkozo
nullhipotézist elutasithatjuk, vagyis a két valtozo fliggetlensége elvethetd.

6. feladat:
A ,jobcat” és a 4. feladatban Ilétrehozott ,salbegin bin” valtozo alapjan végezzen
kereszttablas elemzést. Az elemzés eredményei alapjan a két valtozo egymastol fiiggetlennek
tekinthetd?

A feladat megoldasa:
Az 5. feladat megolddsdhoz hasonléan szamolhatd a khi-négyzet értéket és az ehhez
kapcsolddo empirikus szignifikancia-szintet (p-értéket) is tartalmazo tablazat:
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Chi-Square Tests

Asymp. Sig.
Yalue df (2-sided)
Pearson Chi-Square 302,359° G| > ooo
Likelihood Ratio 284130 ] ,oon
Linear-by-Linear 187,013 1 ,ooo
Association
M of Valid Cases 474

a. 0 cells (0,0%) have expected count less than & The
minimum expected count is 5 24,

Mivel a fenti tdblazatban a (bekarikdzassal jel6lt) empirikus szignifikancia-szint
alacsonyabb, mint a gyakran alkalmazott 0,05, igy a fliggetlenségre vonatkozo
nullhipotézis elvethetd. Ez az eredmény azt is jelenti, hogy lehet értelme valamilyen
(megfeleld) mutatoszam alkalmazasaval a két valtozd kozotti kapcsolaterdsség
mérésének is.

7. feladat:
A ,salary _bin” vagy a ,,salbegin_bin” valtozonak erdsebb a kapcsolata a ,,jobcat” valtozoval?

A feladat megoldasa:
Ez a feladat megoldhat6 ugy is, hogy az 5. és 6. feladatok eredményei kozott szerepld
empirikus szignifikanciaszinteket, illetve az ezekhez tartozd khi-négyzet értékeket
hasonlitjuk dssze. Az 5. feladatban a ,,salary bin” és a ,,jobcat” valtozo esetében a khi-
négyzet érték 361,043 volt, mig a 6. feladatban a ,,salbegin_bin” és a ,,jobcat” valtozd
esetében a khi-négyzet érték ennél alacsonyabb, minddssze 302,359 volt. Ezek alapjan
a ,,jobcat” valtozénak a ,,salary bin” valtozdval erdsebb a kapcsolata.

8. feladat:
Hogyan mérhetd a ,,salary bin” és a ,,jobcat” valtozok kapcsolatanak erdssége?

A feladat megoldasa:

Az 5. feladat eredménye alapjan a két valtozo nem tekinthetd egymastol fliggetlennek,
tehat érdemes foglalkozni a kapcsolaterdsség mérésével is. A 3. feladat eredménye
alapjan a ,salary bin” valtozd ordinalis mérési szintli, mig a ,,jobcat” valtozd akar
nomindlis mérési szintli valtozonak is tekinthetd. Abban az esetben, ha a ,,jobcat”
valtozorol feltételezziik, hogy nominalis mérési szintii, a kapcsolaterdsség méréséhez
nem alkalmazhatok azok a mutatészamok, amelyek feltételezik, hogy mindkét
elemzésben szerepld valtozd mérési szintje ordindlis (ilyen példaul a Goodman-
Kruskal gamma).

A kapcsolaterdsség mutatoszamait esetenként asszociaciés mértékeknek is szokds
nevezni. Az asszocidciés mértékek kozott szimmetrikus és nem-szimmetrikus
mutatoszamok is taldlhatok (a nem-szimmetrikus mutatészamoknal feltételezheto
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hogy az egyik valtozd a masikra hat ¢és nem forditva, mig a szimmetrikus
mutatészamoknal ez nem feltételezheto).

A ,jobcat” és a ,salary bin” valtozo esetében feltételezhetd, hogy a ,salary bin”
kategoridkat befolyasolhatja a ,,jobcat” valtozo, tehat az asszociacidos mértékek koziil
nem-szimmetrikus mutatészamot érdemes valasztani az elemzéshez.

Az asszociacids mérték szamolasa a kereszttablas elemzésnél a kovetkezo
meniipontnal valaszthato ki:

Analyze — Descriptive Statistics — Crosstabs ...

A ,,Statistics...” gombnal a ,,Nominal” feliratnal kivalaszthaté példaul a ,Lambda”
lehetéség, majd a ,,Continue” ¢és az ,,OK” gomb megnyomdasa utdn szamos
asszociacios mértékrol talalhato adat az eredmények kozott (amit a kovetkezd tablazat

is mutat):

Directional Measures

Asymp. Std.
Value Error® Approx. T® | Approx. Sig.
Mominal by Nominal  Lambda Symmetric 335 033 8,452 000
Employment Category 432 ar4 4513 000
Dependent
Current Salary (Binned) 305 024 11,827 000
Dependent
Goodman and Kruskal Employment Category AT 04z oon®
tau Dependent
Current Salary (Binned) 253 011 0oo®
Dependent

a. Mot assuming the null hypathesis.
b. Using the asymptotic standard error assuming the null hypothesis.
¢. Based on chi-square approximation

Az el6zdekben emlitett megfontolasok alapjan a lambda mutatdszdm esetében az el6z6
tablazatban szerepld értékek koziil tehat a bekarikazott érték (0,305) értelmezése lehet
relevans: ez az érték a két valtozod esetében viszonylag gyenge (kdzepesen erdsnek is
nevezhetd) kapcsolatra utal.

Erdemes még megemliteni, hogy ha két ordinalis véltozd szerepel az elemzésben,
akkor az asszociacios mértékek eldjele a valtozok kozotti kapcesolat irdnyara is utal
(vagyis az ordinalis mutatészamokra vonatkozd asszociaciés mutatdszamok eldjele
negativ is lehet).

Gyakorlo feladatok

1.

Allitson el 10 (megkozelitdleg) azonos elemszamu csoportot Visual Binning
alkalmazasaval a ,,Current salary” valtoz6 alapjan! A csoporttagsdgot mutatd 1j
valtozo neve legyen ,,csoportok™!

Kereszttablas elemzéssel tesztelje, hogy a ,,csoportok™ valtozé és a ,,jobcat” valtozo
fiiggetlennek tekinthetd-e!
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b

3. Alkalmazhat6 lenne a 2. feladatban a kapcsolaterésség mérésére a ,kappa’
mutatoszam?

4. Lehetséges lenne a 2. feladatban szerepld valtozok esetében nem-szimmetrikus
asszocidcios mértéket valasztani?

5. Milyen 0Osszefiiggés van a kereszttablas elemzés nullhipotéziséhez kapcsolodd khi-
négyzet érték €s a kontingencia egyiitthato értéke kozott?

Irodalomjegyzek

Hajdu Ott6 [2003]: T6bbvaltozos statisztikai szamitdsok
Kozponti Statisztikai Hivatal

Kovacs Erzsébet [2011]: Pénziigyi adatok statisztikai elemzése
Tanszék Kft., Budapest

Kovacs Erzsébet [2014]: T6bbvaltozos adatelemzés
Typotex Kiado, Budapest
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Ellen6rz6 tesztkérdések

Jelolje be a helyes valaszt a kovetkezo kérdéseknél!

1. A kereszttablas elemzésben a kereszttabla sorainak szama

a) nagyobb mint az oszlopok szdma
b) az oszlopok szaméval egyezik meg
c) fiiggetlen az oszlopok szdmatol

d) egyik el6z6 valasz sem helyes.

2. Mennyi valtozo szerepelhet egyidejlileg a kereszttablas elemzésben?

a) egy

b) kettd

c) mindkét el6z6 valasz helyes
d) egyik el6z6 vélasz sem helyes.

3. Binaris valtozok esetében végzett kereszttablas elemzésben a valtozok fiiggetlenségére
vonatkozo nullhipotézisnél a tesztstatisztika eloszlasa

a) normalis eloszlas
b) khi-négyzet eloszlas
c) F-eloszlas

d) t-closzlas.

4. A kereszttablas elemzésben a kappa mutatészam

a) értéke fligg a kereszttablaban szereplé mindegyik értéktol
b) négyzetes tabla esetén szamolhatd

c) értéke nulla ha bindris valtozok szerepelnek az elemzésben
d) egyik el6z6 valasz sem helyes.

5. A kereszttablas elemzésben a Cramer-V mutatészam ¢€s a kontingencia egytitthato
értéke

a) elméletileg egyarant maximum egységnyi lehet
b) szorzata egységnyi

c) Osszege egységnyi

d) egyik el6z6 valasz sem helyes.
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3. fejezet

KLASZTERELEMZES
A modszer révid 6sszefoglalasa

A klaszterelemzés olyan osztalyozo eljaras, amellyel adattomboket — megfigyelési egységeket
¢s valtozokat egyarant — tudunk viszonylag homogén csoportokba sorolni az elemzésbe
bevont valtozok alapjan. A folyamat akkor sikeres, ha az egységek hasonlitanak
csoporttarsaikhoz, azonban eltérnek a mas csoportba tartozo elemektdl. A klaszterezés olyan
feltigyelet nélkiili (unsupervised) osztadlyozast jelent, amelyben nincsenek eldre definialt
osztalyok. A csoportképzés alapja a sokasag elemeinek elhelyezkedése a p dimenzios térben,
amikor a sokasag egy-egy eleme a tér egy-egy pontja.

A klaszterezés tobbféle modszer €s konkrét eljards oOsszefoglaldé neve. A gyakorlati
jelentdséggel és szamitogépes kidolgozottsaggal bird klaszterezési modszereknek két 6
csoportja van: hierarchikus és nemhierarchikus klaszterezés.

A hierarchikus klaszterezés elsdsorban feltaro elemzésre szolgdl, mivel nincs feltevésiink arra,
hogy a minta hany klaszterre tagolodik. Osszevond (agglomerativ - gyakorlatban ezt
hasznaljuk) és a feloszté (diviziv) szemléletben végezhetd el.

A nemhierarchikus klaszterezés szakmai megfontoldsok alapjan elére adott & szamu osztalyra
bontja a mintat; megerdsitd elemzésre szolgal.

A klaszterezd eljarasokat széleskoriien alkalmazzak ismeretlen adatstruktarak feltardsara. A
klaszterezés eredményeinek felhasznaldsa sordn az aldbbi megszoritasokat sziikséges
figyelembe venni:

e clsdsorban feltaro technikaként hasznalhato;

e nincs egyetlen legjobb megoldas;

e minden esetben Iétrehoz az eljards klasztereket, fliggetleniil attol, hogy azok

ténylegesen léteznek-e az adatokban;
e amegoldasok fliggnek a bevont véltozoktol.

Megoldasi médszerek és az eredmények értelmezése
A gyakorl6 feladatokat a bankloan.sav adatain végezziik el.
NEMHIERARCHIKUS KLASZTEREZES

1. feladat:
a) Kérjen nemhierarchikus klaszterelemzést 5 csoporttal a kovetkezd valtozokra:
'Age in years [age]'
"Years of current employer [employ]'
"Years of current address [address]'
'Household income in thousands [income]'
'Debt to income x100 [debtinc]'
'Credit card debt in thousands [creddebt]'
'Other debt in thousands [othdebt]'
Tekintse at az eredményeket!
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b) Ismételje meg a nemhierarchikus klaszterelemzést azzal a modositassal, hogy a hitelkartya
addssagot nem ezres nagysagrendben, hanem pontos dsszegben méri (azaz hozzon 1étre egy Uj
valtozot a 'creddebt' valtozot ezerrel felszorozva)! Hasonlitsa 0ssze az eredményeket és vonja
le a kovetkeztetéseket!

Megjegyzés a feladathoz: a klaszterelemzésnél az esetek tObbségében sziikséges
sztenderdizélni a bevont valtozokat. Ennél a feladatnal azért nem a sztenderdizalt valtozokat
hasznaljuk, hogy 0Osszevetve a tovabbi feladatok eredményeivel szemléltessiik a
sztenderdizélas hidnydnak hatésat.

A feladat megoldasa:
a) A nemhierarchikus klaszterelemzés a kovetkezé meniipont kivalasztasaval érhetd
el:

Analyze — Classify — K-Means Cluster...

A 'Variables' dobozba athelyezziilk a megadott valtozokat. A kért klaszterszdmot a
'Number of Clusters' melletti dobozban adhatjuk meg. A '"Method' dobozban célszerti
az 'Iterate and classify' lehetséget valasztani.!

A jobboldali 'Options' meniipontban egyeldre csak az egyedi klaszterkdzéppontokra
van sziikségiink ('Initial cluster centers').

A kapott klaszterek elemszamat a 'Number of Cases in each Cluster' tablazatbol
olvashatjuk ki. Ebbdl lathato, hogy a kapott klaszterek elemszamai nagy kiilonbséget
mutatnak: egy klaszterbe keriilt 545 iigyfél (az Osszes iigyfél 64,1%-a), tovabbi 229
tigyfél (26,9%) egy masik klaszterbe. Az tigyfelek megmaradt 9%-a harom klaszterben
oszlik szét. Célszerti lenne csokkenteni a klaszterek szamat.

A 'Final Cluster Centers' tablazat segitségével jellemezhetjiik az egyes klasztereket a
klaszterkdzéppontjuk (centroidjuk) segitségével. Mivel nem sztenderdizalt adatokbol
dolgoztunk, az eredeti mértékegység szerint kapjuk meg a centroidok elhelyezkedését
a valtozok altal képzett hét dimenzids térben.

b) Az ismételt futtatdshoz sziikséges 01j valtozot a Transform — Compute Variable
meniipontban allithatjuk eld. A baloldali 'Target Variable' dobozban adjuk meg az uj
valtozd nevét (pl. creddebt2), a jobboldali 'Numeric Expression' dobozban pedig a
szlikséges transzformdciot (pl. creddebt*1000). Az el6zd futtatdst ismételjik meg
azzal a modositassal, hogy a 'creddebt' valtozot a 'creddebt2' valtozora cseréljiik.

A két klaszterelemzés outputjat 6sszehasonlitva megallapithatjuk, hogy a kezdeti és a
végleges klaszterkozéppontok ('Initial Cluster Center', 'Final Cluster Center')
kiilonboznek egymastdl, nemcsak a hitelkartya addssag nagysagaban, hanem a tobbi
valtozo szerint is. Az egyes klaszterekbe sorolt ligyfelek szdma valtozik. Tovéabbra is
két nagyobb klaszteriink van, illetve harom kisebb, azok szdmossdga azonban
kiilonbozik az a) részben kapott klaszterekétol.

! Az 'Iterate and classify' esetén az iteracid soran az eljaras a besorolt elemekre j klaszterkdzéppontot szamol,
majd Ujra besorol, mig 'Classify only' esetén csak a kezdeti kozéppontokhoz osztja szét a mintat.
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Number of Cases in each Number of Cases in each

Cluster Cluster
Cluster 1 64,000 Cluster 1 1,000
2 545,000 2 584,000
3 11,000 3 8,000
4 1,000 4 201,000
5 229,000 5 56,000
Valid 850,000 Valid 850,000
Missing ,000 Missing ,000
K kizépponti klaszter
creddebtvaltozéval creddebt2 vdltozéval

Az eredmények alapjan megallapithatjuk, hogy a természetes mértékegységben mért
valtozok nem tesznek eleget a klaszterezés egyik kovetelményének, nem invariansak a
linearis  transzformacidora. Ennek  kikiiszobolésére  sziikséges a  valtozok
sztenderdizalasa. Altalanos megallapitas, hogy a klaszterezés soran a kiilonbozd
mértekegységben mért valtozok esetén a sztenderdizalt formajukat célszerli hasznalni,
hogy az eredmény ne fiiggjon a valtozok mértékegységétdl és nagysagrendjétol.

2. feladat:

a) Sztenderdizalja az 1. feladatban hasznalt valtozokat, majd a sztenderdizalt valtozdkra
ismételje meg a nemhierarchikus klaszterelemzést 5 csoporttal! Milyen valtozas tortént az 1.
feladat eredményeihez képest?

b) Ertelmezze a kapott eredményeket! Jellemezze az egyes klasztercsoportokat a
klaszterkozéppontok alapjan! Prébalja megnevezni az egyes csoportokat a fo jellemzoik
alapjan!

¢) Elemezze a bevont valtozok szerepét a klaszterezésben! Melyik valtozo jatssza a
legfontosabb szerepet a csoportképzésben? Ki lehet-e hagyni valamelyik valtozét az
elemzésbol?

d) Melyik megfigyelés van a sajat klaszterkdzéppontjatol a legmesszebb?

e) Hany klasztert érdemes kérni a 'konyokszabaly' alapjan?

A feladat megoldasa:

a) A valtozok sztenderdizalast tobbféle modon elvégezhetjiik SPSS-ben. Az egyik
lehetéség az Analyze — Descriptive Statistics — Descriptives... parancs
alkalmazédsa. A 'Variable(s)' dobozba athelyezziik a bevonandd valtozokat, majd
kérjiik a 'Save standardized values as variables' lehetdséget.

Az 1. feladatban megismert modon, a létrejott valtozokkal futtassuk le a K-kozépponta
klaszterelemzést. A feladat tovabbi pontjaihoz kérjiikk az 'Options..." meniipontban az
ANOVA-tablat, illetve a 'Save..' menilipontban a klaszterazonositok és
klaszterkdzéppontoktdl mért tavolsadgok mentését is.

Az 1. feladat klaszterelemzéseihez képest megvaltozik a kezdd és a végsd
klaszterkozéppontok nagysaga, a sztenderd normalis eloszlas szerinti, mértékegység
nélkiili értékiiket kapjuk meg. Az egyes csoportok jellemzésénél a viszonyitasi pont az
egyes valtozok sztenderd normalis eloszlas szerinti atlagos értéke, a nulla.
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Megvaltozik az egyes klaszterek nagysaga. Tovabbra is van két nagyobb klaszteriink,
ezek azonban a korabbihoz képest csak az dsszes ligyfél 70,7%-at fedik le.

b) Az 1. feladat klasztereihez képest kiegyensulyozottabb a struktura, bar igy is

jelentds a kiilonbség az egyes klaszterek szamossaga kozott.

A masodik legnagyobb méretli az 1-es klaszter (250 6, 29,4%), viszonylag idésebb,

de nem a legiddsebb csoport, akik hosszabb ideje laknak, dolgoznak azonos helyen. A

csoport jovedelme atlag koriili (kis mértékben alatta van, mivel a 'Final Cluster

Centers' tablazatban a 'Household income in thousands' valtozo értéke -0.06235, ami

kozel van az atlagos értéket kifejezd 0-hoz), relativ és abszolut eladosodottsaguk atlag

alatt marad. Ez alapjan a megfontolt, kevésbé eladdsodott id6sebb csoport elnevezést

adhatnank nekik.

A tobbi csoport részletes jellemzését a 'Final Cluster' tablazat alapjan az Olvasora

bizzuk. A tovabbiakban az egyes csoportok altalunk adott révid elnevezését adjuk

meg:

e 2-es klaszter (97 10): id6s, immobil, kis mértékben eladosodott ligyfelek csoportja

e 3-as klaszter (14 f6): 1dds, jol keresd, magas hiteldllomannyal rendelkezdk kis
csoportja

o 4-es klaszter (138 f6): atlagos életkoru, atlagnal jobban eladdsodott ligyfelek
csoportja

o 5-0s klaszter (351 f6): fiatal, mobil, alacsony jovedelmii, az atlaghoz képes
kevésbé eladosodott ligyfelek csoportja

Final Cluster Centers

Cluster

1 2 3 4 5
Zscore: Ageinyears 60121 1,19503 | 1,39979 01166 -, 81888
Zscore: Years with 20510 | 1,46338 | 207680 -,00758 - 63035
current employer
Zscore: Years at current 60817 93140 81628 -,19580 - 64686
address
Zscore: Household -06235 | 1,43353 | 431900 -, 04365 - 50685
income in thousands
Zgcore: Debtto income - 46158 -,02570 98963 | 1,533 -, 30644
ratio (x100)
Zscore: Creditcard debt -, 29626 60180 | 477982 T2678 -, 43129
inthousands
Zscore: Other debtin -, 34967 J94669 | 387222 78734 - 47657
thousands

¢) A bevont valtozok szerepét az ANOVA tabla segitségével elemezhetjiik. Azonban
fontos megemliteni (erre az SPSS is figyelmeztet), hogy az ANOVA elemzés feltételei
(a bevont valtozok minden csoportban normalis eloszlasuak, az egyes csoportokban a
szorasuk azonos) a legtdobb esetben nem teljesiilnek. A legfontosabb szerepet a
csoportképzésben a 'Household income in thousands [income]' valtozo jatssza, mivel
ez a valtozo rendelkezik a legmagasabb F értékkel (392,414). Emellett a 'Credit card
debt in thousand [creddebt]' valtozé hatasa is jelentds (F értéke 325,582).
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ANOVA

Cluster Error

Mean Square df Mean Square df F Sig.
Zscore: Ageinyears 122,927 4 423 845 | 290,723 000
Zscore: Years with 104,526 4 510 845 | 204,979 000
current employer
Zscore: Years at current 84,602 4 604 845 | 140,010 000
address
Zscore: Household 137,974 4 352 845 @ 000
income in thousands
Zscore: Debtto income 106,112 4 502 845 | M11197 000
ratio (x100)
Zscore: Credit card debt 128,727 4 395 845 @ 000
in thousands
Zscore: Other debtin 12317 4 422 845 | 292,096 000
thousands

The F tests should be used only for descriptive purposes because the clusters have been chosen to
maximize the differences among cases in different clusters. The observed significance levels are not
corrected for this and thus cannot be interpreted as tests of the hypothesis that the cluster means are equal.

Erdemes klaszterenként boxplottal abrazolni ezen véltozok értékét?. Az abrak alapjan
megallapithatjuk, hogy a legmagasabb F értékek ellenére az 'income' valtozo esetén az
l-es és a 4-es klaszter, a 'creddebt' valtozo esetén az l-es és az 5-06s klaszter
sztenderdizalt értékei hasonlok, a masik harom klaszter esetén jelentdsen kiillonboznek
a valtozok értékei. Azaz a magas F érték nem jelenti egyértelmiien valamennyi
klaszter jelentds eltérését egymadstol, de Osszességében biztos van kozottik kettd,
amely kiilonbozik.

Mivel valamennyi valtozohoz tartozé F érték szignifikans barmely szignifikancia szint
mellett (lasd ANOVA tabla utolsé ’Sig’ oszlopa, mindegyik valtozoéhoz tartozo p <
0,001), egyik valtoz6 kihagyasa sem indokolt.
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d) A beallitasok soran kértiik a klaszterkdzépponttol valo tavolsag mentését. Az Uj
valtozd értékeit leird statisztikakkal vizsgalva megéllapithatjuk, hogy a maximalis
tavolsag a 445-0s megfigyeléshez tartozik (tavolsag értéke 6,67), amely a 3-as
klaszterbe sorolddott be.

Erdemes boxplottal® abrazolni klaszterenként a klaszterkzéppontoktol — vett
tavolsagértékeket. Igy megallapithatjuk, hogy a legnagyobb klaszterkézépponttdl vett
tavolsagok - nem meglepd moddon - a 3-as klaszternél fordulnak eld, amely a 14 f6bdl
allo extrém lgyfélkort tartalmazza. A legkisebb kozépponttol vett tavolsagok az 1-es

2 Legegyszerlibb az Analyze — Descriptive Statistics — Explore... meniiponton beliil a 'Dependent List'
dobozba athelyezni a sztenderdizalt 'income' és 'creddebt' valtozokat, a Factor list-hez behtzni az elmentett
klaszterazonositokat, a 'Plots' meniipontban csak a boxplotot kérni.

3 Az Analyze — Descriptive Statistics — Explore... meniipontban tudjuk megrajzoltatni.
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¢€s az 5-0s, legnagyobb elemszamu klasztereknél tapasztalhatok, azaz azok viszonylag
homogén csoportokat alkotnak.
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e) Mivel a klaszterek szdma nem haladhatja meg a -gﬁ, ezért a klaszterek maximalis
szdma 20 lehet a példankban. Sajnos a klaszterkonydok meghatarozasahoz nincs
beépitett opcié az SPSS-ben, sajat magunknak kell meghatarozni. Ehhez el6szor
sziikséges a K-kozéppontt klaszterezést a feladat a) pontjanak megfeleld
beallitasokkal, de kiillonb6zd, eddig nem hasznalt klaszterszam beéllitasok (k=2, 3, 7,
8,9, ..., 20) mellett ismételten lefuttatni és a klaszterazonositokat menteni. Figyeljiink
arra, hogy azonositani tudjuk, melyik 0j véltozé6 melyik klaszterszamu futtatashoz
tartozik.

Ezt kovetden valamennyi klaszterszam (k=2, 3, ..., 20) mellett egyutas ANOVA
elemzést végziink, amit az alabbi meniipontban érhetiink el:

Analyze — Compare means — One-way ANOVA...

A 'Dependent List' dobozba helyezziik at a feladat a) pontjdban megadott valtozok
sztenderdizalt valtozatat, a 'Factor' dobozba helyezziik at a k=2 futtatds eredményeként
kapott 'Cluster Number of Case' valtozot. A kimenet ANOVA tablajat masoljuk at
példaul egy excel fajlba. Ott adjuk 6ssze a Sum of Squares oszlopokban a valtozokhoz
tartozd kiilsd ('‘Between groups') eltérés négyzetosszegeket, majd a teljes (‘Total’)
eltérés négyzetdsszegeket is, a kapott két Osszeget pedig osszuk el egymassal
(kiilsé/teljes). gy kapjuk meg az adott klaszterszam melletti magyarazoerdt.
Ismételjiik ezt meg valamennyi lehetséges klaszterszam mellett.

Erdemes a kiillonbozé klaszterszamok mellett kapott magyarazoeré értékeket
abrazolni. A klaszterkonyok, igy az optimalis klaszterszam ott lesz, ahol a
magyarazderd novekedése a legnagyobb. Jelen esetben 6t klasztert érdemes hasznalni
a 'konyokszabaly' alapjan, hiszen ennél magasabb klaszterszdmok esetén lassul a
magyarazoerd novekedési titeme.
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HIERARCHIKUS KLASZTEREZES

3. feladat:

a) Készitsen hierarchikus klaszterelemzést a féiskolai végzettségli (‘ed' valtozd értéke 4
['College degree']) ligyfelekre! A Ward eljarasban négyzetes euklideszi tdvolsagot és az alabbi
valtozok sztenderdizalt formajat hasznalja:

'Age in years [age]'

"Years of current employer [employ]'

"Years of current address [address]'

'Household income in thousands [income]'

'Debt to income x100 [debtinc]'

'Credit card debt in thousands [creddebt]'

'Other debt in thousands [othdebt]'
Tekintse at a kapott kimeneteket!

b) A dendrogram alapjan hany csoportra lehetne bontani a foiskolai végzettségl tigyfeleket?

¢) Melyik két foiskolai végzettségii ligyfél van legkdzelebb egymashoz? Melyik két tigyfél
van legtavolabb egymast6l? Mekkorék a tavolsagok?

d) Ismételten futtassa le a hierarchikus klaszterelemzést azzal a modositassal, hogy a Ward
eljaras helyett a 'between-groups linkage' méodszert* hasznalja! Ebben az esetben a fiskolai
végzettségli ligyfeleket hany csoportra lenne érdemes bontani? Hogyan valtozik meg az
tigyfelek csoportosuldasa? Hasonlitsa 0ssze a dendrogramokat, illetve a tdvolsagokat! Kik
lesznek a legkdzelebbi, legtavolabbi ligyfelek? Mekkora kozottiik a tavolsag?

A feladat megoldasa:

a) Mivel a feladat a fOiskolai végzettségli ligyfelekre vonatkozik, a Data — Select
Cases... meniipontban végezziik el az tigyfelek sztirését. Az 'If condition is satisfied'
lehetdséget kijeldljiik, majd az 'If..." gombra kattintva adjuk meg a sziirési feltételt
(p¢ldaul 'ed=4") a jobb felsé tlires dobozban.
Ezt kdvetden a sziirt adattablara végezziik el a nemhierarchikus klaszterelemzést, ami
a kovetkezd meniipont kivalasztasaval érhetd el:

Analyze — Classify — Hierarchical Cluster...

4 Figyeljiik arra, hogy az SPSS programban az egyes Osszevondsi modszerek megnevezése kiilonbozik a
hierarchikus klaszter 'Method' beallitdsaban és a kimenetekben.
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A 'Variables(s)' dobozba helyezziik at a valtozokat. Itt valaszthatunk, hogy vagy az
eredeti valtozokat haszndljuk ¢és a 'Method' meniliponton belill kérjik a
sztenderdizélast, vagy rogton a sztenderdizalt valtozokat. A 'Cluster' dobozban, mivel
most az lUgyfeleket akarjuk klaszterezni, a 'Cases' opciot valasszuk, a 'Display’
dobozban pedig a 'Statistics' és 'Plots' lehetdségeket is kérjiik. A jobboldali
meniipontok koziil 'Statistics...-ban valasszuk az 'Agglomeration schedule' ¢és
'Proximity matrix' opcidkat, a 'Plots...-ban elegendd a 'Dendrogram'-ot kérni (tobbi
lehetéséget nem sziikséges modositani). A 'Method...-ban a 'Cluster Method'
doboznal valasszuk a kért 'Ward's method'-ot, a 'Measure' blokkon beliil pedig az
'Interval' bedllitast kérjiik a 'Squared Euclidean distance' tavolsagi mértékkel. A
'Method' parancson beliil a 'Transform Values' dobozban tudjuk beallitani, hogy
kériink-e, illetve milyen transzforméciot. Ha az eredeti valtozok hasznéalata mellett
dontottiink, itt a 'Z scores' és a 'By variable' valasztisaval allithatjuk be, hogy a
sztenderdizalt valtozokkal dolgozzunk a klaszterelemzésben.

A kimeneteken beliill a 'Proximity Matrix' tartalmazza az egyes ligyfelek egymastol
mért tavolsagat négyzetes euklideszi tavolsagmértékben meghatirozva. A matrix
diagonalis elemei az adott megfigyelés vagy valtozé (jelen esetben iligyfél) onmagatol
mért tavolsagat mutatjak a kért tavolsdgmérték szerint, igy minden esetben 0 értéket
vesz fel.

Az 'Agglomeration Schedule' ismerteti 1épésrdl 1épésre az egyes elemek (ligyfelek)
Osszekapcsolodasat (mivel 49 foiskolai végzettségli ligyfél van, igy 48 1épésben vonja
Oket 0ssze). A hierarchikus elvnek megfelelden kezdetben minden elem (ligyfél) kiilon
klasztert alkot, majd 1épésenként egy Osszevonas torténik ugy, hogy az adott modszer
szerinti két legkdzelebbi csoportot vonja Ossze az eljards. A Iépések addig
ismétlddnek, mig a végére egy csoporttd all Ossze az alaphalmaz. A tablazatbodl
kiolvashatjuk, hogy az adott 1épésben melyik két elem (ligyfél) kapcsolodik Gssze,
mekkora kozottik a tavolsag, az egyes tligyfelek melyik klaszterben jelennek meg
eldszor, illetve melyik kovetkezd 1épésben tlinnek fel ismét ezek az ligyfelek. Az
alkalmazott Ward-féle eljaras azokat az elemeket (ligyfeleket) vonja dssze, melyeknél
az Osszevonas soran a legkisebb lesz a belsd (klaszteren beliili) szoérdsnégyzet
novekedése.

A dendrogram specidlis szerkezetben, két dimenzioban &brazolja az iigyfelek
Osszekapcsolodasat. Az egyik tengelyen az Osszevont ligyfeleket latjuk, a masikon
pedig azt a tavolsagértéket, amelynél az Osszevonds megtortént. Kezdetben (0
tavolsagi szinten) minden megfigyelés Onmagaban van, a végén (SPSS-ben 25
maximalis tavolsagértékre atskalazva) mar minden ligyfél egyetlen csoportba keriil. A
dendrogram segit az ligyfelek csoportjainak felderitésében. Elemzdi szokas a 40%-0s
tavolsagszint (10-es rescaled distance) alatti csoportok szamat leolvasni, és ezt
elmenteni. Igy két Gsszevoné eljaras eredménye kereszttdblaban is Gsszevethetd.
Fontos azonban megjegyezni, hogy ebben az esetben nem kapunk végleges valaszt
arra a kérdésre, hogy héany csoportba sorolhaté a vizsgalt adathalmaz. A
struktirafeltaras ezen eljardsa csak explorativ célra alkalmas, az 4dbra alapjan hipotézis
fogalmazhat6 meg a mintabeli csoportok szamara.

b) A 40%-os tavolsagszintnél harom klaszter lathaté a dendrogramon, azonban a 3.
klaszter csupan egy ligyfélbol (445-6s) all, aki legutoljara kapcsolodik a tobbi tigyfél
altal alkotott klaszterhez. Ez az ligyfél extrém valtozoértékkel rendelkezik, akit
érdemes kizarni a tovabbi elemzésbdl. Ez a példa is rdmutat arra, hogy a dendrogram
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hatékonyan segiti az extrém értékek feltarasat, hiszen a magas tavolsag szinten €s/vagy
az Osszekapcsolddas késobbi szakaszéban lathatdé megfigyelések egyedi jellege
szembet(ind.
Osszességében 445-ps iigyfél kivételével 2 klaszterbe érdemes sorolni a vizsgalt
igyfeleket.

Dandiagram wilng Ward Linkage
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¢) Az egymashoz legkozelebbi €s a legtavolabbi tligyfeleket, illetve azok tavolsagat a
'"Proximity Matrix' tdblazatbol olvashatjuk ki. A tavolsdgmatrix alapjan a legkdzelebbi
igyfelek a 318. és a 472. (koztik 1évé négyzetes euklideszi tavolsag 0,070), a
legtavolabbiak a 318. és a 445. ligyfél (koztik 1évo négyzetes euklideszi tdvolsag
202,538).

d) Az a) pont beallitdsait annyiban modositjuk a klaszterfuttatds eldtt, hogy a
'Method..." meniipont 'Cluster Method' dobozéban a 'Between-groups linkage' opciot
valasztjuk.

A csoportok kozti atlagos lanc modszerrel megvaltozik az tligyfelek, illetve az altaluk
alkotott klaszterek Gsszevondsa. Ez a mddszer a csoportok kozotti tavolsagot ugy
hatdrozza meg, hogy veszi az adott két csoport valamennyi elemének tavolsagat
(példaul, ha az egyik csoportban 3, a masik csoportban 2 elem van, akkor 6sszesen 6
tavolsagértéket hataroz meg), majd azokat atlagolja. Azt a két klasztert vonja Ossze,
melyek kozott a legkisebb a tavolsag.
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A dendrogramon 40%-os tavolsagszintnél csak két klaszter lathato, a 2. klaszter
tovabbra is a kiugro 445-0s tigyfelet tartalmazza.

Erdemes ujra lefuttatni a két eljarassal a hierarchikus klaszterelemzést Gigy, hogy a
'Save' meniipontban a 'Single Solution' lehetdséget valasztva megadjuk a 40%-os
tavolsagszint mellett kapott klaszterszamokat. Ezzel az adattablaba 0j valtozoként
elmenthetjiik az egyes tligyfelek klaszterbesorolasait a 40%-os tavolsagszinten 1étrejott
klasztereknek megfelelden. A két futtatds eredményeként kapott 1) valtozokat - mivel
nominalis valtozok - az Analyze — Descriptive Statistics — Crosstabs... parancson
beliil asszocidcios mérdszamokkal célszerli vizsgalni, hogy a felosztasok hasonlosagat
megallapithassuk.

Az egyes lgyfelek kozotti tavolsagok nem valtoznak, hiszen a klaszterezés, azaz az
egyes klaszterek Gsszevondsanak moédszerét valtoztattuk meg, nem az egyes ligyfelek
kozotti tavolsagszamitasi eljarast. Igy a legkozelebbi és legtavolabbi tigyfelek és a
kozottiik 1€vo tavolsag mértéke megegyezik a feladat ¢) pontjadban adott valasszal.

4. feladat:
a) Ismételjik meg a 3. feladat a) pontjat gy, hogy az esetek helyett a valtozokat
klaszterezziik! Hany csoportba lehetséges tomdriteni a valtozokat?

b) Elemezze a dendrogramot! Milyen sorrendben vonja 0ssze a valtozokat a klaszterelemzés?
Mely valtozokat lenne célszerli 6sszevonni?

¢) Melyik két valtozo van legkdzelebb egymashoz? Melyik kettd van legtavolabb egymastol?
Mekkorék a tavolsagok?

A feladat megoldasa:
a) A 3. feladat a) pontjanak beallitasait annyiban modositjuk a klaszterfuttatas elott,
hogy a 'Cluster' dobozban a 'Variables' opcidt vélasztjuk a hierarchikus klaszterezés
mentiiponton beliil.
A bevont hét valtozo kettd vagy harom homogén csoportot alkot, mivel a dendrogram
40%-os tavolsagszintjénél (a 25 egységre sztenderdizalt tdvolsag 10-es egységénél) a
2. ¢és a 3. csoport Osszevonddik.

b) A dendrogramon lathatd, hogy az elsd 1épésekben a 'creddebt' és az 'othdebt',
valamint az 'employ’ és az 'income' valtozok kapcsolddnak dssze. Ezt kovetoen az 'age'
¢s az 'address' valtozot vonja Ossze az eljaras egy klaszterbe, majd a 'debtinc' valtozo
hozzékapcsolodik a 'creddebt' és az 'othdebt' valtozok csoportjdhoz. A tavolsagszint
40%-anal kapcsolodik 0ssze az 'employ' és az 'income', valamint az 'age' és az 'address'
valtozok csoportja. Az igy létrejott két klaszter jol elkiiloniil egymastol.

A dendrogram alapjan a bevont hét valtozét harom csoportba lehetne Osszevonni:
adossaggal (‘creddebt’, 'othdebt', 'debtinc'), foglalkoztatassal (‘employ’, 'income'),
személyes jellemzokkel (‘age', 'address') kapcsolatos klaszterek.
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Dendrogram using Ward Linkage
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¢) A tavolsagmatrixbdl ('Proximity Matrix') kiolvashatjuk, hogy a legkdzelebbi
valtozok a 'creddebt' és 'othdebt' valtozok (koztiik 1évo négyzetes euklideszi tavolsag
602,871), a legtavolabbi valtozok 'debtinc' és 'address' (koztik 1évO négyzetes
euklideszi tavolsag 1753,930).

Gyakorlo feladatok

1. Végezzen nemhierarchikus klaszterelemzést a fizetoképes iigyfelekre ('default' valtozo
= 0) a 2. feladat a) részében megjeldlt sztenderdizalt valtozok bevonasaval! A
'kdnyOkszabaly' segitségével allapitsa meg hany klasztert érdemes kérni! Az optimalis
csoportszammal kapott eredményeket elemezze a 2. feladat b), ¢) és d) pontja alapjan!

2. Ismételje meg a 3. feladat a) pontjdnak klaszterelemzését azzal a modositassal, hogy a
négyzetes euklideszi tavolsag helyett mas tavolsdgmérést alkalmaz! Melyik két
foiskolai végzettségli ligyfél van legkdzelebb egymashoz? Melyik két iigyfél van
legtavolabb egymastol? Mekkordk a tavolsagok? Tobb tavolsagmérési lehetdséget is
probaljon ki! Hasonlitsa Ossze az egyes tavolsagmérési eljardsok eredményeit!
Vizsgalja meg a kapott dendrogramokat!

3. Vilaszolja meg a 3. feladat d) pontjat a 'between-groups linkage' modszer helyett mas
modszert alkalmazva! Valamennyi SPSS 4ltal felkinalt klaszterezési modszert probalja
ki! Az egyes modszereknél hogyan véltozik a dendrogram struktaraja? Hany csoportra
lenne érdemes felbontani a foiskolai végzettségli ligyfeleket az egyes modszerek
eredménye alapjan?
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Ellen6rzé6 tesztkérdések

Jelolje be

a helyes valaszt a kovetkezd kérdéseknél!

1. Melyek a hierarchikus és nemhierarchikus klaszterelemzés kiilonbségei?

a)
b)

©)
d)

Az alkalmazas célja: az egyiket inkabb feltar6, a masikat inkdbb megerdsitd
elemzésként hasznaljak.

A hierarchikus klaszterelemzés soran konkrét elképzelésiink van a csoportok
szamara (k nagysagara) vonatkozoan, mig a nemhierarchikus klaszterezésnél ennek
lehetséges nagysaganak megallapitasa a cél.

A nemhierarchikus klaszterelemzés két megkozelitésben végezhetd, gyakorlati
alkalmazasokban az 6sszevond eljaras az elterjedtebb.

Mindegyik el6zd valasz helyes.

2. Mit jelent a stabilitas kovetelménye a klaszterezés esetén?

a)
b)

©)
d)

A bevont valtozok relativ szérasa ne haladja meg a kettot.

Az adatokban bekovetkezd kis valtozasok kis véltozast eredményezzenek a
felosztasban.

Ha egy egyedet elvesziink vagy hozzaadunk a megfigyelésekhez, akkor az
osztalyozasban nagyon kis valtozas kovetkezzen be.

Egyik el6z0 valasz sem helyes.

3. Mely allitas igaz a klaszterelemzéssel kapcsolatban?

a)
b)
©)

d)

A dendrogram olyan specidlis két- vagy tobbdimenzios dbra, mely megmutatja,
hogy az egyes elemek milyen tavolsagmérték mellett kapcsolddnak Gssze.

A hieararchikus klaszterelemzésnél alkalmazhat6 Ward modszer egyenld
elemszamu klaszterek kialakitasara torekszik.

A k-kozéppontu klaszterezés soran a lehetséges klaszterek maximum szamat a
.,.,:E képlet segitségével hatarozhatjuk meg.

Pontosan két allitas igaz.

4. Melyik allitas igaz a hierarchikus klaszterelemzésnél alkalmazhatd egyszerti lanc

modszerre?

a) Tértagito hatasu

b) Alkalmazésakor inverzio 1éphet fel

c) Jellemzdéje a lanchatds, azaz az elemek csak kozvetleniil, lancszeriien
kapcsolddhatnak dssze.

d) Egyik el6z6 valasz sem helyes.
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5. Milyen célt szolgal az ANOVA tdbla (szérdselemzés) a nem-hierarchikus
klaszterelemzésben?

a) Segitségével kivalaszthatjuk a csoportokat elkiilonitd valtozokat.

b) Megmutatja, hogy a valtozok egyiittesen szignifikdns szerepet jatszanak-e az
osztalyozasban.

c) Mindkét el6z6 valasz helyes.

d) Egyik el6z6 valasz sem helyes.
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4. fejezet

LINEARIS REGRESSZIO

A modszer révid 6sszefoglalasa

Talan a legismertebb tobbvaltozos elemzési mddszer, amelynek soran egy kivalasztott arany
skalan mért eredményvaltozé értékét kozelitjiik magyarazo valtozok linearis kombinaciojaval.
Az egylitthatok becslése a legkisebb négyzetek modszerén alapul. Amennyiben nagyszamu
valtoz6 all rendelkezéslinkre, az elemzésiinket az SPSS-ben jelentésen megkonnyiti a
stepwise mddszertan, amelynek révén a lehetd legpontosabb becslést eredményezd magyarazo
valtozo6 kombinacio is kivalasztasra keriil a megadott valtozok korébdl (vagyis a modellezés
soran nem sziikséges az Osszes lehetséges regresszidt becsiilnlink és ezaltal az elvart
tulajdonsagokat figyelembe véve meghatarozni koziiliik a legmegfelelbbet).

Megoldasi moédszerek és az eredmények értelmezése

A gyakorl6 feladatok megoldasanal emlitett valtozok a car sales.sav adatai kdzott talalhatok.

1. feladat:
Futtasson Enter tipusu regressziot az értékesités (sales) valtozéra az alabbi magyarazo
valtozok mellett:

a, price;
b, price, horsepower, engine size
c, futassa le a b, feladatot Stepwise modszerrel.

Ertelmezze a kapott eredményeket, amennyiben lehetséges: modell magyarazoereje,
egyltthatok, multikollinearitas, kilogd értékek, rezidualisok. A futtatas eldtt, amennyiben
eldny0s, transzformdlja a magyarazott valtozot. Ha igen, akkor miért? Milyen transzformaciot
alkalmazna?

A feladat megoldasa:
Az elemzés elején vizsgaljuk meg a sales valtoz6 normalitasat. Mind a Kolmogorov-
Smirnov, mind a Shapiro-Wilk teszt alapjan elvetjiik a normalitast. A valtozo
hisztogramja egy erdsen cslicsos €s jobbra hosszan elnyul6 eloszlast mutat:
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Lilliefors Significance Correction

Bér a linedris regresszio legkisebb négyzetekkel vald becslésének nem feltétele a
magyardzott valtozd normalitasa, sok alkalmazott teszt jobb illeszkedést mutat, ha
teljesiil a normalitas. Erésen jobbra ferde valtozok esetén a logaritmizalas segithet a
normalizalasban. A valtozo természetes alapu logaritmusat In_sales néven a kdvetkezo
mentiipont valasztasaval lehet szamolni:

Transforme — Compute Variable

Ekkor a transzformalt valtozé hisztogramja és a Kolmogorov-Smirnov teszt alapjan
(5%-o0s szignifikancia szinten) normalis eloszlasunak tekintheto:
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Tests of Normality

2 Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. Statistic df Sig.
In_sales ,066 157 ,093 ,964 157 ,000

Lilliefors Significance Correction

Az a, kérdés regressziojanak becslésénél, mivel egy magyardzo valtozonk van,
szdmos tulajdonsagra nem kell figyelniink (pl. multikollinearitds). Ekkor Enter
modszerrel a kdvetkezo eredmények adodnak:

A becslés soran alkalmazott valtozok leird statisztikdi nem mutatnak mintdn beliili
szeparaciot, a relativ szorasok egyik esetben sem érik el az egyet. Ez kiilondsen fontos,
hiszen amennyiben valamelyik valtoz6 mentén a minta szeparalddna, adott esetben a
mintat kettévagva két kiilonbozé regresszids becsléssel pontosabb eredményhez
juthatnank. A kapott eredmények alapjan az adataink koncentraltnak tekinthetdk,
mivel a relativ szords (szoras/atlag) mind az eredmény mind a magyardzo valtozd
esetén alacsony értéket vesz fel. A 2. tablazat alapjan az In_sale valtozo relativ szorasa
0,4, mig a price valtozoé 0,52.

Descriptive Statistics

Mean Std. Deviation N
In_sales 3,2957 1,32457 155
Price in thousands | 27,39075 14,351653 155

A kapott regresszio R? értéke 0,305, a korrigalt R? is minddssze 0,301, ami nem jelez
tul erds determinaltsagot. Az ANOVA tabla F-tesztje alapjan a price valtozo
szignifikans a becslés szempontjabol. A becsiilt regresszids egyenlet a kovetkezo:

In_sales =-0,051*price + 4,692

ami atalakitva

sales = e—0,0Sl*price * e4,692

vagyis egy adott autétipus aranak 1000 dollaros ndvekedése (1/e%%°1) = 0,95-szeresére

csokkenti az eladott mennyiséget. Az adatbdzisunk tehat visszaigazolja azt az
altalanosnak is tekinthetd megallapitast, hogy a dragabb autokbol kevesebbet
vasarolnak. (A rezidualisok és a kilogé pontok elemzésére a b, pont megoldasanal
tériink ki.)

A kapott eredményeket egy kétdimenzios abran szemléltetve:
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A b, pontnal a linedris regresszio Enter modszerrel vald becsléséhez tovabbi
magyarazo6 valtozoként vonjuk be a horsepower és az engine size valtozokat. A kapott
regresszi6 R? értéke 0,382, a korrigdlt R®> 0,37, mely tovadbbra is alacsony
determinaltsagot jelez. A tovabbi két magyarazd valtozd bevonasaval a modell
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magyarazo ereje alig modosult, ami multikollinearitasra is utalhat.

b
Adjusted R Std. Error of
Model R R Square Square the Estimate
1 a ,382 ,370 1,05139

Predictors: (Constant), Engine size, Price in thousands,

Horsepower

Dependent Variable: In_sales

Model

Standardized
Unstandardized Coefficients Coefficients Collinearity Statistics
B Std. Error Beta t Sig. Tolerance VIF
(Constant) 4,127 ,318 12,990 ,000
Price in thousands -,061 ,011 -,659 -5,402 ,000 275 3,637
Horsepower -,005 ,004 -,209 -1,198 ,233 135 7419
Engine size ,568 153 449 3,700 ,000 278 3,603

Dependent Variable: In_sales

A becsiilt regresszios egyenlet:

In_sales = 4,127-0,061*price — 0,005*horsepower + 0,568*engine size.

A t-statisztika szignifikanciaszintjébdl lathatd, hogy a horsepower valtozé nem

szignifikans, nem vethetd el a f=0 nullhipotézis.

A price és az engine size esetén a VIF értékek meghaladjdk a 3-at, amely mar
zavardan nagy multikollinearitasra utal. A horsepower 7,419-es VIF szintje (5 feletti)
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pedig mar hasznalhatatlan modellt jelez. A kondiciés indexek 21,491-es értéke (15
feletti) szintén az elfogadhatatlan mérték(i multikollinearitast mutat.

A multikollinearitasi statisztikdk alapjan hasznalhatatlan modellt kaptunk. Az Enter
modszer alkalmazasandl erre a becslés soran feltétlen figyelni kell. Ennek
kikiiszobolésére alkalmazhatd lehet a Stepwise moddszertan, ahol a magyarazé
valtozok megadott feltételek alapjan keriilnek be- illetve kiléptetésre (de a Stepwise
modszer alkalmazasakor is eléforduhat jelentés mértékii multikollinearitas egy lineéris
regressziés modellben). Az Enter €s a Stepwise kozotti valasztast elsdsorban az
elemzés célja hatarozza meg:

— megerdsitd elemzéseknél az Enter;
— feltard elemzéseknél a Stepwise alkalmazando.

A ¢, kérdésben Stepwise modszerrel lefuttatva két magyarazo valtozo keriil bevonasra
a regresszios egyenletbe.

a

Standardized
Unstandardized Coefficients Coefficients Collinearity Statistics

Model B Std. Error Beta t Sig. Tolerance VIF
1 (Constant) 4,692 192 24,417 ,000

Price in thousands -,051 ,006 -553 -8,200 ,000 1,000 1,000
2 (Constant) 3,911 ,262 14,934 ,000

Price in thousands -,071 ,008 -767 -9,330 ,000 ,607 1,647

Engine size 432 ,104 ,342 4,162 ,000 ,607 1,647

Dependent Variable: In_sales

A t-statisztikdk alapjan mindkét bevont magyarazd valtozo szignifikans. Az
egylitthatojuk ellentétes eldjeli. Az ar (price) novekedése csokkenti, a motorméret
(engine size) novekedése pedig ndveli az eladott mennyiséget. A kollinearitasi
statisztikak elfogadhatd modellt jeleznek: VIF<2, tolerancia>0,5.

Histogram

Dependent Variable: In_sales
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A sztenderdizalt rezidudlisok abraja a normalis eloszlasndl csticsosabb, de csak
negativ iranyban utal kilogo értékekre. A Cook-tavolsag és a Leverage értékeket
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megvizsgalva azonban nem tudunk kilogd pontokat azonositani, mivel egy elem
esetén sem kertil elérésre a kritikusnak tekintett 1 (Cook) és 0,2-es (Leverage) szint.
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Gyakorl6 feladatok

1.

Végezzen Stepwise linedris regresszios elemzést a bankloan.sav f4jl alabbi valtozoira:
income - eredményvaltozo, address, age, creddebt — magyarazoé valtozok!

Mennyiben valtozik a linearis regresszios becslés eredménye, ha stepwise
modszertanndl az eredeti valtozok helyett sztenderdizalt valtozokbol indulunk ki?

Mennyiben véltozik a linearis regresszids becslés eredménye, ha stepwise
modszertannal az eredeti valtozok helyett centralt valtozokbdl indulunk ki?

Tegyiik fel, hogy egy linearis regresszids elemzésben a Cook tavolsag értékek alapjan
egyetlen kilogo érték jelenlétére lehet kovetkeztetni. Mire kovetkeztet ebbdl az
elemz¢s tovabbi menetére vonatkozoan?

Egy feladatban a német bankszektorra készit elemzést linedris regresszio segitségével.
A regresszios becslést egy kilogd pont jelentdsen befolyasolja. Elhagyna-e a kilogo
bankot a tovabbi elemzésb6l? Segitségiil gondolja meg, mi lenne a valasza,
amennyiben a kilégd bank a Deutsche Bank vagy egy kis tartomanyi pénzintézet.

Az eléz6 feladathoz hasonldan most is a német bankrendszert elemzi. Valtozonak
felhasznélja a bankok kamateredményeit, amely alapjan tobb kilogd pont keletkezik,
¢s megkérddjelezhetd a regresszid soran a valtozd felhasznédldsa. Milyen modon
tarthatd meg a kamateredmény valtozobol szarmazé informécido az elemzésben?
Soroljon fel néhany lehetséges megoldast!
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Ellen6rz6 tesztkérdések

Jelolje be a helyes valaszt a kovetkezo kérdéseknél!

1. A (nem korrigalt) R-négyzet maximalis értéke

a)
b)
©)
d)

az elemzésbe bevont valtozok szamaval egyenld
cgy

nulla

egyik el6zo valasz sem helyes.

2. A linearis regresszids modell egyik alkalmazasi eléfeltevése, hogy

a)
b)
©)
d)

az elemzésbe bevont valtozok szorasa megegyezik

az elemzésbe bevont valtozok atlaga megegyezik

az elemzésbe bevont valtozok kovarianciamatrixa diagonalis
egyik el6zd valasz sem helyes.

3. Egy linearis regresszios modellben a VIF értékek

a)
b)
©)
d)

maximalis értéke egy
minimalis értéke nulla
mindkét eldz6 valasz helyes
egyik el6zo valasz sem helyes.

4. Egy modellben a kondicids indexek

a)
b)
c)
d)

szdma megegyezik az elemzésbe bevont (magyarazd) valtozok szaméaval
Osszege megegyezik az elemzésbe bevont (magyarazd) valtozok szdmaval
mindkét eldz6 valasz helyes

egyik el6z6 valasz sem helyes.
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5. fejezet

LOGISZTIKUS REGRESSZIO

A médszer révid 6sszefoglalasa

Az éltalanositott linearis modellek (GLM - General Linear Models) koz¢é tartozo logisztikus
regresszio fontos jellemzdje, hogy a fiiggd valtozé nem folytonos, hanem diszkrét valtozo.
Osztalyozo (klasszifikacios) eljarasok kozé sorolhatd, mivel akkor alkalmazzuk, ha eldre
definialt, egymast kolcsonodsen kizard csoportok egyikébe soroljuk be a megfigyeléseket a
magyarazd valtozokbol nyert informacié alapjan. Kétfajta logisztikus regressziot
hasznalhatunk: binaris (a megfigyelt eseménynek csak két allapota van) vagy polichotom (a
megfigyelt esemény tobb allapoti) regressziot. A tovabbiakban csak a binaris regresszidval
foglalkozunk.

A binaris regresszid azt tételezi fel, hogy a magyardzd valtozok az egyik kimenetel (pl. a
csod, fizetoképtelenség, karbekovetkezés stb.) bekovetkezési esélyét magyardazzak. Az Y
dichotom valtozo, ahol Y=1 az esemény bekovetkezését jeldl (pl. fizetdképtelenség), p pedig
ennek a bekovetkezési valoszinliségét [p(Y=1)]. Az esély vagy odds értékét az aldbbi
képlettel hatarozzuk meg, ami az X-t6l (magyarazo valtozoktol) fiiggd feltételes
valoszinliségek ardnya.

odds = {ILJ = exp(by +byx, +...4 b x, ) = e

A magyarazd valtozok kozott lehetnek nominalis, ordinalis vagy magasabb, intervallum és
aranyskalan mért valtozok is.
Az esély logaritmusa a logit, ami a magyaraz6 valtozok linearis fliggvénye:

In(odds) = h{l P

j: logit(p)=b, +bx, +...+b,x,

A p valoészintiség 0 és 1 kozotti tartomadnyban mozoghat, legbizonytalanabb értéke 0,5. Az
esély vagy odds 0 és végtelen kozott, itt az 1 a bizonytalansagot jelzd érték, és a tartomany
nem szimmetrikus. Az odds logaritmusa (logit) ]-o0; +oo[ kozott veheti fel értékeit, a 0 értek
jelenti a bizonytalansagot.

A magyarazoé valtozok egyiitthatdinak értelmezésénél a bi becsiilt paraméter az xi valtozo egy
egységnyi abszolut, ceteris paribus valtozdsanak a logitra gyakorolt parcialis hatasat mutatja,
kozvetlen tartalma nincs. Az exp(bi) az xi egy egységnyi abszolit ndvekedésének ceteris
paribus hatasa az odds-ra, hanyszor nagyobb az ,,Y=1" bekovetkezésének esélye.

Az Y eredményvaltoz6 kategoridinak bekdvetkezési valoszintisége [p(Y=1)] az X magyarazo

valtozokbol nem becsiilhetd a hagyomdnyos legkisebb négyzetek modszerével, ehelyett a
Maximum Likelihood (ML) becslést alkalmazzuk.
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Megoldasi moédszerek és az eredmények értelmezése

A gyakorl6 feladatokat a bankloan.sav adatain végezziik el.

1. feladat:

Binaris logisztikus regresszidval szeretnénk vizsgalni és magyarazni, hogy a banki iigyfelek
korében a fizet6képtelenséget (‘Prevously defaulted [default]' véaltozo) mely tényezdk milyen
mértékben befolyasoljak.

Végezzen logisztikus regresszids elemzést (forward Wald modszer) az ‘age', 'ed'
(kategoriavaltozo), 'employ’, 'address', 'income’, 'debtinc', 'creddebt’, 'othdebt' valtozok alapjan
a 'default' valtozo két kategoriaja esetében (cut value: 0,5).

crer

magyarazzuk a modellel?

A feladat megoldasa:
A logisztikus regresszio a kovetkezé meniipont kivalasztasaval érhetd el:
Analyze — Regression — Binary logistic...

A 'Dependent' dobozba athelyezziik az eredményvaltozot, ami csak és kizardlag egy
két érték-kategoriaval rendelkezd valtozo lehet, jelen esetben a 'Previously defaulted
[default]'. A 'Covariates' dobozba athelyezziik a megadott magyardz6 valtozokat. A
'Method'-ban tudjuk bedllitani a kért beléptetési modot, alapbedllitasa az 'Enter’
beléptetés.

A jobboldali 'Categorical...' meniipontban a baloldali 'Covariates' dobozbol helyezziik
at a jobboldali 'Categorical Covariates' dobozba a nomindlis és ordinalis skalaju
valtozokat, jelen esetben csak a 'Level of education [ed]' valtozot’, majd 'Continue'
gombbal visszajutunk az el6z6 ablakba.

A 'Dependent Variable Encoding' tablazatbdl tudjuk, hogy az eredményvaltozd 1
értéke a 'Yes' kategorianak feleltethetd meg, tehat a modell a fizet6képtelen tligyfelek
('default’ = 1) csoportjaba keriilést magyardazza, a kontroll csoportban pedig a
fizetOképes iigyfelek vannak.

2. feladat:
A 'Level of education [ed]' valtozo egyes kategoriai az 1. feladatban illesztett modell mely
valtozoinak feleltethetok meg?

A feladat megoldasa:
A 'Categorical Variables Coding' tablazat mutatja az 'ed' valtoz6 egyes kategdriainak
gyakorisagat, illetve a hozzdjuk tartozé kategdriakodolast (oszlopokban a modellbe

5 A 'Change Contrast' dobozban beallithatjuk, hogy az adott kategorias valtozot hogyan kezelje (itt az 'Indicator’
kategoériaként, amihez a tobbi kategoriat hasonlitja majd a modell. Ez az eredmények értelmezésénél lesz fontos.
Célszerl el6zetesen megvizsgalni a valtozd egyes kategoridiban a megfigyelési egységek szamat (pl. Explore
paranccsal), és azt valasztani, amely kategoriaban van elegend6 esetszam. Az els6 és az utolso kategoriat ABC
sorrend alapjan azonositja az SPSS. Sziikség esetén a kategoriak atkodolasaval allithatjuk be a kivant referencia
kategoriat. A 'Change' gombbal hagyjuk jova modositasainkat.
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keriil6 valtozok, amiket a tovabbi kimenetekben ed(1), ed(2), ed(3), ed(4) névvel
azonosit az SPSS, sorokban az 'ed' valtoz6 egyes kategoriai). Az 'ed' kovariansnak 6t
kategéridja van, amit elegenddé négy (0-1 értékii) valtozoval leirni (kiilonben egzakt
multikollinearitads 1épne fel). A modell futtatisi beallitdsa sordn az utols6 kategoriat
allitottuk be referencia kategorianak, igy a 'Post-undergraduate degree' kategoéria
paraméter kodolasa csak nullakat tartalmaz. Az 'edl' valtoz6 kodolasanal a 'Did not
complete high school' kategéria vesz fel 1 értéket, a tobbi kategéria értéke nulla. Ez
alapjan a késdbbiekben az 'ed(1)' valtozd mint magyardz6 valtozd azt mutatja meg,
hogy a 'Did not complete high school' kategéridba tartozok a 'Post-undergraduate
degree' kategoridba tartozokhoz képest hogyan moédositjdk az eredményvaltozot. Az
'ed2', 'ed3’, 'ed4' valtozok értelmezése ehhez hasonldan torténik.
Categorical Variables Codings

Farameter coding
Frequency (1) [t (3 4

Level of education  Did not complete high ar2 1,000 ,non 000 ,oon

school

High school degree 198 000 1,000 ,0oo 000

Some college a7 ooao oo 1,000 oo

College degree 38 000 000 ,00a 1,000

Postundergraduate 5 .oon 000 .ooo oon

degree

3. feladat:

Ertékelje az 1. feladatban kapott modell egyiitthatéit! Mely valtozok szignifikansak? Mi a
szignifikans egyiitthatok tartalma? Melyik szignifikdns valtozd noveli, illetve csokkenti
leginkabb a fizetéképtelenség esélyét? Ertelmezze ezen véltozoknak az exp(b) egyiitthatoit és
a konfindencia intervallumukat!

A feladat megoldasa:

Egy egyiitthato szignifikanciajat a Wald teszt p-értéke alapjan dontjiik el, ahol a Ho azt
jelenti, hogy az egyilitthatd 0 (azaz nem szignifikans a valtozo).

A Block 1: Method = Forward Stepwise (Wald) szakasz 'Variables in Equation'
tablazata alapjan értékeljiik a becsiilt egyiitthatokat. Mivel valtozoszelekcids eljarast
alkalmaztunk, a tdblazat megmutatja 1épésrdl 1épésre a bevont valtozokat. A vélasztott
eljaras altal véglegesnek tekintett modellt a 4. Iépésben kapjuk meg, amely a — forward
stepwise eljaras beallitdsainak megfeleléen — csak az 5%-on szignifikédns valtozdkat
tartalmazza: az 'employ', az 'address', a 'debtinc' és a 'creddebt' valtozokat, illetve a
konstanst. Az 'employ' és az 'address' valtozok egyiitthatdja negativ eldjelli, ezen
valtozok  értékének egységnyi novekedése ceteris paribus < csokkenti a
fizetdképtelenség bekdvetkezésének (azaz default valtozo értéke = 1) esélyét. A tobbi
szignifikdns valtozd pozitiv eldjele arra utal, hogy azok értékének egységnyi
ndvekedése ceteris paribus noveli a fizetoképtelenség bekovetkezésének esélyét.

A fizetoképtelenség bekovetkezésének esélyére a legerdsebb pozitiv hatdssal a
'creddebt' valtozd (Exp(b) = 1,774, p < 0,001), a leger0sebb negativ hatassal az
'employ' valtozo (Exp(b) = 0,785, p <0,001) van.

A 'creddebt' valtozd exp(b) egylitthatéja azt mutatja meg, hogy ha a hitelkartya-
adossadg 1 000 dollarral novekszik, ceteris paribus 1,774-szorosara (vagy 77,4%-kal)
noveli a fizet6képtelenség bekovetkezésének esélyét. A valtozohoz tartozd 95%-os
konfidencia intervallum alapjan elmondhatd, hogy 95%-o0s megbizhatdsagi szint

43



mellett a 'creddebt' valtozo tényleges hatasa az 1,495 és 2,104 intervallumba esik -
tavol az 1 értéktdl, ami a valtoz6 semleges hatasat jelezné.

Az 'employ' valtozdé exp(b) értéke alapjan megallapithatjuk, hogy a jelenlegi
munkahelyen t6ltott munkaévek szamanak ndvekedése ceteris paribus 0,785-sz6rosére
valtoztatja (vagy 21,5%-kal csokkenti) a fizetOképtelenség bekdvetkezésének esélyét.
Az egyiitthatohoz tartoz6 95%-os konfidencia intervallum als¢ és felsé hatasa 0,743,

illetve 0,829.
Variables in the Equation

95% C.1.for EXP(B)

B SE. Wald df Sig—. | Exp(B) Lower Upper
Step 47 [employ -,243 | 028 | 74761 1 000\[ | 785 743 829 |
address -,081 020 | 17183 1 ,000 922 887 958

debtinc 088 019 | 22,659 1 ,000 1,092 1,053 1,133
[creddent 573|087 | 43100 1 000 | [ 1774 | 1495 [ 2104]

Constant -,791 252 9,890 1 002 453

a. Variable(s) entered on step 4: address.

4. feladat:
Ertékelje az 1. feladatban kapott modell osztalyozasanak josagat! Hogyan tudnank ezt javitani
anélkiil, hogy a modellt médositanank?

A feladat megoldasa:
A modell osztalyozasanak josadgat a klasszifikacios tablazat (‘Classification Table')
segitségével értékelhetjiik. Ez tulajdonképpen egy specidlis kereszttabla, ami az
eredményvaltozo (jelen esetben a fizetOképtelenség szerinti besoroléds) tényleges €s a
becsiilt értékeinek egyiittes eloszlasat mutatja.

A csak konstanst tartalmazé modell teljes talalati aranya® (1asd 'Block 0: Beginning
Block' 'Classification Table' részen) 73,9%. Az illesztett, valtozokat is tartalmazo
modell teljes taldlati aranya 81,4%-ra javul. A modell a 'Previously defaulted' No
Yes kategoridba tartozOkat (azaz fizetOképteleneket) mar csak 50,3%-ban. A
fizetoképtelen tligyfelek kozel felének téves besoroldsa alapjan nem lehetiink
meggyozddve arrol, hogy j6 modellt kaptunk. (Gondoljunk csak arra, hogy mi térténne
akkor, ha valamely bank erre a modellre alapozva dontene arrdl, hogy mely
igyfeleknek ad wjabb hiteleket.) Kérdés, hogy vajon ezt lehet-e javitani a modell
modositasa nélkiil vagy csak annak modositasaval.

Classification Table®
Predicted
Previously defaulted Percentage
Ohsemved No Yes Correct
Step 4  Previously defaulted Mo 478 39 923\
Yes 91 92 50,3
Overall Percentage \ 81,4/

a. The cutvalue is 500

Az osztalyozas josaga valtoztathatd a modell modositasa nélkiil az Gn. vagasi érték
(’cut value’) valtoztatasaval. Eddig a modell futtatdsanal 0,5 cut value-t alkalmaztunk.

6 A teljes talalati arAny azt mutatja meg, hogy az dsszes megfigyelés hany szazalékat sikeriilt helyesen besorolnia
a modellnek.
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Ez azt jelenti, hogy a modell az egyes megfigyelésekhez (itt ligyfelekhez) becsiilt
fizetOképes-fizetoképtelen csoportokba az {ligyfeleket, mégpedig gy, hogy ha a
PRE 1 valtoz6 < 0,50, akkor a 0-as (No, azaz fizet6képes) csoportba keriil az ligyfél,
ellenkezé esetben az l-es (Yes, azaz fizetképtelen) csoportba. Igy kapjuk meg a
"Predicted group [PGR_1]' véltoz6t®, amit a klasszifikdciés tablaban Osszevet az
eredeti csoportbesoroléassal (a Previously defaulted [default]' valtozdval).

Célszer(i tobb, kiilonbozd vagasi értékkel ismételten futtatni a modellt’. Ezek
kivalasztasaban az output 'Observed Groups and Predicted Probabilities' abraja lehet
segitségiinkre. A vagasi érték csokkentésével csokken a fizetoképes tligyfelek talalati
aranya, a fizetoképteleneké viszont nd. Példaul 0,4-es vagasi értéknél a fizetoképes
tigyfelek talalati aranya 86,5%-ra csokken, a fizetoképteleneké viszont 62,3%-ra nd,
Osszességében azonban nem javul a taldlati ardny (80,1%). Prébaljon ki mas vagasi
érték bedllitasokat is, és hasonlitsa 6ssze az eredményeket a példa alapjan!

Ahogy tapasztalhattuk, a klasszifikacios tabla vagasi értéktdl valo fiiggése befolyasolja
az osztalyozasa josaganak értékelését. Ennek kikiiszobolésére hasznalhato pl. az ROC
(Receiver Operating Curve) gorbe, ami minden lehetséges vagasi értéket figyelembe
vesz (ROC gorbérdl lasd 7. feladat) és annak segitségével vizsgalhato a klasszifikacio
josaga.

S. feladat:
Ertékelje az 1. feladatban kapott modell illeszkedését! Hogyan lehet mérni a modell josagat?

A feladat megoldasa:
Az illesztett modell alkalmazhatosagardl ad informaciot a Hosmer-Lemeshow teszt,
amely a megfigyeléseket a becsiilt valdszinliségek alapjan g szdml csoportra,
altalaban decilisekre (g=10) osztja. Azt vizsgaljuk, hogy a decilisekre a ténylegesen
bekovetkezd (megfigyelt - M) események szdma megegyezik-e az eldrejelzettel (vart -
V) a binaris valtozo6 kategoriaiban. A homogenitasvizsgalat tesztstatisztikaja az alabbi
modon irhato fel, amely (g-2) szabadsadgfoka khi-négyzet eloszlast kovet:

=Y M-y (- p/s)

Ha szignifikans eltérés van, akkor nem jo a modell illeszkedése.

A teszt elvégzéséhez futtassuk Ujra a modellt az 'Options..." meniipontban a 'Hosmer-
Lemeshow  goodness-of-fit'  lehetdséget kérve. Az eredmények alapjan
megallapithatjuk, hogy a teszt nullhipotézisét nem tudjuk elutasitani (p érték 0,381) a
szokasos szignifikancia szintek mellett, a modell illeszkedésében nem taldltunk
szignifikans eltérést az eldrejelzett értékektdl, a modell illeszkedése elfogadhato.

7 Az egyes megfigyelésekhez tartozo becsiilt valoszinliségek mentését a logisztikus regresszid beallitasainal a
’Save’ parancson beliil a ’Probablities’ lehetség valasztasaval kérhetjiik. Ismételt futtatds utan az adattabla
megjelenik a PRE 1 valtozo.

8 Az egyes megfigyelésekhez tartozd, modell altal becsiilt csoportbasorolds mentését a logisztikus regresszid
beallitasainal a *Save’ parancson beliil a *’Group membership’ lehetdség valasztasaval kérhetjiik. Ismételt futtatas
utan az adattabla megjelenik a PGR 1 valtozo.

% Az ismételt futtatas soran érdemes a mentési opciokat (‘'Save...' fiilre kattintva) atallitani és nem menteni ismét a
korabban kért, nem mddosuld valtozokat.
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Hosmer and Lemeshow Test

Step | Chi-square df Sig.
4 8,556 8 [ (381

Contingency Table for Hosmer and Lemeshow Test

Previously defaulted = No | Previously defaulted = Yes
Observed Expected Observed Expected Total
Stepd4 1 70 69,669 0 331 70
2 69 68,554 1 1,446 70
3 64 66,539 ] 3,461 70
4 64 63,521 ] 6,479 70
] 65 59,692 5 10,308 70
] 50 55141 20 14,859 70
7 48 49016 22 20,984 70
8 43 41,000 27 29,000 70
9 32 30,470 33 39,530 70
10 12 13,397 58 56,603 70

A modell josagat két R-négyzet jellegli mutatdé - Cox & Snell R Square ¢és a
Nagelkerke R Square - méri, amiket a 'Model Summary' tablazatbol olvashatunk ki.
Az R?> mar nem értelmezhetd a linearis regressziondl megszokott modon, a
megmagyarazott variancia szazalékaként, csupan annyit mond, hogy a csak konstanst
tartalmazé (null)modellhez tartozo log likelihood értéket hany szazalékkal sikeriilt
csokkenteni. Mindkét mutatd értéke 0 €s 1 kozé esik alapesetben. Minél nagyobb a
mutatok értéke, annal jobb a modell illeszkedése. A kapott értékek alapjan a modell

josaga elfogadhato.
Model Summary
-2 Log Cox&SnellR | Nagelkerke R
Step likelihood Square Square
4 556,732° (.298) 436 )
6. feladat:

Az 1. feladat modellje révén becsiilt valdsziniiségek koziil melyik a legkisebb és melyik a
legnagyobb?

A feladat megoldasa:
A feladat megvalaszolasahoz futtassuk 0jra a modellt a 'Save...
'Probalities' lehetdséget kérve.
Az adattablaba mentett becstilt valoszintiségekre (PRE 1 nevii 01 valtoz6) futtathatjuk
valamelyik leir6 statisztika parancsot (pl. Frequencies) a minimum és maximum érték
megallapitdsdhoz. A kapott minimum érték 0,00012, a maximum érték 0,99940.

meniipontban a

7. feladat:
Rajzolja ki a ROC gorbét! Mit vizsgalunk a ROC gorbével? Mekkora a gorbe alatti teriilet
nagysaga? Végezziink tesztet arra, hogy a ROC gorbe szignifikansan kiilonbozik-e a 45 fokos
egyenestol!
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A feladat megoldasa:
A ROC gorbe a kovetkezd meniipont kivalasztasaval érhet6 el:

Analyze — ROC Curve...

A jobboldali 'Test Variable' dobozba helyezziikk 4t a becsiilt valoszinliségeket
('Predicted probability [PRE 1]), a 'State Variable' dobozba pedig a 'Previously
defaulted [Default]' valtozot. A 'Value of State Variable'-t allitsuk 1 értékre, mivel az
dobozban kérjiik a referencia vonal jelolését ("With diagonal reference line'), valamint
a gorbe alatti teriilet tesztjéhez tartoz6 standard hibat és konfidencia intervallumot
('Standard error and confidence interval') is.

A ROC is a modell illeszkedését méri. Az x tengely kiillonbozé vagasi értékek mellett
a modell alapjan fizet6képtelennek besorolt, de ténylegesen fizetOképes ligyfelek
Osszes, ténylegesen fizetoképes ligyfélhez viszonyitott aranyat méri. A y tengelyrdl
pedig a kiilonb6z6 véagasi értékek mellett a modell alapjan fizet6képtelennek besorolt
¢s ténylegesen fizetoképtelen ligyfelek Osszes, ténylegesen fizetoképtelen iigyfélhez
viszonyitott ardnyat olvashatjuk le. A gorbe egy-egy pontja azt mutatja meg, hogy
bizonyos vagasi értékhez milyen ardnyparok tartoznak. Minél tdvolabb helyezkedik el
a ROC gorbe a 45 fokos (x=y) egyenestdl, annal jobban illeszkedik a kapott modell.
Az 1. feladatbeli modell gorbe alatti teriiletének (AUC) nagysaga 0,856, amely
meghaladja a gyakorlatban alkalmazott 0,700 kiiszobértéket. Az elvégzett teszt
nullhipotézis az, hogy a modell (a konstanson kiviil) nem magyaraz semmit. Ebben az
esetben a modellel is bizonytalan az iigyfelek besoroldsa. Ilyenkor a ROC gorbe
megegyezik a 45 fokos egyenessel, azaz a gorbe alatti teriilet 0,5. Jelen esetben a teszt
p értéke alapjan minden szokésos szignifikancia szint mellett elvetjiik a nullhipotézist,
azaz a ROC szignifikansan kiilonbdzik a 45 fokos egyenestdl, igy a gorbe alatti teriilet
a 0,5 értektol.

Area Under the Curve

Test ResultVariahle(s): Predicted probabhility

Asymptotic 95% Confidence

Asymptotic Interval
Area Std. Error® Sig.b Lower Bound Upper Bound
856 016 000 825 BB6

a. Under the nonparametric assumption
b. Mull hypothesis: true area=0.5

8. feladat:

Vizsgalja meg a leverage és a Cook tavolsag értékeket! Mekkora a leverage és a Cook
tavolsdg maximalis értéke a fizet6képes ¢és fizetOképtelen iigyfelek korében kiilon-kiilon
vizsgalva? A leverage értékét tekintve melyek a becslést leginkabb befolyasold pontok?

A feladat megoldasa:
A feladat megvalaszolasahoz futtassuk ujra a modellt a 'Save...' meniipontban a
'Cook's’ és a 'Leverage values' lehetdségeket kérve. Ezutan az adattablakban 'LEV 'l
¢s 'COO_1' valtozonevek alatt megtalalhatjuk az egyes tligyfelekhez tartozo értéket.
A fizetéképes ¢és fizetOképtelen iigyfelek korében ezek maximdlis mértékének
lekérdését elvégezhetjiik az Analyze — Descriptive Statistics — Explore...

1
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meniipont alatt. A 'Dependent List' dobozba athelyezziik a 'LEV 'l ¢és 'COO_1'
valtozokat, a 'Factor List' dobozba pedig a 'Previously defaulted [default]' valtozot,
valamint a 'Display' dobozban a 'Statistics' lehetdséget kérjiik.

A leverage ¢s Cook tavolsag értékei a regresszios becslést befolydsold megfigyelések
detektalasara szolgalnak (lasd még Linearis regresszid fejezet). Az 1 feletti Cook
tavolsag értékkel rendelkezd, illetve 0,2 leverage érték feletti megfigyeléseket
kockazatos bevonni a regresszioba, a 0,5 feletti leverage értékkel rendelkezdek
bevondsa pedig keriilendd, mivel torzitjdk a regresszios egyiitthatok becslését. A
hatarértéket atlépd megfigyeléseket célszerli kizdrni az elemzésbdl és Ujrafuttatni a
modellt a torzitd pontok nélkiil.

A leverage maximalis értéke a fizetOképes iigyfelek korében 0,06152, a
fizetésképtelen tigyfelek korében 0,11213. A Cook tavolsag maximalis értéke rendre
0,12888, illetve 0,16272. Az egyes ligyfelekhez tartoz6 Cook tavolsag értékek sehol
sem haladjak meg az 1-es kiiszobértéket, illetve egyetlen ligyfélhez tartozd leverage
érték sem haladja meg a 0,2 kiiszobértékét.

Erdemes pontdiagrammal &bréazolni'® a leverage és Cook tavolsag értékeket a
befolyasold pontok azonositdsahoz. Az abran is lathatjuk, hogy a kockazatos hatarokat
egyetlen tligyfél sem haladja meg, igy nincs sziikség a regresszidos modell
ujrabecslésére.

i Previousl
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10000
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06000
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Analog of Cook's influence statistics

9. feladat:
Felléphet-e multikollinearitds logisztikus regresszié esetén? Hogyan vizsgalhatjuk a
multikollinearités jelenlétét az 1. feladatbeli modellben?

A feladat megoldasa:

10 A Graphs — Legacy Dialogs — Scatter/Dot meniipontban érhetd el Simple Scatter néven.
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Logisztikus regresszio esetén is felléphet a magyarazdé valtozok kozotti
multikollinearitds. Ennek vizsgdlatdira nem létezik beépitett opcid a logisztikus
regresszional.

A magyardzo valtozok kozotti multikollinearitdsra utalhat a valtozok kozotti
paronkénti magas korrelacio, illetve a paronkénti linearis korrelacios egyiitthatdo magas
értéke.

A valtozok kozotti paronkénti korrelaciot tartalmazé korrelacios matrixot kérhetjiik az
1. feladatbeli modell ismételt futtatasaval az 'Option...' meniipontban a 'Correlations of
estimates' lehetdséget kérve.

Az eredmények alapjan az 'employ’ és a 'creddebt’ valtozok kozott kozepesnél erdsebb
negativ irdnyu kapcsolat van.

Correlation Matrix

Constant employ address dehtinc creddebt

Step 4 Constant 1,000 -,363 - 367 - 676 316
employ -, 363 1,000 073 074 - 628
address -,367 073 1,000 -,055 -,251
debtine - 676 074 -055 1,000 -.400

creddebt 316 | (Ce28) -251 | -400 | 1,000

A Pearson-féle linearis korrelacios egyiitthatdo az Analyze — Correlate — Bivariate
meniipontban érheté el. Az eredménytablazat alapjan a 'creddebt' és a 'debtinc'
valtozok kozott van kozepes erdsségii, pozitiv irdnyu linearis kapcsolat.

Correlations
Years with Years at Debtto Credit card
current current income ratio debtin
employer address (x100) thousands
Years with current FPearson Correlation 1 345 -034 382
employer Sig. (2-tailed) 000 327 000
M 850 850 850 850
Years at current address Pearson Correlation 345 1 -033 62
Sig. (2-tailed) ,000 337 ,000
N 850 850 850 850
Debtto income ratio Pearson Carrelation -,034 -,033 1 antﬁs_/
(x100) Sig. (2-tailed) 327 337 000
N 850 850 850 850
Credit card debtin Pearson Correlation 382" 1627 QEE'/ 1
thousands Sig. (2-tailed) 000 000 1000
N 850 850 850 850

** Correlation is significant atthe 0.01 level (2-tailed).

A kapott eredmények alapjan érdemes lenne a 'debtinc' valtozé nélkiil Gjrafuttatni a
modellt és 6sszehasonlitani a kapott eredményeket az 1. feladatbeli modellel.

10. feladat:

Végezzen logisztikus regresszids elemzést (Enter modszer) az 'age', 'employ', 'address',
'income’, 'debtinc' valtozok, az 'age' négyzetre emelésével képzett valtozo, illetve az 'employ’
¢s az 'address' valtozok interakcidjaval képzett valtozd alapjan a 'default' valtozo két
kategoriaja esetében (cut value: 0,5).

A kapott modell mely valtozoi lesznek szignifikansak, melyek nem? Ertelmezze a négyzetes
¢s interakcios tagok egylitthatdit! Roviden értékelje a modell illeszkedését!
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A feladat megoldasa:

Az 'age' valtozo négyzetébdl képzett valtozo eldallitisat a Transform — Compute
Variable... menilipontban végezhetjiik el. A '"Target Variable' dobozban adjuk meg az
Uj valtoz6 nevét (pl. 'age negyz'), a 'Numeric Expression' dobozban pedig az 'age'
Az 'employ' és 'address' valtozok keresztszorzatit az Analyze — Regression —
Binary logistic... meniipontban tudjuk eldallitani. A valtozok baloldali listajaban
egyszerre kijeloljiik a két valtozot, majd a 'Covariates' dobozba egylittesen athelyezziik
Oket a nyil alatti (>a*b> felirati) gombbal.

A tobbi magyardzd valtozd bevonasa és a modell beallitasai a korabbi feladatokban
megismert modon torténnek.

A magyarazd valtozok, illetve keresztszorzat és a négyzetes tag bevonasa esetén az
'age', az 'age negyz' valtozok és a konstans nem szignifikansak. Az 'employ' és az
'address' valtozok ceteris paribus szignifikansan csokkentik a fizetOképtelenség
bekovetkezésének esélyét, egylittes hatasuk azonban kismértékben ndveli (interakcid
exp(b) értéke 1,006, p = 0.031) azt. Az 'income' és a 'debtinc' valtozok ceteris paribus
szignifikansan novelik a fizetOképtelenség bekovetkezésének esélyét.

Variables in the Equation

95% C I for EXP(B)
B SE. Wald df Exp(B) Lower Upper
Step1®  age -108 106 1,060 1 8497 728 1,104
age_negyz 002 001 1,815 1 1,002 594 1,005
employ -,250 039 41,854 1 779 722 840
address -129 032 16,214 1 879 826 936
address by employ 006 003 4 673 1 1,006 1,001 1,012
incorme 016 004 13,824 1 1,016 1,007 1,024
dehbtine 160 017 92,542 1 1174 1,136 1,213
Caonstant 094 1,807 003 1 1,098

a. Wariable(s) entered on step 1: age, age_neagyz, employ, address, address * employ, income, debtine.

A modell illeszkedése elfogadhatdé. A Hosmer-Lemeshow teszt nullhipotézisét nem
tudjuk elvetni (p érték = 0,827), a modell illeszkedésében nem talaltunk szignifikans
eltérést az eldrejelzett értékektdl. A Nagelkerke R négyzet értéke 0,387, nem tul
magas, azonban elfogadhato érték.

A modell teljes taldlati aranya 79,7%, a fizetoképesek talalati ardnya 91,5%, a
fizetoképteleneké 46,4%.

Gyakorl6 feladatok

1.

2.

Hasonlitsa 6ssze az 1. és a 10. feladatban illesztett modellek klasszifikacids josagat a
ROC gorbe segitségével! Melyik modell jobb a ROC gorbe alapjan?

Bovitse az 1. feladatbeli modellt az 'age' valtozdé négyzetes tagjaval, valamint az
'address' €s az 'employ' valtozok interakcidjaval! A modell illesztése soran forward
Wald modszert alkalmazzon! Ertékelje és értelmezze a kapott modellt (bevont
szignifikans valtozok és hatasuk, modell illeszkedése, klasszifikacid josdga, torzitd
pontok detektalasa)!
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3. Hasonlitsa 0ssze az 1. feladatban, a 10. feladatban, illetve a Gyakorl6 feladatok 2.
feladataban illesztett modellek klasszifikacios josagat a ROC gorbe segitségével!
Melyik modell jobb a ROC goérbe alapjan?
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Ellen6rzé6 tesztkérdések

Jelolje be a helyes valaszt a kovetkezd kérdéseknél!

1. Miért nem alkalmazhatoé a tobbvaltozds linearis regresszios modell binaris célvaltozo
esetén?

a) A célvaltoz6 nem normalis, hanem binaris eloszlast kovet.

b)

©)
d)

A célvaltozod tobbvaltozos linedris regresszios modellel becsiilt értékei a [0,1]
intervallumon kiviili értéket is felvehetnek a mintaban.

Mindkét eléz0 allitas igaz.

Egyik el6z6 allitas igaz.

2. Melyik éallitas igaz a binaris logisztikus regressziora?

a)
b)

c)
d)

A célvaltozo nomindlis mérésii skalajh.

A magyarazé valtozok kozott nominalis, ordinalis vagy magasabb, intervallum és
arany skaldn mért valtozok is egyarant el6fordulhatnak.

Egy adott csoportba keriilés valoszintiségét becsiili.

Mindegyik el6z0 valasz helyes.

3. Milyen mutatokkal vizsgalhatjuk a logisztikus regresszio illeszkedésének josagat?

a)
b)
©)
d)

A Hosmer-Lemeshow teszttel, amely esetén nullhipotézis elvetése mutatja a modell
jo illeszkedését.

Nagelkerke-féle R? mutatoval, amely a bevont magyardzé véltozok altal
megmagyarazott variancia szadzalé¢kat méri.

A klasszifikacido tabla segitségével, amely a modell altal helyesen besorolt
megfigyelések aranyat méri.

Egyik el6z0 valasz sem helyes.

4. Mit mondhatunk a logisztikus modellben egy magyarazo valtozo6 hatasarol?

a)
b)

©)
d)

Ha a magyarazo6 valtozd egyiitthatoja pozitiv, az noveli, ha negativ, az csokkenti a
vizsgalt esemény bekovetkezésének esélyét.

A magyarazo valtozoéhoz tartozé exp(b) azt mutatja meg, hogy a magyaraz6 valtozo
egységnyi  valtozasa  hanyszorosara  valtoztatja a  vizsgalt esemény
bekovetkezésének esélyét.

A magyaraz6 valtoz6 parcialis hatdsa nem allando.

Mindegyik el6zd valasz helyes.
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5. Melyik allitas igaz a ROC gorbére?

a) A modellklasszifikacio josagat méri kiilonbozé vagasi értékek (cutoff value)
mellett.

b) Az egyes tengelyeken a modell altal jol besorolt megfigyelések aranyat méri a
binaris célvaltozo csoportjaiban.

c) Jo modellilleszkedést mutat, ha a ROC alatti teriilet szignifikdnsan kiilonbozik a
nullatol.

d) Mindegyik eldz6 valasz igaz.
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6. fejezet

FAKTORELEMZES

A médszer révid 6sszefoglalasa

A gyakorlatban nem minden tulajdonsdg mérhetd kozvetleniil egy bizonyos mutatoszammal.
Valamely orszagok ,.infrastrukturalis fejlettségi” tulajdonsaga példaul tobbféle mutatdészdm
egyiittes értékelésével jellemezhetd. Az ugynevezett ,latens” (kozvetleniill nem mérhetd)
valtozok méréséhez nytjthat segitséget a faktorelemzés.

A faktorelemzésben sokféle modell alkalmazhat6. Egy éltaldnos modellfelirds szerint a
faktorelemzésben az intervallum vagy arany mérési szintli valtozok adatait tartalmazo matrix
felirhatd két masik matrix Osszegeként, amelyek koziil az egyik a kozos faktorok hatdsat
tiikkrozi, a masik pedig a hibatag matrix. A faktorelemzés alapegyenlete szerint az elemzésben
szerepld valtozok esetében szamolhatdo R korrelacidos matrix felirhatdo a kdvetkezOképpen:
R=L-L" +U?, ahol L matrix az Ggynevezett faktorstilyok matrixa, U’ pedig a hibatagok
diagonalis kovarianciamatrixa.

A faktorelemzés matematikai hatterében nagy szerepe van bizonyos matrixok sajatérték-
sajatvektor felbontasanak. A faktorelemzés altalanos modelljében az U? matrix ismeretében
L-L" métrix (a redukalt korrelacios matrix) sajatérték-sajatvektor felbontasaval szamolhatok
eredmények. Ha az L-L" matrix helyett az R korrelacidés matrix sajatérték-sajatvektor
felbontasaval keriil sor az eredmények szamoldsira egy faktorelemzéshez ettdl eltekintve
hasonld elemzésben, akkor foékomponens-elemzésrél van szd. A fokomponens-elemzés
modellje egyfajta faktormodellnek tekinthetdé (Hajdu [2003], 386. oldal). A fékomponens-
elemzés eredményei kozott faktorok helyett komponensek emlitése szerepel, és a
faktorelemzés R=L-L" +U? alapegyenlete helyett a fédkomponens-elemzésben R=C-C”
Osszefliggést szokas felirni, ahol C matrix az ugynevezett komponens-stlyok matrixa.

Az Osszesen létrehozhatd faktorok (illetve komponensek) koziil minddssze az elemzés
céljanak megfeleléen magas sajatértékekhez kapcsoldddakat szokéds ,kivonni” (vagyis
lényegében tobb mas eredmény, példaul a reprodukalt korrelaciés matrix szamolasahoz
alkalmazni). A faktorelemzésben tobbek kozott példaul a Bartlett-féle teszt illetve a KMO-
értékek alapjan lehet megallapitani, hogy az adatok megfeleléek-¢ a faktorelemzés végzésére.
A szamolt eredmények megfeleldsége a ,kivont” faktorok (illetve komponensek) altal
egylittesen magyarazott variancia, a kommunalitas értékek, valamint a faktormatrix (illetve a
komponens matrix) tartalma alapjan értékelhetd. A faktorok (illetve komponensek)
értelmezését rotalas (a faktorok illetve komponensek forgatasa) is eldsegitheti.

Megoldasi moédszerek és az eredmények értelmezése
Mivel a faktorelemzés, illetve a fokomponens-elemzés soran az eredmények valamely matrix

sajatértek-sajatvektor felbontasabol adodnak, igy a kovetkezOkben a szamolasok matematikai
hatterével, illetve egyes matematikai osszefiiggések értelmezésével is foglalkozunk.
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A gyakorl6 feladatoknal emlitett valtozok a telco.sav adatai kozott talalhatok.

1. feladat:

Hasonlitsa 0ssze a ,,meg0rzott” (,,extracted””) komponensek szamat a ,,longmon”, ,longten”,
»cardmon” és ,,cardten” valtozok alapjan végzett fokomponens-elemzésben a ,,pager” valtozo
két csoportjaban azoknal a megfigyeléseknél, ahol a ,,wireless” valtoz6 értéke nem nulla! (A
komponensek koziil az egynél nagyobb sajatértékiieket vonja ki az elemzésben.)

A feladat megoldasa:
A feladat megoldésa sordn eldszor a sziirési feladattal foglalkozunk, a kdvetkezd
meniipont valasztasaval:

Data — Select Cases ...

A meniipont kivalasztdsa utdn megjelend ablakban a ,Select” feliratnal az ,If
condition 1is satisfied” feliratndl az ,If...” gombra kattintds utan megjelend ujabb
ablakban taldlhat6 egy — a szlirési feltételek definidldsahoz kapcsolédd — képletek
beirasara alkalmas rész, ahova a bindris ,,wireless” valtozora vonatkozdan a kovetkez6
feltétel irhato be:

wireless=1

A feladatleirds szerint a fokomponens-elemzést két kiilon csoportban is el kell
végezni, ami megvaldsithatd lenne ugy is, hogy a szlirési feltételeket kiilon-kiilon
modositjuk a két feladat-részben, illetve megoldds lehet a kovetkezd mentiipont
valasztasa utan megjelend ablakban egy megfeleld beallitas valasztasa is:

Analyze — Dimension Reduction — Factor ...

A meniipont valasztasa utdin megjelend ablakban a ,,Selection Variable:” felirathoz a
»pager” valtozo kertil, a ,,Value ...” gombra kattintds utdn megjelend ablakban pedig a
,Value for Selection Variable:” felirat utan a binaris ,,pager” valtozd két kategoridjara
vonatkozoan eldszor 0, majd 1 érték keriil a két kiilonb6z6é fokomponens-elemzésben.
Ezutan a ,,Continue” gomb megnyomasaval vissza lehet térni a fodkomponens-elemzés
tobbi beallitasi lehetdségéhez.

Total Variance Explained®

Initial Eigenvalues Extraction Sums of Squared Loadings
Component Total % ofVariance | Cumulative % Total % ofVariance | Cumulative %
1 @ 71,048 71,048 2,842 71,048 71,048
2 988 24,695 95,742
3 152 3,790 99,533
4 019 6T 100,000

Extraction Methad: Principal Component Analysis.
a. Only cases for whicprPaging service = Noye used in the analysis phase.

Az elemzésben szerepld valtozokat a ,,Variables:” feliratnal lehet elhelyezni. Az ,,OK”

gomb megnyomasaval szamolhatd eredmények kozott megtalalhato az el6z6 tablazat
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is, amelybdl megallapithatd, hogy az elemzésben egyetlen ,kivont” komponens van

abban a csoportban, ahol a ,,pager” valtoz6 értéke nulla.

A masik csoportban (ahol a “pager” valtozo értéke 1) az elemzésben két komponens

“kivonasara” keriil sor, ahogyan azt a kovetkezd tablazat is mutatja:

Total Variance Explained®

Initial Eigenvalues Extraction Sums of Squared Loadings
Component Total % ofWariance | Cumulative % Total % ofWariance | Cumulative %
1 2,680 ) 67,007 67,007 2,680 67,007 67,007
2 1,175 29,368 96,375 1,175 29,368 96,375
3 128 3213 99 588
4 J016 412 100,000

Extraction Method: Principal Component Analysis.
a. Only cases for whicq Paging service = Yes e used in the analysis phase.

A fOkomponens-elemzésben a korrelacios matrix sajatértékei a komponensek
variancidival egyeznek meg. A komponensek koziil mindossze az egynél nagyobb
sajatértékkel rendelkezok kivonasara keriilt sor. Ezt példaul azzal lehet indokolni,
hogy az elemzésben szerepld eredeti valtozok esetében a sztenderdizalt valtozok
variancidja (ami egyben a korreldcios matrix féatlojanak egy eleme is) egységnyi, €s
ehhez az értékhez lehet hasonlitani a komponensek varianciait is.

Ha valamely adathalmaz egyes csoportjaiban jelentdsen eltérnek a fékomponens-
elemzéssel kapott eredmények, akkor az egyes csoportok fokomponens-elemzéses
eredményeit érdemes kiilon tanulmanyozni. A kovetkezékben ennek megfeleléen
ebben a fejezetben a ,,pager” valtozd két csoportjanak adatai kiilon elemzésekben
szerepelnek.

2. feladat:
Az 1. feladat adatai alapjan mekkora a korrelaciés matrix determinansa abban az
adathalmazban, ahol a ,,pager” valtozo értéke nulla? Hogyan értelmezhetd ez az eredmény?

A feladat megoldasa:
A korrelacidés matrix determindnsanak szdmoldsdhoz az 1. feladatban alkalmazott
beallitdsokat kiegészitjikk: a ,,Descriptives ...” gomb megnyomdsa utdn megjelend
ablakban a ,,Correlation Matrix” felirat alatt taldlhat6 ,,Determinant” lehetdséget is
valasztjuk, valamint érdemes még ezenkiviil a ,,Coefficients” lehetdséget is valasztani,
hogy a korrelacidos matrix értékei is megtalalhatok legyenek a szamolt eredmények
kozott.

A korrelacidos matrix determinansanak értelmezéséhez roviden érdemes foglalkozni a
matrix determinans szamolds témdjaval is. A matrix determinans szamolds a
matematika tobb teriiletén is kiemelkedd jelentségli. Ezt mutatja példaul, hogy ha egy
négyzetes matrix (amelynek ugyanannyi sora van mint oszlopa) determindnsa nem
nulla, akkor létezik az inverz matrix. A legegyszeriibb esetben, amikor egy négyzetes
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matrixnak két oszlopa van ¢és az elemeket a matrixban a, b, ¢ €s d jeloli, akkor a matrix
determinansa:
a
det
c

Tekintsiik példdul a korreldciés matrix esetét akkor, ha az elemzésben két valtozo
szerepel. A korrelacidés matrix féatlojdban mindegyik elem 1. Jeldlje a korrelacios
matrixot R, a két valtozo kozotti (linearis, Pearson-féle) korrelacios egytitthatot pedig
r, ekkor a korrelacidos matrix determinansa:

b
jza-d—b-c
d

det(R) = det{1 FJ =1-r?
ro1

Koénnyen belathato, hogy ha a két valtozo kozotti korrelacios egytitthato nulla, akkor a
korrelacios matrix determinansa 1, ha pedig a korrelacios egytitthato +1 vagy -1, akkor
a korrelacidos matrix determindnsa nulla. A fékomponens-elemzéshez az adatok
altalaban akkor megfelel6k, ha az elemzésben szerepld valtozok kozott erdsek a
lineéaris Osszefliggések. (Pontosabban fogalmazva ezenkiviil példaul még a parcialis
korrelacios egyiitthatok értékei is fontosak az eredmények ,,josdganak” megitélésénél,
de a Pearson-féle linearis korrelacios egylitthatok értékeibdl is sok kovetkeztetés
adodik.) Két valtozonal tehat akkor lehet a fokomponens-elemzésnél jo eredményekre
szdmitani, ha a két valtoz6é kozotti linedris korrelacios egyiitthatd értéke abszolut
értékben magas. A korrelaciés matrix determindnsa nulla és egy kozotti érték, a
maximum egységnyi érték akkor mérhetd, ha a korreladciés matrix egységmatrix. A
fokomponens-elemzéshez az adatok anndl inkdbb megfeleléek, minél kisebb a
korrelacios matrix determindnsa.

Ebben a feladatban az eredmények kozott megtaldlhaté a korrelaciés matrix és a
determinansa (amelyet a kdvetkezo tablazat alatti bekarikdzott érték jeldl):

Correlation Matrix™"

Long distance | Long distance Calling card Calling card
last month over tenure last month over tenure
Caorrelation  Long distance last month 1,000 b7 270 651
Long distance over tenure 874 1,000 282 688
Calling card last month 270 282 1,000 728
Calling card overtenure 651 688 728 1,000

a. Only cases for which Paging service = Mo are used inthe analysis phase.

k. Determinant:

Az eredmények kozott szerepld determinans érték 0,008, ami meglehetdsen kozel van
a korrelacios matrix determinans-értékének elméleti minimumahoz (a nulla értékhez),
vagyis e mutatészam alapjan az elemzésben talalhato adatok a foékomponens-
elemzéshez megfelelonek tekinthetdk.
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3. feladat:

Az 1. feladat adatai alapjan mekkora a KMO érték és a Bartlett-féle khi-négyzet teszthez
kapcsolodod empirikus szignifikanciaszint abban az adathalmazban, ahol a ,,pager” valtozo
értéke egységnyi? Hogyan értelmezhetdk ezek az eredmények?

A feladat megoldasa:
A KMO ¢érték ¢és a Bartlett-féle khi-négyzet teszthez kapcsolodd empirikus
szignifikanciaszint (p-érték) szamolasdhoz az 1. feladatban alkalmazott beallitdsokat
kiegészitjiik: a ,,Descriptives” gomb megnyomasa utdin megjelend ablakban a
,Correlation Matrix™ felirat alatt a ,,KMO and Bartlett’s test of sphericity” lehetdséget
is valasztjuk. Ezutdn a ,,Continue” majd az ,,OK” gomb megnyomdsa utin az
eredmények kozott megtalalhatd a kovetkezd tablazat is:

KMO and Bartlett's Test®
Kaiser-Meyer-Qlkin Measure of Sampling Adequacy. A16
Bartlett's Test of Approx. Chi-Square 1031,
Sphericity df B
Sig. ,oon

a. Only cases for which Paging senvice = Yes are used in the
analysis phase.

A tablazatban szerepld (bekarikdzassal jelolt) eredmények alapjan a feladatban a KMO
értek 0,516, a Bartlett-féle khi-négyzet teszthez kapcsolodo p-érték pedig nulldhoz
kozeli érték (harom tizedesjegyre kerekitve 0,000). Ez a két érték arra utal, hogy az
elemzésben szerepld adatok a fékomponens-elemzéshez megfelelonek tekinthetdk.

A KMO ¢érték és a Bartlett-féle khi-négyzet teszt eredményeinek értelmezéséhez
érdemes roviden foglalkozni a szdmolasok részleteivel is. A fékomponens-elemzésnél
a Bartlett-féle khi-négyzet teszt (Bartlett’s test of sphericity) nullhipotézise az, hogy a
korrelacids matrix egységmatrix (ezenkiviill ez a teszt arra a feltevésre is épiil, hogy a
valtozok eloszlasa tobbdimenzios normalis eloszlas), igy ha ennél a tesztnél a p-érték
(amit a tablazatban a ,,Sig.” felirat jelol) nulla kozeli érték, akkor a korrelacios matrix
nem tekinthetd egységmatrixnak, ami a fOkomponens-elemzés eredményei
szempontjabol kedvezd.

A KMO érték szamolasa soran a (Pearson-féle) linearis korrelacids egyiitthatokon
kiviil a parcidlis korrelacidos egyiitthatoknak is szerepe van (a KMO érték
szamolasanak képlete megtalalhato példaul Kovacs [2011] 95. oldalon). Ha a parcialis
korrelacios egyiitthatok mindegyike nulla lenne, akkor a KMO érték egységnyi lenne,
az abszolut értékben nullandl nagyobb parcidlis korrelacids egylitthatok pedig
csokkentik a KMO mutatoszam értékét. Egy lehetséges értékelés szerint (Kovdcs
[2011], 95. oldal) 0,9 feletti KMO érték arra utal, hogy az adatok kivaldéan
megfelelnek a fokomponens-elemzéshez, mig 0,5 alatti KMO érték alapjan a
fokomponens-elemzés nem alkalmazhat6 adatelemzési modszerként.

A feladatban szerepld eredmények alapjan az adatok fékomponens-elemzéshez
alkalmazhatonak tekinthetok, mivel a KMO-érték 0,5 feletti és a Bartlett-féle khi-
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négyzet teszt p-értéke is kisebb, mint a gyakran alkalmazott 5 szdzalékos érték (az
eredmények azzal egyiitt érdekesek, hogy a Bartlett-féle khi-négyzet teszthez
kapcsolddo, a tobbdimenzids normalis eloszldsra vonatkozo eldfeltevés tesztelésével a
feladat megoldasa soran nem foglalkoztunk).

4. feladat:
A 2. feladat adatai alapjan szamolt komponens matrix tartalma alapjan lehetséges kiszamolni
a ,,cardmon” valtozé kommunalitas-értékét?

A feladat megoldasa:
A fokomponens-elemzésben az R korrelacios matrix a sajatérték-sajatvektor felbontas
figyelembevételével felirhatd R=A-A-A" egyenlettel, ahol A diagonalis matrix
foatlojaban a korrelaciés matrix sajatértékei taldlhatok, az A4 matrix pedig az
»egységnyi hosszusagu” sajatvektorokra utal. A nem ,egységnyi hossza”

sajatvektorok is szamolhatok, példaul ¢, = a, -/4, mddon. A ¢, vektor elemei az elsé

komponens és a valtozok kozotti korrelacids egyiitthatoként értelmezhetdk. A ¢, ..., ¢,
vektorokat a C matrixban foglalhatjuk 6ssze (amelynek neve komponens matrix). A
komponens matrix alapjdn meghatarozhat6 a valtozok esetében a kommunalitas értéke
is. A 2. feladat adatai alapjan szamolhato eredmények kozott talalhaté a kovetkezd
tablazat, amelybdl megallapithatd, hogy a ,cardmon” valtozd esetében (harom
tizedesjegyre kerekitve) 0,395 a kommunalitds-érték:

Communalities®

Initial Extraction
Long distance last manth 1,000 a0
Long distance over tenure 1,000 828
Calling card last manth 1,000 4385 D
Calling card overtenure 1,000 818

Extraction Method: Principal Component Analysis.

a. Only cases forwhich Paging semvice = Mo
are used inthe analysis phase.

A 2. feladat adatai alapjan szdmolhaté eredmények kozott szintén megtaldlhatdo a
komponens matrix, amelynek alapjan az els6 komponens és a “cardmon” valtozo
kozotti linearis korrelacids egyiitthatd értéke 0,628. Mivel ebben a feladatban
minddssze egyetlen komponens “kivonéasara” keriilt sor, igy a “cardmon” véaltozé
kommunalitas-értéke és e korrelacids egyiitthatd kozott viszonylag egyszerii az
Osszefliggés: a kommunalitds-érték a komponens-matrixban talalhato érték négyzete:
0,395 =0,628> (figyelembe véve hogy az eredményeket tartalmazo tablazatokban

harom tizedesjegyre kerekitett értékek vannak).
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Component Matrix"

Component
1
Long distance last manth 885
Long distance overtenure 910
Calling card last manth 628
Calling card over tenure a04
Extraction Method: Principal Component

Analysis.
a. 1 components extracted.
. Only cases for which Paging

gsenvice = Mo are used in the
analysis phase.

Erdemes azt is megemliteni, hogy egynél tbb kivont komponens esetében kissé
bonyolultabba valik az a képlet, amelynek alapjan a komponens matrix tartalmabol a
kommunalitas-értékek szamolhatok.

S. feladat:
Mekkora a 2. feladatban a sajatértékek 6sszege?

A feladat megoldasa:

A fokomponens-elemzésnél az egyik cél, hogy az els6 komponens variancidja
maximalis legyen. E feladat megolddsa sordn az az eredmény adodik, hogy az els6
komponens variancidja az elsé (legnagyobb) sajatértékkel egyezik meg. Ahogyan az
az el6zd feladat megoldasaban is szerepel, a sajatértékeket tartalmazd diagonalis
matrixot jelolheti 4, ahol a korrelacidos matrix sajatérték-sajatvektor felbontasaval
Osszefiiggésben A’ -R-A=A. A A matrix féatlojaban 1évé elemek osszege a
fokomponens-elemzés eredményeinek matematikai levezetésével Osszefliggésben
megegyezik a korrelacios matrix foatlojaban 1€vo elemek dsszegével. Az R korrelacios
matrix esetében a féatloban 1évo elemek 0sszege a valtozok szdmaval egyezik meg, ha
tehat a fokomponens-elemzésben az elemzés alapja a korrelacidos matrix, akkor a
sajatértékek Osszege megegyezik a valtozok szamdval. Ebben a feladatban a
sajatértékek Osszege 4.

6. feladat:
Az 6sszes variancia mekkora részét hordozzak a kivont komponensek a 3. feladatban?

A feladat megoldasa:
A 3. feladatban is négy valtozo szerepel, az 5. feladat megoldasat is figyelembe véve
tehat a komponensek varianciainak Osszege is 4. Az elsé két (kivont) komponenst
(amelyeknek variancidja egynél nagyobb) figyelembe véve a kivont komponensek
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2,680+ 1,175

Osszesen a variancia =0,96375 részét hordozzak. Ezt az eredményt a

kovetkezo tablazat (bekarikazassal jelolt) értékei is mutatjak:

Total Variance Explained®

Initial Eigenvalues Extraction Sums of Squared Loadings
Component Total % ofVariance | Cumulative % Total % ofVariance | Cumulative %
1 2,680 g7.007 67,007 2,680 67,007 67,007
2 1,175 28,368 96,375 1,175 29,368 @)
3 129 3,213 99558
4 016 412 100,000

Extraction Methad: Principal Component Analysis.
a. Only cases for which Paging service = Yes are used in the analysis phase.

7. feladat:
Alkalmazzon ,,varimax” rotalast a 3. feladat adatai esetében! A ,,varimax” rotalas hatasara
megvaltozik a kivont komponensek altal magyarazott dsszes variancia értéke?

A feladat megoldasa:
A rotalasi bedllitasokat a 3. feladat beéllitasainak kiegészitéseképpen a ,,Rotation ...”
gomb megnyomasaval lehet megtekinteni, és a ,,Method” feliratnal a ,,Varimax”
lehetéség bejelolésével kérhetd a ,,varimax” rotalasi moddszer alkalmazéisa. Az
eredmények kozott talalhato a kovetkezo tablazat is, amelyben a (bekarikazassal jelolt)
értekek mutatjak, hogy a kivont komponensek &ltal magyarazott Osszes variancia
értéke nem valtozik a ,,varimax’ rotalas hatasara:

Total Variance Explained®

Initial Eigenvalues Extraction Sums of Squared Loadings Rotation Sums of Squared Loadings
Component | Total % of Variance | Cumulative % Total % of Variance | Cumulative % Total % of Variance | Cumulative %
1 2,680 67,007 67,007 2,680 67,007 67,007 2,085 5213 5213
2 1175 28,368 96,375 1175 28,368 @ 1,770 44244 @
3 129 3213 99,588
4 016 42 100,000

Extraction Method: Principal Component Analysis.
a. Only cases forwhich Paging senvice = Yes are used in the analysis phase.

A rotalas (forgatas) eldsegitheti a faktorok, illetve komponensek értelmezését, mivel
ennek hatdsdra a komponens matrix tartalma is valtozhat, és igy konnyebb lehet
megallapitani, hogy mely (rotalt) faktorok (illetve komponensek) €s eredeti valtozok
kozott vannak jelentds Osszefiiggések. Ha az ebben a feladatban alkalmazott
fokomponens-elemzési  beallitasokat tovabb bovitve a ,,Rotation ”  gomb
megnyomasa utdn megjelend ablakban a ,,Display” feliratnal a ,,Loading plot(s)”
lehetdséget is bejeloljiik, a két oszlopot tartalmazé komponens matrix tartalmat
grafikusan is meg lehet jeleniteni, ahogyan ezt a kovetkezd két dbra is mutatja (a két
abra a rotalas el6tti és rotalas utani eredményeket szemlélteti):
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Component Plot
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A két abra Osszehasonlitdsaval megallapithatd, hogy a rotdlds utdni helyzetben az

eredeti valtozok koordinatai tobbnyire ,,kozelebb” keriiltek az egyes tengelyekhez, ami
a tengelyek értelmezését is egyszerisiti.
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8. feladat:
Hogyan értelmezhetd a 7. feladatban a rotalas utdn az elsé komponens?

A feladat megoldasa:
A komponensek értelmezése els6sorban a komponens matrix alapjan térténhet. A 7.
feladatban az eredmények kozott megtalalhatd a rotalt komponens matrix is (az egyes
valtozokhoz tartozo sorokban a maximalis értéket bekarikazas jeldli):

Rotated Component Matrix™®
Component
1 2
Long distance last month avy AT
Long distance over tenure ava 181
Calling card last manth . ATE
Calling card overtenure 413 aro

Extraction Method: Principal Component Analysts”
Fotation Method: Varimax with Kaiser
Marmalization.

a. Rotation converged in 3 iterations.

h. Only cases for which Paging senvice = Yes
are used inthe analysis phase.

Mivel a komponens matrixban talalhatdo értékek korrelacios egyiitthatoként
értelmezhetdk, igy a komponensek értelmezésekor azt kell megallapitani, hogy a
komponens matrixban mely valtozok esetében magasak abszolut értékben az adott
oszlopokban talalhato értékek. Ebben a feladatban a rotélt elsé komponenshez tartozo
oszlopban a “longmon” ¢s a “longten” valtozoknak magas a korrelaciés egyiitthatdja,
tehat (a valtozok teljes nevét is figyelembe véve) a “long distance” tulajdonsaggal
valamilyen kapcsolatban 1évé mutatdészamnak tekinthetd az elsé komponens.

9. feladat:
A 2. feladat adatai alapjan végezzen faktorelemzést Principal Axis Factoring moédszerrel.
Mennyi az egynél nagyobb sajatértékkel rendelkezd faktorok szama?

A feladat megoldasa:
A fékomponens-elemzés helyett masik faktorelemzési modell kivalasztasara az
»Extraction ...” gomb megnyomdsa utdn megjelend ablakban van lehetdség: a
,Method” feliratndl a ,,Principal components™ helyett ebben a feladatban a ,,Principal
axis factoring” lehetdséget valasztjuk. Az eredmények kozott megtaldlhatd a
komponens matrixhoz hasonlé faktormatrix, ami a faktorsulyokat tartalmazza:
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Factor Matrix"

Factor
1
Long distance last maonth .a8a8
Long distance over tenure b22
Calling card last manth AT
Calling card over tenure 836
Extraction Method: Principal Axis

Factoring.
a. 1 factors extracted. 7
iterations required.

. Only cases for which Paging
service = Mo are used in the
analysis phase.

Ebben a feladatban tehat egyetlen faktorhoz tartozé sajatérték volt nagyobb egynél,
igy mindossze egy faktor “kivondsara” kertilt sor.

Gyakorlo feladatok

1. A ,longmon”, ,longten”, ,tollmon”, ,tollten”, ,cardmon” és ,cardten” valtozok
alapjan végzett fokomponens-elemzésben mekkora a legkisebb kommunalitas-érték?

2. A Gyakorlo feladatok 1. feladatdnak adatai alapjan végzett fokomponens-elemzésben
érdemes lenne valamelyik valtozot kihagyni az elemzésbdl?

3. Mekkora a Gyakorlo feladatok 1. feladatdban az elsé és masodik komponens kdzotti
(linearis) korrelacios egytitthato értéke?

4. A Gyakorlo feladatok 1. feladatdban hogyan értékelhetdé az adatok megfelelosége a
KMO-¢érték alapjan?

5. A Gyakorlo feladatok 1. feladatanak adatai alapjan végzett fokomponens-elemzésben
mentse el az egynél nagyobb variancidju komponensek értékeit! Mekkora ennek az
elmentett Uj valtozonak az atlagos értéke?

6. Végezzen a Gyakorlo feladatok 1. {feladatdban szereplé valtozok alapjan
faktorelemzést Principal Axis Factoring (PAF) modszerrel! Hasonlitsa Ossze a
reprodukalt korrelacios matrix tartalmat a Gyakorlo feladatok 1. feladatanal
szamolhat6 eredményekkel!

7. Hogyan valtozik a fokomponens-elemzésben a korrelaciés matrix determindnsa, ha a

sztenderdizalas nélkiili eredeti adatok helyett sztenderdizalt valtozok alapjan keriil sor
az elemzésre?
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8. Hogyan ¢értelmezhetdk az ,anti-image” korrelacios matrix foatlojaban szerepld
értekek?

9. Mekkora valamely valtozd kommunalitisa, ha egy foékomponens-elemzésben az
0sszes komponens ,,kivonasara” sor kertil?

10. Tegyiik fel, hogy egy fokomponens-elemzésben az Osszes komponens értékeinek
elmentésére sor keriilt. Az ezen 0 elmentett valtozok alapjan szamolt (a Pearson-féle
korrelacids egyiitthatokat tartalmazd) korrelaciés matrixban elméletileg lehetnek
negativ értékek?

11. Elméletileg a Principal Axis Factoring (PAF) moddszer alkalmazasa esetében a
faktorokhoz tartozé sajatértékek kozott lehet negativ érték?

Irodalomjegyzék

Hajdu Ott6 [2003]: Tébbvaltozos statisztikai szamitdasok
Kozponti Statisztikai Hivatal

Kovécs Erzsébet [2011]: Pénziigyi adatok statisztikai elemzése
Tanszék Kft., Budapest

Kovacs Erzsébet [2014]: Tobbvaltozos adatelemzés
Typotex Kiadd, Budapest
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Ellen6rz6 tesztkérdések

Jelolje be a helyes valaszt a kovetkezd kérdéseknél!

1. A faktorelemzésben a Principal Axis Factoring modszer alkalmazasakor a reprodukalt
korrelacids matrix esetében

a) a féatloban minden esetben egységnyi értékek talalhatok

b) a féatloban szerepelhet barmilyen valds szam, amely abszolutértékben kisebb vagy
egyenlé mint egy

c) a foatlon kiviili elemek pozitiv értékek

d) egyik el6z6 allitds sem helyes.

2. A fékomponens-elemzésben a maximalisan képezheté komponensek szdma:

a) annyi mint a valtozok szdma

b) kevesebb mint a valtozok szama
c) tobb mint a valtozok szadma

d) végtelen.

3. Ha két valtoz6 kozotti korrelacid értéke nulla, akkor a két valtozd alapjan végzett
fokomponens-elemzésben az els6 komponens variancidja

a) 1

b) -1

c) nulla

d) barmennyi lehet.

4. Ha egy korrelaciés matrix minden eleme egyhez kozeli érték, akkor a korrelacids
matrix determinansa megkdzelitdleg

a) nulla

b) 1

c) -1

d) egyik el6z6 allitas sem helyes.

5. Egy 4 valtozoét tartalmazo fokomponens-elemzésben a sajatértékek osszege
a) 4
b) 16

c) 2
d) egyik el6z6 vélasz sem helyes.
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7. fejezet

DISZKRIMINANCIA-ELEMZES

A médszer révid 6sszefoglalasa

Egyes elemzéseknél sziikség lehet a megtigyelések (elemek) csoportokba sorolasara (példaul
hitelkérelmek elbiralasanal, hogy kaphat-e hitelt a hiteligényld vagy nem). A csoporttagsag
»elorejelzésére” alkalmas tobbvaltozds statisztikai modellek egyik fajtaja a diszkriminancia-
elemzés. A diszkriminancia-elemzés alapfeladata olyan diszkriminalé fiiggvények
meghatdrozisa az eredeti valtozok linearis kombinacidiként (y=X-c, ¢’ -c=1 feltétel
figyelembevételével, ahol az eredeti valtozok értékeit az n sorral €s p oszloppal rendelkezé X
matrix tartalmazza), hogy az elemzésben szerepld csoportokat a lehetd legjobban el lehessen
kiiloniteni a kanonikus térben. A tovabbiakban ebben a fejezetben a megfigyelések szamat n
(illetve a csoportokban n;), az eredeti valtozok szadmat p, az elemzésben szerepld csoportok
szamat pedig g jeloli.

Az elemzéshez tartozo két fontos alkalmazasi eléfeltevés, hogy a csoportokban az elemzésben
szerepld valtozok kovarianciamatrixa azonosnak tekinthetd, illetve hogy a valtozok egyiittes
eloszlasa tobbdimenzidés normalis eloszlas. A feladat megolddsa sordn fontos szerepe van

g
T=X"-X=K+B maitrixnak, ahol B = Z(nl ~1)-8,, mivel a diszkriminancia-elemzésnél
i=1
T
- K-c —> max, ahol a feladat
c -B-c c
megoldasa: (B_1 -K—-A-E )-c =0. Ahogyan az ebbdl a megoldasbol is latszik, a

diszkriminancia-elemzés soran sajatértékek szamoldsara is sor kertil, a sajatértékek, illetve az

az elemzés céljanak matematikai megfogalmazasa:

ezekhez tartozoan szamolhato diszkriminalé fliggvények maximalis szdma pedig B™'-K
matrix rangjaval egyezik meg: min{g -1, p}.

Példéul két valtozo és két csoport esetében a diszkriminalo fliggvények maximalis szdma 1,
ugyanis: min{g -1, p} = min{Z — 1,2} =1. Ezt a helyzetet illusztralja a kovetkez6 abra:

-10 § 5 ¢ % 10 * 5 20 25 30 35 40
.

. ™~ diszkriminalé
fuggvény
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A diszkriminancia-elemzés eredményeinek megfeleldségét tobbféle mutatoszammal is lehet
mérni. Ezek koziil példdul a diszkriminald fiiggvényekhez tartozé6 Wilks-lambda ¢és a
kanonikus korrelacios értékek Osszefiiggnek B~'-K matrix sajatértékeivel. Jeldlje 4
(=1,...k) a B'-K matrix sajatértékeit, ahol k =min{g—1, p}. Az Gsszes diszkriminalo

k
figgvényhez tartozéan szamolhato Wilks-lambda érték ekkor H

J=1

, a j-edik
1+ 4,

J
1+/1j

A kanonikus térben a csoportok elkiiloniilése jobb, ha a Wilks-lambda érték(ek)
alacsonyabb(ak), illetve a kanonikus korrelacids érték(ek) magasabb(ak).

diszkriminél6 fiiggvényhez tartozéan szamolhatoé kanonikus korrelacid értéke pedig

Megoldasi médszerek és az eredmények értelmezése

A diszkriminancia elemzésben egy csoportositast definiald véltoz6 és p darab (intervallum
vagy arany mérési szintli) ,,magyarazo” valtozo szerepel. Szdmos mas adatelemzési
modszerhez hasonloan a diszkriminancia-elemzésben is lehetdség van ,,stepwise” modszer
alkalmazéséara, amikor az elemzésben minddssze a valamilyen szempont alapjan szignifikans
hatastinak tekinthetd magyarazé valtozok keriilnek be a modellbe. A kovetkezdkben a
feladatok megoldasa soran a Wilks lambda elven alapul6 stepwise mddszert alkalmazzuk. A
kiilonboz6é 1épésenkénti valtozoszelekeids (stepwise) modszerek jellemzdirdl bdvebben
példaul Kovacs [2011] 132-134. oldalan lehet olvasni.

A gyakorl6 feladatok megoldasanal emlitett valtozok a telco.sav adatai kozott talalhatok.

1. feladat:

Végezzen diszkriminancia-elemzést a ,,longmon”, ,tollmon”, ,,equipmon”, ,,cardmon” és
»wiremon” valtozok (magyarazd valtozok), valamint a ,,custcat” valtozd (fliggd valtozo)
alapjan stepwise (Wilks’ lambda, ,,Use probability of F’) mddszerrel azon adatok esetében,
amelyeknél egyidejlileg teljesiilnek a kovetkezd feltételek: a ,,custcat” valtozd értéke 4-nél
kisebb, az ,,equip” ¢és a ,tollfree” valtozd értéke pedig egyarant 1. Teljesiilnek az elemzés
alkalmazasi eldfeltevései?

A feladat megoldasa:
Erdemes megemliteni, hogy az adathalmazban az adatok sziirése el6tt a ,,custcat”
valtozonak 4 kategoridja van, amelyeket az 1, 2, 3 és 4 értékek jelolnek, az ,,equip” és
a tollfree” wvaltozok pedig bindris valtozok. A feltételeknek megfeleld
megfigyeléseket a kovetkezd meniipont valasztasaval, szliréssel lehet kivalasztani:

Data — Select Cases ...

A meniipont kivélasztasa utan megjelend ablakban a ,Select” feliratndl az ,If
condition 1is satisfied” feliratnal taldlhato ,,If...” gombra kattintva megjelenik egy
ujabb ablak, amelyben taldlhatd egy — a szlirési feltételek definidlasdhoz kapcsolodo —
képletek beirasara alkalmas rész, amelybe a kdvetkezo képlet irhato be:
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custcat < 4 & equip=1 & tollfree=1
A diszkriminancia-elemzés a kovetkez6 meniipont valasztasaval kezdhetd el:
Analyze — Classify — Discriminant ...

A meniipontra kattintas utan megjelend ablakban lehet beallitani, hogy mely csoportok
¢s melyik ,,magyarazd” valtozok szerepelnek az elemzésben. A ,,custcat” valtozot a
,Grouping Variable:” felirathoz, a feladatban szerepld magyaraz6 valtozokat pedig az
,Independents:” felirathoz helyezziik el. A csoportok meghatarozasanal sziikség van
még a csoportok pontosabb beazonositidsdra is: a ,,Define Range ...” gombra
kattintassal ebben az esetben a ,,Minimum:” felirathoz 1-es, a ,,Maximum:” felirathoz
pedig 3-as érték kertl (figyelembe véve hogy a szlirés utan az elemzésben a ,,custcat”
valtozonak e harom kategoridja talalhaté meg az adathalmazban).

A stepwise moddszer bedllitasdhoz az ,Independents:” felirat alatt talalhato ,,Use
stepwise method” lehetdség bejeldlése esetén a ,,Method...” gomb megnyomasa utan
megjelend ablakban lehet kivalasztani a 1épésenkénti valtozoszelekcidhoz kapcsolddod
modszert. Ebben a feladatban a ,.Criteria” feliratndl a ,,Use probability of F”
lehetéséget valasztjuk, majd a ,Continue” gomb megnyomdsaval a tovabbi
beallitasokkal foglalkozunk.

A diszkriminancia-elemzés két fontos alkalmazési eldfeltevése koziil a kovariancia-
matrixok egyezdségének teszteléséhez a Box-M mutatdoszamon alapuld F-eloszlasu
tesztstatisztika kapcsolodik, amelynek kiszamitdsdhoz a ,,Statistics ”  gomb
megnyomasa utdn megjelend ablakban a ,,Descriptives” feliratnal a ,,Box’s M”
lehetdséget jeldljiik be. A ,,Continue” gomb, majd az ,,OK” gomb megnyomasaval
szamolhatd eredmények koziill a Box-M mutatoszamot a kdvetkezd tablazat
tartalmazza:

Test Results
Box's M 10,668
F Approx. 1,608
df1 6
df2 6851,509
Sig. @
Testz null hypothesis o

equal population covariance
matrices.

A csoportok kovariancia méatrixainak egyezdségére vonatkozo nullhipotézishez tartozé
empirikus szignifikancia-szint (p-érték, amelyet a “Sig.” feliratu sorban a tablazatban
bekarikazas jelol) 0,140, ami nagyobb mint a statisztikai tesztekben
szignifikanciaszintként gyakran alkalmazott 5 szazalék (azaz 0,05), vagyis a csoportok
kovariancia matrixai ebben a feladatban egyezdnek tekinthetdk.
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A diszkriminancia-elemzés masik fontos alkalmazasi eldfeltevése, hogy a
csoportokban az elemzésben szerepld valtozok egylittes eloszlasa tobbdimenzids
normalis eloszlas. A kovetkezokben az SPSS program alkalmazasaval minddssze a
valtozok egydimenzids normalis eloszlasat lehet tesztelni. Az ezzel kapcsolatos
eredmények olyan szempontbol tekinthetok relevansnak a feladatmegoldasban, hogy
ha az egyes valtozok eloszlasa nem lenne egydimenzidés normadlis eloszlasu, akkor
kizarhat6 lenne a valtozok egyiittes eloszldsara vonatkozoan a tobbdimenzios normalis
eloszlas esete. A tobbdimenzids normalis eloszlas tesztelése Osszetett feladat, és
tobbféle tesztstatisztika is szamolhato ezzel kapcsolatban, példaul ehhez kapcsolodik a
McNeil et al. [2005] (69-70. oldal) altal is emlitett Mardia tobbvaltozés normalitas
tesztje (a teszt leirasat példaul Mardia [1970] is tartalmazza).

Felmertil a kérdés, hogy mely valtozok keriiltek be a stepwise modszer alkalmazésa
soran az elemzésbe. Erre a kérdésre az eredmények kozott szerepld struktira
matrixban is talalhatok adatok. A struktira matrix a “magyarazo” valtozok és a
(sztenderdizalt) kanonikus diszkriminalo fliggvények értékei kozotti egyfajta “kevert”
(“pooled”) korrelacios egyiitthato értékeket mutatja. A feladatban szamolt eredmények
alapjan megallapithatd, hogy a stepwise valtozoszelekciés modszer alkalmazédsaval a
“tollmon” és a “longmon” valtozok kertiltek be az elemzésbe:

Structure Matrix
Funetion
1 2
Toll free last manth ,ETE‘ A7g
Equipment last month ,3?91 A23
Wireles th” 089" -062
{ Long distance lastmonth D 193 80
Calling card Tast month 210 329

FPooled within-groups correlations hetween
discriminating variables and standardized
canonical discriminant functions

Wariahles ordered by absolute size of correlation
within function.

* Largest absolute correlation between
eachvariahle and any discriminant
function

. This variahle not used in the analysis.

Az egydimenzidos normalis eloszlashoz kapcsolddod tesztstatisztika értékeket a
kovetkezd meniipont valasztasaval lehet szamolni:

Analyze — Descriptive Statistics — Explore ...
A meniipont véalasztdsa utdn megjelend ablakban a ,,Dependent List:” felirathoz a
,tollmon” és a ,longmon” valtozokat, a ,,Factor List:” felirathoz pedig a ,,custcat”

valtozot helyezziik el. A ,,Plots ...” gomb megnyomdsa utdn megjelend ablakban
ezutan a ,,Normality plots with tests” lehetdséget valasztjuk, majd a ,,Continue” és
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,OK” gomb megnyomasa kdvetkezik. A szdmolt eredmények kozott a Kolmogorov-
Smirnov és a Shapiro-Wilk tesztstatisztika értékek is megtalalhatok.

Tests of Normality
Kolmogorov-Smirnoy® Shapiro-Wilk

Customer cateqory | Statistic df Sig Statistic df Sig,
Toll free last month Basic semice 184 10 200 57 10 (fd9

E-service 109 10 ,20[]1 a8 10 870

Plus service 135 27 ,20[]‘ 842 27 138
Long distance lastmonth  Basic senvice 296 10 013 690 10 001

E-senice 87 10 2007 914 10 307

Plus senice 148 27 134 803 27 014

* This is a lower bound of the true significance. )

a. Lilliefors Significance Correction

Ha az empirikus tesztstatisztika értékeket a szignifikancia szintként gyakran
alkalmazott 5 szazalékhoz (0,05) hasonlitjuk, akkor nem mindegyik valtozé eloszlasa
tekinthetd normalis eloszlasnak mindhdrom csoportban. Ennél alacsonyabb, példaul
0,1 szazaléknal (0,001-nél) is kisebb szignifikancia szinten azonban mindharom
csoportban és mindkét valtozonal elfogadhatdo lenne az egydimenzidés normalis
eloszlashoz kapcsolodo nullhipotézis (a Kolmogorov-Smirnov és a Shapiro-Wilk teszt
esetében is). A kovetkezo feladatok értelmezésénél (erre vald kiilon utalas nélkiil is)
figyelembe kell venni, hogy az elemzés alkalmazasi eldfeltevéseinek teljesiilése — a
kétdimenzids normalis eloszlasra vonatkozo tesztstatisztika érték szdmolasa nélkiil —
mindossze meglehetdsen alacsony szignifikancia-szint valasztasa esetében nem
vethetd el. A gyakorlatban hasonld helyzetben (vagyis amikor nem teljesiil a normalis
eloszlasra vonatkozé nullhipotézis 5 széazalékos szignifikanciaszinten valamely
valtozo esetében) esetenként érdemes lehet valtozo-transzforméciot végezni a
diszkriminancia-elemzés elvégzése elott.

2. feladat:
Maximum mennyi dimenzios kanonikus tér hozhato 1étre az 1. feladat adatai alapjan?

A feladat megoldasa:
A diszkriminancia-elemzés  alapfeladata olyan  diszkriminalé fiiggvények
meghatarozasa (az eredeti ,,magyardz6” valtozok linedris kombindcioiként), hogy az
elemzésben szerepld csoportokat a lehetd legjobban el lehessen kiiloniteni a kanonikus
térben. A kanonikus tér dimenzioi a diszkrimindlo fiiggvényekhez kapcsolddnak, tehat
a kanonikus tér maximalis dimenzidszdma a diszkriminalé fiiggvények maximalis
szdmaval egyezik meg: rnin{g -1, p}. Az 1. feladat adatai alapjan

min{g — 1, p} = min{3 1,2} = 2, vagyis maximum két dimenziés lehet az 1. feladat
adatai alapjan létrehozhat6 kanonikus tér.

3. feladat:
Mennyi sajatérték szamolhato a B~ - K matrix esetében az 1. feladat adatai alapjan?
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A feladat megoldasa:
A 2. feladathoz hasonléan a sajatértékek szama szintén Osszefligg a diszkriminal6d

fiiggvények szamaval. A B™'-K matrix sajatértékeinek szama B~'-K matrix
rangjaval egyezik meg, vagyis ebben a feladatban min{g -1, p} = min{3 — 1,2} =2. A
két sajatértéket az 1. feladatban szamolt eredmények kozott talalhatd tablazat
tartalmazza (a sajatértékeket a kovetkezo tablazatban bekarikazas jeldli):

Eigemnvalues
Canonical
Function | Eigenvglue | % ofVariance | Cumulative % Correlation
1 4617 81,3 81,3 062
2 (,1063 187 100,0 ,309
a.First 2 canon scriminant functions were used in the analysis.

4. feladat:
Elméletileg lehetséges, hogy a diszkrimindlo fliggvények maximalis szdma az elemzésben
szerepld valtozok szdmaval egyezik meg (a csoportositdst mutatd eredményvaltozd nélkiil
széamitva)?

A feladat megoldasa:
Igen, mivel a diszkrimindlo fiiggvények maximalis szama min{g -1, p}, ahol p jeloli

L9

az elemzésben szerepld ,,magyarazd” valtozok szamat. Ha tehat p < g—1, akkor a
diszkriminal¢ fliggvények maximalis szama is p.

5. feladat:
Az 1. feladat adatai alapjan van olyan csoport az elemzésben, amelynek csoportcentroidja a
kanonikus tér mindkét dimenzidjaban pozitiv koordinatdkkal rendelkezik?

A feladat megoldasa:
A diszkriminancia-elemzésben az egyes megfigyelések ¢és a csoportcentroidok
koordinatait a kanonikus térben is ki lehet szamolni. A csoportcentroidok kanonikus
térbeli koordinatait az 1. feladat megoldasaként szamolhatdo kovetkezd tablazat

tartalmazza:
Functions at Group Centroids
Function
Custormer category 1 2
Basic service m_ﬁ
E-semnice - 734 483
Flus senice 565 -008

Linstandardized canonical discriminant
functions evaluated at group means
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Az eredmények szerint példaul a “Basic service” nevill csoportban a csoportcentroid
koordinatai a kanonikus tér mindkét dimenzidja esetében negativ eldjeliiek (ezeket a
koordinata-értékeket a fenti tablazatban bekarikézas jelzi). A csoportok kozott nincs

olyan, amelynek a csoportcentroidja a kanonikus tér mindkét dimenzidjadban pozitiv
koordinatakkal rendelkezik.

Az eredmények grafikusan is szemléltethetok, ha kissé kiegészitjiik a diszkriminancia-
elemzés 1. feladatban alkalmazott beallitasait a kdvetkezd meniipont valasztasaval:

Analyze — Classify — Discriminant ...

Az e meniipont valasztdsa utan megjelend ablakban a ,,Classify ...” gombra kattintva a
,Plots” feliratnal a ,,Combined-groups” lehetdséget valasztva, majd a ,,Continue” és az
,OK” gombokat megnyomva az eredmények kozott megtalalhatd a kovetkezd abra is,
amely az elemzésben szerepld megfigyelések koordinatait abrdzolja az 1. feladat
megoldasaként szamolhat6 kétdimenzids kanonikus térben:

Canonical Discriminant Functions

B Customer
4 category
(_)Basic service
(_JE-service

Flus service
W Group Centroid

[

o~ E-service
=
o Plus service
= | 5
g o O Basig service
=
[N o o0
o R
o
_4=
T T T T T
-4 -2 1] 2 4
Function 1

6. feladat:
Az 1. feladat adatai alapjan mennyi a helyesen besorolt megfigyelések szdma 6sszesen?

A feladat megoldasa:
A diszkriminancia-elemzésben lehetdség van az egyes megfigyelések
klasszifikalasara, vagyis csoportokba soroldsara. Azoknal a megfigyeléseknél,
amelyeknél nem ismert, hogy melyik csoportba tartoznak, a diszkriminancia-elemzés
eredményei alapjan egyfajta ,,elérejelzés” adhatd a csoportba tartozasra vonatkozoan,
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mig a mar ismert tényleges csoporttagsagi adatok alapjdn mérni lehet a
diszkriminancia-elemz¢és klasszifikacids teljesitményét is.

A diszkriminancia-elemzésben elméletileg tobbféle mddon is megoldhatd az elemek
csoportba sorolasa:

- a kanonikus térbeli koordindtdk esetében az adott megfigyelés ¢€s a
csoportcentroidok tavolsagdnak mérése utan megallapithatd, hogy melyik
csoportcentroidtdl vett tdvolsdg a minimalis, és ez hatarozhatja meg a besorolast

- Fisher-féle diszkriminalo fiiggvények értékei is szamolhatok az egyes
csoportokra kiilon-kiilon €s a kiillonb6z6 csoportok esetén becsiilt értékek koziil
a legnagyobb érték hatarozhatja meg a besorolast

- minden megfigyelésnél szamolhatok valdszinliségek az egyes csoportokba
tartozasra vonatkozoan, és ezek koziil a legnagyobb érték is meghatirozhatja a
besorolast (ebben az esetben a ,,prior” valdszintiségekkel kapcsolatos beallitdsok
is Dbefolydsolhatjadk a ,posterior” valoszinliséggel kapcsolatban szamolt
valoszinliség-értékeket).

Az 1. feladatnal alkalmazott beallitasokat kiegészithetjiik ugy, hogy a ,,Classify” gomb
megnyomasa utdn megjelend ablakban a ,,Display” feliratndl a ,,Summary table”
lehetdséget valasztjuk, majd a ,,Continue” és ,,OK” gombokra kattintunk, és igy az
eredmények kozott megtalalhato a klasszifikacids eredményeket 0sszegzd kovetkezd
tablazat is:

Classification Results®

Predicted Group Membership
Customer category | Basic genice | E-senice | Plus service Total

Qriginal  Count  Basic senvice N\ ] 1] 10
E-service & \ 10
Plus semvice ] \4\ 14 27

% Basic senvice 40,0 10,0 0 100,0
E-semnice 10,0 60,0 30,0 100,0
Plus senice 33,3 14,8 £1,9 100,0

a.61,7% of ariginal grouped cases correctly classified.

Az Osszesen helyesen klasszifikalt megfigyelések szdma tehat (az el6z6 tablazatban
bekarikazassal jelolt értékek alapjan szamolva): 9+ 6 +14 =29.

7. feladat:
Hogyan értékelhetd az 1. feladat eredményeinek megfeleldsége a Wilks-lambda mutatészam
alapjan?

A feladat megoldasa:

A diszkriminancia-elemzésben Wilks-lambda mutatoszam szdmolhat6 az egyes
diszkriminal6 fliggvényekkel kapcsolatban is, és ebben az esetben ez a Wilks-lambda
mutatdszam a ,,meg nem magyardzott heterogenitds” egyfajta mérészama, amelynek
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kisebb (nullahoz kozelibb) értékei az eredmények jobb, mig a magasabb (egyhez
kozeli) értékei az eredmények kisebb mértékii megfeleldségére utalnak.

Az 1. feladat adatai alapjan a diszkriminal6 fiiggvényekhez kapcsolodd Wilks-lambda
értékeket a kovetkezo tablazatban a bekarikazassal jelolt értékek mutatjak:

Wilks' Lambda
Wilks'
Test of Function(s) Lambda Chi-square df Sig.
1 through 2 G619 ) 20,858 4 000
2 404 4,376 1 036

Mivel az 1. feladatban legfeljebb két diszkriminald fiiggvényt lehetett szdmolni, igy
ebben a feladatban is két Wilks-lambda érték szerepel az eredmények kozott. A két
szam koziil az alacsonyabb értékti (0,619) a két diszkriminald fliggvény altal
egylittesen meg nem magyarazott heterogenitdsra utal, mivel ennek értékét a 3.
feladatban emlitett sajatértékek alapjan a kovetkezéképpen lehet szamolni (figyelembe
véve hogy az eredményeket tartalmazd tablazatokban bizonyos szamu tizedesjegyre
kerekitett értékek talalhatok):

1 1

0,619 = .
1+0,461 1+0,106

A két Wilks-lambda érték koziil a magasabb értékii szamoldsdhoz a 3. feladat
megoldasaban emlitett sajatértékek koziil mindossze az egyik sziikséges, mivel a
magasabb értékli  Wilks-lambda ebben a feladatban mindossze a masodik
diszkriminal¢6 fliggvényhez kapcsolodik:

1

0904 =——
1+0,106

Mivel a legalacsonyabb Wilks-lambda érték is meglehetésen magas (nullahoz nem
kozeli) érték, igy ebben a feladatban a klasszifikdcioval kapcsolatos eredmények
viszonylag gyengének tekinthetok.

8. feladat:
Milyen 0Osszefliggés van a masodik diszkriminald fliggvényhez tartozd Wilks-lambda és
kanonikus korrelacio értékek kozott az 1. feladat adatai alapjan?

A feladat megoldasa:
A kanonikus korrelacio értékeit a diszkrimindl6 fiiggvényekhez tartozé Wilks-lambda
értékekhez hasonloéan a B~'-K matrix sajatértékei alapjan lehet szdmolni. A B~ -K
matrix mindegyik sajatértékéhez tartozéan kiilon-kiilon lehet szdmolni kanonikus
korrelacio értéket, amely azt mutatja, hogy a diszkriminaldé ,score” értékek
valtozékonysadgat milyen mértékben magyardzza a csoportbesorolds. Ezen
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értelmezésbdl addédoan a kanonikus korrelacidé esetében a magas (egyhez kozeli)
értékek a diszkriminancia-elemzés eredményeinek nagyobb mértékii megfeleloségére
utalnak. A kanonikus korrelacio értékeit az eredmények kozott talalhaté kovetkezo
tablazat tartalmazza:

Eigenvalues
Canonical
Function | Eigenvalue | % ofVariance | Cumulative % Correlatien~,
1 4617 81,3 81,3 562
2 1067 18,7 100,0 309

a. First 2 canonical discriminant functions were used in the analysk_\/

A 7. feladat megoldasa alapjan a masodik diszkriminalé fliiggvényhez tartozd Wilks-
1
1+0,106
Osszefliggés irja le. Ebben a feladatban a masodik diszkriminald fliggvényhez tartozo
kanonikus korrelacids értek (0,309) és Wilks-lambda (0,904) Osszefiiggése tehat a
B™'- K matrix legkisebb sajatértéke (0,106) alapjan szamolva (figyelembe véve hogy
az elézd tablazatokban az eredmények csak meghatarozott szamu tizedesjegyre

kerekitve talalhatok meg):

0,309 =/1-0,904 = _[1— 1 _ 0,106
1+0,106 1+ 0,106

lambda érték ¢és az alacsonyabbik sajatérték kapcsolatit a 0,904 =

Gyakorl6 feladatok

1.

Végezzen diszkriminancia-elemzést a ,longmon”, ,tollmon”, ,cardmon” ¢&s
,wiremon” valtozok (magyardazo valtozok), valamint a ,custcat” valtozo (fiiggd
valtozd) alapjan stepwise (Wilks’ lambda, ,,Use probability of F’) moddszerrel az
Osszes adat esetében. Teljeslilnek az elemzés alkalmazasi eléfeltevései?

Legteljebb mennyi diszkriminald fliggvény szamolhatd a Gyakorlo feladatok 1.
feladatanak adatai alapjan? Hogyan fiigg Ossze ez az érték a ,.custcat” valtozo
kategoridinak szdmaval?

Mentse el a Gyakorlo feladatok 1. feladatdnak adatai alapjan szamolhato
diszkriminald ,,score”-ok értékeit. Mennyi az elmentett ) valtozok esetében az atlag
értéeke?

Elméletileg befolyasolja a B~'-K matrix legnagyobb sajatértékének értéke a
diszkriminancia-elemzési modellben az 0sszes diszkriminald fliggvény alkalmazasaval

szamolhatd Wilks-lambda értéket?

Elméletileg legfeljebb mennyi Fisher-féle diszkriminalé fiiggvény szdmolhato
valamely diszkriminancia-elemzésben?
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6. Ha egy diszkriminancia-elemzésben tobb mint egy dimenzids a kanonikus tér, akkor
elméletileg mennyi a kanonikus tér egyes dimenzidihoz tartozo diszkriminalé ,,score”-
ok kozotti linedris korrelacios egyiitthatd értéke?
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Ellen6rz6 tesztkérdések

Jelolje be a helyes valaszt a kovetkezd kérdéseknél!

1. A diszkriminancia-elemzés alkalmazasi elofeltevése

a) a csoportokban a valtozok variancidi megegyeznek
b) a csoportokban a valtozok kovariancidi megegyeznek
c) mindkét el6z6 allitas helyes

d) egyik eldz6 allitas sem helyes.

2. A diszkriminancia-elemzésben a maximalisan képezhetd diszkriminald fiiggvények
szama (ha p a valtozok szamat, g pedig a csoportok szamat jeldli)

a) min(p,g-1)
b) min(p-1,)
¢) min(p,g)

d) min(p-1,g-1)

3. A diszkrimindl6 fiiggvények egyiittes szétvalasztd ,.ereje” jonak tekinthetd, ha a
Wilks-lambda értéke

a) l-hez kozeli érték

b) nullahoz kozeli érték

c) -1-hez kozeli érték

d) egyik eloz6 valasz sem helyes.

4. A diszkriminancia-elemzésben a struktira matrixban

a) pozitiv és negativ értékek és nulla is szerepelhetnek
b) nulla kivételével mindenféle érték szerepelhet

c) csak pozitiv értékek szerepelhetnek

d) csak negativ értékek szerepelhetnek

5. Ha legfeljebb egyetlen diszkriminal¢ fiiggvény képezhetd, az ehhez a diszkriminald
fliggvényhez tartozd Wilks-lambda

a) értéke alapjan kiszdmolhato a kanonikus korrelacio értéke is
b) lehet negativ érték is

c) nem lehet egynél kisebb érték

d) egyik el6z6 vélasz sem helyes.
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8. fejezet

SOKDIMENZIOS SKALAZAS

A modszer révid 6sszefoglalasa

A tobbdimenzios skdldzds sokoldaluan alkalmazhaté adatelemzési moddszer. A sokféle
skalazasi modell koziil ebben a fejezetben az ALSCAL ¢és az INDSCAL moddszerekkel
foglalkozunk. Az ALSCAL skaldzasi modszernél — az eredeti kiilonbozéségek és a
szarmaztatott koordinatak kozotti tavolsdgok eltéréseinek minimalizaldsaval — az adatok
kozott mért kiilonbozdségek alapjan szarmaztatunk koordindtdkat a skalatérképen. Ez az
elemzés bizonyos szempontb6l a fékomponens-elemzéshez, egy masik szempontbdl pedig a
klaszterelemzéshez hasonld, mivel a tobbdimenzios skalazassal feltarhatok a valtozok és a
megfigyelések kozotti egyes Osszefiiggések is. Az ALSCAL skalazasi modellel szemben az
INDSCAL skalazasnal kiilonb6z6 csoportokhoz kiilon-kiilon tavolsagmatrixot lehet szdmolni,
¢s az eredmények alapjan (a gyakorlati modellbeallitasoknak megfelelden) a valtozok, illetve
a megfigyelések kapcsolatrendszerének csoportok kozotti eltéréseivel Osszefiiggd
kovetkeztetések adodhatnak. Az INDSCAL skalazéasnal a csoportok esetleges kiilonbozdségei
példaul az egyedi terek és a csoport tér 6sszehasonlitasaval mutathatok be.

A tobbdimenzids skéaldzdsos modellt nem-metrikusnak nevezziik, ha a skalatérképen a
tavolsagok ordinalisan kapcsolodnak az eredeti kiillonbozéségekhez. Metrikus skalazas esetén
a skalatérképen a tavolsagok és az eredeti kiilonbozdségek kozott linedris fiiggvénykapcesolat
van, ebben az esetben a modell intervallum vagy arany skalaji lehet. A metrikus és az
ordinalis skaldzas hasonld eredményre vezet, ha euklideszi tavolsdgokbdl indulunk ki, nem
euklideszi tavolsdgnal ugyanakkor a nem-metrikus skaldzas alkalmazéasa javasolhatd. Az
illeszkedés josagat a STRESS (standardized residual sum of squares) fiiggvény értéke méri.

Megoldasi moédszerek és az eredmények értelmezése

Gyakorlati szempontbdl eldnyos lehet, hogy tobbdimenzios skalazast tobbféle mérési szintii
valtozoval is lehet végezni, a feladatok megoldasakor a modellbeallitdsok sordn ugyanakkor a
valtozok mérési szintjét is figyelembe kell venni (példaul a ,tavolsag” mérésekor). A
tobbdimenzids skaldazas soran alkalmazott valtozokat gyakran szokéas valamilyen modon
transzformalni, példaul sztenderdizalni. A kovetkezd feladatokban néhany magas (arany)
mérési szintll valtozo alapjan végzett elemzéssel a tobbdimenzids skalazéas egyes alkalmazasi
lehetdségeit szemléltetjiik.

Az ALSCAL modellnél nincs szerepe az adatok csoportokba soroldsanak, az INDSCAL
modell alapjan készitett elemzéseknél azonban a csoportok kozotti kiillonbségeknek kiemelt
jelentésége van. Az ALSCAL és INDSCAL modellekkel szamolt eredmények egyszeriibb
Osszehasonlithatosaga érdekében a kovetkezd feladatok soran a teljes adathalmaz egy
részhalmazaba tartozé adatokkal foglalkozunk, (amelyek az egyik ,kategorias” valtozo két
kivalasztott csoportjdba tartoznak).

A gyakorl6 feladatok megoldasanal emlitett valtozok a bankloan.sav adatai kdzott talalhatok.
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1. feladat:
Sztrje ki azokat az adatokat a teljes adathalmazbol, amelyek esetében az ,,ed” valtozoé értéke 1
vagy 2! Mennyi a sziirés utan az elemzésben szereplé megfigyelések szama?

A feladat megoldasa:
Az adatok sziirése a kovetkez0 meniipont valasztasaval kezdhet6 el:

Data — Select Cases ...

A meniipont kivalasztisa utdn megjelend ablakban a ,Select” feliratnal az ,If
condition 1is satisfied” feliratnal taldlhatd ,If...” gombra kattintva megjelenik egy
ujabb ablak, amelyben talalhat6 egy — a sziirési feltételek definialasahoz kapcsolodo —
képletek beirasara alkalmas rész, amelybe az ,ed” nevili valtozéra hivatkozva a
kovetkezo képlet irhatd be:

ed<3

Az ,,ed<3” feltétel alapjan (mivel az ,,ed” valtozo kategoridit pozitiv egész szdmok
jelolik az adathalmazban) a feladatleirasnak megfeleld adatok szlirésére kertilhet sor.

A szliréssel kapcsolatos feladat megoldasat az ,,ed” valtozéra vonatkozé (a korabbi
fejezetekben leirt modon szamolhato) gyakorisagi tabla is szemlélteti:

Level of education

Cumulative
Freguency Percent | Valid Percent Fercent
Walid Did not complete high 460 66,2 66,2 66,2
schoaol
High school degree 235 338 338 100,0
Total G495 100.,0 100,0

E gyakorisagi tabla alapjan tehat a szlirés utan az elemzésben Osszesen 695
megfigyelés szerepel.

2. feladat:

A (sztenderdizalt) ,age”, ,,income”, ,,debtinc”, ,creddebt” és ,,othdebt” valtozok alapjan
végezzen tobbdimenzids skaldzast (ALSCAL modszerrel, ahol a valtozokra ordinalis modellt
alkalmaz ugy, hogy a dimenzidszdm 2, a modellben a tavolsagot pedig euklideszi tavolsaggal
méri)! Milyen a modell illeszkedése a STRESS mutatoszam alapjan?

A feladat megoldasa:
A tobbdimenzids skaldzasi feladatok megoldasa soran szdmos modellbeallitassal kell
foglalkozni. Az egyik legfontosabb paraméter a megoldés soran a dimenzidszdm (ez
ebben az esetben 2), amely arra utal, hogy a feladatban szerepld 5 valtozé alapjan
mennyi dimenziés skalatérképre vonatkozdan szeretnénk koordinatakat szdrmaztatni
(ebben a feladatban a skélatérkép 2 dimenzios).
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A tobbdimenzios skdlazas példaul olyan szempontbo6l is hasonlit a hierarchikus
klaszterelemzésre, hogy az elemzésben nagy szerepe van  bizonyos
tavolsdgmatrixoknak, amelyek szdmitasdhoz tobbféle tavolsagot méré mutatészam is
alkalmazhat6. Az euklideszi tdvolsagon kiviil tehat a feladatban szerepld (arany mérési
szintll) valtozok esetében mas mutatoszamot is lehetne valasztani, az euklideszi
tavolsag mindossze az egyik lehetdség.

Az ALSCAL modell elméletileg ordinalis, intervallum ¢és arany skalaja lehet, és e
harom lehetdség kozott az a kiilonbség, hogy milyen dsszefliggés van a modellben a
skalatérképen mért tavolsagok és az eredeti kiillonbozdségek kozott. Az ordinalis
modell esetén ebben a feladatban a skdlatérképen a tavolsagok ¢és az eredeti
kiilonbozdéségek kozott olyan Osszefliggés kialakitdsa a cél, hogy ha az eredeti
kiilonbozdség-értekek koziil két kivalasztott értéknél példaul az elsd nem nagyobb
mint a masodik, akkor a skalatérképen szamitott tavolsdgok esetében se legyen
nagyobb a két megfeleld (az eredeti kiillonbozdség-Ertékekhez tartozo) érték koziil az
elso.

Az ALSCAL modellhez sziikséges beallitasi lehetdségeket a kovetkezé meniipont
kivélasztasaval lehet megtekinteni:

Analyze — Scale — Multidimensional Scaling (ALSCAL) ...

Az ezt kovetden megjelend ablakban a ,,Variables:” felirat alatt elhelyezhetd a
feladatban szerepld 6t valtozo. Mivel a feladatban nem eleve tavolsagmatrix szerepel,
igy azt eldszor sziikséges definidlni a feladat megoldéasa sordn, amely megoldhat6 az
ennek az ablaknak az aljan talalhato ,,Create distance from data” lehetOségnél a
»Measure ...” gombra val6 kattintdssal, majd ezek utan a ,,Measure” felirat alatt az
nInterval:” feliratndl az ,,Euclidean distance” lehetdség kivalasztasaval.

Mivel a feladatban sztenderdizalt valtozokra van sziikség, igy a tavolsagmatrix
definialasat kovet6en az aktualis ablakban a , Transform Values” feliratnal a
»Standardize:” feliratnal a ,,Z scores” lehetOség valasztasa kovetkezik (a ,,By variable”
lehetdség valasztasaval). A tobbdimenzios skalazas soran elméletileg a valtozok és a
megfigyelések esetében is lehetne tavolsdgmatrixot 1étrehozni. E két lehetdség koziil
ebben a feladatban a valtozokkal foglalkozunk, igy a ,,Create Distance Matrix”
feliratnal a ,,Between variables” lehetdség valasztasa sziikséges. E bedllitasok utan a
,Continue” gombra lehet kattintani.

A skalatérkép dimenzidszama és néhany egyéb paraméter a ,,Model” gombra kattintés
utan hatarozhaté meg. Ebben a feladatban a megoldasok az ezutdn megjelend ablakban
a kiilonbozo feliratoknal a kdvetkezd lehetdségek valasztasaval szamolhatok:

- ,Level of Measurement” feliratndl: ,,Ordinal” lehetéség valasztdsa (a
feladatleirasnak megfelelen)

- ,,Dimensions” feliratnal: a ,,Minimum:” és a ,,Maximum:” érték egyarant 2, igy a
feladatmegoldés soran mindossze a két dimenzi6 esetére vonatkozé eredmények
szamolodnak (elméletileg nem sziikséges hogy e két szam megegyezzen, a
minimum érték kisebb is lehet, mint a maximum érték, és ekkor — ha egyéb
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feltételeknek is megfelelnek a modellbeallitasok — egyszerre tobb dimenziora
vonatkozo6 eredmények is szamolhatok)

- ,,Scaling Model:” feliratnal: az ,,Euclidean distance” lehet0ség valasztasa

- ,,Conditionality:” feliratnal: ,,Matrix” lehetdség valasztasa (eléfordulhatna, hogy
a tavolsagmatrix elemeinek értelmezése attol is fligg, hogy az egyes elemek a
tavolsdgmatrix melyik részében taldlhatok, az alapértelmezésnek is megfeleld
,Matrix” lehetdség valasztdsakor azonban szimmetrikusnak feltételezziik a
tavolsdgmatrixot).

E beallitasok elvégzése utan a ,,Continue” gombra lehet kattintani. Az eredmények
grafikus megjelenitése megkonnyitheti az eredmények értelmezését, igy az ,,Options:”
gombra kattintva a ,,Display:” feliratnal a ,,Model and options summary” lehetdségen
kiviil a ,,Group plots” lehetoséget is kivalaszthatjuk. Ezutan a ,,Continue” gombra,
majd az ,,OK” gombra vald kattintds utdn megtekinthetok a feladatmegoldashoz
kapcsolodo eredmények.

A modell illeszkedésének megfeleléségét a STRESS mutatdoszdm alapjan lehet
értékelni, a kovetkezd modell-output esetében a bekarikazott érték mutatja, hogy a
feladatban az alkalmazott paraméterek esetében a STRESS mutato értéke 0,0039:

For matrix

Stress = ,00390 RSQ = ,99989

Configuration derived in 2 dimensions

Stimulus Coordinates

Dimension
Stimulus Stimulus 1 2
Number Name
1 age 1,4277 -1,0982
2 income 1,2945 , 7933
3 debtinc -1,7919 -,5943
4 creddebt -,5738 ,5631
5 othdebt -,3565 ,3360

A STRESS mutat6 0,05 alatti értéke kivalo illeszkedésre utal, vagyis ekkor a
skalatérképen a tavolsagok ¢és az eredeti kiilonbozdségek kozott nagymértékii a
kapcsolat. A feladat eredményei kozott ugyanerre a jelenségre (a skalatérképen mért
tavolsagoknak az eredeti kiilonb6zOségekhez valo kivalo illeszkedésére) utal a lineéris
illeszkedéshez kapcsolodod R-négyzet viszonylag magas (0,99989) értéke is. Az eredeti
kiilonbozdségek fiiggvényében a skalatérképen mért tdvolsdgok értékeit mutatja a
kovetkezd abra:
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Scatterplot of Linear Fit

Euclidean distance model

2

Distances

o

T T T T T
o 1 2 3 4

Disparities

Az eredeti kiilonbozdségek ¢és a skalatérképen mért tavolsagok illeszkedését mutatd
grafikonon viszonylag kevés abrazolt pont talalhatd, ami azzal fiigg Gssze, hogy
minddssze Ot valtozod szerepelt az elemzésben, és ebben a feladatban a valtozokra
vonatkozoan keriilt sor a tobbdimenzios skaldzds eredményeinek szamolasara (igy
példaul a skalatérképen mért tavolsagok értékeit tartalmazd tavolsagmatrixnak 5 sora
¢s 5 oszlopa van).

3. feladat:
A 2. feladat megoldasa alapjan melyik két valtozo tekinthetd az egymashoz leginkabb
hasonlonak?

A feladat megoldasa:
A feladatban az a két valtozé tekinthetd az egymashoz leginkédbb hasonlonak, amelyek
a kétdimenziés skalatérképen a legkdzelebb vannak egymdshoz. A kétdimenzios
eredményeknél a ,creddebt” és az ,othdebt” valtozok (bekarikézassal jelolt)
koordinatai kozott kisebb az eltérés, mint mas valtozoparok koordinatai esetében, igy
ez a két valtozo tekinthetd egymashoz leginkabb hasonlonak:

Stimulus Coordinates

Dimension
Stimulus Stimulus 1 2

Number Name

1 age 1,4277 -1,0982

2 income 1,2945 , 7933

3 debtinc

4 creddebt

5 othdebt
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Ez az eredmény szemléltethetd a skalatérképen is (ebben az esetben a kétdimenzids
koordinatdk alapjan dbrazolva a valtozokat):

Derived Stimulus Configuration

Euclidean distance model
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4. feladat:

A 2. feladat adatai alapjan végezze el az elemzést ardny modell esetében is (amikor az
ALSCAL modell arany skalaju). Hasonlitsa 6ssze a STRESS mutato értéket a 2. feladat
eredményével és értelmezze az esetleges kiillonbséget!

A feladat megoldasa:

Az ardny mérési szint bedllitdsa arra utal, hogy elméletileg ekkor az eredeti
kiilonbozdségek és a skalatérképen mért tavolsdgok kozott olyan linearis kapcsolatot
feltételezlink, amelynél a linearis Osszefiiggést leird fiiggvényben a konstans nulla.
Ebben az esetben az ordinalis modellhez viszonyitva kissé nehezebb lehet olyan
skalatérképen mért tavolsagokat meghatarozni, amelyek kivaldan illeszkednek az
eredeti kiilonbozdségek értékeihez.

Ebben a feladatban a 2. feladatban alkalmazott beallitasok alkalmazhatok azzal a
valtoztatassal, hogy a ,,Model” gombra kattintds utdn a ,,.Level of Measurement”

feliratnal az ,,Ordinal” lehetdség helyett a ,,Ratio” lehetdség valasztasaval allithatd be
az ALSCAL modell arany skalaja.

A 2. feladat megoldasdhoz hasonléan a modell illeszkedésének megfeleléségét a
STRESS mutatészammal lehet mérni. Ha a STRESS mutatészam értéke 0,05 alatti,
akkor jonak tekintheté az illeszkedés (vagyis a skalatérképen mért tavolsagok és az
eredeti kiilonbozdségek kozott meglehetdsen szoros a kapcesolat). A STRESS mutato

84



magasabb értéke gyengébb illeszkedésre utal. Ebben a feladatban a modell
illeszkedése gyengébbnek tekinthetd, mint a 2. feladatban, mivel a STRESS mutatd
értéke 0,20029:

For matrix

Stress = RSQ = ,81059

Configuration derived in 2 dimensions

Stimulus Coordinates

Dimension
Stimulus Stimulus 1 2
Number Name
1 age 1,3137 -1,2074
2 income 1,2957 , 7605
3 debtinc -1,5688 -,8208
4 creddebt -,6316 , 7991
5 othdebt -,4089 ,4686

Az eredmények azt is mutatjdk, hogy a kétdimenzios skalatérképen a valtozok
koordinatai is eltéréek az ardny és az ordinalis modell esetében, ugyanakkor az
ordinédlis modellhez hasonléan az arany skaldju modellnél is a “creddebt” és az
“othdebt” valtozok tekinthetok egymashoz a leginkabb hasonlénak.

5. feladat:

A 2. feladat adatai alapjan végezze el az elemzést (két dimenzidos modell helyett) egy
dimenzidés modell esetében is. Hasonlitsa 0ssze a STRESS mutatd értéket a 2. feladat
eredményével és értelmezze az esetleges kiillonbséget!

A feladat megoldasa:
A feladatmegoldas sordn a 2. feladatban alkalmazott bedllitdsok valtozatlanok
maradhatnak, kivéve hogy a ,,Model” gombra kattintds utan a ,,Dimensions” feliratnal
a ,,Minimum:” és a ,,Maximum:” érték egyarant 1 érték.

Az eredmények kozott taldlhatdé STRESS mutatod értéke az 1 dimenzids modellnél
0,19841 (ezt a kovetkezd értékek kozott talalhato bekarikazott érték is mutatja). Ez az
érték nagyobb, mint a 2. feladat megoldasanal szamolt STRESS mutatdészam értéke,
tehat az egy dimenzios modell illeszkedése gyengébb a 2 dimenziés modellnél ebben a
feladatban.
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For__matrix
Stress = ,19841 RSQ = ,84631

Configuration derived in 1 dimensions

Stimulus Coordinates

Dimension
Stimulus Stimulus 1
Number Name
1 age 1,1659
2 income 1,0534
3 debtinc -1,5016
4 creddebt -,4558
5 othdebt -,2619

Az egy dimenzios skalatérképen a valtozok elhelyezkedése is kiilonbozik a 2
dimenzios skalatérképtdl, az egyik kiilonbség példaul, hogy nem a ,,creddebt” és az
,,othdebt” valtozok tekinthetdek az egymashoz leginkabb hasonlonak (mivel nem e két
valtozé tavolsaga a legkisebb, ahogyan arra az egydimenzids koordinatdk alapjan is
kovetkeztetni lehet).

Derived Stimulus Configuration

Euclidean distance model
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Az eredeti kiilonbozdségek fliggvényében az egy dimenzids skalatérképen mért
tavolsadgok értékeit mutatja a kovetkezd abra:

Scatterplot of Linear Fit

Euclidean distance model
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Az eredeti kiilonbozoségek és az egy dimenzids skalatérképen mért tavolsagok
kozotti 0sszefliggés tehat kevésbé szoros, mint a 2. feladatban, ahogyan erre a lineéris
illeszkedéshez kapcsolodd R-négyzet értéke is utal (az R-négyzet mutatd értéke az
egydimenzids modellben 0,84631).

6. feladat:

A (sztenderdizalt) ,,age”, ,,income”, ,,debtinc”, ,,creddebt” és az ,,othdebt” valtozok alapjan az
INDSCAL modszerrel (valtozok elemzése kétdimenzids ordinalis modellel)! A két dimenzid
koziil melyik a fontosabb?

A feladat megoldasa:
Az INDSCAL modell esetében az ALSCAL modellhez hasonléan meghatarozott
értéknek megfeleld dimenzidszamu térbeli koordinatékat lehet szdmolni, azonban az
ALSCAL modellel ellentétben az INDSCAL modellben az elemzésben szerepld
minden csoportra kiilon-kiilon térbeli koordinatak szamolhatok. Ezeken az ,,egyedi
tereken” kivill az INDSCAL modellben szamolhatok még ,.csoport térbeli”
koordinatak ugy, hogy az egyedi terek és a csoporttér kozotti kapcsolatokat az
ugynevezett egyedi sulyok irjak le. Az INDSCAL modellben tehat a csoportositast
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leird valtozonak kiemelt szerepe van, igy az INDSCAL modellnél az elemzésben
szerepld egyik valtozo a csoportositast irja le (kategoridi az elemzésben szerepld
kiilonbozo csoportokhoz tartoznak).

Az INDSCAL modellhez tartozo beallitasi lehetéségeket az ALSCAL modellhez
hasonléan a kovetkezd meniipont valasztasaval lehet megtekinteni:

Analyze — Scale — Multidimensional Scaling (ALSCAL) ...

A feladatmegold4ds sordn a 2. feladatban alkalmazott bedllitdsok valtozatlanok
maradhatnak, két valtoztatastol eltekintve:

- az elozéekben jelzett meniipont valasztasa utdn megjelend ablakban az
,,Individual Matrices for:” felirat utan ebben a feladatban az ,,ed” valtozo6 keriil

- a ,,Model” gombra kattintds utdn a ,,Scaling Model” feliratnal az ,Individual
differences Euclidean distance:” lehetdség valasztasara keriil sor ugy, hogy
ebben a feladatban az ,,Allow negative subject weights” lehet6ség nincs
bejeldlve.

Az eredmények kozott talalhatok a két dimenzio ,,fontossagat” mérd értékek:

Subject Weights

Dimension
Subject Weird- 1 2
Number ness
1 ,3180 ,9086 ,4170
2 ,5458 ,9921 ,1007

Overall importance of
each dimension: ,9049 ,0920

Ebben a feladatban az elsé dimenzi6 tekinthetd a fontosabbnak, mivel az eredmények
kozott bekarikazott két érték esetében 0,9049 > 0,0920 .

7. feladat:

A 6. feladat adatai alapjan INDSCAL modell alkalmazasdval végzett tobbdimenzids
skalazasnal hogyan allapithatdé meg, hogy a két csoporthoz tartozd sulyok az atlagos
sulyokkal ardnyosak-e?

A feladat megoldasa:
Az INDSCAL modellben az egyedi sulyok az egyedi terek és a csoport tér kozotti
kapcsolatot irjak le. Valamely suly az adott csoportra és a kozds dimenzids térben
szamitott MDS koordinatadkra vonatkozik, a sulyok értéke 0 és 1 kozotti lehet. Az
INDSCAL modellben szdmolhat6 stilyoknal azonban nem elsdsorban az egyes sulyok
értékei, hanem (a ,,suly-térben”) az egyedi sulyok kozotti szogek értelmezhetok.
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A sulyok terénél értelmezhetd példaul az origobdl a sulyt jelold ponthoz huzott
vektorok kozott bezart szog. Ha ez a bezart szog kicsi két stly-vektor kozott, akkor a
két csoportban hasonloan stilyozodnak a dimenziok. Az INDSCAL modellben szintén
a suly-vektorok alapjan szdmolhat6 a ,,weirdness” index, amelynek értéke elméletileg
0 és 1 kozotti lehet tigy, hogy a nulla érték utal arra az esetre, amikor valamely
elemzésben szerepld csoport stlyai az atlagos sulyokkal aranyosak.

A 6. feladat megoldasaban szereplé eredmények koziil a ,,Weirdness™ értékek koziil
egyik sem nulla, igy egyik csoport stlyai sem aranyosak az atlagos sulyokkal.

Subject Weights

Dimension
Subject Weird- 1 2
Number ness

1 ,3180 ,9086 ,4170
2 ,5458 ,9921 ,1007

Overall importarice of
each dimension: ,9049 ,0920

8. feladat:
A 6. feladat adatai alapjan INDSCAL modellel végzett tobbdimenzids skalazadsnal mennyi az
egyes dimenzidkhoz rendelheto lapitott stilyok Osszege?

A feladat megoldasa:

Az INDSCAL elemzésben a stlyok terében az origobol a sulyokat jelolé pontokhoz
huzott vektorok kozott bezart szogek alapjan lehet szamolni az ugynevezett ,,lapitott
sulyokat”, amelyeket a feladat eredeti dimenzidszaméhoz képest eggyel kevesebb
dimenzidészamu térben lehet abrazolni. Ebben a feladatban grafikusan gy lehetne
abrazolni a lapitott stilyok szamolasat, hogy a feladatban szerepld két dimenzids suly-
térben a mindkét tengellyel 45°-o0s szoget bezard egyenesre lehetne vetiteni az eredeti
sulyokat jelold pontokat. A lapitott sulyok 6sszege minden tengely esetében nulla. Ezt
az Osszefliggést mutatjak a 6. feladat adatai alapjan szdmolt kovetkez6 eredmények is
(a lapitott stlyok értékeit bekarikazas jeldli):

Flattened Subject Weights

Variable
Subject Plot 1

Number mbo
1 , 0000
2 ,0000
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Gyakorl6 feladatok

1. A (sztenderdizalt) ,age”, ,years with current employer”, ,income”, ,debtinc”,
»creddebt” és az ,,othdebt” valtozok alapjan végezzen tobbdimenzids skalazast
ALSCAL modellel 1, 2 és 3 dimenzios esetben (a valtozokra ordinédlis modellt
alkalmazzon gy, hogy a tavolsagot euklideszi tavolsaggal méri)! Melyik modell
illeszkedése tekinthetd a legjobbnak?

2. Hogyan hatarozhatdo meg a Gyakorlo feladatok 1. feladatdban a leginkabb megfeleld
dimenzidszam?

3. A Gyakorlo feladatok 1. feladatanak adatai alapjan szamolt eredményeknél melyik két
valtozo tekinthetd az egymastdl leginkabb kiilonb6zonek?

4. Milyen 0sszefiiggés van az INDSCAL modellben az egyedi terek és a csoport tér
koordinatai kozott?

5. Nem egyenld elemszamu csoportoknal is lehetdség van INDSCAL modell
alkalmazaséara a megfigyelések elemzésénél?

6. Az INDSCAL modellben elméletileg kiszamolhaté az egyes dimenzidk fontossdga az
egyedi terekhez tartozo sulyok értékei alapjan?

7. Az INDSCAL modellben 2 dimenzids csoport térben szamitott koordinatak
megegyeznek a 2 dimenziés ALSCAL modellben szdmolt skélatérképen szerepld
koordinatakkal?

8. Hogyan mérhet6 az eredmények megfeleldsége az INDSCAL elemzésben?

Irodalomjegyzék

Kovacs Erzsébet [2011]: Pénziigyi adatok statisztikai elemzése
Tanszék Kft., Budapest

Kovacs Erzsébet [2014]: T6bbvaltozos adatelemzés
Typotex Kiado, Budapest
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Ellen6rzé6 tesztkérdések

Jelolje be a helyes valaszt a kovetkezo kérdéseknél!

l.

Az ALSCAL elemzésben a STRESS mutatdészam

a)
b)
©)
d)

az R-négyzet mutatoszammal egyenld

az R-négyzet mutatoszam négyzetgyodke

az R-négyzet mutatoszam linearis fliggvénye
egyik el6zd allitas sem helyes.

Ha az elemzésben szerepld valtozok mérési szintje megegyezik, akkor az ALSCAL
elemzés milyen mérési szintli valtozok esetében végezhetd?

a)
b)
©)
d)

nominalis

ordinalis

arany

mindegyik el6z0 valasz helyes.

Az INDSCAL elemzés nem végezhetd el, ha

a)
b)
©)
d)

a csoportok szama az elemzésben egy

az elemzésben szerepld valtozok atlaga nulla
az elemzésben szerepld valtozok szorasa egy
egyik el6z6 valasz sem helyes

Az ALSCAL elemzésben kétdimenzids eredményeknél a tengelyek kozotti linearis
korrelacio értéke lehet

a)
b)
©)
d)

egy
minusz egy

nulla

mindegyik el6z6 vélasz helyes.

Az INDSCAL elemzésben barmely adathalmazban minden esetben

a)
b)
©)
d)

a sulyok 0sszege dimenzionként egységnyi

a sulyok négyzetdsszege dimenzidnként egységnyi

a sulyok négyzetdsszege dimenzidnként R-négyzet mutatdoszamként értelmezhetd
egyik el6zd valasz sem helyes.
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9. fejezet

TULELESI MODELLEK

A modellek rovid 6sszefoglalasa

A tulélési (survival) modellek egy legfeljebb egy alkalommal bekovetkezd esemény
megtorténtéig eltelt id6 vizsgalatara hasznalhatok. Néhany tipikus gyakorlati példa:

1. Adott gép / eszkdz élettartama (a belizemeléstdl az elromlésig eltelt id6 hossza)

2. Betegség diagnosztizalasatol az elhaldlozasig eltelt id6 hossza (tegytiik fel, hogy olyan
sulyos betegségrol van szo, aminek kovetkeztében minden beteg meghal)

3. Betegség diagnosztizalasatol a meggydgyulasig eltelt id6 hossza (tegyiik fel, hogy
olyan betegségrdl van szd, aminek kdvetkeztében nem hal meg senki)

4. Biztositasi szerzddés kezdetétdl a megsziinéséig eltelt 1d6 hossza

A mddszerek bemutatasanal az egységesség kedvéért Vékds Péter [2011]: Tulélési modellek'!
c. tanulmanyaban hasznalt jelolésrendszert alkalmazzuk (par kivételtdl eltekintve), illetve a
jobb megértés kedvéért megismétliink néhany itt szerepld Osszefiiggést.

Survival modellek alkalmazéasédhoz két valtozot sziikséges definialni: egy s statusz-, és egy t
idévaltozot. Amennyiben egy adott i megfigyelés esetén bekdvetkezik a modellezni kivéant
esemény, akkor s; értéke 1, t; pedig a megtorténésig eltelt idé hossza. Elképzelhetd olyan eset
is, amikor a megfigyelt idOszak alatt nem kovetkezik be a kérdéses esemény. Az ilyen
eseteket cenzoralt megfigyeléseknek nevezziik, és ilyenkor s; értéke 0, t; pedig a megfigyelési
idészak hossza. Jelolje T nemnegativ valoszinliségi valtozd a vizsgalt esemény
bekovetkezéséig eltelt idét. A feladat a G(f) = P(T 2t} talélésfliggvény becslése. Elobbi
fliggvény minden &= @ szam esetén annak a valdszinliségét adja meg, hogy a vizsgalt
esemény legalabb t 1d0 elteltével kovetkezik be.

A helyes alkalmazashoz az elsé 1épés mindig a kérdéses esemény és a fenti valtozok
definidlasa kell hogy legyen. A moddszer nevében ugyan a ,,t0lélés” sz6 szerepel, ami azt
sugallja, hogy a modellezett torténés az elhaldlozas / elromlas / megsziinés, de ez nem minden
példdban torvényszerii (pl. a fenti 3. példdban a kérdéses esemény a meggyogyulds, és a
,tulélés” pedig az, hogy tovabbra is beteg marad az egyén).

1. feladat:

Adjuk meg a fenti 1. példdban a modellezendd eseményt, a talélés és cenzoralt megfigyelés

crer

A feladat megoldasa:

A modellezend6 torténés a gép elromlasa kell legyen, T jeloli a belizemeléstdl tonkremenésig
eltelt idot. Ha a megfigyelt id6szak alatt elromlik az eszkoz, akkor =; értéke 1, t; pedig a gép

"' A tanulmany a Pénziigyi adatok statisztikai elemzése (Kovdcs Erzsébet [2011]) c. egyetemi tankdnyv 9.
fejezetében talalhato
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¢lettartama. Ha pedig a gép nem megy tonkre az iddszak alatt, akkor a megfigyelésiink
cenzoralt, =, = @, t, pedig a megfigyelési id6tartam.

A tovabbiakban két talélési modellel foglalkozunk majd: a Kaplan-Meier becsléssel és a Cox
regresszioval. EIobbit akkor hasznaljuk, ha a teljes mintara vagy annak valamilyen almintéira
szeretnénk becsiilni a talélést, ugy hogy a talélési valoszinliségeket csak a statusz- és az
idévaltozod felhasznalasaval allitjuk eld, egyéb magyardzo valtoz6t nem vonunk be a
modellbe. A B(T" = &) talélésfliggvény becslése ekkor egyszeriien elkészithetd a 2. feladat a,
¢és b, pontjaban bemutatott modszer segitségével.

Elébbivel ellentétben a Cox-regressziot akkor hasznaljuk, ha azt tételezziik fel, hogy a
BT = t) talélési valosziniiségeket befolyasoljak az %y, %, .., %, magyarazo valtozok értékei.
A modszer megértéséhez sziikséglink lesz néhany uj fogalomra és Osszefiiggésre. Jeldlje
tovabbra is E(t] = P(T = ¢t} a T bekdvetkezési id6hoz tartozd thlélésfiiggvényt, és legyen
F(t) = P(T = t) a T eloszlasfiiggvénye. Vezessiik be a kovetkezd jeldléseket:

o f(t) =F'(t), T strliségfiiggvénye.

e h(t) = ﬁ(ﬁ(t} =), az ugynevezett kockazati rata. Azt szemlélteti, hogy

mennyire valdszinli, hogy a modellezett esemény a t idéponthoz képest ,,egy nagyon
rovid idén” beliil bekovetkezik'?, feltéve, hogy t-ig nem kdvetkezett be'>. A modell a
R(t)-re ad majd regresszios becslést.

o H(t)= f; hs)as, az ugynevezett kumulalt kockazati rata. Szamunkra annyiban lesz

fontos, hogy H{t) segitségével adhatd dsszefiiggés a Cox-regresszid altal becsiilt At}
és a tulélésfliiggvény (G (L)) kozt. Megmutathato hogy:

G I:t:[ =ga -E':::'.
A Cox-regresszios modell altal becsiilt egyenlet:
R(E) = ky(t) - @¥eFatbatat iy,

A h,(t) az Ggynevezett alap kockazati rata, az 6sszes magyarazo valtozo 0 értéke esetén adja

a becsiilt kockazati ratat. Vilagos az is, hogy tetszleges x;,%g, ... %, értékek esetén a fenti

képletbdl kiszamolhato k(t) becslése (és a talélésfiiggvény is). Fontos, hogy az 2,5, war X

értékeinek behelyettesitése utdn nem egy szamot, hanem egy t-tdl fiiggd fiiggvényt kapunk,
huzédik: a magyarazd valtozoktdl nem fiigg a kockazati rata alakja, azok valtozasa csak
konstansszorosara noveli / csdkkenti a fliggvényt.

A becslési eljaras ismertetése meghaladna jelen példatar kereteit, a tovabbiakban az SPSS
altal szamolt eredményeket mutatjuk be, és értelmezziik majd.

12 Matematikai formulaval megfogalmazva: FiT « ¢+ ¢ | T & ¢} = &+ A(L}, ha = elég kicsi

13 Vegyiik észre, hogy hit} lényegében ugyanazt szemlélteti, mint a Kapan-Meier becslésnél a késébbi 2, a.
feladatnal bevezetett g; mennyiség. A kiilonbség, hogy a Kaplan-Meier féle becslés a megfigyelt véges sok
kilépési pont alapjan becsiili a tulélésfiiggvényt (diszkrét modell), a Cox-regresszio pedig folytonos eloszlasa T
valdszintiségi valtozot feltételez, és a stirliségfiiggvénybol eldalld kockazati ratat becsiili.
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A Kaplan-Meier modell alkalmazasa és az eredmények értelmezése

A gyakorlo feladatok a Pain medication.sav minta SPSS adatbazishoz késziiltek. Az egyes
megfigyelések kiilonb6zo betegek, akiken egy gyogykezelés eredményessége vizsgalhatd: a
status valtozo 1, ha hatott a kezelés és 0, ha nem hatott a megfigyelt idoszak alatt (cenzoralt
eset). A time valtoz6 az elobbi két esetre rendre a gyogyszer hatasaig eltelt id6, avagy a
megfigyelési idotav. Ezeken kiviil a betegekre, illetve a kezelésre vonatkozo adatokat
lathatunk, amelyek kategéridibdl almintdkat képezhetiink majd. Eldbbiek alapjan vilagos,
hogy az adatbazishoz kapcsolodo feladatokban a ,,ttlélés” azt fogja jelenteni, hogy még nem
kovetkezett be a vizsgalt esemény, azaz nem hatott a betegre a gydgykezelés.

2. feladat:

Készitsiik el a Kaplan-Meier féle becslését a tulélésfliggvénynek a fenti statusz- ¢€s
idovaltozokkal (almintakra bontas nélkiil)!

a, Az adatok alapjan hogyan becsiilhetd annak a valdsziniisége, hogy egy betegnél épp
0,8 id6egység (mostantdl legyen nap) eltelte utdn hat a gyogyszer, feltéve hogy addig
nem hatott? Mit ad meg ennek a valdszinliségnek a komplementere?

b, Az adatok alapjan hogyan becsiilhetd annak a valosziniisége, hogy egy betegnél
legalabb 0,9 nap eltelte utan hat a gydgyszer (nem feltételes valdsziniiség!)? Milyen
kapcsolatban van mindez a Survival table és a Survival function outputokkal?

¢, Mennyi a t0lélési id6 medidnja és a kvartilisei? Hogyan lathatd ez a tulélési

fliggvényen?

A feladat megoldasa:

A Kaplan-Meier modell elérési Gtja az SPSS-ben:
Analyze — Survival — Kaplan-Meier

A megjelend ablakban helyezziik a time valtozot a Time, a status valtozot a Status
felirat ald, utdna pedig a Define Event gombnal allithatjuk be, hogy a Status valtozé
mely értékeinél kovetkezett be a vizsgalt esemény.

Define Event — Single value — irjunk be 1-est (hiszen ez jelenti az esemény
bekovetkezését, a kezelés hatdsossagat). Amennyiben a Status valtozé nem binaris,
akkor a Range of values vagy a List of values pontokban definidlhatjuk a
modellezend6 eseményt.

Options — kérjiikk a Survival table(s), Mean and median survival, Quartiles
statisztikakat és a Survival dbrat! Végezziik el a futtatast!
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a, Tekintslik a Survival table tablat, (avagy a time valtozo6 szerint ndvekvd sorrendbe
tett megfigyeléseket az adatbazisban)! Részlet a tablabol:

Survival Table
Cumulative Proportion Suriving
atthe Time
M af M af
Cumulative Remaining
Time Status Estimate Std. Errar Events Casges
1 600 | Taken effect 1 194
2 B00 | Taken effect 9480 007 2 188
2 I 700 | Taken effect 985 009 3 197
4 800 | Taken effect 4 196
| 5 800 | Taken effect 975 011 5 185
] 900 | Taken effect ] 194
7 900 | Taken effect ¥ 193
a 800 | Taken effect a 192
g 300 | Taken effect 955 015 g 1891
10 1,000 | Taken effect 10 190

197

A kérdéses valOsziniiséget jelolje gggp (altalanos esetben g.). A Kaplan-Meier féle
becslés szerint:

Goge = P(T = 0,8/T = 0.8) =

_ Az éppan 0.80 idOvel meggyogyuldk széma _ &
~ Azok széana, aktkst lsgaliabb 080 idelg vizsgalatak T 197

A fenti képlet alkalmazasakor fontos latni, hogy a szamlaloban az adott id6ponthoz
(0,80) tartoz6 cenzoralt megfigyeléseket nem kell szdmolni, a nevezében viszont a
cenzoralt adatokat is figyelembe kell venni az 6sszes lehetséges idoponthoz.

195

197
A komplementer esemény valdsziniisége (zp) nem mas, mint annak esélye, hogy

valakire nem hat a gyogyszer a 0,8 idOpillanatban, feltéve hogy ezeldtt sem hatott ra,
azaz a vizsgalt esemény szempontjabol ,tuléli” a 0,8-as idOpontot feltéve, hogy eldtte
sem kovetkezett be az esemény.
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b, A Kaplan-Meier féle becslés a feltétel nélkiili B(T 2= £) tulélési valoszinliségeket a
fent bemutatott #. valdszinliségek szorzatainak segitségével allitja eld, ahol a T helyére
a mintabol megfigyelt t-nél kisebb (nem cenzoralt!) megsziinési idépontokat kell

helyettesiteni.
rrzd =] [a,

Fontos latnunk, hogy a valoszinliségeloszlas becslése csak az ismert megsziinési
id6épontokban valtozik, két kilépési pont kozott allando. A Survival table alapjan 0,8
¢s 0,9 két szomszédos kilépési id6, ezért tetszdleges & € (8,8 ; 0.%| szdmra igaz lesz,
hogy:

P(T208)=P(T =5 =

=P(T 2 0.8) = Vo ' Poro' Paso = (1= Qoso) ' (1 — Pz} ' (1 = GQoop ) =

_(1 2 (1 1 ) (1 2)_195 197 195_195_39?5
- 200 198 197/ 200 198 197 200 =

A kapott érték nem mads, mint a Survival Table-ben a 0,8-as kilépési idonél szerepld
becsiilt tulélési arany, és a hasonld médon minden t-re kiszamolhat6 & (&)} = P(T = &)
értékekbdl rajzolodik ki a Survival Function abran lathato &{t) talélési fiiggvény. A
modell futtatdsakor a Save meniipontban a Survival-t kipipalva 0j valtozoként
elmenthetdk az igy ad6do értékek.

Survival Function

—I1Survival Function
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¢, A talélési id6 medianja annak a hossza, amig az 0sszes megfigyelésnek a fele mar
kikeriil a vizsgalatbol. Becsiilt értéke most 3,9, amely konnyen lathaté a G(t)
fliggvény abrajan is, ott ahol a becsiilt tulélési valoszintiség (feliilrdl) eléri vagy atlépi
a 0,5-0s értéket (lasd a (&) fiiggvény 4brijan a segédvonalakat). Hasonl6 logikaval
adodnak és szemléltethetoek a masik két kvartilis értékei is (7,3 és 2,1).

A statisztikdknal l14thato az atlagos tulélési id6 is, ennek becslése most 5,014.

Means and Medians for Survival Time

Mean? Median
95% Confidence Interval 95% Confidence Interval
Std. Lower Upper Std. Lower Upper
Estimate | Error Bound Bound Estimate | Error Bound Bound
5,014 ,252 4,520 5,507 3,900 272 3,367 4,433
a. Estimation is limited to the largest survival time if it is censored
Percentiles
25,0% 50,0% 75,0%
Estimate | Std. Error | Estimate | Std. Error | Estimate | Std. Error
7,300 371 3,900 ,272 2,100 ,196

3. feladat:

Ismételjik meg a Kaplan-Meier féle becslést a gender valtozo kategoridira képzett
almintakra! Hasonlitsuk 0ssze a férfi és ndi becsiilt tuléléstiiggvényeket, az atlag és medidn
tulélési idoket! Mit mondhatunk a tulélésfiiggvények egyezésérél az SPSS altal szamolt
probak alapjan? Erdemes ez alapjan Cox-regressziot kérniink a gender-rel, mint magyarazo
valtozoval?

A feladat megoldasa:

A Kaplan-Meier meniiponton beliil a Factor felirat ala htizzuk be a gender valtozot,
valamint a Compare Factor gombnal kérjiik a Log rank, Breslow és Tarone-Ware
probakat.

A Survival Functions abran lathatjuk a férfi és ndi almintdkhoz tartozd becsiilt
tulélésfiiggvényeket. A megfigyelt id6tav jelentds részén kozel egyezd a két fliggvény.
Két szakaszon figyelhetiink meg jelentdsebbnek latszo eltérést. Példaul t=7 esetén a
férfiakhoz kisebb fliggvényérték tartozik, F(T = 7) kisebb a férfiak esetén, azaz a
férfiak kisebb aranyban ,¢élik tal” ezt az id6pontot, ami a konkrét példa esetén azt
jelenti, hogy nagyobb ardnyuk esetén hatdsos a kezelés eddig az iddpontig, mint a ndék
esetén.
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Az atlagos talélési id6 becsiilt 95%-o0s konfidencia intervalluma'# a ndk esetén [4,599;
6,062], a férfiak esetén pedig [4,027; 5,313]. A két intervallum atfedi egymast, igy
nem 4allithatjuk, hogy a férfi és ndi atlagok jelentdsen eltérnének. Hasonlo logikaval

r1r v e

mondhatjuk, hogy nem teljesen egyezd a férfi és ndi tulélés eloszldsa, de nem
jelentdsek az eltérések.

Means and Medians for Survival Time

Mean? Median
95% Confidence Interval 95% Confidence Interval
Estima Std. Lower Upper Std. Lower Upper
Gender te Error Bound Bound Estimate | Error Bound Bound
Male 4,670 ,328 4,027 5,313 3,600 272 3,066 4,134
Female 5,330 373 4,599 6,062 4,100 ,922 2,294 5,906
Overall 5,014 ,252 4,520 5,507 3,900 272 3,367 4,433

a. Estimation is limited to the largest survival time if it is censored.

14 Az atlagra adott pontbecslés a n6k esetén 5,33, a 95%-os konfidencia intervallum pedig egy olyan intervallum
becslése, amibe 95%-o0s valoszinliséggel beleesik az atlag. Kiszamoljuk a férfiakra is, majd megnézziik a két
intervallum metszetét, és ha atfedik egymast, akkor kicsi az esélye, hogy nagyban kiilonbdzzon a két atlag.
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Az SPSS 3 tesztet szdmol ki a két alminta tulélésfiiggvényeinek egyezésére
vonatkozdan. A Mantel-Cox, Breslow ¢és Tarone-Ware probak nullhipotézise az, hogy
a kiilonb6zo kategoridk tulélésfliiggvényei azonosak. 5%-os szignifikanciaszinten
mindhdrom teszt esetén elfogadjuk a nullhipotézist, azaz hogy egyezdk a férfi €s noi
tulélésfiiggvények. Példaul a Mantel-Cox proba p-értéke 0,224, €s mivel 0,05<0,224,
ezért dontiink Hy elfogadasa mellett.

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy ugyan nem teljesen azonosak a férfi és ndi
tulélésfiiggvények, de a probdk alapjan nem szignifikans a koztiik 1évd eltérés, igy
nem érdemes Cox-regressziot kérniink a gender magyarazo valtozoval (ez persze nem
jelenti azt, hogy mas magyarazo valtozokkal sem kaphatunk j6 modellt).

Overall Comparisons

Chi-Square df Sig.
Log Rank (Mantel-Cox) 1,479 1 224
Breslow (Generalized ,578 1 447
Wilcoxon)
Tarone-Ware ,825 1 ,364

Test of equality of survival distributions for the different levels of

Gender.

A Cox-regressziés modell alkalmazasa és az eredmények értelmezése

A gyakorlo feladatok a Telco.sav SPSS mintafajlhoz késziiltek. Az adatbazisban egy
telekommunikacios cég ligyfeleinek (minden sor egy iligyfél) adatai lathatok. A tenure valtozéd
a szolgaltatonal eltoltott idot mutatja, a churn pedig azt hogy tordlve lett-e a szerzddés. El6bbi
két valtozot rendre 1d6- és statuszvaltozoként alkalmazva talélési modellt kérhetiink a torlés
(szerzddés kezdettdl mért) idejének eloszlasara. A Kaplan-Meier féle becslés elkészitése a
gyakorl6 feladatok kozott szerepel majd, a tovabbiakban a Cox-regresszios modellt mutatjuk
be az adatokon.

4. feladat:

Modellezziik a torlés idejének eloszlasat Cox-regresszid segitségével! A lehetséges
magyarazo valtozok legyenek: age (kor), address (midta lakik a cimén), income (jovedelem),
employ (midta dolgozik a munkahelyén), gender (nem), wireless (rendelkezik-e vezeték
nélkiili szolgaltatassal), ebill (elektronikus szamlafizetés), internet, custcat (szolgéltatas tipusa
— pl. Basic, Total). A Forward Wald valtozoszelekcids eljarast hasznaljuk! A kategorikus
valtozokat indikator valtozokként kezeljiik, mindig az elsé kategéridhoz viszonyitsunk!

a, Mi a valtozoszelekcios eljarasok jelentésége? Ertelmezziik, hogyan fut le a
valasztott Forward Wald moddszer, és milyen sorrendben lépteti be az eljaras a
valtozokat! Mit mondhatunk a modell egészér6l ¢€és a bevont valtozok

cres
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b, Ertelmezzilk a végsé modellben a regresszios egyiitthatokat, azok hatdsat a
kockézati ratara és a tulélési fliggvényre! Mit ad meg a tdblazatban az exp(B) oszlop?
Hogyan szamithatok ki a bevont magyarazo valtozok értékei alapjan adott
megfigyelésre a tuléléstiiggvény egyes értékei?

¢, Ertelmezziik a magyarazo valtozok atlaganal vett talélési fiiggvényt! Mit jelent az
atlag a kategorikus valtozok esetén? Az abra alapjan mit mondhatunk a medidn tulélési

1d6rol?

d, Rajzoltassuk le az el6bbi modell szerint a custcat valtozo6 kategoéridira kiilon-kiilon a
tulélési fiiggvény grafikonjat!

A feladat megoldasa:

A Cox-regresszio elérési Utja az SPSS-ben:
Analyze — Survival — Cox Regression

A Time és Status valtozokat allitsuk be a fentick szerint, a Define Event-nél az 1-es
értékét allitsuk be (ez jelenti a torlést). A Covariates felirat ald kell a magyarazé
valtozokat behuzni, ezt is tegyiik meg a fentiek szerint. A Method-nal allitsuk be a
Forward Wald eljarast.

Kategorikus valtozokat 0 — 1 értékii igynevezett dummy valtozok segitségével tudunk
a regresszidba bevonni. Ha az eredeti valtozo n kiilonb6zo értéket vehet fel, akkor azt
{(m 1) szamu dummy valtozoval tudjuk helyettesiteni. Példaul a custcat valtozoénak 4
féle értéke lehet, ezért a modellben vald szerepeltetés¢hez 3 0 dummy valtozot
sziikséges definidlni (ezeket az SPSS elkésziti majd nekiink). A lenti tdblazatban
lathatunk egy lehetséges példat a kodolasra. Vegyiik észre, hogy a 3 dummy valtozé
értekei kolcsondsen egyértelmiien megfeleltetheték a custcat valtozo értékének.
Lényegében az torténik, hogy az egyes dummy-k egy-egy kategoria indikator valtozoi,
¢és ha az 0sszes dummy értéke 0, az jelzi a negyedik, kimarado kategoriat. Ez utdbbit
szokas referencia kategdridnak nevezni, ehhez viszonyitjuk a tobbi csoportot.

Dummy 1 Dummy 2 Dummy 3
Basic service 0 0 0
E-service 1 0 0
Plus service 0 1 0
Total service 0 0 1

Kattintsunk a Categorical gombra! Huzzuk be a kategorikus valtozokat (gender,
internet, custcat, wireless, ebill) a jobb oldali dobozba. Alapbeallitas szerint indikator
(dummy) valtozok bevonasaval kezeli a kategorikus valtozokat az SPSS. A referencia
kategoriat kell atallitanunk: jeldljiik ki mind az 5 valtozot, majd Reference Category
— First — Change, igy minden valtozora az elsd kategoria lesz a referencia érték. A
futtatas utan a kddolasokat a Categorical Variable Codings tablaban lathatjuk majd:
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Categorical Variable Codings®-¢d-f

Frequency (1) (2) (3)
gender? 0=Male 483 0
1=Female 517 1
wireless?  0=No 704 0
1=Yes 296 1
internet® 0=No 632 0
1=Yes 368 1
ebill2 0=No 629 0
1=Yes 371 1
custcat? 1=Basic service 266 0 0 0
2=E-service 217 1 0 0
3=Plus service 281 0 1 0
4=Total service 236 0 0 1

A Plots pontban kérjiik a Survival dbrat, majd végezziik el a futtatést!

a, A valtozoszelekcids eljarasok 3 kiilonbozo tipusat kiilonitjik el:

e Enter médszer — a Covariates fiil alda behuzott 6sszes valtozot belépteti a
modellbe.

e Forward modszerek — egy iires, magyarazo valtozok nélkiili modellbdl indul
ki, majd egyesével Iéptet be a modellbe szignifikans hatast valtozokat (és akar
vesz is ki kordbban bevont mar nem szignifikdns valtozot).

e Backward mddszerek — eldszor az Gsszes valtozot bevonja a modellbe, majd
egyesével veszi ki a nem szignifikans hatastiakat.

A Forward Wald eljaras a kovetkezoképp dolgozik. Az iires, magyardzo valtozot még
nem tartalmaz6 modellbdl (Block 0: Beginning Block) indul a folyamat. A Block 1-
ben torténik a magyarazo valtozok lépésenkénti bevondsa, a linedris regresszional
hasznalatos Stepwise modszerhez hasonléan. Az ottani t-probanak esetiinkben a
Wald-proba felel meg, amelynek nullhipotézise, hogy egy adott valtozé magyarazé
ereje nem szignifikins (a hozza tartozd egyiitthato értéke 0). gy a regresszio
szempontjabol az az elényds, ha ,.kicsi” a p-érték (a lenti tablazat Sig. oszlopa), ekkor
érdemes szerepeltetni egy magyarazéd valtozot a modellben. Adott egy beléptetési és
kiléptetési szignifikanciaszint (alapbeallitds szerint 0,05 és 0,1, az Options —
Probability for Stepwise-nal éllithatok). A Forward Wald folyamat Iépésenkénti
mikddése: a még nem felhasznalt valtozok koziil beveszi a modellbe a leginkabb
szignifikansat (de csak azok koziil, amelyeknél a t-teszt p-értéke legfeljebb a
beléptetési kritériumban adott 0,05), illetve ha egy korabban mar bevett valtozé mar
nem szignifikdns (p-értéke meghaladja a kilépési kritérium 0,1-es szintjét), akkor azt
kiteszi a modellbdl (még az 0j valtozd beléptetése eldtt). Az eljards végén csak
szignifikans valtozok vannak a modellben, és minden kimaradé véltoz6 nem
szignifikans. A kovetkezd tablazatban az eljaras részletei lathatok, a végsé modellt a
Step 8 pont mutatja. Erdekes az age valtozo: ugyan ez keriil be elészor a modellbe, de
a 3. 1épés utdn mar nem szignifikans, igy ekkor kikeriil a szerepld valtozok koziil.
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VYariahles in the Equation

B SE Wiald o Sig. Exp(E)
Step 1 age 065 006 | 124,361 1 000 937
Step2  age -032 007 | 22,806 1 000 960
ermnploy -075 011 | 49,296 1 000 978
Step3  age -,002 008 044 1 993
address 059 010 | 35184 1 000 942
ermnploy -,080 011 | 53,479 1 000 923
Stepd  address - 060 008 | 49,638 1 000 941
ermnploy -,081 010 | 71,408 1 000 922
Step8  address - 061 008 | 47,231 1 941
income 002 001 5,076 1 1,002
ermnploy -,079 011 | 53,416 1 924
ebil 496 155 | 10,266 1 1,642
internet 663 ABE | 15,346 1 1,340
custoat 3|, 147 3
custeat(y | -1,078 183 | 34,540 1 340
custeat(2) - 560 107 8,330 1 566
custeat(3) -,799 176 | 20,528 1 450

A modell egészét az tgynevezett Omnibus teszt mindsiti, melynek nullhipotézise,
hogy a bevont valtozok Osszessége nem rendelkezik szignifikdns magyardz6 erdvel
(minden egyiitthatd 0), azaz a regresszios becslés lényegében nem jobb, mint az iires
modell. Szerencsére esetiinkben a p-érték 0 (lasd alabb), igy minden szignifikancia
szinten elvethetd, hogy nincs magyardzo ereje a modellnek. Ha magas az Omnibus
teszt p-¢érteke (legalabb 5%) ne hasznaljuk a kapott modellt, keressiink més magyarazo
valtozokat, vagy hasznaljuk a Kaplan-Meier becslést! A végsdé modellhez tartozo
globalis teszt:

Omnibus Tests of Model Coefficients®

Crwerall (score) Change From Previous Block
-2 Log
Etep Likelihoad Chi-square df Sin. Chi-sguare df Si.
g INT T 288714 8 O007% 308483 g 00

a. Beginning Block Mumber 1. Method = Forward Stepaise 0dald)
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b, A végsd modell paraméterei lathatoak az alabbi tablazatban. (Ha az Options
meniipont Display model information — At last step beallitast valasztjuk, akkor
csak a végsd modell adatait kapjuk meg.)

Variables in the Equation

B SE Wald df Sig. Exp(B)
Step 8 address -,061 ,009 47,231 1 ,000 ,941
income ,002 ,001 5,076 1 ,024 1,002
employ -,079 ,011 53,416 1 ,000 ,924
ebill ,496 ,155 10,266 1 ,001 1,642
internet ,663 ,166 15,946 1 ,000 1,940
custcat 38,147 3 ,000
custcat(1) -1,078 ,183 34,540 1 ,000 ,340
custcat(2) -,569 ,197 8,339 1 ,004 ,566
custcat(3) -, 799 ,176 20,528 1 ,000 ,450

A B oszlopban lathatok a regresszidos modell becsiilt egyiitthatoi, a kockazati ratara
felirt k() = Ry(t) » @¥ 292%™ 8% oovenlet b, konstansai. B, = @ esetén, ha az «,
valtozo ceteris paribus novekszik, akkor novekszik a kockazati rata (felfelé mozdul el
a fiiggvény). Ez azt jelenti, hogy novekszik az esemény bekovetkezésének feltételes
valdsziniisége, a tulélésé pedig csokken (a talélési fiiggvény lefelé mozdul el). & <« @
esetén ezzel ellentétes hatds érvényesiil. Az Exp(B) oszlop az e2%: értékeket
tartalmazza. Jelentése: ha az x, valtozo értéke ceteris paribus 1-gyel nd, hdnyszorosara
valtozik a kockazati rata. Az Options pontban konfidencia intervallumot is kérhetiink
értékére.

Belathato6 a kovetkezd 6sszefiiggés:
I (t:[ = E-EI:E:I = exp(_gh._x._'l' Bopg FomFlighp . HI}(t:[)

(Hg(t) az alap kumulalt kockazati rata, ez jeloli a kumulalt kockazati rata fliggvényt
az 0sszes magyarazo valtozo 0 értéke esetén)

Az Options pontban a Display baseline function négyzetet kipipalva kapjuk a
Survival table tablazatot. Ennek Baseline Cum Hazard oszlopaban az alap kumulalt
kockéazati rata, az egyes id6pontokhoz tartozd Hgl{i) értékek lathatok. A fenti
Osszefiiggés segitségével ebbdl mar a magyardzo valtozok tetszdleges értékei esetén
kiszamolhatok a talélésfiiggvény pontjai. A behelyettesitésnél a folytonos valtozok
esetén egyszerli a dolgunk, a kategorikus véltozoknal a Categorical Variable
Codings kodolésa alapjan kell dolgoznunk (példaul, ha a custcat valtozo Plus service,
akkor custcat(2)=1, és custcat(1)= custcat(3)=0). Részlet a Survival table tablabol:
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Survival Table

At mean of covariates
Easeline
Tirme Cum Hazard Surival SE Cum Hazard
1 25 994 o2 o4
2 133 983 oz o7
3 72 984 03 14
4 103 JA74 o4 021
5 44 A7 o4 024
E J62 68 Rili}d 33
7 186 63 Joa 38
8 205 9549 Joa 042
g 235 853 J0G 048
10 266 447 [06 054

¢, Az SPSS alapbedllitds szerint a magyarazo valtozok atlagos értékeit helyettesiti
h(t) regresszios egyenletébe, és az ennek megfeleld fiiggvényeket (talélési, kumulalt
kockézati rata stb.) fiiggvényeket rajzolja ki. Az atlagos értékek:

Covariate Means

Mean
age 41,684
address 11,551
income 77,535
employ 10,987
gender ,517
wireless ,296
ebill 371
internet ,368
custcat(1) 217
custcat(2) ,281
custcat(3) ,236

A dummy valtozok esetén a szamtani atlag az 1-es érték relativ gyakorisaga, igy a
behelyettesitett becslés annyiban nem értelmes, hogy az nem vétetik fel egyik
megfigyelés esetén sem. Azonban a Plots meniipontban az adott valtozot kijeldlve a
Change Value — Value mez6nél megadhatunk masmilyen valasztott értéket, amivel
kérhetjlik az abrazolast (ne felejtsiink el a Change-re kattintani!).

Aléabb lathatjuk a talélési fiiggvényt. A grafikon nem metszi el a 0,5-0s szintet, igy a
medidn talélési id6 nem becsiilhetd az adatok alapjan.
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Survival Function at mean of covariates

Cum Survival

05

T T T
0 20 40

Months with service

d, Lépjlink a Plots meniibe! Jeldljiik ki a custcat valtozot, és hiizzuk be a Separate
Lines for dobozba! Ujra futtatva a modellt a korabbi talélési fiiggvény helyett kiilon
lathatjuk a négy kategoridhoz tartozo grafikonokat. A leggyorsabban a Basic service
szolgéltatassal rendelkezd szerzddések, leglassabban pedig az E-service tulajdonosok

torl6dnek.

Cum Survival

5. feladat:

Survival Function for patterns 1 -4
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Ellendrizziik a Cox regresszio mogott huzoédo aranyossagi feltevést:
a, az address folytonos valtozora,
b, a custcat kategorikus valtozora!
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A feladat megoldasa:

Mindkét esetben a Pénziigyi adatok statisztikai elemzése cimii tankonyv Vékas Péter
altal irt 9. fejezetében bemutatott modszereket alkalmazzuk.

a, A Save meniiben kérjiik a Partial residuals pontot, majd futassuk ujra a modellt.
Ekkor az SPSS minden magyarazé valtozohoz elmenteni az adatbazisban a hozza
tartoz6 ugynevezett parcialis rezidualisokat () oszlopok jelennek meg a tablaban).
Ezeket az 0 valtozokat az iddvaltozd (most: tenure) fliiggvényében abrazolhatjuk
pontdiagramokon. Amennyiben a diagramon nincs trendhatas, akkor elfogadhatjuk az
aranyossagi feltevést a vizsgalt valtozora. A lenti abran az address valtozd parcialis
rezidudlisaira lathatjuk mindezt. Trendhatdst nem mutatnak a pontok, igy az
aranyossagi feltételezés elfogadhato.

R2 Linear = 0,005
40,00000-

30,00000-

o o]
20,00000= [}
o o
Q (o]
O o =
0o 9 o o ©
10,00000- o] (s}

00000

Partial residual for address
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-20,00000-

Months with service

b, Vegyiik ki a custcat valtozét a magyarazo valtozok koziil, és huzzuk be a Strata
felirat ala! Ekkor a custcat nem keriil be a magyarazo valtozok kozeé, a visszamaradd
valtozokbol késziil a regresszids modell, ugy hogy a custcat kategdriai szerinti
almintakra kiilon-kiilon becslést ad az eljaras az alap kockézati ratara!® (és ezéltal az
abbol szarmaztathato fliggvényekre is). Fontos latni a kiilonbséget a 4. d, feladat
becslése és a mostani kozt. EIobbinél a custcat magyarazo valtozo, és az egy darab
regresszids egyenletbe behelyettesitve a 4 féle lehetséges értékét rajzolodik ki a 4
darab fliggvény. Utobbinal pedig a custcat nem szerepel magyardazo valtozoként,
hanem a 4 féle értékére kiilon-kiilon alap kockézati ratat becsiil a modell. Ha ezekre
elfogadhat6 az ardnyossagi feltevés, akkor érdemes bevenni a Cox-regresszioba
magyarazo valtozonak a custcat-ot.

15 Megjegyzendd viszont, hogy a bevont magyarazo valtozok és azok regresszios egyiitthatoi ugyanazok lesznek

az egyes kategoriakhoz tartozo6 becslés esetén.
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Nem esett sz6 eddig az ugynevezett log minus log fiiggvényrdl, ami a
talélésfiiggvénybdl szarmaztathato az Ie(—ke(@(t)) képlettel. Ha az egyes
kategoriakhoz tartozo log minus log gorbék parhuzamosak, akkor elfogadhatjuk az
aranyossagi feltevést.

Kérjiik a Plots — Log minus log abrat, ekkor megkapjuk a kérdéses gorbéket. Az
abra alapjan kozel parhuzamosak a grafikonok, ezért elfogadhaté az ardnyossagi
feltevés, €s a custcat valtozd modellben vald szerepeltetése.

Az a, és b, feladatban lattuk, hogy az address és a custcat valtozok megfeleléek a

modell szempontjabol, de természetesen mindezt ellendrizni kell a tobbi folytonos és
kategorikus magyardzo valtozora is a bemutatott modszerekkel.

LML Function at mean of covariates
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Gyakorl6 feladatok

l.

Adjuk meg a bevezetésben szerepld 2., 3. és 4. példdk esetén a modellezendd

crer

2. Adott esemény bekovetkezésére vonatkozoan adottak a kdvetkezd megfigyelések:

3.

o
O

Megfigyelés Statusz

R|ORr|R|O|R|R|O

O INON|PIWIN|F
AU WWIWIN|FP|F

Végezziikk el (papiron) a tulélésfiiggvény Kaplan-Meier féle becslését, majd
ellendrizziik az eredményeket az SPSS segitségével!

a, Készitsiik el a Kaplan-Meier féle becslést a Telco.sav adatbazis tenure és churn
valtozoira (eldszor a teljes mintara)!

b, Készitsiink ezutan kategorikus valtozoét az address-bol a Visual binning
segitségével, ugy hogy az uj valtozonak 4 lehetséges értéke legyen, és az address
kvartilisei szerint ossza egyenld csoportokba a megfigyeléseket! Készitsiik el ezen
valtoz6 kategoériai szerinti almintékra is a becslést! Szignifikans az eltérés az egyes
csoportok tulélésfiiggvényei kozt? A grafikonok alapjan hogyan befolyasolja az
address valtozo értéke a tulélést? Vonhato-e parhuzam eldbbi tendencia és a korabbi
Cox regresszids modell (4. b, feladat) address valtozora becsiilt egytitthatoja kozt?

¢, Valaszoljuk meg a b, feladat kérdéseit az internet kategorikus valtozobol képzett
almintdk esetén is! (Itt nem kell Visual binning.)

4. Tekintsiik a korabbi 4. feladat Cox regresszids modelljét a Telco.sav adatbazisra.

Végezzikk el a becslést az Enter ¢és a Backward Wald valtozoszelekcios
eljarasokkal is! Ertékeljiik ezeket a modelleket a korabbi szempontok szerint!

5. A korabbi 5. feladat nyomén végezziik el a végso regresszids modellben szerepld, nem

vizsgalt magyarazd valtozokra (income, employ, ebill, internet) az aranyossagi
feltevés teljesiilését!

a, Vizsgaljuk a Pain medication adatbazisra bemutatott Kaplan-Meier talélési
modellt! Ismételjiik meg a becslést a General health, a Treatment és a Dosage
kategorikus valtozok szerinti almintdkra (kiilon — kiilon)! Tapasztalunk valahol
szignifikans eltérést az almintak taléléseinek eloszlasdban?
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b, Kérjiink Cox-regressziét az eldbbi modell helyett, a lehetséges magyarazo
valtozok legyenek: age, gender, health, treatment, dosage. A Forward Wald
modszert hasznaljuk! Mit tapasztalunk? Miért ,,tlinik el” a Block 1 rész az outputbol?
Mi torténik, ha az Enter modszert hasznaljuk? Ertékeljiik ezt a modellt is!

Irodalomjegyzék
Vékas Péter [2011]: Tulélési modellek

Megjelent: Kovacs Erzsébet [2011]: Pénziigyi adatok statisztikai elemzése, Tanszék Kft.,
Budapest
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Ellen6rzé tesztkérdések
Jelolje be a helyes valaszt a kovetkezo kérdéseknél!

1. Egy gép elromlasaig eltelt idot vizsgaljuk tulélési modell segitségével. Az egyik gépet
2010.01.01-én tiizemelték be és 2014.01.01-ig (a megfigyelési idészak végéig) nem
romlott el. Melyik allitas igaz erre a megfigyelésre?

a) Kizarjuk az adatok koziil, mert nem kdvetkezett be vizsgalt esemény.
b) A statuszvaltozoé értéke 0, az idévaltozo értéke 4 év lesz.

c) A statuszvaltozo értéke 1, az idovaltozo értéke 4 év lesz.

d) Egyik korabbi vélasz sem igaz.

2. Kaplan-Meier modellt alkalmazunk az el6zé feladat problémdajara. Valamely
kategorikus valtozé almintai esetén is elvégezziik a becslést, és a Mantel-Cox proba p-
értekére 0,002-t kapunk.

a) A kategorikus valtozot érdemes lehet bevonni egy Cox-regresszios elemzésbe
magyarazo valtozoként.

b) Az almintdk  tGlélésfiiggvényei  azonosnak  tekinthetdk a  szokdsos
szignifikanciaszintek mellett.

c) Mindkettd eldbbi valasz igaz.

d) Egyik korabbi valasz sem igaz.

3. Egy Cox-regressziés modellben valamely x; magyardzo valtozé becsiilt egylitthatdja:
-0,2. Az x; valtozé értékét noveljiik a tobbi valtozd valtozatlansdga mellett. Hogyan
valtozik ennek hatasara a kockazati rata és a talélésfiiggvény?

a) Mindketté novekszik (felfelé mozdulnak el a fliggvények).
b) Mindkett6 csokken (lefelé mozdulnak el a fiiggvények).
¢) A kockazati rata csokken, a tilélésfiiggvény novekszik.
d) A kockézati rata novekszik, a tilélésfiiggvény csokken.

4. Egy Cox-regresszios modellben valamely x; magyarazé valtozo becsiilt egyiitthatdja:
0,3. Az x; valtozo értékét noveljiik a tobbi valtozd valtozatlansdga mellett. Hogyan
valtozik ennek hatdsara a kumulalt kockézati rata és az alap kockazati rata?

a) Mindketté novekszik (felfelé mozdulnak el a fliggvények).

b) A kumulalt kockazati rata novekszik, az alap kockézati rata csokken.
¢) A kumulalt kockazati rata nem valtozik, az alap kockézati rata no.

d) A kumulalt kockazati rata n6, az alap kockdzati rata nem valtozik.
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