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Eloszo

E konyv elsd, azéta szdmtalanszor djrairt, djraszerkesztett védltozata az
elmult évtizedekben a Budapesti CORVINUS Egyetemen, illetve jog-
elédjein tartott, haladé mikrookonémiai és egyensilyelméleti kurzusaim
oravazlatai alapjan sziiletett, meglehetésen régen. Akkoriban nem tore-
kedtem arra, hogy olyan tananyagot irjak, amely nagyon beszédes, min-
dent alaposan kitdrgyal. Inkdbb a tomorséget tartottam szem elétt és
azt, hogy az dltaldnos egyenstlyelmélet alapmodelljének gondolati vézat,
gondolatmenetének egészét bemutassam. Azt szerettem volna elérni,
hogy ez a kotetecske az olvaséval megértesse, miért tekinthetd az dlta-
ldnos egyenstlyelmélet 6sszefoglals jellegli tudomanyteriiletnek. Ugyan-
csak reméltem, hogy ez a konyv énmagédban megallja a helyét abban az
értelemben, hogy szinte minden &llitdast bizonyftunk benne. Természe-
tesen tisztdban voltam azzal, hogy e munka elolvasdsa és akir a benne
foglaltak megértése sem elegendd ahhoz, hogy az olvasé alaposan t&jé-
kozott legyen e tudomadnyteriilet akkori allasédrol. Ez a kotet ugyanis
csak az elmélet vazat és klasszikusnak nevezhet6 eredményeit tartalmaz-
ta. Fzekbdl is csak annyit, amennyit egy erdltetett tempdjui egyetemi
kurzus keretén beliil megtanitani és megtanulni lehet.!

Az évek sordn a céljaim Kkicsit véltoztak, nagyratorébb terveken tor-
tem a fejem. Fzt a konyvet egy hdromrészesre tervezett sorozat masodik
kotetének szantam. A sorozat els6 része a sztenderd neoklasszikus mik-
rookondémia nyelvén targyalta volna az elkiloniilt gazdasdgi aktorok don-
téseinek alapvondsait, mig e médsodik kotet e dontések interakcidjanak
kovetkezményeit taglalja. A harmadik kotet eredetileg arra lett volna
hivatott, hogy ramutasson a kordbbi részek egyes feltevéseinek inkompa-
tibilitdsdra, és — megtartva az dltaldnos egyensilyelmélet eredményeinek
pozitiv vonasait — feloldja a feltevései koziil azokat, amelyek az emlitett
elméleti gazdasdgi rendszer onellentmondédsait okozzdk.

Ugy vélem, indokolnom kellene, miért is szerettem volna, hogy ez a
konyv egy sorozat része legyen. Mar az elsd valtozat megirdsa sordn is

!Eppen emiatt nem foglalkoztam példaul az elmélet dinamizélt és sztochasztikus
véltozataival sem, barmennyire fontos lett volna is ezek tdrgyaldsa.
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gy éreztem, nem vagyok biztos benne, hogy erre a kotetre ténylegesen
sziikség van. Abban az id6ben mér léteztek e teriileten olyan, az enyém-
nél alaposabb, részletesebb és sokkal jobban megirt monogréfidk?, hogy
joggal kételkedhettem az én munkdm haszndban. Egy érv szélhatott
mellette, az, hogy magyar nyelven irédott, és akkoriban az angol nyelvii,
kiildfoldi kiaddsi munkdkhoz nagyon nehéz volt hozzajutni.? Ezt az ér-
vet kiegészitendd — és a kiaddsra tovabbi indokokat keresve — taldltam ki
a sorozat otletét. Az eredeti véltozatot tobb fejezettel bévitettem, mert
ezeknek az 1j témaknak a tervezett harmadik kotetben komoly szerepet
szantam. (A sors kiilonos jétéka folytdn az a fondk helyzet éllt el6, hogy
amig toldozgattam-foldozgattam az anyagot, egyre-madsra jelentek meg
olyan kival6 kiilfoldi konyvek?*, amelyek ugyanabba az irdnyba mutattak,
mint az én tapogatézéasaim, csak abban nem tortént véltozas, hogy ezek
pont ugyanannyival voltak jobbak az én munkdmnél, mint a kordbban
emlitettek.)

A tervezett sorozat teljes egészében sohasem késziilt el, és ahogy is-
merem magam, taldn mar nem is igen van remény arra, hogy befejezzem.
Most azonban vératlan lehetéségem addédott, hogy sziikos hatdridovel be-
16le azt, ami kész, a mai dllapotdban az olvasé elé tarjam. Miutédn az
emlitett hatarid6 igencsak siirgetett, mér nem volt idém arra vérni, hogy
magdtol majd csak megsziiletik az eddig elkésziilni nem akaré elsé rész,
ezért igy dontottem, megjelentetem a mésodik és harmadik kotetet, ab-
ban reménykedve, hogy megértésiikhtz nem elengedhetetleniil fontosak
azok a gondolatok, amelyeket nem vetettem papirra.

A konyv cime, Riovid bevezetés az dltaldnos egyensily elméletébe, tel-
jes mértékben fedi a tartalmat, a kotet ténylegesen rovid, és nem 1ép tuil
egy bevezetés keretein. A szoveg taldn érzékelhetévé teszi a tobb mint
kétszaz éves gondolatkort, amely Adam Smith mindennél fontosabb 6
miivétdl, A nemzetek gazdagsagdtol®, Walras, Edgeworth és Wilfredo Pa-
reto munkdin &t egészen az Arrow—Debreu szerzépédros egzisztenciatéte-
léig terjed®. E gondolatksr a mai kozgazdasigtan meghatdrozé paradig-

2Peldaul Arrow-Hahn (1971), Cornwall (1984).
3Ez az érv is elég gyenge labakon &ll, erre az elészé vége felé visszatérek.

4Csak néhanyat emlitek: Ellickson (1993), Starr (1997), valamint végsé dofésként
Moore (2007).

5 Smith (1776).
6 Walras (1874-77), Edgeworth (1881), Pareto (1906), Arrow-Debreu (1954).
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méja, f6 dllitdsa, alaptétele, hogy az egymadstdl elkiiloniilt, snérdekksvetd
gazdasdgi szereplok cselekedetei nem kdoszhoz, hanem egy ellentmondéds-
mentes dllapothoz, a versenyz6i (walrasi) egyenstlyhoz vezetnek, és ez
az egyensily (Pareto-)hatékony. Smith vélasza arra a kérdésre, hogy
vajon miként lehetséges ez, nevezetesen, hogy a piacon egy ,ldthatatlan
kéz” koordindlja és vezeti egyensilyba a rendszert, a tarsadalomtudomé-
nyok taldn legnagyobb hatdsd metafordja. Kicsit misztikus ez az egész,
mintha a piac szellemének tényleg az lenne a célja, hogy a piacon ne ma-
radjanak fesziiltségek. (Foldhozragadtabban én mindig dgy képzeltem
el ezt a szitudciét, hogy egy libikékdn nem ldtszanak azok a gyerekek,
akik egyébként mindent elkovetnek, hogy egyre magasabbra keriiljenek,
ugyanakkor a mérleghinta magétél mégis — szdmunkra érthetetlen mo-
don — vizszintes helyzetbe keriil.)

A sors fintora, hogy a tervezett sorozat harmadik, az egyensilyel-
mélet problémdival foglalkozé kotete”, hacsak hetekkel is, de korabban
ldtta meg a napvildgot, mint ez a mdsodik kotet. A cime: Kozdsségi
dontések, gazdasdgi mechanizmus, dltaldnos egyensily, és azt taglalja,
hogy az altaldnos egyensulyelmélettel a maga gondosan felépitett és le-
tisztult formajaban ,komoly baj van”, feltételei bizonyos esetekben 6n-
ellentmondédsosak lehetnek. A versenyz6i mechanizmus 6 feltételezése,
az arelfogadds, szembekeriilhet az 6nérdek kovetésének céljaval. Emiatt
a versenyz0i mechanizmust olyan eljdrdssal kell helyettesiteniink, amely-
ben a dontéshozok szerepe sokkal aktivabb és sokrétiibb, 6k maér tiszta-
ban vannak azzal, hogy cselekedeteik befolydsoljak mdsok helyzetét, és ez
természetesen forditott irdnyban is igaz. Ezekben a gazdasdgi mechniz-
musokban, ha a korabbi egyensiilyi dllapotokat el szeretnénk érni, akkor
a szereploknek mar stratégiai jatékokat kell jatszaniuk, és nem a piac
szelleme (és f6leg nem annak ,léthatatlan keze”) rendezi el a dolgokat.
(Az el6z6 képet tjrarajzolva: a gyerekek mér latszanak a libikékén, és
az 6 egylittes és tudatos tevékenységiik vezet el az egyenstilyhoz.)

Szabadkozédsképpen néhény szét szélnék a koényvben kovetett hivat-
kozasi gyakorlatrél. Annak ellenére, hogy Arrow és Debreu cikkei, ta-
nulmdanyai koziil sok® megjelent magyarul két igen fontos és a maguk
kordban 1ittorének szamité gytijteményes kotetben?, mégis az eredeti

T Csekd (2016).

8 Az itt idézettek koziil kivételt képez Arrow (1951), Debreu (1952), valamint az
utébbi szerzd egészen kivételes brilidns konyve: Debreu (1959).

9 Arrow (1979) és Debreu (1987).
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angol megjelenésiikre hivatkozom. Teszem ezt azért, mert — természetes
médon — az angol nyelvii szakirodalom is gy azonositja dket, és ezdltal a
tobbi idézett munka hivatkozdsjegyzékét olvasva az olvasénak kénnyebb
dolga lesz.

Végiil kellemes kotelességeimnek teszek eleget. Az dltaldnos egyen-
sily elméletérdl Zalai Erno6tol tanultam eldszor, még didkéveim sordn.
Abban az idében jelent meg Hegedtis Mikléssal kozosen irt konyve!”, ami
a 70-es években az egyetlen magyar nyelvii, ilyen témésjd munka volt.'!
Ezt olvasva és az érdjara jérva kezdett el igazdn érdekelni a teriilet, ilyen
értelemben 6 is ,felel6s” ezért a konyvért, amit az olvasé most a kezében
tart. Koszonom szépen a kezdeti 16kést, és minden tovdbbi segitségét is.

Kezd6 oktaté koromban, amikor az egyensilyelméleti kurzuson ta-
nitani kezdtem, nagyon sokat meritettem egy Medvegyev Péter &ltal irt
szemindriumi fiizetb6l. Akkori éravéazlataim tekintélyes részét erre ala-
poztam. A fiizetet azéta, sajnos, elvesztettem, ezért nem tudom biztosan
megmondani, pontosan mi tiikroézi ebben az anyagban az ¢ munkaj4t.
Az biztos, hogy sok minden. Furcsa gesztus ez egy ,tolvajtél”, de azért
illend ezt is megkoszonnom. Orommel meg is teszem.

Budapest, 2016. oktéber

Csekd Imre

10 fegedtis—Zalai (1978).

IIMAr csak ezért sem allithattam kordbban itt az elészéban, hogy magyar nyelven
egyéltaldn nem ismerkedhetett meg senki az dltaldnos egyensily elméletével. Emiatt
az én akkoriban tervezett munkam sziikségessége ismét csak megkérdojelezhetové valt.
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1.A. alfejezet: Bevezetés 1

1.A. Bevezetés

Ebben az elsd, bevezetd jellegii fejezetben egymastol elkiiloniilt, de a piac
mint intézmény altal 6sszekapcsolt gazdasagi szereplok dontéseit vizsgdl-
juk. Legel6szor azt a kérdést tessziik fel és vdlaszoljuk meg — egyel6re
— igen specialis feltevések mellett, hogy az elkiiloniilt szereplok dontései
miként hatnak egymdsra. E helyiitt az ugynevezett részpiaci (parcidlis)
elemzéssel foglalkozunk, bizonyos fogalmakat — természetesen a részpiac-
ra korldtozott formédban — itt vezetiink be, majd az egész gondolatmenet
dltaldnositdsara a kovetkezd fejezetekben keriil sor. Az ilyen parcidlis
elemzés keretei Alfred Marshall eldszoér 1890-ben megjelent, dsszefoglald
nagy munkéja, a Principles of Economics'? éta alapvetéen nem val-
toztak, az analizis maga minden sztenderd mikrockonémiai tananyag
szerves része. Ez a fejezet nagyrészt a Mas-Colell és mdsok (1995) ké-
zikonyv megfelelé pontjainak felépitését koveti.'?

1.B. A parcialis elemzés modellje

1.B.1. A gazdaséagi koérnyezet

A fejezet cimét ismerve taldn meglepd, hogy az altalunk vizsgalt gaz-
dasdgban nem egy, hanem két joszdg van: egy egyszerii (magdn)joészég
és egy Osszetett (magdn)jdészag, amit kés6bb drmércének hivunk majd.
Azért van sziikség e mdsodik jészdgra az elsd piacdnak vizsgilata so-
rdn, mert az egyszerti joszdg ardat, koltségét valamiben mérniink kell.
Ezt a szerepet tolti be az drmércejészdg, amit nyugodtan ,pénzszerii”
dolognak is felfoghatunk. Mind a két joszdg természetes mértékegység-
gel rendelkezik, és feltételezziik réluk a folytonos oszthatésdgot. Ennek
megfeleléen egy joszdgkosarat a kétdimenziés euklideszi tér egy pontja-
ként dbrézolhatunk, ahol az elsé koordindta az egyszerii, a mésodik az
Osszetett jészdagra vonatkozik. Ha az egyik jészdghoz rendelt koording-
ta pozitiv, akkor ez az érték — megéllapoddsunk értelmében — a joszdg
pozitiv rendelkezésre 4ll6 mennyiségét adja. A negativ koordindtdk ér-
telmezésére kés6bb visszatériink.

12Egy késébbi kiaddsa konnyebben hozzaférhets: Marshall (1920).

13Ebben a fejezetben nem is igen kozliink tovdbbi hivatkozasokat, mert az egész anyag
kozismert. A késdbbi fejezetekben azonban a f6bb fogalmak bevezetésekor utalunk a
forrdsokra.
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Legyen példdul z € R? egy ilyen jészdgkosar. Ha z = (3, 2), akkor
hérom egység egyszerii és két egység Osszetett joszdgrol beszéliink.

A gazdasigi szerepléket két csoportba osztjuk: fogyasztokra és ter-
meldkre. Ez a felosztds tisztan funkcionilis, és nem biztos, hogy disz-
junkt (egy természetes személy egyarant lehet fogyaszté és termeld). Az
egyes csoportokba tartozé szereplék széma véges. A fogyasztokat i-vel
indexeljiik, halmazuk jele F, e halmaz szdmossdga I. A termeldket j-vel
indexeljiik, halmazuk jele 7, a halmaz szdmossaga J.

Az i-edik fogyasztét hdrom objektum jellemzi: az X; fogyasztdsi hal-
maz, ennek egy elemét az (x;, m;) vektorral jelsljiik, a 5=; preferenciaren-
dezés, illet6leg az ezt reprezentdldé U; hasznossagi fliggvény, valamint a
j6szégokbol eredetileg rendelkezésére &ll6 készletvektor, amelynek jelolé-
sét a kovetkezd feltevés soran adjuk meg.

Feltessziik, hogy

1.B.1. Feltevés. V i-re, (azazi=1,...,1)
° Xi = RJr X R,

o U;(xi,m;) = ui(x;)+m; , u; € C?, azaz kétszer folytonosan differen-
cidlhato, feliilrol korlatos, Va; > 0 esetén u}(x;) > 0 és ul/(x;) < 0,
valamint u;(0) = 0,

e a készletvektor (0,w;) € ({0} x Ry ) alaku.

1.B.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, mennyire restriktivek ezek a felté-
telek! A hasznossdgi fiiggvényre alkalmazott feltevés — a preferencidk
szigord monotonitdsa és kvazilinearitdsa — egészen specialis viselkedés-
hez vezet, a fogyaszté egyszerii jészag irdnti keresletét nem befolydsolja
a jovedelme, azaz nem lép fel jovedelmi hatds, ugyanakkor e jészdgbdl
akdrmennyit hajlandé fogyasztani, soha nem telitodik.

A termel6ket az Y; termelési halmaz jellemzi. A halmaz egy elemét az
(yj, ;) vektorral jelsljiik, és termelési vektornak hivjuk. A termelésben
pozitiv koordindtdval a kibocsatédst, negativ koordindtaval a felhasznd-
last jeloljiik.

1.B.3. Feltevés. Vj-re, (azazj=1,..,J ) Y; CRy xR_ |

1.B.4. Megjegyzés. Ez is nagyon restriktiv feltevés. Azt jelenti, hogy
az Osszetett joszagot csak felhaszndljdk a termelésben, mig az egyszeril
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joszagot termelik. Ha az dsszetett joszagot mint a tobbi, nem vizsgalt
Jjoszagra koltott pénzt tekintjiik, akkor érthet6, miért is engedhetjiik meg
magunknak ezt a feltevést.

1.B.5. Definicié. Legyen X = (X7 X Xo X ... x X1) ésY = (Y1 x Y x
Lo X YJ). Egy

a = {(.’E]_,’ITLl), ey (vamf)v <y15T1)7 reny (yJarJ)} e X x y

egyiittest allokdciénak hivunk. Egy allokdcié megvalésithatd, ha

I J I I J
DoTEY Y b D miS ) wit ) m
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

1.B.6. Definicié. Egy a° megvaldsithato allokdcio Pareto-hatékony vagy
Pareto-optimalis, ha nem létezik olyan mdsik megvaldsithaté a’ allokdcié
és i’ fogyaszto, hogy

[IA

Ui(zi,m;) 2 Us(xi,mg) Vi-re és
Ui/ (I’;-/, m;/) > U’i/ (xio, , mio,),

1.B.7. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a Pareto-hatékonysdg csak a
fogyasztokhoz kotddik. Azt jelenti, hogy egy Pareto-hatékony alloka-
ciéban csak akkor javithatunk valaki helyzetén, ha legaldbb egy masik
fogyaszté helyzetén rontunk.

1.B.8. Definicié. A hasznossdgok R! terében az

U — (Uy,...,Ur) € RT | 3 egy a megvaldsithato allokécid,
o amire U; < U;(x;,m;) Vi-re

halmazt haszonlehet6ség-halmaznak hivjuk. Ennek ,északkeleti” hatdra
az U° haszonlehet6ség-hatar, ahol

o= [ W Up) €U | AU U €U s,
hogy U} 2 U? Vi-re és U/, > U} '

1.B.9. Megjegyzés. A fentiekbdl ldthatd, hogy a Pareto-hatékony al-
lokdcickhoz tartozé haszonvektorok a haszonlehetoség-hatdr pontjai. A
Pareto-hatékonysdgnak semmi koze nincs egyenléséghez, igazsdgossdg-
hoz, csak valamiféle ,pazarldsmentességet” jelent. Késobb erre visszaté-
riink.
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1.B.2. A gazdasdgi mechanizmus

Legyen most az egyszer{i (magén)jészag egységara p1 > 0 és az Ossze-
tett joszdg egységdra pa > 0. Ez egyben azt is jelenti, hogy mind a két
joszdgnak van piaca. A szerepldk tgy vélik, piaci jelentdségiik nincs, ak-
ciéik a piacon kialakulé drakat nem befolydsoljdk, és ezért nem is tesznek
stratégiai lépéseket annak érdekében, hogy sikeriiljon azokat mdédositani.
A piaci drakat elfogadjik — gy mondjuk, drelfogaddk —, és ezek alap-
jén csak a sajdt tulajdonsdgaikra vonatkozé informécidikat figyelembe
véve dontenek. A termeldk a profitjukat maximalizaljak a termelési, a
fogyasztck pedig hasznukat maximalizéljék a szdmukra elérhetd jészdg-
kosarak halmaza, més széval a koltségvetési halmazuk felett.

1.B.10. Definicié. Vj-re a j-edik termeld profitjat a p drvektor és az
(yj,rj) € Y; termelés esetén a m;(p1, p2, yj,rj) = p1Yy; + por; Osszefiig-
géssel definidljuk. A j-edik termeld 7;(-) : R3, — R profitfiiggvénye
a
m;(p1,p2) = max{p1y; + por; | (y;,75) € Y},

az Y;(+): R, — Ry x R_ déntési szabdlya az

Yj(p1,p2) = argmax{pry; + par; | (y;,7;) € Yj}
képlettel adott.

1.B.11. Feltevés. Legyen «;; 2 0 az i-edik fogyaszté részesedése a j-
edik termel6 profitjabdl Vi, j-re. Legyen tovabba Zle a;; = 1 Vj-re,
azaz a termeldk profijat maradéktalanul felosztjik a fogyasztok kozott.

1.B.12. Definicié. Vi-re az i-edik fogyaszté jovedelme:

J

M;(p1,p2) = pow;i + Z ;i (p1,D2)s
i=1

koltségvetési halmaza:
Bi(p1,p2) = {(wi,m;) € Xi | przi +pami = Mi(p1,p2)},
dontési szabdlya:

Xi(p1,p2) = argmax{U;(x;, m;) | (x;,m;) € B;i(p1,p2)}-
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A fentiekbdl lathatd, hogy ha az arvektort egy pozitiv skaldrral be-
szorozzuk, akkor nem véltozik

e a j-edik termeld tevékenységei profitjanak egymaéshoz viszonyitott
relativ sorrendje (Vj-re),

e az i-edik fogyaszté koltségvetési halmaza (Vi-re).

Eppen ezért az drvektorok normalizalhatSk, azaz az drszinvonal sza-
badon megvilaszthaté. A normalizélast dltaldban két médon végezhet-
jiik el: megvalasztjuk egy joszdg arat, vagy az drak Osszegét hatdrozzuk
meg. Mi most az el6z6 utat kovetjiik.

1.B.13. Feltevés. Legyen az drmérce joszag dra mindig egységnyi, azaz
po = 1. Ekkor mind a profitfiiggvények, mind a dontési szabdlyok csak
py fiiggvényei lesznek.

1.B.14. Megjegyzés. Ebben a pontban a gazdasdgi szereplok viselke-
dését, mds széval a gazdasdgi mechanizmust adtuk meg. Figyelem, e
mechanizmus megaddsa onkényes, nincs biztositék arra, hogy a szerep-
l6knek érdekében dll eszerint cselekedniiik. A késdbbiekben részletesen
foglalkozunk majd ezzel a kérdéskorrel.

1.C. Az egyensily fogalma, létezése és tulaj-
donsagai

A tovdbbiakban a Leon Walras nevéhez kotédod egyensilyfogalommal fo-
gunk foglalkozni, amit tiszteletére walrasi egyensilynak, esetleg verseny-
201 egyensilynak hivunk majd. E fogalom elvdlaszthatatlan az arelfoga-
d6 magatartds feltevésétol, a versenyzoi viselkedés pont az drelfogadédst
jelenti. A szereplok piaci erd hijan egymadssal versenyeznek a megsze-
rezhetd elényokért. A verseny itt azt jelenti, hogy senkinek sincs médja
az esetleges piaci er6folényét kihasznélni, mert ilyen a modellben nem is
létezik.

1.C.1. Definicié. Egy a*allokdcié és egy p* = pi dr alkotta (a*,p*)
rendezett pdr a gazdasdg egyensiilyi dllapota, ha teljesiilnek a kovetke-

z0k.

(i) Profitmaximalizalds: Vj-re (v},75) € Y;(p*);
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(ii) Haszonmaximalizdlds: Vi-re (xf, m}) € X;(p*);

(iii) Piactisztitds:
I J I J I
* * z * *
doai=d Y e Y mi=) rit)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

1.C.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a *-gal jelolt allokdciéban min-
denki csak a sajat onérdekét koveti, semmi mdsra nincs tekintettel. A
kordabbiakban °-val jelolt Pareto-hatékony allokdciéban pedig senki sem
csindl semmit, az nem az egyéni viselkedésre vonatkozé kategdria.

1.C.3. Tétel (Walras-torvény). Ha egy tetszbleges p > 0 dr mellett
minden szereplo optimélisan cselekszik és az igy kapott a allokdciéban
az egyszerfl joszag piaca kitisztul, akkor kitisztul az drmércejoszag piaca
is.

B1zoNviTAS. A bizonyitds két 1épésbdl &ll. Eldszor azt kell beldtnunk,
hogy minden fogyaszté teljesen elkolti a jovedelmét. Ez a fogyasztok
preferencidira tett feltevésekbol trividlisan kovetkezik. Masodik lépésben
irjuk fel a fogyasztok koltségvetési korlatjat oly médon, hogy dsszeadjuk
ezeket. Ekkor dtrendezés utdan kapjuk, hogy

I J I J I
pQY_mi = yi) = wit D =Y mi
i=1 j=1 =1 7j=1 i=1

mivel Zle o = 1 minden j-re, és a szummdk dtrendezheték. Az egyen-

16ség bal oldala zérus, igy a jobb is az. O
Kicsit tovabb finomitjuk a modell feltételeit.

1.C.4. Feltevés. Vj-re Y; = {(y;,7;) | y; 2 0,—r; = ¢;(y;)}, ahol

¢;(y;) az y; kibocsdtdshoz minimdlisan sziikséges drmércejészag meny-

nyisége. (A mdr ismert értelmezés mellett ez a koltségfiiggvény.) Tegyiik

fel tovabbd, hogy c;(-) € C* és Yy; = 0 esetén ¢j(y;) > 0, ¢ (y;) > 0.

Vezessiik be a Zle Wi =w, a Zle T =X €S a ijl y; =y jelolé-
seket! Lathato, hogy egy véges w érték a fogyasztok hasznossagi fiige-
vényét feliilrdl korldtossd teszi. Ebbol kovetkezden remélhetd, hogy a
maximumfeladatoknak lesz megoldédsuk és a gazdasdgnak lesz versenyzoi
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egyensilya. Elészor ennek az egyenstlyi dllapotnak a létezéséhez sziik-
séges feltételeket vizsgaljuk, majd egy potlolagos, regularitdsi feltétel
teljesiilése esetén beldtjuk az egyensily létezését.

Legyen p* adott. Ekkor minden termeldre a termelési halmazra és
a koltségfiiggvényekre vonatkozo feltevésbdl kovetkezik: annak sziiksé-
ges és elégséges feltétele, hogy y7 a j-edik termeld profitmaximalizdldsi
feladatdnak megoldésa legyen, az az, hogy kielégitse az alabbi feltételt:

Vj-re  p* < c(yj) és = teljesiil, ha y; > 0. (1.C-1)

Ugyancsak a feltevéseink miatt a fogyaszték haszonmaximalizéldsi
feladata dtirhatd, hiszen koltségvetési korlatjuk egyenldségre teljesiil:

J
max{u;(z;) — p*z; + [w; + Z i (p*)]}

amibdél annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy x; optimélis megol-
désa legyen ennek a feladatnak, a kovetkezo:

Vi-re  wui(z}) < p* és = teljesiil, ha x} > 0. (1.C-2)

Ezekhez kapcsolédik a piactisztité feltétel:

I J
doar=Y "yl (1.C-3)
i=1 j=1

1.C.5. Megjegyzés. Vegyiik észre: ez I + J + 1 vdltozé és ugyanennyi
feltétel. Az eredeti I + J + 2 viltozobdl egynek az értékét rogzitettiik,
egy feltételtol pedig a Walras-torvény szabaditott meg minket. Azt is
vegyiik észre, hogy egyik feltételben sem szerepelnek a készletek és a
részesedések, azaz az egyensiilyi allokdcié és dr nem fiigg az elosztdsi
viszonyoktdl. Ez a preferencidk kvézilinearitdsdanak kovetkezménye.

1.C.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy Vj-re c;(y;) — 00, ha y; — oo és
max u;(0) > min ¢ (0). (1.C4)
i J

J

Ekkor a gazdasdgban létezik pontosan egy versenyzoi egyensiilyi dllapot,
ebben az aggregalt fogyasztds és termelés pozitiv.
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BizoNyiTAS. Mivel feltevéseink szerint minden i-re u; korldtos, szigo-
rian konkdv, ezért uj(x;) szigorian monoton cstkken, a (0,u}(0)] félig
zart intervallumon minden értéket felvesz, igy invertilhaté. Definidl-
juk az i-edik fogyaszté walrasi keresleti fiigguényét, az x;(p) figgvényt a
kovetkezd mdédon:

o 0, ha — p > uj(0);
i(p) = { (u))~M(p), ha 0<p<ui(0).

Ez a fiiggvény nyilvan nem novekvd, folytonos fiiggvény minden pozi-
tiv p-re és szigorian monoton cstkken minden p < u}(0) esetén. Vegyiik
észre azt is, hogy az igy nyert fiiggvényérték minden pozitiv p-re kielégiti
a 1.C-2 feltételt.

Legyen z(p) = Zle z;(p) minden p-re, ezt a fliggvényt a gazdasig
aggregdlt keresleti gorbéjének hivjuk. Ez nyilvian minden pozitiv p-re
folytonos és nem novekvd, valamint minden p < max; u}(0) esetén szi-
gortian monoton csokken és értéke pozitiv. A p = max; u}(0) értékekre
z(p) = 0.

Hasonlé médon szérmaztatjuk a gazdasig aggregalt kindlati fiiggve-
nyét. Feltevéseink szerint minden j-re a c;() szigorian monoton no és a
[c}(0),00) intervallumon felvesz minden értéket. Invertdlhato tehdt, és
igy a j-edik termeld y;(p) kindlati fiiggvényét definidlhatjuk a kiovetkez6
modon:

o 0, ha p < c;(0);
y;(p) —{ (C;,)_l(p)’ ha p2 CQ(O)-

Ez a fiiggvény nyilvan nem csckkend, folytonos fiiggvény minden pozitiv
p-re és szigordan monoton né minden p > c}(0) esetén. Vegyiik észre
azt is, hogy az igy nyert fiiggvényérték minden pozitiv p-re kielégiti a
(1.C-1) feltetelt.

Legyen y(p) = ijl yj(p) minden p-re, ezt a fliggvényt a gazdasig
aggregdlt kindlati fiigguényének hivjuk. Ez nyilvdn minden pozitiv p-re
folytonos és nem csokkend, valamint minden p > min; ¢} (0) esetén szigo-
rian monoton nd és értéke pozitiv. A p = min; ¢}(0) értékekre y(p) = 0.

A tétel (1.C4) feltételét figyelembe véve és felhaszndlva az x(p) és
az y(p) fiiggvények folytonossdgi, monotonitési tulajdonsagait, létezik a
(min; c;(0), max; u}(0)) intervallumbeli olyan egyértelmfi p* érték, ami-
re x(p*) > 0 és z(p*) = y(p*). Ehhez a p* értékhez minden i-re és j-re
egyértelmiien hozzdrendelheték az x;(p*), illetve y;(p*) nagysdgok. Az
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y;(p*) termeléshez tartozé r;(p*) Osszetettjoszdg-felhaszndlds is egyér-
telmii a profitmaximalizaldsi szabdly és a ¢;(y;(p*)) érték adott volta
miatt. A profitok egyértelmiisége rogziti az i-edik fogyaszté koltségve-
tési korldtjat meghatarozo jovedelmet, igy az u;(x;(p*)) rogzitett értek
miatt az m;(p*) nagysdgok is egyértelmiien adottak. O

1.C.7. Megjegyzés. A fenti dllitdsban az egyensiily egyértelmiisége egy-
részt a preferencidk kvdzilinearitdsanak, mdsrészt a koltségfiiggvény szi-
gort konvexitdsdnak a kovetkezménye. Ha a preferencidk nem kvédzili-
nedrisak, akkor a fellép6 jovedelmi hatds elronthatja az egyéni keresleti
fiiggvények és igy az aggregalt keresleti fiiggvény monotonitdsat (Giffen-
joszdgok esete). Ha a koltségfiiggvényekrdl csak a konvexitdst tételezziik
fel, példdul az dllandé mérethozadék létét, akkor az egyéni kindlati leké-
pezés nem fiiggvény, hanem pont—halmaz leképezés lesz. Ez az egyensiilyi
dr és igy az aggregdlt kindlat unicitdsdt nem rontja el, csak ez utébbinak
az egyéni kindlatokra torténd egyértelmii szétosztdsdt teszi lehetetlenné.

A jol viselkedd aggregdlt kinalati és keresleti fiiggvényeknek 1j ér-
telmezést adhatunk az inverziik révén. A C'(-) = y~1(y) inverz kin4lati
fiiggvény azt az drat adja, ami mellett az aggregalt kinalat éppen §. Més-
képpen, y () nem méds, mint a tdrsadalmi hatdrkéltségfiigguény, hiszen
ap =y () ar mellett barmelyik termeld termel is, a minden j-re érvé-
nyes p = c;(7;) Osszefiiggés miatt az esetleges pétldlagos kis jészdgegység
eldallitasi koltsége ugyanaz: y~1(y) = C'(y). A P(-) = 27 1(Z) inverz ke-
resleti fiiggvény az T mennyiséghez szolgiltatja azt az drat, amely mellett
az aggregdlt kereslet értéke éppen . E mellett az ar mellett mindegyik
fogyaszt6 pontosan annyit fogyaszt az egyszer(i (magdn)jészagbdl, hogy
fogyasztdsuk hatdrhozama (hatdrhaszna) éppen P(Z) = 27 (z). E sze-
rint e P(Z) fliggvény a termék tdrsadalmi hatdrhozamdt adja.

1.C.8. Sejtés. A versenyzoi egyenstilyi dllapot tdrsadalmilag optimalis,
mivel az egyszerii (magan)joszdg tarsadalmi hatdrhozama megegyezik a
hatdrkoltségével.

Ezt a sejtést igazoljuk a kovetkezd szakaszban.

1.D. A joléti gazdasagtan alapveto tételei

A versenyzbi egyensilyi és a Pareto-hatékony allokdciok kozotti szoros
kapcsolatot most csak ebben az egypiacos modellben mutatjuk be. A té-
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telek dllitdsa sokkal dltalanosabb feltételek mellett is igaz. Mi azonban
most messzemenden kihasznaljuk az eddigi egyszeriisité feltevéseinket,
kiilsnosképpen a preferencidk kvazilinearitasédt. Elsd dllitdasunk a gazda-
sdg haszonlehetdség-hatdrdval kapcsolatos.

1.D.1. Allitas. Az 1.B.1., 1.B.13. és 1.C.4. Feltevésekben adott felté-
telek mellett a gazdasdg haszonlehet6ség-hatdra egy affin feliilet.

B1zoNYITAS. Legyen Z; és y; adott minden é-re és j-re! Tartozza-
nak ezek egy megvalésithaté a allokdcidhoz! Ekkor ebben az alloké-
ciéban az drmércejészag szabadon maradd, szétoszthaté mennyisége a
w— 25:1 ¢;(g;) képlettel adott. Ebbél az allokdciébdl elérhetd haszon-
vektorok halmaza:

u(i'l,...,.f],g17...7gJ):
(Ul,...,UI)ERI| }
— ’ L b1
LS e n et e 0P

hiszen az drmércejészigot korlatlanul osztogathatjuk a fogyasztok ko-
z6tt, ez nem befolydsolja az egyszerli j6szdgbdl nyert hasznossdgukat.
Ennek a halmaznak a hatékony hatara egy hipersik, aminek az tsszeg-
z6 vektor a normélisa. Ez a gondolatmenet tetszoleges megvalésithaté
allokécidra igaz, amibdl az kovetkezik, hogy a termeldi és fogyasztéi te-
vékenységeket barhogy valasztjuk is, ha ezek megvaldsithaté allokdciok
részei maradnak, akkor csak ezt a hipersfkot tologatjuk parhuzamosan.O

Miutén egy Pareto-hatékony allokdcié sem eredményezhet a haszon-
lehetéség-halmaz belsejében levd haszonvektort, egy a® Pareto-hatékony
allokdciéhoz csak olyan xzf,7 = 1,...,I fogyasztasi és yj,J = 1,..., J ter-
melési vektorok tartozhatnak, amelyek a lehet6 legmesszebbre toljak ki
a fenti hatart. Ebbdl kovetkezden ahhoz, hogy a Pareto-optimalis al-
lokaciékhoz tartozé tevékenységvektorokat meghatdrozhassuk, elegendd,
ha megoldjuk a kovetkezo feltételes szélsdérték-szamitdsi feladatot:

1

( max)>0 ZuL(x,) +w— ch(yj) (1.D-2)
T1,..,T1 )= .7 .7

(Y1,--,y7)20 =t =t

I J
Zl‘i - Z Y; = 0.
i=1 j=1
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Az eléz6 allitasban is felsorolt feltételek biztositjdik, hogy e feladathoz
tartozé elsérendii feltételek teljesiilése nemcsak sziikséges, hanem elég-
séges is az optimalitdshoz. Ha A a feltételhez rendelt dualvéltozé, akkor
ezek a feltételek a kovetkezok:

Vj-re A
Vi-re A

c;(v3) és = teljesiil, ha y§ > 0;

/
wl(z3) és = teljesiil, ha z7 > 0;
I J
SR
i=1 j=1

Ezek igen csak ismerds feltételek, nem mésok, mint a versenyzdi egyen-
stlyra vonatkozé (1.C-1)—(1.C-3) egyenlétlenségek, ha a A véltoz6t he-
lyettesitjiik be p* helyébe. Ebbdl az észrevételbdl azonnal adédik az

IV 1IN

1.D.2. Tétel (Az elso joléti tétel). Ha (a*,p*) versenyzdi egyensi-
lyi dllapot, akkor egyben Pareto-optimadlis is.

BizoNyiTAs. Lattuk, a versenyzoi egyensilyi allokdciéban az egyes fo-
gyasztoi és termeldi tevékenységek egyértelmiien meghatdrozottak, és ki-
elegitik a (1.C-1)—(1.C-3) egyenldtlenségeket, igy a Pareto-optimalitdsi
feltételeket is, ha a A valtozo értékét p*-nak valasztjuk. O

Miutén a versenyzdi egyensiilyi allokdcidkban, mint azt az elébb em-
litettiik, az egyes gazdasdgi szereploknek az egyszerii j6szdgra vonatkozd
tevékenységei egyértelmiiek, azonnal adédik az

1.D.3. K6vetkezmény. A gazdasdg Pareto-hatékony allokdcidi csak az
drméreejoszdg szétosztdsaban kiilonboznek egymdstol.

Bi1zoNYiTAS. Ez az elso joléti tétel kimondédsat kozvetlentil megelézd
gondolatmenetbdl és a haszonlehet6ség-hatédrrél elmondottakbdl azonnal
kovetkezik. O

1.D.4. Megjegyzés. Az (1.D-2) feladatban szereplé maximalizdlandé
kifejezés (Zle w;(z;) — ijl ¢; (yj)) része az ugynevezett marshalli
tdrsadalmi (fogyasztoi plusz termeldi) tobblet. Az w véltozoé adott értéke
miatt ez azt jelenti, hogy az 1.C.8. Sejtés ebben a modellben igaz. Egy, a
piacon elcserélt terméktomeghez tartozé tarsadalmi tébblet ugyanis nyil-
vanvaléan nem mds, mint az adott terméktomeghez tartozo, az aggregdlt
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keresleti és kindlati gorbe dltal bezdrt teriilet, ami abban a pontban ma-
ximalis (optimalis), ahol e két gorbe éppen metszi egymdst. A tdrsadal-
mi tébblet maximalizdldsa pedig a fentiek alapjdn a Pareto-optimalitdst
vonja maga utdn. Nem szabad azonban elfeledkezniink arrél, hogy az
e megjegyzésben elmondottak igazsdga a preferencidk kvdzilinearitdsdn
muilik.

1.D.5. Megjegyzés. Az elsd joléti tétel a kozgazdasdgtan egyik leg-
fontosabb dllitdsa, az Adam Smith-i ldthatatlan kéz” formalis meg-
fogalmazdsa. Az dltalunk eddig tdrgyalt modellnél jéval dltaldnosabb
koriilmények kozott igaz. Ugyanakkor igencsak tudatdban kell lenniink
azoknak az implicit, a mechanizmusra vonatkozé feltételeknek, amelyek
a tétel érvényességi korét egyértelmiien megadjdk. Ne feledjiik, minden
joszdgnak volt piaca, minden jészdg magédnjoszag volt, azaz az egyéni
akcickba vont mennyisége csak az akciot végzo szereplotol fiiggott, és
minden szereplo drelfogadoként viselkedett. Ha bdarmelyik ezek koziil
nem teljesiil; a joléti tétel sem lesz igaz. Ezekben az esetekben az egyé-
ni, onérdeket koévetd viselkedés nem vezet el a tdrsadalmi optimumbhoz, a
verseny nem tokéletes, a piac nem hatékony. E szitudcickkal egy masik
részben foglalkozunk majd.

Az els6 joléti tétel megnyugtaté médon tisztédzott egy kérdést: a de-
centralizélt viselkedés, az egyéni informdciékon alapuld, onérdeket kove-
t6 egyéni akcidk tdrsadalmilag j6 eredményre vezetnek. Legaldbb ilyen
érdekes a forditott kérdés: vajon egy tdrsadalmilag jé dllapot megval6-
sithaté-e az egyéni akcidk révén? Rébizhatjuk-e magunkat a piacra, ha
tudjuk, mit akarunk elérni? Ezekre a kérdésekre — persze megint csak
ebben a modellben — ad vélaszt a mésodik joléti tétel, az els6 megfordi-
tdsa.

1.D.6. Tétel (A masodik jéléti tétel). Bdrmely (U7, ...,U7) Pareto-
hatékony hasznossdgi vektorhoz taldlhaté olyan, az drmércejészagban
mért (T1,...,Ty) nettd transzfervektor, amire Z{Zl T,=0¢ésa

((07(,«11 + Tl) yeees (0,(4)] + T[))

készletekbol elért versenyzoi egyensiilyi allokdcick révén kialakul6é hasz-
nossdgi szintek pont az (U7, ...,Uy) vektort adjdk.

B1zoNvYITAS. Az (1.C-1)—(1.C-3) egyenletekbdl tudjuk, hogy az egyen-
silyi p* dr, a7, i = 1,...,] fogyasztdsi és y;,j = 1,...,J termelési teve-
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kenységek fiiggetlenek a fogyasztok induld készleteitol. Ebbol az kovet-
kezik, hogy a rendelkezésre 4ll6 Osszkészletet (csak az drmércébdl van!)
akdrhogy osztjuk is szét, ezek nem viltoznak. Miutdn a Pareto-haté-
kony allokécidk csak az drmérce szétosztdsdban kiillosnboznek egymastol
és definiciébdl kovetkezden megvaldsithaték, ezért az (Uy,...,Us) ha-
szonvektor az drmércejészag megfeleld szétosztdsabol elérhetd, hiszen az
egyensulyi allokdciékban az drmércejészagbdl torténd fogyasztas valtozik
csak a transzfer nyomén, mégpedig pont a transzfernek megfeleléen. O

1.D.7. Megjegyzés. Ez a parcidlis elemzéshez haszndlt modelliink el-
fedi a kiilonbséget a két joléti tétel érvényességével kapcsolatban. Itt
mind a kett6 igaz, mig dltaldban az els6 sokkal dltaldinosabb koriilmé-
nyek kozott igaz. A mdsodikhoz kellenek a konvexitdsi feltételek.
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2.A. Bevezetés

Az eléz6 fejezetbeli modell szdmos, dltalunk eddig is emlitett hidnyos-
sdggal bir. Az igen restriktiv feltételek hasznélata mellett az sz6l ellene,
hogy teljesen ad hoc médon szerepel benne az drmércejészdg. Az egy-
szerll j6szag piacdra voltunk kivédncsiak, az ott kialakulé dllapot érdekelt
benniinket, de ezt az allapotot csak ugy tudtuk jellemezni, ha szerepel-
tettiik az drmércejoszagot, amit még tisztességesen nem is definidltunk.
Csak a mindannyiunkban él6 ,pénzképzetre” hivatkoztunk, és igy be-
szélhettiink arrél, hogy az egyszerti joszdg ,drat” és ,koltségét” ebben
fejezziik ki. Ezt, rossz lelkiismerettel ugyan, még azzal is tetéztiik, hogy
— megszabadulni kivinvén az drmércejészdgtol — annak szerepét életide-
gen feltevésekkel (ldsd kvézilinearitds) probaltuk meg minimélisra szo-
ritani. Igy sem jartunk azonban sikerrel. Gondoljuk meg: az egyszerfi
j6szag irdnti kereslet, illetve e j6szag kindlata és igy annak egyensiilyi dra,
mennyisége a joszag drmércejészdgban mért relativ ardtdl fiiggott. Az
drmércejoszagot mint Osszetett joszdgot definidltuk, és drat rogzitettiik.
Ez azt jelenti, hogy mintegy rogzitettiik az 6t alkoté jészdgok arat. Ha
kiemeliink ezek koziil egyet és annak a piacét vizsgaljuk, semmi garancia
nincs arra, hogy ennek egyensiilyi dra pont akkora lesz, mint amennyi-
vel az Osszetett joszag részeként szdmbavettiik. Az alma egyensilyi dra
nyilvén fiigg a korte adott arétdl, ha azonban az alma arét rogzitjitk az
egyensulyi szinten, nem biztos, hogy a korte egyensiilyi dra az eléz6ekben
adottal egyez6 lesz. Ezekbol kovetkezik, hogy célszerii lenne olyan mo-
dellt feldllitani, amelynek alapjdn az Gsszes jészdg piacdra mondhatunk
valamit. Ilyen az elészor Leon Walras éltal megfogalmazott dltaldnos
egyensily modellje. Ezzel kezdiink foglalkozni ebben a fejezetben.

Ha bonyolitjuk a modellt, az életkozelibb és egyben sokkal altald-
nosabb feltételek segitségével az eddig vizsgalt egyszerii jészag piacirdl
legaldbb ugyanannyit tudunk mondani, mint az elézéekben. Nemcsak ez
azonban a bonyolitds haszna, hanem az egész gazdasdgra vonatkozéan
is jobban megmagyardzhatjuk, hogy az elkiiloniilt szereplok dontései mi-
ként hatnak egymadsra. Azt a meglepd — noha évezredek Gta tapasztalt —
tényt is indokolni tudjuk, hogy ezek a doéntések konzisztensek. Tovdbbra
sem foglalkozunk egyelére azzal a kérdéssel, hogy miért éppen az el6z6
fejezetben is posztulalt viselkedési szaballyal latjuk el a gazdasdg szerep-
16it. Késébb természetesen megpréobalunk e feltevéseken is véltoztatni.

E fejezet soran gyakran utalunk majd az eddig elmondottakra. Ennek
ellenére, az elézdek ismerete nélkiil, onmagdban is olvashaté és megért-
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het6 lesz minden. Az esetleges ismétlések pont ezt a célt szolgdljak: ha
valaki nem volt kivdncsi a parcidlis elemzés specidlis modelljére, egybol
ennek dltaldnositdsdval kezdhessen foglalkozni.

2.B. Az egyensiilyelmélet alapmodellje

A gazdasag leirdsakor két fébb struktirdt kell megadnunk: a gazdasdg
naturdlis, természetes szerkezetét, amit gazdasédgi kornyezetnek hivunk,
és az e szerkezeten beliil az egyes objektumok kozti viszonyokat lefrd,
uigynevezett gazdasdgi mechanizmust. A kettd egyiitt adja a gazdasé-
got. A gazdasagok csalddjdt a tovabbiakban £-vel, egy ebbe a csalddba
tartoz6 gazdasidgot pedig az e € £ szimbdlummal jelsljiik.

2.B.1. A gazdasagi kornyezet

Modelliink alapvetd fogalma a jdszdg. Joszdg az asztal, a szék, a szin-
hézjegy, a hajnyirds, a munkaerd stb., azaz minden olyan dolog, amit a
késébb definidlandé gazdasagi szereplok esetleg létrehoznak, cserélnek,
felhasznalnak, fogyasztanak. A jészdagokat egyméstol fizikai tulajdon-
sdgaik alapjan kiilonboztetjiikk meg. Az egyes joszdgokat természetes
mértékegységekkel létjuk el, az asztal mértékegysége a darab, a széné,
mondjuk, a tonna, a tejé a liter és igy tovdabb. Feltételezziik azt, hogy
bdrmelyik joszagbdl tetszOleges kis mennyiség is értelmezhetd, azaz a jo-
szdgok rendelkeznek majd a folytonos oszthatdsdg tulajdonsdgdval, va-
lamint azt, hogy tetszodleges jészdgmennyiséget meg tudunk mérni. Egy
jOszag egységeit egymastol megkiilonboztetni természetesen nem tudjuk,
azaz a j6szagok homogének. Feltessziik, hogy a gazdasdgban véges sok
j6szég van, és rendelkezésiinkre 4ll ezek listdja és igy egyértelmii sorrend-
jiik. E sorrend szerint indexeljiik a jészdgokat, az indexvéltozé n lesz. A
joszagok (véges) szama N.

A kovetkezb fogalom a joszdgkosdar. A joszégkosar egy olyan N ele-
mii lista, amely megmondja nekiink, hogy az egyes jészdgokbdl mekkora
mennyiségrél ,van sz6”. A jészdgkosdrnak mint listdnak az elemei va-
16s szamok, eldjeliik pozitiv, ha a jészag (fogyasztasra) rendelkezésre 4ll,
negativ, ha a jészdgot a fogyasztasbdl kivonjuk. Egy jészagkosarat ezek
szerint megfeleltethetiink az N dimenzids euklideszi tér egy pontjanak,
és emiatt ezt az R™V-nel jelolt teret joszdgtérnek hiviuk. Ezt a jészdgteret
tekintjiik a tovdbbiakban tdrgyaldsunk keretének.
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A gazdasagi szerepldket, akarcsak az el6z6 fejezetben, két csoportra
osztjuk: fogyasztokra és termeldkre. Ez a felosztds, mint azt mar em-
litettiik, tisztdn funkciondlis, és nem biztos, hogy diszjunkt. Ugyanaz
a szerepld lehet fogyaszto is, termeld is. A fogyaszté a javakat végsd
soron szolgéltatja a gazdasdg szdmédra, vagy kivonja azokat a gazdasag-
bdl, a termeld pedig a joszdgokat dtalakitja mas joszdgokra. Példdul egy
fogyaszté munkdjit beadja a gazdasdgba, dolgozik, és kenyeret von ki
a gazdasdgbdl, amikor azt megeszi. Egy termeld, a pék, munkabdl (és
mé&sbdl) kenyeret 4llit eld, més széval a javak transzformécijat végzi.
E két csoporthoz tartozé szereplok széama véges. A fogyasztokat i-vel
indexeljiik, halmazuk jele F, e halmaz szdmossdga I. A termeldket j-vel
indexeljiik, halmazuk jele 7, a halmaz szdmossédga J.

Az i-edik fogyasztét harom objektum jellemzi:

e Az X; C RN fogyasztasi halmaz, amelynek elemei az x;-vel jelolt
fogyasztasi vektorok. A fogyasztési vektor n-edik komponense nyil-
véan pozitiv, ha fogyaszté azt a jészagot végsd soron (netté modon)
fogyasztja, negativ, ha szolgaltatja.

o A fogyasztdsi halmazon értelmezett »=; teljes, reflexiv és tranzitiv

bindris reldcié, azaz preferenciarendezés!'?.

e A fogyaszté szamdra a javakbdl eredetileg rendelkezésre 4ll6 w; €
RY készletvektor.

A j-edik termel6t csak az

o Y€ RY termelési halmaz jellemzi, amelynek elemei az y;-vel jelolt
termelési vektorok. A termelési vektor n-edik komponense pozitiv,
ha a termeld azt a jészdgot végsd soron (netté mdédon) termeli,
negativ, ha a termelésben felhaszndlja.

A tovabbiakban, hacsak kiilon nem jelezziik, az ilyen kornyezettel
biré gazdasdgokkal foglalkozunk, és ezek csaladjat jeloljiik E-vell Egy
ilyen gazdasdgi kornyezet megadhaté az

I 1 1 J
en = { N LIAX L Dmd oy Aot 51 )

listdval. Ha ezt kiegészitjiik a gazdasdgi mechanizmust jellemzo6 e™ lis-
téval, akkor kapjuk az e = (ex, e™) gazdasdgot.

14Ebbél a gyenge reldciébél az ismert médon szarmaztathaté a >;erds, illetve a ~;
kozombosségi reldcié.
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2.B.2. A gazdasagi mechanizmus

Ebben a pontban a gazdaségi szereplok feltételezett, posztulalt viselkedé-
sét adjuk meg. Ez az ismertetend6 viselkedés, amit dltaldban versenyzoi
magatartdsnak hivunk, az dltaldnos egyensilyelmélet legjellegzetesebb
vonasa.

Feltessziik, hogy a gazdasédgi szereplok egyméstol elkiiloniilten hozzak
meg a dontéseiket, kommunikdcié és kooperacié egyeldre nincs a gazda-
sdgban. A csak sajat magukra vonatkozé informacickon kiviil a szerep-
16k csak egy dolgot ismernek, de ezzel mindannyian tisztdban vannak.
E kozos informécié az drvektor, egy p € RY vektor, amelynek n-edik
koordinatdja a megfeleld joszdg piaci egységdrdt mutatja.

Az drvektor létezése a kovetkezOket jelenti. Minden joszdagnak van
piaca, azaz a joszdgokat a szereplok egymas kozott elcserélhetik, de csak
igen specidlis médon. Egyelore nem megengedett a kozvetlen csere, csak
az arak altal kozvetitett. Az drakat minden szereplé adottnak tételezi
fel. Mindannyian gy vélik, piaci jelentségiik nincs, nem all médjukban
az adott draktol eltérni, és gy stratégiai lépéseket sem tesznek annak
érdekében, hogy ezeket az drakat megvaltoztassdk. Pontosan ez a leg-
fontosabb feltevésiink:

2.B.1. Feltevés (Walras). A gazdasagi szereplok arelfogadok.

Mint azt az el6z6 fejezetben is lattuk — tobbek kozott az drelfoga-
dds eredményképpen — a termelSk és a fogyasztok nem az drak abszolit
nagysagat, hanem azok egymadshoz viszonyitott relativ mértékét tekintik
fontosnak. Eppen ezért megtehetjiik, hogy az drakat normaljuk, azaz az
arszinvonalat megkotjiikk. Az elézbekben az drmércejészag drat valasz-
tottuk egységnyinek, most ezt az utat nem kovethetjiik, hiszen nincs
ilyen kitiintetett joszdgunk. Ezért feltessziik, hogy a javak drainak 6sz-

szege rogzitett, ezzel szabjuk meg az drszinvonalat.

2.B.2. Feltevés. p € PN = {p € RN ’p >0, pa=1 }, azaz az
drvektor az arszimplex eleme.
A termel6k, ismerve az arakat, olyan termelési vektort valasztanak a

szédmukra adott termelési halmazbdl, amely szdmukra a maxim4lis pro-
fitot adja.!®

15Nemsokdra latni fogjuk, mi értelme van a profitmaximalizaldsnak.
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2.B.3. Definicié. Vj-re a j-edik termel6 profitjit a p drvektor és az
y; € Yj termelés esetén a mj(p,y;) = py; képlettel definidljuk. A j-edik
termel6 7;(-) : PN — R profitfiiggvénye a

7;(p) = max{py; ly; € Y} },
az Y;(+) : PN =Y, dontési szabdlya az
Yj(p) = argmax {py; [y; € ¥; }
osszefiiggéssel adott.

2.B.4. Megjegyzés. Vegyiik észre a termel6 dontési szabdlydndl hasz-
ndlt = szimbdlumot. Ezzel is jelezni kivdnjuk, hogy ez a dontési sza-
bdly pont—halmaz leképezés, egy drvektorhoz a termelési halmaz egy
nemiires részhalmazat rendeli. A termeld dontése ugyanis nem feltét-
leniil egyértelmii. Szdamtalan tevékenység hozhat ugyanakkora profitot,
ekkor a termelének mindegy, melyiket vdlasztja koziiliik. Ennek az eset-
nek a legfontosabb ismert példdja az dllandé mérethozadék Iléte, amely
mellett, mint tudjuk, minden tevékenység profitja zérus.

A termel6k, akik csak a javak transzformacidjaval foglalkoznak, az
dltaldnos egyensulyelmélet felfogdsa szerint nem strukturalt szereplok.
A termel6ének nincsenek belsé dontéshozatali szintjei, eltérd érdekeltségii
Osszetevii, teljesen homogén entitds, aminek egyetlen célja a profit maxi-
malizdlasa. Pont azért, mert e profitot, ami a javak transzforméciéjabol
szarmazik, a termel6egység tulajdonosai hasznéljak fel. E tulajdonosok
pedig nem termel6k, nem a javakat transzformaljék, ezért definicié sze-
rint fogyasztok. Az i-edik fogyaszté a j-edik termeld profitjanak a;; = 0,
Zle a;; < 1 hényadat tudhatja magéénak. Ezek az a;; értékek a modell
részesedési egyiitthatoi. A fogyaszté jovedelme készleteinek és részesedé-
seinek értékébol adodik, ezt a jovedelmet forditja a fogyasztdsi javak
megvasarlasdra. Azok a joszdgkosarak, amelyeket jovedelmébdl megfi-
zetni képes, alkotjak az ugynevezett koltséguetési halmazdt. E halmaz
elemei koziil vdlasztja ki végiil azokat a joszdgkosarakat, amelyeket az
altala megfizethetok koziil a legjobbnak tekint.

2.B.5. Definicié. Az i-edik fogyaszté M;(-) : PN — R jévedelme:

J
Mi(p) = pwi + Y aiyym;(p),

Jj=1
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B;(+) : PN = X, koltségvetési halmaza:
Bi(p) = {wi € X |pzi = Mi(p) },
végiil X;(-) : PN = B;(p) dontési szabdlya:
Xi(p) = {2 € Bi(p) |2 =i i, V2 € Bi(p) }.

2.B.6. Megjegyzés. Fontos, hogy mindig szem el6tt tartsuk, mind a
jovedelem, mind a kéltségvetési halmaz az drvektortdl fiigg. Vegyiik
észre azt is, hogy a fogyaszték dontési szabdlya bonyolultabb, mint a
termeltké! Eppen emiatt az egyensilyelmélet igazi lényege a csere el-
mélete, erre kés6bb egy specidlis eset vizsgdlata sordn még visszatériink.
Ugyancsak vegyiik észre, hogy a koltségvetési halmaz és a dontési szabdly
egyarant pont—halmaz leképezés!

Az e™ gazdasdgi mechanizmus elemei tehdt az drak, a részesedési
egyiitthatok, valamint az drelfogaddsi posztuldtum és az ezen alapuld
dontési szabalyok. Az ilyen mechanizmusokat walrasi vagy versenyzoi
mechanizmusoknak nevezziik. A tovédbbiakban csak ilyenekkel foglalko-
zunk mindaddig, amig e feltétel felolddsat kiilon nem jelezziik.

2.B.3. A versenyzéi gazdasag

Mint azt mar emlitettiik, a gazdasig a gazdasagi kornyezet és a gazdasédgi
mechanizmus egytittese. Miutdn mi csak az adott szerkezeti kornyezet-
tel bird, versenyz6i mechanizmussal elldtott gazdasdgokkal foglalkozunk,
egyszerusithetiink kicsit jeloléseinken. Ha figyelmesen elolvastuk az el6z6
pontot, ldthatjuk, hogy az egymdstdl eltérd versenyzdi mechanizmusok
csak a részesedési egyiitthatékban kiilonboznek, ezért elegendd, ha a gaz-
dasdgot definidlé listdban az €™ mechanizmusra utalé rész csak ezeket
tartalmazza. Az dltalunk vizsgdlandé gazdasdgok csalddjat az £ szim-
bélummal jeloljiik, ahol a felsd index Walras nevére, ezéltal a versenyzoi
magatartdasra utal.

2.B.7. Definicié. Egy e € £Y gazdasdgon a kovetkez6t értjiik:
I I I J i=1,...,J
€= {N, I J, {Xi}z‘:l ) {%‘}izl ) {Wi}i:1 ) {Yj}j:1 7{0%’]'}?:1,...,1 } :

A tovdbbiakban azt a jelolési konvenciét kovetjiik, hogy a gazdasagokra
vonatkozéan a gazdasdgi kornyezetre alsé, mig a mechanizmusra fels6
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index utal.'® Kivételt képez ez aldl a szabdly alél néhdny eset, amikor
a mechanizmus vagy a kornyezet egyértelmiien meghatdrozza a pdrjét.
Annak érdekében, hogy a tilsdgosan zsiifolt jeloléseket elkeriiljiik, csak
azokat az indexeket tessziik ki, amelyek elegendbek ahhoz, hogy biztosak
legyiink abban, milyen gazdasdgrdl van sz6. Természetesen, ha ez zavart
okozna, akkor minden jelet kitesziink. Ez esetben azonban tébb tagbdl
4ll6 indexeket kell majd alkalmaznunk.

2.C. A versenyzoi egyensuly és a tulkereslet fo-
galma

Ebben az alfejezetben tovdabbi, nagyon fontos fogalmakat vezetiink be.
El6szor a targyalds természetes menetét folytatjuk, majd az elmondot-
takat egy kicsit atfogalmazzuk a késébbi felhaszndlds egyszertiisitése ér-
dekében.

2.C.1. Allokacié és egyensiilyi allapot
2.C.1. Definicié. Legyen egy e € £ gazdasdgban
X=(X1xXox...xXy) ésY=(Y1 xYyx...xYy),

valamint

X xY=A.

Egy a = {z1,22,...,21,y1,¥2,-..,45} € A egyiittest allokdciénak vagy
tevékenységegyiittesnek hivunk. Egy allokdcié megvalésithaté, ha

azaz egy joszagbdl sem keresnek tobbet, mint a rendelkezésre dll16 meny-
nyiség. A megvaldsithaté allokdcick halmazdt az A, szimbdlummal
Jjeloljiik.

16 Fe] kell hivnunk a figyelmet arra, hogy amennyiben nem egy e gazdasdgrél van sz,
hanem csak ahhoz tartozé bizonyos objektumokrél, példdul fogyasztdsi halmazokrol,
akkor ez a konvencié nem érvényes.
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2.C.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy egy allokdcié megvaldsithato-
sdga nem fiigg a készletek elosztdsatol, csak a gazdasdgban rendelkezésre
4llé osszkészlettol! Ennek késobb nagy jelentésége lesz.

A tovdbbiakban a versenyzoi egyenstily fogalmédval foglalkozunk. E
fogalom mér nyilvanvalé médon kotédik a mechanizmushoz, elvalasztha-
tatlan az drelfogadds posztulatuméatol. A versenyzoi sz6 pont azt jelenti,
hogy piaci er6 hijan a szereplok egymadssal azonos helyzetben versenyez-
nek a piacon megszerezheto eldonyokért.

2.C.3. Definicié. Az (a,p) € A x PN egyiittest az e € £ gazdasdg
egy allapotdnak hivjuk.

2.C.4. Definicié. Az (a*,p*) dllapot az e € EY gazdasdg versenyzoi
egyensilyi dllapota, ha

(i) Profitmaximalizalds: j = 1,...,J-re y; € Y;(p");
(ii) Haszonmaximalizdlds: i =1,..., I-re x} € X;(p*);

(iii) Naturélis egyensily: a* € Ay, azaz Zle xf £ Z;’Zl y}‘—i—ZLl wWss

7 =
(iv) Szigoru értékegyensily: p*(ZLl xf— Z}I:1 yi — Z{Zl wi) =0.

2.C.5. Megjegyzés. Nagyon fontos, hogy alaposan megértsiik e defi-
niciét. Elbszor is vegyiik észre, hogy az egyensiilyban is igaz, hogy min-
den szerepl6 csak sajdt énérdekét koveti, semmi médsra nincs tekintettel.
Mégis olyan &llapot jon létre, amelybol egyikiiknek sem &ll érdekében
egyoldalian kimozdulni. Madsodszor: a gazdasdg egésze, azaz minden
piac egyensilyban van. A kereslet egy joszdgbdl sem haladja meg a
kindlatot, azaz az dllapot fizikailag megvaldsithaté és az esetleges tiilki-
nalat piaci értéke zérus. A gazdasdg egészében sincs az allapotbdl valé
kimozduldsra irdnyulé er6. Tokéletes a pdrhuzam a mechanika egyen-
silyfogalmadval. Végiil azt is jegyezziik meg, hogy szemben az allokdcié
fogalmdval, az egyensiily dllapotra vonatkozik, azaz része az drrendszer.

2.C.2. Tilkereslet és egyensiily

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Ha a gazdasdgi szereplokre vonako-
z6 valtozokat a szereplokre nézve dsszegezziik, akkor a kapott 1j aggregdlt
valtozot ugyanazzal a szimbélummal, de index nélkiil jeloljiik.
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2.C.6. Definicié. Egy a allokdciéhoz tartozo

(1'1;1'25'"axlaylayQa"'ayJ)

tevékenységekbol nyert

x:in és yzZyj

vektorokat rendre aggregalt fogyasztési, illetve aggregalt termelési vek-
tornak hivjuk. Hasonl6képpen az

I
w = E Wi
i=1

vektort a gazdasdg Osszkészletvektoranak mondjuk. Ugyanigy jarunk el
az aggregalt fogyasztdsi, illetve aggregdlt termelési halmazok esetében

1S:
X=)X; é Y=Y,

valamint az is nyilvdnvalé, hogy = € X, illetvey € Y. Egy p € PN 4r-
vektorhoz rendelt aggregélt keresleti és aggregalt termeldkindlati, végiil
aggregalt kindlati halmazokat rendre a kévetkezd pont—halmaz leképezé-
sekkel definidljuk:

I
X() : PV=X, X(p)=ZXi(p);
J
Y() + PY=Y, Y(p) =) Y;p);

Y() : PN=RY, Y@ =Y +w.

A képhalmazok elemeit pedig az x(p), y(p), 9(p) szimbdlumokkal jelsl-
Jjiik.

A késtbbiekben hasznos lesz, ha bevezetjiik az igynevezett tilkeres-
let fogalmaét.
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2.C.7. Definicié. Egy a allokdciéhoz tartozo tevékenységekbdl a

I J I
Z:E Jii—g yj—é Wi = —Yy—w
i=1 j=1 i=1

szabdllyal nyert z € RN vektort az allokdciébdl szarmaztatott tiilkeres-
letvektornak hivjuk. Egy p € PN drvektorhoz rendelt

z(p) = x(p) —y(p) —w
tiilkeresletvektor nyilvdn a
Z(): PY=RY, Zp)=X(p)-Y(p) -w
tulkereslet-leképezés dltal meghatdrozott tulkereslethalmaz eleme. En-
nek a z(p) vektornak az m-edik koordindtdja pozitiv, ha a joszdg irdnt

megnyilvanul6 kereslet (fogyasztdsi igény) meghaladja a jészagbol kindlt
(rendelkezésre 4ll6) mennyiséget, és negativ, ha annél kisebb.

A tulkereslet fogalmanak segitségével djrafogalmazhatjuk a verseny-
z6i egyensiily definici¢jdt is. Fzt a definiciét is hasznaljuk majd a kés6b-
biekben.

2.C.8. Definicié. Az (a*,p*) dllapot az e € EY gazdasdg versenyzoi
egyensulyi dllapota, ha a hozzd tartozoé tevékenységekre és tiilkeresletre

(i) Profitmaximalizalds: j = 1,...,J-re y; € Y;(p");
(ii) Haszonmaximalizdlds: i =1,..., I-re 7 € X;(p*);
(iii) Naturdlis egyensuly: z*(p*) < 0;
(iv) Szigoru értékegyensily: p*z*(p*) = 0.
2.C.9. Megjegyzés. Eza mddositott definicié elso pillantdsra csak egy-

szertl dtfogalmazdsa az el6z6ekben adottnak. Ez a megldtds csak részben
igaz. Késobb ldtni fogjuk, hogy a tiilkeresletnek éndllé szerepe lehet.
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2.D. Az Arrow—Debreu-modell

Az altaldnos egyensiily eddig targyalt modellje til dltaldnos ahhoz, hogy
bérmit is mondani tudjunk a minket igazén érdekld kérdésekkel kapcso-
latban. Nem tudhatjuk, létezik-e egyiltaldn egyensily a modellben, vagy
hogy van-e egydltaldn valami énmagdért valé érdeme az egyensilynak.
Az ebben a szakaszban bevezetésre keriil6 feltételek azok, amelyek mel-
lett Kenneth Arrow és Gerard Debreu elészor bizonyitottdk korrekt mo-
don az egyensily létezését. Ezeket a feltételeket dltaldnosan hasznéljak
a neoklasszikus mikroskonémidban, annak ellenére, hogy meglehettsen
restriktivek, bizonyos szempontok alapjén elvetendének min6sithetok.
Ugyanakkor dontd szerepet jdatszanak az egyensily létezésének bizonyi-
tdsdban, és elsésorban matematikai meggondoldsok okolhatjdk szerepel-
tetésiiket. Az évek sordn természetesen t6bb ponton finomitottdk ezeket
a feltevéseket, de batran allithatjuk, hogy a bizonyitdsokban felhaszndlt
alapvet® matematikai tételek, nevezetesen a fixponttételek, valtozatla-
nok maradtak.

2.D.1.  Arrow—Debreu-gazdasagok

Eldszor a termeldkre vonatkozé feltételeket vessziik sorra. Felhivjuk a
figyelmet arra, hogy mig egyes feltevések az egyéni, médsok az aggregalt
termelési halmazokra vonatkoznak.

2.D.1. Feltevés. Vj-re, azaz j = 1,2,...,J esetén
(i) Y; C RY zdrt, konvex halmaz;
(ii

(iii

)
) 0€Yj;

) Y NRY = {0};
(iv) Yn{-Y}={0}.

2.D.2. Megjegyzés. Vegyiik sorra a pontokat. Az els6 lényegében azt
mondja ki, hogy a termelésben nincs névekvo hozadék. Ez, mint tudjuk,
nagyon eros feltevés, de matematikai szempontbdl sziikségiink van ra. Az
el6z6 fejezetben lattunk kozgazdasdgi érvelést is arra vonatkozéan, miért
is engedhet6 meg egyaltaldn ez a feltételezés. A mdsodik pont a tétlen-
ség lehetségességét biztositja minden termeld szamdra. Ez is nyilvanvalé
lehetetlenség, ha ténylegesen létezd termelési egységeket tekintiink. De
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ha minden, egydltaldn feldllithaté termelési egységre vonatkoztatjuk, ak-
kor nyilvan nem olyan elvetend6. Annyit jelent csak ugyanis, hogy az
az egység nem funkciondl. A kovetkez6 két pont az aggregdlt termelési
halmazra vonatkozik. A harmadik a nincsen rézsa tovis nélkiil feltétel.
Jelentése: réforditds nélkiil nem lehet termelni a gazdasdg egészében. A
negyedik pont a diszn6—kolbdsz feltétel, mds széval az aggregélt termelési
tevékenységek irreverzibilitdsdt biztosito feltevés.

A feltételcsoport a fogyaszték tevékenységeire és értékitéleteire vo-
natkozik.

2.D.3. Feltevés. V i-re, azazi = 1,2,...,1 esetén
(i) X; C RY zdrt, konvex, alulrdl korldtos halmaz;
(ii) %=, folytonos, azaz az
{z; € X |w; = 2, Vo € X;

és az
{.Z’i cX; |JI; =i Ti, } Vl‘; € X;

halmazok zdrtak;

(iii) *=; konvex, azaz x} € X;, 2? € X;, és x} =; 2, valamint \ € (0,1)
esetén
Azt + (1= N)a? =; 2%
(iv) az i-edik fogyasztd globdlisan telhetetlen, azaz Ya; € X; -re Az €
Xi, hogy i »; ;.

2.D.4. Megjegyzés. Hasonldan a termelokre vonatkozé feltételekhez
flizott megjegyzéseinkhez, itt is ra kell mutatnunk arra, hogy e feltéte-
lek tobbsége is matematikai kivinalmaknak megfeleléen oltotte a fenti
formdt. Kiilondsképpen igaz ez a konvexitdsi feltevésekre vonatkozdan.
Kiilon kell foglalkoznunk a mésodik ponttal. A preferenciarendezések-
re vonatkozd, hires reprezentdciés tétel'” értelmében e pont biztositja
azt, hogy a fogyasztok preferenciarendezéseinek létezik folytonos, valds

17Lasd példdul a Debreu (1964) cikket.
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reprezentdcidja, azaz a fogyaszték értékitéletét ekvivalens mdédon leir-
hatjuk hasznossdgi fiiggvényekkel is. Emiatt a reprezentdcio miatt kicsit
véltozik a fogyaszté dontési szabdlydnak formalizalt alakja:

Xi(p) = {z; € Bi(p) [Ui(x:) 2 Ui(x}),Va; € Bi(p) },

ahol U; a hasznossdgi fiiggvény. Ezt az utat kovetjiik mi is a tovdbbiak-
ban, igy az egész feltevéscsoportot a kovetkezOkkel helyettesitjiik.

2.D.5. Feltevés. V i-re, azazi =1,2,...,1 esetén
(i) X; C RN zdrt, konvex, alulrdl korldtos halmaz;
(i1) az Ui(x;) : X; — R hasznossdgi figguény folytonos;

(iii) U; félig szigorian kvdzikonkdv, azaz x} € X;, 22 € X;, és U;(z}) >
U;(z2), valamint X € (0,1) esetén U;(Azx} + (1 — N)z?) > U;(2?);

(iv) az i-edik fogyasztd globdlisan telhetetlen, azaz Yx; € X; -re Az €
Xi, hogy U;(z) > Us(x;).

A kovetkezo két feltétel a fogyasztok jovedelmének tsszetevoit, a kész-
leteket és a részesedéseket jellemzi. Ugyanakkor az egész gazdasigra is
vonatkoznak, vagy azért, mert osszekapcsoljdk a fogyasztékat a terme-
16kkel, vagy azért, mert mintegy megszabjik a gazdasdg ,terjedelmét”.

2.D.6. Feltevés. V i-re, azazi=1,2,...,1 esetén
(i) 3 b; € Xy, amire b; < w;,
(ii) valamint Vj -re (j =1,2,...,J) a;; 2 0¢és Zle a;; = 1.

2.D.7. Megjegyzés. A feltevés elsé pontja a szigori onelldtds feltéte-
le. Nyilvdanvaléan irredlis feltételezés, éppen ezért komoly erofeszitések
sziilettek enyhitésére, sikerrel. Mi e helyiitt ezekkel nem foglalkozunk,
mert til sokat nem nyernénk dltala, és sziikségteleniil bonyolitandnk a
tdargyaldst. A mdsodik pont arra mutat rd, hogy a termeldk profitjdt a
fogyasztok (a termelbegységek tulajdonosai) teljes mértékben felosztjdk
egymas kozott.
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A 2.D.1., 2.D.5.6s 2.D.6. feltételcsoportoknak eleget tevd versenyzoi
gazdasdgokat a tovabbiakban Arrow-Debreu (A-D) gazdasdgoknak hiv-
juk. Az A-D gazdasigok csaladjénak jele £4_p. Egy e € £4_p gazda-
sdgot, mint arra utaltunk a hasznossdgi fliggvények bevezetésekor, meg-
adhatunk gy is, hogy a definiciéban a preferenciarendezések helyett a
hasznossdagi fiiggvényeket szerepeltetjiik.

2.D.8. Definici6. Egy e € £4_p gazdasdg a kovetkez6 lista:

I I I J i=1,...,J
e = {N LIy AU b A Yo -

A fenti definiciébol kovetkezben nyilvan E4_p C £*. A megadott
feltételek elégségesek ahhoz, hogy az Arrow—Debreu-modellben az egyen-
suly létezését bizonyitsuk. Magdra a bizonyitdsra a kovetkezd fejezetben
keritiink sort, elébb egy, a bizonyitdshoz is sziikséges, de dbnmagédban is
jelentos allitdst latunk be.

2.D.2. A Walras-torvény

Amikor Leon Walras a milt szdzad masodik felében megfogalmazta az
dltaldnos egyensily els6 dtfogé modelljét, igy vélte, az egyensily léte-
zésének elegendd bizonyitéka az, ha olyan modellt &llit fel, amiben a
valtozok és egyenletek szama ugyanannyi. Modelljében a végsd védltozék
az arak voltak, mig az egyenletek a tulkeresletre vonatkoztak. Léttuk
ugyanakkor, hogy az N darab drbdl csak N — 1 darab az, ami ténylege-
sen valtozik. Egynek értékét vagy kiviilrol adjuk meg, vagy reziduumkeént
adédik. Nem jelenti-e ez azt, hogy a rendszer tildetermindlt? Nem tobb
az egyenlet, mint a valtoz6? Walras megmutatta, hogy nem. Modelljé-
ben az N egyenlet nem teljesen fiiggetlen egymdstol, N — 1 egyenloség
teljesiilése esetén az utolsé egyenléség automatikusan fennall. Ahogy
az el6z6 pont nyelvén megfogalmazhatjuk: ha N — 1 jészdg tulkereslete
zérussd valik, akkor az N-edik jészdg piaca is sziikségképpen kitisztul.
Ezt a tényt hivjuk Walras-torvénynek. E torvény, mint arrél késobb lesz
sz0, az altaldnos egyenstlyelmélet egyik legfontosabb jellemzoje.

A kovetkezd néhdny lépésben ezt az 6nalld jelentdséggel biré allitast
l4tjuk be.

2.D.9. Segédtétel (lokalis telhetetlenség). Legyene € E4_p és N;(z;)
az x; € X; pont egy tetszoleges nyilt kornyezete. Ekkor Vi-re létezik
x € X; N N; pont, amire U;(z) > U;(z;).
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B1zoNvyiTAS. Minden fogyaszté globalisan telhetetlen, azaz Vi-re 3 x) €
X, amire U;(z}) > U;(z;). Az X; fogyasztdsi halmaz konvex, ezért \ €
(0,1) esetén az

) =Mz + (1 - \)7)

pont is az X; halmaz eleme. Tudjuk, hogy az U; hasznossagi fiiggvény
felig szigorian kvédzikonkav, ezért
UZ(IL'Z\) > Uz(xz)
A X véltozét 1-hez kozel vilasztva
A
hiszen N; nyilt. Az 2!/ = z vilasztéssal a segédtételt belattuk. 0

2.D.10. Segédtétel. Egy e € £4_p gazdasdgban minden fogyaszto,
minden drrendszer mellett, teljesen elkolti a jéovedelmét, azaz Vi és ¥V p €
PN esetén

pxi = M;(p), ahol z} € X;(p).

B1zoNYiTAS. Indirekt médon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy zf € X;(p)
és pxf < M;(p). Definidljuk az

N; = {xi e RN lpz; < Mz(P)}

halmazt. Ez az z} pont egy nyilt kérnyezete, mert a skaldris szorzat
folytonos. Az 2.D.9. Segédtétel értelmében létezik olyan z € X; N N;
pont, amire U;(x)) > U;(x}), ami ellentmond z} feltételezett B;(p)-beli
optimalitdsdnak, hiszen nyilvan z/ € B;(p). O

2.D.11. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fogyasztéknak mindig ,ége-
ti a pénz a zsebét”. Nincs olyan drrendszer, ami mellett ne koltené el
teljesen a jovedelmét. Fontos, hogy megértsiik: ez a tulajdonsdg nem
csak az egyensiilyi dllapothoz tartozé drrendszerre igaz.

2.D.12. Tétel (Walras-térvény). Legyen e € E4_p, p € PN, 2f €
Xi(p), i=1,2,...,1, valamint y; € Y;(p), j = 1,2,...,J. Ekkor pz*(p) =

0, azaz
I J I
pY T =pY yi+pY wi
i=1 i=1 i=1
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BizoNyiTAS. A 2.D.10. Segédtétel értelmében Vi-re

J

Py =pwi + > aipy;.
j=1

Ezeket i szerint Osszegezve, a szummadkat dtrendezve és felhaszndlva a
részesedési egyiitthatokra tett feltevésiinket, kapjuk az &llitést. a

2.D.13. Megjegyzés. Itt is hangsilyoznunk kell, hogy a Walras-térvény
minden drrendszerre azonosan igaz. Ha a szereplok kovetik posztuldlt vi-
selkedési mintdikat és optimédlisan cselekszenek, akkor az aggregalt tiilke-
reslet értéke sziikségképpen zérus, azaz teljesiil a szigori értékegyensily.

2.D.14. Megjegyzés. Vezessiik be a kovetkezo jelolést. Ha egy u € RN
vektorral szorozzuk egy T C RY halmaz minden t elemét, akkor ezt
az w1l alakba irjuk. Az uT objektum nyilvdn a valds szamegyenes egy
részhalmaza. Az uT < p jelblés azt jelenti, hogy uT egy eleme sem na-
gyobb p-ndl. Az ebben a jelolésmdédban dtfogalmazott Walras-térvény:
Vp € PN-re pZ(p) = 0.
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3.A. Bevezetés

Ebben a fejezetben az altaldnos egyensiily létezésével foglalkozunk. Ez
a kérdés a 20. szdzad kozepe felé a kutatdsok f6 problémé&javad vélt, és
az addig sikerrel nem kecsegtetd feladat a Kakutani-tétel'® megjelené-
sével egy csapdsra megoldhaténak tiint. A faradozdsok jutalma nem is
maradt el: az Adam Smithtol eredeztethetd, mintegy kétszdz éves sejtés
— els6sorban Kenneth Arrow, Gerard Debreu és Lionel McKenzie mun-
kéjsanak!'® koszonhetden — igazoldst nyert. Lassuk, miképpen!

Az eddig megismert Arrow—Debreu-modell elsé pillantdsra némi ké-
telyt ébreszt benniink arra vonatkozéan, hogy tényleg elégségesek-e a
felsorolt feltételek. A gazdasdgi mechanizmus ismertetése sordn megad-
tuk a termel6k és fogyasztok dontési szabalyait. Ezek a pont—halmaz
leképezések csak akkor j6l definidltak, ha a donté szerepet jétszé feltéte-
les szélstérték-szamitasi feladatoknak létezik megolddsuk, azaz a profit-,
illetve hasznossdgi fiiggvények ténylegesen felveszik maximumeértékeiket.
Ez, latva a feltételeket, egydltaldn nem trividlis, hiszen a tevékenységi
halmazokrodl nem tételeztiink fel korldtossagot, és igy nem alkalmazhat-
juk kozvetlen médon a Weierstrass-tételt.

Ezért a tovdbbiakban elészor definidlunk egy 1j gazdasdgot, amiben
ez mar nem jelent problémét, majd megmutatjuk, hogy ennek egyensiilyi
allapotai szitkségképpen egybeesnek az eredeti gazdasdg egyensulyi dlla-
potaival. Ezutdn nem marad mds hétra, minthogy az egyensily létezését
ebben az 1j gazdasdgban beldssuk.

3.B. A sziikitett gazdasag

3.B.1. Relevans dontések

Egy a* tevékenységegyiittes (allokdcio) definicidszerfien csak akkor tar-
tozhat egy (a*, p*) egyensulyi dllapothoz, ha naturalis egyensilyban van,
azaz, ha

18 Kakutani (1941).

19 Arrow-Debreu (1954), Debreu (1956), McKenzie (1954), McKenzie (1959) vala-
mint McKenzie (1961).
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Egy ilyen tevékenységegyiittesben szerepld fogyasztédsi és termelési te-
vékenységek az egyensily szempontjabdl relevinsak, mig az olyanok,
amelyek nem részei naturalis egyensilyban 1év6 allokdciénak, szamunkra
most érdektelenek. A tovdbbiakban egyelére a relevans tevékenységekre
koncentralunk.

3.B.1. Definicié. Egy x; € X, fogyasztdsi tevékenység relevéans don-
tés, ha létezik egy naturdlis egyensilyban 1év6 a (€ A,y) tevékenység-
egylittes, aminek x; része. Egy y; € Y; termelési tevékenység relevins
dontés, ha létezik egy naturdlis egyensiilyban 16v6 a (€ Ayi) tevékeny-
ségegytittes, aminek y; része. A relevdns déntések halmazait rendre az
XE (i=1,2,...,1) és az YjR, (j =1,2,...,J) szimbdlumokkal jeloljiik.

3.B.2. Segédtétel. Egy e € £4_p gazdasdgban az
X (i=12,...,1) ésaz Y, (j=1.2,....J)
halmazok nemiires, konvex halmazok.

B1zoNYITAS.A relevdns tevékenységek halmazai trividlis médon nem-
iiresek, hiszen a szigori onelldtds és a tétlenség lehetségessége feltételek
miatt a

(b1,b2,...,b7,0,0,...,0s))

tevékenységegyiittes naturdlis egyenstilyban van.
A konvexitds bizonyitdsit X -re végezziik el, a tobbi teljesen hason-
16. Legyen x}, 22 € X[ Ekkor léteznek olyan

1 1 1 1.1 1 .
(ﬂcl,...7mi71,xi+1,...,xl,yl,...y{,) és
2 2 2 2 2 2
(:L'lv"'vmiflu‘ri+17"'7xluy17'~'yJ)

tevekenység (I + J — 1)-esek, amelyekre

I I J I I J
IEEDIENS SR SIS S S )
Miutén az X;,7=1,2,...,I ésazY},j = 1,2,...,J halmazok konvexek,
ezért A € [0, 1] esetén

(Azj +(1=Nzi) = =2} €X,, i=1,2,...,1,
Mj+1=Ny}) = yrey, j=12..J
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A (3.B-1) egyenltlenségekbdl az is vildgos, hogy

J

I I I J
ADal+ (=N af £Y witA) u+ (=N v}
i=1 i=1 i=1 J J=1

=1
azaz taldltunk egy olyan a tevékenységegyiittest, amelynek x) része és

igy
e X2

3.B.3. Segédtétel. Egy e € £4_p gazdasdgban az
X (i=12,...,I) ésaz Y ,(j=12,....J)
halmazok korldtos halmazok.

B1zonviTAS. Eloszor a termelok relevans dontési halmazainak korlatos-
sagat ldtjuk be. A bizonyitds indirekt. Tegyiik fel, 1étezik olyan j’, amire
Yj@ nem korldtos! A relevdns dontések definicigja szerint Vj-re és Vi-re
léteznek olyan YjR-beli (y?)zczl és X F-beli (mf):ozlsorozatok, hogy

v

J I I
dDoyizd al =) wi,  Va—raés (3.B-2)
j=1 i=1 i=1

lim
q—o0

y‘?/ ) = Q.

Definidljuk [9-t a kovetkezOképpen:
17 = max ||y?|] .
o |y |

Nyilvan

lim 19 = cc.
q—00

A fogyasztdsi halmazokra tett alulrél korldtossédgi feltevés miatt

I I
q _
g xlig ¢ =c,

i=1 i=1
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ahol ¢; az i-edik fogyaszté X; fogyasztdsi halmazdnak egy alsé korlatja.
Ha ezt sszevetjiik a (3.B-2) egyenltlenséggel, akkor kapjuk, hogy

J
> v
j=1

Lattuk, hogy 19 hatdrértéke végtelen, ezért egy elég nagy, ¢°-at megha-
ladé6 g-ra 17 nyilvdn nagyobb lesz, mint 1. A termeldkre tett konvexitdsi
és tétlenségi feltevések miatt az ilyen q értékekre

1 1 1
q _ q i

v

c—w. (3.B-3)

Tovabba [? definiciéjabdl tudjuk, hogy

L 4

| =

= Y

Vi —re

valamint

1
1
1aYi

=1 (3.B-4)

max
J

A Vj-re Yj-beli (liqyg)oo sorozatok korldtosak, tehdt kivdlaszthaté be-

q>q°
16liik egy-egy konvergems részsorozat. Legyen ezeknek a hatérértéke

rendre y;! A termelési halmazokra feltételeztiik a zdrtsagot, ezért mond-
hatjuk, hogy y7 € Y;, Vj-re. Indexeljiink dt vagy tegyiik fel, hogy az
liqy? sorozatok maguk konvergensek! A (3.B—3) egyenl6tlenségbdl, [9-val
torténd osztds utdn, hatdrértékben kapjuk, hogy

Mivel y7 € Y; minden j-re, ezért

J
Doy ey
j=1

A nincsen rézsa tovis nélkil feltétel értelmében

J
> v =0.
j=1
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Most megmutatjuk, hogy ebbdl minden j-re az y; = 0 egyenléség kovet-
kezik, ellenkez® esetben ellentmondésba keriiliink a diszné—kolbdsz felté-
tellel. Tételezziik fel ugyanis, hogy yp # 0. Ekkor

==y

7k

Ha most tekintjiik a tétlenség lehetségessége feltétel miatt értelmes

(07"'707ykaoa"'30) és az (ylw-'7yk—1707yk+la"'7yJ)

termelési tevékenységegyiitteseket, akkor lathaté az ellentmondas. Azt
kaptuk tehdt, hogy
Vj-re y; =0,

ami nyilvanvaléan ellentmond a (3.B—4) feltételnek, mert a folytonos
normék felett a maximumképzés is folytonos.

Térjiink rd most a fogyasztok relevans tevékenységeinek korldtossd-
gara! Tudjuk, hogy Vi-re, ha z; € X,LR, akkor

I J
i Sa; = ZwﬂrZyj —ch.
=1 =

j=1 i#k

A termeldk YjR dontési halmazainak korldtossdga miatt a fenti egyenl6t-
lenség két szélsé oldala als, illetve felsé korlatként szolgal a fogyaszték
relevdns dontési halmazai szdmara. O

3.B.2. A gazdasdg szlikitése

A relevéns dontési halmazok elézéekben igazolt tulajdonsdgainak kihasz-
néldsdval definidljuk azt az 1j gazdasdgot, amelynek egyensilyi dllapotai
megegyeznek majd az eredeti e € £4_p gazdasdgéval. A pont tovdbbi
részében szerepld ismerds szimbélumok mind erre az e gazdasdgra vo-
natkoznak.

Legyen T C RY zart, korldtos, konvex, valamint legyen Vi-re X/ C
int T2% és Vj-re ij C int T%.20 Az ij (sziikitett) gazdasdgban a szereplok

X[* fogyasztdsi és Y% termelési halmazai legyenek rendre az X; NT¢#,

20 Az RN tér tulajdonsagaibol kévetkezben tehdt T olyan nemiires, kompakt, konvex
halmaz, amely a belsejében tartalmazza az Osszes relevians dontési halmazt.
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illetve az Y; N T7* halmazok, mig a fogyaszték hasznossdgi fliggvényei a
csak a sziikitett fogyasztdsi halmazokon értelmezett U; fiiggvények. A
készletek és a részesedések maradjanak véltozatlanok.

3.B.4. Definicié. Egy e € £4_p gazdasdgbdl szdarmaztatott e, sziiki-
tett gazdasdgon a kovetkezot értjiik:

sz 1 sz 1 1 sz1 7 j=1,...,J
o = { N LIAXT M, AU A Y a2 )
ahol
X7 = XinTy®, Y =Y;NTZ, valamint
Uisz : sz — R, és UZSZ(.%Z) = (]1({1,‘2)7V1'z S XZSZ

Vizsgaljuk meg, vajon ez a gazdasag A-D gazdasdyg, illetve versenyzdi
gazdasdg-e! Mik lesznek ennek az e,, gazdasdgnak a tulajdonsdgai?

3.B.5. Allitas. Az e,, € £ gazdasdgban

(i) j=1,2,...,J-re az Y;?# halmazok nemiires, kompakt, konvexr hal-
mazok;

(i) j=1,2,...,J-re 0 € Y% és igy m;(p) = 0 Vp € PN-re;
(iii) Y= NRY = {0};
(iv) Y** 1 {-Y*} = {0}

)

(v) i =1,2,...,I-re az X?* halmazok nemiires, kompakt, konvezx hal-
mazok;

(vi) i = 1,2,...,I-re az UF* hasznossdgi fiigguények folytonos fiiggué-

nyek;
(vii) i =1,2,...,I-re az US* hasznossdgi fiiggvények félig szigorian kvd-
zikonkadv fiigguények;

(viii) i = 1,2,...,I-re ha z; € X[, akkor a fogyaszté ebben a pontban
lokdlisan telhetetlen, azaz zi € X% N Ny(x;), Ui(z) > Ui(z;),
ahol N;(x;)az x; pont tetszbleges nyilt kérnyezete;

(ix) i=1,2,...,I-re 3 b; € X7* amire b; < w;;
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(x) i=1,2,...,Irevalamint j =1,2,...,J-rea;; 20 és Zi]:l Qi =

(xi) Vp € PN-re pZ*(p) < 0, tovdbbd, ha z € Z**(p) N RY, akkor
pz =0.

BizonyiTAs. Csak azokat a pontokat bizonyitjuk, ahol az &allitds nem
trivialitds.

A (viil) pont a fogyasztok telhetetlenségére vonatkozik. Nem &llit-
hatjuk, hogy a fogyaszté minden pontban akér lokdlisan, akir globali-
san telhetetlen lenne, mert a fogyasztdsi halmazok kompaktok, és egy
kompakt halmaz felett a folytonos hasznosségi fiiggvény felveszi a ma-
ximumét. Ebbdl kovetkezben az ilyen maximumpontokban a fogyaszté
telitett. Ugyanakkor, az X[ halmazok X;* belsejében vannak, és az
{intT,” N N;(z;)} halmaz nyilt. Innen alkalmazhaté a 2.D.9. Segédté-
tel gondolatmenete.

A (xi) pont elsd része a fogyasztok dontési szabélyabol — abbdl, hogy
nem léphetik 4t koltségvetési korldtjukat — trividlisan adédik. Ha z €
Z%*(p) NRY | akkor tudjuk, hogy a tilkeresletet felépits z;(p) fogyasz-
tési vektorok sziikségképpen relevéans dontések. Az el6bb beldtott (viii)
értelmében az z;(p), i = 1,2,..., I, pontokban fenn4ll a lokdlis telhetet-
lenség. A fogyasztok tehdt elkoltik jovedelmiiket, igy a Walras-torvény
bizonyitdsaban kovetett gondolatmenet itt is alkalmazhato. O

3.B.6. Megjegyzés. Vegyiik észre, az e,, € £ gazdasdg nem A-D gaz-
dasdg, annak ellenére, hogy egy ilyen e € £4_p gazdasagbdl szdrmaz-
tattuk. A fogyasztok ugyanis nem telhetetlenek. Szerencsére, ez a ké-
sobbiekben semmiféle gondot nem okoz. Ugyanakkor nyilvinvaléan igaz
az es, € EV tartalmazds.

3.B.3. Az e és az e,, gazdasagok ekvivalencidja

Fontos kérdés, hogy vajon az eredeti és a sziikitett gazdasdg milyen kap-
csolatban van egymadssal az (dltaldnos) egyensuly szempontjabol.

3.B.7. Definici6é. Legyen e; € £V és ex € &Y két versenyz0i gazda-
sdg, amelyekben N1 = Ny, I} = I3, valamint J; = Jo. A két gazdasdg
egyensilyilag ekvivalens, ha egyensiilyi dllapotaik egybeesnek.

3.B.8. Tétel. Az e € E4_p és az e;, € EY gazdasdgok egyensiilyilag
ekvivalensek.
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B1zoNvIiTAS. El6szor beldtjuk, hogy ha egy (a*,p*) egyenstlyi dllapot
az e € £4_p gazdasdgban, akkor a sziikitettben is az. Az a* allokdcié
egyensiilyi dllapot része, ezért naturalis egyensilyban van. Igy az 6t alko-
t6 tevékenységek a sziikitett gazdasdg tevékenységi halmazainak elemei.
Az (a*, p*) éllapot tehat a sziikitett gazdasdgban is naturdlis és szigord
értékegyensilyban van. Csak azt kell beldtnunk, az egyes szerepl6k opti-
malisan cselekszenek. Az y; termelések optimdlisak voltak a p* drrend-
szer mellett az Y; halmazokban Vj-re, ugyanakkor Y* C Y. Az y] ter-
melések tehét Vj-re szitkségképpen optimadlisak a sziikitett gazdasagban
is, és fgy 7% (p*) = m;(p*). Ebbél kovetkezben Vi-re M *(p*) = M;(p*)
és igy xf € B{*(p*) C B;(p*), amibdl az x fogyasztdsok szlikitett gaz-
dasdgbeli optimalitdsa is adédik.

Legyen most (a*,p*) egyensilyi dllapot az es, € EY gazdasdgban!
Az allokdciot alkoté tevékenységek nyilvan az eredeti tevékenységi hal-
magzoknak is elemei, tovdabbd az allokdcié naturdlis és a p* arrendszer
mellett szigord értékegyensilyban van. Elegendd tehdat megmutatnunk,
hogy Vj-re yi € Y;(p*) és Vi-re x; € X;(p*). Indirekt médon tegyiik
fel, hogy y; ¢ Y;(p*). Ekkor Slzétezik olyan y; € Yj, amire p*y; > p*y;.
Ugyanakkor, mivel y7 € int T, , ezért elég kicsi pozitiv A-ra

NG+ (L= Ny =y} €Yy

Ez ellentmond az y; € Y;**(p*) tartalmazdsnak, mert

* A\ * ok
PyY; >PY;-

Ebbdl az kovetkezik, hogy az eredeti gazdasdgban minden termeld opti-
malis profitja ugyanakkora, mint a sziikitettben. Most csak az maradt
hétra, hogy a fogyasztékra vonatkozé optimalitédst is beldssuk. Vegyiik
észre, hogy Vi-re a profitok véltozatlansdga miatt =7 € B;(p*)! Tegyiik
fel, létezik olyan z; € B;(p*), amire U;(x}) > U;(z})! Hasonléan, mint
ahogy a termel6re vonatkozo bizonyitasban tettiik, vegyiik e két fogyasz-
tasi vektor

o) =Mh+ (1= Nzt

konvex kombindciéjat. Miutdn ] € int T.: *, ezért elég kicsi pozitiv A-ra
x) € X*. Ez azonban az U$* fiiggvények folytonossdga és félig szigo-

ru kvdzikonkavitdsa miatt ellentmond az z} € X/?(p*) tartalmazdsnak.O
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Az egyensiily 1étezésének bizonyitdsdban megtettiink egy kulcslépést.
Ezutdn mar csak azt kell belatnunk, a szilikitett gazdasdgban létezik
egyensily. Ez pedig mér nem olyan meglepd, tekintve a sz{ikitett gaz-
dasdg tevékenységi halmazainak nemiires, konvex, kompakt voltat.

3.B.9. Megjegyzés. A tovdbbiakban, annak érdekében, hogy a jelo-
lésrendszert egyszertisitsiik, az eredeti e € E4_p gazdasdgra vonatkozo
szimbdlumokat hasznéljuk a sziikitett gazdasdgra is. Elhagyjuk tehdt az
utébbira utalé felsé indexeket. Ez — remélhetbleg — semmi problémét
nem okoz.

3.C. Pont-halmaz leképezések és dontési sza-
balyok

3.C.1. Alapfogalmak, tételek

Ebben az alfejezetben réviden osszefoglaljuk azokat a definicidkat és té-
teleket, amelyekre az egyensily létezésének szempontjabol sziikségiink
lesz. Miutén ezek a fogalmak minket e helyiitt kizdrdlag e szempont-
bdl érdekelnek, ezért a kizgazdasdgi szakirodalomban altaldban szerepld
alakjukat adjuk meg, nem toreksziink a teljes dltaldnossdgra. Egy alap-
vetd dllitas kivételével a bizonyitdsokat is megadjuk. A tdrgyaldsmad
igen szdraz, az értelmez6 megjegyzésektdl mentes lesz. Eldszor a meg-
szokott fiiggvényfogalom altaldnositdsaval foglalkozunk.

3.C.1. Definicié (Pont—halmaz leképezések). Legyen S és T az N
dimenzids euklideszi tér két nemiires részhalmaza, azaz S, T C RN. A
® pont-halmaz (halmazértékil) leképezés, ha S minden pontjdhoz T egy
nemiires részhalmazat rendeli. Ezt tobbféleképpen jelolhetjiik:

®:5 2T wagy ®:S=T, wagy P(s)CT,VseS.

Egy ® pont-halmaz leképezés G gréfja az S x T szorzathalmaz egy olyan
részhalmaza, amire

G(®)={(s,t) e SxT|te®(s)}.

A ® pont-halmaz leképezés konvex értékil, ha Vs € S-re ®(s) konvex
halmaz.
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3.C.2. Definicié (Folytonossag). A ® pont—-halmaz leképezés egy s° €
S pontban feliilrél félig folytonos (f.f.f.), ha egy tetszdleges, az s° pont-
hozhoz konvergdlo s? € S, q = 1,2,... sorozatra és egy olyan, a t°
ponthoz konvergdlé t1 € T, g = 1,2, ... sorozatra, amikre t? € ® (s?), a
t° € ® (s°) tartalmazds kovetkezik, azaz:

[s9 — %t = t°,t1 € D (s7)] = [t° € D (s°)].

A ® pont-halmaz leképezés feliilrdl félig folytonos, ha S minden pontjd-
ban az.

A ® pont-halmaz leképezés egy s° € S pontban alulrdl félig folytonos
(a.f.f.), ha egy tetszoleges, az s°ponthoz konvergdlé s4 € S, g = 1,2,...
sorozatra és egy t° € ® (s°) pontra létezik egy, a t°-hoz konvergdld t? €
®(s7), g=1,2,... sorozat, azaz:

[s7 — s°,t° € D (s°)] = [Ft? — t°,t7 € D (s7)].

A ® pont—halmaz leképezés alulrdl félig folytonos, ha S minden pontjd-
ban az.

A ® pont—halmaz leképezés egy s° € S pontban folytonos, ha ugyan-
itt egyszerre f.ff. és a.f.f, és értelemszertien folytonos, ha S minden
pontjdban az.

3.C.3. Megjegyzés. A definicickbdl ldthaté (vagy ha nem, trividlisan
bizonyithatd), hogy egy ® pont—halmaz leképezés akkor és csak akkor
f.f.f., ha gréfja zdrt.

3.C.4. Megjegyzés. Ha T korldtos, akkor a hagyomdnyos fiiggvények
folytonossdga a pont—pont leképezésekre vonatkozé alulrél, illetve feliilrol
félig folytonossdggal egyardnt ekvivalens. Itt kell felhivnunk a figyelmet
arra, hogy a hagyomdnyos fiiggvényekre vonatkozo alulrdl és feliilrol félig
folytonossig mds fogalom. Ezért az utébbiakat egy kicsit mds névvel il-
letjiik. Egy o valds fiiggvény az s° pontban lentrdl félig folytonos (1.£.1.),
ha minden ¢ > 0 szdmhoz 3 olyan U(s°) kérnyezet, hogy az s € U(s°)
tartalmazédsbol a p(s) 2 ¢(s°) —e reldcié kovetkezik. A ¢ fiiggvény 1.£.£.,
ha értelmezési tartomdnydnak minden pontjiban az. Ugyanakkor egy
valés fiiggvény az s° pontban fentrél félig folytonos (f,.f.f.)*!, ha minden
e > 0 szdmhoz 3 olyan U(s°) kornyezet, hogy az s € U(s°) tartalma-
zdsbdl a p(s) < ¢(s°) + ¢ reldcié kovetkezik. A ¢ fiiggvény f,.f.f., ha
értelmezési tartomdnydnak minden pontjaban az.

21 A p als6 index a pont—pont leképezésre utal.
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A kovetkezd két, konnyen igazolhaté dllitds a f.f.f. pont—halmaz le-
képezésekre vonatkozik.

3.C.5. Allitas. Legyen®: S = T} ésU : S = T két f.£.f. pont-halmaz
leképezés, valamint legyen Ty és T, korlatos. Ekkor a

(@xU)(s) = B(s)x U(s),
(P+W)(s) = P(s)+U(s)

szorzat-, illetve osszegleképezések is f.f.f.-ak.

BizonviTAs. Trividlis, a definiciék kozvetlen folyoméanya. o

A kovetkezd fogalom és allitds annyira fontos, hogy kiilon megadjuk
a pont-pont leképezésekre vonatkozé alakjst is.??

3.C.6. Definicié. Legyen f : S — S egy pont—pont leképezés (fiigg-
vény). Az s* € S pontot az f leképezés fixpontjénak mondjuk, ha
f(s%) = 5.

3.C.7. Tétel (Brouwer). Legyen S C RY nemiires, zdrt, korldtos,
konvex részhalmaza és f : S — S fiiggvény folytonos. Ekkor az f fiigg-
vénynek létezik fixpontja, azaz 3s* € S, amire f(s*) = s*.

3.C.8. Definicié. Legyen ® : S = S egy pont-halmaz leképezés. Az
s* € S pontot az ® leképezés fixpontjanak mondjuk, ha s* € ®(s*).

A kovetkez6 tétel, ami Brouwer allitdsdanak dltaldnositdsa pont—halmaz
leképezésekre, dontd szerepet jatszott az dltaldnos egyensilyelméleti (és
jétékelméleti) bizonyftasokban.?

3.C.9. Tétel (Kakutani). Legyen S C RN nemiires, zdrt, korldtos és
konvex, valamint legyen ® : S = S egy f.i.f., konvexértékii pont—hal-
maz leképezés. Ekkor ®-nek létezik fixpontja, azaz 3s* € S, amire
s* e ®(s*).

A kovetkezd tételt is tobbszor haszndljuk majd a késdbbiek sordn,
jelent6sége ennek is alapvets.

22Ezt az allitdst e helyiitt nem bizonyitjuk.
23 Kakutani (1941).
24 Berge (1963).
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3.C.10. Tétel (Berge). Legyen S C RY, valamint T C RY korldtos,
valamint ® : § =3 T folytonos. Legyen f : S x T — R folytonos valds
fiiggvény. Definidljuk a i : S = T pont-halmaz leképezést a

vED(S)

o) ={rea

Fot) = o £(5:0)}.
valamint a ¢ : S — R fiiggvényt a

= 5 t
9(s) = max f(s,1)
szabdllyal. Ekkor a p pont—halmaz leképezés feliilrol félig folytonos, a ¢
fiiggvény folytonos.

BizonyiTAs. Tekintsiink egy az s° € S ponthoz konvergélé s? € S, g =
1,2,... sorozatot, valamint egy, a t° € T ponthoz konvergal6 t42 € T, q =
1,2,... sorozatot, amelyekre Vg-ra t? € p(s?). Miutdn Vg-ra t? € ¢ (s9)
és @ f.f.f., ezért t° € ®(s°). A masik oldalrdl vegyiink egy tetszbleges,
v € @ (s°) pontot. Miutan @ a.f.f., ezért létezik olyan a v ponthoz tarté
vi €T, q=1,2,...sorozat, amire Yg-ra v? € ® (s7). Igy minden g-ra

f(s?2%) = f (s, 07).

Hatarértéket véve:
[(s%,t%) 2 f(s%0).

Miutdn v € ® (s°) tetszbleges volt, ezért ebbdl az egyenlétlenségbdl a
pont—halmaz leképezés f.f.f. volta kivetkezik, hiszen nyilvan t° € p (s°).
A ¢ fiiggvény folytonossdgdhoz azt kell belatnunk, hogy ¢ egyszerre

LIS 6 [ f.f.

(i) Tegyiik fel, hogy s° € S és t° € ¥ (s°), amelyekre

f(s%1°) 2 0(s°) —

[NCR Q)

(Tlyen pontok az f fiiggvény folytonossdga miatt nyilvan léteznek.)
Ugyancsak az f fiiggvény folytonossdga miatt létezik az s°, illetve
a t° pontnak rendre olyan U (s°), illetve V (t°) kornyezete, hogy
az

(s,t) €U (s°) x V(t°)
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tartalmazasbdl az

fst) 2 f(s%8°) =5 2 ¢(s°) —¢ (3.C-1)

[NCR Q)

egyenl6tlenséglancolat kovetkezik. De miutdn s° € S, és ® folyto-
nos (itt elég az a.f.f.-sdg), ezért minden, az s° ponthoz konvergdld
s1 €U (s°), q=1,2,...sorozathoz létezik olyan, a t° ponthoz kon-
vergald t7 € V (t°),q = 1,2,... sorozat, amire t9 € & (s7). Ezek
értelmében, a (3.C-1) egyenldtlenséggel kapjuk a

¢ (s?) 2 f(s%tY) 2 f(s°8°) =5 20 (%) —¢

| ™

reldciét, hiszen az f fiiggvény folytonos, azaz a ¢ fiigvény I.f.f.

Tegyiik fel, s° € S, ekkor minden t € ® (s°) ponthoz létezik olyan
U (s°) ésV (t) kornyezet, hogy az (s,v) € Up(s°) x V (t) tartalma-
z&sbol, az f fiiggvény folytonossdga miatt

f(s,v) = f(s°,t) +e.

A @ pont-halmaz leképezés f.f.f., ezért ® (s°) zért és — T korldtos
lévén — kompakt. Emiatt ¢ pontjainak V (¢) kornyezeteibol kiva-
laszthat6 véges sok olyan V (t1),V (¢t2), ...,V (tx) kornyezet, ami
lefedi. Legyen

U (s°) = m U, (s°) és V(P(s°)) = U V(L) -
k=1

k=1

Ekkor tetszdleges (s,t) € U’ (s°) x V(P (s°)) pérra

F(s5,0) S max f (2,6) +2 S 0(s°) +e,

hiszen az f fiiggvény folytonos. A ® pont—halmaz leképezés f.f.f.,
igy létezik egy olyan U” (s°) kornyezet, amelynek minden s pont-
jéra @ (s) C V(@ (s°)) .2 Ebbdl az

U () = U (s°) NU" (s°)

25Ez indirekt médon kénnyen belathato.
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egyenlséggel definidlt kdrnyezetre az s € U (s°) tartalmazasbol
kovetkezik, hogy

azaz a ¢ fuggvény f,.f.f. a

3.C.2. A gazdasdgbeli dontési szabdlyok jellemzoi

Az el6z6 pontban targyalt fogalmak és tételek hathatds segitséget nyuj-
tanak nekiink a gazdasdgbeli dontési szabdlyok mint pont-halmaz leké-
pezések jellemzésében. A most bemutatandé tulajdonsdgokat hasznéljuk
majd az egyensily létezésének kozvetlen bizonyitdsdban. Elészor a ter-
meldk dontési szabalyat, majd — két lépésben — a fogyasztokét vizsgaljuk.

3.C.11. Segédtétel. Az e,, € £V szitkitett gazdasdgban
j=1,2,...,J-re az Yj(p) : PN = Y;

pont—halmaz leképezés f1.1., a képhalmazok nemiires, zdrt, korldtos és
konvex halmazok, valamint a 7;(p) : PY — R fiiggvény folytonos.

BizoNyiTAS. A megfeleld helyettesitések elvégzése utdan a Berge-tétel
kozvetlen alkalmazdsdval, valamint a linedris fliggvény szinthalmazainak
konvexitdsabol kapjuk az sllitds igazsdgat. A helyettesitések:

s £ pv,

T & Yy

o % (I)(p):ija VPEPNa
p = plp)=Yjp), VpePY;
¢ £ ¢(p)=m;(p), VpePV

3.C.12. Segédtétel. Az e, € EV sziikitett gazdasdgban
i=1,2,...,I-re a Bi(p) : PN = X;

pont—halmaz leképezés folytonos.
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BizonviTAs. A segédtétel kimonddsakor azt tartottuk szem elétt, hogy
az kozvetleniil megfeleljen az eddigiekben hasznalt koltségvetési halmaz
fogalménak. Ugyanakkor kés6bb egy ennél dltaldnosabb forméra lesz
sziikségiink, és erre vonatkoztatjuk a bizonyitdst. A segédtétel bizonyi-
tdsa — legaldbbis formailag — egyszer{ibb.

Tegyiik fel, hogy az (y1,ya,...,ys) termelési tevékenységegyiittes a ter-
mel6k p drrendszer melleti optimdlis dontéseit tartalmazza, azaz

Jj=12,...,Jrey; €Y;(p).

A fogyasztok M;: PN xY —R jovedelmét ¢ = 1,2, ..., I-re az eddigiek-
nél altalanosabban fogalmazzuk meg.

Mi(pvylayQa"'7yJ) :pwl—"Kz (paylayQa"'7yJ)7

ahol K; (p,y1,¥2,--.,ys) = 0 folytonos fiiggvények. Ez a jovedelemfoga-
lom nyilvén dltaldnosabb, mint az eddig hasznalt, hiszen ha y; € Y;(p),
akkor a tétlenség lehetségessége feltétel miatt a folytonos (lasd 3.C.11.
Segédtétel) m;(p) profitfiiggvény értéke nyilvdn nemnegativ. Definidljuk
a kovetkezd pont-halmaz leképezéseket i = 1,2,..., I-re: B; : PN xY =
X

Bi(paylay27"'7y=]) = {xl eXi

pr; < M; (p,yl,yg,-~.,yJ)}-

Elészor beldtjuk, hogy B; (pyvy1,92,---,y1) f-f-f Vegylink tehat egy, a

(po’yi)ﬂ yg? A 7y3) ponthoz konverga”lé (pqﬂ y%’yg) A 7y3) 7q = ]" 2’ R
sorozatot, valamint egy mdsik, az x ponthoz konvergdlé olyan zf,q =

1,2,... sorozatot, amelyre Yg-ra = € B; (p9,y%, 94, ... ,y1) . Tudjuk, az
X, halmaz zart, az M; fiiggvény folytonos, valamint Vg-ra
ngX’L és pqxgéMz (pqulllvygv"‘vy?])v
ezért R
PPy = Mi (97,95, -, Y7)

azaz xi € B; (P, Y5, 98, -, yg) -
Az a.f.f.-sdg bizonyitdsa nehezebb, nem olyan magdtdl érteté6dd. Ve-
gyiink egy, a (p°, 45,95, ...,y5) ponthoz konvergsl6

%yt ys, - u3)a=1,2,...

sorozatot és legyen z{ € Bi (0°, 95,95, ... ,Y5) - Két eset lehetséges:
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(i) PP < M (p°, 95,95, y5) -

Ekkor az M; fiiggvény folytonossiga miatt, elég nagy g-ra

play < M (p%, 91,95, -, y7) -
Ez esetben a ¢ = 1,2,... ¢ £
altal megkivint sorozatot.

x7 kapjuk az a.f.f.-sdg definiciéja

(ii) poxf = M; (p°,y7, 95, .-, Y5)-
A szigori dnelldtas feltétele értelmében létezik olyan b; € X;, ami-
re

pb; < pw; + Ki (P, Y1, Y2, -, Yg) -
Definidljuk x)-t a kovetkezd médon: z} = Az§ + (1 — \)b;. Az z
pont VYA € [0,1] esetén nyilvdn az X; halmaz eleme a fogyaszta-
si halmaz feltételezett konvexitdsa miatt. Tekintsiik a kovetkezo
hdnyadost:

gr = Mi@' vl y5 o y) —pibi.

’ plz; — pib;

Ha A\ € [0, 37], akkor nyilvdn

pq'xz{\q = pq (Aqx? + (1 - )‘q)bl) g Mz (quy%yga s ayg) .
Legyen most A = min{1,57},¢=1,2,.... Hatdrértékben

. R . q
lim A\ =1, amibél lim 2} = z5.

q—00 q—o0
Az igy nyert xf‘q7q =1,2,... sorozat kielégiti az a.f.f.-sdg definici-
dja éltal megkovetelt tulajdonsdgokat.
A segédtételben kimondott alak bizonyitdsa teljesen hasonld, csak
a B;(p) halmazok eredeti definiciéjét kell hasznélni és figyelembe

venni, hogy a 3.C.12. Segédtétel értelmében a profit- és igy az
eredeti jovedelemfiiggvények is folytonosak. a

3.C.13. Segédtétel. Az e,, € EY szitkitett gazdasdgban
i=1,2,...,I-re az X;(p) : P~ = Bi(p)

pont-halmaz leképezés {.£.1., az X;(p) képhalmazok nemiires, zért, kor-
ldtos és konvex halmazok.
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B1zoNYiTAS. A megfeleld helyettesitések elvégzése utan a 3.C.12. Segéd-
tételbdl, a Berge-tétel kozvetlen alkalmazdsdbdl, valamint az U; hasz-
nossagi fiiggvények félig szigori kvazikonkavitdasdbdl kapjuk az &llitds
igazsdgat. A helyettesitések:

®(p) = Bi(p), Vpe PV;
w(p) = Xi(p), Vpe PN,

> > e 1>

T BN W0

3.D. A lathatatlan kéz és a tulkereslet

Ebben az alfejezetben két bizonyitdst adunk az eddig targyalt e, € E¥
gazdasdgbeli egyensiily létezésére.?S Az elsé egyben az Adam Smith altal
megfogalmazott ldthatalan kéz fogalmat is formalizalja, és jatékelméle-
ti eszkozoket haszndl. Ezt nevezhetjiik a klasszikus bizonyitasnak®’, a
méasodik a tilkereslet fogalméval és annak az drrendszerre gyakorolt ha-
tasdaval operal.

3.D.1. Munkaban a piac szelleme

A versenyzéi egyensiily eddig vizsgalt modelljében adott gazdasdgi kor-
nyezetben — adott drrendszer mellett — minden gazdasagi szerepld a szé-
madra széba johetd lehetdségek koziil a sajat szempontjadbdl optimadlisat
vélasztja. A szereplok cselekedetei egyrészt kozvetleniil besziikitik egy-
m&s mozgasterét (eleszik egymds eldl a dids beiglit), masrészt kozve-
tetten, az drakon keresztiil, befolydsoljik egymas lehettségeit (drdgul a
diobél). A ldthatatlan kéz biztositja, hogy ez a szigorian csak az 6nér-
deket kovetd, sziik latokordi, ha gy tetszik, rovidlaté gondolkoddsmad
nem kdoszhoz, hanem egy konzisztens allapothoz, egyensiilyhoz, s6t ha-
tékony egyensiilyhoz vezet. A hatékonysdggal a kovetkezd fejezetben
foglalkozunk, most az dllitas els6 részét latjuk be.

26Ugye, nem felejtettiik el, hogy ez egyben az eredeti e € E4_ p gazdasdg versenyzoi
egyensilydnak egzisztenciabizonyitdsdt is jelenti? Ugyancsak e helyiitt emlékeztetiink
arra, hogy az eredeti gazdasdg szimbo6lumait haszndljuk a sziikitettre is.

2TEz a bizonyitds szerepel az 1ttord Arrow-Debreu (1954) cikkben.
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A probléma a nemkooperativ jatékelmélet egy korai, tipikus prob-
lémdja, a bizonyitds is ilyen matematikai eszkozoket haszndl. Eloszor
definidlunk egy jatékot, ennek egyensilypontjit, majd kimondunk egy
egzisztenciatételt. Végiil belatjuk, hogy e jaték egyensilypontja megadja
a gazdasdg versenyzoi egyenstlyi allapotat is.

A tovédbbiakban egy K személyes I' jatékon a kovetkezOket értjiik.
Minden k = 1,2,..., K jatékos rendelkezik egy S, C RN* stratégia-
halmazzal, ami lehetséges cselekvési terveit tartalmazza. Legyen S =
xi{zle és jeloljiik ennek egy, tetszoleges elemét, egy stratégiaegyiittest,
az s € S szimb6lummal. Ha egy jdtékos vdlaszt egy stratégidt, ak-
kor ez befolydsolja a tobbiek dltal vélaszthaté stratégidkat. Definidljuk
egy jatékos kornyezetfiigguényét a kovetkezdképpen. Ha minden jatékos
vélaszt egy sp € Sp stratégidt, akkor k csak az Sj stratégiahalmazd-
nak egy részébol vilaszthat. Ezt a szémdra adott lehetéséghalmazt a
®; : S = S), pont-halmaz leképezés, a kornyzetfiiggvény jeloli ki.?® Ha
az s € S stratégiaegyiittes valésul meg, akkor ennek eredményeképpen
kialakul6 allapot a jétékosok szamdra ¢, (s),k = 1,2,..., K kifizetést
biztosit, ahol ¢ (s) : S — R.

3.D.1. Definicié. Egy K személyes I' jaték a
I'= {K;Sla527"'7SK;@17©27~'~(I)K;¢D¢27"'7¢)K}
egytittes.

Alkalmazzuk a kovetkezd egyszeriisito jelolést: legyen s_j az a k — 1
szereplore vonatkozé stratégiaegyiittes, amelyben a k-adik jétékos stra-
tégidja nem szerepel. A kovetkezd fogalom a jatékelmélet legfontosabb
fogalma.’

3.D.2. Definici6. Egy s* € S stratégiegytittes a I' jadték Nash-egyen-
siulypontja, ha k =1,2,..., K-ra

(i) si € Pr(s™);
(i) @5 (s*) = d(sk, ™), Vs € Pi(s*).
28 A sz6 szoros értelmében k lehetséges stratégiai nyilvan csak a tobbi jatékos &l-

tal valasztott stratégidktdl filggnek, de az dltalunk adott meghatdrozds matematikai
szempontbdl ugyanaz, és egyszeriibben kezelhetd.

29 Nash (1950).
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A kovetkezd tétel Gerard Debreu nevéhez flizédik, 6 a tdrsadalmi
rendszerekre vonatkozé alapvetd tételnek nevezi.?® Mi csupdn a fenti
jatékra vonatkoztatjuk.

3.D.3. Tétel (Debreu). Ha a T jdtékban k =1,2,..., K-ra
(i) Sk nemiires, zdrt, korldtos, konvex;

(ii) @y, folytonos és konvex értékii;

(iii) ¢,, folytonos és a k-adik komponensében kvézikonkdv,
akkor a I' jatéknak létezik Nash-egyensilypontja.

B1zoNYiTAS. Definidljuk k = 1,2,..., K-ra a kovetkezd u,(s) : S = Sk
pont—halmaz leképezéseket:

& (Sk, S—k) = max g{)k(t,sk)}.

. (8) = {Sk € Oi(s) tEDy(s)

Miutén Sy nemiires és kompakt, valamint ¢, és @, folytonos, ezért a
1, (s) halmaz nem iires. Nyilvdn konvex is, mert két konvex halmaz met-
szete, hiszen ®(s) definiciébdl kovetkezben az, és a ¢, fiiggvény a k-adik
komponensében kvazikonkdv, ezért maximumbhelyeinek halmaza konvex.
Legyen most a g : S = S pont-halmaz leképezés a pu(s) = xX_ 1, (s)
szabdllyal adott. A Berge-tételbol kovetkezik, hogy a pp, k=1,2,..., K
pont-halmaz leképezések f.f.f.-ak, igy a 3.C.5. Allitdasbol u is az. E
szerint kielégiti a Kakutani-tétel feltételeit, ezért létezik fixpontja: s* €
w(s*) . Més széval létezik olyan

(s7,85,...,8%) €S
stratégiaegyiittes, amire k =1,2,..., K-ra
st € g (sk) -

A Nash-egyensily definicigjabdl lathats, hogy pont ezt kellett bizonyi-
tanunk. o

Térjiink most vissza a vizsgdlandé e, € £¥ gazdasdgunkhoz, és de-
finidljuk a kovetkez6 jatékot!

I A LX X XYL Ye . Y PN By B, B
° Y1, Ya, ..., Y, PNiUL U, U, Vi, Vo, Vg W ’

30 Debreu (1952).
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ahol az eddig ismeretlen szimbélumok jelentése ¢ = 1,2,..., [-re

f]i : (XXyXPN) —>R7 UZ (Jf‘l;an"'axlayhyQa"'avap) :Ul(xl)7

és
Bi : (X X nyN) — XZ‘,
B'L'(xlnya"'axlayhva"'avap):B’i(pvy17y27"'7yJ):

J

=% € X;|pr; = M (p,y1,Y2,--.,ys) = pw; + max 0720%]‘]72/]'
j=1

valamint j = 1,2,..., J-re

‘/j : (X X yXPN) HR? V}‘($1,$2,~~~a$1,y1792,~--ayJaP) = DPYj,
végiil

W (XXyXPN) *)Ra W(xlax%"'7$Iay17y27"'7yJ7p) =Pz,

ahol természetesen

I J I
z = E XT; — E yj — E Wi.
i=1 j=1 i=1

3.D.4. Megjegyzés. Két rovid megjegyzés kivankozik ide. Az els6: a
I + J + l-edik jdtékos a piac szelleme. Az 6 ,ldthatatlan keze” vezérli
a gazdasdgot azaltal, hogy drdgitja a tilkeresletet. A mdsik: figyel-
azért volt sziikség, hogy az dltala megjdtszhato (a tobbiek dltal meg nem
gatolt) stratégidk halmaza soha ne legyen iires. Erdemes megmutatni,
hogy egyenstlyi dllapotban a B; kérnyezetfiiggvény képe megegyezik a
B; koltségvetési halmazzal.

3.D.5. Tétel (Arrow—Debreu). Az el6z6ekben definidlt T, jdtéknak
létezik Nash-egyensilypontja, és ez az es, € £V gazdasdg — és igy az
eredeti e € E4_p gazdasdg — egyensiilyi dllapotdt is szolgdltatja.
BizonviTAS. A Debreu-tétel feltételei nyilvanvaléan teljesiilnek az e
gazdasdgra tett feltevések miatt. Ezért a I' jatéknak létezik egy

*

* * ko ok ok * *
s = (x17$27'"7x[7y1ay27"'7yJ7p )

egyensulypontja. Erre
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(i) j=1,2,...,J-re p*y; = max {p*y |y € Y; }, azaz y; € Y; (p);
(i) i=1,2,...,I-re

Ui (a7) = max {U; (1) |0 € B: 0" w3 0, 5) }

de miutdn y; € Y; (p*), ezért

M; (p*y15 955 -+ y7) = Mi(p"),
azaz xf € X; (p*);

(iil) miutdn zF € X; (p*),i =1,2,..., I-re, ezért sziikségképpen p*z* <
0. Az is trividlis, hogy az RN-beli egységvektorok elemei a PV &r-
szimplexnek. A sziikitett gazdasdgra vonatkoz6é Walras—torvény
(3.B.5. Allitas, (xi) pont) és e tartalmazds miatt

zr =(0,...,00,-1,1,0,41,...05) 2" Sp*2* S0,
azaz z* < 0, vagyis a naturélis egyensiily fennall;

(iv) miutdn z* < 0, ezért ugyancsak a 3.B.5. Allitds utolsé pontja
miatt p*z* = 0, azaz fennéll a szigord értékegyensily. O

3.D.2. Munkaban a tulkereslet

A gazdasig egyensilya, mint azt az eléz6 pontban ldttuk, a gazdasdgi
szereplok szdndékainak, cselekedeteinek egyensilya. Ugyanakkor a gaz-
dasdg egyensiilya egyben az 6sszes piac kitisztuldsat — szokdsos széhasz-
nélattal a joszdgokra vonatkozé kereslet—kindlat egyensilydt — is jelenti.
Ebben az értelmezésben nem csupdn arrél van szé, hogy egy egyénnek
sem 4&ll érdekében més stratégidt megjdtszani, hanem arrdl is, hogy a
gazdasdg olyan édllapotba keriil, amiben a jészdagok irdnti tilkereslet nem
pozitiv.
Az el6z6 fejezetben definidltuk az e € £4_p gazdasdgra vonatkozo

I J
Zp): PN =RY, Z(p) =D Xi(p) - ) _Vilp) —w

i=1 j=1

tulkereslet-leképezést. Vonatkoztassuk ezt most az e,, € £ gazdasdgral
Rogton felmeriil a kérdés, vajon milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik ez
a leképezés?
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3.D.6. Allitas. Az e,, € ¥ gazdasdg

I J
Zp): PN = RY, Z(p) =Y Xip) - Vi) -w

i=1 j=1
tiilkereslet-leképezése f.f.f., valamint Vp € PN-re a Z(p) halmazok nem-
iires, zdrt, korldtos, konvex halmazok. Ugyanakkor teljesiil a (mdédosi-
tott) Walras-torvény: Vp € PN-re pZ(p) < 0.

B1zoNYITAS.A gazdasdg dontési szabélyait jellemz6 3.C.11. és 3.C.13.
Segédtételek, a Walras-térvényt leszamitva, ugyanezeket mondtak ki az
Xi(p),i =1,2,...,1 és a Yj(p),j = 1,2,...,J halmazokra. A 3.C.5.
Allitasbol a f.f.f.-sdg kovetkezik, a tobbi magédtdl értetédd. A Walras--
torvény az 3.B.5. Allitds (xi) pontjabél adédik. O

A 3.B.5. Allitas utolsé pontjabél az is kovetkezik, hogy egy z* €
Z(p*) NRY tilkeresletvektorra az

* * * ok ok * ok
($1,$27~~~,$1>3/1792,~--ayjap )

allapot a gazdasdg egyensiilyi allapota. A kérdésiink tehat az, létezik-e
olyan p* € PV 4rvektor, amihez tartozé Z(p*) tilkereslethalmaznak van
nempozitiv eleme. E kérdésre ad védlaszt az dgynevezett Alaptétel, ami-
nek mi most egy Debreu sltal adott — nem a legaltaldnosabb — forméjat
vessziik 4t.%!

3.D.7. Tétel (Alaptétel). Legyen Z C RY nemiires, zirt, korldtos,
konvex, és legyen Z(p) : PN = Z olyan f.ff. pont-halmaz leképezés,
amelyre Vp € PN-re Z(p) konvex és pZ(p) < 0! Ekkor Iétezik olyan
p* € PN amelyre Z(p*) NRY #£ {0} .

B1zONYITAS. Definidljunk egy ¥ : PY x Z = PN x Z pont-halmaz
leképezést a kovetkezd médon. A (p,z) € PN x Z parhoz rendeljiik
hozza a P(z) x Z(p) halmazt, ahol Z(p) a tétel feltételei kozott szerepld
pont—halmaz leképezés p-hez tartozé képhalmaza és

P(z) = {p e PN

Pz = Max qz ¢ .
qePN

31 Debreu (1959). Vesd ssze a Debreu (1956) cikkben taldlhaté allitéssal.
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A P(z) halmaz Vz-re nyilvan nemiires, konvex és a Berge-tétel értelmé-
ben a P(z) : Z = P pont-halmaz leképezés f.f.f.. A U leképezés tehdt
kielégiti a Kakutani-tétel feltételeit. Emiatt létezik olyan

(p",2") € (P(z7), Z(p"))

amire p*z* < 0. Az is trividlis, hogy az RY-beli egységvektorok elemei a
PV &rszimplexnek, ezért

28 =1(0,...,0n-1,1,0,41,...0§) 2" Sp 2" S0,

azaz z* < 0. O

A piacon kozvetleniil két jelenség figyelhetd meg, az drrendszer és a
tilkereslet az egyes joszagokbdl. Ez a két rendszer egymdsra hatdssal
van, egymdst alakitjadk. Nem kivanjuk most vizsgdlni ezt a kolesonos
alkalmazkoddsi folyamatot, csak arra mutatunk ra, hogy egyensilyban
megsziinik a rendszerek mozgdsa, a mozgdsnak mint leképezésnek fix-
pontja az egyensily. Ez arra utal, hogy a fixpont és az egyensuly igen-
csak Osszetartozoé fogalmak. Vajon tényleg igy van ez?

Az eddigiekben léttuk, hogy az egyensiily létezésének bizonyitdsakor
a fixponttételek rendkiviil hasznosnak bizonyulnak. Ezek a tételek azon-
ban matematikai szempontbdl roppant mélyek és nehezek, kérdés, nem
tul nagy appardtust mozgatunk-e. Nem loviink-e dgytval verébre? A
valasz: nem. Két meggondoldst kell tenniink. Egyrészt beldtjuk, hogy
az Alaptétel ekvivalens a Kakutani-tétellel, azaz, ha feltessziik az Alap-
tétel igazsagét, abbdl kovetkezik a Kakutani-tétel. Mdasrészt — és ezt nem
latjuk be, mert a bizonyitds meghaladja e targyalds kereteit — megmu-
tathatd, hogy vannak olyan gazdasdgok, amelyek tilkereslet-leképezése
nem rendelkezik az Alaptételben megfogalmazott feltételek mellett pot-
16lagos, ,,j6” tulajdonsdgokkal, igy az Alaptétel mindenképpen sziikséges
az egyensuly létezésének bizonyitdsdhoz.

3.D.8. Tétel (Uzawa). Az Alaptételbdl kovetkezik a Kakutani-tétel.?

BIZONYITAS. A tétel 4llitasdt elegendd egy @ (p) : PY = P¥ hal-
mazértékii leképezésre megmutatni. Tegyiik fel, hogy @ (p) kielégiti a

32 Az &llitas eredeti formajaban az Uzawa (1962) cikkben taldlhaté. Ez csak pont—
pont leképezésekre vonatkozik, az itt kimondott forméjat a Debreu (1982) tanulmény-
bél vettiik.
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Kakutani-tétel feltételeit! Legyen minden p € PN-re H(p) C RV a
pH(p) = 0 egyenldséggel definidlt, a p vektorra merdleges hipersik, va-
lamint legyen ¥(p) C H(p) a ®(p) halmaz merdleges vetiilete erre a
hipersikra. Legyen H C R olyan zért, korldtos, konvex halmaz, amire

Ho (] v(p).

pePN

A U(p) : PN = 'H pont-halmaz leképezés nyilvan kielégiti az Alaptétel
feltételeit, ezért létezik

p* € PN, amire U(p*) NRY £ {0} .

Legyen t € U(p*) NRYN ¢s s € PN az a szimplexbeli pont, amelynek ¢
a merdleges vetiilete. (A vetités irdnya nyilvan p*-gal parhuzamos.) Mi-
utédn s—t parhuzamos p*-gal, ezért t(s—t) = 0, hiszen t € H(p). Eszerint
t-s =t-t. Tudjuk azonban, hogy t £ 0, s 20, fgy t-s=1¢t-¢t <0,
amibél ¢ = 0 kovetkezik. Eszerint 0 € U(p*), igy p* € ®(p*), azaz a
® (p) : PN = PN halmazértékii leképezésnek van fixpontja. O

A gondolatmenet mésodik kérdése az, hogy nem létezik-e a gazda-
sdg tulkereslet-leképezésének az Alaptételben kimondott feltételek mel-
lett olyan tovdbbi tulajdonsdga, ami lehetévé tenne egy elemi bizonyi-
tdst. Megmutathaté, hogy nem.?? Tobbszor lattuk azt a tényt, hogy
amennyiben a fogyasztok telhetetlenek és a megfelelé konvexitdsi felté-
telek fennallnak, akkor a fogyasztok teljesen elkoltik a jovedelmiiket, és
igaz lesz a Vp € PN-re pZ(p) = 0 Walras-térvény. Belathaté — noha ez
kordntsem egyszerii —, hogy tetszéleges folytonos és a Walras-torvényt
kielégité f fiiggvényhez taldlhaté olyan N fogyaszté alkotta termelés
nélkiili gazdasdg, amelynek tiilkereslet-leképezése éppen az f fiiggvény.>*
Ebbdl kovetkezbden az egyensily létezésének bizonyitdsdhoz az Alaptétel
— és 1gy a Kakutani-tétel — sziikséges eszkoz. Intuiciénk bevdlt: az egyen-
sily és a fixpont egyméstdl elvilaszthatatlan fogalmak.

33Lgsd példaul a Sonnenschein (1973) cikket és a Shafer-Sonnenschein (1982)
tanulmanyt.

34 Az &llitds igy nem preciz, PN relativ belsejének (szigorian pozitiv arak) barmely
kompakt IC halmazdn igaz az egyez6ség. Komoly problémat ez a megkotés nem jelent,
szigorian monoton preferencidk mellett az drak mindenképpen pozitivak lesznek.
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4.A. Bevezetés

Osszes eddigi erdfeszitésiink arra irdnyult, hogy beldssuk: az e € £4_p
gazdasdgban létezik versenyzoi egyensily. Rogton felmeriil a kérdés: mi-
ért kiiszkodtiink ennyit, miért fontos szimunkra az egyenstly létezése?
Onmagaért mint az drak és allokdcik mozgasdnak végpontjaért keres-
tiik, vagy van valami olyan ,jé” tulajdonsidga, ami szdmunkra a gazda-
sdgot alkoto szereplok, a tdrsadalom szempontjabodl lényeges? Legaldabb
ilyen fontos az ellenkez6 irdnyu kérdés: ha adott egy ilyen ,,j6” tulajdon-
sdggal rendelkez6 allapot, elérheté-e a versenyz6i mechanizmus segitsé-
gével? Ebben a fejezetben ezekre a kérdésekre keressiik a valaszt.

4.B. A Pareto-hatékonysag fogalma

4.B.1. Pareto-gazdasdgok

A megval6sithaté allokdciok halmazdnak bevezetésekor utaltunk arra,
hogy a megvalésithatésdg egyéltaldn nem elosztasi kategéria. Azt vi-
szont tudjuk, hogy a versenyz6i egyensily fogalma, a készleteken és a
részesedéseken keresztiil az. Ugyanakkor az egyenstily fogalma a megva-
l6sithatésdghoz is kotddik. Vajon csupdn a megvaldsithatésag az elébb
emlitett ,,j6” tulajdonsdg? Nem, médsra is gondolunk. E gondolatkor
vizsgdlatdhoz bevezetjiik a Pareto-gazdasdg fogalméat®, amelynek de-
finidldsakor csak az eddigiektdl valo eltéréseket emlitjiik. Amirél nem
szolunk, az megegyezik a versenyzoi, illetve az A-D gazdasagokra mon-
dottakkal.

A Pareto-gazdasdg csak abban kiilonbozik az eddig megismert ver-
senyz6i gazdasdagtol, hogy a fogyasztékat nem latjuk el készletekkel és ré-
szesedésekkel, azaz egyeldre menekiiliink az elosztési kategoridktol. Meg-
adjuk viszont a gazdasdgban rendelkezésre &l16 w Osszkészlet nagysagat.
Megtartjuk az arelfogadédsi posztuldtumot is, de természetesen a fogyasz-
tok dontési szabdlyan valtoztatnunk kell. Feltételezziik, hogy a fogyasz-
tok koltségvetési halmazét a kovetkezd BY : PN x R = X; pont-halmaz

35Ez az elnevezés nem kozkeletii a kozgazdasdgi szakirodalomban. Csak azért hasz-
néljuk, hogy a bevezetendd fogalmakat kotni tudjuk egy ismert névhez — Wilfredo
Paretotéhoz, aki az ebben a fejezetben tdrgyalt kérdéskorrel elészor foglalkozott ala-
posabban —, és ezaltal konnyebben hivatkozhassunk rajuk.
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leképezéssel definidljuk:

BY (p,w;) = {z; € X, |pz; S w; },

ahol w;,i = 1,2,...,I-re a fogyaszté kiviilrél (akdr egy Kozponti Jo-
léti Hatosagtol) kapott olyan egydsszegli jovedelemtranszfere, ami nem
cselekedeteinek fiiggvénye. Ezutdn a fogyaszté ebbél a BY (p,w;) hal-
mazbdl vélasztja ki a szaméra legjobbat az ismert médon. Az igy kapott
halmazokat az X? (p, w;) szimbélummal jel6ljiik. Nem definidljuk tehdt
pontosan, hogy az egyes fogyaszté jovedelme mibdl szarmazik. A gaz-
dasdgra csak azt a kikotést tessziik, hogy Vp € PN-re

I J
Zwi < pw erzyj-
i—1 j=1

Az elmondottaknak megfeleléen viltozik az e) gazdasdgi kbrnyezet mint
lista. A Pareto-gazdasigok nem térnek el egymdstol a gazdasdgi mecha-
nizmus szerint, igy a kovetkez6 definiciét adhatjuk.

4.B.1. Definicié. A Pareto-gazdasdgok halmazdt az EP szimbdlummal
jeloljiik. Egy eP € EP gazdasdg a kovetkezo lista:

=1

617 = {Na Ia Ja (X’L){:l ) (tz)z[:1 , W, (}/})J } .

A tovdbbiakban olyan Pareto-gazdasdgokat vizsgdlunk, amelyekre fenn-
dllnak a 2.D.1. és 2.D.3. Feltevések (ezek csalddjat EY -vel jeloljiik,
annak ellenére, hogy az (A-D) gazdasdgok harmadik feltételcsoportja e
helyiitt nem szerepel), igy a fenti lista kicsit médosul:

I I J
ei—D = {N’ 1,J, (X’i)izl ’ (Ui)izl y W, (Yj)jzl} :

4.B.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy £, C EP, és, ha elvégezziik
aw; = M;(p),i =1,2,...,I beazonositdsokat, akkor nyilvdnvalé, hogy

EV CEP és Eap CEY_ .

A Pareto-gazdasdgokban az dsszes olyan fogalmat?®®, amely nem kap-
csolédott az elosztési és részesedési viszonyokhoz, valtozatlan forméban
definidljuk, ezért nem is adjuk meg Oket ismét. Elengedhetetlen viszont
a versenyzOi egyensulyi dllapotnak az ilyen gazdasdgokra vonatkozé &l-
taldnositdsa.

36 Allokdcié, megvaldsithatésag stb.
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4.B.3. Definicié. Az (a*,p*) dllapot az eP € EP gazdasdg jovedelem-
transzfer melletti egyenstlyi allapota, ha léteznek olyan w;,i = 1,2,...,1
Jjovedelemtranszferek, amelyekre

I J
> wi=pw+p> v,
i=1 j=1
valamint
(i) Profitmaximalizdlds: j = 1,2,..., J-re yj € Y;(p*);
(i) Haszonmaximalizdlds: ¢ = 1,2,...,I-re z} € XP(p*, w;);

(iii) Naturdlis egyensily: a* € A, azaz Zle xf < 23'7:1 y; tw;

(iv) Szigoru értékegyenstly: p* (Zle xf — ijl yi — w) =0.

4.B.4. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy egy e € £V C EP gazdasdg
versenyzoi egyensiilyi dllapota egyben jovedelemtranszfer melletti egyen-
stilyi dllapot is sziikségképpen, hiszen a mér emlitett w; = M;(p*) helyet-
tesitésekkel X¥ (p*, w;) = X;(p*), és igy a két definicié egybeesik. Fordit-
va természetesen ez nem igaz, nem minden jovedelemtranszfer melletti
egyensiily versenyzoi egyensiily is egyben. FEszerint a versenyzodi egyen-
sily egy specidlis jovedelemtranszfer melletti egyensiily.

A késébbi felhasznélds érdekében még egy definiciét kell megadnunk®7:

4.B.5. Definicié. Az (a*,p*) dllapot az eP € EP gazdasdg jovedelem-
transzfer melletti kvdziegyensiilyi dllapota, ha léteznek olyan

jovedelemtranszferek, amelyekre

I J
dowi=pwtpty i,
i=1 i=1

valamint

37Lasd Mas-Colell és mdsok (1995) 16. fejezet.
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(i) Profitmaximalizdlds: j = 1,2,..., J-re y; € Y;(p*);

(ii) Jovedelemkonform kiadds: ¢ = 1,2,...,I-re, ha x; € X;, és x; >=;
xf, akkor p*z; 2 wy;

(i) Naturélis egyensily: a* € A, azaz Zle xf < ijl y; +w;
I

(iv) Szigoru értékegyenstly: p* (Zi:l xf — Z}‘]:1 Yy — w) =0.

Vessiik 6ssze ezt a definiciét a jovedelemtranszfer melletti egyensily
definiciéjaval. Léthatjuk, hogy a kettd csak a fogyasztokra vonatkozd
feltételben kiilonbozik egymadstol. Sot, egyszeriien megéllapithatjuk a
kovetkezoket.

4.B.6. Allitas. Egy e € EP gazdasdg (a*,p*) jovedelemtranszfer mel-
letti egyensiilya mindig jovedelemtranszfer melletti kvdziegyensiily is egy-
ben. Tovdbbd, ha ebben a gazdasdgban i = 1,2,...,I-re a fogyaszté
lokélisan telhetetlen®®, akkor

w; = p*ry,
valamint a jovedelemkonform kiadds az
X; (7)) = {zi € X; |2 i ) }
halmaz feletti kiaddsminimalizdldst jelenti, azaz i = 1,2,...,I-re
x} € argmin{p*x; |x; € X;, x; 7; xf }.

B1zoNYITAS. Az allitds elsd része trivialitds. A jovedelemkonform ki-
addsbdl a lokdlisan telhetetlen fogyaszté esetében kovetkezik , hogy

Pl 2 w;. (4.B-1)

Ha ugyanis p*z} < w; dllna fénn, akkor z}-hoz tetszdlegesen kozel ta-
lalhatndnk olyan x € X; pontot, amire szintén p*z < w; és z >=; xf,
és ez ellentmond (i¢)-nek. Ugyanakkor a (4.B-1) egyenlétlenségeket a
fogyasztokra Osszegezve és Osszevetve a szigord értékegyensily feltételé-

vel, azt kapjuk, hogy minden i-re igaz a p*z} = w; egyenldség. Tegyiik

38 Az i-edik fogyaszté lokdlisan telhetetlen, ha Va; € X; pont tetszélegesen kis & > 0
sugart nyilt kérnyezetében létezik olyan x} € X; pont, amire z} >; x;.
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fel tovabba, hogy létezik olyan 2} € X;(z¥), amire p*z, < p*z’ =
w;. Bz vagy ellentmonddsban van a fogyaszté dontési szabalyaval, vagy
xf ~; xf. Ekkor azonban a lokélis telhetetlenség feltételébdl kivetkezik,
hogy ) tetszblegesen kicsi, nyilt kornyezetében létezik x/ € X; pont,
amire x =; x} ~; x¥. Ezt kellben kozel vélasztva a}-hoz kapjuk, hogy
p*a! < p*xf = w, ami megint csak ellentmond a fogyaszté feltételezett

viselkedésének. O

4.B.2. Hatékonysag és a haszonlehetéség-hatar

A kovetkezd megismerendd fogalom a Pareto-hatékonysdg fogalma. Ez
elengedhetetlen jellemzdje a ,,j6” talajdonsdgui allapotnak.

4.B.7. Definicié. Egy e € EP gazdasdgban az a° € A, megvaldsithato
allokdcié Pareto-hatékony vagy Pareto-optimaélis, ha nem Iétezik olyan
mdsik megvaldsithato a’ € Aoy allokdcié és i’ fogyasztd, hogy

! o . z / o
x; =i xy, Vi-re és  xy i X

Ha maradunk az A-D modell keretei kozott, akkor egy e € EY |, gaz-
dasdgban az a° € A, megvaldésithaté allokdcié Pareto-hatékony vagy
Pareto-optimalis, ha nem létezik olyan mdsik megvalésithaté a' € Aoy
allokécié és i’ fogyaszto, hogy i = 1,2,...,I-re

Ui(z}) 2 Ui(x5),

valamint
Uir(z) > Uy (x5).

4.B.8. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a Pareto-hatékonysag csak a
fogyasztdkhoz kotodik. Noha tevékenységegyiitteseken van értelmezve,
de ebbdl az aspektusbdl csak a szereplok végso, fogyasztdsi értékitélete a
donté. Egy hatékony allokdciéban csak akkor javithatunk valaki helyze-
tén, ha legalibb egy mdsik fogyaszté helyzetén rontunk. Azt is vegyiik
a mechanizmus, csak a kornyezet. Ezt a megfigyelést hasznaljuk ki ké-
s6bb a kovetkezOkben. A hatékonysdg fogalma nem kotddik az elosztdsi
kérdésekhez sem. Ha egy allokdciéban minden joszdg egy fogyasztonak
jut, az allokdcié még lehet hatékony.
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Vajon egy gazdasdgban létezik-e egydltaldn Pareto-hatékony tevé-
kenységegyiittes? Ha igen, hogyan jellemezhetnénk a Pareto-hatékony
allokdciok halmaz&t?

4.B.9. Definicié. Egy olyan e € EP gazdasdgban, amiben a fogyasztok
preferencidi hasznossagi fiiggvényekkel reprezentdlhatok, az

U, = {(Ul,U27...,U1) e R |Fa € Ay, amire U; < U; (x;) W—re}

halmazt a gazdasdg haszonlehetdség-halmazdnak hivjuk.
E halmaz része a

o [ (U3 U3, UR) €U 1B (U], UL, .. Up) €U és
€ hogyVi-re és U] = U? és U}, > Uy,

szabdllyal definidlt haszonlehet6ség-hatér.

4.B.10. Allitas. Egy a°® € A, allokdcié akkor és csak akkor Pareto-
hatékony, ha a hozzd tartozé Uye € U, haszonlehetéség-vektor a haszon-
lehet6ség-hatdr eleme, azaz igaz az Uge € U tartalmazds.

B1zoNYITAS. A bizonyitds indirekt, és a definicidk kozvetlen alkalma-
zésa. Tegyiik fel Ugo ¢ US. Ekkor létezik olyan a’ € A,y allokdcié és &/
fogyasztd, hogy

(U1,0,,...,Up),, 2 (U7,U3,...,U7) 0 ,i=1,2,..., I-re és Uj, > Uy,
azaz a® nem Pareto-hatékony. Visszafelé ugyanigy jarunk el. O

4.B.11. Allitas. Egy e € &N _p gazdasdgban, ahol i = 1,2,...,I-re
léteznek olyan i; € X; fogyasztdsi vektorok, hogy 2521 2, £ w, az U,
haszonlehet6ség-halmaz nemiires, zart, feliilrél korldtos halmaz.

B1zoNYITAS. A bizonyitds sordn kihaszndljuk azt a tényt, hogy az U,
halmaz nem m4&s, mint a megvaldsithaté allokdcick halmaza folytonos
képének és az RL halmaznak az osszege, azaz U, = Uy, + RL, ahol

Ua,, = {(U1(21),Ua(22),...,Ur(zr)) € R |[a € Agi }

és x; természetesen az a allokdcio része. A gazdasdg feltételei kozott sze-
repld tétlenség lehetségessége feltételbdl és az allitdsban szerepld egyen-
16tlenségbdl nyilvdnvalé a gazdasdgbeli relevans dontési halmazok nem-
iiressége. A 3.B.3. Segédtételbdl tudjuk, hogy a relevdns déntési halma-
zok korlatosak is. Ebbdl kovetkezik, hogy A,k is nemiires és korldtos.
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Most az A,x halmaz zartsagat latjuk be. Tekintsiik az
a? = (21,29, .28, y8 98, ... yh) € Aok, qg=1,2,...

sorozatot. Abbdl, hogy a? megvaldsithatd, tudjuk, hogy

I J

q q
§ L — E Y; < w,
i=1 =1

és feltettiik, hogy a tevékenységi halmazok zartak. Ebbol kovetkezik,
hogy

qlirgloxf = z0eX; i=12,...,1,
qligroloy? = y;€Y;, j=12,...,J

és miutdn az osszegképzés folytonos

azaz Aoi tényleg zart és igy kompakt is egyben. Ebbol kovetkezéen a
hasznossdgi fliggvények feltételezett folytonossdgabdl kapjuk, hogy U4,
egy kompakt halmaz folytonos képe, és igy maga is kompakt. Innen az
U, halmaz zértsaga és feliilrdl korldtossaga kivetkezik. o

4.B.12. Kovetkezmény. Aze € £ ) gazdasdgban létezik Pareto-ha-
tékony allokdcid.

B1ZONYITAS. A 4.B.10. és 4.B.11. Allitasok kozvetlen kovetkezménye.O

4.C. Az alapveto joléti tételek

Ebben az alfejezetben az egyensily és a Pareto-hatékonysig fogalmak
kapcsolataval foglalkozunk. A kimondandé két tétel — a joléti gazda-
sdgtan alaptételei®® — a legfébb elméleti érvek a versenyzéi gazdassgok
miikodtetése mellett. A piacgazdasdg, a piac hatékonysdga szlogen innen
eredeztetheto.

39Keét klasszikus, az itt alkalmazott targyaldsmaéddal rokon hivatkozas Arrow (1951)
és Debreu (1954). Ezekben nem szerepel a jovedelemtranszfer itt haszndlt fogalma,
de tartalmilag az éllitdsok megegyeznek a miénkkel.
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4.C.1. A joléti gazdasagtan elsé alaptétele

Ebben a pontban a joléti gazdasdgtan elsé alaptételét mondjuk ki és
latjuk be. Ez a tétel még teljesebbé teszi a smithi ldthatatlan kéz for-
malizdlt elméletét, hiszen a piac és az egyensiily hatékonysdga ebbdl a
tételbdl fakad. A tétel nagyon &ltaldnos koriilmények kozott igaz, mi
most egy e € &4 |, gazdasdgra vonatkoztatjuk, csak a tételt kovetd
megjegyzésben adjuk meg az dltaldnosabb feltételeket.

4.C.1. Tétel (Az elsd joléti tétel). Ha (a*,p*) egy e € £, gazda-
sdg jovedelemtranszferek melletti egyensilyi dllapota, akkor a* Pareto-
hatékony.

BizonyiTAs. Tegyiik fel, hogy a* nem hatékony. Ekkor létezik egy olyan
a' € A, allokdcio és i’ fogyasztd, hogy i = 1,2, ..., I-re

Ui(}) 2 U(a)),

3 7
valamint
Ui/ (l‘i/) > Ui/ (Z‘T/)

Miutédn a fogyaszték az adott jovedelemtranszfer melletti, legnagyobb

hasznossdgu fogyasztdsi kosarakat valasztottdk, ezért ¢ = 1,2,..., I-re
pral 2 w; ési'-re p*xl, > wy. Ha ezeket az egyenldtlenségeket a fogyasz-
ték szerint Osszegezziik, akkor

I

I I J
PPy x>y wi=prw+pty yi=pty
i=1 i=1 i=1

i=1

ahol az utolsé egyenléség a jovedelemtranszfer melletti egyensily de-
finiciéjanak utolsé pontjabol kiovetkezik. Miutdn o' megvalésithaté és
p* € PN ezért

I J I J
p* Zaﬂ;ny;fw <0=p* fony;‘fw
i=1 j=1 i=1 j=1

Ezt osszevetve az elézd egyenldtlenségsorozattal, azt kapjuk, hogy

J J
P Y <Pty )
j=1 j=1

ami ellentmond a profitmaximalizédlasi feltételnek. a
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4.C.2. Megjegyzés. A 4.B.4. Megjegyzésben ldttuk, hogy egy e €
EN_p gazdasdgban a versenyzbi egyensily sziikségképpen jovedelem-
transzfer melletti egyensiily. Ezért ez a tétel azt is kimondja, hogy egy
versenyzbi egyensiily Pareto-hatékony is egyben. Igy a lathatatlan kéz
nemcsak egyensiilyba, hanem hatékony dllapotba is vezeti a gazdasdgot.
Igaz, ez a tétel egydltalin nem foglalkozik elosztdsi kérdésekkel, a haté-
kony egyensiilyi allokdcié igencsak szélsoséges jovedelemkiilonbségeket is
eredményezhet.

4.C.3. Megjegyzés. A tétel sokkal dltalinosabb koriilmények kozott is
igaz, mint az A-D modell. Ha figyelmesen kovetjiik a bizonyitdst, akkor
latjuk, egy e € EP gazdasdgban csak a lokélis telhetetlenség kell hozz4,
nem pedig konvexitdsi és folytonossdgi feltételek.

4.C.4. Megjegyzés. Egy nagyon rovid észrevétel, késébb alapvetd sze-
repe lesz. A tétel igazdahoz feltétleniil kell a Pareto-gazdasdgok kornye-
zete, azaz — tobbek kozott — az, hogy a fogyaszté preferencidi csak a
sajat fogyasztdsi halmaza folott vannak értelmezve, valamint e gazdasa-
gok mechanizmusa, az drelfogadds.

4.C.2. A joléti gazdasagtan mdsodik alaptétele

A masodik joléti tétel a kozgazdasdgi szempontbdl taldn még mélyebb
kérdéssel foglalkozik. Azzal, hogy ha adott egy e € &) |, gazdasdgbeli
a® hatékony allokdcié, akkor ez megvaldsithaté-e versenyz6i mechaniz-
mussal? E kérdésre ad pozitiv védlaszt a tétel. Azt mondja ki, hogy
e gazdasdgban létezik olyan jovedelemtranszfer melletti kvéziegyensiily,
aminek része ez az a°® allokécid, s6t a kvaziegyensily egy pétlélagos, nem
tul szigoru feltétel teljesiilése esetén jovedelemtranszfer melletti egyen-
sily is egyben. Maga a tétel, a konvex halmazok szeparaciés tételének
alkalmazdsa, jabb illusztriciét ad az arrendszer és az allokécié osszefo-
néddsdra, noha itt az arrendszer mas matematikai szerepet tolt be, mint
az eddigiekben.

4.C.5. Definicié. Aze € &Y |, gazdasdgban®® ap € PN dr és w; jove-
delemtranszfer mellett az i-edik fogyasztora teljesiil az er6s létbiztonsdg
feltétele, ha létezik olyan x; € X; fogyasztdsi vektor, hogy pZ; < w;.

40Ne feledjiik, erre a gazdasagra teljesiilnek a 2.D.1. és a 2.D.5. Feltevések.
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4.C.6. Tétel (A mdsodik joléti tétel ). Legyen a® egy e € E4 |
gazdasdgbeli hatékony allokdcié. Ekkor létezik egy olyan p° € PV drvek-
tor, amire az (a°,p°) dllapot jovedelemtranszfer melletti kvdziegyenstilyi
dllapot. Tovdbbd, ha emellett a p° drvektor és aw; = p°z7, i =1,2,...,1
Jjovedelemtranszferek mellett minden fogyasztora teljesiil az erds létbiz-
tonsdg feltétele, akkor (a®,p°®) jovedelemtranszfer melletti egyensilyi dl-
lapot is egyben.

B1zoNYITAS. A jovedelemtranszfer melletti kvdziegyensuly feltételeit ki-
csit kevert sorrendben igazoljuk.

(iii) Az a° hatékony tevékenység megvaldsithatésagabdl trividlisan
kovetkezik a naturdlis egyensuly.

(iv) Definidljuk a kovetkezd halmazokat. Legyen i =1,2,..., I-re

Gi(x) = {z; € X;|Uy(z;) > Ui(5) }

és legyen

A globdlis telhetetlenség feltétele miatt G(x°) nemiires, és azt is konnyfi
beldtni, hogy konvex, hiszen konvex halmazok direkt 6sszege. Hasonlé-
képpen az Y =Y + {w} aggregdlt kindlati halmaz is nemiires és konvex,
valamint nyilvénvaléan zart. A G(z°) és az Y halmazok metszete nyil-
van iires, kiillonben a® nem lehetne Pareto-hatékony. Ezt a halmazok és
a Pareto-hatékonysag definiciéjabdl nyilvdnvaléan kapjuk. Ennek értel-
mében a két halmaz szepardlhatd, azaz a konvex halmazok szepardciés
tételének megfeleléen létezik olyan p° # 0 vektor és p skaldr, amire

p, Vre G(z°), (4.C-1)
p, Vjev. (4.C-2)

P’z

o~

IA IV

A kérdés az, hogy vajon ez a p° # 0 vektor szolgdlhat-e arvektorként,
azaz eleme-e az drszimplexnek. Definidljuk a

Z=G(x°)-Y

halmazt. Ha ennek lenne nempozitiv eleme, akkor ez a fentiek alapjan
ellentmondana a Pareto-hatékonysignak. A Z nyilvdn nemiires, konvex
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és a fentiek alapjan szepardlhaté az RN halmaztdl, azaz létezik olyan
p’ # 0 vektor, hogy

0, VzeZ,
0, YveRYN.

p'z
p'v

A IV

Ebbdl p’ nyilvan lehet eleme az drszimplexnek. Ugyanakkor, mivel Vz €
Zarez=x—y—w zcG@x°),y+weY,igya
p’=p & p=maxp’y
gey
valasztds! megfelel az elézé szepardci6 feltételeinek is, azaz p° alkalmas
arvektornak.
Tudjuk, az a° allokdcié megvalésithaté, ezért egy p° € PV vektorral
szorozva pz° < 0. Ugyanakkor p°z° = 0 is, hiszen a p°2° < 0 reldcié
ellentmondana a (4.C—1) és (4.C-2) egyenl6tlenségeknek. Ebbol ugyanis
a definiciok szerint p°z° < max, .y p°y = p kovetkezne. De ekkor a té-
tel feltételeibdl kovetkezd lokdlis telhetetlenségb6l minden i-re olyan, az
x? pontokhoz tetszblegesen kozel valaszthaté z) € X;, U;(x) > U;(x?)
pontok léteznek, amelyekre nyilvan p° Zle x} < p. Ezekbdl p°2z° = 0.
(i) Az el6z6 pontbdl nyilvdnvald, hogy

I J
p° Z x; = p°w+p° Z y; = p- (4.C-3)
i—1 j=1
A
p = maxp°y
gev

valasztésbol, az Y definfci6jabal és a (4.C-2) egyenlétlenségb6l nyilvan-
valéan kovetkezik, hogy j =1,2,..., J-re

p°y; =p°y;, Vy; €Y;.

Ha ugyanis ez nem lenne igaz, mondjuk a j' termel6re, akkor létezne
olyan y, € Yjr tevékenység, amire poyg-, > p°yj,. De miutdn

(y§7y§7 s ay;upy;uy;%l,...,y?l) € y’

41Ne feledjiik, az ¥ halmaz zdrt, igy a (4.C—2) egyenl8tlenségb6l kovetkezik, hogy a
folytonos skaldris szorzat felveszi a maximumét.
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J
Py +0° Y ys >y Y =p—pw
i# =1
egyenldtlenség ellentmond p definicidjanak.
(ii) Legyen most i = 1,2,. .., I-re w; = p°z3. Ekkor a (4.C-3) egyen-
16ség miatt nyilvan

1 J
S S
i=1 j=1

Azt is tudjuk, hogy i = 1,2,...,I-re
p°x; 2wy, Va; € X;-re, amire U;(x;) 2 Ui(x7). (4.C4)

Ellenkez6 esetben ugyanis létezne egy fogyaszté, mondjuk i/, és =, € Xy,
Ui (2},) 2 Uy (25), valamint p°z), < w;. De ekkor

I
Pl +p° Y af <p°y @t =p.
i i=1

A lokdlis telhetetlenség miatt azonban minden fogyaszté aktualis fo-
gyasztasi vektordnak tetszolegesen kis kornyezetében létezik annél jobb
miésik fogyasztédsi vektor, amiknek a p°® drak melletti értékosszege a ska-
ldris szorzat folytonossdga miatt szintén kisebb, mint p. Ez viszont el-
lentmond a (4.C-1) egyenl6tlenségnek. A (4.C—4) egyenlStlenségek még
erésebbek is a kvéziegyensily éltal kiveteltnal!?.

Végiil azt l4tjuk be, hogy a pétlélagos, az erds létbiztonsdgra vonat-
kozé feltétel teljesiilése esetén ez az (a°,p°) kvdziegyensuly jovedelem-
transzfer melletti egyensily is egyben. Azt kell csak beldtnunk, hogy
minden 7 = 1,2,..., ] fogyasztéra és minden olyan x; € X; vektorra,
amire U;(z;) > U;(z9) a p°x; > w; reldcié kovetkezik. Tegyiik fel, az
nem igaz, azaz létezik egy i fogyaszté és egy olyan x) € X; fogyasztési

vektor, amire U; (x}) > U;(x?) és p°zt < w; = p°z¢. Definidljuk az

vektort most a kovetkezoképpen:

2} =Mrj+ (1= N, A€ (0,1),

42145d a 4.B.6. Allitdst!
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ahol az er6s létbiztonsdg feltétele kovetkeztében p°%; < w;. Ekkor U;
folytonossdga miatt nyilvan létezik olyan 1-hez tetsz6leges kozeli N ér-
ték, amire

pox;\/ <w; és U; (ﬂc;\/) > Us(z7).

Ez viszont nyilvanvaléan ellentmond a kvdziegyensuly (i7) feltételének.O
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5.A. Bevezetés

Ebben a fejezetben tovabb vizsgdljuk a versenyzdi egyenstly és a ha-
tékonysdg fogalmak kapcsolatat. Elsé 1épésben még szigoritjuk is az
egyensuly fogalmat, majd magdt a versenyzoéi magatartdsra vonatkozd
arelfogadési posztulatumot adjuk fel. Definidlunk egy teljesen dltaldnos
cserefogalmat, cseremechanizmust, és dsszevetjiik az ezédltal kapott ered-
ményt a szigoru versenyzoi egyensillyal. Latni fogjuk, a két végallapot
kozott nem sok a kiilonbség.4?

5.B. A szigoru egyensuly fogalma és létezése

Ebben az alfejezetben a szigoru egyensiily fogalméval ismerkediink meg,
és megmutatjuk, egy alkalmasan megvélasztott plusz feltétel teljesiilése
esetén egy e € £4_p gazdasdgban e szigoru értelemben vett egyensilyi
dllapot is 1étezik.

5.B.1. Definicié. Az (a*,p*) dllapot az e € EY gazdasdg szigoru egyen-
sulyi allapota, ha

(i) Profitmaximalizdlds: j =1,...,J —re y; € Y;(p*),

(ii) Haszonmaximalizalds: i = 1,...,I —re z € X;(p*),

(iii) Szigoru naturalis egyenstly: a* € Ay, és

I J I
x; — yj - Wi, = 0.
i—1 j=1 i=1

5.B.2. Megjegyzés. Azonnal ldatszik, hogy folosleges torédniink az ér-
tékegyenstillyal, trividlisan teljesiil. Ami nem igazan trividlis, azt kike-
riiltiik azzal, hogy az dllapot meghatdrozdsaban benne vannak a nemne-
gativ drak. Az drak nemnegativitdsa ugyanis bizonyos esetekben ellent-
mondhat a szigoru naturalis egyensiily feltételének.

5.B.3. Definicié. Egy Y C RY technoldgiai halmazra érvényes a dij-
mentes lomtalanitds (free disposal) feltétele, ha azy € Y tartalmazdsbdl
és az y' <y reldciobdl az y' € Y tartalmazds kovetkezik.

13Egészen  kivals, szellemes bevezetést nydjt a  teriilet eredményeibe
Hildenbrand-Kirman (1976).



88 5. fejezet: Kooperacié vagy verseny?

5.B.4. Tétel (Se hidny, se f6losleg). Ha egy e € £4_p gazdasdgban
az aggregalt termelési halmazra érvényes a dijmentes lomtalanitds fel-
tétele, akkor ebben a gazdasdgban létezik szigori egyensiilyi dllapot.

BrzonviTAs. A 3.D.5. Tételbdl tudjuk, hogy ebben az e gazdasdgban 1é-
tezik versenyz6i egyensuly. Jeloljiik ezt most — a szokdsostdl kicsit eltérve
—az (a®, p°®) szimbdlummal. Legyen

I J I
2° = fo — Zyj — Zwi. (5.B-1)
i=1 j=1 i=1

A versenyz6i egyensiily definiciéjabdl tudjuk, hogy
22<0 & p°®=0.

A dijmentes lomtalanitds feltételébdl kovetkezik, hogy (y° + 2°) € Y.
Legyen most y* = y°+2°. Vdlasszunk j = 1,2,..., J-reegy olyan y; € Y}
vektort, amikre

J
DU =y =y
j=1

Miutdn y* € Y, ezért ilyenek biztos léteznek. Vidlasszuk meg most a
p* € PNésazar € X;,i=1,2,...,1 vektorokat is a kovetkezdképpen:
p* =p°,zf = zf. Nyilvan

1 J 1

fo - Zyj - Zwi =0, (5.B-2)
i=1

i=1 j=1
azaz a csillaggal jelolt tevékenységegyiittes megvalésithatd, és szigori na-
turdlis egyensilyban van. Az maradt tehdt csak hatra, hogy a tevékeny-
ségek optimalitdsét is beldssuk. Az (5.B-1) és (5.B-2) egyenldségekbol

kapjuk, hogy
J

J
Y Y ="y
j=1

Jj=1

Tegyiik fel most, hogy az egyik — mondjuk, az els6 —, csillaggal jel-
zett termelési tevékenység nem maximalizdlja a p* drak melletti pro-
fitot a megfeleld termelési halmaz felett, azaz létezik olyan y; € Yi,
hogy p*yi > p*y;. Meglatjuk, ez ellentmonddsra vezet. Azt tudjuk
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ugyanis, y* maximalizdlja a p* drak melletti profitot az Y halmaz fe-
lett, hiszen ugyanezt tette y° is. Ugyanakkor (y’l + Z;LQ y}*) ey és

p* (y'l + Zij]:z s ) > p* ijl y$. Hasonlé médon érvelve a tobbi terme-
16 esetében, ldtjuk, hogy j =1,2,..., J-re y; profitmaximalizél6 terme-
lés. Ez azt is jelenti egyben, hogy egy termeld profitja sem valtozik, igy
1=1,2,...,I-re

Bi(p*) = Bi(p°),

amibél nyilvanvaléan kapjuk, hogy = € X;(p*). O

5.B.5. Megjegyzés. A tétel feltételei sziikségteleniil erdsek, de a to-
vdbbiak tdrgyaldsdndl nem kell majd élesiteniink oket. Miutdn igy hi-
vatkozhattunk az eddigi eredményeinkre, ezt az alakot hasznaljuk. A
tétel allitasabdl és bizonyitdsdbdl nyilvanvalo a dijmentes lomtalanitds
szerepe. Egyrészt biztositja az egyensiilyi drrendszer nemnegativitdsat,
hiszen akdr csak egy joszdg negativ dra is a profitok nemkorldatos volta-
hoz vezetne, mdsrészt trividlis médon szolgdltatja a szigori egyensiilyi
pontot, azdltal, hogy ,fekete lyukba siillyeszti” a folosleges joszagegysé-
geket.

A késébbiekben kiilon elméleti jelentdséggel birnak majd azok a gaz-
dasdgok, amelyekben nincs termelés. Ahelyett azonban, hogy explicite
kizdarnank a termelés lehet6ségét, csak annyit tételeziink majd fel, hogy
csak egy termeld szerepel a gazdasdgban, és 6 is csak lomtalanit, még-
hozza dijmenetesen.

5.B.6. Definici6é. Ha egy e € £Y gazdasdgban J =1 ésY = RY, akkor
a gazdasdgot tiszta cseregazdasdgnak hivjuk. A tiszta cseregazdasdgok
csalddjat £V -vel jeloljiik. Ha az e € £V gazdasdg nem tiszta cseregazda-
sdg, akkor termel6 gazdasdgnak nevezziik.

5.B.7. Kovetkezmény. Ha egy e € £4_p gazdasdg egyben tiszta cse-
regazdasdg is, azaz e € £ 4_p, akkor létezik szigoru egyenstlypontja.

B1zoNYITAS. Az Y termelési halmaz nyilvanvaléan kielégiti az 5.B.4.
Tétel feltételeit, igy a bizonyitas trivialitds. |

Az el6zd allitds igdzabol azért érdekel minket, hogy a kovetkezd al-
fejezetben elmondanddk ne légjanak a levegdben. A tovdbbiakban a



90 5. fejezet: Kooperacié vagy verseny?

hatékonysdg fogalmat teljesitjiik ki, feladjuk az eddigiekben féltve 6r-
zott elkiiloniiltségi hipotézist, és a tiszta drelfogaddst. Megengedjiik,
hogy az egyes gazdasdgi szereplok kooperiljanak, koalicidkat alkossa-
nak. Egyben ijfajta mechanizmust vezetiink be, a javak olyan maradék
nélkiili szétosztasat, amelyeket a kozvetlen hasznossdgfogalmon keresz-
til a szereplok egybehangzé akarata szentesit, és nem az drak diktélta
gazdasagossdag.

5.C. A gazdasag magja

Ebben a fejezetben a tovdbbiakban olyan gazdasdgokkal foglalkozunk,
amelyek — mint azt az eldbb emlitettiikk — elsésorban a mechanizmu-
sukban kiilonboznek az eddigiektél. Megint csak nem a legdltalanosabb
modellel foglalkozunk, hanem egy olyannal, amely beleillik eddigi tdrgya-
ldsunkba. Tessziik ezt a célbdl, hogy az elért eredményeinket alkalmazni
tudjuk rajuk. Az ilyen gazdasdgokkal elészor Francis Ysidro Edgeworth
foglalkozott??, az 6 nevére valé utaldssal jeloljiik majd az ilyen gazdasa-
gok csalddjdt az £° szimbdélummal.*®

5.C.1. Edgeworth-gazdasdg, szerzodési gbrbe, mag

Az Edgeworth-gazdasdgok kornyezete specidlis, a versenyz6i gazdass-
goknak is megfelel$ kornyezet. Ha ezeket a kornyezeteket a walrasi me-
chanizmussal pdrositandnk, akkor a tiszta cseregazdasagok £ csalddjat
kapnénk. Az Edgeworth-gazdasdgokban tehdt N darab, egymdstol meg-
kiilonboztethetd joszag(fajta), I fogyaszto és J termeld van, ahol J =1
6s Y = RN, A fogyasztékat i = 1,2,..., I-re az X; fogyasztdsi halma-
zok, a »=; preferenciarendezések és az w; kezdokészletek jellemzik. Ha
ezek i = 1,2,..., [-re kielégitik az A-D gazdasdgokra vonatkozé6 2.D.3.
Feltevést, akkor — mint tudjuk — a preferenciarendezéseket U; hasznos-
sagi fiiggvényekkel reprezentdlhatjuk. Az ilyen gazdasdgok csalddjat az
&4 _p szimbdlummal jelsljiik.*® Az Edgeworth-gazdasigok targyaldsa-
nal — miutén elsdsorban a cserére koncentrilunk — az allokacié fogalméba

44 Az ittoré munkdja Edgeworth (1881).
45 A téma kivalé és magas szint{i monografidja Hildenbrand (1974).

16 A7 Y (aggregalt) termelési halmaz nyilvan kielégiti a 2.D.1. Feltevést.
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beépitjiik a megvalésithatdsdgot, azaz azt a tényt, hogy nem cserélhetjiik
el, ami nincs.

5.C.1. Definicié. Egye € £°¢ gazdasdgban egy (z;,xa,...,21,y) € X X
Y tevékenységegytittest allokdcionak hivunk, ha

I I
Zl“i = Zwi +y.
i=1 i=1

Az Edgeworth-gazdasdgok mechanizmusa lényegesen eltér a verseny-
z6i mechanizmustdl. Legféképpen abban, hogy implicite feltessziik, a
fogyasztok ismerik egymds jellemz6it?, és képesek a javakat kizvetleniil
elcserélni egymds kozott. Egy fogyaszté akkor cserél egy joszdgkosarat
egy mésik kosarra, ha az utébbit nem tekinti rosszabbnak. L&athato,
ezzel azt is feltessziik, hogy a fogyaszté a szémara egyformén jé kosara-
kat mindig hajlandé elcserélni. Ugyanakkor a fogyaszték egymads kozott
tetsz6leges csoportokat, koalicidkat alkothatnak. A koalicié tagjai kol-
csonosen eldnyos, kotelezd erejii csereszerzddéseket kotnek egymadssal,
amelyek eredményeképpen a javak tj szétosztdsa jon létre. (Ez az dlta-
ldnos cserefogalom egyaltaldn nem zdrja ki az drak alkalmazdsdt, de nem
irja elé. Egy, az drak altal vezérelt csere simén belefér az Edgeworth-gaz-
dasdgok mechanizmusdba.) A cserék kezd6- és végpontja nyilvan minden
esetben allokdcié. A f6 kérdésiink: mi jellemzi az Edgeworth-gazdass-
gokban a cserefolyamat végpontjait. A védlaszhoz némi formalizalds és
tobb fogalom definidldsa itjdn jutunk el.

5.C.2. Definicié. Egy e € £° gazdasdgban a fogyaszték F halmazdnak
tetszbleges, nemiires T részhalmazét koaliciénak hivjuk. Az T koalicié
blokkolja az (x;,z2,...,x1,y) allokdciét — mds széval : Gjraszerzddik az
(x4, @2,...,25,y) allokdciobdl —, ha léteznek olyan x} € X,; fogyasztdsi
vektorok és i’ € T fogyaszto, hogy Vi € T-re x} =; x;,9'-re x} =i x; ,

valamint
ZmQ—Zwi:er.
i€T i€Z

5.C.3. Megjegyzés. A blokkolds (ijraszerz6dés) fogalma tehdt azt je-
lenti, hogy a fogyasztdk egy csoportja egymas kozott gy képes tjraosz-
tani a csoporthoz tartozok ¢sszkészletét, hogy ezdltal a koalici6 egy tagja

4TEzt a feltevést nem szoktak kihangsilyozni, annak ellenére, hogy igen fontos.
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sem jdr rosszul, sot legaldbb az egyik hatdrozottan jobban jdr, mint az
eredeti, blokkolt allokdciéban.

A kovetkezd fogalom mér j6 ismerdsiink. Azért adjuk meg ismét a
meghatdrozdsat, hogy egy, a késdbbiekben is alkalmazandé jelolést be-
vezessiink.

5.C.4. Definicié. Az e € £° gazdasdgban az olyan allokdcickat, ame-
lyeket az osszes fogyasztobdl dll6 T = F koalicié nem blokkol, Pare-
to-hatékony allokdcicknak hivjuk. Az e-beli Pareto-hatékony allokdcick
halmazédt a PO(e) szimbdlummal jeloljiik.

A kovetkezdkben eddig nem hasznilt, de nagyon fontos fogalmakat
definidlunk.

5.C.5. Definicié. Az e € £° gazdasdgban az olyan allokdcickat, ame-
lyeket az egy fogyasztébdl dll6 koalicick nem blokkolnak, individudlisan
raciondlis allokdcidknak nevezziik. Az e-beli individudlisan raciondlis al-
lokdcick halmazéat az I R(e) szimbdlummal jeloljiik.

5.C.6. Definicié. Aze € £° gazdasdgban az (x;, T2, ...,x1,y) € PO(e)N
IR(e) allokdcick halmazdt szerzbdési gorbének nevezziik.

Végiil e fejezet alapfogalmét definidljuk. Ez a halmaz, a gazdasdg
magja, azoknak az allokdcidknak a halmaza, amelyek a cserefolyamat
végpontjai lehetnek.

5.C.7. Definicié. Az e € £°¢ gazdasdgban azoknak az allokdcicknak a
halmazadt, amelyeket egy koalicio sem blokkol, a gazdasdg magjdnak ne-
vezziik és a C(e) szimbdlummal jeloljiik.

5.C.8. Allitas. Egy e € £¢ gazdasdgban minden magbeli allokdcié egy-
ben a szerzodési gorbe eleme, és igy Pareto-hatékony. Tovdbbd, amennyi-
ben I = 2, akkor a szerzodési gorbe és a gazdasag magja egybeesik.

B1zoNvyiTAs. Trividlis a definiciékbdl. O
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5.C.2. A mag és az egyenslily kapcsolata

Ebben a pontban azt a kérdést kezdjiik vizsgdlni, hogy mi a kapcsolat
a gazdasdg magja és versenyzoi egyensiilyi dllapota kozott. Ennek érde-
kében olyan gazdasdgokat vesziink gércsé ald, amelyekben az egyensily
létét biztositani tudjuk. Megldtjuk, egy egyensilyi dllapothoz tartozé
allokdcié biztosan a mag része. Ez egyben a mag nemiirességét is biz-
tositja. A vizsgdlt gazdasdgokra vonatkozoé feltételek — rossz szokdsunk
szerint — kicsit er6sebbek a feltétleniil sziikségesnél, de igy hivatkozha-
tunk az eddigi eredményeinkre.

Elészor is vegyiik észre, hogy egy e € £9_ gazdasdgnak koénnyen
megfeleltethetd egy € € £ 4 p gazdasdg oly médon, hogy kornye-
zetiik megegyezik és i = 1,2,...,I-re a;(1y = 1/1. A termel6 optimalis
profitja minden dr mellett nyilvdn zérus, igy minden fogyaszté minden ar
melletti M;(p) jovedelme megegyezik készleteinek értékével. A pont to-
vabbi részében az e és a beldle ily médon szarmaztatott e gazdasdgokat
wosszemossuk”, és ez utébbinak egyensilyi allokdciéit mint cserébdl szér-
maztatott allokdcidkat tekintjikk. Tudjuk azt is, hogy egy e € £ 4_p
gazdasdgban is értelmezheték, igy az £°-beli gazdasdgokra vonatkozd
fogalmak, mésképpen egy & 4_p-beli gazdasdg nyilvan £ 4 p ele-
me is. Ennek megfeleléen azt is tudjuk (5.B.4. Tétel), hogy ennek az
e € £ a_p gazdasdgnak létezik szigori egyensilyi dllapota. A késdb-
bi hasznalat érdekében vezessiink be még egy jelolést: az e gazdasig
szigortu egyensulyi dllapotaihoz tartozé allokdcidkat jelsljik a WE(e)
szimbélummal.

5.C.9. Segédtétel. Egye € &Y, 4 gazdasdgban WE(e) C C(e), azaz
a versenyzOi egyensilyi dllapothoz tartozé allokdcié eleme a gazdasag
magjdnak.

B1zoNviTAS. Indirekt dton bizonyitunk. Feltessziik, hogy az a* szigord
egyensulyi allokédciét blokkolja egy 7 koalicié. Ekkor minden i € Z-re

léteznek olyan z} € X; fogyasztdsi vektorok és i’ € T fogyaszts, hogy
VieTre U;(z) 2 Ui(al), i-re Uy (x’) > Uy (23) , valamint

2 2

Zx;—Zwi:er.
ieT ieT
Miutén y € Y = RY &s p* € PN, ezért p*y < 0. Ugyanakkor a fo-

gyasztok feltételezett lokdlis telhetetlensége miatt az U; (z}) = U; (z})
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reldciébdl p*z 2 p*w;, valamint az x}, >; x}, relaciébdl p*z}, > p*wy
kovetkezik. Ezekbdl kapjuk az ellentmondadst, hiszen

ZP*@"Q > Zp*wu

ieT i€l
amib6l
Py (@ —w) =p'y >0,
i€l
ami lehetetlen. a

Vegyiik észre, hogy ez a segédtétel az els6 joléti tétel versenyzoi gaz-
dasdgokra vonatkozé alakja dltaldnositdsanak tekinthetd. A masodik
joléti tételnek megfeleld kérdést, tehdt azt, hogy minden magpont egyen-
stlyi ponttd tehetd-e, a kivetkezd alfejezetben vizsgaljuk meg alaposab-
ban. E helyiitt csak arra mutatunk ré, hogy a kapcsolat igy, visszafelé,
nyilvanvaléan nem igaz. A mag fogalma ugyanis — ellentétben a Pa-
reto-hatékonysdggal — egyben elosztdsi kategdria is: a mag nemcsak a
gazdasag Osszkészletétdl és a fogyaszték preferenciditdl fiigg, hanem a
készletek kezdeti elosztdsatol is. Ebbol kovetkezden, ha a javakat egy
dllapot elérésének érdekében ijra kivanndnk osztani, egyben a gazda-
ség magjat is megvaltoztatnank. Igy csak az az értelmes kérdés, hogy
egy adott £° gazdasdgban egy magbeli allokdcié versenyzdi egyenstiilyi
dllapot része-e. Konnyii olyan példat szerkeszteniink, ahol ez nem igaz.

5.C.10. Példa. Legyen egy e € £, 4 p gazdasdg a kovetkezo.

2 @1
_{ 2,2,1,{X; =R3}3, {U: = 2V }1, }
{(0,1),(1,0)},R2

Az ehhez a gazdasdghoz az alabb leirt médon rendelt e € EY 4 p
versenyzoi gazdasdgban egyetlen egyensiilyi dllapot van:

(a*,p") = (27, 23,y",p") = ((% %) ; G%) ,(0,0), (%%)) .

Konnyen megmutathaté az is, hogy példaul az

<= ((33)-(3)-09)

allokdcié a mag eleme.
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5.D. A gazdasag magja sziikiiloben

Az el6z6 alfejezetben ismertetett altaldnos cseremechanizmus kiilonssen
akkor t{inik jobbnak, mint a walrasi drelfogadds, ha a szereplok szdma
kicsi. Igencsak furcsa feltételezni, hogy egy kétfogyasztés tiszta csere-
gazdasagban a szereplok kovetik az arelfogaddsi posztuldtumot és nem
prébédlnak stratégiai 1épéseket tenni annak érdekében, hogy a csere vég-
eredményét sajit maguk szémdra minél jobba tegyék. Ugyanakkor az
emlitett feltételezés, hogy a fogyasztdk ismerik egymas jellemzoit, nyil-
vanvaléan kevéssé redlis, ha a szereplok szdma egy bizonyos hatdron
tdl novekszik. Ekkor meriil fel ismét az drak vezérelte csere, a walrasi
mechanizmus szerepének jelenttsége. Azt lattuk, a walrasi egyensilyi
allapothoz tartozé allokdcié sziikségképpen eleme a magnak, s6t azt is
érezziik, hogy informdcidés szempontbdl a lehetd legkevesebbet koveteli
meg, és igy taldn nem tul koltséges a milkodtetése. Mégis felmeriil a
kérdés, nincs-e mégis valamilyen jobb mechanizmusunk a ,nagy” gaz-
dasdgok kezelésére. Frrél masutt még nagyon sokat beszéliink majd, e
helyiitt csak egy alapvetd fontossdgi eredményt mutatunk be, sajnos,
megint csak nem a lehetd legaltaldénosabb alakban®®. Az eredmény —
nagyon pongyoldn fogalmazva — az, hogy ha a gazdasdgunk ,igazdn sok”
szereplés, akkor csak a walrasi egyensiilyi éllapothoz tartozé allokaciok
maradnak a gazdasdg magjdban. Ezt az 4llitdst tessziik precizebbé és
létjuk be ebben az alfejezetben.

5.D.1. A sokszorozott gazdasag

Eloszor egy kicsit dtalakitjuk az eddigi modelliink interpretédcidjat. Ed-
dig i-vel a fogyasztokat indexeltiik. Most feltessziik, hogy az eddigi egyes
fogyasztok fogyasztéi tipusokat jelolnek. Az egy ¢ tipusba tartozé fo-
gyasztokat egymdstol a ¢; = 1,2, ..., Q; index-szel kiilonboztetjiik meg.
Azt is feltessziik, hogy minden tipusbdl ugyanannyi ) szamu fogyasztonk
van, ezdltal a ¢ index 7 alsé indexét elhagyhatjuk a jeloléseinkben.?? Az
azonos tipusba tartozé fogyaszték X; , fogyasztasi halmaza, =; 4 prefe-
renciarendezése és w; 4 készletvektora minden g-ra megegyezik. A jelo-

48 Az altaldnos modellt, amely mas jellegfi, de nagyon mély matematikai eszkoztédrat
alkalmaz, megtaldlhatjuk az Aumann (1964) cikkben.

49Ez egy olyan pont, ahol modelliink nem elég dltaldnos. E feltevés felolddsa utén
azonban egészen més, e tdrgyalds kereteit meghaladé matematikai eszkoztdrra lenne
sziikségiink a bizonyitdshoz.
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lésrendszeriinket is médositjuk egy picit. Az eredeti e € £¢ gazdasagot
e(1)-gyel, a Q-szorosdra novelt gazdasdgot pedig e(Q)-val jelsljiik. Nyil-
vin e(Q) € £ szintén, ha pedig e(1) € &, 4_p, akkor e(Q) € €5 4_p,
amibdl rogton kovetkezik, hogy ez utébbiban is létezik szigori egyen-
sulyi dllapot, és igy C (e(Q)) nem iires. Egy e(Q) € £° gazdasig egy
tetszoleges allokdcigjat nyilvdn az

I Q
(J,‘1717J,‘172, e T1,Qy s TI ST 2y - Z'I’Q,y) S H H Xi,q XY
i=1qg=1

alakba frhatjuk. Els6 allitdsunk arra vonatkozik, hogy milyen allokdci-
okat tartalmaz az igy sokszorozott A-D gazdasdgok magja. A tdrgyalds
egyszerisitése érdekében, és anélkiil, hogy ezzel lényegesen csokkente-
nénk az &llitas erejét, egy 1j feltevést vezetiink be.

5.D.1. Definicié. Egy e(1) € &, 4 p gazdasdgban a fogyasztck pre-
ferencidi szigorian konvexek, ha i = 1,2,...,I-re U;(z}) = U;(x?) és
A € (0,1) esetén

Ui(Aaj + (1 = N)ag) > Us(a3).

5.D.2. Segédtétel. Legyen e(1) € &, 4 p, amiben a fogyaszték pre-
ferencidi szigorian konvexek. Ha az e(Q) € £° gazdasdgbeli

[e] ] o (o) [e] [e] o
(x1’17$1’2,...xl’Q7...’x1’13x1,27...xI)Q7y )

allokdcié eleme a C (e(Q)) magnak, akkor i = 1,2,...,I-re az azonos
tipusu fogyasztok azonos joszdgkosarat kapnak, azaz

rig=x7, 1=s8t,=Q Vire
BizoNyiTAS. Legyen
i =argminUi(a7,) i=1,2..., e,

Tegyiik fel az indirekt bizonyitds elvét kovetve, hogy létezik egy i’ fo-
gyasztoi tipus, amiben legaldbb két, s és t, fogyaszté kiilonb6z6 jészag-
kosarat kap, azaz zf, ; # x7 ;. Ekkor az A-D gazdasdgokbeli fogyasztéi
preferencidk feltételezett konvexitdsdbdl kapjuk, hogy i =1,2,..., I-re

1 Q
Ui ~ .T;) iUi$f>
PR
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és
1 Q
UIL'/ 6 ZZ‘?/KI > UIL'/ (.’13?/).
q=1
Ugyanakkor
Z(le:xo w) 1y€Y (5.D-1)
2y i,q ~ Wi == ) LU
i=1 Q q=1 Q

ami azt jelenti, hogy egy olyan 7 koalicié, amelyben minden tipusu fo-
gyasztébdl pontosan egy szerepel, mégpedig az, aki az eredeti allokdci-
6ban a legrosszabbul jért, blokkolja a feltételezett magbeli allokdcionkat.
Ugyanis az (5.D-1) egyenldség azt mutatja, hogy a tipusonként legrosz-
szabbul jaré fogyaszték a sajat készletiikbdl biztositani tudjdk maguk
szdmdra a tipusonkénti dtlagos fogyasztast, ami a konvexitasi feltevések
értelmében jobb (nem rosszabb), mint amit jelenleg kapnak. Ez az el-
lentmondsés. O

Ez az 5.D.2. Segédtétel lehetéséget nyujt arra, hogy ezentil a sok-
szorozott gazdasdgok magjaban levo allokdcidkat az eddigieknél egysze-
riibben jeloljiik. Egyszeriien csak a tipusokra vonatkozé fogyasztasi vek-
torokat szerepeltetjiik a jelolésben, és nem irjuk ki az egyes fogyasztékra
kiilon vonatkozé fogyasztasi vektorokat. Az igy nyert

(29,25,...,27,QY°)

allokécidkat tipusallokdcionak hivjuk a tovdbbiakban. Mindezt megte-
hetjiik, hiszen egy magbeli

[e] o [e] [e] o o o]
(xl,laml,Za < Tr @y T115Tr25 - -%,Q,Qy )

allokécié biztos megvalésithatd, az Y halmaz a nempozitiv ortdns, igy a

I Q
> (3wt 0u) -arev
egyenloségbol

D () —wi) =y €Y.

i=1

Ez a médositas csak a jelolést érinti, a tartalmat nem.
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Annal is inkdabb figyelni kell erre, mert a sokszorozott gazdasig mag-
ja erdsen fiigg a sokszorozds mértékétdl. Miként? Legyen adott egy
e(1) € & 4_p gazdasdg, ¢s legyen (a*,p*) ennek egy szigort egyenstilyi
allapota. A @Q-szorosra novelt e(Q) gazdasdgban egyszerii beldtni, hogy

(x>{7$3> .- '71‘}:@34*) € WE(@(Q)),

hiszen a (sokszorozott) tipusallokdci6 és a p* drvektor a szigori egyen-
stuly mindhdrom feltételét teljesiti. Ebbol az kovetkezik, hogy ha te-
kintjiik a gazdasdgok e(1), e(2),... sorozatdt, akkor a WE(e(1)) allo-
kécidk — persze a megfelelé médon sokszorozva — sosem keriilnek ki a
C(e(1)),C(e(2)),... magokbdl, azaz tobbet tudunk anndl, mint amire
mér utaltunk: ezek a magok nem csak nemiiresek, de ismerjiik bizonyos
elemeiket is.

Ugyanakkor a gazdasdg novekedésével, azaz ahogy @ nd, a mag nem
boviilhet. Ezt konny{i megmutatni, tegyiik fel ugyanis, hogy egy e(Q+1)
gazdasdgban az (z9,z3,...,27,(Q + 1)y°) tipusallokdcié a mag eleme,
ugyanakkor

(23,5, .,25, Qy°) ¢ C(e(Q)):
Ez annyit jelentene, hogy az e(Q) gazdasdgban létezik egy blokkolé T
koalicié. De ez a koalici6 az e(Q + 1) gazdasdgban is nyilvdnvaléan djra-
szerzodik. Vajon sziikiil-e a gazdasdg magja @) névekedtével? Viszonylag
kénnyen megmutathatd, hogy igen. Ennek oka az, hogy az ijonnan belé-
p6 I fogyaszté 1j koalicids lehetéségeket jelent, és igy azok a magpontok,
amelyekben egy tipus a legrosszabbul jart, kikeriilnek a magbdl.

5.0.2. A mag hatdrértéktétele

Ebben a pontban megvizsgaljuk, mi torténik a sokszorozott gazdasdg
magjdval, ha a fogyasztok szama az egyes tipusokon beliil minden haté-
ron til n6°’. Ezzel részleges vilaszt kapunk arra kérdésre, miért is te-
kintjiik a walrasi cseremechanizmust hatékony és haszndlhaté mechaniz-
musnak az olyan gazdasdgokban, amelyben a szereplok szédma viszony-
lag nagy. A vizsgilat tdmaszkodik az elézé pontban kifejtettekre, azt

annyiban egésziti ki, hogy beldtunk egy tételt, ami szerint a gazdasdg

50Persze az eddig elmondottak nem biztositjdk azt, hogy végtelen szereplés gazdasé-
gokban létezzen walrasi egyenstly. Ezzel a kérdéskorrel foglalkozik az Aumann (1966)
cikk, ebben a szerz6 bebizonyitja, hogy alkalmas feltételek mellett a végtelen szereplds
esetben is létezik walrasi egyensily.
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magja ,rahizédik” a versenyzdi egyensulyi allokdciék halmazara. Az
alapgondolat Edgeworthé, a tételt ebben a forméjaban Debreu és Scarf
bizonyitotta.’!

5.D.3. Tétel (Debreu—Scarf). Legyenekegye(l) € £ 4 gazdasdg-
ban a fogyasztok preferencidi szigorian konvexek. Ha az

(21,25, ...,27, Qy°)
tipusallokdcié minden természetes @ értékre a sokszorozott gazdasdg
magjdnak része, akkor szigori egyensiilyi dllapotbdl szdrmazé allokdcio,
azaz a
(z7,25,...,27,Qy°) €C(e(Q), Q=12,...,
tartalmazdsbdl
(x3,25,...,27,y¥°) € WE(e(1))
kovetkezik.

B1zoNYITAS. Definidljuk a kovetkezd halmazokat!
Legyen i =1,2,...,I-re

Gz(acf) = {Ui S RN |Ui('Ui —&-wi) > Uz(mf) } s
valamint

I
G(z°) = conv U Gi(z7).
i=1

A G;(x%) halmazok nyilvdn nemiires, konvex halmazok. Egyesftésiik®?
igy biztos nem iires, de nem feltétleniil konvex. Ezért hasznaljuk ennek
konvex burkdt! Ennek értelmében egy v € G(z°) vektor felirhaté a
kovetkezd alakban: ;
v = Z )\ﬂ}i,
i=1

ahol Vi-re \; = 0, Zle A =168 Uj(v; + w;) > Us(x). Megmutatjuk,

hogy
G(z°)NY =10.

51 Debreu-Scarf (1963).

52Vegyiik észre a kiilonbséget a masodik jéléti tétel bizonyitdsaban definialt és az itt
hasznalt aggregalt halmaz kozott!
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Indirekt tdton bizonyitunk, feltessziik, hogy a fenti v eleme az Y halmaz-
nak. Egy [ pozitiv egész szdmra legyen

a; = |[=IA]l

azaz az [ \; szorzatnal nem kisebb legkisebb egész szdm. Legyen tovdbba
7 azoknak a fogyasztéi tipusoknak a halmaza, amelyekhez tartozé wv;
vektorok pozitiv sillyal szerepelnek v eldallitdsaban:

Minden i € 7 esetén definidljuk a kovetkez6 vektorokat:

Ui - _l V;.
a;

Ebbél tudjuk, hogy a vl +w; az (w;, v; + w;) szakasz egy pontja, tovabba

lim vﬁ + w; = v; + w;.
l—o0

Miutén ¢ = 1,2, ..., I-re U; folytonos, elég nagy [ esetén U; (vi + wi) >
Ui(x?), sbt

D all=1> Avi=l ey, (5.D-2)

= i€T
az indirekt bizonyitds feltevése és Y kip volta miatt. Definidlunk egy
Z° koaliciét tigy, hogy egy ilyen [ esetén minden i € Z tipusbél legyen al
tagja. Legyen most l

@ =ngel

Az e(Q) gazdasdgban az Z° koalicié blokkolja az (z%,z$,...,2%,Qy°)
tipusallokéciot, hiszen — az (5.D-2) osszefliggés alapjan — tagjai ssz-
készletébdl biztositani tudja szamukra rendre a v} + w; jészdgkosarakat.
Ez viszont azt jelenti, hogy

(27, 23,...,27,Qy°) & C(e(Q)),

ami nyilvanvalé ellentmondads: taldltunk ugyanis olyan @ értéket, amire
a tipusallokacié kikeriil a magbdl.

Ezek szerint a G(x°) és Y halmazok szepardlhatdk, azaz létezik olyan
p° € RN vektor, amire p° # 0 és

p’v = 0 YveG(°),
p°y < 0 WVyev.
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Ez utébbi reldciébdl p° € PN, azaz p° szolgdlhat arvektorként. To-
vabbé, ha egy z € X; joszagkosdrra U;(x}) > U;(x?) akkor (2} —w;) €
Gi(z?) C G(z°), amibdl

p°r; = p°w;. (5.D-3)

A feltételeinkbdl kiovetkezd lokalis telhetetlenségbdl azt is kapjuk, hogy
minden i-re
p°x] 2 p°w;. (5.D-4)

Miutén az (29,5, ..., 2%, y°) tipusallokdciérdl tudjuk, hogy

I I
[e] o
§ T, — § wi =Y,
i=1 i=1
ezért a szigoru naturdlis egyensuly fennall ré és

O

p° ) (27 —wi) =p°y° = 0.

I
=1

7

Ugyanakkor, osszegezve az (5.D—4)-ben szereplé I darab egyenlétlen-

séget,
I

Y - w) 20,
i=1
amibdl p°y° = 0. Miutdn az Y termelési halmaz a nempozitiv ortdns,
ezért ez azt jelenti, y° € Y (p°). Egyszersmind azt is kaptuk, hogy

p°x; =pw;, t=1,2,..., 1.

A profit, mint ldttuk, zérus volt, igy ez azt jelenti, minden fogyaszté
jovedelme a készletének p° drak melleti értéke. Ezért mar csak azt kell
belatnunk, hogy U;(x}) > U;(x3) esetén p°z; > p°x?. Tegyiik fel, ez nem
igaz. Megldtjuk, ez ellentmonddsra vezet. Miutdn minden fogyaszté
fogyasztdsi halmazdban létezik b; < w; elem, ezért minden i-re a p°
arak és a p°w; jovedelem mellett teljesiil az erds létbiztonsdg feltétele.
Ebbdl teljesen hasonlé érveléssel, mint amit a mésodik j6léti tétel bi-
zonyitdsanak végén alkalmaztunk, kapjuk, hogy létezik olyan xf‘/ e X,
hogy UZ‘(CL';\/) > U(xg) és pomf‘/ < p°w;. Ez utébbi relacié pedig ellent-
mond (5.D-3)-nak. Ezek szerint minden i-re 2§ € X;(p°), és igy az
(x9,25,...,29,y°) tipusallokdcié ténylegesen szigoru egyensulyi dllapot-
hoz tartozik. a
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6.A. Bevezetés

Ebben a fejezetben ugyanazokat a témakat tekintjiikk 4t roviden, ame-
lyekkel az eddigiekben is foglalkoztunk, azzal a kiilonbséggel, hogy felté-
telezziik, a gazdasdgban tgynevezett kozjoszagokkal, kozjavakkal is ta-
ldlkozunk. Eldszor definidljuk, mit is értiink kozjészagon, ezt kivetéen
egy olyan gazdasdgot vizsgdlunk, amiben csak egy kozjészigot termelnek
egy Osszetett magdnjoszag segitségével, majd az dltaldnos esetet vessziik
szemiigyre, amiben a kozjavak és magdnjavak szdma nagyobb is lehet
egynél.

A joszagokat két csoportra osztjuk, tiszta koz-, illetve magdnjavak-
ra. Az elébbiekre nincs dltaldnosan elfogadott definicié. A leginkabb
hasznalt meghatdrozés szerint a tiszta kozjészaghdl torténd fogyasztds-
ra vonatkozéan nincs kizdrds és nincs rivalizédlds. Mi e helyiitt nem
bonyolédunk bele ebbe a tipizéldsba, hiszen ez igen messze vezetne a
targyunktol, hanem a kozjészdgot gy definidljuk, hogy beléle minden-
ki sziikségszeriien ugyanannyit fogyaszt. Ez azt is jelenti egyben, hogy
az dgynevezett klubjavakkal, illetve zstufoltsdgra hajlamos javakkal e he-
lyiitt nem foglalkozunk.53

6.B. Egyensiily és optimum a parcialis modell-
ben

Ebben az alfejezetben — kis médositdsokkal — azzal a modellel foglalko-
zunk, amellyel az els6 fejezetben, azzal a kiillonbséggel, hogy az egyszerii
magdnjészag helyett kozjoszdgot szerepeltetiink, igy ennek a piacét vizs-
géljuk. A jeloléseinket mindaddig, amig a valtoztatdst nem jelezziik,
megtartjuk. Az Olvasé dolgdt megkonnyitendd idemédsoljuk a modellt és
azokat a feltételeket, amelyeket haszndlni fogunk.>*

A fogyasztokat tovdbbra is i-vel indexeljiik, halmazuk jele F, e hal-
maz szamossidga I. Az i-edik fogyasztét hdrom objektum jellemzi: az X;
fogyasztési halmaz, ennek egy elemét az (x;, m;) vektorral jeloljiik, ahol
az x; szimbélum a kozjészdgra, az m; pedig az Osszetett magénjoszagra

%3 Lgsd ezekrél példdul a Cornes-Sandler (1986) monografidt.

54Ez a modell leginkdbb a Foley (1970) cikkben talslhatéra hasonlit. Ugyan kicsit
altaldnosabb és taldn haszndlhatobb feltevéseket alkalmaz Milleron (1972), de szd-
munkra most ez a modell alkalmasabb a mondanivalénk illusztréldsara.
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vonatkozik, a »=; preferenciarendezés, illetbleg az ezt reprezentdlé U,
hasznossagi fiiggvény, valamint a joszdgokbdl eredetileg rendelkezésére
4ll6 készletvektor, aminek jelolését a kivetkezd feltevés sordn adjuk meg.

6.B.1. Feltevés. V i-re, (azazi=1,...,1)
o X;=R, xR,

o Uj(w;,m;) = ui(x;)+m; , u; € C?, azaz kétszer folytonosan differen-
cialhato, feliilrdl korldtos, V; > 0 esetén uj(x;) > 0 és uf (z;) <0,
valamint u;(0) = 0,

o a készletvektor (0,w;) € ({0} x Ryy) alaku.

Ebben a modellben most csak egy termelét szerepeltetiink, akirdl
feltessziik, hogy az Y C Ry x R_ termelési halmaz jellemzi. A halmaz
egy elemét az (y,r) vektorral jeloljiik, ahol — mint a fogyaszté esetében
is — az els6 szimbdélum vonatkozik a kozjészdgra.

6.B.2. Feltevés. Y = {(y,r) | y 2 0,—r = ¢(y)}, ahol c(y) az y kibo-
csatashoz minimdlisan sziikséges drmércejoszag mennyisége. Tegyiik fel
tovabbd, hogy c(-) € C% és Yy = 0 esetén c'(y) > 0, ¢’ (y) > 0.

A kozjoszag szerepeltetése miatt egy kicsit meg kell véltoztatnunk a
megvaldsithaté allokdcié meghatdrozasat is.

6.B.3. Definicié. Legyen X = (X; X Xo x ... x X1). Egy
a= {(xlvml)a ) (vamf)v (y,r)} € XY

egytittest allokdciénak hivunk. Egy allokdcié megvalésithatd, ha
I I
Vi-re z;=xZ<vy és Zmiéz:wrl—r.
i=1 i=1

6.B.1. A kdzjészdg hatékony szintje

A Pareto-hatékonysdg fogalmat valtozatlanul hagyhatjuk, hiszen az nem
kotodik magdhoz a jészaghoz, és igy annak koz- vagy magédnjellegéhez,
csak a bel6le nyert hasznossdghoz. Emiatt ebben a modellben is ér-
vényes az 1.D.1. Allitds, azaz a haszonlehetéség-hatér egy olyan affin
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feliilet, amelynek a normdlisa az sszegzdvektor. Miutdn egyetlenegy
Pareto-hatékony allokédcié sem eredményezhet a haszonlehet6ség-halmaz
belsejében 16v6 haszonvektort, egy a® Pareto-hatékony allokdciéhoz csak
olyan (xf,m?), x = xf, i = 1,2,...,I fogyasztdsi és (y°,r°) termelési
tevékenységek tartozhatnak, amelyek a lehetd legmesszebbre toljak ki a
fenti hatart. Ebbol kovetkezéen ahhoz, hogy a Pareto-optimalis allokaci-
6khoz tartozé tevékenységegyiitteseket meghatarozhassuk, elegendd, ha
megoldjuk a kovetkez6 feltételes széls6érték-szamitdsi feladatot.

I
max Z (ui(x) +my)

=0 i—1

(m1,...,m1)=0 =
y=0, 70
I I
Zml- < Zwi +r (6.B-1)

=1 i=1

- = C(y)
r = .

A 6.B.1. és 6.B.2. Feltevésekben felsorolt feltételeink egyrészt azt
biztositjak, hogy a feladat korldtai egyenldségre teljesiilnek, masrészt
azt, hogy amennyiben azokat behelyettesitjiik a maximalizédlandé fiigg-
vénybe, akkor az elsérendii feltétel teljesiilése elégséges az optimalitds-
hoz. Ha a kozjdészdg optimalis szintjére bevezetjiik a ¢° jelslést, akkor ez
a feltétel a kovetkezo alakot olti:

Zu )< (¢°), =, hag®>0. (6.B-2)

Ha figyelembe vessziik a szimbodlumok jelentését és azt a tényt, hogy a
hasznossagi fiiggvények — feltevés szerint — kvézilinedrisak, akkor ldthat-
juk, hogy pozitiv kzjészdgszint esetén ez az Osszefiiggés a hires samuel-
soni®

I
" MRS, (g%, mf) = MC (¢°) = MET (¢°,r°) (6:B-3)
i=1
optimalitdsi feltételnek felel meg. Jol felismerhet tovabba az ismert
geometriai interpretdcié is. Ebben a kvdzilinedris esetben ugyanis az

%5 Lasd Samuelson (1954) és Samuelson (1955).
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i-edik fogyaszté
u; (z)

1
helyettesitési hatdrardnya minden = kozjoszagszint mellett a fogyaszto
kozjoszdg irdnti p(z) inverz keresleti fiiggvényének értékét adja, ha fel-
tételezziik a fogyasztd drelfogadé magatartdsat. Fzeknek a fiiggvények-
nek a vertikdlis tsszege tehdt a (6.B—3) egyenlet értelmében a hatékony
szintnél metszi a kozjészdg termelésének monoton noévekedd hatdrkolt-
ségfiiggvényét. Ebbdl az is lathats, hogy ebben a gazdasdgban az 1.C.6.
Allitdsban szerepld ¢/(y) — oo, ha y — 0o és

]\4.RSz (x7mi) =

max u(0) > ¢/(0)

feltételek — a Bolzano-tétel segitségével — a hatékony tevékenység létezé-
sét is biztositjdk. Ez anndl is inkdbb fontos, mert — mint ldtni fogjuk —
a joléti tétel most nem teszi ezt meg.

6.B.2. A kozjészdg egyenstlyi szintje

Az egyensily targyaldsanal természetesen fenntartjuk a versenyzéi me-
chanizmus legfontosabb vondsait, az elkiiloniilt, onérdekkovetd magatar-
tést és az drelfogaddst. Jeloljiik a kozjoszdg drét most a p szimbSlummal,
és kovessiik azt a normalizédldsi eljardst, ahol az Osszetett magdnjészag
ara egységnyi. Tegyiik most fel, hogy a kozjoészagot a fogyasztok ,,dob-
jék 0ssze”, mindegyikiik eldonti, mennyit vdsdrol beldle ezen az dron. A
kozjoszag szintje pedig ezeknek a mennyiségeknek az sszege lesz.
A termeld a profitjdt maximalizilja, azaz megoldja a

max py+r
y=0, 70

-r 2 c(y)

feladatot. A cél- és feltételi fiiggvényekre vonatkozo konvexitdsi és mo-
notonitdsi feltételeink értelmében a korlat egyenldségre teljesiil, és ezt
behelyettesitve, majd a derivdldst elvégezve kapjuk a feladat megoldé-
sdnak sziikséges és elégséges feltételeként, hogy

p=c(y*), =, hay*>0. (6.B-4)
A termeld optimélis profitja ezek utdn nyilvéan

py* —c(y").
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Ekkor az i-edik fogyaszté jovedelme nem mds, mint készleteinek értéke
és a profitrészesedésének osszege, azaz, ha itt is megtartjuk a szokdsos
jeloléseinket,

M; (p) = wi + i (py* —c(y")) ,

ahol Vi-re a; = 0, és Zle a; = 1. Ezek szerint, amennyiben a tébbiek
(k # 1) az x}, kozjoszdgszintet kivanjék finanszirozni, az i-edik fogyaszté
a

max w; xi—&—g x| +my

2720, m; ki
pritmi = wita(py—c(y))

feladatot oldja meg. Mint az el6bb, a cél- és feltételi fiiggvényekre vonat-
kozé konvexitdsi és monotonitdsi feltételeink értelmében a korldt itt is
egyenldségre teljesiil, és ezt behelyettesitve, majd a derivaldst elvégezve
kapjuk a feladat megolddsanak sziikséges és elégséges feltételeként, hogy

w | xf + Zx}; <p, =, haz;>0. (6.B-5)
ki
Ebben a gazdasdgban tehdt az egyensulyi p* drnak és (x7,...,z7,y*)

tevékenységeknek a kovetkezod egyenletrendszert kell kielégiteniiik:

Pt = d(y), = hay" >0,
Vire ) |z} +Zm}: < p*, = haz’>0,
ki
Ty rp o= 2t =y R
ki

Akéarcsak a magdnjavas gazdasdg parcidlis egyensilyi modelljében, az
1.C.6. Allitdsban szerepld ¢'(y) — oo, ha y — oo és

max u;(0) > ¢'(0)

feltételek — a Bolzano-tétel segitségével — itt is biztositjdk az egyensilyi
dllapot létezését.
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6.B.3. A potydzds lehetésége és eredménye

A kozjavas és a magdnjavas gazdasdg kozotti, a definiciébdl kozvetleniil
foly6 f6 kiilonbség az, hogy az egyes fogyaszté nem teljesen szuverén
annak a meghatdrozdsiban, hogy mennyi kozjészagot fogyaszt. Ha a
tobbiek dltal finanszirozott szintet alacsonynak taldlja, médjdban all azt
megemelni. Ha azonban a tobbiek &ltal elédllittatott kozjészdgmennyi-
ség szamdra tul sok, akkor nem értékesithet ebbdl semmit sem, hanem
az adott helyzethez kell alkalmazkodnia. FEz az alkalmazkodds a po-
tydzasban olt testet. A potydzas lehetOsége pedig oda vezet, hogy a
gazdasdgban el6éllitott kozjészdg mennyisége a hatékony szintnél kisebb
lesz. Léssuk ezt formélisan is.?6

Azt kell belatnunk, hogy ¢* < ¢°. Definidljuk most a é;,7i =1,2,...,1
bindris valtozékat a kovetkezOképpen. Legyen 6, = 1, ha a7 > 0 és
6; =0, ha z7 = 0. Figyelembe véve a (6.B—4) és (6.B-5) osszefiiggéseket,
kapjuk a

egyenléséget. A potydzdsnak akkor van értelme, ha legaldbb két fo-
gyaszté van, és a kozjoszdg elddllitott mennyisége pozitiv, azaz I > 1
és ¢* > 0. Ebben az esetben §; = 1 legaldbb egy i-re, hiszen legaldbb
egy fogyaszténak sziikségképpen pozitiv mennyiséget kell finansziroznia
a kozjoszagbdl. Legyen az dltaldnossdg megsértése nélkiil ez az ¢ = 1.
Ekkor

ZUQ (¢") > (q%). (6.B-6)

egyenldtlenség ellentmondédshoz vezet, hiszen

uy (¢°) = ¢ (¢7)

56Ezt tobbféleképpen tehetjilk meg, itt a Mas-Colell és masok (1995) konyv 11. fe-
jezetében taldlhato érvelést kovetjiik.
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és ugyanakkor

az uj () figgvények feltételezett pozitivitdsabol.

Ha most 8sszehasonlitjuk a (6.B—2) és a (6.B—6) osszefiiggéseket, ak-
kor ldthatjuk, hogy egyrészt ebben a modellben nem lehet igaz az elsé
joléti tétel, hiszen ¢* # ¢°sziikségképpen, mésrészt a ¢* > ¢° reldcié sem
allhat fent az uj(-) és a ¢ (-) feltételezett monotonitdsi tulajdonsagai
miatt.

Vegyiik észre azt is, hogy modelliinkben a potydzds egészen széls6sé-
ges formadt olt. Tegyiik fel ugyanis, hogy Vq = 0 esetén

/!

uy (q) > uy (q) > - > uf(q).

Ekkor csak az els6 fogyaszté dllja a szamldt, mindenki mas potyédzik,
hiszen a (6.B-5) tsszefiiggés csak 6rd dllhat fenn egyenldség formdjaban.

6.B.4. A Lindahl-egyenstily és hatékonysaga

Eddigi modelliinkben az okozza a gondot, hogy a fogyaszté kettds ko-
tottségben vergddik. Egyrészt rogzitett szamadra az dr, mdsrészt ugyan-
annyit kell fogyasztania, mint a tobbieknek. A probléma elsé érdekes
megoldasa Lindahl nevéhez fiizédik.?” O azt feltételezte, hogy az egyes
fogyasztok dltal fogyasztott kozjészdg magdnjoszag, de csak az adott fo-
gyaszt6 vasdrolhat beldle, méghozzd pont annyit, mint amennyit a tob-
biek vdsdrolnak a ,sajat” (koz)joszdgukbdl. Ekkor ezeknek a privatizalt
kozjoszdgoknak az dra eltérhet egymadstol, és a fogyaszté ehhez az egyé-
niesitett p; drhoz alkalmazkodik, azt fogadja el. A termel6 pedig minden
fogyaszt6tol bekasszirozhatja a kozjoszdg drat. A megoldandé feladata
tehdt az egyenldségre teljesiilé korldt behelyettesitése utan

57 Lindahl (1919).
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A feladatot megoldé y* értéknek ki kell elégitenie az aldbbi sziikséges és
elégséges feltételt:

Ypi£d(y), = hay >0 (6.B-7)

A fogyaszté feladata szintén az egyenldségre teljesiilé korldtok behelyet-
tesitése utdn:

I
A u; (@) — pivi +wi + oy (;piy* —c (y*)> :

A feladatot megoldé =} értéknek Vi-re ki kell elégitenie az aldbbi sziik-
séges és elégséges feltételt:

ui(z7) < pi, =, haxy >0. (6.B-8)

Egyenilyban ezeken kiviil teljesiilnie kell a

Virex; = 2" =y* =¢"
egyenldségsorozatnak, igy a (6.B—8) egyenl6tlenségeket figyelembe véve
a (6.B—7) osszefiiggés a

STu(¢) S (q), = haq >0

alakot olti. Ezt tsszevetve a (6.B-2) feltétellel, lathatjuk, hogy
q9 =q,

azaz a Lindahl-egyensilyban a kozjoszdg szintje hatékony. Egyben azt
is igazoltuk, hogy a gazdasdgban a hatékony tevékenység egzisztencidja
a Lindahl-egyensily létezését is biztositja.

A lindahli 6tlet nagyon szellemes ugyan, mégis van egy komoly ha-
tuliitdje. A fogyaszté egymaga tdmaszt keresletet a ,privatizalt” koz-
jOszaga irdnt, igy annak feltételezése, hogy drelfogadd, igencsak gyenge
ldbakon &ll.
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6.C. Egyensuly az altalanos modellben

Most a masodik fejezetben definidlt e € £, gazdasdgot mdédositjuk
egy kicsit. Tovdbbra is feltessziik, hogy a gazdasdgban véges sok joszig
van, és rendelkezésiinkre all ezek listdja és igy egyértelm{i sorrendjiik.
E sorrend szerint indexeljiik a jészdgokat; a kozjészagok indexvéltozo-
ja m, a maganjoszdgoké n lesz. A kozjoszagok (véges) szama M, a
maganjoszagoké N. Az eddigi N joészdg helyett tehdt ezentil M + N
joszagot szerepeltetiink, az N maginjészdg mellett az els6 M darab, az
m=1,..., M -mel indexelt jészdg kozjészag.

A kovetkezd fogalom a jdszdgkosdr. A joszégkosar ezek szerint egy
olyan M + N elemii lista, amelynek elsé M eleme a kozjészagokra vonat-
kozik, és ami megmondja nekiink, hogy az egyes jészdgokbdl mekkora
mennyiségrél ,van sz6”. A jészdgkosdrnak mint listdénak az elemei va-
16s szamok, eldjeliik pozitiv, ha a jészdg (fogyasztdsra) rendelkezésre 4ll,
negativ, ha a jészdgot a fogyasztasbdl kivonjuk. Egy jészdgkosarat ezek
szerint megfeleltethetiink az M 4+ N dimenziés euklideszi tér egy pont-
janak, és emiatt ezt az RM+ N nel jelolt teret joszdgtérnek hiviuk.

A fogyasztokat i-vel indexeljiik, halmazuk jele F, e halmaz szdmos-
sdga I. Az i-edik fogyasztét hdrom objektum jellemzi:

e az X; C RY x RY fogyasztdsi halmaz, amelynek elemei a (g;, z;)
szimbélummal jelslt fogyasztdsi vektorok;>®

e az U; : X; — R hasznossdgi fiiggvény;

e a fogyaszt6 szdméra a javakbol rendelkezésre él16 (0,w;) € RM+N
készletvektor.

A gazdasdgban a fogyasztds mellett termelés is folyik, azaz javakat
nemcsak kivonunk a rendelkezésre dllds al6l, hanem a javak — mds ja-
vakbdl, transzformé&cié ttjan — eldallithatok is. Ezt a termelést csak az
Y C RM+N termelési halmaz jellemzi, amelynek elemei az (q,y) szim-
bélummal jelslt termelési vektorok. A termelési vektor egy komponense
pozitiv, ha azt a jészagot végs6 soron (netté médon) termeljiik, negativ,
ha a termelésben felhasznaljuk.

58 Az Olvasét bizonyédra zavarja, hogy a jelolésrendszer nem teljesen konzekvens. A
parcidlis modellekben az x; szimbélum az egyszerii jészdgra vonatkozott, legyen az
magdn- vagy kozjészag. Itt — osszhangban az dltalanos modellek esetében haszndlt
jelolésekkel — az x; szimbo6lum kizdrdlag a(z egyszeril) maganjészagokra vonatkozik.
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Az eddig ismert A-D feltételeket — értheté médon — kissé meg kell
valtoztatnunk:

6.C.1. Feltevés. Az Y C RM*N termelési halmazra igazak a kivetke-
z0k:

e Y zirt, konvex kip, és mint ilyen 0 € Y;;

ha 0 # (g,y) € Y, akkor létezik n’ , hogy y™ < 0 (nincsen rézsa
tovis nélkiil );

(a diszné—kolbdsz feltételre nincs sziikség, mert J =1 );

Ym-re 3 (¢q,y) € Y, hogy ¢™ > 0, (minden kozjészdg termelhetd);

ha (¢,y) € Y , valamint
{r™ =¢"™,ha ¢™ 2 0,de r"™ = 0,ha ¢" <0},

akkor (r,y) € Y (kozjészdgbdl nincs raforditassziikséglet).
6.C.2. Feltevés. Vi-re, azaz i =1,...1 esetén

e X; C Rf‘f x RV zdrt, konvex, alulrél korlétos;

e az U; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos;

e az U; : X; — R hasznossdgi fiiggvény szigorian kvizikonkdv;

e a fogyaszté globélisan telhetetlen.
6.C.3. Feltevés. Vi-re, azaz i =1,...1 esetén

e 3(0,b) € X;, amire b; < w;;

e (a profith6l valé részesedés nem érdekes, mert a tétlenség lehe-
tOsége és a termelési halmaz kip volta miatt az optimélis profit
mindig zérus).

Egy ilyen gazdasag megadhaté az
e = {M.N LAY Amd 0w, Y]

listaval.
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6.C.4. Definicié. Ebben a fenti modellben az

I
=(q,x1,...21) E]Rf XHRN

=1

pontot (megvaldsithats) allokdciénak mondjuk, ha

I
Vi-re (q,x;) € X; és (q, Z(mz - Wz)) €ey.

i=1

6.C.5. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a megvaldsithatdsdgot itt be-
épitettiik az allokdcié fogalmdba. A tovdbbiakban ezért kiilon nem irjuk
ki, ha allokdciordl beszéliink, feltételezziik a megvaldsithatdsdgot is.

Az egyensulyfogalmunk ebben a modellben kicsit eltér a walrasi, ver-
senyz0i egyensilyfogalomtdl, amint azt a parcidlis esetben is lattuk.
Megtartjuk az alapotletet, az arelfogaddst, de megsziintetjiik a kettos
kotottséget, vagyis azt, hogy a fogyasztand6 kozjészdg mennyisége és
dra is egyardnt azonos a fogyasztok szamdra. Miutdn a kozjészagbol
definiciészeriien egyforma nagysdgot kell fogyasztaniuk, ezért az értiik
fizetendd &r lesz kiilonbozd fogyasztérdl fogyasztéra. A mechanizmus
egyébként mindenben megegyezik a walrasival,®® ugyanigy decentrali-
zalt, egyéniérdek-kovetd, csak ebben tér el téle. A tovabbiakban e mecha-
nizmust Lindahl-mechanizmusnak hivjuk. Az ilyen mechanizmussal el-
latott, a fentieknek megfelel kornyezetii gazdasdgokat Lindahl-gazdasa-
goknak hivijuk, jeliik €%

6.C.6. Definicié. Az e € £f |, gazdasdg Lindahl-egyensilyi dllapota
egy olyan a (¢*,z7,...,x}) megvaldsithato allokdciobdl, illetve egy

@, ... p@) = (#)0

drrendszerbél 4ll6 pont, amelyre

b Z'L 1p'LQ) *+p( )Zz 1(‘7; _wl) > Z'L 1p’L )q+p($)y v(qﬂy) 6 Y’
e Yi-re, ha U;(q;, x;) > Ui(qf, zf), akkor

( (@)

PV + p W > plq; +pWa; = piP0 + pPw; = pu

59 A fogyaszté jovedelme ugyanigy készleteibdl kepzédik.
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6.C.7. Allitas. A 6.C.1., 6.C.2. 6és 6.C.3. Feltevések mellett az e €
& 1%7 p gazdasdgban létezik Lindahl-egyensiily.

B1zoNYIiTAS: Definidljuk a kivetkezé Y ¢ RIMH+N g5 X; ¢ RIMHN,
Vi-re halmazokat:

Y:{(Q17Q27-~-CII7?J)|(]¢:qVi're és (q,y)EY},

={(0,...,0i-1,¢5,0i41,...,05, 2 |(qi, ;) € X;)}.

Erre az I + 1 halmazra az RT"M+N térben fennallnak az Arrow-Debreu-
modell feltételei koziil azok, amelyekkel egy termeld esetén bizonyitani
tudjuk az Arrow és Debreu altal definidlt kvdziegyensily®® létezését.%!

Igy ebben az 1j gazdasdgban létezik olyan (pgq), .. .p(lq),p(“’)) € pL-M+N

drrendszer és

a* = ((¢7,0,...,0,27) ..., (0,...,0r—1, 47, 27) , (41, - - - 45, y"))
allokdcié, amelyekre

e qgf =q° Vire, ¢és Z{Zl(xf —w;) =y

o Sl Va +p Dy 2 S 0 a+p Dy V(g.y) € Vora;

o Yi-re és Y (¢}, x}) € X,-re, ha U;(q}, x}) = U;(¢},x}), akkor

¢ +p W} 2 p\Vq; + pWa; = pP0 + p D, = plu

60 A kviziegyensily a versenyzbi egyensiilytél csak a fogyasztékra vonatkozé kitétel-
ben kiilonbozik. Itt nem feltétleniil koveteljiik meg, hogy a fogyaszté maximalizédlja a
hasznat a koltségvetési halmaza felett, hanem megengedjiik, hogy a kvaziegyenstlyi
p* drrendszerben az x fogyasztasi vektornak a fogyaszté jovedelmével egyenld értéke
a fogyasztdsi halmaz feletti létminimummal egyezzen meg. Szimbdlumokkal: Vi-re

z; € X;(p*) és/vagy
p'z; = M;(p") =minp*X;.
Erdemes megmutatni — ezt most az olvaséra bizzuk —, hogy az imént definislt

kvéziegyensilyban és a 4.B.5. Definiciéban adott jovedelemtranszfer melletti kva-
ziegyensulyban a fogyasztékra vonatkozo viselkedési szabdly — feltételeink mellett —
ekvivalens.

61 A bizonyitast lasd a Debreu (1962) cikkben.
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Tegyiik most fel, hogy p(*) = 0. Ekkor valamelyik pl(-q) 2> (#)0. Te-
kintsiik azt a kozjészdgot, amelynek ebben az egyéni arvektorban pozitiv
dra van. Ezt — a termelhetéségi feltételiink miatt — pozitiv mennyiség-
ben el6 tudjuk éllitani. De azt is tudjuk, hogy més kozjészdg nem kell
a termeléshez, igy ezt a kozjoszdgot zérus koltség mellett termelhet;jiik.
Emiatt e termelés pozitiv profitot hozna, ami ellentétben van Y kip
voltaval. Tehdt p(*) > (#)0.

A kvaziegyensily harmadik feltételébdl kapjuk, hogy ha U;(q;, =) >
Ui(qr,xf), akkor

pl(_Q)qg _,'_p(x)x; Z pE‘Z)q;k _i_p(m)x;« — pEQ)O +p(:1:)wi — p(:zr)wi.

Tegyiik fel, hogy az egyenléség all fenn. Ekkor a készletekre vonatkozd
feltételiink és a magédnjavakra vonatkozé arvektor szemipozitivitdsa mi-
att a (0,b;) € X; fogyasztdsi tevékenységre pl(-q)O—l—p("’)bi < p@w;. Ebbél
A € (0,1) esetén

p? (A, + (1= A) 0) + p™@ (A + (1 = \) ;) < p@av,.

Ha ) elég kozel van 1-hez, akkor az U; fliggvények folytonossdga miatt e
konvex kombindcié hatdrozottan jobb az i-edik fogyaszté szémara, mint
(gF,x}). De ez ellentmond a kvdziegyensily harmadik feltételének, hi-
szen oles6bb is ndla. Tehat az egyenlétlenségnek kell fennéllnia. Igy a
Lindahl-egyensily minden feltétele teljestil. O

6.D. A Lindahl-egyensuly és a mag kapcsolata

A Lindahl-egyenstly egzisztencidjanak bizonyitdsa utdn nézziik meg an-
nak hatékonysdgdt is. S6t kovetve a magdnjavas gazdasdgokra elmon-
dottakat, azt is megvizsgdljuk, hogy a Lindahl-egyensilyi allokdcié a
magnak is eleme-e.

6.D.1. Definicié. Az a € Rf‘f X Hle R allokdcié Pareto-hatékony,
ha nem létezik olyan mdsik a’ € Rﬂ\r/[ X Hle R, hogy
Ul(QI’x{L) z UZ (qvxl) Vi_re7 és
3i" hogy Uy(q,zl) > Uy(qxi).
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6.D.2. Definicié. Egy N C F koalicié blokkolja az a € Rﬂ_/f X Hi]:l RN
allokdciot, ha létezik olyan (g, 1, ...,Zs) allokdcid, amelyre

Ui(q,7i) 2 Ui (g, i) Vi€ N-re;

' eN, hogy Ui(q,Ti) > Uy (q,2in);

(Cj, Z (i’z — wl)> cy.

ieEN

Egy a € R_I‘(I X Hle RN allokdcié a gazdasdg magijinak eleme, ha egy
nemiires koalicié sem blokkolja.

6.D.3. Megjegyzés. Egy magbeli allokdcié nyilvdn Pareto-hatékony.

6.D.1. A joléti tételek

Az els6 joléti tétel altalanositdsa erre a gazdasdgra kézenfekv médon
torténik. Megmutatjuk, hogy a Lindahl-egyensilyi allokdcié a gazda-
sdg magjanak eleme, és ebbdl azonnal kovetkezik hatékonysdga. Ezutan
néhany megjegyzést tesziink a mésodik joléti tétel alkalmazhatdsagdval
kapcsolatban.

6.D.4. Allitas. A Lindahl-egyensilyi allokdcié benne van a gazdasdg
magjdban.

BizonyiTAs: Tegyiik fel, nincs benne. Ekkor létezik olyan S koalicid,
ami blokkolja. Legyen a blokkoldsban szerepld allokécié a’. Ekkor

Ui(gi,zi) = Uiq,x;) VieSreés

%

Ui(gir,zl) > Ui, x}) legaldbb egy i’ € S-re.

Ezekbdl a Lindahl-egyensiily definicigja miatt:
pORYENED DEES SELAERTD SERNTED ot
i€S i€S i€S i€S i€S

Atrendezve:

Zpl(»q)q' +p@ Z (z] —w;) >0,

icS €S
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amibdl, mivel ¢’ = 0 és az arak is nemnegativak,

Zpﬂ) @S (@]~ wi) >0,

€S

A blokkolas definiciéja miatt:

(q', Z (x) — w2)> ev.

i€S

Ez azt jelenti, hogy ez a termelési tevékenység pozitiv profitot hozna,
ami az Y halmaz kip volta miatt ellentmond az egyensily profitmaxi-
malizdlési feltételének. O

6.D.5. Megjegyzés. A fenti dllitdas kozvetlen folyomédnya: egy Lindahl-
egyenstilyi allokdcio sziikségképpen Pareto-hatékony.

Az elst joléti tétel igazsdgdnak beldtdsa utdn természetes médon me-
riil fel a Lindahl-mechanizmus alkalmazhatésagdanak a kérdése a masodik
joléti tétel relevancidjdval kapcsolatban. Vaélasszunk ki egy valamilyen
szempontbdl megfelelének tartott hatékony tevékenységet és vizsgaljuk
meg, hogy vajon ezt a tevékenységet tdmogathatndnk-e egy olyan de-
centralizélt piaci mechanizmussal, mint a lindahli. Ha megmutatnénk is,
hogy létezik egy, a preferenciaktdl és a technolégiatol fiiggd szepardld ar-
rendszer, amilyet a masodik j6léti tétel bizonyitdsdban is taldltunk, még
mindig erdsen kérdéses marad, hogy emellett a piaci szereplok hajlandék
lennének-e arelfogadéként viselkedni egy olyan piacon, ahol 6k az egye-
diili vésédrlok. Ezt csak akkor tudndnk biztositani, ha ez az arrendszer
kompatibilis lenne egyrészt az érdekkoveté magatartdsukkal, masrészt a
preferencidikkal. Ehhez azonban ismerni kellene ezeket a preferencidkat,
amire nyilvdnvaléan kevés a remény®?. Emiatt a potydzds lehetdségét
nem tudjuk igazédn megsziintetni. Ennek a jelenségnek a mésik oldala az
a tény, hogy kozjavas gazdasdgban a mag is masképpen viselkedik, ha a
szereplok szamadt noveljiik, mint egy magédnjavas gazdasdgban.

62155d errdl peldaul a Clarke (1973) tanulményt!
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6.D.2. A ,kemény mag"

Ebben a pontban egy példa segitségével megmutatjuk, hogy a kozjavas
gazdasdgban a mag nem tugy viselkedik, mint a tiszta magédnjavas gaz-
dasdgokban, hiszen a kozjészdgok szerepeltetése azt okozza, hogy a mag
nem feltétleniil hizédik rd a Lindahl-egyensiilyi allokdcidk halmazdra,
ahogy a szerepldk szdmat noveljiik.53

Tekintsiink el6szor egy olyan gazdasdgot, amiben egy koz-, illetve egy
Osszetett maganjoszag termelhetd, fogyaszthaté. Legyen ebben a gazda-
sdgban 1 fogyaszto, akinek fogyasztasi halmaza az Ri, készletvektora a
(0,w) vektor, preferencidi az u(q, ) = gz hasznossdgi fiiggvénnyel repre-
zentdlhaté Cobb—Douglas-tipusiak. A gazdasdgban szintén egy termeld
tevékenykedik, technolégidja kip:

Y = {\(1,-1)|]A = 0}.

Jeloljik a kozjoszag drat a p szimbdélummal, és rogzitsitkk az osszetett
magénjoszig drat az 1 értéken. A termeld optimélis profitja a kons-
tans mérethozadék miatt nyilvan zérus, a fogyaszté jovedelme igy az w
értékkel egyenld. A kereslete a p ar mellett:
w w
=—, r=_.
q %
A fogyasztonk tehdt w/2 maganjoszagot fordit a kozjészdg eldallittata-
sdra. Ha figyelembe vessziik a piactisztitdsi feltételt és a technolégia kip
voltét, akkor a termelési vektor

5-3)

és az egyensilyi p* ar is egységnyi. A fogyaszté elérhetd maximalis

haszna ekkor

w?

u(q*,z*) = e

Ezutan tekintsiink egy olyan gazdasdgot, amiben 2 egyforma fogyaszté

"

van, egyébként minden tekintetben megegyezik az el6zovel. Itt a

((¢",21), (¢, 25), (¢, y"), (p1, D5, 1))

63 A szampéldat a Muench (1972) cikkbdl kolesonoztiik.
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Lindahl-egyensilyban

i=1,2re (¢, )

I
VRS

[N}
M|.
e
| &
N——

(a,y")

pi=py = 1/2.

I
/
S
i
|
N
w‘-
S
~

A fogyasztok osszhaszna itt

222

2 2w w
> uilg*, ) =23 =
i=1

Végiil nyilvdanvalé, hogy egy olyan gazdasigban, ahol az egyforma fo-
gyasztok széma I, a megfeleld értékek:
I ww
2 72

L I w T w

Vi-re p;

Vi-re (¢, x})

|

—
~

~

A fogyasztok osszhaszna:

I

. % Iw w I%°?
Zui(vai):I'T'Ez 1
i=1

Ebben a gazdasdgban tekintsiink most egy tetszbleges S koaliciot,
tagjai szdma legyen S. Ez a koalicié is nyilvan ,hozzéfér” a technolod-
gidhoz, ezért ha magukra maradndnak, vagy kivdlndnak, szamukra a
k6zjészag optimadlis szintje
_ Sw
as = B)

lenne. Emiatt az egyforma fogyasztok egyéni haszna Sw?/4, a koalicié
osszhaszna V (S) = S%w?/4.

Egy haszonallokdcié nem mds, mint egy olyan (uy,us, ..., ur) vektor,
amelynek i-edik komponense az i fogyaszt6 (egy allokdciébdl szérmazd)
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F(S)

F(S)

us)
1

6.D.1. dbra: A Lindahl-egyenstly és a mag véges esetben

egyéni haszna. Az e gazdasdg magbeli haszonallokdcidinak halmaza le-
gyen CU (e). Ha egy allokdci6é benne van a magban, akkor egy koalici6
sem blokkolhatja, azaz

(u1,us,...,ur) € CU (e)
akkor és csak akkor, ha

2 2
Zuizsf VS € F,
i€S

hiszen, ha egy S koaliciénak az allokaciébdl kevesebb haszna szérmazna,
mint V' (S), akkor egyszertien ,kiszallndnak a bulibdl”, hiszen sajét kész-
letiiket ijraosztva a tagok kozott jobban jarndnak.
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A haszonallokdcidkat a Lorentz-diagram tipusi 6.D.1. dbrén lathat-
juk. Az dbrazolds sordn a kovetkezd eljardst kovettiik.

(i) A fogyasztokat ujraindexeljiik kovetkezoképpen. Egy tetszoleges
(u1,usg,...,usr) haszonallokdci6 esetében tekintsiik az 1. fogyaszto-
nak azt, aki a legrosszabbul jar, és gy tovabb. Nyilvanvals, hogy az
I-edik fogyaszto jar a legjobban. Ezt az djraindexelést nyugodtan
megtehetjiik, nem sértjiikk az altaldnossdgot, hiszen a fogyaszték
egyformsk (klénok).

(ii) Tetszbleges (u1,usz,...,us) haszonallokdcidhoz definidljuk az
s
F (S) _ Zi:l Ui

T
D i1 Ui
eloszlasfiiggvényt!

(iii) Abrazoljuk ezt az eloszlasfiiggvényt gy, hogy a vizszintes tengelyre
mérjiik fel a koalicié u(S) = S/I silyét, a fiiggbleges tengelyre
pedig az S koalici6 dltal a haszonallokdcidban elért F'(S) ardnyt.

Vajon mely allokdcidkat tekinthetjiik magbelieknek? A véalaszhoz el6-
szor definidljuk a legszélsdségesebb, azaz legegyenlotlenebb haszonelosz-
tast megvaldsité, még magbeli allokiciét. Ez minden S € F koalicibhoz
azt a haszonallokaciét rendeli, amit az adott koalicié nem blokkol. Miu-
tan a fogyasztok teljesen egyformak, ez a haszonallokdcié csak a koalici-
6ban résztvevik szdmanak fliggvénye, ezért konnyti dbrazolni. Abrabeli
pédankban I = 6. Az azonos szamu fogyasztokbdl 4116 koaliciokat megkii-
lonbéztetni nem tudjuk a fogyaszték azonos tulajdonsdgai miatt. Ezért
csak azt kell megvizsgdlnunk, hogy egy 1, 2, ..., 6 {6bdl 4ll6 koalicié mek-
kora, szémdara minimadlis 0sszhasznd allokdciét hajlandé elfogadni. Ezt
az eloszldsfiiggvényt az

S22/4  S? )
= oo = 72 = ()

FSz (8)

szaballyal adhatjuk meg, ahol rendre S =1,2,...,6 és I = 6.
A magbeli allokdciékhoz tartozé haszonallokdcié-értékekre ezért nyil-
van minden S = 1,2, ...,6 esetben

(1(S))* S F(S) S u(8)=5/I



124 6. fejezet: Kozjavak a gazdasagban

Ha most a Lindahl-egyensilyi allokdciot tekintjiik, akkor ldthatjuk, hogy
ez is a mag eleme, hiszen az erre definialt

) = Tt = S = )

eleget tesz ennek a feltételnek.

F(S)

1

F(S)

F(S)

1 us)

6.D.2. dbra: A Lindahl-egyensily és a mag végtelen sok fogyaszté mellett

Noveljiik most a gazdasdgbeli fogyaszték szamét! Ha I minden ha-
taron tul nd, akkor a fogyasztok halmaza (legyen ez kontinuum szémos-
sagi) a [0, 1] intervallumnak feleltethetd meg. Ezt a helyzetet illusztra-
lando szerkesztettiik meg a 6.D.2. dbrat.

Ezen a legegyenl6tlenebb haszonallokdciéhoz tartozo eloszlasfiiggvény
az

F9(S) = (u(S))?
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alakot olti. Ha most a Lindahl-egyensilyi allokéiciét tekintjiik, akkor
most is lathatjuk, hogy a mag eleme, hiszen

F2(8) = (u(S)),

azaz pontosan egybeesik az atléval. A magbeli haszonallokicick pedig
most is azok, amikre

(1(S)* S F(S) S u(8)=5/1,

azaz a mag jol ldthatéan nem hizédott rd a Lindahl-egyensilyi allokdciok
halmagzadra.

Mi lehet vajon ennek az oka? A vilasz egyszeri. Amig a tisztan
magdnjavas gazdasdgban a fogyasztok altal elfogyaszthaté kosarak csak
a sajat készletiiktol — és a termeléstdl — fiiggnek, addig a kozjavak elé&lli-
tdsa sordn mindenki pozitiv médon befolydsolja a tobbiek dltal elérhetd
hasznot. Emiatt a blokkolds, azaz a kivonulds, egyben a tobbiek &l-
tal finanszirozott kozjoszagbhdl nyerhetd haszonrdl torténd lemonddssal
jar egyiitt. A versenyzdi gazdasdg pont ebben a jelenségben kiilonbozik
lényegesen attdl az esettdl, amikor kozjavak is megtaldlhaték a gazda-
sdgban: a mag ez utébbiban nem hizédik rd az egyensilyi allokdciok
halmazara.
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Miért olvassam el?

Az dltaldnos egyensulyelmélet a kézgazdasdgtan mdig
meghatdrozd, uralkodé paradigmdja. FS dllitdsa, alapté-
tele, hogy az egymadastél elkiiloniilt, 6nérdekkovets gaz-
dasdgi szereplék cselekedetei nem kdoszhoz, hanem egy
ellentmonddsmentes dllapothoz, a versenyzéi egyenstily-
hoz vezetnek, és ez az egyensuly hatékony. Adam Smith
vdlasza arra a kérdésre, hogy vajon miként lehetséges

ez, az, hogy a piacon egy ,ldthatatlan kéz” koordindlja és
vezeti egyensulyba a rendszert. Ez a gondolat a tdrsada-

lomtudomdnyok taldn legnagyobb hatdsd metafordja.

E kényv cime, Rovid bevezetés az dltaldnos egyensuly
elméletébe, teljes mértékben fedi a tartalmat, a kotet
ténylegesen rovid, és nem Lép tul egy bevezetés keretein.
A szoveg taldn jobban érzékelhetévé teszi a fenti, tobb
mint kétszdz éves gondolatkort, amely Adam Smithtdl
Walras, Edgeworth és Pareto munkdin dt egészen az
Arrow—Debreu szerz6pdros egzisztenciatételéig terjed,
azdltal, hogy igyekszik bemutatni a gondolatmenet
matematikai hdtterét is.




