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A szerz6 a halandosag statisztikai eldrejelzésére al-
kalmazhat6 egyre népszeriibb eljarasokat Magyarorsza-
gon eclsoként egységes targyalasban, az altalanositott
korcsoport-iddszak-kohorsz modellcsalad, mint 0j para-
digma keretében mutatja be. Empirikus elemzés soran 6t
nevezetes modellt illeszt a hazai 65 éves és idGsebb
egyének 1975-2014. naptari évekbeli haland6sagi ada-
taira, és a mintan kiviili el6rejelzési pontossag kritériu-
ma alapjan az iddskori halandésag modellezésére szé-
leskortien  alkalmazott  Cairns—Blake—Dowd-modellt
valasztja. Az illesztett modell segitségével, Mdjer—
Kovacs [2011] cikke nyoméan, a nyugdijkorhataron var-
hat6 hatralevo élettartam és a nyugdijcélu életjaradékok
egyszeri nett6 dijanak becslését végzi el. A kérdés aktu-
alitasat az Onkéntes nyugdijpénztari jaradékszolgalta-
tasra vonatkozo szabalyok friss valtozasai adjak, ame-
lyek felértékelik a halandosag-elorejelzd modszertan
szerepét. A szerzO nagy hangsulyt fektet a paraméter-
bizonytalansag megfeleld modellezésére. Az elvégzett
szamitasok alapjan megallapitja, hogy a kézelmultban
az élettartam-kockazat szerepe jelentésen felértékel-
dott. Célja, hogy eredményeit a tudomanyos kutatok,
statisztikai és tarsadalombiztositasi szakemberek ¢és
gyakorld aktudriusok egyarant eredményesen hasznal-
hassak fel a jovében az olyan modellek készitése soran,
amelyekben Iényeges az élettartam-kockazat modszer-
tani szempontbol megfeleld figyelembe vétele.
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Empirikus tény, hogy az emberi élettartam atlagos hossza a XX. szazad folya-
man a vilag legtobb részén rendkiviil gyorsan, tobbnyire rovid idétavon is
érzékelhetd modon ndvekedett. A jelenség szemléltetése kedvéért az 1. abran lathatod
a magyarorszagi nemenkénti sziiletéskor varhato élettartamok alakulasa 1900 és
2014 kozott. Az abra alapjan megallapithato, hogy a sziiletéskor varhato élettartam
Magyarorszagon mind a férfiak, mind a ndk esetén kozel kétszeresére emelkedett az
utdbbi valamivel tobb mint egy évszdzadban. Bar a halanddsag csokkenése jellemzo-
en nem a jaradékszolgaltatok szamara Kiemelten fontos nyugdijas korosztalyban volt
a legerGteljesebb, mégis ebben a csoportban is — Kisebb-nagyobb révid tava ingado-
zasoktol eltekintve — mar régota a varhato hatralévo élettartam emelkedése figyelheto
meg.

1. dbra. A magyarorszagi sziiletéskor varhato élettartamok nemenként, 1900-2014
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Forrds: Sajat szerkesztés a KSH adatai alapjan.

Egyértelmiien kedvezd és orvendetes jellege ellenére e folyamat jelentés mod-
szertani és pénziigyi nehézségek elé allitja a nyugdij- és életbiztositasi teriileten mii-
kodo vallalatokat és intézményeket, melyek pénzaramlasainak eldrejelzése soran az
aktuariusi szakma hagyomanyosan az egy bizonyos naptari évre vonatkozé halando-
sagi tablakra tamaszkodik, feltételezve, hogy az abban szerepld koréves haldlozasi
valoszinliségek a jovOben valtozatlanok maradnak. Ezzel szemben a valésagban az
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¢életjaradékok tulajdonosai a halandosag csokkenése kovetkeztében a kalkulaltnal
nagyobb valoszinliséggel érik meg a jaradékfizetési idopontokat, ami jelent6s, elére
nem kalkulalt tobbletkifizetést jelent a jaradékszolgaltatoknak.

fgy az idében véltozatlan halandésag feltételezése mellett a feloszto-kirovo elven
miikodoé allami nyugdijrendszerek, a nyugdijpénztarak és a jaradéktermékeket
értékesitd életbiztositok egy adott pillanatban csupan meglehetésen pontatlanul je-
lezhetik el6re jovObeli bevételeiket, valamint kiadasaikat, és komoly tervezési hibat
kovetnek el, melynek eredményeképpen jelentdés veszteségre szamithatnak a
jovében. Az angol nyelvii szakirodalomban a probléma ,,longevity risk” néven ismert,
egy lehetséges és altalam preferalt magyar nyelvil elnevezése pedig a Mdjer—Kovdcs
[2011] cikkében bevezetett ,,élettartam-kockazat”.

Az ¢lettartam-kockazat figyelembevétele és mérése sziikségessé teszi a kifino-
mult, modern halandésag-eldrejelz6 modszerek alkalmazasat. A jelenség hatasat
elérejelzésen alapuld, dinamikus halandosagi tablak segitségével lehet beépiteni a
dijkalkulaciokba.

Aktuariusi szamitasokban betoltott szerepe mellett az élettartam-kockazat aktuali-
tasat az adja, hogy 2016. januar 1-jét6l, a Szolvencia I EU keretiranyelv (Official
Journal of the European Union [2009]) el6irasainak gyakorlati hatalyba lépésétol
immar hatalyos jogszabaly is rendelkezik annak modellezésérél és kiemelt
kezelésérdl. A probléma aktualitiasat tovabb noveli az 6nkéntes nyugdijpénztari élet-
jaradékokra vonatkozé szabalyok moédositasa (Magyar Kézlony [2015b]). A korabbi
szabalyozas stulyos hidnyossaga volt, hogy a nyugdijkorhatar betoltésekor a pénzta-
rak nem voltak kotelesek a felhalmozott vagyon ellenében életjaradékot szolgaltatni
a pénztartagok részére, még az iigyfél kifejezett kérésére sem. Igy a pénztartagok
nyugdijas éveik biztositasara csupan banktechnikai jaradékot igényelhettek. E konst-
rukcid keretében a pénztartagok vagy orokoseik egy hatarozott tartam erejéig része-
siiltek rendszeres jaradékban. A banktechnikai jaradék valojaban nyugdijcélra teljes-
séggel alkalmatlan, mivel egyrészt a hatdrozott tartam letelte utan az ligyfelek anyagi
biztonsagat mar nem garantdlja, masrészt szolgaltatisa a tartam végéig a pénztartag
esetleges halala esetén is fennmarad, melynek kovetkeztében dija joval magasabb
annal, mint amit a nyugdijcél felhasznalas indokolna.

Ezt a helyzetet orvosolja a 2015 decemberében elfogadott 01j pénztari szabalyozas,
melynek értelmében a legalabb ezer tagot szamlalo onkéntes nyugdijpénztarak — az
tigyfelek erre vonatkozo nyilatkozata esetén, a felhalmozott pénztari vagyonért cse-
rébe — a nyugdijkorhatar betdltésétdl kezdve kotelesek valamely életbiztositd tarsa-
sagnal életjaradékot vasarolni a tagok részére. Az életjaradék a banktechnikai jara-
dékkal ellentétben a tulajdonosa élete végéig biztosit rendszeres kifizetéseket. Az
intézkedés 11j lendiiletet adhat az életjaradékok pangd hazai piacanak.! Ezzel parhu-

L E termékek 2014. évi dsszes hazai dijbevétele csupan 3 milliard 155 millié Ft volt (MABISZ [2015]).
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zamosan varhatoan elétérbe keriil az — életjaradékok esetén kiemelt jelentségli —
¢lettartam-kockazat problémaja.

Fontosnak tartom megemliteni, hogy bar az életjaradékok a banktechnikai jaradé-
koknal kétségteleniil alkalmasabbak az id6éskori anyagi biztonsag megteremtésére,
alkalmazasuk felveti az antiszelekcid problémajat: mivel az atlagosnal jobb életkila-
tasokkal rendelkez6 ligyfelek (példaul a ndk €s olyan egyének, akiknek sziilei hosszl
életnek orvendhetnek) szamara varhatoéan a tobbieknél kedvezébb a szerzédés meg-
kotése, ezért ezek a csoportok altalaban az orszagosnal magasabb aranyban vannak
jelen a biztositotti allomanyokban. Az antiszelekcioval jard problémakat néveli az
Eurdpai Unid nemek szerinti megkiilonboztetést tiltd iranyelve (Official Journal of
the European Union [2004]). A problémara a jaradékosokra vonatkozo specialis
halandosagi tablak (Banydr [2012]) alkalmazasa jelenthet megoldast, ami ugyanak-
kor a néphalandésagi tablak hasznalatdhoz képest jelent6sen novelheti a jaradékbiz-
tositasok dijat.

1. Szakirodalmi attekintés és az elemzés célja

Ebben a fejezetben a halandosag-elérejelz6 modellek szakirodalmi hatterét és a
tanulmanyomban ismertetendé empirikus elemzés céljat mutatom be.

1.1. Halandodsag-elérejelz6 modszerek

A jelenleg elfogadott statisztikai halanddsag-elérejelzé6 modszertan kialakuldsa
Lee—Carter [1992] cikkének megjelenésétél szamithatd, amelyben a szerzék az
¢életkorfiiggd halandosagi ratdkra egy viszonylag egyszerii, naptari idészaktol és
¢letkortdl fliggd paraméterekkel rendelkezd log-bilinearis modell illesztését javasol-
jak. A modell egyenletei meglepéen jol irjék le az Egyesiilt Allamok 1900-1989. évi
¢életkorfiiggd halandosagi ratainak alakuldsat. A szerzék a paraméterek becslését
kovetden a pontossag érdekében a naptari évtol fliggd paraméterek (az an. mortalitasi
index) ujrabecslését javasoljak, eldirva a modell alapjan vart és a ténylegesen megfi-
gyelt haldlesetek szdmainak egyezését az egyes naptari években. Az ujrabecsiilt mor-
talitdsi index id8sorat ARIMA? (autoregressive integrated moving average — auto-
regressziv integralt mozgdatlagolast) folyamatnak tekintik, és az adatok alapjan az

crer

2 Az ARIMA-modellekrél és az azokhoz szorosan kapcsolodé Box—Jenkins-modszertanrél részletesebben
lasd példaul Asteriou—Hall [2015] konyvét.
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elérejelzése alapjan a modellben az Ujrabecsiilt mortalitasi index idésora varhatdéan
linearisan, és az eldrejelzett halanddsagi rata exponencialisan csokken. Az azdta
Lee—Carter-modell néven elterjedt eljaras Deaton—Paxson [2001] szerint az ezred-
fordulora a vilag vezet6 halandosag-eldrejelzé modszeréveé valt.

Fontos megjegyezni, hogy a Lee—Carter-modell — a tovabbiakban ismertetendd
egyéb modszerekhez hasonloan — statisztikai alapu, Gn. extrapolativ eljaras, amely a
multban megfigyelt trendek meghosszabbitasara épiil, figyelmen kiviil hagyva a
valtozasok hatterében allo6 mogottes (példaul orvostudomanyi, életmodbeli stb.) oko-
kat. A halanddsagi folyamatok hatterében rejlé jelenségeket leird strukturalis
modellekr6l példaul Booth-Tickle [2008] tanulmanya nyujt rovid 6sszegzést, amely-
nek szerz6i megallapitjak, hogy ez a megkdzelités jelentds kivannivalokat hagy ma-
ga utan az oksagi kapcsolatok elégtelen ismerete miatt.

Keilman [1998] és [2008] tanulmanyaiban amellett érvel, hogy a nemzeti és nem-
zetkozi statisztikai szolgalatok altal készitett, gyakran szubjektiv szakértéi vélemé-
nyekre alapozott hivatalos demografiai projekciok  pontossaga  erésen
megkérddjelezhetd, mivel azok a multban szisztematikusan és jelentdsen alabecsiil-
ték az emberi élettartam javulasi iitemét és ezaltal az élettartam-kockazat nagysagat.
Lee—Miller [2001] és Wong-Fupuy—Haberman [2004] megallapitjak, hogy a Lee—
Carter-modellt visszemendleg alkalmazva a hivatalos projekcioknal joval megbizha-
tobb eldrejelzések készithetok.

Nincs egyetértés azzal kapcsolatban, hogy vajon az emberi élettartam multban ta-
pasztalt, gyors iitemli ndvekedése a jovOben is folytatddik-e. Mig Wong-Fupuy—
Haberman [2004] a pesszimista szakért6i becslések pontatlansaga és a Lee—Carter-
modell meglepden jo teljesitménye alapjan arra kovetkeztet, hogy a ndovekedés még
sokaig, de nem végtelenségig fenntarthatd, addig a vitdban szkeptikus allaspontra
helyezkeddk (példaul a maguk nézeteit ,,realistaként” aposztrofalé Carnes—Olshansky
[2007]) megkérddjelezik az extrapolativ halandosag-elérejelzé eljarasok alkalmazhato-
sagat, és elképzelhetdnek tartjak, hogy a fejlett orszdgokban a sziiletéskor varhato élet-
tartamok hamarosan egyfajta plafonba iitkéznek, sét, akar csokkenébe fordulnak majd
(tobbek kozott az elhizas és a cukorbetegség terjedése kovetkeztében).

Brouhns—Denuit-Vermunt [2002] a Lee—Carter-modell normalis eloszlast hiba-
tagjainak alkalmazasa helyett az egyes korcsoport-naptari év kombinaciokhoz tartozo
halalesetek szamainak Poisson-eloszlasat feltételezik. Az altaluk javasolt, Poisson-
féle Lee—Carter-modell néven is ismert valtozat szamos elénnyel rendelkezik Lee—
Carter eredeti elgondolasahoz képest: tobbek kozott nem ¢él a homoszkediszticitasra
vonatkozd irredlis feltevéssel, a maximum likelihood becslés révén figyelembe veszi
az egyes korcsoport-naptari év kombinacidkhoz tartozo6 1étszamokat, sziikségtelenné
teszi a mortalitasi index er6sen heurisztikus, a sztochasztikus modellkeretbe nem
illeszkedd ujrabecslését, valamint kdnnyedén beagyazhato aktuariusi alkalmazasokba.
Brouhns-Denuit-van Keilegom [2005] megmutatjak, hogy a Poisson-féle modellval-
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tozatban az elérejelzett halandosagi ratak konfidenciaintervallumaiba épithet6 a pa-
raméterbizonytalansidg a statisztikai becsléselméletben Efron [1979] ota ismert
bootstrap eljaras segitségével.

A Lee—Carter-modellel és annak Poisson-féle valtozataval szemben egyarant
felmeriilo kritika, hogy az életkortol (keresztmetszeti) és naptari évtol fiiggd (hossz-
metszeti) hatdsokon tul nem veszi figyelembe az azonos naptari iddszakban sziiletett
egyének halandosaganak a sziiletés idOpontjatol fiiggdé — a szakirodalomban
kohorszhatas néven ismert — jellegzetességeit. Az eljaras legismertebb, kohorszhatast
tartalmazo kiterjesztése Renshaw—Haberman [2006] modellje. Mivel ez az eljaras a
gyakorlatban numerikusan instabilnak bizonyult, ezért Haberman—Renshaw [2011]
korabbi elképzelésiiket ugy egyszeriisitik, hogy az eredeti modellben életkortol fliggd
kohorszhatést az életkortol fiiggetlennek tekintik.®

Az eddig bemutatott modszerek kozds jellemzdje, hogy a halandosag hosszmetszeti
valtozasat egyetlen iddsorral modellezik. Az ilyen, egytényezds modellek természetes
kiterjesztései a tobb id6sort tartalmazo, a szakirodalomban tn. tobbtényezés eljarasok.
A Lee—Carter-modell — bizonyos szempontbdl természetes — tobbtényezds kiterjeszté-
sét mutatja be Booth—-MainDonald-Smith [2002] tanulmanya. Figyelembe véve, hogy a
klasszikus Lee—Carter-modellben a keresztmetszeti és hosszmetszeti hatasok paraméte-
rei a soronként centralizalt logaritmikus mortalitdsi ratdk matrixdnak szingularisérték-
felbontasaval, majd a legnagyobb szingularisértéknél kisebbek elhagyasaval nyerhetok,
Booth—MainDonald-Smith [2002] — a fékomponenselemzés (Kovdcs [2011]) analogia-
jara — a tovabbi szingularisértékek koziil is megtartanak néhanyat, igy téve
tobbtényezdssé a modellt. A szerzok ausztral adatok felhasznalasaval megallapitjak,
hogy az igy nyert tovabbi tényezO6k nehezen épithetdk be az elérejelzésekbe. Booth—
MainDonald-Smith [2002] ajanlasokat fogalmaznak meg a mortalitasi index kiigazita-
saval és a becslési id6szak kivalasztasaval kapcsolatban. Booth et al. [2006] a Lee—
Miller- [2001] és Booth—MainDonald-Smith-féle [2002], valamint az eredeti Lee—
Carter-modell eldrejelzé képességét hasonlitjak 0ssze egymassal, és tiz fejlett orszag
adatainak vizsgalataval megallapitjak, hogy az ujabb modellvaltozatok pontossaga
jellemzéen felillmulja az eredetiét.

Haberman—Renshaw [2011] eljarasanak nevezetes specialis esete az orvosi statisz-
tikiban mar régota alkalmazott korcsoport-idészak-kohorsz modell (Hobcraft—
Menken—Preston [1982], illetve Carstensen [2007]), amelyben a kohorszhatason kiviil
a hosszmetszeti hatas is — a Lee—Carter-modelltdl eltéréen — fliggetlen az életkortol.

Az aktuariusi gyakorlatban az ujabban elterjedt tobbtényezds halanddsag-
eldrejelz6 modszerek a kéttényezés Cairns—Blake-Dowd- [2006], valamint az azt
altalanosito, haromtényez6s Plat- [2009] eljarasok. Specialisan az id6skori haland6-

3 Sajnos még az egyszertisitett modell illesztése is gyakran komoly numerikus problémakkal jar. A témat
bévebben Hunt-Villegas [2015] tanulméanya targyalja.
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sag elorejelzésére Plat sajat modelljének olyan kéttényez8s egyszeriisitését javasolja,
amely a Cairns—Blake—Dowd-formula kohorszhatassal bdvitett valtozata. A korabban
ismertetett eljarasoktol eltéréen ezekben a modellekben paraméteres formaban adott
a halandosagi ratak érzékenysége a mortalitdsi tényezok valtozasara.

Lovasz [2011] tanulménya finn és svéd halanddsagi adatok felhasznalasaval szamos,
az eddigiekben targyalt halandosag-elérejelz6 eljarast hasonlit Gssze egymassal, és az
eredmények alapjan aktuariusi alkalmazasok céljara a Plat-modellt javasolja. Cairns et
al. [2009] nagy-britanniai adatokon a Cairns—Blake—Dowd-, amerikai adatokon pedig a
Renshaw—Haberman-modell illeszkedését talaljak a legmegfelelébbnek, ugyanakkor
megallapitjak, hogy e formuldk becsiilt paraméterei nem eléggé robusztusak a becslési
idészak valtoztatisara nézve. A szerzok a probléma megoldasara a Cairns—Blake—
Dowd-modell kvadratikus életkorhatast tartalmazé bovitését javasoljak.

A tudomanyos és gyakorlati szakmak részérél egyarant jelentkezod, természetes
igény a Lee—Carter-modell kritikaja nyoman sziiletett, rendkiviil szerteagazo halan-
dosag-elorejelzd eljarasok atlathatod, egységes modszertani keretbe foglalasa. Erre
tobbek kozott Hunt-Blake [2014], Villegas—Kaishev—Millossovich [2016], valamint
Currie [2016] tettek kisérletet a kozelmultban. A Villegas—Kaishev—Millossovich
altal javasolt — szdmos, mar 1étezd és széles korben alkalmazott modellt feloleld —
egységes modellkeret a GAPC (generalized age-period-cohort — altalanositott kor-
csoport-idészak-kohorsz), a statisztikaban és az aktuariustudomanyokban elterjedt
GLM (generalized linear model — altalanositott linearis modell), lasd példaul
GAPC-modellkeret az életkorban és idészakban log-bilinearis vagy logit-bilinearis,
egy- és tobbtényezds, valamint kohorszhatastél mentes és azt tartalmazoé eljarasokat
egységesiti. Az igy nyert, igen széles modellcsalad tagjai tobbek kozott a korabbiak-
ban mar ismertetett Poisson-féle Lee—Carter- (Brouhns—Denuit-Vermunt [2002]),
Renshaw—Haberman-, korcsoport-idészak-kohorsz- (Carstensen [2007]), Cairns—
Blake-Dowd- és Plat-modellek. A GAPC-eljarasok segitségével lehet6ség nyilik
tobbek kozott a paraméterbecslés, a modellvalasztis és az elérejelzés egységes ke-
retben torténd targyalasara és elvégzésére.

1.2. Az elemzés célja

Az élettartam-kockazat atfog6 statisztikai és aktuariusi elemzésére Magyarorsza-
gon mindezidaig egyediil Mdajer—Kovdcs [2011] tett kisérletet. Tanulmanyukban a
65-100 korévek 1970-2006. évi halandésagi adataira a Lee—Carter-modellt illesztik,
és a klasszikus statikus, keresztmetszeti halanddosagi tabla, valamint a halandosag
elérevetitése alapjan egyarant kiszamitjak a jelenlegi nyugdijkorhatar betoltésekor, a
65 évesen varhato hatralevé élettartamot és a nyugdijcéli életjaradék egyszeri nettd
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dijat. A szerzék eredményei alapjan a nyugdijazaskor varhaté élettartamot 6,33 sza-
zalékkal, az életjaradék egyszeri nettd dijat pedig 4,51 szazalékkal becsiili alad az
¢lettartam-kockazatot figyelmen kiviil hagyo keresztmetszeti szamitds. Majer és
Kovacs két eltéré megkozelitésben kézolnek konfidenciaintervallumokat a nyugdija-
zaskor varhato élettartamra és az életjaradék netto dijara: az els6 esetben Lee—Carter
[1992] nyoman csupan a mortalitasi index folyamatanak véletlen hibatagjait tekintik
a bizonytalansag forrasanak, mig a masodik esetben a mortalitdsi index sztochaszti-
kus trendparaméterét is valosziniliségi valtozoként kezelik, igy az eldrejelzési hiba
részeként — részben — a becslés soran fellépd paraméter-bizonytalansagot is figye-
lembe veszik. Megmutatjdk tovabba, hogy élettartam-kockazat jelenlétében még
nagy kockazatkozosség esetén, hatarértékben sem valik a nyugdijcéli életjaradék
nyujtasa kockdzatmentessé a jaradékszolgaltatd szamara.

Tanulmanyom hatralévé részében bemutatom a halandosag-elorejelzésben 1 hori-
zontokat nyitd6 GAPC-modellkeretet, roviden ismertetem a halandosagi modellezés
szerepét felértékeld, megvaltozott nyugdijpénztari szabalyozast, majd a Mdjer—Kovdcs
[2011] tanulmanyaban szereplé modszertan tovabbfejlesztésével és aktualizalasaval
elemzem és szamszerlisitem az élettartam-kockazat szerepét. Elemzésemben a Lee—
Carter-modell keretein tallépve az altalanositott GAPC-modellcsalad (Villegas—
Kaishev—Millossovich [2016]) segitségével vizsgalom a nyugdijcélu életjaradékok
dijszamitasaban jelentkezo élettartam-kockazatot. A mintan kiviili elérejelzési pontos-
sag vizsgalata alapjan amellett érvelek, hogy 6t népszeri halandosag-elérejelz6 eljaras
koziil a Cairns—Blake—-Dowd-modell segitségével jelezhet6k el6re legpontosabban a
hazai id6skori halanddsagi ratak. Szamitdsaimat az 1975-2014. naptari évek halando-
sagi adataira alapozom, ezaltal a Mdjer—Kovdcs [2011] altal alkalmazott, 1970 és 2006
kozotti éveket feloleld bazisidészak alapjan szamitott értékekhez képest jelentdsen
magasabb varhato élettartamokat és nett6 dijakat allapitok meg. A relativ alularazottsag
emelkedésének bemutatasa révén alatamasztom, hogy a kdzelmultban az életjaradékok
dijszamitasaban nétt az élettartam-kockézat szerepe, illetve az annak figyelmen kiviil
hagyasaval elkovetethetd hiba nagysdga. Tovabbi 1ényeges mddszertani 0jitas, hogy
elemzésemben a becslés soran fellépd paraméter-bizonytalansagot a bootstrap (Efron
[1979]) eljaras segitségével valamennyi paraméter kapcsan figyelembe veszem, ezaltal
realisabb képet nyujtva annak mértékérol.

2. Modszertan

Ebben a fejezetben az elvégzett szamitasok megértéséhez sziikséges modszertani
ismereteket igyekszem lehet6leg minimalis terjedelemben 6sszefoglalni.
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2.1. Korspecifikus haland6sagi ratak

A halandésag szamszeriisitésének alapvetd leird statisztikai eszkoze a halandosa-
gi rata (mas néven halalozasi aranyszam), amely egy valasztott id6szak és populacio
vonatkozasaban értelmezhetd, és az adott id6szak soran és populacioban bekovetke-
zett halalozasok szamanak a populacio 1étszamahoz viszonyitott ardnyaként szamit-
hat6 ki. Képlettel felirva:

ahol m a halandésagi rata, D € N a vizsgalt idészakban elhunytak szama, E > 0
pedig a vizsgalt populacié valamilyen mddon értelmezett létszdma. A vizsgalt
id6szak hossza éltalaban egy év, és tanulmanyomban is ezt a konvenciot kovetem.

A populacio 1étszamat pontosabban Kell definidlni: értheté alatta a vizsgalt
idGszak kezdetén €16 egyének szama (kezdeti kitettség [initial exposed to risk], jelo-
lése: E?), vagy a vizsgalt id6szak alatt é16 egyének atlagos 1étszama (kdzponti ki-
tettség [central exposed to risk], jellése: E°) is. Ez utobbi a vizsgalt idszak kezde-
tén életben levo egyénekre az id6szak soran megélt egyéni idomennyiségeket 6ssze-
gezve szamithato Ki.* Kezdeti kitettség alkalmazasakor kezdeti halandosagi
ratarol (initial death rate) (jeldlése: m®), kozponti kitettség esetén pedig kozponti
halanddsagi ratarol (central death rate) (jelolése: m®) beszélhetiink.

Tanulmanyomban a tovabbiakban a korcsoporttdl és naptari évtdl fiiggd halando-
sagi ratakra (jelolésik: m,, ahol x e {1, 2 ..,X} egy adott korcsoport,
t e {12, .., T} pedig egy adott naptari év) koncentralok. Ezek olyan specialis ha-
landosagi ratak, amelyeknél a vizsgalt populacio a t-edik naptari év elején az x-edik
korcsoportba tartozé egyének sokasaga. A tovabbiakban felsé indexiiktdl fliggden az
m,, ratak kezdeti vagy kozponti, azok hidnydban pedig e ketté koziil barmely tipust
halanddsagi ratakat jelolhetnek majd.

2.2. Az altalanositott korcsoport-idészak-kohorsz modellcsalad
A Villegas—Kaishev—Millossovich [2016] altal a kézelmultban javasolt, szamos
széles korben elterjedt halanddsag-elérejelzé modszert feloleld altalanositott GAPC-

modellcsalad alkalmazésa feltételezi, hogy minden egyes X € {1, 2, ..., X} korcso-

4 A kdzponti kitettség mértékegysége fo és év is lehet attl fiiggéen, hogy atlagos létszamnak vagy dsszes
megélt iddmennyiségnek tekintjiik.
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portban és t € {1, 2, ..., T} idészakban ismert a bekdvetkezett halalesetek Dy, € N
szama, valamint az ES, > 0 kozponti vagy az E} e N kezdeti kitettség értéke.5

A korcsoport- és idészakspecifikus halalozdsok D,, szémait a modell a D,

valoszinliségi valtozok megvalosult értékeinek tekinti, melyek peremeloszlasara
vonatkozé feltevés — a rendelkezésre allo kitettségi adatok tipusatdl fiiggen — a
Poisson vagy a binomialis eloszlas:

D, ~ Poisson(E{mS) (x=12,..,X,t=12,..,T) vagy
Dy ~ Bin(Eg,m%) (x=1,2,..,X,t=12.,T).
A GAPC-modellkeret feltételezi tovabba, hogy a kiilonbdzé korcsoportidészak-
kombinacidkhoz tartozd If)xt (x=142,.., X, t=1 2,..,T) valosziniiségi valto-

z0k fiiggetlenek.® A formulaban a kdzponti vagy kezdeti halandosagi ratdk becsld-
egyenletei a kovetkezok:

g(my)=ne (x=12.,X,t=12.,T),

ahol 7, a modell un. szisztematikus komponense, g : R_, — R pedig folytonosan

differencialhatd, szigorGan monoton noévé fliggvény (kapocsfiiggvény [link
function]). Hunt-Blake [2014] az altalanositott linearis modell szakirodalmara épitve
kozponti kitettségek és Poisson-eloszlas hasznalatakor a

g(y)=Iny (y> 0)

logaritmikus, kezdeti kitettségek és binomidlis eloszlas alkalmazasa esetén pedig a

g(y) = IH{LJ (0<y<1

1-y
logit kapocsfliggvényt javasoljak. A tovabbiakban ezt a konvenciot kovetem.

A GAPC-modellcsalad szisztematikus komponense a korcsoport, idészak és
kohorrsz fiiggvényében igy irhato fel:

N
ne=a,+ 2bVkV 4+ p0c  (x=12.,X,t=12..,T), 1/
i=1

5 Precizebben: minden korcsoportidészak-kombinacidra a kitettség azonos valtozata ismert.
5 Pontosabban fogalmazva: adott halandoséagi ratdk mellett feltételesen fiiggetlenek.
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ahol N € N a modellezett korcsoportidészak-interakciok szama, valamint a, és
bf(i) korcsoporttol, kt(i) idészaktol, c,_, pedig kohorsztol fliggd, valds értékili para-
méterek.

Mivel a modellbeli kohorszok lehetséges szama T + X — 1, ezért belathatd, hogy
adott N esetén az /1/ egyenlet paramétereinek szama (N + 1)(X + T)+ 2X -1,

melyek elegendéen nagy X és T értékeknél képesek lehetnek kelléen tomoren
leirni a megadott XT darab halandésagi ratat. A Dbecsiilt paraméterek
egyértelmiisége érdekében a modellt un. identifikaciés megkotésekkel sziikséges
kiegésziteni, melyek konkrét specifikacionként eltérnek.

Az a,(x=1, 2, ..., X) korcsoporthatis-paraméterek a mortalitasi gdrbe ltala-
nos alakjat irjak le. A ¢, (x=12,..,X, t=12,..,T ) kohorszhatas-
paraméterek a t — X id6szakban sziiletettek halanddsaganak a tipikus mortalitasi
palyahoz képesti eltérését reprezentaljak a modellben. A kt(i) (i=12,..,N,
t=1 2, .., T) mortalitasi indexek az altalanos halanddsagi szint idébeli alakulasat
N darab id6sor formajaban modellezik, a mortalitdsi indexek b)((i)
(i=0,1,.,N, x=1,2,..,X ) érzékenységi egyiitthatoi pedig a transzformalt
halandésagi ratak érzékenységét adjak meg, i = O eléforduldsakor a kohorszhatas,
egyéb esetben pedig az i-edik mortalitasi index megvaltozasara nézve.

2.3. A GAPC-modellcsalad nevezetes tagjai

Alkalmasan valasztott paraméterezés mellett a GAPC-modellcsalad szamos szé-
les korben hasznalatos halandosag-elérejelz6 modszert tartalmaz. Ebben az alfeje-
zetben a nevezetesebb ilyen modszereket és azok GAPC-modellcsaladhoz flizod6
viszonyat ismertetem. Az eljardsok bemutatasa soran a korcsoportok minden esetben
egymast kovetd koréveket jelentenek majd.

2.3.1. A Poisson-féle Lee—Carter- (LC-) modell

A Brouhns—-Denuit-Vermunt [2002] altal bevezetett és azota széles korben elter-
jedt modellkeretben a mortalitast leird szisztematikus komponens a kovetkezo:

Ne=ay,+ bk (x=12..,X,t=12.,T).

A szerzOk kozponti kitettségeket €s logaritmikus kapocsfiiggvényt feltételeznek,
tovabba identifikacios megfontolasbol sziikségesek a kovetkezd paramétermegkotések:
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X T
b =1, Xk =0.

x=1 T=1

A modell nem tartalmaz kohorszhatast, illetve a halandosag alakulasat egyetlen
1d6tol fliggd mortalitasi index segitségével modellezi.

Erdemes megjegyezni, hogy az LC-eljaras alapvéltozata nem illeszkedik a
GAPC-modellcsaladba, mivel Lee—Carter [1992] hires tanulmanyaban nem a halal-
esetek szamanak Poisson-eloszlasdban, hanem a szisztematikus komponens egyenle-
tének jobb oldaldhoz hozzaadott korreldlatlan, normalis eloszlast, azonos varianciaju
hibatagokon keresztiil jelenik meg a bizonytalansag a modellben.

2.3.2. A Renshaw—Haberman- (RH-) modell

Renshaw-Haberman [2006] a kohorszhatas figyelembevételére a kovetkezd
szisztematikus komponenst javasoljak:

ne = a+ bYk + %, (x=12..,X, t=12..,T).

A szerz6k kozponti kitettségeket és logaritmikus kapocsfiiggvényt feltételeznek.
Mivel a modell kritikusai rAmutattak a becslési eljaras numerikus instabilitasara,
ezért ujabb cikkitkben Haberman—Renshaw [2011] az egyszeriisités érdekében a

b9 =1(x=12..,X)

megkdtést ajanljak, mely — lemondva a kohorszhatas életkor szerinti differencialasa-
r6l — megoldja az eredetileg javasolt formula numerikus problémait. Az igy modosi-
tott, a tovabbiakban altalam is alkalmazott RH-modell szisztematikus komponense:

Ng= ay+ bk +c_ (x=12,..,X,t=12,.,T).

A szerzOk a paraméterbecslés egyértelmiisége érdekében a kovetkezd identifika-
cios megkotéseket javasoljak:
T T-1

X
Yb =1, Xk=0, < c=0.
=1

x=1 t=1 i=1- X
2.3.3. A korcsoport-idészak-kohorsz (APC-) modell

A Carstensen [2007] altal ismertett APC- (age-period-cohort — korcsoport-
id@szak-kohorsz) modell az egyszeriisitett RH-eljaras specialis esete a
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b,=1 (x=12,..,X)
megkotés mellett. Ennek szisztematikus komponense:
Ng= ay+by+c_(x=12,...,X,t=12,.,T).
Tehat az APC-modell N = 1 mortalitasi indexet tartalmaz, és a korcsoportfiiggd
érzékenységi egyiitthatok egységnyiek. Az APC-eljarashan a kozponti kitettségek és

a logaritmikus kapocsfiiggvény hasznalata, valamint a kovetkez6 identifikacios meg-
kotések alkalmazasa terjedt el:

T T-1 T-1
z kt = 0, z CI = 0, Z iCI = O.
t=1 i=1- X i=1-X

2.3.4. A Cairns-Blake-Dowd- (CBD-) modell

Cairns—Blake-Dowd [2006] altal az id6skori halanddsag elbrejelzésére javasolt
modell szisztematikus komponense:

ne = k¥ + (x— 0)k? (x=12,.,X,t=12,..,T),

1+ X
ahol X =

az eléforduld korcsoport-indexek szamtani atlaga.

A modszer alkalmazasat a szerz6k X, = 60 évesnél magasabb ¢életkorok esetén
javasoljak, azzal a kiegészitéssel, hogy az #,, szisztematikus komponens az x, + x
éves egyének mortalitasat irja le. A CBD-modellben nem szerepel additiv életkor- és
kohorszhatés,” és a mortalitas alakulasat két index irja le. Cairns—Blake-Dowd [2006]
cikkiikben kezdeti kitettségeket és logit kapocsfiiggvényt tételeznek fel. E modellben
nincs sziikség identifikacios megkotésekre.

2.3.5. A Plat-modell

Az idéskori mortalitds modellezésére javasolt Plat-modell szisztematikus kompo-
nense:

Ne=a + kY + (x—0)kP+ ¢, (x=12,..,X,t=12,..,T),

7 Erdemes megjegyezni, hogy a CBD-modell bévitéseként Cairns et al. [2009] kohorszhatds bevezetését
javasoljak. E modellvaltozatot itt nem targyalom.
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amely az x,+ X éves egyének halandosagat irja le, ahol X, valamely kiindulo élet-
kor (példaul x, = 60 év). Plat [2009] cikkében kozponti kitettségeket és logaritmi-
kus kapocsfiiggvényt feltételez, és a kovetkez6 identifikacios megkdtéseket javasolja:

T T
YkP=0, Xki?=0,
t=1 t=1

T-1 T-1

2 ¢=0, 2 ic=0
i=1-X i=1- X

2.4. Attekintés és csoportositas

Szisztematikus komponenseik alapjan a GAPC-modellcsalad tagjai a korcsoport-
¢és kohorszhatas jelenléte, a mortalitasi indexek N szdma és az érzékenységi egylitt-
hatok jellege (képlettel adott vagy nemparaméteres) szerint csoportosithatok. Ezen-
kiviil a halandosagi ratak jellege szerint egymastol elkiilonithet6k a kdzponti és kez-
deti halandosagi ratakra épiild6 GAPC-modellek, azzal a kiegészitéssel, hogy a halal-
esetek szamara vonatkozo feltevés az elébbiek esetén a Poisson-, az utobbiaknal
pedig a binomialis eloszlas. A GAPC-modellcsaladhoz tartozo, jelen fejezetben be-
mutatott nevezetes eljarasok e szempontok szerinti csoportositasat az 1. tablazatban
és a 2. abran szemléltetem.

1. tablazat
Néhany nevezetes GAPC-modell jellemzdi
Eljaras Korcsoport Kohorsz N Erzékenység Kitettség Kapocs
APC van van 1 egységnyi kozponti log
CBD nincs nincs 2 képlettel adott kezdeti logit
LC van nincs 1 nemparaméteres kozponti log
Plat van van 2 képlettel adott kozponti log
RH van van 1 nemparaméteres kozponti log

Forrds: Sajat szerkesztés.

A 2. 4bran lathatd, hogy a GAPC-modellcsalad két nevezetes agat az RH-2 és
Plat-eljarasok adjak. Az el6bbi nevezetes alesetei a kohorszhatist nem tartalmazd

8 Pontosabban annak Haberman—Renshaw [2011] cikkében bemutatott, egyszertisitett véltozata.
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Poisson-féle LC- és az egységnyi érzékenységi egylitthatokkal rendelkezé APC-
modellek, Plat moédszerének nevezetes alesetei pedig a korcsoport- és kohorszhatast
nem tartalmazé CBD- és az egyetlen mortalitdsi indexet feltételezd APC-modellek.
Az APC-moddszer — mint a legegyszer(ibb, korcsoport- és kohorszhatast egyarant
tartalmazo eljaras — a GAPC-modellcsalad mindkét aganak specialis esete, igy nevé-
hez hiien a GAPC-csalad bizonyos értelemben valoban ezt az eljarast altalanositja.

2. abra. A GAPC-modelicsalad néhany nevezetes tagja és a kozottiik fennnallo hierarchia

GAPC
|
[ ]
N=2
N=1 Pl o
RH at adott érzékenységek
— LC CBD* —
nincs kohorszhatas nincs korcsoport-
és kohorszhatas
adott N=1
APC

érzékenységek

* A CBD-modell kezdeti kitettségeket és logit kapocsfliiggvényt feltételez. A tobbi modell esetén a kozpon-
ti kitettségek és a logaritmikus kapocsfiiggvény alkalmazasa altalanos.
Forrds: Sajat szerkesztés.

Az altalanos, illetve az iddskori haland6sag modellezésére ebben a sorrendben a 2.
abra bal oldali, illetve mindkét agan szereplé modellek alkalmazhatok. Természete-
sen szamos tovabbi halandosag-elorejelzd eljaras eléallithaté a GAPC-modellcsalad
megfeleld paraméterezésével.

2.5. Paraméterbecslés, modellvalasztas és elorejelzés

A GAPC-csaladba tartozd6 modellek paramétereinek becslése a maximum
likelihood elv segitségével végezhetd el.® A log-likelihood fliggvény maximalizala-

° A log-likelihood fiiggvény képlete megtalélhaté példéul Villegas—Kaishev—Millossovich [2016] tanulma-
nyaban.
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sara Brouhns—Denuit-Vermunt [2002] a Newton-modszert valasztjak, Villegas—
Kaishev—Millossovich [2016] pedig a GLM illesztésére hasznalhatd, szamos statisz-
tikai programcsomagba beépitett optimalizalod algoritmusokat javasoljak. Egymasba
agyazott modellek k6zotti valasztasra természetesen ebben az esetben is megfelel6 a
statisztikaban széleskoriien alkalmazott likelihood-arany teszt.

A paraméterbecslést kdvetden a mortalitasi indexek becsiilt értékeinek egyiittes
alakulasat Cairns—Blake—-Dowd [2006], Haberman-Renshaw [2011], valamint
Villegas—Kaishev—Millossovich [2016] tobbdimenzids eltolasos véletlen bolyongas-
ként (multivariate random walk with drift) modellezik. A kohorszhatas becstilt érté-
keinek alakulasat szintén ARIMA-modellek segitségével szokds modellezni. Erre a
célra Renshaw—Haberman [2006] az eltolasos ARIMA(1,1,0)-, mig Plat [2009] az
eltolasos ARIMA(2,2,0)-modellt javasolja. A naptari id6szaktol és kohorsztdl fiiggd
idésoros folyamatok paraméterbecslését kovetden a halandosagi ratak a megfeleld
idésormodellek extrapolalasaval jelezhetok elore.

A halandosag-eldrejelz6 modszerek alkalmazasaval jaré bizonytalansag modelle-
zésére Lee—Carter [1992] ota szokasos eljaras az id6t6l fliggd paraméterek hibatagja-
inak Monte-Carlo-szimulacioja. Ez a megoldas ugyanakkor félrevezetd eredménye-
ket produkal, mivel a modell paramétereit implicit moédon azok mintabdl becsiilt
értékeivel azonositja, figyelmen kiviil hagyva ezaltal a becslési eljarasbol fakado
paraméterbizonytalansagot. A GAPC-modellcsalad keretében az elérejelzési és a
paraméterbizonytalansig egyiittesen a Brouhns—Denuit-van Keilegom [2005], vala-
mint Villegas—Kaishev—Millossovich [2016] &ltal javasolt félparaméteres bootstrap
(semiparametric bootstrap) eljaras segitségével vehetd figyelembe'?, mivel analitikus
modszerekkel a bizonytalansag két forrasa nehezen kezelheté egyiittesen. Koissi—
Shapiro—Hognas [2006] alternativ megkozelitésként az illesztett modell hibatagjai-
bol vett mintavételezésen alapuld rezidualis bootstrap modszert ajanljak.

A Brouhns—Denuit-van Keilegom [2005] altal javasolt félparaméteres bootstrap
eljaras keretében a B e N_, darab szimulalt mintdban el6szor a Dy
(x=12,...X,t=1 2,.., T) ismert halaleseti gyakorisagokat tjra kell generalni
a megfigyelt értékekkel azonos varhatd értékii Poisson- vagy binomialis eloszlasok-
bol, majd a modellillesztést és az  eldrejelzést minden  egyes

b

{Dxt}x L2 Xht el 2, T) (b=1 2, ..., B) bootstrap mintara el kell végezni, a

modellvalasztasi 1épés nélkiil, az 6sszes mintara az eredetileg javasolt formulat al-
kalmazva. A vizsgalni kivant véletlen mennyiségek (példaul haland6sagi ratak vagy
varhato ¢€lettartamok) elméleti eloszlasa a mintaméret novelésével hatarértékben azok
bootstrap mintakban megfigyelt empirikus eloszlasaval kozelithetd.

10 A bootstrap médszert Efron [1979] javasolta eldszér altaldnosabb kontextusban.
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2.6. Az életjaradékok dijszamitasa statikus
és dinamikus halanddsagi ratak alapjan

Az x éves korban varhatd hatralévd élettartamot statikus halanddsadg mellett
megado Osszefiiggés (Banydr [2003]):

w-—xi-1 1
e = X H(l— qx+j)+5 (x=0,1, .. 0),
i=1j=0

ahola g, (x= 0, 1, ..., ) értékek az alkalmazott haland6sagi tablaban szerepld Gn.
koréves halalozasi valosziniiségek, v pedig a feltételezett legmagasabb elérhetd
életkor (a KSH gyakorlata alapjdan = 100 ¢év). A megfeleld Osszefliggés
elérejelzett, dinamikus halanddsag alkalmazasa esetén:

w-xi—-1 1
S 2 H(l_ qx+j,T+j)+ E (x=0,1,.., o),
i=1j=0

ahol g, (x=0,1,...,0,t=T, T+ 1 T+ 2 ..) az x éves egyének koréves
halalozasi valosziniisége a t-edik naptari évben, T pedig az aktualis naptari év.
Az x éves koru egyének azonnal induld, élethosszig tartd, évi egy forint 6sszegi

¢életjaradékanak egyszeri nettd dijképlete az aktuariusi ekvivalenciaelv (Banydr
[2003]) alapjan:!!

w—X

dy = > |:Vii1:[l(l— qx+j):| (x=0,1,.., w),
) =0

i=0

ahol v a technikai kamatlab*? alapjan szamitott éves diszkonttényezd. A netto dij azt
az ¢letjaradékért cserébe nyujtandé egydsszegii befizetést adja meg, amely mellett a
jaradékszolgaltatd a technikai kamatlabnak megfeleld, rogzitett éves befektetési ho-
zam feltételezése mellett, a jaradékfizetésen kiviili egyéb koltségek figyelembe véte-
le nélkiil varhatéan nulla profitot realizal. Az életjaradék ténylegesen fizetend6 brut-
t6 dija (Banydr [2003]) a nett6 dij és a tényleges éves életjaradék dsszegének szorza-
ta, novelve a koltségek, valamint a szolgaltatoi profit fedezetével.*

11 A képletben az iires szorzat értéke definici6 szerint egynek tekintendd.

12 A technikai kamatlab a befektetett életbiztositési dijtartalékon garantalt éves hozamrata, melynek segit-
ségével az aktuarius az életbiztositasok klasszikus dijkalkulacioja soran meghatarozza a jovobeli pénzaramlasok
jelenértékét (Banydr [2003]).

18 Az életjdradékok kifizetései a valosagban altalaban évesnél siirlibb (péld4ul havi) gyakorisigiak. Ennek
hatasa az életjaradék netto dijara jellemzden csekély, illetve a netto dijjal kozelitéleg aranyos, igy a tovabbiak-
ban az egyszeriiség kedvéért éves gyakorisagu jaradékfizetést tételezek fel.

Statisztikai Szemle, 95. évfolyam 2. szém



156 Vékas Péter

Dinamikus haland6sagi ratak hasznalata esetén a megfeleld 6sszefiiggés:

w—X

do= X | VI

-1
i=0 j=0

(l_ CI><-¢—j,T+j)j| (X: 0 1, ""w)’

ahol T az aktualis naptari év a dijszamitas pillanataban.
A tovébbiakban a @, koréves haldlozasi valdsziniiségeket Agoston-Kovdcs
[2000] nyoman a maximum likelihood elv alapjan az m(x)t kezdeti halandosagi ratak-

kal becsiilom, és kozponti halalozasi ratak elbrejelzése esetén azokat a széles korben
alkalmazott

m

0 xt

my = 1
1+ Em)(ét

kozelités (Mdjer—Kovdcs [2011]) segitségével alakitom kezdeti halandosagi ratakka.

3. Empirikus elemzés

A nyugdijas kori egyének halandosagi ratainak elérejelzése érdekében a KSH
1979-2013. naptari évekre és 65 és 99 kozotti korévekre vonatkozd, naptari és kor-
évek szerint bontott 1étszam- és haldlozasi adatait hasznaltam fel.'* Mivel az Eur6pai
Uni¢ erre vonatkozo iranyelve (EU [2004]) értelmében a jaradékbiztositasok dijkal-
kulaciojaban tilos a nemek szerinti megkiilonboztetés, ezért ezeket az adatokat
aggregaltam, és a szamitasokat a nemtdl fiiggetlen (uniszex) korévenkénti létszdmok
¢és halaleseti gyakorisagok alapjan végeztem el. A halandosagi ratak elérejelzésére a
GAPC-modellcsaladba tartozo, a 2. abran korabban szemléltetett APC-, CBD-, Pois-
son-féle LC- és id6skori Plat-modelleket, valamint a RH-eljaras egyszeriisitett valto-
zatat alkalmaztam. A szamitasokat az R statisztikai programcsomag (Villegas—
Kaishev—Millossovich [2016]) segitségével végeztem el.

A legjobb mintan kiviili eldrejelzési teljesitményt nylijtd metddus kivalasztasa €s
a tulillesztés elkeriilése érdekében az 1975-2014. naptari éveket az 1975-2004. nap-
tari éveket magaba foglald tanuld és az 2005-2014. naptari éveket feldleld teszteld

1 Banyar [2012] részletesen foglalkozik a jaradékok dijszamitasahoz hasznalhaté halandésagi tabla kiva-
lasztasanak kérdésével. Jaradékszolgaltatok egyedi halandosagi adatai hijan itt kénytelen vagyok a néphalandé-
sagi adatokbol kiindulni.
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iddszakra osztottam fel. A felsorolt 6t modell paramétereinek becslését a tanuld
id6szakon, illeszkedésiik vizsgalatat pedig a széles korben alkalmazott y? -statisztika
(Benjamin—Pollard [1993]) alapjan a tesztel6 id6szakon végeztem el. Az eljaras
soran az els6 husz korévet (vagyis a 65—84 évesek adatait) vettem figyelembe, mivel
a késébbi korévek mar kevésbé relevansak a hozzajuk tartozo alacsonyabb talélési
valoszintiségek és a jaradékok dijszamitasa soran alkalmazott diszkontalas miatt. A
tesztstatisztikak értékeit és az illesztett modellek effektiv paramétereinek szamat a 3.
dbra szemlélteti.'®

3. abra. A GAPC-modellek illeszkedése a tesztidészakon (2005-2014)

a 65-84 év kozotti életkorokban és a modellek effektiv paraméterszama

Darab
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— Effektiv paraméterek szama (jobb tengely)

Forras: Sajat szerkesztés.

A 3. 4bra alapjan a teszteld iddszakon a legjobb eldrejelzési teljesitményt a kife-
jezetten az iddskori halandosag elérejelzésére kifejlesztett CBD-modell nyujtja, me-
lyet illeszkedés szerinti sorrendben a Poisson-féle LC- és az APC-eljaras kovet. A
rangsort az elsé haromtol leszakadva a Plat- és az RH-modell zarja. A CBD-modell
jO teljesitménye annal is inkabb figyelemre méltd, mert ez rendelkezik a vizsgalt ot
formula koziil a legkevesebb effektiv paraméterrel. A magasabb effektiv paraméter-
szamt modellek gyengébb elérejelzési pontossaganak oka a thlillesztésben keresen-

15 Az alacsonyabb y? -tesztstatisztikak utalnak jobb illeszkedésre. Az orszégos létszamadatok hasznalata-

bol adodo6 nagy mintaméret miatt az illeszkedésre vonatkozoé nullhipotézis valamennyi modell esetén hatarozot-
tan elutasithato. Effektiv paraméterszam alatt a tobbi paraméter altal az identifikacios megkotések révén nem
meghatarozott paraméterek szama értendd.
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d6: ezek a kevesebb paramétert tartalmazo eljarasoknal sziikségSzeriien jobban il-
leszkednek a tanulé iddszak adataira, ugyanakkor a teszteld id6szak éveire mar
gyengébb elbrejelzést eredményeznek, hasonléan ahhoz, mintha egy kozel linearis
egyvaltozos idésort magas fokszamu polinom segitségével jeleznénk elére.

A 4. 4bra alapjan az eldrejelzési idotav novekedésével jellemzéen valamennyi
vizsgalt modell elérejelzési pontossaga csokken. A pontossag romlasi liteme a magas
effektiv paraméterszamt Plat- és RH-modelleknél a legszembet(indbb, illetve ezek-
kel szemben a legjobb illeszkedést nytjto CBD- és Poisson-féle LC-eljarasok esetén
a legmérsékeltebb. A naptari évenkénti elemzés megerdsiti a CBD-modell alkalmaz-
hat6sagat, annal is inkabb, mivel a tovabbiakban az életjaradékok dijszamitasa az itt
bemutatottnal jéval hosszabb, 35 éves elérejelzési horizont hasznalatat teszi majd
sziikségessé.

4. abra. A GAPC-modellek illeszkedése a tesztidészakon (2005-2014) naptari évenként,
a 65-84 év kozotti életorokban
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Forras: Sajat szerkesztés.

Eletkor szerint egyébként egyik vizsgalt eljaras esetén sem figyelheté meg mono-
ton trend az eldrejelzési pontossag alakulasaban. A legpontosabbnak itélt CBD- és
Poisson-féle LC-modellek kozotti f6 kiilonbség e tekintetben a 65-70 év kozotti
életkorokban figyelhetd meg: itt a CBD-formula érezhetéen pontosabb eldrejelzést
szolgaltat. 72 éves kortol kezdve egymassal kozel megegyezik e két modell elérejel-
z¢&si pontossaga.

Az eredmények alapjan dsszességében megallapithatd, hogy a vizsgalt adatsoron
a hazai iddéskori halandosag elorejelzésére az 6t kivalasztott GAPC-modell koziil a
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CBD-eljaras hasznalata javasolt, mert ez rendelkezik a legalacsonyabb mintan kiviili
elérejelzési hibaval és emellett a legkevesebb effektiv paraméterrel, eldrejelzési hiba-
ja a legalacsonyabb iitemben emelkedik az id6horizont névelésével, valamint az
életjaradékok dijszamitasanal lényeges, hogy a 65-70 év kozotti életkorok halando-
sagat a Poisson-féle LC-modellhez képest joval alacsonyabb hibaval jelzi elére a
tesztel6 id0szakon. Nem mellékes szempont az sem, hogy Cairns—Blake-Dowd
[2006] cikkiikben e metddust kifejezetten az idoskori halandosag eldrejelzésére java-
soljak az LC-modell alternativajaként.

4. Eletjaradékokkal kapcsolatos eredmények

Az élettartam-kockazat szerepének szamszeriisitése érdekében elséként a 65-99
éves egyének életkorfiiggd halandosagi ratait a GAPC-modellcsaladba tartozd, ko-
rabban mar bemutatott 6t eljaras felhasznalasaval elérejeleztem a 2016-2050. naptari
évekre, majd az elérejelzést a Villegas—Kaishev—Millossovich [2016] tanulmanyaban
javasolt  félparaméteres bootstrap eljaras segitségével egyenként Otezer
replikaciobol® allo bootstrap mintakon is megismételtem. A nyugdijkorhatar betolté-
sekor varhat6 egg hatralévd élettartam és dg5 egyszeri nettodij-értékeket a halando-

sagi ratak varhatd értékeinek megfelelé pontbecslések alapjan, illetve valamennyi
szimulalt bootstrap mintaban egyenként is meghataroztam. Az 6sszehasonlitas ked-
véért a legfrissebb ismert, 2014. évi néphalanddsagi tabla alapjan — a klasszikus
aktudriusi gyakorlattal 6sszhangban id6ben valtozatlan, statikus halandosagi ratakat
feltételezve — is elvégeztem a szamitasokat. Mivel a technikai kamatlab maximalis
mértéke a Magyar Nemzeti Bank vonatkozé rendelete (Magyar Koziony [2015a])
alapjan forintban fennall6 kotelezettségek esetén 2016. jalius 1-jét6l évi 2,3 szazalék,
ezért a szamitasok soran a v= 1/1,023 diszkonttényez6t alkalmaztam. Tovabbi

Osszehasonlitasra adtak lehetdséget a Mdjer—Kovacs [2011] tanulmanyaban bemuta-
tott eredmények, melyek az LC-modell és az 1970-2006. évekbdl allo bazisidoszak
alapjan, 3 szazalékos technikai kamatlab feltételezésével késziiltek.

A CBD-eljaras alapjan nyert szamitasi eredményeimet és a Mdjer—Kovdcs [2011]
cikkében szereplé megfeleld mutatészdmokat ebben a sorrendben a 2. tablazat fog-
lalja Ossze. A tablazat keresztmetszeti oszlopaban a legutolsd ismert halandosagi
tabla alapjan szamitott (statikus) értékek, a wvarhatd értékeket és bootstrap
konfidenciaintervallumokat tartalmazo oszlopaban a halandosag-elorejelzés segitsé-

16 A bootstrap mintak szaméanak novelése dtezer replikacio felett mar csak elhanyagolhaté mértékben val-
toztatta meg a szamitott konfidenciaintervallumok hatérait.
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gével nyert kohorszszemléleti (dinamikus) eredmények, a statikus hiba oszlopaban
pedig a keresztmetszeti szemléletben a dinamikus varhaté értékekhez képest elkove-
tett szazalékos hibak nagysagai lathatok.

2. tablazat
Osszehasonlitds: a 65 éves korban
varhato hatralevo élettartam és az életjaradék egyszeri netto dija
. R Varhato érték Statikus hiba
Mennyiség Keresztmetszeti érték (konfidenciaintervallum) (szazalék)
Sajat szamitas (bazisidészak: 1975-2014)
. 18,21
s (&) 1647 (16,61; 19,80) 951
. . 14,78
&g (forint) 13,72 (13.83:15.72) —6,43
Majer—Kovdcs [2011] (bazisid6szak: 1970-2006)
. 16,43
g5 (év) 15,39 (15.12: 17.89) —6,33
" . 12,43
&g (forint) 11,87 (11,70 13.17) -4,50

Forras: Sajat szamitas és Mdjer—Kovdcs [2011].

A 2. tablazat alapjan megallapithat6, hogy a statikus, keresztmetszeti szemlélet-
ben szamitott, 65 éves korban varhato hatralévo élettartam 2006—-2014 kozott 1,08
évvel, a nyugdijcélu életjaradék egyszeri nettd dija pedig 1,85 Ft-tal emelkedett. Ez
utobbi hatas részben a varhato élettartam novekedésének, részben pedig a technikai
kamatlab csokkenésének kovetkezménye.l’ Szamitdsaim alapjan mar az élettartam-
kockazatot figyelmen kiviil hagyo, keresztmetszeti értékek is meghaladjak a Mdjer—
Kovdcs [2011] altal kozolt kohorszszemléletli, dinamikus varhato értékeket, és a
dinamikus értékek konfidenciaintervallumai joval szélesebbek az emlitett tanul-
manyban szerepld megfeleldikhez képest, mivel az utobbiak — az 0j szamitas soran
alkalmazott bootstrap eljarassal szemben — a mortalitasi index sztochasztikus trend-
paraméterét leszdmitva nem tartalmazzak a paraméterbecslésbdl fakadd bizonytalan-
sdgot. A naiv, statikus szemlélet alkalmazasaval elkdvetett szazalékos hiba nagysaga
mind a varhat6 hatralévo élettartam, mind az €letjaradék nettd dija esetén kozel mas-
félszerese a Majer—Kovacs [2011] eredményei alapjan szamitott szazalékos hibanak,

7 Erdemes megjegyezni, hogy az LC-modell hasznalata az ijabb adatokon minimalis eltéréssel a CBD-
eljarassal kozel azonos eredményt ad, igy a kiilonbség nem a modszervalasztasbol adodik.
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ami a modszertani kiillonbségeken til is arra enged kovetkeztetni, hogy az élettartam-
kockazat jelent6sége nétt az utdobbi években. A statikus szemlélet alkalmazasa a
nyugdijazaskor varhatéd hatralévé élettartamot kozel két évvel alabecsiili, és a nyug-
dijcélu életjaradékok esetén 6,43 szazalékos alularazottsaghoz vezet, ami példaul évi
1 milli6 Ft 6sszegli havi jaradék esetén a szerz6dés megkdtésekor 1 millio 60 ezer Ft
tartalékhianyt'® és ezltal ugyanekkora nagysagl, a biztositasi gyakorlatban is igen
jelentds azonnali veszteséget jelent a jaradékszolgaltatd szamara.

5. Osszefoglalas

Eredményeim alapjan megallapithato, hogy a hazai id6skori uniszex halandosagi
ratakat a 2005-2014. évekbdl allo teszteld idészakon 6t népszerli halandosag-
elérejelz6 modszer kozill a kifejezetten az idéskori halandésag elérejelzésére kifej-
lesztett CBD-modell jelzi elére a legmegfeleldbben.'® A vélasztott eljaras mellett
szol az is, hogy az elérejelzési hiba az id6horizont novelésével ennek hasznalata
esetén novekszik a legalacsonyabb litemben, és a nyugdijszamitasok szempontjabol
legfontosabb 65-70 éves korcsoportban értéke joval alacsonyabb az egyébként dsz-
szességében masodik legpontosabb elbrejelzést nytjtdo Poisson-féle LC-modellhez
(Brouhns—Denuit-Vermunt [2002]) képest. A joval tobb paraméterrel rendelkezé
Plat- és RH-modellek hasznalata tilillesztéshez vezet, amelyre a tanuld id6szakon
mért kivalo illeszkedésiik és ezzel parhuzamosan a teszteld id6szakon mért gyenge —
¢és az id6horizont ndvelésével gyors litemben roml6 — eldrejelzési pontossaguk enged
kovetkeztetni.

A CBD-modell segitségével elorejelzett, dinamikus uniszex néphalandosagi tab-
la hasznalata esetén a nyugdijkorhatdron vérhato hatralevo élettartam majdnem két
évvel feliilmulja a klasszikus médszertan alapjan, statikus halanddsag feltételezésé-
vel szamitott értéket. A statikus szamitas a nyugdijcélu életjaradék egyszeri nettd
dijat 6,43 szazalékkal alabecsiili, ami példaul évi 1 milli6 Ft 6sszegli életjaradék
esetén 1 millio 60 ezer Ft koriili, a biztositasi gyakorlatban igen jelentés mértéki
azonnali tartalékhianyt és veszteséget okoz a jaradékszolgaltatonak. A statikus ha-
landosag feltételezése miatt jelentkezd alularazottsig mértéke a Mdjer—Kovdcs
[2011] tanulméanyaban szerepl6 4,51-r6l 6,43 szazalékra nétt a 2006 és 2014 kozotti
idészakban. A valtozds az aktuariusi gyakorlat szempontjabdl rendkiviil jelentds,

18 A tartalékhiany a dinamikus és statikus dijak kiilsnbsége, szorozva az éves jaradéktag sszegével.
9tt a legjobb elérejelzés kritériuma a teszteld idészakon szamitott 2 -tesztstatisztika az életjaradékok

szempontjabol legfontosabb 65-84 éves életkorokban.
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tovabba a néphalandosag vizsgalatabol adédd hatalmas mintaméret miatt formalis
teszt alkalmazasa nélkiil is kijelenthetd, hogy statisztikai értelemben is szignifikans.

Mindezek alapjan levonhaté az a kovetkeztetés, hogy Magyarorszagon a nyugdij-
célu életjaradékok esetén 2006 és 2014 kozott jelentésen emelkedett a statikus ha-
landosag feltételezésével elkovetett dijszamitasi hiba nagysaga, ami arra enged ko-
vetkeztetni, hogy a vizsgalt idészakban nétt az ¢lettartam-kockazat szerepe a vizsgalt
piacon. Tovabba mivel a biztositasi tigyfelek halanddésaga jellemzden joval alacso-
nyabb a néphalanddsagnal, és — részben tudatos antiszelekcid kovetkeztében — a
jaradéktermékeket a biztositasi iligyfelek koziil is jellemzéen az alacsonyabb
halanddsagu tigyfelek vasaroljak (Banydar [2003]), ezért a jaradéktermékek alloma-
nyaiban feltehetéen a kimutatott arazasi hibanal még jelentdsebb tévedésre lehet
szamitani a biztositdsi gyakorlatban.

Bar a jaradékbiztositasok piaca Magyarorszagon egyelére csekély méretii, a ta-
nulmanyomban megvizsgalt kérdés fontossagat noveli, hogy az onkéntes nyugdij-
pénztari életjaradékokra vonatkozé 0j szabalyozas (Magyar Kozlony [2015b]), illetve
a fejlett orszadgok biztositasi piacaihoz vald folyamatos felzarkdzas eredményekép-
pen remélhetbleg a piac jelentés boviilése varhatd a jovoben.
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Summary

The popularity of mortality forecasting techniques and their new unifying paradigm of the
GAPC (generalized age-period-cohort) model has increased significantly in recent years. The paper
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first introduces the GAPC family of models and its several notable members, then proceeds by
fitting five popular models to mortality data of Hungarian people aged at least 65 years for the
1975-2014 period. It argues that the Cairns—Blake—Dowd-model, which was proposed for modell-
ing old-age mortality, has the best performance based on the criterion of out-of-sample forecasting
accuracy. Following Mdjer—Kovacs [2011], the author uses forecasted mortality rates to estimate
the life expectancy at retirement and the net premium of a pension annuity. He argues that the
recent legislation changes in Hungary concerning voluntary pension funds increase the relevance of
mortality forecasting in general and the results of the paper in particular. The paper places a strong
emphasis on the adequate modelling of parameter uncertainty and concludes that the importance of
longevity risk has increased significantly over the past decade. It provides useful insights into
mortality forecasting and longevity risk for researchers, statisticians, social security professionals
and practising actuaries alike.
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