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SAJATERTEK-TETELEK A LINEARIS ES NEMLINEARIS
NEUMANN-RENDSZEREKBEN!

MOCZAR JOZSEF
BKAE, Matematikai Kozgazdasdgtan és Gazdasdgelemzés Tanszék

A tanulmény célkitiizése a sajatérték-tételek linearis és nemlinedris Neumann-
rendszerekre torténd kiterjesztése. A szigoru egyensulyt biztosité Neumann
modell a Cx = ABx és a pC = A\pB altalanositott sajatérték-feladattal
definidlhat6. A probléma Perron-Frobenius tulajdonsdgait elséként Man-
gasarian (1971) vizsgélta. A technolégiailag és/vagy gazdaségilag (ir)redu-
cibilis Neumann rendszerekre megfogalmazott Frobenius tételek bizonyita-
saihoz Mangasarian, valamint Erdélyi (1967) és Stewart (1972) eredményeit
hasznalom fel.

1 Bevezetés

Az utébbi években reneszanszukat élik a Perron-Frobenius tételek alkalmazé-
sai a kiilonbozé elméleti kozgazdasagi kutatasokban. Ezek az alkalmazasok
azonban csak a linedris és legfeljebb nemlinearis Leontief-rendszerre kimon-
dott tételeket foglaljdk magukban. A valdsiag pontosabb lefrdsdra illetve
elemzésére egyre kiterjedtebben hasznéljak fel a Neumann tipusi modelleket,
amelyek feltevéseikben megengedik az ikertermelés szerepeltetését is, valamint
a gazdasagot egy sajatos nem-négyzetes termék-tevékenység keresztmetszet-
ben vizsgéljak.

Tanulmanyom alapvetd célkitlizése a sajatérték-tételek linearis és nem-
linedris Neumann-rendszerekre torténd kiterjesztése. Vizsgalodasaim kere-
téiil olyan tébbszektoros gazdasdgi modell szolgal, amelyben az egyes te-
vékenységek input-output kapcsolatait megfelel¢ tulajdonsiagi nemlinearis
fliggvényekkel, a raforditasi, illetve kibocsatasi strukturdjat pedig Jacobi
maétrixokkal ifrom le. Az id6 kezelése szempontjibdl modelliink a diszkrét,
illetve a stacionarius modellek csaladjdba tartozik. A modell specidlis esete-
ként értelmezhetd mind az irodalombdl j6l ismert (nem)linedris input-output
modell, mind pedig a tanulményban jonnan megfogalmazott nemlinearis
Neumann modell.

A sajatérték-tételek megfogalmazasa el6tt értelmezem a sajatérték, a
sajatvektor, a spektrum és a spektrél radiusz fogalmat, bevezetem az (ir)re-
ducibilitds kiilonféle valfajait a (nem)linedris Neumann-rendszerckben. A

ITanulményom a hasonlé cimmel megirt és Martos Béla professzor szerkesztésében meg-
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szigoru egyensilyt biztosité linearis Neumann modell a Cx = ABz, illetve
pC = ApB altalanositott sajatérték-feladattal definidlhato, ahol a C' a fo-
gyasztasi és a B a kibocsatdsi matrixokat, az x a tevékenységek alkalmazasi
szintvektorat, p a termékek egységar-vektorat valamint a A az expanzids
(n6vekedési-, illetve kamat-)tényez6 reciprokat jeloli. A fenti probléménak
Perron-Frobenius tulajdonsagait —tudomasom szerint— ez iddig csak Man-
gasarian vizsgalta. Tételeit tisztan matematikai szempontbdl, tetszoleges
elojelli, azonos tipusu és megfelel¢ feltételeket kielégité C' és B matrixok
mellett fogalmazta meg. Tanulmdnyomban a technoldgiailag és/vagy gaz-
daségilag (ir)reducibilis linedris Neumann-rendszerre megfogalmazott Frobe-
nius tétel bizonyitdsahoz Mangasarian tételeit hasznalom fel. Megmutatom,
hogy ezek a bizonyitdsok kiterjeszthetOk a nemlinedris altaldnositott sajat-
érték-egyenletekre is.

Tanulmanyomban valamennyi rendszer meghatarozasaban szerepet kap-
nak a raforditdsi, illetve a kibocsdtasi strukturat leiré Jacobi métrixok. A
nemlinearis Leontief-rendszerre kimondott sajatérték-tételek bizonyitasai ab-
ban térnek el a szokasos bizonyitasoktol, hogy itt a raforditasi struktiurat
szerepeltetjilk az egyes allitasokban.

A nemlinedris Neumann-rendszerre kimondott sajatérték-tételek alapul
szolgdlhatnak a marxi értéknagysag kvantitativ meghatarozasaban, kilénos
tekintettel az ikertermékek problémédjéra. (Linedris esetre ldsd pl. Zalai
(1980).)

A tanulmédnyban a kovetkezo jelolések érvényesek. Vesszd jeloli a métrix
transzponaltjat. Két azonos méretii vektor Osszehasonlitasira az: = = y je-
lenti, hogy minden i-re x; 2 y; ; * > y jelenti, hogy minden i-re z 2 y de
T # y, és az x > y jelenti, hogy x; > y; minden i-re. Ennek értelmében, ha
x nemnegativ : x =2 0 ; ha x szemipozitiv : x > 0 ; és ha x pozitiv: x > 0.

2 Feltevések és definicidk

Tekintsiink egy olyan gazdasdgot, amelyben {1,2,...,m} véges szdmu te-
vékenység (termelési eljards) funkciondl, és ezek {1,2,...,n} véges szdmui
terméket allitanak el6. Minden egyes tevékenység egy vagy tobb terméket
termelhet (ikertermelés esete), és barmelyik termék tGbbféleképpen (t6bb
eljérdssal) is el6allithat6. Az egyes tevékenységek altalédban az anyagi termeld
szféra kiillonboz6 szervezeteit, pl. szakigazgatasi szerveket, termel6 agazato-
kat stb. jelolnek, de jelolhetnek fogyasztéast, kiilonféle szolgaltatasokat, sot
kiilfoldi keresletet is. Olyan természetes termelési tényezdk, mint a munka
és a fold, korlatlan mennyiségben &dllnak rendelkezésre. Modelliink diszkrét
idopontokban irja le a gazdasagi jelenségeket, és abban az értelemben zart,
hogy a t-edik idépontban a tevékenységek funkcionaldsahoz sziikséges rafor-
ditdsokat az el6z6 (t — 1)-edik periédusban megtermelt outputok fedezik.

A technikai-technolégiai 6sszefliggéseket most a kovetkezoképpen fejezziik
ki. Tegyiik fel, hogy minden egyes tevékenység per definitionem egységnyi
ideig funkciondl, s az 27 (t), (j = 1,2,...,m) a j-edik tevékenység alkalmazasi
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szintjét jeloli a t-edik periédusban. Gazdasigi rendszeriinkben az egyes ter-
mékekbdl torténo felhasznalasokat és kibocsatasokat egy-egy nemlinearis le-
képezés-halmazzal definidljuk: az i-edik termék input-fliggvényét jeldljik a
valds értékii h[z!(t), ..., 2™ (t)] figgvénnyel, amely az z'(t), ..., 2™ (t) valto-
z0k megfelel6 nemlinedaris fiiggvénye, az output-fliggvényét az ugyancsak va-
16s értékii és az x1(t),...,x™(t) valtozokban nemlinedris g;[x1(¢),...,x™(t)]
fliggvénnyel jeloljiik. Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be az input-, illetve
az output-fuggvények jelolésére a kovetkezo szimbdlumokat:

hylxt(t), ..., x™(t)]
halzt(t),..., 2™ (t)]
= Hlz(t)] ,
holxt(t), ..., 2™ ()]
és hasonléképpen g;[z'(t),...,2™(t)] = G[z(t)], ahol i = 1,2,...,n.

A fentiek segitségével most mar kénnyen meghatarozhatjuk a nemlinedris
termelési rendszertink technikai-technolégiai fajlagosainak alakulasat leird
fliggvényeket. Képezziik e célbdl az egyes fliggvények elsérendii parcialis de-
rivéltjait, illetve az ezekbdl képezhetd megfeleld (nxm)-es Jacobi matrixokat:

Ohy [z (t)]  Ohy [ (1)] Ohy [z (1)]
dxi(t) 0z (t) T 9xm (b)
Ohy [z (t)]  Ohs [ (1)] Ohy [z (1)]
dxi(t)  0z2(t) T 9xm (b)
Ohy [z (t)] Oy, 2 (1)] Oh,, [z (1))
O 0) ozm () |

Az output-fajlagosokat leiré fiiggvényhalmaz hasonléképpen képezhetd.
Az egyszeriibb jelolés kedvéért vezessiik be a Jacobi métrixok jeldlésére a
OH [z (t)] / 0z (t), illetve a G [z (t)] /Ox (t) szimbblumokat megfelelGen.

A H [z (t)] és a G [z (t)] nemlinedris figgvényhalmazokra a kovetkezd fel-
tevéseket tessziik:

(1.F) Folytonossdg. Mind a h;[z(t)] € C', mind a g;[z(t)] € C' minden
i = 1,2,...,nre, azaz az R'-ben minden valtozéjuk szerint folytonosan
differencidlhatok.

(2.F) Homogenitas. H[ax(t)] = aHz(t)] és Glaz(t — 1)] = aGz(t — 1)]
barmely a = O-ra.

(3.F) Nemnegativitas. H[z(t)] Z 0 és G[z(t)] Z 0 minden z(t) Z O-ra.

(4.F) Monotonitds. Hx(t)] = Hlz(t + 1)] és G[z(t)] = Gz(t + 1)], ha
x(t) = x(t+1).

(5.F) Specidlis strukturdlis tulajdonsdg. A nemlinedris rendszer tech-
noldgiailag és/vagy gazdasédgilag er6sen nem reducibilis.

Nemlinearis rendszeriink raforditési, illetve kibocsatédsi szempontbdl tor-
téné strukturalis jellemzését a H [z (t)], illetve a G [x (¢ — 1)] nemlinedris le-
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képezéshalmazbdl képezheté OH [z (t)] / Oz (t), G [z (t — 1)] /Ox (t — 1) Ja-
cobi matrixokkal adhatjuk meg, amelyeket a tovabbiakban C' [z (¢)], illetve
B [z (t)] szimb6lumokkal jeloliink. Ezek a matrixok az egyes tevékenységek
egységnyi alkalmazési szintjei mellett torténé termékfelhasznalasok, illetve
kibocsatésok nemlinedris véaltozasat irjdk le. Amennyiben kikotjik, hogy az
egyes tevékenységek alkalmazasi szintjei az egyes periédusokban aranyaikban
allandodak, vagyis attériink stacionarius modellre, igy az idéindex elhagyhaté.

Most néhany alapvet6 fogalmat definidlunk a fentiekben értelmezett nem-
linedris és staciondrius gazdasdgi rendszeriink keretei kozott, majd megmu-
tatjuk, hogy ezek a definicidk specidlis esetekben valéban egybe esnek e fo-
galmak kevésbé altalanos rendszerekben megadott definicidival.

1. Definicié (sajatérték, sajdtvektor, spektrum, spektrdl rddiusz). Egy
(komplex) X szdmot a C(z) Jacobi mdtriznak a B(x) Jacobi matriz szerinti
sajdatértékének nevezzik akkor és csak akkor, ha van olyan nemzérus x vek-
tor, amelyre teljesil a C(x)r = AB(x)x egyenldség. Az x vektort a C(z)
Jacobi mdtriznak a B(z) Jacobi mdtriz szerinti sajdtvektordnak nevezzik. A
sajatértékek halmazdt a C(x) Jacobi mdtriznak a B(x) Jacobi mdtrix szerinti
spektrumdnak nevezziik és sp|C(x)p(a)|-vel jeldljiik; ezek kozil a legnagyobb
abszolut értéki a spektrdl radiusz:

_ [sPaespic(@)pe) A ha splC(@) )] # 0
plC(2) px)] = { o g « ha sp[C(x)p(a)] = 0.

Az 1. definicié specidlis esetekben a kovetkezéképpen médosul:

(a) Linearis Leontief-rendszer

Ha m = n és C(x) = A valamint B(z) = E, akkor a sajitérték és a
sajatvektor az Ax = Az, r # 0 sajatérték-feladat megoldasaként adddik.
Ebben az esetben sp(Ag) = sp(A) az A métrix szokésos spektruma, amelybol
a legnagyobb abszolut értékii az A métrix spektral radiuszat, p(A)-t adja.

(b) Linearis Neumann-rendszer

Ha a j-edik tevékenység =7 alkalmazasi szinten az i-edik termékbél felhasznalt,
illetve kibocsatott mennyisége ezen a7 linedris fiiggvénye, vagyis h;(z) =
Yoie iy, illetve gi(x) = Y7L, bijay, akkor az input és output koeffi-
cienseket meghatarozé Jacobi matrixoknak rendre a C = [cij] és B = [b;;]
matrixok felelnek meg. A rendszerhez tartozé A\ sajatértékeket most a Cx =
ABx, x # 0 altalanositott sajatérték-feladat megoldasaként hatdrozhatjuk
meg. Az ilyen tulajdonsigi A a C' matrix B matrixra vonatkozo6 sajatértéke.
Ezen 6sszes M-k halmazat a C' métrix B matrix szerinti spektrumanak nevez-
ziik és sp(Cp)-vel jeloljik. A C métrix B matrix szerinti spektral radiuszardol
konnyen belathatd, ha

(1) n>m, akkor sp (C’B)

(#7) m <m, akkor sp (C/)

(75i) n = m, akkor sp (C'B
amely lehet iires is.

(—00, 0), kovetkezésképpen p (Cp) = co
D (—00,0) , kivetkezésképpen p (C’z,) = o0;
) = sp(C%,) = legfeljebb n elem{i halmaz,
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(c¢) Nemlinedris Leontief-rendszer

Ha m = n és a j-edik tevékenység a j-edik termékbdl a7 alkalmazdsi szinten
2’ mennyiséget bocsat ki, azaz gj(x) = 27, az i # j termékbdl pedig nem
allit eld, g;(z) =0 (i # j), valamint az i-edik termékbél torténé felhasznalds
x nemlinedris fliggvénye, azaz h;(z), akkor a nemlinedris rendszerhez tar-
tozé X sajatértékre az A(x)r = Ax egyenléségnek kell teljesiilnie nemzérus
x mellett, ahol A(z) a nemlinedris Leontief-rendszer technolégiai koefficien-
seit meghatdroz6 megfelel§ Jacobi matrix. Az Osszes sajatértékek halmaza,
azaz az A(x) Jacobi matrixnak az egységmatrixra vonatkozé spektruma pedig
sp(A(x)g) vagy roviden sp[A(z)].

2. Definicié ((i) technoldgiai és (i) gazdasigi (ir)reducibilitds).

(1) a [C(x),B(x)] Jacobi mdtriz-pdrral megadott nemlinedris rendszer
technoldgiailag (ir)reducibilis akkor és csak akkor, ha C(x)x # 0 (C(x)x > 0)
valamely (minden) szemipozitiv x vektorra, amely mellett aC(z)x < B(x)z,
a>0;

(#5) a [C(x),B(x)] Jacobi mdtriz-pdrral megadott nemlinedris rendszer
gazdasdgilag (ir)reducibilis akkor és csak akkor, ha p'B(x) # 0 (p'B(x) > )
valamely (minden) szemipozitiv p vektorra, amely mellett p’ B(x) < Bp'C(z),
8 >0.

Definiciénk a szerz6 egy kordbbi tanulményaiban (Méczéar (1980, 1995))
kifejtett (ir)reducibilitds definicidjdnak altaldnositott nemlinedris esetre tor-
téno kiterjesztése. Nemlinedris esetben is konnyen megmutathatd, hogy a
Neumann-reducibilitas tdgabb fogalom, mint a Leontief-reducibilitas. (Rész-
letesebb kifejtését ldsd késébb!) A fenti definicié is implikdlja a gyengén,
illetve erésen reducibilis rendszereket, valamint ezek tovabbi finomitasait, a
csak gyengén és a csak erdsen reducibiliseket. Altaldnositott esetben is meg-
mutathatd, hogy amig egy nemlinearis Neumann-reducibilitas gyengén, addig
mint nemlinearis Leontief-reducibilis rendszer csak erésen reducibilis. Tehat
az altalanositott Neumann-reducibilitds értelmezheté a Leontief-rendszerre
is, és ha egy Leontief-rendszer Neumann-reducibilis, akkor nyilvin mindig
Leontief-reducibilis is. Az egyes specidlis esetekben definiciénk a kovetkezo-
képpen mddosul.

(a) Linearis Leontief-rendszer

A rendszer (ir)reducibilitdsa, tekintettel a C'(x) = A azonosségra, a nem-
negativ kvadratikus A matrixtdl fiigg. Megjegyzendd, hogy a linedris Leontief-
rendszer er6sen nem reducibilis jellege feltételezi a rendszer gazdasagilag csak
gyengén reducibilis jellegét. Az irreducibilis (unzerlegbar) matrix definici6jat
a tudomanytorténet Frobenius nevéhez fiizi, amit a szakirodalomban in-
dekompozabilis, nemredukélhaté(unreduced) elnevezéssel is jelolnek. (Lésd
errdl részletesen Romanovsky (1936), Debreu és Herstein (1953) és Wielandt
(1950) miiveit!) Erdekességként, s nem utolsésorban a hazai kutatdsunk kri-
tikdjaként megemlitem, hogy Schneider(1977) tanulmanyaban részletesen ki-
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fejti, hogy az irreducibilis matrix fogalma el6szor a vilaghiri magyar mate-
matikus, Konig (1916) munkéjdban szerepelt.

A teljesség igénye nélkill most attekintjiik a leggyakrabban alkalmazott
definiciokat:

(al) (Frobenius). n =z 2-re egy n X n-es (komplex) A matrix reducibilis,
ha van olyan n x n-es P permutdlé matrix, hogy

All A12 :|

PAP' =
[ 0 Ay

ahol A1y egy 7 x r-es részmatrix, és Agg egy (n — 1) X (n — r) -es részmatrix,
ahol 1 =7 < n. Ha ilyen permutdlé métrix nem létezik, akkor az A irre-
ducibilis. Amennyiben A egy 1 x l-es (komplex) métrix: irreducibilis, ha az
egyetlen egy eleme zérustdl kiilonboz6, egyébként reducibilis.

(a2) (Kdnig-Varga). Egy n x n-es (komplex) A métrix irreducibilis akkor
és csak akkor, ha a hozzdrendelt G (A) irdnyitott graf er6sen Osszefiiggd, ha
barmely P; és P; rendezett csics-pérra létezik egy irdnyitott

Pif)ll ) P)ll Bz) ) P)lr_lf)lr:j
utvonal, amely Osszekapcsolja P;-t és Pj-t.

(a3) (Geiringer). Legyen A = [a;;] egy n X n-es komplex métrix, n 2 2 és
legyen W ={1,2,...,n} az els6 n természetes szdm halmaza. A irreducibilis
akkor és csak akkor, ha W-nek barmely két diszjunkt és nemiires S és T
részhalmazara, SUT = W, 1étezik A-nak a;; # 0 eleme, aholi € S ésjeT.

(a4) (Nikaido). Az A = [a;;] > 0 reducibilis akkor és csak akkor, ha
van olyan p = 0 valds szdm és szemipozitiv = vektor (amelynek nem minden
eleme zérus), amelyek kielégitik az Ax < px reldcidt.

(ab) (Morishima). Az nxn-es A métrix irreducibilis akkor és csak akkor,
ha egy tetszOleges szemipozitiv z vektorra (amelynek van néhdny pozitiv
eleme) [Az], > 0 legalabb egy i € Io-re, ahol I, = {i|x; =0} az I =
{1,2,...,n} indexhalmaznak egy valédi nemiires részhalmaza.

(a6) (Arrow). A gazdasdg irreducibilis akkor és csak akkor, ha barmilyen
modon is osztjuk a szektorokat két csoportba, az egyik csoport induld kész-
leteiben bekovetkezd novekedést fel lehet hasznalni dgy, hogy lehetségessé
valjék a termékek olyan elosztdsa, amely mellett senkinek sem romlik a
helyzete, s6t a masodik csoport legalabb egy tagja jobb helyzetbe keriil.

(b) Linearis Neumann-rendszer

A rendszer technikai-technolégiai Gsszefiiggéseit kifejezé Jacobi métrixnak
most a C' = [¢;;] > 0, illetve B =[b;;] >0 (i =1,2,...,n; j =1,2,...,m)
métrixok feleltethet6k meg. A linedris Neumann-rendszer (ir)reducibilitdsat
ezen (C, B) métrixpdr Neumann értelemben vett (ir)reducibilitdsa jelenti.
Ennek egyes kritériumait kovetkezéképpen fogalmazhatjuk meg:
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(b1) (Gale). Az {1,2,...,n} sorindex-halmaz I valédi részhalmazst fiig-
getlennek nevezziik, ha az {1, 2,..,m} oszlopindex-halmaznak van olyan nem
iires J részhalmaza, hogy c;; = 0 minden ¢ € 1, j € J index-pérra, és
bi; > 0 minden ¢ € I-re valamely j € J mellett. A linedris Neumann-rendszer
irreducibilis, ha nem jel6lhetd ki benne fliggetlen részhalmaz.

Ez a definici6 tovabb specifikalhatd, amint ezt a korabbi tanulmanyaimban
(1d. példaul, Méczar(1995)) megmutattam. Eszerint a reducibilis linedris
Neumann-rendszer adott fiiggetlen I részhalmaz mellett tovabb osztalyozhato:
erésen reducibilis, ha b;; = 0 minden ¢ € T, j € J index-parra; gyengén re-
ducibilis, ha b;; > 0 néhany 7 € 1, j € J index-par esetén.?

(b2) (Gale-Robinson). (i) A (C,B) Neumann-rendszer technoldgiailag
(ir)reducibilis akkor és csak akkor, ha Cz ¥ 0 (Cx > 0) valamely (min-
den) szemipozitiv x vektorra, amely mellett aCz < Bz és o > 0.(A tech-
nolégiailag irreducibilis struktira tehat azt jelenti, hogy egy ilyen rendszer
csak gy képes miikodni (z # 0), ha Bz > 0, azaz minden egyes termékbol
van kibocsétés.)

(#5) A (C, B) Neumann-rendszer gazdasdgilag (ir)reducibilis, ha p'B % 0
(p'B > 0) valamely (minden) szemipozitiv p vektorra, amely mellett p’'B <
Bp'C és > 0. (A gazdasdgilag irreducibilis rendszerben minden egyes ter-
melési eljaras pozitiv értéket eredményez, mégpedig tgy, hogy valamennyi
lehetséges szemipozitiv arrendszerhez taldlhaté olyan pozitiv kamattényezo,
hogy egyetlen termelési eljaras sem realizdl a kamattényez6 altal meghaté-
rozottnal nagyobb jovedelmet. Masként megfogalmazva, ez annyit jelent,
hogy egy ilyen rendszerben csak ugy lehet az in. non-profit feltételeket ki-
elégité pozitiv kamattényezot és szemipozitiv arrendszert megadni, ha min-
den tevékenység pozitiv értéket hoz létre, vagyis a rendszer gazdasagilag re-
ducibilis, ha egy lehetséges értékelési rendszerben valamely tevékenység(ek)
csak szabad javakat (termékeket) allitanak el6.)

(b3)  (Gale-Robinson-Mdczar). (i) A (C,B) strukturdlis matrixokkal
megadott Neumann rendszer technoldgiailag erdsen reducibilis akkor és csak
akkor, ha van olyan szemipozitiv x vektor és pozitiv « valés szam, ame-
lyekre aCz < Bx és Bx # 0. (Egyébként irreducibilis vagy csak gyengén
reducibilis.)

(17) A (C, B) strukturalis métrixokkal megadott Neumann rendszer gaz-
dasdgilag erdsen reducibilis akkor és csak akkor, ha van olyan szemipozitiv
p vektor és (3 valds szadm, amelyekre Op'C = p'B és p'C # 0; (Egyébként
irreducibilis vagy csak gyengén reducibilis.)

(¢) Nemlinedris Leontief-rendszer

A nemlinedris Leontief-rendszerben technoldgiai koefficienseket meghatdrozd
Jacobi métrix A (z), s maga a rendszer a nemlinedris Neumann-rendszer

2Megjegyzendd, hogy ez a specifikicié a Gale-féle irreducibilitési definicié kdzgazdasagi
szempontbdl torténd pontositdsat is jelenti. A Gale-féle definicié értelmében ugyanis a
csak gyengén reducibilis Neumann gazdasigok irreducibilisnek tekinthetSk.
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specidlis esetének tekinthetd. Az (ir)reducibilitds definicidja most a kovet-
kezoképpen moédosul.

(cl) (Morishima). A nemlinearis Leontief-rendszer irreducibilis akkor és
csak akkor, ha tetszOleges szemipozitiv z vektornak, amelynek van néhany
zérus eleme, legaldbb egy zérus elemét az A(x)z transzformdcié pozitivva
konvertalja.

(c2) (Nikaido). Vegylink két olyan nemnegativ n-elemii x és y vek-
tort, amelyekre x > y > 0, és legyen N (z,y) = {j|z; >y,;} az N =
{1,2,...,n} indexhalmaz részhalmaza. A Leontief-féle irreducibilitds nem-
linedris kiterjesztése a kovetkez6képpen fogalmazhaté meg: a H (x) nem-
linedris leképezést irreducibilisnek nevezziik, ha az z,y fenti tulajdonsagu
vektor-parra azt kapjuk, hogy h; () # h; (y) valamely ¢ € N (z,y), ahol
N (z,y) az N-nek egy val6di nemiires részhalmaza.

3 Nemlinearis Neumann-modell

Ahhoz, hogy a fentiek figyelembevételével megfogalmazhassuk a Neumann-
modell Morishima-féle nemlinedris kiterjesztését, képezniink kell az adott
tevékenységi szintvektor melletti input- és output-matrixokat, amelyek az
egységnyi alkalmazasi szint melletti felhasznalasok és kibocsatasok idobeni
alakuldsét mutatjdk. Képezzik e célbdl a H[z(t)], illetve a Gz (t — 1)] nem-
linearis leképezés-halmazokbdl a

[ah,- [z (t)] 9gi [z (t —1)]

927 (1) ] valamint a [ 927 (L= 1)

] (t=1,2,...,n; j=1,2,...,m)
(1)

n x m-es Jacobi métrixokat, amelyeket a tovdbbiakban a C[xz(t)], illetve a
B[z (t—1)] szimbdlumokkal jeloliink. A H[z(t)], illetve a G[z(t—1)] figgvény-
halmazokra tett (2.F) kikotés kovetkeztében alkalmazhatjuk az ismert Euler
tételt, aminek eredményeként a Jacobi matrixoknak a tevékenységi szintvek-
torral alkotott szorzata az Gsszraforditast, illetve az 6sszkibocsatast adja ter-
mékenkénti bontdsban. Ekkor a modell zartsaga kovetkeztében:

Cla(t)]a(t) = Bla(t — D]t - 1), (2)

azaz a t-edik periédusban, nemlinedris esetben is a termeléshez legfeljebb
csak annyi terméket hasznalhatunk fel, mint amennyi az el6z6 periodus ki-
bocsatésa.

El6re meghatarozott arak és kamatlabak mellett el6fordulhat, hogy egyes
tevékenységek nyereségesebbek, mint a tobbiek. Egyensilyi dllapotban azon-
ban nem szerepelhet ilyen tevékenység. Ebben az esetben ugyanis egyetlen
tevékenység sem realizalhat tobb nyereséget, mint amennyit a gazdasagra
jellemz6 atlagos kamattényezé megenged. Ellenkezd esetben ugyanis a tobb-
letnyereséget eredményezé tevékenység nagyobb mérvi alkalmazésa lenne
raciondlis, ami viszont a termelési tényezok aremelkedéséhez, s ezéltal az



Sajatérték-tételek a linearis és nemlinedaris Neumann-rendszerekben 103

egyensily megbomldséhoz vezetne. Az elmondottak alapjdn

p(t+ 1)Blx(t)] = 8y ()Cla(t)] 3)

azaz nemlinedris esetben is minden egyes tevékenység legfeljebb csak annyi
nyereséget realizalhat, mint amennyit a gazdasag egészére jellemzo egységes
kamattényezo megenged.

Ha valamely termékbdl tobbet termelnek, mint amennyi a felhasznélasi
igény, vagyis b [z(t—1)]z(t—1) > c;[z(t)]x(t), akkor ezek a termékek szabadda
valnak, ami abban jut kifejezésre, hogy zérus aron értékelédnek, azaz p*(t) =
0. Ez viszont azt jelenti, hogy

p'(t)Bla(t = D]a(t = 1) = p/ ()Clz(t)]=(t) - (4)

Ha viszont valamely tevékenység alkalmazasa negativ nyereséget eredményez
nemlinedris input, illetve output koefficiensek mellett, azaz p’ (t-+1)b;[27 (t)] <
B(t)p (t)c;[z (t)], akkor azt a tevékenységet értelemszertien nem haszndljdk
fel, igy alkalmazdsi szintje nulla lesz, vagyis 27 (t) = 0. Ezt a kovetkezd
egyenlséggel fejezhetjik ki:

P+1)Bx®)]xt)=8)1p (t)Clx@®)]z() . ()

Eddig az x (t)-vel jelolt tevékenység-alkalmazasi szintek alakuldsardél nem
kotottiink ki semmit. Neumann viszont az egyensilyt mint az egyensulyba
hozott novekedés allapotat hatarozta meg, amelyben az drak és a kamatlab
valtozatlansiaga mellett a tevékenységek intenzitasa valamennyi tevékenységre
ugyanazon hanyados szerint mértani haladvdnyban né vagy csokken. A ki-
egyensulyozott névekedés nemlinearis Neumann modelljét a fentieket kifejezo
pt)=pt+1),8(t) =70, azx(t) =z (t+ 1) egyenletek figyelembe vételével
a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg:

(1) aC (z)x £ B(x
(i)  p'B(x) = Bp'C ()
(ii1)  p'B(x)x = pp'C(x)
(iv)  p'B(x)z=apC(z)
(v) z>0,p>0,a,5>0.

)z
(

xTr)x

(Minthogy az intenzitds- és az &rvektorok ugyanazon periédusra vonatkoz-
nak, ezért az id6véltoz6 elhagyhat6.) A modell megolddsa a kovetkez&képpen
értelmezhet6: hatdrozzuk meg az L, = {a | (B(z) —aC (z))z 2 0,2 > 0}
ésaz Lg = {0 | p' (B(z) — BC(x)) =0,p> 0} halmazokat; az (o, o 50,po)
egyensulyi dllapotokat az L, és az Lg halmazok azon pontjainak kijelolésével
kaphatjuk meg, amelyekhez tartozé zq és po vektorok kielégitik a modell (4i7)
és (iv) feltételeit. A modell megoldasaval kapcsolatban most is két probléma
vethet6 fel: az egzisztencia és az unicitds bizonyitdsa. Az egyszeriiség kedvéért
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tekintsiik most a nemlinedris modelliinket a kovetkez6 alakban:

(1) A (x)x £ B(x)x
(i1) M C(zx) Zp'B(x)
(#it1) A>0,2>0,p>0.

Koénnyen beldthatd, hogy eme rendszer (A, zg, pp) megoldasai az eredeti nem-
linedris Neumann modell olyan egyensilyi allapotait szolgaltatjak, ahol ay =
Bo = Ao. Az egzisztencia bizonyitasdhoz elegendd ebben az esetben is a
Kemeny-Morgenstern-Thompson feltételek megfelelé nemlinedris kiterjeszté-
seit szerepeltetni.

Amennyiben szigori egyensilyt irunk el§ a nemlinedris rendszertinkben
mind a hasznalati érték, mind az érték oldalrdl, akkor az unicitas bizonyitasa-
hoz a legcélravezetobb a Perron-Frobenius tételek altalanositott nemlinedris
rendszerekben torténd kiterjesztésének felhasznalasa.

4 Perron-Frobenius tételek az altalanositott
nemlinearis rendszerekben

A Perron-Frobenius tételek nemlinedris kiterjesztésében az eddig kovetett
kifejtési modszerrel szemben az induktiv utat véalasztjuk, vagyis el6szor az
egyes specidlis eseteket tekintjiik at, majd ezek altalanositasaként jutunk el
a tétel nemlinearis Neumann-rendszerben torténé megfogalmazasahoz.

A nemnegativ kvadratikus métrixokra kimondott Perron-Frobenius tételek
kulcsfontossagu szerepet jatszanak az input-output technikan alapulé linearis
modellek elemzésében. Tobbféle megfogalmazasuk ismert a szakirodalom-
ban, amelyek mindegyike lényegében a kovetkezé allitasokat fogalmazza meg
a nemnegativ, n X n-es irreducibilis A métrixra.

(1) Az A métrixnak van olyan valds és pozitiv sajatértéke, amely meg-
egyezik az A matrix spektral rddiuszéaval, p (A)-val;

(73) p (A)-hoz hozzarendelhetd egy x > 0 sajatvektor;

(7ii) p(A) az A métrix monoton noévekvd figgvénye.

Tudomanytorténeti szempontbdl érdemes megjegyezni, hogy Perron a fenti
allitasokat A > 0 feltevéssel bizonyitotta 1907-ben. Toébbek kozott meg-
mutatta azt is, hogy csak egyetlen ilyen p(A) létezik. Késébb, 1912-ben
Frobenius enyhitett az A métrixra tett kikotésen és kiterjesztette Perron
eredményeit a nemnegativ kvadratikus és irreducibilis matrixok osztalyara.

A tétel egyfajta kiterjesztéseként egy tetszéleges nemnegativ kvadratikus
A métrixra a kovetkezd allitdasokat fogalmazhatjuk meg:

(1) Az A métrixnak van olyan nemnegativ valds sajitértéke, amelyik
megegyezik p (A)-val; tovdbb4 ez a sajatérték pozitiv hacsak A nem reduci-
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bilis és az A métrix normal alakja® nem szigortian fels6 triangularis* métrix.

(#3)  p(A)-hoz hozzarendelhetd egy = > 0 sajétvektor;

(7ii) p(A) az A métrix nemcsokkend fiiggvénye.

(A tétel bizonyitasat az olvaséra bizzuk.) Az irreducibilis esetre kimon-
dott tételt Frobenius elemi dton bizonyitotta; kés6bb Wielandt (1950) vala-
mivel egyszeriibben, a Brouwer-féle fixponttétel segitségével mutatta meg az
allitasok helyességét. Oket kovetden t5bb bizonyitas is napvilagot latott, ezek
koziil Debreu és Herstein (1953), Karlin (1959), Bellmann (1970), Nikaido
(1968), Arrow és Hahn (1972), Murata (1972) és Seneta (1973) bizonyitdsai
érdemelnek emlitést.

A lineéris eset egy mésik irdnyu kiterjesztésével Mangasarian (1971) fog-
lalkozott. Nevezetesen, a C'xz = ABz altalanositott sajatérték-feladat megol-
dését vizsgdlta a p'B > 0, p'C' > 0 feltevések mellett, ahol B és C' n x m-es
valés méatrixokat jelolnek, p pedig egy megfelelé n-elemi vektort.

A tétel els6 nemlinedris kiterjesztését Solow és Samuelson végezték el,
majd ezt kévetéen Morishima (1964), Nikaido (1968), Morishima és Fuji-
moto (1974) foglalkoztak a tétel egy lehetséges nemlinedris esetével, vagyis
a H(z)x = Az sajatérték-feladat megolddsaval, ahol a H (z) az adott di-
menziéju euklideszi tér két pontja kozotti nemlinearis megfeleltetést jeloli.

E rovid bevezeté utan nézziikk meg az egyes specidlis rendszerekben ki-
mondhaté Perron-Frobenius tételek vizsgalatat. Elemzéstink abban tér el a
fenti uttoré munkakban kifejtettektol, hogy kozgazdasagilag értelmezheto,
er0sen nem reducibilis rendszerekben fogalmazzuk meg tételeinket és adunk
bizonyitasokat.

(a) Linearis Leontief-rendszer

1. Tétel. Legyen A egy n X n-es valés és nemnegativ matriz, azaz ha y
eqy tetszbleges nemnegativ vektor, akkor Ay szintén nemnegativ. Ekkor a
kovetkezoket dallitjuk:

(1) Létezik olyan szemipozitiv vektor, x > 0, amely mellett Ax = A&
valamilyen A =2 0-ra és A= p(A).

(13) Létezik olyan szemipozitiv vektor, p > 0, amely mellett p’ A = \p’
valamilyen A 2 0-ra és A= p (A).

(13i) Ha A # p(A) nincs olyan p > 0 vektor, amelyre p' A = \p teljesiilne.

3Egy n xn-es reducibilis A matrix normdl alakjan a kévetkezd szimmetrikus particionalt
hipermatrixot értjik:

D11 D12 ... Dim

L 0 D22 ... Dom
PAP™* = . . s

0 0 oo Dmm

ahol P egy n X m-es permutdlé matrix, és a Dj; (1 =j= m) matrixok mindegyike olyan
kvadratikus mdtrix, amely vagy irreducibils vagy egy 1 X 1l-es nulla matrix.

1Egy n X n-es T = [ti;] matrix szigorian felsd trianguldris matrix, ha t;; = 0 minden
LS
i 2 j-re.
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() Legyen T' = {£ | pAZE&p,p' >0} és A = {{|pAZ&p,p >0},
Akkor p(A) = p(A') =sup{¢ | £ e '} =inf{{ | £ € A}.

(v) Legyen D egy n X n-es valds és nemnegativ matriz. Ha A 2 D, akkor
p(A) 2 p(D).

A tétel bizonyitasa kozismert, ezért erre most itt nem tériink ki.

(b) Linearis Neumann-rendszer

A tétel megfogalmazisihoz vezessiik be a C' és a B valds eleml n x m tipusi
métrixokat. Amennyiben B maximélis oszloprangu (illetve C' maximélis sor-
rangi) és megadhaté egy olyan m x m-es X valds métrix (illetve egy n x n-es
Z matrix), amelyre C = BX (illetve ZC = B), akkor sp(X) C sp(Cp),
illetve sp (Z) C sp(B(/). Ezt bizonyitjuk a kovetkezd segédtételben.

1. Segédtétel. Legyen X egy olyan mxm-es valos mdtrix, amelyre C' = BX.
(1.1) X € sp(Cp) és Cx = ABx akkor és csak akkor, ha az Xx = Az
sajatérték-egyenletnek van x # 0 megolddsa valamilyen valés A mellett.
(1.2) X € sp(Ch) és p'C = \p'B akkor és csak akkor, ha a 2/ X = A2’
sajdtérték-egyenletnek van z' # 0’ megolddsa valamilyen valds A mellett.

Bizonyitas. (1.1) (i) FElégségesség. Legyen A € sp (X); ekkor Xz = Az
és x # 0. Minthogy BXx = ABz, © # 0 és véve a BX = C helyettesitést,
kapjuk: Cz = ABz, z # 0 és igy A € sp(Cp).

(13) Sziikségesség. Legyen X € sp(Cp); ekkor Cx = ABx és x # 0. C
helyébe BX-et irva és figyelembe véve Xa = Az, z # 0, amibdl kapjuk, hogy
A€ sp(X).

(1.2) (i) FElégségesség. Legyen X € sp(X); ekkor /X = A2/ és 2/ £ 0.
Mivel 2/ = p/B, ezért behelyettesitve: p’BX = \p'B, azaz p'C = \p'B,
amely szerint mar A € sp (Cg) és igy A € sp(Cp/) is.

(17) Sziikségesség. Legyen A € sp(Cp,), ekkor p’C = M\p'B, p' # 0.
Minthogy C' = BX, ezért p’ BX = \p'B és p' # 0'. Figyelembe véve a
Z' = p’' B Osszefliggést, kapjuk a 2/ X = A2/, 2/ # 0/, és {gy A € sp (X).

A Cz = ABuz illetve a C'p = AB'p altalanositott sajatérték-feladat Perron-
Frobenius tulajdonsigait —tudomdasom szerint— ez idaig csak O. L. Man-
gasarian (1971) vizsgélta. A Perron-Frobenius tételek Neumann-rendszerben
torténd kiterjesztéséhez a C' és B matrixok dudlis jellemzoinek feltardsan
keresztiil kisérelt meg eljutni. E célbdl a linedris Leontief-rendszerre ki-
mondott Perron, illetve Frobenius tételeket megprobalta az eredetivel ek-
vivalensen atfogalmazni, s ezek alapjan levezetni azokat a linearis Neumann-
rendszerre. A Perron tételt a kovetkezOképpen alakitotta at: Legyen A egy
n X n-es valés matrix; ha tetszéleges szemipozitiv p vektor mellett A'p > 0,
akkor az A spektral rdadiusza valds és pozitiv, és a megfelel6 sajatvektor
pozitiv.

A fentiekben transzformélt tétel kikotése két esetet foglal magaban: az
egyik az eredeti feltétel, vagyis hogy az A pozitiv méatrix, a mésik pedig,
megfeleld esetben A nemnegativ és irreducibilis. (Ennyiben teh&t a Man-
gasarian tétel tobb, mint Perroné volt: egyiitt tartalmazza mind Perron,
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mind Frobenius tételét.) A linedris Neumann-rendszerre a fenti transzformé&lt
allitasat —lényegében az E madtrixot B’ matrixszal helyettesitve— a kovet-
kezOképpen vitte at: Legyen C és B két n x m tipust valés matrix, és C' vagy
B maxim4lis oszloprangi; ha B'p > 0 és C’'p > 0 tetszbleges szemipozitiv
p vektorra, akkor a Cx = ABx altalanositott sajatérték problémanak van
egy diszkrét és véges spektruma, és a legnagyobb abszolut értékl sajatérték
(spektral radiusz) valds és pozitiv, valamint tartozik hozzd pozitiv sajitvek-
tor.

A Frobenius tételt a kovetkezéképpen transzformélta: hap = 0-ra A'p = 0,
akkor az A maétrixhoz tartozé spektrdl radiusz valés és nemnegativ, és a
megfeleld sajatvektor pozitiv. A linedris Neumann rendszerre ezt igy fogal-
mazta meg: Ha a fenti tulajdonsidgi C' és B matrixokra B'p 20 és C’p 20,
akkor a C'x = ABux altalanositott sajatérték feladatnak van egy diszkrét és
véges spektruma, és a legnagyobb abszolut értékli sajatérték valds és nem-
negativ, valamint tartozik hozzéa szemipozitiv sajitvektor. A fentiek alapjan
vilagos, hogy Mangasariannak a Frobenius tételt nem sikertilt ekvivalensen
transzformélnia, hiszen kikotése csak A nemnegativitasat biztositja. Ugyan-
is, mig Perron a p(A)-ra vonatkozé tulajdonsidgokat A > 0 feltételezéssel
bizonyitotta, addig Frobénius megmutatta, hogy mindezek a tulajdonsagok
érvényesek a nemmegativ és irreducibilis matrixok spektral radiuszaira is.
Jéllehet, hogy az irodalomban valéban létezik a Frobenius tételnek olyan
altalanositasa, ami a reducibilis esetet is magaban foglalja, de ez a nemnegativ
sajatértéket és a szemipozitiv sajatvektort tovabb specifikalja. Eszerint pl. a
sajatérték pozitiv, ha A irreducibilis, illetve, ha az A méatrix normél alakja
nem szigorian felsé triangularis matrix. Ez utébbi feltevések koziil az ir-
reducibilitast, ami éppen a Frobenius tétel lényege, Mangasarian figyelmen
kivill hagyta. Ez egyébként csak azzal magyarizhatd, hogy a problémat
pusztan matematikai szempontbdl vizsgalta. Valdjaban vizsgalodasat nem is
egy, a fentiekben bevezetett linearis Neumann-rendszer keretei kozott végezte
el, amit tobbek kozott az is bizonyit, hogy a C, B métrixok eldjelére semmi-
lyen kikGtést sem tett. Tanulmanyomban megkisérelem most a kozgazdasagi
oldalra helyezni a hangsilyt, s egy erdsen reducibilis (mind technolégiailag,
mind gazdaségilag) linedris Neumann-rendszerre kimondott Perron-Frobenius
tétel bizonyitasat megadni.

Visszatérve Mangasarian Perron tételére, a dudlis tulajdonsagot megha-
tarozé feltételrendszere a linedris Leontief-rendszer gazdasdgilag erésen nem
reducibilis jellegét biztositja, ami ez esetben egyet jelent a technolégiai irre-
ducibilitassal. Ez viszont mar egy sziikséges és elégséges feltétele annak,
hogy az A matrix spektral rddiusza valds és elégséges feltétel legyen, és
tartozzon hozza pozitiv sajatvektor. Tételében tehat valdjaban a Perron-
Frobenius tételeket fogalmazza meg. Ennek egyenes kovetkezménye, hogy a
linedris Neumann-rendszer gazdasagilag erésen nem reducibilis jellegét biz-
tositjak. Ilyen feltételek mellett tehat az dltalanositott Perron tétele a Perron-
Frobenius tételek kiterjesztésének tekinthetd.

Mangasarian nem tett kikotést az altaldnositott sajatérték-feladatban sze-
repld strukturdlis métrixok eléjelére az emlitett tanulmanydban. (Ez egyéb-
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ként a jelen tanulmanyban kifejtett tovabbi tételekkel egytitt lehetoséget ad a
(nem)linedris tevékenységelemzési modellek eddigieknél mélyebb strukturalis
tulajdonsiginak feltdrdsdra, az ezeken alapul tovébbi alkalmazdsokra.) Te-
kintettel arra, hogy most a linearis Neumann-rendszer keretei kozott végezziik
vizsgalatainkat, ezért a tovabbiakban kikotjik a C' és a B matrixok nemnega-
tivitasat és feltessziik, hogy eleget tesznek a Kemeny-Morgenstern-Thompson
feltételeknek: nevezetesen Cx > 0 bdrmely x > O-ra, p’B > 0’ barmely
p > O-ra. Mangasarian a strukturalis matrixok dudlis tulajdonsagait olyan
nagysagrendi relacidk kikotése mellett vizsgalta, amelyek —kozgazdasagi szem-
pontbdl tekintve— a linearis Neumann-gazdasag keretei kozott a rendszernek
csak a gazdasdgi (ir)reducibilitdsat biztositjak. A Perron-Frobenius tételek
linearis Neumann-rendszerre torténd kiterjesztésében most figyelembe vessziik
a technoldgiai (ir)reducibilitds kiilénbozé vélfajait is.

Egyébként, ha a Mangasarian altal megfogalmazott és a C, B struktira-
matrixok dudlis tulajdonsagait felolel6 tételeket a linearis Neumann-rendszer
keretei kozott értelmezziik, néhany esetben meglepd, mas iranyu vizsgalatok-
bol mar ismert kozgazdasagi interpretaciot kapunk.

El6szor vegytik sorba Mangasarian azon dualitasi tételeit, amelyek a rend-
szer kiilonféle gazdasigilag (ir)reducibilis jellegét kifejezd matematikai feltéte-
lek mellett fogalmazzak meg allitasaikat. (Erdekességként megemlitem, hogy
ezen allitasok jo részét, fliggetleniil az itt szereplé matematikai kritériumoktol,
pusztan csak kozgazdasdgi megfontolasok alapjan bebizonyitottam egy ko-
rébbi tanulmdnyomban.) Itt most még olyan feltételezéssel is élniink kell,
hogy n = m, ami ugy biztosithatd, hogy a specidlis linearis Neumann-rend-
szertiinkben csak olyan tevékenységeket szerepeltetiink, amelyek tn. alaptevé-
kenységek, és megengedjiik az ikertermelés lehetOségét is. Ezzel biztosan tel-
jestl C' vagy B maximalis oszloprangusaga, s az ikertermelés kovetkeztében
a termékek szama meghaladja az alaptevékenységek szamat. E feltételek
bevezetése utan tekintsiik az egyes dualitdsi tételeket a specidlis linearis
Neumann-rendszertnk keretei k6zott els6sorban a matematikai kikotések koz-
gazdasagi értelmezése szempontjabol (a bizonyitdsokat 1d. Mangasarian (1971)
tanulménydban):

(/) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p'B 2 0’ és kovetke-
zésképpen p'C = (0, akkor és csak akkor van olyan X = 0 métrix, amelyre
C = BX egyenloség teljestil. Vildgos, hogy a hatareset, vagyis X = 0 csak az
eredeti Neumann feltevés mellett teljesiilhet, azaz ha megengedjik a C' = 0
esetet is.

(#4) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p'B > 0 és p’C 2 0,
akkor és csak akkor van olyan X = 0, amelyre teljesiil a C' = BX egyenloség.
Amennyiben megprébaljuk értelmezni kézgazdasdgilag a sziikséges és elégsé-
ges matematikai kritérium hatdresetét, vagyis p'B # 0’ esetet, azt kapjuk,
hogy lehetséges néhany ikerterméket kibocsatani anélkiil, hogy akarcsak e-
gyetlen egy termékértékbol is felhaszndltunk volna. A matematikai-kézgaz-
daségi szakirodalombdl jol ismert, hogy ezt az esetet, az un. ,,Eldorado
lehetdségét” (Koopmans) kizdrjuk a termelési, illetve értékképzé halmazbdl.

(74) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p’B > 0’ és p'C >
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0, akkor és csak akkor van olyan X > 0, amelynek néhény oszlopvektora
pozitiv és kielégiti a C' = BX matrixegyenletet. A fenti kikétés megengedi
a linearis Neumann-rendszerre mind a gazdasagilag erdsen, illetve gyengén
reducibilis, mind a gazdasagilag csak gyengén reducibilis, illetve irreducibilis
struktirakat.

(v) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p'B > 0’ és p'C > (',
akkor és csak akkor van olyan X > 0, amelyre C' = BX. A tételben megfogal-
mazott sziikséges és elégséges feltétel a linearis Neumann-rendszer gazdasa-
gilag er6sen nem reducibilis jellegét biztositja, ami viszont az X matrix pozi-
tivitasat és ezzel az altalanositott sajatérték-egyenlet egyértelmi megoldasat
adja.

Amennyiben olyan linedris Neumann-rendszert vizsgalunk, amelyben n <
m, azaz az egyes termékek el6allitasara tobb tevékenység is rendelkezésre &ll,
és C' vagy B maximalis sorrangu, akkor az 1. Segédtétel és a fenti dualitési
tételek a linearis Neumann-rendszer technoldgiai szempontbdl térténd struk-
turalis kikotései mellett a kovetkezOképpen mddosulnak.

2. Segédtétel. Legyen Z egy olyan n X n-es mdtrix, amelyre B = ZC.
(2.1) X € sp(Bg,) és \p'C = p'B, akkor és csak akkor, ha a p'Z = \p/
sajdtérték-egyenletnek van p' # 0 megolddsa valamilyen valds \ mellett.
(2.2) XA € sp(B¢) és ACx = Bz akkor és csak akkor, ha a Zq = A\
sajdtérték-egyenletnek van q # 0 megolddsa valamilyen valés A mellett, ahol
q=Cu.

A 2. Segédtétel bizonyitdsa az 1. Segédtétel bizonyitdsahoz hasonléan
végezheto el.

Ismeretes, hogy a gazdasag linearis modelljei adott technolégiai 6sszefiig-
gések figyelembe vételével egyrészt a termelési szintek, masrészt az ar(érték)-
szintek alakuldsat irjak le. Ez jelenti e modellek dudlis jellegét, amely al-
kalmassa teszi e modelleket a dualitds problémakorének, azaz a hasznalati
érték és az érték vizsgdlatara. Ennek értelmében a C| B struktura-matrixok
dualis tulajdonsdgait meghatarozo tételeket megfogalmazhatjuk a linedris
Neumann-rendszer technoldgiai (ir)reducibilitdsénak fiiggvényében is. Mint-
hogy az (i7) dllitdsnak nem adhaté megfelel kozgazdasédgi interpretécid, ezért
itt mér el is tekintiink t6le. A bizonyitdsok a rendszer gazdasigi (ir)redu-
cibilitasara tett kikotések mellett megfogalmazott allitdsok bizonyitasaihoz
hasonléan végezhetdk el.

(¢') Ha van olyan szemipozitiv = vektor, amelyre C'z 2 0 és Bz = 0, akkor
és csak akkor van olyan Z = 0 matrix, amelyre a B = ZC' egyenldség teljesiil.
A Z = 0 hatdreset itt is csak az eredeti Neumann feltevés mellett teljestilhet,
azaz ha megengedjiikk a B = 0 esetet is.

(74i") Ha van olyan szemipozitiv = vektor, amelyre Cz > 0 és Bz > 0,
akkor és csak akkor van olyan Z > 0, amelynek néhany sorvektora pozitiv
és kielégiti a B = ZC matrix-egyenletet. A fenti kik6tés most mind a tech-
noldgiailag erGsen, illetve gyengén reducibilis, mind a technolégiailag csak
gyengén reducibilis, illetve irreducibilis struktirakat megengedi.

(iv") Ha van olyan szemipozitiv  vektor, amelyre Cz > 0 és Bx > 0 ,
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akkor és csak akkor van olyan Z > 0, amelyre B = ZC. A tételben meg-
fogalmazott sziikséges és elégséges feltétel most a linedris Neumann-rendszer
technoldgiailag er6sen nem reducibilis jellegét biztositja, ami viszont a Z pozi-
tivitasat és ezzel az altalanositott sajatérték-egyenlet egyértelmi megolddsat
adja.

Ezek utan ratérhetiink a Perron-Frobenius tételek linedris Neumann-rend-
szerben torténé megfogalmazasdra, illetve bizonyitasara. A félreértések elke-
rulése végett sziikségesnek tartom kihangsilyozni, hogy itt valéban a Frobe-
nius tétel dltalanositasat fogalmazzuk meg; vagyis a linedris Leontief-rendszer
irreducibilis jellege egyfajta altaldnositdsaként tekinthetd technoldgiailag és/
vagy gazdasagilag er6sen nem reducibilis linedris Neumann-rendszer struktu-
ralis sajatossaga biztositja a Frobenius tétel feltételeit.

Az 1. Definicié linearis Neumann-rendszerre torténd értelmezése soran
ramutattunk: ha n < m, akkor a Cx = ABx sajatérték-feladat; ha n >
m, akkor pedig a A\p'C = p’'B sajatérték-feladat megolddsa kap prioritdst.
Kovetkezésképpen az elsé esetben a rendszer gazdasagi szempontbdl torténo
strukturalis jellegére, a masodik esetben pedig a rendszer technolégiai struk-
turdlis jellegére tett kikotések mellett fogalmazzuk meg a Perron-Frobenius
tételeket.

2. Tétel. Legyen C' és B két n x m tipust nemnegativ valos mdtriz, amelyek
leirjdk a rendszer technikai-technoldgiai dsszefiiggéseit. Tegyiik fel tovdbbd,
hogy eleget tesz a Kemeny-Morgenstern- Thompson kikotéseknek. Ekkor a
kovetkezoket dllithatjuk:

(2.1) (n £ m eset):

(1) A p'B =X\ C sajdtérték-egyenletnek van szemipozitiv p megolddsa
valamilyen A 2 0-ra; ha a rendszer technoldgiailag erdsen nem reducibilis,
akkor p > 0; st még ha emellett r (C) = n is teljesil, akkor A = p(Bg.) > 0.

(#4) Ha B vagy C mazximdlis sorrangi, akkor {x | Bx = A\Cz, © > 0} #
0 valamilyen X\ =2 0-ra. Ha a rendszer technologiailag irreducibilis, akkor a
szemipozitiv x megolddsvektor A > 0 mellett adodik. Ha még m = n is
teljesiil, akkor X\ = p(Bc) = p(Bg/) > 0.

(#4i) Ha B vagy C mazximdlis sorrangi és a rendszer technoldgiailag erdsen
nem reducibilis, akkor teljesilnek az aldbbi implikdciok:

- ha Bx £ vCx, akkor p(Bg,) < v;
- ha pCx < Bz, akkor i < p (Bg);
- ha Bx = ACz, akkor A\ = p (B).
Ha m =n (azaz C és B kvadratikusak és ezért C vagy B nemszinguldris),
akkor p = p(Bgi) = A =p(Bc) = v.

(tv) Legyen a rendszer technoldgiai értelemben irreducibilis, m = n és
B vagy C nemszinguldris mdtriz, tovdbba T' = {£ | Bx 2 {Cx, v > 0}, A =
{¢| Bx £ ({Cx, x > 0}. Ekkor

p(Ber) = p(Bc) = maxgerd = mingea( -

(v) Legyenm =mn, D egy nxn-es nemnegativ matric és C nemszinguldris
mdtriz. Ha{x | Dx 2 0és (B—D)x 20, x > 0} # 0, akkor p(D¢) < p(Be),
illetve, ha{x | Dx 20 és (D — B)x 2 0, x > 0} # 0, akkor p(D¢) Z p(Bc).
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Amennyiben a rendszer technoldgiailag erdsen nem reducibilis, ahhoz,
hogy a fenti dllitdsok teljestuljenek, D mdtriznak irreducibilisnek kell lennie
(azaz Dx > 0 minden x > 0-ra), és szemiegyenltlenségnek kell fenndllnia.
Ha még C szimmetrikus is, vagy ha (B — D) vagy (D — B) irreducibilis, akkor
a p(D¢) és p(Be) kozott szigori egyenlétlenség dll fenn.

(2.2) (n = m eset):

(1) A Cxz = ABx sajdatérték-egyenletnek van szemipozitiv x megolddsa
valamilyen A = 0-ra; ha a rendszer gazdasdgilag erdsen nem reducibilis, akkor
x >0, sét még ha B mazimdlis oszloprangi, akkor A = p(Cg) > 0.

(6)  Ha r(C) vagy r(B) = m, akkor az {y|C'y=AB'y, y >0} #
0 wvalamilyen X =2 0-ra. Ha a rendszer gazdasdgilag irreducibilis, akkor a
szemipozitiv y megolddasvektor A > 0 mellett adodik. Ha még m = n is
teljesiil, akkor A= p(Cl%,) = p(Cp) > 0.

(t4i)  Ha C wagy B mazimdlis oszloprangi és a rendszer gazdasdgilag
erdsen nem dekompozadbilis, akkor teljesiilnek az alabbi implikdciok:

—ha C'y £ vB'y, akkor p(Cp) S v;
— ha uB'y £ C'y, akkor u = p(Cp);
— ha C'y = AB'y, akkor A =p(Cp).

Ha m =n (azaz C és B kvadratikus matrizok, kovetkezésképpen C vagy
B nemszinguldris), akkor p < p(Cg) =A=p(Ch) S v

(tv)  Legyen a rendszer gazdasdgi értelemben irreducibilis, m = n és B
vagy C' nemszinguldris mdtriz, tovdbbd ' = {£ | C'y =2 B'y, y > 0} és A =
{¢|C'y £ (B'y,y > 0}. Ekkor p(Cp) = p(Clx) = maxeeré = mingea(.

(v) Legyenm = n, D egynxn-es nemnegativ mdtriz és B nemszinguldris
mdtriz. Ha {y|D'y204és (C'— D"y 20,y>0} # 0, akkor p(Dp) =
p(Dp) =p(Cp)=p(Cp), il ha{y| D'y Z0és (D' =C")y 20,y >0} #
0, akkor p(Dg) = p(Djp/) 2 p(Cp) = p(CB).

Amennyiben a rendszer gazdasdgilag erdsen mem reducibilis, ahhoz, hogy
a fenti dllitdsok teljestiljenck, a D mdtriznak irreducibilisnek kell lennie (azaz
D’y > 0 minden y > 0-ra), szemiegyenlétienségnek kell fenndllnia. Ha még
B szimmetrikus is, vagy ha (C' — D') vagy (D' — C") irreducibilis, akkor
p(Dp) és p(Cp) kozott szigori egyenldtlenségnek kell fenndllnia.

Bizonyitas.

(2.1) (n = m eset):

(i) A C, B strukturamatrixok dudlis tulajdonsdgait meghatarozé (i'-iv’)
tételek értelmében létezik olyan nxn-es Z matrix, amelyre ZC = B és Z = 0.
Frobenius tétel altalanositasabdl kovetkezik, hogy 1étezik a Z matrixhoz tar-
tozd olyan valds és nemnegativ A sajatérték, amely egyenl6 a matrix spektral
radiuszéval, p (Z)-vel és ezen \-hoz tartozik valds és szemipozitiv sajatvektor,
azaz

Zqg=Xg q¢>0, A=p(Z) 20 (6)

pPZ=X', p>0. (7)

A (2.1) segédtétel és a fenti (6) és (7) Osszefiiggések szerint azt kapjuk a
A= p(Z)re, hogy pB=Xp/'C,p' >0, 20, ésinnen A € sp(B¢). Haa
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rendszer technoldgiailag erésen nem reducibilis, azaz {x | Cz >0, x > 0} # 0
és Cz > 0 mellett Bz > 0 teljesiil, akkor a (iv') tétel értelmében Z > 0,
amelyhez tartozik pozitiv sajatérték és egyértelmiien meghatarozott pozitiv
sajatvektor. Ha még r (C) = n is teljestil, akkor A = p (B(,) mivel a (2.1)
segédtétel szerint sp (Z) tartalmazza sp (B, )-t és a A = p(Z) szintén benne
van sp (B )-ben.

(15) A (2 2) segédtétel és az (6) és (7) Osszefiiggések alapjan azt kapjuk,
hogy A= p(Z), Bx = A\Cx, Cx > 0, A 2 0 és innen \ € sp (B, ). Ha a rend-
szer technoldgiailag irreducibilis, azaz Cx > 0 minden szemipozitiv z vek-
torra, akkor a (iv') tétel értelmében Z > 0, amelyhez az 1. Tétel értelmében
A > 0 sajatérték tartozik. Ha még m = n is teljesill, akkor A = p(B¢)
minthogy a (2.2) segédtétel szerint sp (Z) tartalmazza sp (Be)-t és A = p (Z)
szintén benne van sp (B¢ )-ben. Ezek alapjan mér kénnyen beldthatd, hogy
A= p(BL) = p(Bo).

(73i) A strukturdlis feltételek értelmében Cz > 0 és Bx > 0 minden
szemipozitiv & vektorra. A fenti (i) szerint {p | p’B = \'C, p >0, A\ 2 0} #
0 és igy A = p(Bg). Ebbél kivetkezéen vp'Cx 2 p' Bx = A\p'Cx, ami azt
jelenti, hogy v 2 A, mivel p’Cz > 0. Legyen most uCx < Bx és Cz > 0.
Ismételten kihasznélva a fenti (¢)-t, kapjuk up’Cx < p’ Bx = \p’Cx és ebbdl
uw = A, mert p’Cx > 0. Amenny1ben Bx = \Cx és Cx > 0, akkor a fenti két
implikacié egyidejiileg teljesiil, ami azt jelenti, hogy p (Bp,) = X < p(Bg,),
amibdl viszont a A = p (B¢, )kovetkezik. Ha mind a B, mind a C' kvadratikus
méatrix, akkor az elézdek alapjan konnyen beldthatd, hogy u < p(Bg) = A =

p(Ber) = v.

(tv) Mind a diszkrét, mind a folytonos esetben e fenti (ii4) szerint azt
kapjuk, hogy ha ¢ € T, akkor £ < p(B¢) = p(Bg,), valamint ha ( € A,
akkor ¢ 2 p(B¢) = p(Bg). Az elézéekben bebizonyitott (i7) allitds szerint
azonban a A = p (B¢) kielégiti a Bz = ACz, Cx > 0 rendszert « > 0 mellett
és igy A = p(Bc) egy pont a I' és A halmazok metszetében. EbbSl mar
kovetkezik allitasunk helyessége.

(v) Legyen IV = {{ | Dz 2 {Cx, Cxz > 0} és A" = {¢ | Dz = (Cz, Cz > 0},
tovabba C'x = 0 valamilyen szemipozitiv x vektorra, amibdl kovetkezik, hogy
Dz 20, (B—D)x20. A fenti (iv) szerint azt kapjuk, hogy p(Bc) =
p(Bgr) = supgeré és p(De) = p(Dgi) = supger . Minthogy Cz > 0
és Bx = Dz, kapjuk IV C T és innen

p(Dc) = p(Der) = sup & = sup& = p(Bei) = p(Be) -
£er’ fer
Hasonléan, legyen C'x 2 0 valamilyen szemipozitiv x vektorra, kovetkezés-
képpen Dz = 0és (D — B)x 2 0. A fenti (iv) szerint most azt kapjuk, hogy
p(Bc) = p(B) =infeea(, és p(De) = p (D) = infeea¢. Mivel Cz >0
és Dz 2 Bz, kapjuk A’ C A, és innen

Dc) = p(Diy) = inf ¢ 2 inf ¢ = p(Bt) = p(Be) -
p (Do) =p(De) = inf ¢ 2 ik ¢=p(Bor) = p(Be)

A fentiek alapjan most mar konnyen beldthaté, hogy ha a rendszer gaz-
dasagilag er6sen nem reducibilis, ahhoz, hogy az &llitdsok teljesiiljenek, a D
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métrixnak irreducibilisnek kell lennie (azaz Dz > 0 minden szemipozitiv x
vektorra). A bizonyitds sordn értelemszeriien —a folytonossig kovetkeztében—
max &, illetve min ( szerepel.

Amennyiben C szimmetrikus, tegyiik fel az allitdsunkkal szemben, hogy
p(D¢) = p(Bc) = A. Meg fogjuk mutatni, hogy ez ellentmonddshoz vezet.
Jelen tétel (¢) és (i¢) allitasaibdl kapjuk, hogy A > 0 és p’D = \p'C, p' > 0/,
és Bx = A\Cx, Cz > 0. Minthogy Cz > 0, kdvetkezésképpen Bx > Dz (vagy
Bx < Dzx), ezért p’ Bx > p'Cx (vagy p' Bx < p'Cz), ami ellentmond annak a
ténynek, hogy p' Bx = \p'Cx = \p'C'z = p/ Dx. Ezért p(D¢) # p(Bc). Ha
C nem szimmetrikus, de Cz > 0 és (B — D) x > 0, akkor p(B¢) = p(Bg)) =
maxe {€ | Bx 2 {Cz, Cx > 0}, amely viszont az (iv) alapjan nagyobb, mint
maxe {€ | Dz 2 £€Cz, Cz > 0}. Mivel a Cz > 0 Osszefiiggésbél kévetkezik
Bz > Dz, ezért maxe {€ | Dx > (Cx, Cx >0} = p(D¢) = p(Dp.). Ebbél
viszont mar kovetkezik allitasunk helyessége. Hasonléan mutathaté meg, ha
Cx>0és (D— B)x >0, akkor p(B¢) = p(Ber) < p(De) = p(De).

A (2.2) (n > m eset) bizonyitdsa hasonléképpen végezhetd el.

(¢) Nemlinedris Leontief-rendszer

A szakirodalomban a nemlinearis Leontief-rendszerben megfogalmazhaté Per-
ron-Frobenius tételeket a H (x) = Az nemlinedris sajatérték egyenlet x # 0
megolddsaként vizsgaljdk (1d. példdul, Nikaido (1968), Morishima és Fuji-
moto (1974), és Fujimoto (1979) miiveit). Itt most ezektdl eltéréen, megdrizve
elemzésiink eddigi logikajat, a nemlinedris rendszer struktirajat meghatérozéd
A (z) Jacobi métrix felhaszndlasdval fogalmazzuk meg a tételeket. A H (x)-re
tett linedris homogenitas kiko6tésbol kovetkezoen konnyen belathatd, hogy az
egyes szektorok kibocsatas-szintjeinek aranyos valtozadsara invaridns a nem-
linedris rendszer raforditédsi struktirdja, azaz A (fz) = A (x), ahol 0 tetsz6le-
ges pozitiv valés szam. Az egyszerliség kedvéért jeloljik a rendszer spektral
radiuszét A*-val, vagyis p[A (x)] = A*.

3. Tétel. Legyen A(x) > 0 minden szemipozitiv x vektorra és irreducibilis
Morishima értelemben. Ekkor a kévetkezdket dllitjuk:

(1) Az A(x)x = Az nemlinedris sajdtérték-egyenletnek létezik \* > 0 és
x* > 0 megolddsa.

(18) A A*-hoz csak egyetlen egy pozitiv sajdtvektor tartozik és X* = |\,
ahol \; az A (x)-hez tartozd tetszdleges sajdtérték.

(1ii) x* az egyetlen A (x)-hez tartozd szemipozitiv sajatvektor.

Bizonyitas. (i) Az iltaldnossig megsértése nélkiil a bizonyitést elegendd
elvégezni a (2.F) alapjdn a kovetkezd halmazon: S ={z >0|> " z; =1}.
Tekintsiik az f: S — R} fiiggvényt az alabbiak szerint definidlva:

21 @ij (7) @5
dica ;:1 aij (z) z;

minden ¢ = 1,2,...,nre. A feltevések értelmében néhdny f; (x) pozitiv
értéket vesz fel, és Y i | f; () = 1. Minthogy f egy folytonos leképezést

fi(z) =
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jelol S-bol S-be, a Brouwer-féle fixponttétel szerint létezik olyan z* € S
pont, amelyre f(z*) = x*, vagyis A (x*)z* = [I'A (2*) z*] «*. A rendszer
irreducibilitdsdbdl kovetkezen A (z*)z* > 0 és igy A (z*)z* > 0, azaz
VA (x*) z*-t A*-nak véve, \* > 0 kapjuk.

Allitasunk mésodik részének bizonyitasdhoz tegyilik fel, hogy z* » 0.
Particiondljuk az z* vektort megfeleld dtrendezéssel a kovetkezdképpen: z*/ =
[x7’,0'], ahol 2} > 0, és ennek megfelelden szimmetrikus atrendezéssel parti-
cionéljuk A (z)-et is. Ekkor

(5 £)(0)(
Agl (11*) AQQ (13*) 0 o 0 ’
amely egyenldség viszont csak gy teljesiilhet, ha Aoy (z*) 27 = 0. Tekintettel
xf > 0, ezért Asq (z*) 25 = 0, ami ellentmond a rendszer irreducibilitdsdnak,
vagyis x* > 0.

(17) Tegyiik fel, hogy A (Z)x = \*Z,
T > 0. Legyen 0 = max;(z;/z}) = 2,/
véve, hogy \*0x; = N'%, = Y7 a,; (2)7; és az (5.
(3.F) szerint kapjuk:

> 0. Az (i) szerint
7. Figyelembe
, (6.F), valamint a

Za,J 2)T; <02a,.j (0x") zﬁza,.j (%) x; = N0z,

azaz A0z} < A*0z}. A kapott ellentmondasbdl kévetkezik, hogy A*-hoz nem
tartozhat masik szemipozitiv sajatvektor.

AN =\ blzonyltabahoz tegyiik fel, hogy van egy olyan \; = =2 sajat-
érték, amelyre |)\| >N ésigy A(x)x = e, x # 0 per definitionem. Legyen
yi = |zi| és y = [yi], valamint I = {i | z; # 0} és v = mine(zf/|xi]) =
xX/yr > 0. Jeldlje z = * — vy 2 0. Az (5.F) alapjén ismét felirhatjuk:
Ayz A(x)z = |/)\\x| = |X|y > Ay i tovdbbd A (z +yy) (z +7y) =
Az = Na* =N (z24+9y) < Nz+1 Ay < Nz +vA (1) y. gy

A(z+yy) (2 +7) —7A[W) Yy <Az

Ha 2, = 0, a monotonitas és a nemlinearis rendszer irreducibilitisa miatt
ismét azt kapjuk, hogy Y77 arj (2 +y) (27 +vy5) > v iy arj () yj- Az
utolsé két egyenlbtlenség most is ellentmondéshoz vezet, ezért A* = |\;].

(7ii) Tegyiik fel, hogy van olyan \; = A és szemipozitiv = vektor, ame-
lyeckre A(x)x = Az. A rendszer irreducibilitdsabdl kovetkezben A > 0.
Tegyiik fel tovabbd, hogy x % 0. Ekkor az (i) bizonyitdsdval megegyezéen azt
kapjuk, hogy « > 0. Definidljuk 6-t az (ii)-belihez hasonléan. Ekkor ismét ki-
haszndlva az 5.F, 6.F feltevéseket, kapjuk: Nz = Az, = 37 arj (v) 2 <
0351 ar (0x%)2; =037 ar; (v7)x; = N0z}, Ezért A < \*. Definidljuk
a p = max;(z}/z;) = xk/xk > 0; pr = x*. Ezek alapjdn most a \*px) <
Apxy Osszefiiggéshez juthatunk, ami viszont a A* < A relaciét tartalmazza.
Az ellentmond&sbdl kévetkezik, hogy «* valéban az egyetlen A (x)-hez tartozd
szemipozitiv sajatvektor.
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A nemlinedris Leontief-rendszerhez tartozé p[A (z)] = A\* spektral ré-
diuszra is hasonl6 tulajdonsagok fogalmazhatok meg, mint a linedris esetben.

(d) Nemlinearis Neumann-rendszer

Jelolje C (z), illetve B (x) a nemlinedris rendszerhez tartozé Jacobi maét-
rixokat, amelyek az egyes tevékenységek egységnyi alkalmazési szintjei mel-
lett torténd termékfelhasznalasok, illetve kibocsatasok nemlinearis valtozasat
irjak le a megfelelé6 x vektorra vonatkozéan. Legyen K; egy olyan konvex
kénusz az R-ben, amelyre a B (x) és/vagy C (r) maximélis sorrangi, ahol
x € K;. Hasonloképpen jeloljon K3 egy olyan konvex kénuszt az R'!'-ben,
amelynek x pontjaiban a B (z) és/vagy C () maximélis oszloprangi. Ekkor
a linedris esetben megfogalmazott tételek kiterjesztései a kovetkezok.

4. Tétel.

(4.1) (n £ m eset):

(i) A{p|pB(z) =NC(z),p>0,zec K} # 0 valamilyen X\ = 0-ra;
ha a rendszer technoldgiailag erésen nem reducibilis, akkor p > 0; s6t még ha
emellett v [C (z)] = n az x € K;-re teljesiil, akkor A = p [B’ (x)c,,(l.)] > 0.

(it) Az{z | B(z)x =XC (x)x, x>0, x € K1} # 0 valamilyen X\ = 0-ra.
Ha a rendszer technologiailag irreducibilis, akkor a szemipozitiv x megoldds-
vektor A > 0 mellett adddik. Ha m = n is teljesil, akkor A = p [B (x)c(l_)} =

(73i) Ha a rendszer technoldgiailag erdsen nem reducibilis, akkor teljestilnek
az aldbbi implikdciok az x € Kq-re:

- ha B(z)x £ vC (x)x, akkor p [B (@) (l)] Sy
—ha pC () x £ B(x)x, akkor p = p[ C(l)]
—ha B(z)x = AC (z)x, akkor A\ =p [ (x)c(l_)} .

Ha m =n, akkor un < p [' (x)c,(l_)] =A=p [B (x)c(l_)} <.

(tv) Legyen a rendszer technoldgiai értelemben reducibilis, m = n, tovabbd
'={|Bx)zz2C@x)z,z >0,z € K1}, A={C|B@x)x=¢C(x)x
x>0, € Ky}. Ekkor

/ _ —
p [B (13)0'(1-)} =p [B (x)C(x)] =max{=min¢.

(4.2) (nzm eset):

(i) Az {z |C(x)x =AB(z)x, x>0, x € Ky} # 0 valamilyen \ = 0-ra;
ha a rendszer gazdasdgilag erdsen nem reducibilis, akkor x > 0, sét még ha
r[B(x)] =m az x € Ka-re is teljesiil, akkor A = p [C (x)B(l_)} > 0.

(it) Az {y | C"(x)y=AB'()y,y >0, x € Ko} # 0 valamilyen A = 0-
ra. Ha a rendszer gazdasdgilag erdsen reducibilis, akkor a szemipozitiv y
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megolddsvektor A > 0 mellett adodik. Ha még n = m is teljesul, akkor
A=p [C' (13)3'(1-)} =p [C (13)3(1-)} > 0.

(t3i) Ha a rendszer gazdasdgilag erdsen mem reducibilis, akkor x € Ko
mellett teljesiilnek az aldbbi implikdciok:

~ha C' (z)y = vB' (x)y, akkor p [C( )B(J,):| 7N
—ha uB' (x)y = C' (x)y, akkor u = p [C B(l)}
—ha C' (x)y = AB' (x)y, akkor A= p [C( )B(l_)}.

Ham =mn, akkor u < p [C (x)B(l_)} =A=p [C' (x)B,(l.)] <.

(iv) Legyen a rendszer gazdasdgi értelemben irreducibilis, m = n, valamint
P={[C"@)yz&B @)y, y>0, v € Ko}, A={C|C"(v)y=(B (2)y
y >0, z € Ko}. Ekkor

P [C (13)3(1-)} =p [Cl (13)3'(1-)} = ngg{§ = Tcﬂel/{lC

Az allitdsok a 2. Tételhez hasonléan bizonyithatdok be. Ebben az esetben is
a nemlinedris Neumann-rendszerhez tartozé p [B (33)0(1-)} , illetve p [C (x) B(l_)}

spetral radiuszokra kiilénb6z6 tulajdonsagokat fogalmazhatunk meg.

5 Nemlinearis Neumann modell megoldasa

A modell megoldésaval kapcsolatban két probléma vetddik fel: az egzisztencia
és az unicitds bizonyitdsa. Az egzisztencia bizonyitdsa nyomban addédik a
nemlinedris rendszerre az el6z6 pontban megfogalmazott Perron-Frobenius
tételbSl. Az unicitdsra a kdvetkez tételt fogalmazhatjuk meg:

5. Tétel (unicitds). Ha a [C (z), B (x)] Jacobi matrizokkal megadott nem-
linedris Neumann gazdasdg technoldgiailag és/vagy gazdasdgilag erdsen nem
reducibilis, akkor csak egyetlen ag = Py mellett létezik megolddsa a nem-
linedris Neumann modellnek.

A bizonyitds konnyen elvégezhetd; a linedris esetre adott bizonyitast lasd
in Méczér (1995). Amennyiben a Neumann gazdasag erdsen reducibilis, tobb
egyensilyi allapot 1étezik (lasd in Méczar (1997)). Minél nagyobb novekedési
iitemet kivanunk elérni, annal tobb termékcsoport kibocsatasarodl kell lemon-
danunk, illetve, forditva, minél tobb terméket kivanunk kibocsatani, annél
kisebb névekedési titemmel fejlodhetiink.

Matematikai szempontb6l kiilonosen érdekes az az eset, amikor a C ()
fajlagos inputfiiggvény-halmaz csupa konvex fliggvényekbdl, a B (x) fajlagos
outputfliggvény-halmaz pedig csupa konkav fiiggvényekbdl 4ll. Ilyen specialis
esetben a rendszer egyensilyi allapotaira a konvex analizis segitségével végez-
hetiink elemzéseket. A fliggvényekre tett specifikdcié a kézgazdasédgi elmélet-
ben megfeleltethet6 az U-alaku koltséggorbéknek, illetve a csokkend hozadék
elvének.
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SPECTRAL THEOREMS IN LINEAR AND NONLINEAR VON NEUMANN

MODELS

In this paper we study some spectral theorems extended on linear and nonlinear
von Neumann models. The strict equilibria in von Neumann models can be de-
fined by the generalized eigenvalue problems Cxz = ABx and pC' = ApB. The
Perron-Frobenius properties of these problems were first scrutinized by Mangasar-
ian (1971). Here, for proving the Frobenius theorems in technologically or eco-
nomically (ir)reducible von Neumann systems are used the results of Mangasarian
(1971) as well as Erdélyi (1967) and Stewart (1972).
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