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Kivonat. A cikk bevezetést nyujt az idében valtozo egyiitthatéju linedris 6konometriai modellek megoldasi
modozataiba és elemzi dkonometriai képességeiket. Elséként az allapot-tér modellkeretben mikodé Kalman-
szUir6t és a hozza szorosan kapcsolddo (am kevéssé ismert) rugalmas legkisebb négyzetek modszerét ismertetjiik,
majd az alternativaként hasznalhaté Markov-tipusu rezsimvaltd modellt mutatjuk be. A két modellcsalad
kvalitasait szimulaciokkal illusztraljuk.
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1 Bevezetés

A lineéris modelleknek szamos elénye van az 6konometridban a nemlinearis specifikaciokkal
szemben: atlathatobbak, egyszerlibb a heurisztikajuk, egyszeriibb kozgazdasagi elmélettel
alatdmasztani Oket, és nem utolsé sorban konnyebben is becsiilhetok és hasznélhatoak
elorejelzésekre. A  megfigyelhetd kozgazdasadgi iddsorok azonban sokszor joval
bonyolultabbnak tlinnek annal, hogy egyszerii linearis modellekkel leirhatéak legyenek,
ilyenkor ésszertinek tlinik elhagyni a linearitasi feltevést a valosag jobb leirdsa érdekében.
Nemlinearis specifikaciobol — amely alatt e cikkben a modell valtozéiban valé nemlinearitast
értjiilk — viszont végtelen sokféle van, az attéréssel pedig tobb jo tulajdonsagot is kockaz-
tatunk.

A nemlinearis modellek eldnytelen tulajdonsagai koziil harmat emeliink ki: az eldrejelzés
nehézségét, a modell-validacido problémait, és végiil a nehéz kozgazdasagi interpretaciot.
Elobbi illusztralasahoz gondoljunk arra, hogy az eldrejelzés nem jelent mast, mint a
modellezett valtozo feltételes varhatd értékének kiszamitasat, illetve elOreiteralasat. A
valtozojaban linearis egyenletnél mindez konnyd, hiszen a varhatd érték operator maga is
linearis, nemlinedris esetben viszont mar gondban lehetiink, hiszen az elsén kiviili

momentumok megadéasa is sziikséges lesz. Frdekes koztes megoldast képeznek erre a
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problémara a GARCH-tipust modellek, ahol az eredeti id6sor nemlinedris transzformaltjara —
a varianciara irunk fel linearis eldrejelzést, 1ényegében AR és MA tagokkal.

A modell-validaci6 probléméja alatt azt értjiilk, hogy a nemlinearis modellek végtelen
flexibilitdsa konnyen j6 illeszkedést tud produkélni, mikdzben a tényleges eldrejelzd képesség
nem javul. Ez a probléma tobb moddszerrel is kezelhetd, példaul az eldrejelzd képesség
modszeres tesztelésével vagy a komplexitast biintetd kritériumokkal, de a modellek
tulillesztése igy is igen konnyen eléfordulhat.

A nehéz kozgazdasagi értelmezhetdség egyértelmii az olyan, ,,black-box™ tipust nemlinearis
modelleknél, mint a neuralis halok: ezek a modellek parhuzamos struktirakbol épiilnek fel, az
eredményvaltozé ugyanazon bemenetekbél kiindulva tbb szalon is befolyasolhaté. Epp ez a
felépités adja a neurdlis halok jol ismert mintazat-felismerd képességét, viszont igencsak
lecsokkenti az elméleti hattér lehetdségét, hiszen a kozgazdasdgtanban adott kauzélis
Osszefiiggést leginkabb egyféle modon tudunk magyarazni. A neuralis halok kézgazdasagi
alkalmazasaihoz j6 kiindulést ad Kaastra é¢s Boyd (1996).

A neurdlis halé egy elég szélsdséges példa, de sok egyszeriibb nemlinedris modellspeci-
fikacionak is csak nehezen taldlni kozgazdasagi elméleti alatamasztast. Viszonylag friss
példaként emlitjiik erre Granger ¢és Hyung (2006) min-max tipusi modellcsaladjat.
Képzeljiink el egy olyan egy- vagy kétvaltozds kointegralt folyamatot, ahol a determinisztikus
részt a folyamatok eldzd iddszaki értékeinek és egy konstansnak a maximuma (vagy
minimuma) adja. A szerzék kamatlab-kiilonbségekre alkalmazzak a modellt, ahol az arbitrazs
csak akkor indul be, ha a kiilonbség mar elért egy bizonyos mértéket. Ilyen folyamatra sem
lehetetlen tehat elméletet taldlni, mindenesetre a helyzet az, hogy a makrodkonomiai
hipotézisek dontd tobbsége linearis, vagy linearissa alakithatd Osszefiiggést eredményez.

Ha a nemlineéris modellek hatranyai miatt mégis a linearis modelleknél akarunk maradni, de
feltételezhetd, hogy a linearitdsi feltevés tulzottan megszoritd (példaul strukturdlis torések
miatt), hogyan tudjuk rugalmasabba tenni a linearis modelleket? Az id6ben valtozé
egyiitthatoji linearis modellek erre kindlnak alternativat. Mi tobb, egy egyszerii tétel
segitségével belathatjuk, hogy az attéréssel egyaltalan nem kell a nemlinearitas adta
sokféleségrdl lemondanunk. A White-tétel (Granger, 2008) lényegében azt mondja ki, hogy
tetszOleges véges ¢és nem nulla varhatd értékii y, id6sor leirhaté olyan AR(1) modellel,
amelynek egyiitthatdja idében valtozik — pontosabban megfogalmazva létezik olyan f; t-1.

1d6szaki filtraciora (Fp. -re) mérhetd, és ¢, martingal-differencia id6sor, melyekre

=By te (1)



A tételnek messzemend kovetkezményei vannak: kimondja, hogy bizonyos értelemben
idében valtozé egyiitthatdival éppen ugyanazt az idésor-halmazt tudjuk kozeliteni. Emellett
viszont megdrizziik a modell és az eldrejelzés modszerének egyszerliségét, persze nyilvan
kérdéses, hogy az eldrejelzés milyen mértékben lesz hasznalhatd. A konnyt értelmezhetdség
viszont mindenképp adott, hiszen az egyiitthatok becsiilt id6beni alakuldsdbol linedris

kozgazdasagi modellekben beallt valtozasokra kovetkeztethetiink.

Ez a cikk az idében valtozo egylitthat6jia modellek becslési modjait €s képességeit mutatja be,
hasonlitja Ossze. Az alapvetd egyenlet, amellyel foglalkozunk, a fenti, (1) Osszefiiggés
némiképp altalanositott formaja, ahol a jobb oldalon barmilyen exogén, vagy predeterminalt
valtozok p elemi linedris kombindcidja allhat, a fiiggd valtozonk az egyszeriiség kedvéért
skalar:

V= ﬁt X te (2)

Ebben a keretben tehat f, egy px1 méreti oszlopvektor értékei azok, amelyeknek idébeli
szekvenciaira kivancsiak vagyunk. A klasszikusnak nevezheté megoldas Kalman (1960)
nevéhez flizédik, ugyanis — mint kés6bb meg is mutatjuk — az egyenlet kiegészithetd allapot-
tér modell¢, amely becsiilhetd a hires Kalman-sziirdvel (KF). Kalman tanulmanya inditotta el
utjukon az iddben valtoz6 egyiitthatoju modelleket, alkalmazasaikkal egyiitt azota is jelen

vannak a kozgazdasagtanban.

A Kalman-sziird nagyon sok — féleg mérnoki — alkalmazasban bizonyitott, amelynek oka
részint az, hogy feltevéseit tovabb lehet lazitani az eredetileg megadottaktol, igy példaul az
eloszlasi kitételek nagy részét ejthetjiik. Ezen az alapon sziiletett meg 1988-ban Kalaba ¢és
Tesfatsion (1988, 1989, 1990a) jovoltabol az un. rugalmas legkisebb négyzetek modszere
(FLS). Ez a mddszer gyakorlatilag bemutatja, hogy a Kalman-szlir6 egyenleteit mashonnét
kiindulva is levezethetjiik, egyfajta négyzetes veszteségfiiggvény minimalizéldsaként. A
szakirodalomban nem tal aktiv, de hosszan tartd6 vita volt a két modszer kozotti
kiilonbségekrdl, melyekre Montana et al (2009) tett végiil pontot; cikkiinkben 6sszefoglaljuk
ezen iras eredményeit is.

A fenti modellcsalad mellett egy masik megkdzelités is hasznalatos iddben valtozo
egylitthatdji folyamatok vizsgélatdra. Megadhatunk az ismeretlen vektor egyes elemeinek
véges sok allapotot — mas néven rezsimet — is, amelyek kozotti atmeneti valosziniiségek

segitségével minden idépontban becslést adhatunk az aktudlis 4llapot valoszinliség-



eloszlasara. Ezt hivjuk Markov-tipusu rezsimvalté modellnek (MSW),” melyet a kozgazdasagi
idésorelemzésben elészor Hamilton (1989) alkalmazott, miutan adaptalta Goldfeld és Quandt
(1973) keresztmetszeti rezsimvaltd regresszidjat. A modellnek ugyanakkor tobb kdzos vonasa

van a Kalman-szlirvel, amint erre a késobbiekben ramutatunk.

frasunk tovabbi része a kovetkezképpen szervezédik. A 2. fejezetben bemutatjuk a Kalman-
szlrdt, a 3. fejezetben a rugalmas legkisebb négyzeteket, valamint ravildgitunk a ketté kozotti
szoros kapcsolatra. A 4. fejezetben ezutan a Markov rezsimvalté modell keriil sorra. Az 5.
fejezetben szimuldcidos moddszerekkel illusztraljuk az eljardsok képességeit, végil a 6.
fejezetben dsszefoglalunk.

2 A Kalman-sziiro

Az altalanos allapot-tér modell egy olyan dinamikus, linearis rendszer leirdsa, amelyben
harom valtozocsoport jelenik meg: az u, bemeneti, a & allapot-, valamint az y, kimeneti vagy
megfigyelési valtozok. A feltevések szerint a rendszer allapotdinamikdjat egy elsérenda
differenciaegyenlet irja le, melyben a bemeneti valtozok is szerepelhetnek; ez az un.
allapotegyenlet:

ft = Aft—l + Bu.; + w; (3)

A megfigyelési egyenlet linedrisan Osszekoti az allapot- és kimeneti valtozokat, itt is
megengedve az inputok hatasat:

V= C&+ Duy + & (4)

A bementi valtozok tehat hatnak mindkét masik csoportra — regresszoroknak is hivhatnank
Oket —, az allapot- és kimeneti valtozokat pedig azért kell megkiilonboztetniink egymastol,
mert az eldbbieket nem feltétleniil tudjuk mérni. Ezek a modell rejtett, latens valtozoi,
amelyek értékérdl csak kozvetetten, a megfigyeléseken keresztiil kapunk informaciot. A fenti
egyenletparosban additiv hibatagokat feltételeziink, ezekrdl szigort feltevéssel kell éljiink:
mindkét hibatag-vektor rogzitett korrelacios matrixokkal rendelkezik, autokorrelalatlan, és a
két vektor barmely tagjanak barmely késleltetésre vonatkozé korrelacigja is nulla. A (3) és (4)
egyenletekkel jellemzett allapot-tér modell diszkrét, mivel idodben nem folytonos valtozékban
irtuk fel. A modellt leird 4, B, C és D matrixok valtozhatnak az idében.

2 A ,Markov Switching Model” elnevezés leginkdbb a kozgazdasigi alkalmazisokban terjedt el, mas
diszciplindkban, ahol egyébként joval régebb ota ismert, ,,Hidden Markov Model” (HMM) névvel €s roviditéssel
illetik.



Az id6ben valtozé egyiitthatoji regresszidt ugy tudjuk allapot-tér keretbe foglalni, hogy a f;
egyltthatovektort tessziik meg allapotvektornak, amelynek a dinamikdja adja a rendszer
allapotegyenletét. Példaul, ha az egyiitthatokrol (allapot vektorrdl) azt feltételezziik, hogy
eltolas nélkiili egységgyok-folyamatot kovetnek, akkor:

ﬁt = ﬂt-l + w; (5)

Az egyenletben az w, hibatag varhato értéke nulla, kovariancia-matrixa pedig V,. A
megfigyelési egyenlet pedig nem mas, mint maga a regresszio, amelynek hibavektora &, nulla
varhat6 értékkel, és V, kovariancia-matrixszal:

Ve = ﬁ Xt e (6)

Figyeljiik meg, hogy a (4) egyenlet C matrixanak az itteni x, regresszorok vektora felel meg,
¢s mivel azok értéke i1dofiiggd, igy az allapot-tér rendszeriink is idofiiggdveé valik. A
hibatagokrél az altalanos modellnek megfeleléen fel kell még tennilink, hogy barmely
késleltetésre mind az auto- mind a kereszt-korrelacidik nullak, tovabba barmely ¢ idopontra az
értékiik korrelalatlan a ) kezdeti allapottal. A Kalman-sziird eredeti megfogalmazasaban és
bizonyitasdban (Kalman, 1960) szerepet kap a hiba-folyamatok normalitdsanak feltevése,
tobben bizonyitottdk mar azonban (Montana, 2009, vagy Eubank, 2006), hogy az alabbi

kovetkeztetésekhez ez nem sziikséges.

Maga a szlir6 nem mas, mint egy négyzetes értelemben optimalis, linearis becslési algoritmus
az allapotvektor becslésére, amely 1épésrdl 1€pésre frissiil, ahogy haladunk eldére az id6ben,
innét a filter elnevezés is. A becslésnek alapvetden két része van: a predikcid és a korrekcio.
Az el6bbi sordn a t-1. idépontban mar rendelkezésiinkre all az allapot szintén #-1. idépontra
vonatkozo f.i.1 becslése, igy az allapotegyenletet hasznalva azt kivetitjiik egy idészakkal
elore, képezve pfy.i-t a t. idOszaki érték becslését a r-1. id6szakbdl. Esetiinkben az

allapotegyenlet egyszerlisége miatt

Bt = Braj (7N

A korrekci6 soran beérkeznek a ¢. id6pontra vonatkoz6 megfigyelési adatok, amelyek
segitségével frissitjiik az erre az idépontra vonatkozé becslésiinket. Az algoritmus linearitasa
itt jelenik meg: az allapotvektor becslését a megfigyelés linearis fiiggvényében keressiik.
Réaadasul, mivel a megfigyelési egyenletiink linearis, igy abbol kifejezhetjiik az e
megfigyelési hibat, mikdzben az éallapotra vonatkozd becslés annak is linearis fliggvénye
marad. Megmutathatd, hogy a keresett linearis Osszefiiggés konstansa éppen a frissitendd
allapot lesz:



,Bt\t = ,Bt\t-l + Ke ®)

ahol tehat a megfigyelési hiba Osszefiiggése

€r=Yt— ﬂ ,t\t—lxt = Ve — Vi1 (9)

Annak igazolasa, hogy a (8) egyenlet konstansa épp a f;.1 becslés lesz, egyébként abbol
fakad, hogy a becslés minimalizalni kivanja a megfigyelési hibak négyzetosszegét a teljes 1.7
intervallumon. A keresendd K, matrix (ami esetiinkben px1-es oszlopvektor) Kalman-erdsités
(Kalman gain) néven ismert és abban az értelemben optimalis, hogy minimalizélja az
allapotvektor adott iddszaki becslése és valodi értéke kozotti négyzetes eltérések Osszegét. A
levezetéseket itt is melldzziik, viszont a képletek megértéséhez definidlnunk kell néhany
Ujabb jelolést. Legyen a valodi f; vektor és a S, korrigalt becslés kovariancia-matrixa Py, fB; és
a Py1 prediktalt becslés kovariancia-matrixa pedig R;, végil az y,., egy id6szakos becslés
varianciaja O, (esetiinkben ez skalar). Az aldbbi két osszefliggés ekkor konnyen lathato, ha a
rendszer allapot- és megfigyelési egyenleteit , kovariancia-egyenletbe” forditjuk, tligyelve a
korrelalatlansagi feltevéseinkre:

Ri=Pr+V, (10)
ez lényegében az allapotegyenlet kifejezése kovariancia-matrixokkal, és
Qt:x’thxt"_ Vg (11)

ez pedig a megfigyelési egyenlet megfelelje. Most mar tehat megadhatjuk az optimalis

erdsitési matrixot, ami nem mas, mint

Ki=Rx:/ Oy (12)

Pi=R - OKK" (13)
Készen allunk tehat a rekurzid egyenleteivel, hiszen ezek segitségével végig tudunk haladni
az allapotvektor és annak P, kovariancia-matrixa becslésein, ahogyan az 1) megfigyelések
fokozatosan beérkeznek — persze ha kezdetben megvannak a megfeleld S és P; kiindulo

értékeink.

Felépitése folytan a Kalman-sziird alkalmas arra, hogy valds ideji alkalmazasokban
mikodjon, hiszen az ujabb allapotérték kiszamitdsdhoz, a korrekcid és predikcio



eloregorgetéséhez elegendd egyetlen ujabb megfigyelt adatpont. Ezért az elmult fél
évszazadban nagyon elterjedté¢ valt kiillonb6z6é gyakorlati megvaldsitasokban, kiilondsen a
térben mozgd objektumok (repiildgépek, miiholdak) helyzetének becslésénél. A
kozgazdasagtanban is vannak teriiletek, ahol jo kilatdsokkal hasznalhatjuk valos idejii
alkalmazésként (gondoljunk a kereskedési stratégidkra, ahol az informacidhoz gradudlisan
jutunk hozzd), viszont az dkonometridban jellemzdébb az a forma, ahol az adathalmaz mar
teljes egészében rendelkezésre all, és nemcsak a legutolso (vagy aktualis) allapotvektor képezi
az érdeklodés targyat. Ekkor alkalmazhatjuk a Kalman-simit6 eljarast (Kalman-smoother),
ami az adott adathalmaz Osszes pontjat felhasznalja. Pontosabban szolva konnyen belathato,
hogy a ¢. id6szaki simitott becslés eldallitdsdhoz elegendd a #+1. id6szaki simitott becslés és a
t. id6szaki megfigyelés, igy a simitd eljards nem mas, mint egyfajta ,,visszalépdelés” az
idében. Lathatjuk tehat, hogy ami 6sszekdti a szlirt és simitott becstilt allapotvektorokat, nem

mas, mint az utolso iddszaki — azonos — érték.

Ez idaig semmilyen eloszlasi feltevést sem tettiink, viszont a V,, és V, kovariancia-matrixokat
teljes mértékben ismertnek feltételeztiik. Ha sziikségiink van ezek becslésére, a Maximum
Likelihood (ML) modszert konnyen alkalmazhatjuk, miutan persze specifikaltuk az w, és &
hibatagok eloszlasat. Itt tehat mar sziikségiink van normalitasi (vagy esetleg egyéb eloszlasi)
feltevésekre. A szimulacioban vizsgalni fogjuk az igy becsiilt sziirt és simitott becslés
kiilonbozdségét is.

A Kalman-sziiré irodalma Oriasi, haszndlata a kdzgazdasdgtanban a 90-es évekre széles
korben elterjedt, akar valtoz6 egyiitthatoji regresszidkkal, akar bonyolultabb allapot-tér
modellekkel. Ekkorra mar a modszer elméleti €s szimulacios tulajdonsagait is megvizsgaltak,
ez azonban — a mas tudomanyagbeli alkalmazdsok miatt — nem a kozgazdaszok érdeme volt
(az id6ben valtozd egyiitthatoju regresszid kiilonbozo elméleti tulajdonsagairol 1asd pl. Guo,
(1990) cikkét és egyéb munkait). A szlird kozgazdasagi alkalmazasairdl viszont kifejezetten
okonometriai konyvet irt Harvey (1989).

Makrodkonomiai alkalmazdsokhoz igyeksziink végiill némi irodalmat adni, szigoruan a
teljesség igénye nélkiil. Sok, korabban konstansnak feltételezett latens valtozét modelleznek
Kalman-sziirével, igy semleges kamatlabat (Horvath, 2007), a munkanélkiiliség természetes
ratajat (Driver et al, 2006) vagy a fiskalis politika hatasat (Cimadomo et al, 2007). A
monetaris transzmissziot kelet-kdzép europai orszdgok viszonylatdban Darvas (2009)
vizsgéalta iddben valtozo egylitthatoju strukturalis vektor-autoregresszioval. Az iddben valtozo
inflacios perzisztencia vizsgalatat tobbvaltozos (Beechey és Osterholm, 2007 és Dossche és
Everaert, 2005) és egyvaltozos modellkeretben (Darvas és Varga, 2010) is vizsgaltak Kalman-
szlirével. Darvas és Simon (2002) a potencialis kibocsatasra ir fel ujszert allapot-tér modellt.



3 A rugalmas legkisebb négyzetek modszere és kapcsolata a Kalman-sziirével

Felejtsiik el egy pillanatra az idében valtozd egylitthatovektort és idézziik fel a kdzonséges
legkisebb négyzetek modszerét! Az OLS koefficiensek becsldeljarasahoz tobb kiindulasi
feltevésbdl is eljuthatunk (mint pl. a momentumok mddszere), a legtobbszér emlegetett
négyzetes kozelités azonban nem mas, mint a kovetkezOképpen definialt koltség, vagy
veszteség-fliggvény felirdsa:

c(p)=X(, - B,y (14)

t=1

Ezt a célfiiggvényt ugy is atfogalmazhatjuk, hogy feltevésiink szerint a fliggd valtozo valos és
illesztett értéke kozotti eltérés ,,kozel nulla” kell legyen, amit jeloléssel akar igy is irhatunk:

vi—px=0 (15)

Kalaba ¢s Tesfatsion (1988, 1989, 1990a) éppen ezzel a formalizmussal jelezte azt, hogy a
kifejezés bal oldalat négyzetes értelemben minimalizalja, viszont az altalunk mar jol ismert
»véletlen eltérésvaltozd” fogalmat egyaltalan nem kivanta bevezetni, az ugyanis eloszlasi
feltevésekkel jarna. Az OLS-rél jol tudjuk, hogy nem sziikséges benne eltérésvaltozo-
eloszlast specifikalnunk, a pontbecslés jo tulajdonsagait ez gyakorlatilag nem érinti. Tehat
lényegében mindegy, hogy alkalmazzuk-e a hibavektor valosziniiségi valtozoként valo

kezelését, vagy nem, ugyanoda jutunk.

A szerzéparos tehat elutasitotta az eloszlasi feltevéseket, ¢és a kozonséges legkisebb négyzetek
modszerét a fentiek szellemében terjesztette ki idoben valtozo egyiitthatovektorra. A (15)
illeszkedési feltevésben a koefficiensek idofiiggését bevezetve kapta az un. regresszios
(megfigyelési) priort, mig §; dinamikajara simito feltevést tett, dinamikus prior néven:’

vi—p'x=0 (16)
Bi—pPr1=0 (17)

Ha jol megfigyeljiik, e két egyenlet valojaban nem mas, mint a Kalman-sziir6 allapot-tér
modelljének ezen 0j formalizmussal megadott felirdsa. A feltevések értelmében a kdzonséges
négyzetes koltségfiiggvény is teljesen logikusan modosul, a két priornak megfeleld négyzetes
koltségosszegeket egy elére megvalasztott 1 > 0 skalar sulyparaméterrel dsszestulyozzuk:

> A prior kifejezés az FLS szerzOinek értelmezésében eldzetes feltevést jelent, nincs kdze a Bayes-i
okonometriaban hasznalt prior eloszldshoz.



C(ﬂ’:u): Z(yz - z’xz)2 + ﬂz (/Bz+l _ﬂz),(ﬂtﬂ _:Bt) (18)

-1
1= =1

Kalaba és Tesfatsion a kifejezés elsé tagjat mérési koltségnek (measurement cost), a
masodikat pedig dinamikus koltségnek (dynamic cost) keresztelte. A szerzok értelmezésében
tehat az FLS feladat nem mads, mint egy tobbszemponti dinamikus optimalizacid, ahol a
felhaszndld a sulyparaméter segitségével adja meg preferencidit a mérési és dinamikus
koltségfiiggvény-komponenssel kapcsolatban. Optimalis f; szekvencia esetén csak tigy tudunk
barmely koltségdsszetevon javitani, ha a mdasikon kdzben rontunk — mindez egy Pareto-
értelemben vett hatékonysagi korlatot (residual efficiency frontier) eredményez a két hiba-
komponens szerint, melyet akar abrazolhatunk is a sikban.

Figyeljiik meg, hogy a paraméter szélsOséges értékeire két jol ismert specidlis esetet kapunk
vissza! u =0 esetén ugyanis teljesen eltlinik a dinamikus koltség, azaz a f; szekvencia
szabadon valtozhat idében, mikdzben a megfigyelések eltérés-négyzeteit minimalizaljuk:
ekkor nyilvan olyan eredményt kapunk, ahol az illesztett y, értékek megegyeznek a
megfigyelésekkel, viszont az allapotok ennek megfeleléen Gsszevissza ugrdlnak az idében.
Masik szélséségként u — o, ekkor az egyiitthatovektor barmilyen idébeli megvaltozasat
végteleniil biintetjiik, igy az idében allando lesz; a marginalisan, de megjelend els6 tag pedig
biztositja, hogy ez esetben az OLS megoldashoz érkezziink.

Az FLS feladat megoldasat vazolva, kezdetnek azt kell észrevenniink a koltségfiiggvényben,
hogy lehetdvé tesz egy ¢ = 1-bdl induld dinamikus optimalizalast. Ha ugyanis c(f;, u)-vel
jeloljiik az n-1 id6pontbeli optimalis koltségértéket f,-re kondiciondlva, a kdvetkezd rekurziv
Osszefliggést irhatjuk fel:

c(ﬂzﬂ::u) = ilﬁl,lfkyz - ﬂt’xt )2 + ,u(ﬁtﬂ - ﬁt )’ (ﬁt+l - ﬂt )+ C(ﬂt a/u)} (19)

Tovabba, ez az optimalis koltség a feltevések szerint négyzetes kell legyen az éallapotvaltozo
aktualis értékében:

cBow) =Pt S pi—2B"se1 1 (20)

Ezt a format a fenti egyenletbe visszahelyettesitve ¢€s a derivalast elvégezve linearis
Osszefliggés adodik az allapotvektor z. és #+1. becslései kozott — akarcsak a Kalman-sziiré (8)
egyenletében. Az FLS filter végiil a kovetkez6 harom egyenlettel irhato le. Elsdként maga az
allapotbecslés:

Bue = (Se1 + xex ) (51 + x7) (21



ezutan pedig az S; matrix és s, vektor rekurzidinak osszefiiggése:

St = (S + pdy + xx ’t)_l(St-l +xx ) (22)
$0= (S + iy + x0x7) (Se1 + Xy (23)

ezekben az egyenletekben 1, a pxp egységmatrixot jeloli, valamint természetesen kiindulasul
meg kell adnunk az Sy €s s kezddértékeket. E matrixoknak sajnos egyelére nem olyan konnyt
értelmet talalni, igy a kezd6érték megadasa esetlegessé valik, a szerzok egyenesen kinullazzak
oket. A simitd eljarashoz — melyet most nem részleteziink — ugyanezen kezddértékek
kellenek, S; és s, gorgetése is eldrefelé zajlik, csak a Sy, becsléseket szarmaztatjuk visszafelé

az idében.

A Kalman-szlir6hoz valé elképesztd hasonlosdg — azonos dallapot-tér modell, négyzetes
optimumok — nem csak az olvasonak lehet feltiind. A folyodirat hasabjain, ahol az eredeti FLS
cikkek is korabban megjelentek, mar 1990-ben vita bontakozott ki a mddszer 1j voltarol.
Tucci (1990) konnyen bebizonyitotta, hogy a Kalman sziiré eloszlasi feltevéseit az FLS-ben
megtéve a két mdodszer mar teljesen azonos, a még ugyanabban a lapban megjelend valasz
(Kalaba-Tesfatsion, 1990b) tovabbra is a tobbszempontusagi és eloszlas-fliggetlenségi érveket
hozta fel. A tdmad¢ érve pedig nem volt erdtlen, de utélag mar tudhatjuk, a gond nem az FLS,
hanem a Kalman-sziird oldaldn volt: épp a Kalman-sziird az, amely tokéletesen miikodik
eloszlasi feltevések nélkiil is (ahogyan feljebb mar utaltunk rd, de ezt akkoriban még nem
feltételeztek).

A két modszer kozotti megfelelés tovabbi részleteihez lassunk egy tételt, amelyet a Kalman-
szurd eloszlasi feltevéses valtozatdban mar 1970-ben (!) bebizonyitottak (Jazwinski, 1970),
Montana et al (2009) pedig kés6bb belatta, hogy az igazolas eloszlasi feltevések nélkiil is
lehetséges. Az allitas szerint a Kalman-sziiré optimalizal6 algoritmusa ekvivalens a kdvetkezd

kifejezés minimalizalasaval f,,.. ., fr szerint:

z +Z IBH—I ﬂt ( t+1 ﬂt) (24)

t=1

Lathatjuk, hogy ez teljesen azonos az FLS (18) koltségfiiggvényével, ahol a stilyparaméter és
az allapotvektor (egyébként diagonalis) kovariancia-matrixa kozott fennall a

Vo =p'1 (25)
p

Osszefiiggés. Ezek szerint a u sulyparaméter segitségével a becsiilt allapotvektor-szekvencia

megvaltozasanak variancidjat direkt modon allitjuk be. Jol latszik tehat, miben kiilonbozik az
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FLS: mig ugyanezt a Kalman-szir6nél a teljes — bar diagonalis — V,, formajaban tessziik meg,
itt egyetlen szam all rendelkezésre a teljes p-tagu variancia leirdsara.

Osszefoglalva tehat, az FLS annyiban restriktivebb a Kalman-sziirénél, hogy az osszes
allapotvaltozo valtozasi varianciajat az egyetlen sulyparaméterbdl eredezteti, igy azok mind
egyenldk lesznek. Ezen kiviil a két mddszer megegyezik egymassal, egyforman jol miikodnek
konkrét eloszlasi feltevések nélkiil is, az elsd és masodrendii momentumokat azonban explicit
vagy implicit modon, de meg kell adjuk. Mindezt az ML mddszerrel annyiban
kiegészithetjiik, hogy a paramétereket — igy akar u-t is — meg tudjuk becsiilni a normalitasi
feltevések meglépése utan.

A rugalmas legkisebb négyzetek szakirodalma a kozgazdasdgtanban joval kdnnyebben
attekinthetd hiresebb tarsaénal, hiszen sokszorta kevesebb cikk késziilt a hasznalataval®. A
mar tobbszor emlitett kezdeti bemutatkozo sorozat és vita (Kalaba és Tesfatsion, 1988, 1989,
1990a, 1990b és Tucci, 1990) idején Tesfatsion és Veitch (1990) alkalmazasban illusztraltak
az FLS képességeit. A szerzok a Goldfeld pénzkeresleti modellt vizsgaltak amerikai adatokra,
amely a pénzkeresletet a sajat késleltetettje és egyéb exogén valtozok segitségével modellezi.
A koefficiensekben idébeli valtozast mutattak ki, rdadasul az AR(1) egytitthato értéke joval
alacsonyabban fluktualt a szokdsos OLS becslésnél, ez a szerzOk szerint alatdmasztast

szolgéltatott a pénzkeresletet korabban 6vezd egységgyok-hipotézis megdontéséhez.

Liitkepohl és Herwartz (1996) nagyon jol hasznalhaté médon altalanositottdk tovabb az FLS
modszert. A minimalizadlandé (18) célfiiggvénybe tovabbi, szezonalis dinamikus 0sszegeket
vettek fel, mindemellett 6k is észrevették az FLS ,,implicit” variancia-restrikcidjat, igy
minden dinamikus tagba (24)-hez hasonléan elére megadott diagonalis matrixokat tettek. A

modszerrel német szezonalis makro-idésorokon értek el eredményeket.

A kétezres években aztan tobben fedezték fel a modellt Kalaba és Tesfatsion eredeti munkait
olvasva, valamint hasonlitottdk 6ssze a Kalman-sziirével, annak ellenére, hogy a kapcsolat
mar kordbban is egyértelmii volt. Kladroba (2005) és Darvas — Varga (2010) szimulécios
vizsgalatokat folytat, ahol mindketten belatjak, hogy az FLS még a Kalman-sziirénél
alkalmazott ML becslés ellenére is jobb lehet, ez azonban nem egyértelmii. Jogos a kérdés,
hogy a szimulacidban miért nem lett teljesen ugyanaz a két modszer eredménye. A valasz a
részletekben rejlik: a tényleges azonossaghoz el kell hagyni az ML-t, és minden kezddértéket
¢s paramétert megfelelore kell allitani. Az FLS szlird tulajdonsagait Morana (2009) is
vizsgalja, aki, bar leirja a megfelelést, az eloszlasi feltevésekben kiilonbséget lat. A teljes €s
részletes bizonyitast végiil a mar sokat hivatkozott Montana et al (2009) cikkben talaljuk, ahol
a szerzOk egy valos idejii pénziigyi alkalmazast is bemutatnak. Egzotikus alkalmazasként még

* Leigh Tesfatsion, az FLS egyik sziilatyja kiting irodalom- és programgytijteményt hozott 1étre ,,az FLS
honlapjan”: http://www?2.econ.iastate.edu/tesfatsi/flshome.htm
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megemlithetjik Wood (2000) munkajat, aki az elnoki népszeriiséget modellezi FLS
segitségével.

4 Markov rezsimvaltéo modellek

Ebben a fejezetben révid bemutatast adunk a Markov rezsimvaltd modellrdl, az idében
valtoz6 egyiitthatdju regresszio kontextusaban. Természetesen, akarcsak az allapot-tér modell,
ez is felirhato joval altalanosabban, itt azonban az el6z0 fejezetekhez hasonldan ragaszkodunk
a linedris regresszios kerethez.

Kiindulédsul be kell vezetniink az (2) linearis regresszid f, egylitthatovektoranak véges sok
lehetséges értéket. Rogzitsiink ilyenbdl N darabot, amelyek mindegyike legalabb egy skalar
elemében kiilonbozik a tobbitdl, ezeket felsd indexszel fogjuk jeldlni:

peB B, ... B (26)

Mivel ezek az egyiitthatovektor-értékek egy-egy értelmii megfeleltetésben allnak a modell N
darab allapotaval, az allapotokra nem vezetiink be kiilon jelolést. Azt feltételezziik, hogy az
allapotok Markov-lancot kovetnek, azaz definicido szerint az allapotok eldrejelzéséhez a

folyamat torténete nem relevans, kizardlag az utolsé idépontbeli allapot, formalisan
P(,Bt = ﬁj|ﬂt—1 = ﬂl) = P(ﬂt = ﬁjlﬁt—1 = ,Bi;ﬁt—z = ﬁk. ) =Dji (27)

Mindennek megfeleléen az allapotok kozotti valtasokat két dimenzidban le tudjuk irni, az Gn.
atmenet (vagy tranzicidés) matrix segitségével. A I atmenetmatrix NXN méretl, és i.
oszlopanak j. eleme megadja, hogy ha az el6z6 iddszaki allapotot a S’ egyiitthatovektor

jellemezte, mekkora annak a valésziniisége, hogy a kovetkezé allapotot éppen /' fogja:

P11 - DPin . )
: ) : ], ahol pji = P(ﬁt = ﬁ]|ﬁt—1 = ﬁl) (28)

Pn1 - DPnN

1=

Mivel az allapotok halmaza zart, azaz barmely allapotbol csakis az N éllapot valamelyikébe
juthatunk (6nmagéat beleértve), konnyl latni, hogy az atmenetmatrix oszlopainak Osszege

éppen egységnyi.’

> A szakirodalom jo része éppen az altalunk hasznalt matrix transzponaltjat alkalmazza. Ekkor az 6sszes tobbi
vektor (emissziok, becslések) sorvektorra kell valjon, a /7-vel vald szorzasok sorrendjét pedig meg kell cserélni,
ezen feliill minden igaz lesz, amit itt irunk. A két feliras teljesen ekvivalens egymassal, mi az oszlopvektorokat ez
esetben kényelmesebbnek tartjuk.
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Ha az el6z0 fejezetekre gondolunk, jol lathaté az allapotdinamikat leiré atmenetmatrix
analdgiaja az allapotegyenlettel, hiszen mindketté a szamunkra nem megfigyelt
egytitthatovektor idébeli alakuldsat adja meg. Vajon mivel irjuk le a megfigyelési egyenlet
megfeleldjét? Olyan leképezés sziikséges szamunkra, amely a megfigyeléseket az allapotok
fliggvényében adja meg, hiszen ez lesz szamunkra a kulcs az allapotok identifikdlasdban az
adott megfigyelés ismeretében. Az emissziés matrix vald erre a célra: minden allapotban
megadja az egyes kimenetek valoszinliségét (természetesen diszkrét véges szamu kimenet
esetében). Modelliinkben azonban folytonos kimenetek vannak, ennek megfelelden az 7,
emisszios vektort definialjuk, amely az allapot fiiggvényében megadja a ¢ i1ddszaki
megfigyelés feltételes stiriségfiiggvényét:

pelBe = BY)
nt=[ = ] 29)

p(ytlﬁt' =pN)

Vegylik észre, hogy az emisszios vektor megadasanal valik az eloszlasi feltevések bevezetése
elkeriilhetetlenné, hiszen a feltételes siriségfiiggvényeket meg kell adnunk, még ha
paraméterezve is. igy példaul, ha linearis regresszionk hibatagjat normalisnak vessziik o
szorassal, akkor y; stirlisége a /i’ egyiitthatovektort tartalmazé allapotot feltételezve nem mas,
mint

p(rel. = 1) = L (2£) (30)

ahol ¢(.) a standard normalis eloszlas striségfiiggvényét jeloli. Ezzel a modelliinknek
megadtuk a ,,megfigyelési egyenletét” is, készen vagyunk a felépitéssel.

Ami most kdvetkezik, az a rendszer predikcio-korrekcid algoritmusa, az analdgia alapjan akar
,LMarkov-szir6”-nek is nevezhetnénk. A kialakuld becsléseink azonban ezuttal nem
kozvetleniil az egylitthatovektor értékére vonatkoznak — hiszen azokat kiilon-kiilon ismerjiik,
hanem az egyes egyiitthatovektorokkal jellemzett allapotok valoszinliség-eloszlasara. Ezt az
eloszlast &-vel fogjuk jelolni, és az als6 indexében a korabbiakhoz hasonléan megmutatjuk,
hogy melyik idSszakban késziilt és melyik idészakra vonatkozik. gy példaul a Eie
valészintiség-eloszlas vektor nem mas, mint

P(Be = B*lye)
Stje = [ : (31

P(p; =',8N|}’t)
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természetesen a vektor oszlopOsszege egységnyi. EbbOl mar konnyedén megkaphatjuk
magara az egyiitthatovektorra vonatkozd f,; becslésiinket, hiszen az egyes valosziniiség-
értékekkel be kell sulyozni magukat a lehetséges egyiitthatdvektorokat:

P(p; =_ Blye)

: = Bft|t (32)
P(B: = BN ye)

,Bt|t =EBly) =[B* .. BY] [

ahol B a lehetséges f’ oszlopvektorokbol képzett pxn méretii matrix.

A rendszer predikcidja itt is az allapotdinamikabol — azaz atmenetmatrixbol — adodik és a
Kalman-sziir6h6z hasonloan igen egyszerii. Ha ugyanis megvan a .11 korrigalt becslésiink,
azaz a t-1. idészaki allapotok valosziniiség-eloszlasa (illetve az 0sszes megfigyelés eddig az
id6pontig), azt Ugy tudjuk eggyel elére gorgetni, hogy megszorozzuk magéval az
atmenetmatrixszal:

§t|t-1 = Hé:t-l\t-l (33)

Az egyenlet egy sordnak kifejtése igazolja az allitast, amely magukbdl a definiciokbol adja
magat. Ezutdn szokds szerint feltessziik, hogy beérkezik a 7. iddszaki megfigyelés, amibdl a
fentiek szerint ki tudjuk szamolni az 7, emisszios vektort, majd a hidnyzo6 becslésre felirjuk
Bayes tételét:

P(:Bt = ﬁilyt) — P(J’t|ﬁt=[’[z;):)’(ﬁt=[f‘) "

Lassuk, mit takar az egyenlet jobb oldala. A szamlalo elsé tényezdje az emisszios vektor i.
eleme, a masodik tag pedig épp az imént kiszamolt .1 becslés i. eleme (ne felejtsiik el, hogy
az egész egyenletet kondiciondljuk a #-1. iddszakra). A nevezd nem mas, mint az y,
megfigyelés feltételes likelihood fiiggvénye, amit konnyen megkaphatunk, ha minden i-re a
szamlalokat 6sszeadjuk:

P(y,) = §V=1 P(Ytlﬁt = Bi)P(ﬁt = Bl) = 1,(77t b2 S;t|t—1) (35)

A masodik egyenldség mindezt roviditett formaban mutatja, az 01j operator az elemenkénti
szorzast jeloli. A (34) egyenlet tehat éppen a keresett becslést adja meg, amelyet zarasként
atirunk vektorialis formaba:

Nt Q&1 _ Ne®ME—1)t—1
1(ne®&e-1)  V(M:®MEr_1jt—1)

Et|t = (36)
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A képlet eredménye még csak valoszinliség-eloszlas, viszont az ismert lehetséges allapotok B
matrixaval vald (32) osszesulyozassal konnyen megkapjuk az aktualis allapot varhaté értékét.
Ezzel az egyszeru szlirGalgoritmussal tehat a paraméterek ismeretében becslést adhatunk az
ismeretlen egylitthatovektor szekvencidjara, mikozben — mintegy melléktermékként — az
egyes megfigyelések likelihood-értékeit is kiszdmoljuk. Nem kétséges tehat, a Kalman-
szlir0hoz hasonlodan itt is hasznalhatjuk az ML moédszert barmelyik paraméter megbecslésére,
gyakorlatilag az egyetlen amit nekiink kell megadni, az maga a modellstruktira (pl. hogy
éppen N darab allapot van, vagy az eloszlasok milyenségét, stb.). Raadasul, itt is lehetséges
simitott értékek szamitasa, melyet az korabbiakhoz hasonléan nem részleteziink.

igy az allapot-tér rendszerekkel szemben a Markov-tipust rezsimvaltos modellben a linearis
regresszionk egyiitthatovektora csak véges sok értéket vehet fel, és feltétleniil sziikséges
eloszlasi feltevésekkel élniink; még akkor is, ha nem hasznalunk maximum likelihood eljarast,
cserébe a rugalmassidga Oriasi. Ezért altaldban olyan alkalmazasokban hasznaljuk, ahol
relative kevés, elmélet szempontjabol is jol megkiilonboztethetd rezsim van, amelyek idoben
feltehetdleg valtogatjak egymast. JO példat szolgaltatnak erre a pénziigyi piacok, ahol az
abrakrol is leolvashatdan valtjak egymast az optimizmus és panik iddszakai: elébbiben felfele
haladnak az arak, a bedrazott volatilitas folyamatosan csokken és az eszkozok kozotti
korrelaciok alacsonyak, mig az utdbbiban aresés, a volatilitds robbandsszeri emelkedése és

megugro6 eszkozosztalyok kozotti korrelaciok tapasztalhatok.

Bar Hamilton (1989) eredeti cikke az tizleti ciklusokrol sz6lt, a modell pénziigyi alkalmazasai
gyorsan elterjedtek, klasszikus példat ad erre Norden és Schaller (1997), de érdemes Dueker
(1997, 2007) munkéssagat is végigkovetni, aki az eszkdzhozamokat rengeteg Markov-féle
specifikdcioval modellezi. Hamilton és Susmel (1994) tanulmanyanak koszonhetéen az
ARCH tipusi modelleket is elérte a rezsimvaltasok feltevése, ugyanezzel idehaza Darvas
(2001) foglalkozott: ¢ a forintkamatlabra illesztett ,.Switching”, azaz rezsimvalt6 ARCH
(SWARCH) modellt.

5 Szimulacios vizsgalat

Ebben a fejezetben egy egyszeri szimuldciot mutatunk be, ahol kiilonbdzé kornyezetekben
lathatjuk az eljarasainkat mikodés kozben, valamint 6sszemérhetjiik azok képességeit. Mivel
az eloszlasi feltevéseket ¢s ML modszert igényld Markov rezsimvaltd modellt mindenképp
szerepeltetni akarjuk, a folytonos modellcsaladbol is a hasonlo feltevésekkel jellemzett
Kalman-sziirét valasztjuk — igy értelmessé valik az dsszehasonlitas.

Célunk azt megvizsgalni, hogy kiilonb6z6 valos f; szekvenciak esetén hogyan becsli azokat

vissza a két modszer sziiré- és simitod algoritmusa. Ezért egy olyan regressziot szimulalunk,
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ahol aztan a szdmunkra fontos egyiitthatéra 6t kiilonbozé feltevéssel ¢€liink, mikdzben egy
masik egylitthatot is beveszlink az egyenletbe, amely azonban minden kisérletnél fehér zaj.
Osszességében tehat a kovetkezd modellt szimulaljuk:

yzzﬁtxlz+ sz2t+N(0, 0-25) (37)
v = N(0, 0.05), x1, ~ N(1, 0.25) és x2~ N(1, 0.25)

A képletekben jelzett 6sszes véletlen valtozo fliggetlen egymastol, az eloszlasoknal pedig a
varhato értékeket és szorasokat tiintettiik fel. Végiil a f,-re vonatkoz6 6t feltevés az alabbi:

e Konstans egyiitthato,

e Diszkrét torés az egylitthatoban,

e Linedris trend az egylitthatdban,

e Szinuszoid mozgas az egyiitthatoban,

e Az egyiitthato egységgyok folyamatot kovet.

A visszabecsléseket mindkét modszernél a helyes specifikacioval végezziik (tehat kétvaltozos
egyenletet tesziink fel), a Kalman-szlir@ esetében az (5) egyenlet értelmében az allapotokat
egységgyok folyamatként kezeljiik és a szlir6t Sy = 0.5-rdl inditjuk, amely egy ,,semleges”
feltevés, mivel ez az egyiitthatd iddbeli atlaga az elsé négy esetben és ebbdl a kezd6értékbol
indul a véletlen bolyongas az 6todik esetben. A Markov modellnél két rezsimet feltételeziink,
amelyekben mindkét egyiitthaté mas-mas értéket vehet fel. Bar elég lett volna a szdmunkra
fontos koefficiens rezsimenkénti valtozdsanak megengedése, a modell szabadsagat az
»lgazsagossag” érdekében minél kozelebb akartuk hozni a Kalman-szlir6éhez. A kezdd
valoszintiségeket itt 50-50%-ra allitjuk a két rezsimben.

Azonos f; sorozat mellett a szimulaciot és visszabecslést ezerszer megismételtiik a 200
megfigyelés hosszusagli adatsorokon, hogy az esetlegességet kiszlrjiik; igy tulajdonképpen
egy Monte Carlo szimulaciot végeztiink. A becsiilt szekvencidk atlagat, valamint 5. és 95.
percentilisét véve konfidencia-intervallumot készitiink, amelyeket — a valds folyamattal egyiitt
— az 1-5a abrédkon mutatunk be. Parhuzamosan, az 1-5b abrdkon egy-egy véletlenszerlien
kivalasztott esettel illusztraljuk tovabb a becslést. Hogy szdmszeriien is attekintést nyerjiink
az egyes modszerek elOnyeir6l és hatranyairol, az 1. tabldzatban a valos és becsiilt
szekvencidk kozotti atlagos RMSE (Root Mean Squared Error) értékeket is kozoljik. A
kovetkezdkben tehat bemutatjuk az 6t feltevést az egylitthatovektor alakuldsara vonatkozoan,
és kiilon-kiilon megvizsgaljuk az eredményiil kapottakat.

e Konstans egyiitthato, f; értékét végig 0.5-0n tartjuk, ez egyfajta kontroll kisérlet. Az

la. 4bran latjuk, hogy varhato érték tekintetében minden eljaras sikerrel vette ezt az
alap-akadalyt, a két Markov algoritmus viszont joval nagyobb bizonytalansagot
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produkalt: vajon miért? A tulajdonképpen technikai valaszt az abra jobb panelén
talaljuk, ahol egyetlen kiragadott eset lathaté a szimulaciokbol: a Markov modell itt
val6jaban egy félre-specifikacidval szembesiil, hiszen csak egyetlen f-érték van a
ketté helyett. Az ML-optimumban viszont aligha garantalhatd, hogy a két kibecsiilt S
egybeessen, valamekkora kiilonbség mindig lesz kozottiik a numerikus optimalizalés
nem tokéletes volta és az aktudlis minta egyenetlenségei miatt. A szliré- ¢és
simitdalgoritmus viszont ettdl ,,ugralni” fog, mert az aktualis zajok miatt hol az egyik,
hol a masik kibecsiilt érték felé hajlik.

A Kalman-sziir6 és simitd kozott is latunk kiillonbséget, bar csak az 1b dbran. Ez nem
az aktualis eset specifikuma, hanem altalanos: a szlir6 becslése mindig volatilisebb,
kornyezetet figyelembe veszi (elére és hatrafelé is), igy ez esetben is helyesen eltalalja

az egyiitthat6 konstans voltat.

A szimulaci6 tanulsdga tehat, hogy a Markov modell becslésének bizonytalansaga
megndhet, amikor hamisan tal sokféle allapotot feltételeziink és a becsiilt rezsimek
viszont tilzottan egybeesnek; ettdl eltekintve az eljarasok jol képesek lekovetni a
konstans értéket, ahogyan azt vartuk.

Diszkrét torés az egyiitthatéban, az értéke a minta felénél 0.3-r6l 0.7-re valt. Ez az
iddbeli viselkedés a leginkdbb kompatibilis a Markov modell feltevéseivel, hiszen a
két értéket két kiilonbozé rezsimnek foghatjuk fel. A 2a-b é&brdkon mindez
gyonyoriien visszakdszon, a Kalman algoritmusok lathatéan rosszabbul alkalmazkod-
nak az ugrashoz, bar ezen kiviil a két modell standard hibdja kozel azonos. A sziirék —
érthetden — csak az ugras utan kezdenek alkalmazkodni, a simitok pedig atsimitjak az
egyiitthatd valtozasat. Osszességében, diszkrét valtasnal a Markov modell gyorsabban
reagal, de a Kalman-szlir6 is hasznalhatoan mikodik.

Linedris trend az egyiitthatéban, értéke a mintdban folyamatosan 0.2-rél 0.9-re
valtozik. Ez az eset leginkabb a versenyen kiviil 1évé FLS-nek lenne megfeleld, hiszen
valojaban itt nem mondhatjuk, hogy p, valtozéasai véletlenek — fiiggetlen azonos
eloszlastiak — lennének. A kordbbi fejezetekbdl azonban tudjuk, hogy elméletben
ennek a ténynek a Kalman-sziirét nem szabad befolydsolnia. A gyakorlatban ez
visszakOszon, a 3a-b abrdk tanusidga szerint a Kalman algoritmusok alacsony
bizonytalansaggal pontosan képesek kovetni a linedris valtozast. Figyeljik meg a
szlir¢ alkalmazkoddsat a kezdd 0.5-0s értékrdl. A simitd mar jobban kozeliti ezen a

kezdeti szakaszon is az egyiitthatot, de az indul6 becsléshez valo ,,htizas™ itt is latszik.
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A Markov modellek itt mar nehezebb helyzetben vannak, hiszen az ML modszer két
rogzitett S allapotot tud csak kijelolni. Ezek az allapotok logikusan jeldlodnek ki a
novekvo linedris szakasz elsd és harmadik negyedéhez, a sziird és simitdé pedig —
nagyjabol kozépen — atvalt a felsd rezsimre, ezt lathatjuk a 3b abran. A masik panel
szerint ez az atvaltds eloszlik a minta kozepén, igy az egyedi eset hibdja ellenére
atlagosan jO becslést kapunk: egyrészt jo nagy standard hibaval, masrészt pedig

egyetlen becsléssel biztosan hibazni fogunk.

Ezt az esetet Osszefoglalva, a Markov modell ,lépcsdsen” becsiil kiilonb6zo
rezsimeket a folytonos valtas helyett, és a valdszinliségek tobbnyire ugy alakulnak,
hogy a sulyozott varhatdé érték nem folytonosan, hanem hirtelen valt at egyik
rezsimbdl a masikba. Linedris ¢és ehhez hasonld folytonos valtozas esetén tehat

érdemes a nagyon jo kovetési tulajdonsagokkal rendelkez6 Kalman sziir6t valasztani.

Szinuszoid mozgas az egyiitthatoban, £, a mintdban egy teljes periddusnyi szinusz
hulldmot végez, melynek kozépértéke és amplitiddja rendre 0.5 és 0.3. Ez az eset
jellegében nagyon kozel all az el6z6hoz, hiszen itt sem véletlenek az egylitthato
megvaltozasai. Ennek megfeleléen a megfigyelésiink is hasonlé: a Markov modell
legfeljebb atlagosan ad jo becslést, a Kalman-sziiré viszont helyesen koveti az
egyiitthatd mozgasat. Figyeljik meg a 4a dbran (és akar az el6z06, linearis esetnél is),
hogy a Kalman-sziir6 varhatéan némi késéssel koveti csak a mozgast; ez egy
altalanosan megfigyelhetd jelenség, amelynek az oka az, hogy az algoritmus egyre
csokkend sullyal, de figyelembe veszi az elmult megfigyeléseket. A simito

természetesen mar nem esik ebbe a hibaba.

Az egyiitthaté egységgyok folyamatot kovet, melynek kiindul6 értéke 0.5. Ez az eset
lathatdéan a Kalman-sziir6 terepe, hiszen tokéletesen megegyezik annak a feltevéseivel,
mig a masik oldalon elére lathatd, hogy a Markov-modell becslésének josaga itt
esetleges, nagyban fligghet a folyamat mintabeli alakulasatol. Az 5a-b dbrdkon 1évo
realizaciobol az el6zd két esethez hasonlora kovetkeztethetiink: bar a Markov modell

szabadséaga joval kisebb, itt is megfelelden valasztja ki a rezsimeket és valt kdzottiik.

A szimulaci6 Osszefoglalasaul tekintsiink az atlagos négyzetes hibakat 6sszegzo 1. tablazatra!

Megallapithatjuk, hogy azokban az esetekben, ahol a feltevések megegyeznek az adott modell

feltevéseivel, (1) a simitdeljaras jobb eredményt produkal a sziirénél, és (2) az adott modell

jobban miikodik a masiknal. A fentiekben részletesen leirtuk, hogy melyik eset melyik modell

feltételrendszerének kedvez jobban, és mindezek a tapasztalt hibakban is visszakdszonnek,

ami nem meglepd. Ahogyan az sem meglepd, hogy félrespecifikdlds hianyaban az a jobb

eljaras, ami az adott pillanatban ,jovObe lat”, tehat ismeri az Osszes adatpontot. Ne
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feledkezziink el viszont arrdl sem, hogy valos idejii alkalmazéasban csak a sziirt eredmények
allnak rendelkezésre!

6 Osszefoglalas

Tanulméanyunkban az idében valtozo egylitthatoji linedris regressziora felirt Kalman-sziir6t, a
rugalmas legkisebb négyzetek modszerét és a Markov rezsimvaltéos modellt hoztuk k&zos
keretbe és hasonlitottuk Oket Ossze elméletben ¢és gyakorlatban. A Kalman-sziird egy olyan
algoritmikus frissitd eljaras az allapot-tér modell allapotvaltozojanak becslésére, amely
négyzetes értelemben optimalis mind a megfigyelések, mind az allapotvektor valodi
értékektol vett eltérése szempontjabol. A rugalmas legkisebb négyzetek modszere
ugyanebben az allapot-tér keretben, ugyanugy az dallapotvaltozd becslésére szolgal, a
célfiiggvénye azonban a kozonséges legkisebb négyzetek modszerének egy logikus
tovabbgondolésa: a ,,szokdsos” eltérésnégyzetek mellett egy dinamikus tagot is tartalmaz,
amely az allapotvektor idObeli valtozasanak varianciajat kontrollalja. A célfiiggvény az OLS-
hez hasonldan eloszlasi feltevések nélkiil optimalizalhato, €s az is igazolhato, hogy némi
restrikciok figyelembe vételével a Kalman-sziirdvel azonos eredményre jut.

A Markov rezsimvaltd modell alapjaiban hasonlé az allapot-térhez, a latens allapotvaltozo
azonban itt diszkrét értékeket vehet fel, amelyeknek az egymdsba vald atmenete Markov
lancot alkot. A megfigyelések feltételes stirliségfiiggvényének ismeretében adhatunk
szlirdeljarast az allapotvektor becslésére, itt tehat nem keriilhetjiik el az eloszlasi feltevéseket
a megfigyelt valtozonkra vonatkozdéan. Mind a Kalman-sziirt, mind a Markov sziirét
alkalmazhatjuk egyiitt a maximum likelihood modszerrel, amely a modellek gyakorlatilag
barmely paraméterét ki tudja becsiilni.

A tanulmény gyakorlati része regressziokat szimulalt, majd becsiilt vissza a Kalman-sziir6 és
a Markov modell segitségével, eloszlasi feltevések mellett, a maximum likelthood modszer
segitségével. Az eredmények szerint egyrészt az idében valtozo egylitthatora vonatkozo
feltevéstdl fliggden az a modell teljesitett jobban, amelynek a feltevései kozelebb allnak az
egyiitthatoé¢hoz, masrészt a simitdeljarasok jobb eredményt érnek el a sziiréeljarasoknal. Ezek
alapjan, ha a regresszio egyiitthatjaban hirtelen ugrasokat feltételeziink, érdemesebb a
Markov modellt hasznalnunk, mig ha folytonos valtozast, akkor inkdbb a Kalman-sziirdt.
Emellett, amig nem valds ideji, ,,on-line” tipust becsléssel van dolgunk, a sziiréeljarasok

helyett érdemes simitokat alkalmaznunk.
A tanulmdnybdl egyelére kimaradt néhany ,kozonségesebb”, am intuitivabb legkisebb

négyzetek alapu becslési valtozat, amelyet maig gyakran lathatunk elemzésekben: ezek a
mozgodablakos OLS, illetve a rogzitett kezddpontbol induld OLS, amelyet rekurziv legkisebb
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négyzetek modszerének is neveznek. Ezek a mddszerek nagyon kozel allnak az FLS-hez,
terveink kozott szerepel annak bemutatdsa, hogy pontosan mennyire, valamint hogy
Osszehasonlitva a tobbivel, hogyan teljesitenek a gyakorlatban. Hasonl6an, az idében valtozo
paraméterli regresszio Bayes-i eszkdzokkel is becsiilhetd, amely modszer az utobbi években
kiilonosen nagy teret hoditott, ezt a modellt is célszeri igy bevenni a vizsgélatba.
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Fiiggelék

Kalman Markov
Feltevés S, -re Sziiré Simit6  Szrd Simit6d
Konstans 3.5% 3.1% 8.0% 8.3%
Diszkrét ugras 9.9% 8.4% 8.2% 7.2%
Linearis trend 7.5% 6.6% 12.5% 12.7%
Szinuszoid mozgas 9.3% 6.7% 12.0% 11.8%
Egységgyok folyamat 12.6% 10.3% 14.2% 13.8%

1. tablazat — A szimulacidk és visszabecslések atlagos RMSE értékei

Az egyiitthatora vonatkoz6 6t feltevés, négyféle becslo eljaras.
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1a —b. dbrak — Kalman és Markov becslések, idében konstans egyiitthaté, #,= 0.5

A bal oldalon 1000 realizacio atlagos becslése lathato 5 és 95%-os kvantilisekkel, a jobb oldalon egyetlen realizacio becslései.
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2a — b. abrak — Kalman és Markov becslések, diszkrét torés az egyiitthatoban, g, = 0.3(<100) + 0.7(z > 100)

A bal oldalon 1000 realizacié atlagos becslése lathato 5 és 95%-os kvantilisekkel, a jobb oldalon egyetlen realizacio becslései.
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3a —b. abrak — Kalman és Markov becslések, linearis trend az egyiitthatéban, £, = 0.2 + 0.7(¢/200)
A bal oldalon 1000 realizacié atlagos becslése lathato 5 és 95%-os kvantilisekkel, a jobb oldalon egyetlen realizacio becslései.
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4a — b. abrak — Kalman és Markov becslések, szinuszoid mozgas az egyiitthatoban, g, = 0.5 — 0.3 sin(27#/200)
A bal oldalon 1000 realizacio atlagos becslése lathatd 5 és 95%-os kvantilisekkel, a jobb oldalon egyetlen realizacio becslései.
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5a —b. abrak — Kalman és Markov becslések, egységgyok az egyiitthatéban, g, = .1 +0.05¢, ahol & ~ N(0,1)
A bal oldalon 1000 realizaci6 atlagos becslése lathato 5 és 95%-os kvantilisekkel, a jobb oldalon egyetlen realizacio becslései.
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