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2 Medvegyev Péter: Bevezetés a valészinliségszamitasba

A valdszinliségszamitds targyaldsakor a szokdsos kiinduldsi pont a valdszintiségi me-
20, az eseménytér és az események alapvetd tulajdonsdgainak bevezetése. A feladatok
és a konkrét valdszintiségszamitasi problémdk meghatirozasakor a valdszintiségeket
gyakran kozvetleniil nem ismerjiik, és az alkalmazdsok sordn csak a feltételes valdszi-
niiségekre tudunk kovetkeztetni és a feltételes valdszintiségekbdl a teljes valdszinliség
tétele segitségével szamoljuk ki a valdszintiségeket. Ennek megfelelGen a teljes valo-
szintiség tételét mint a valdszinliségszamitds egyik alapeszkozét az alapdefiniciokkal és
alapfogalmakkal egyiitt targyaljuk.

1.1. Eseménytér

Minden valdszin{iségszdmitdsi modell megaddsakor meg kell adni a lehetséges kime-
netelek Q halmazdt, az Q halmaz részhalmazaibdl 4ll6 megfigyelhets események o7
csalddjit és az A € &7 megfigyelhetd események P (A) valészintiségét. Az Q alaphal-
mazt szokds biztos eseménynek is nevezni. Az (Q, o7, P) hdrmast egyiitt valészintiségi
mezdnek mondjuk. Az <7 halmaz elemei tehdt maguk is halmazok, mégpedig az Q
biztos esemény részhalmazai. Vagyis ha A € o7, akkor A C Q. Bdr nyilvdnvald, azért
érdemes hangsilyozni, hogy a P valésziniliség egy az </ halmazrendszeren értelme-
zett halmazfiiggvény, vagyis egyrészt halmazokhoz rendel szamokat, masrészt csak az
o/ halmazrendszerben szereplé halmazokhoz rendel szamot. Ha az Q valamely rész-
halmaza nem eleme a lehetséges események .27 csalddjanak, akkor ezt a halmazt érte-
lemszertien nem tekintjiik eseménynek, és ezért nem is tulajdonitunk neki valészintisé-
get. Szemléletesen a lehetséges események &7 halmaza azokbdl az eseményekbdl all,
amelyeket, legaldbbis elvileg, meg tudunk figyelni, vagyis amelyekrdl el tudjuk don-
teni, hogy bekovetkeztek vagy sem. Elvileg tehat kiilonbséget kell tenni események és
(rész)halmazok kozott, vagyis minden esemény részhalmaz, de nem megforditva. En-
nek ellenére, némiképpen pontatlanul, hacsak nem okoz zavart, a halmaz és az esemény
elnevezést egymas szinonimdjaként fogjuk kezelni.

1.1.1. Definicié. A val6szintiségszamitds axiéomadi szerint az (Q, .o, P) val6szintiségi
mezd a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. Minden A € & esetén a P(A) értelmes és P(A) > 0.

2. Qe o ésP(Q)=1. Az Q biztos esemény egyuttal lehetséges esemény is, és a
biztos esemény valdszintisége 1.

3. HaA € &7, akkor az A€ € &/ szintén teljesiil. Vagyis egy megfigyelhet§ esemény
komplementere is megfigyelhetd, igy lehetséges esemény.

4. Ha A},Ay,... legfeljebb megszdmldlhaté sok esemény, vagyis Ay € <7, akkor
U Ax € 7. Tehdt az o7 zért a legfeljebb megszdmlalhaté egyesités miiveletére.
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5. HaAj,A;,... legteljebb megszamlalhat6 sok paronként diszjunkt esemény, akkor
P<UA1<) =Y P4y,
k=1 k=1

vagyis legfeljebb megszdmldlhaté sok paronként diszjunkt esemény egyesitésé-
nek valdszintisége éppen az egyesitésben szereplé események valdszintiségének
osszege. Erdemes felidézni, hogy paronként val6 diszjunktsdgon értelemszertien
azt értjiik, hogy ha n # m két kiilonbozs index, akkor A, NA,, = 0.

Mivel NpAg = Ny (AS) = (UrAS)©, ezért a lehetséges események 7 halmaza nemcsak
a legfeljebb megszamldlhat6 egyesitésre, hanem a legfeljebb megszamlalhaté metszetre
nézve is zart, vagyis megszamldlhaté sok lehetséges esemény metszete is lehetséges
esemény.

1.1.2. Példa. Két kockaval val6 dobdshoz tartozé valészintiségi mezd.

Tegyiik fel, hogy két kockét egyszerre feldobunk. Ilyenkor a lehetséges kimenetelek
halmaza az (i, ) szdmpérokbdl &ll, ahol i és j az 1,2,3,4,5,6 szdmok valamelyikét
vehetik fel. Vagyis az Q elemeinek szdma 36. Az o/ elemei azok a halmazok, ame-
lyek megfigyelhetéek. Hogy mely szdmparok figyelhetéek meg, az attdl fiigg, hogy a
kockdk kiilonbozéek vagy sem. Ha megkiilonboztethetéek, akkor az Q minden rész-
halmaza eleme az </ eseményrendszernek. Ha azonban nem, akkor példéaul az (1,2)
kimenetelbdl 116 halmaz, vagyis az {(1,2)} egy elemi halmaz nem esemény, csak az
{(1,2),(2,1)} két elemii halmaz lesz eleme az ¥ megfigyelhetd eseményrendszernek.
Ennek megfelelGen a P valészintiség nem lesz feltétleniil értelmezve az Gsszes részhal-
mazra, és lesznek olyan kimenetelek is, amelyekhez tartozé egy elemii halmazoknak
nem lesz valdszintisége. Példdul a P ({(1,1)}) = 1/36 egyenlség teljesiil, fiiggetleniil
attol, hogy a kockdk megkiilonboztethetGek vagy sem, de a P ({(1,2)}) = 1/36 egyen-
16ség csak akkor értelmes, ha a kockak megkiilonboztethetek. Ennek kapcsdn érdemes
nyomatékosan hangsulyozni, hogy a P a részhalmazokon és nem a kimeneteleken van
értelmezve, ezért semmi sem biztositja azt hogy az egy elem{ halmazok rendelkeznek
val6szintiséggel.

d

1.1.3. Példa. Sztochasztikus folyamatok, filtraciok.

7oz

Az el6z6 példaban szerepl$ kockakat a legegyszertibben tgy tudjuk megkiilonboztetni,
ha egymads utdn dobjuk fel 6ket. Ha az Q kimenetelei fiiggnek az id6t6l, akkor szto-
chasztikus folyamatrdl beszéliink. Ilyenkor az Q elemeit azonosithatjuk a sztochaszti-
kus folyamat trajektéridival, ahol trajektdridn a folyamat lehetséges lefutdsait megadd
(id6viltozods) fuggvényeket értjiik. Sztochasztikus folyamatok esetén kézenfekvd be-
szélni valamely idSpontig megfigyelhetd eseményekrdl. Ha %, jeloli a ¢ idGpontig
bezéardélag megfigyelhetS események Osszességét, akkor nyilvan .%; C .Z; valahdnyszor
t <s. Az (Q,%,P) harmas minden 7-re egy 6ndll6 valészinliségi mezSt definidl. A
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t idGparaméterrel indexelt (.%;) eseményrendszert szokds filtrdciénak mondani. Példa-
ul ha egy kockat egymads utdn kétszer dobunk fel, akkor az %/ eseményrendszer a 36
elembdl allé

Q={(i,j)|i,j=1,2,...,6} = Re X Re,

Descartes-szorzat 9sszes részhalmazdbdl dll, ahol Rg = {1,2,3,4,5,6}. Ertelemszeriien
Z, = /. Ugyanakkor az .#) elemei az olyan A C Q halmazok, amely els6 koordindtdja
az Rg egy részhalmaza, a mdsodik koordindtdja azonban mindig a teljes Rg halmaz,
ugyanis az elsé kocka feldobdsa utdn csak a szampar els6 elemét tudjuk meghatdrozni,
a masodik elem ekkor még az Ry tetszSleges eleme lehet.

d

1.1.4. Példa. Egy kockdval addig dobunk, amig 6-os nem jon ki. Adjuk meg a valGszi-
niiségi mezGt!

A lehetséges kimenetelek Q halmaza az (iy,is,...,i,_1,6) alakd véges sorozatok hal-
maza, ahol az iy az 1,2,3,4,5 szamok valamelyike. Mivel el6fordulhat, hogy végtelen
sok dobds esetén sem lesz a dobott szdm hatos, ezért az Q alaptérhez hozzd kell még
csapni az (iy, iy, ...) alakd végtelen sorozatokat is. A lehetséges események o/ halma-
zanak vehetjik az Q Osszes részhalmazdnak halmazat. A végtelen sorozatok halma-
zénak valészintisége nulla, az @ = (iy,iz,...,i,—1,6) alakd kimenetelek valészintisége
1/6". Alternativ médon, kényelmi megfontoldsokbdl, az Q alaptérnek tekinthetjiik az
Re ={1,2,3,4,5,6} értékd végtelen sorozatok halmazat is, vagyis feltehetjiik, hogy a
kockdt mindig végtelen sokszor feldobjuk. De a P valészin{iség meghatdrozdsakor a
mar elmondottak szerint kell eljarni. Ha N az olyan sorozatok halmaza, amelyek nem
tartalmazzdk a hatos szdmjegyet, akkor P (N) = 0, a hatos szdmjegyet tartalmazé so-
rozatok valészintisége 1/6", ahol n az els§ hatos indexe. Barmennyire is drtatlannak
tlinik a definicid, potencidlisan tartalmaz egy matematikai ellentmondast. A példaban
o/ az Osszes részhalmazok halmaza. Az axiémak szerint az ./ minden elemének kell
valésziniiséget tulajdonitanunk. Az Q 8sszes részhalmaza kozott vannak olyanok is,
amelyek elemeinek szdma nem megszdmldlhaté. A P val6szinliség megaddsakor azon-
ban latszolag csak az egyes kimenetelek valdszintiségeit adtuk meg. Ha ismerjiik az
egyes kimenetelek, az Q biztos esemény @ € Q elemeinek val6sziniiségét, akkor a va-
16szintiség definicidja alapjan csak az olyan A C Q események valészintiségét tudjuk
megadni, amelyek elemeinek szdimossaga legfeljebb megszdmldlhat6. A hatosra vég-
z8d6 véges sorozatok szdmossdga megszdmldlhatd, igy az Q minden részhalmazanak
tudunk valdszintiséget deﬁniélnﬁ

O

'Ha az Q téren az sszes sorozatok halmazit értjiik, akkor azokat a sorozatokat, amelyek az elsG hatosig
megegyeznek ekvivalensnek tekintjiik. Igy az Q elemei valGjaban ekvivalenciaosztilyok. Vegyiik észre, hogy
mivel az axiémak nem teszik lehetdvé a val6szinliség minden tovabbi megfontolds nélkiili kiterjesztését, elvileg
matematikai ellentmonddsok szarmazhatnak az (Q, <7, P) definidldsakor. Ezen problémadk targyaldsatél azonban
eltekintiink.
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A valdszintliségi mez§ definiciéjabodl egy sor kézenfekvs tulajdonsdg vezethetd le. Ezek
koziil tekintsiik néhdny igen egyszerfit:

1. TetszGleges A € 7 esetén P(A°) =1 —P(A). Valéban: mivel AUA = Q és ANA® =
0, ezért

1=P(Q)=P(AUA)=P(A)+P(A),
amibdl az egyenlGség mar trivialis.
2. Ha A,B € &/ és A C B, akkor P(B\A) =P (B) —P(A), specidlisan a P(B\A) > 0
miatt P(B) > P(A). A bizonyitdshoz emlékeztetiink arra, hogy B\A = BN A€, ahol az

= egyenldség a definicié szerint valé egyenlGséget jelenti. A B\A és az A halmazok
diszjunktak, és mivel a feltétel szerint A C B, ezért

(B\A)UA = (BNA“)UA = (BNA°)U(BNA) =BN(AUA) =BNQ =B,
ebbdl
P(B\A) +P(4) = P(B),
amibdl az egyenlGség mar evidens.

3. Tetsz6leges A, B € </ esetén P(AUB) =P (A)+P(B) —P(ANB). A bizonyitdshoz
vegyiik észre, hogy
AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A),

ahol az egyesités paronként diszjunkt, ugyanis példaul
(A\B)N(ANB) = (ANB)N(ANB) =
= (ANnA)N(BNB°)=0.
Ebbdl, kihaszndlva, hogy BNA CAésBNACB
P(AUB) = P(A\B)+P(ANB)+P(B\A)=
= P(A)-P(ANB)+P(ANB)+P(B)—P(ANB),
amibdl az egyenldség mdr ismét evidens.

4.HaA, /A, vagyishaA, CA, | ésA=U;_ A, akkor P(A,) /~P(A). A bizonyi-
tashoz vezessiik be az Ag = 0 és By = Ay \Ax_1 halmazokat. Az A, C A, tartalmazds
miatt A, = U}_, By. Nyilvdn a B; halmazok paronként diszjunktak, kovetkezésképpen

PU) = P(UA)=PUB) = Y P(B) = lim Y P(B) =
k=1 k=1
= nlijoloP(An)

és a (P (An)) sorozat nyilvdn monoton nd.
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5.HaA, \ A, vagyishaA, 1 CA,ésA=nN"_|A,, akkor P(A,) \(P(A). Az Gssze-
fiiggés igazoldsdhoz elég a komplementer halmazokra &ttérni. Ha B, = A¢ és B = A°,
akkor B, * B. Ebbsl

1—P(4,) =P(B,) /'P(B) = 1 -P(A),

amibdl a P (A,) N\, P (A) konvergencia mdr evidens. A két ut6bbi tulajdonsagot szokds
a val6sziniiség folytonossdgi tulajdonsigainak is mondani.

6. A val6szintiség megszamldlhatéan szubadditiv, vagyis tetszSleges (A,) legfeljebb
megszamldlhaté halmazbdl 4116 eseményrendszer esetén P (U,A,) <Y, P(A,). Speci-
alisan ha az (N,) eseményekre P (N,) = 0, akkor P (U,N,) = 0. Valéban: véges ese-
ményrendszer esetén az egyenlStlenség a kordbbi tulajdonsdgokbdl indukcidval kapha-
to:

P (Ui A) +P (A1) —P((UiZ1Ak) NAL 1) <

P(Uia)
n+1

P(A)+P(Anp1) = Y P(A).
=1

IN
[ngE

k=1

A végtelen eset igazoldsihoz vegyiik észre, hogy B, = Uj_ Ay /B =U;_ Ay, 1gy az

egyenlStlenség mind a két oldaldn hatdrértéket véve és felhaszndlva a valszinliség mar
belatott folytonossagi tulajdonsagat

D=
s

P(UZA¢) =P(B) = lim P(B,) < lim
s

n—oo

P(A;) =
| i

P(Ay).

k 1

O

1.1.5. Példa. Mi a valdsziniisége, hogy harom kockdval torténd dobds esetén a legna-
gyobb dobott érték 5-6s?

A, jelentse azt, hogy a legnagyobb dobott érték nem haladja meg n-et, vagyis, hogy
egyik kockdval sem dobunk n-nél nagyobbat. Nyilvin P (As) = (5 /6)3 és P(A4) =
(4/6)°. Annak a val6szintisége, hogy a legnagyobb dobott érték pontosan 5 egyenld
P(As\A4) = P(As) —P(A4) = (5/6)° — (4/6)> ugyanis A4 C As. Specidlisan (5/6)° —
(4/6)> =61/216.

0

1.1.6. Példa. A tarsasdgi bridzs jatékndl szokds szerint hiizds donti el, hogy ki kivel
jatszik: a két legnagyobb, illetve a két legkisebb lapot hizé jatszik egyiitt. Péter a 12.
legnagyobbat, Kati a 28. legnagyobbat hizza az 52 lapbdl. Mi a valésziniisége, hogy
egyiitt fognak jatszani?

A jelentse azt az eseményt, hogy 6k hiztdk a két legnagyobbat, B pedig azt, hogy a
két legkisebbet hiiztak. A és B diszjunkt események, tehdt P(AUB) = P(A) + P(B). Az
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A esemény akkor kovetkezik be, ha a tovabbi két hizds a Katiénal kisebb 24 lapbdl
torténik, ennek valdszindsége:

%) 2423 276
PA=50) = 5040 = 1225
2
Hasonl6an
P(B)_@_ 1110 11

%) T 50.49 245"

fgy a keresett val6szintiség a két szdm osszege, vagyis 0,2702.

1.2. Feltételes valosziniiség

A val6szinliségszamitds konkrét alkalmazdsaiban a P valdszintiséget dltalaban kozvetett
modon, a feltételes valdszintiségek megadasdval hatdarozzuk meg.

1.2.1. Definicié. Ha A és B lehetséges események és P (B) > 0, akkor definici6 szerint

P(ANB)

P(A1B)=

A feltételes valdszinilség segitségével megfogalmazhatjuk a teljes valdszintiség tételét.
Ehhez sziikségiink van egy tovédbbi definicidra.

1.2.2. Definicié. Egy legfeljebb megszamldlhat6 darab eseménybdl 4116 (By) esemény-
rendszert teljes eseményrendszernek mondunk, ha

1. P(UkBk) =1,
2. P(ByNB;) =0 valahdnyszor j # k.

1.2.3. Tétel (Teljes valGszintiség tétele). Ha (By) egy teljes eseményrendszer és minden
k-ra P (By) > 0, akkor minden A € o halmazra

P(A)=) P(A|By)-P(By).
k

Bizonyitas: A tétel bizonyitasa majdnem triviélis. Az egyetlen ,,nehézség” abbdl ered,
hogy a (By) teljes eseményrendszer definiciéjdban nem tettiik fel, hogy By NB; = 0,
csak az ennél gyengébb P (B/< NB j) = 0 Osszefiiggést koveteltik meg. Vezessiik be
az Nij = By N Bj halmazokat. Ha k # j, akkor a feltételek szerint P (Nj;) = 0. Le-
gyen tovabbd Ny = Q\ (UgBy). A teljes eseményrendszer definiciéjabdl evidens, hogy
P (No) = 0. Jelolje N az imént bevezetett nulla valdszintiségli halmazok egyesitését.
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Mivel az N legfeljebb megszdmldlhaté nulla valészintiségli halmaz egyesitése, ezért a
valésziniliség mdr beldtott szubadditivitdsa miatt az N val6szintisége szintén nulla. Nyil-
vanvalé médon tetszSleges C eseményre

P(CNNC)

P(CNN)+0=P(CNN°)+P(CNN) =
P((CNN)U(CNN))=P(CN(NUN)) =P(C).

Kovetkezésképpen a P valdszintiséget lesztikitve az N halmazra djra valszintiségi me-
zGt kapunk, igy feltehetjiik, hogy a teljes eseményrendszer definicidjdban a kiilonb6z6
Bj halmazok diszjunktak és az egyesitésiik az Q biztos esemény. Felhasznalva, hogy a
By halmazok val6sziniisége pozitiv,

P(4) = P(ANQ)=P(AN(UBY)) = LPANE) =
k
_ P(ANBy) . .
= L@, PEO=LP@I5)PE).

A bizonyitds elemzésébdl vildgos, hogy az egyetlen 1épés, ahol a P (By) > 0 feltételt
felhasznéltuk az a
P(ANBy)

P(AﬂBk) = P(Bk)

P (By)

egyenldség, amely a P (By) = 0 esetben értelmetlen. A valdszintiségszamitdsban gyak-
ran szokds €lni avval a konvenciéval, hogy ha egy szorzat valamelyik tényez&je nulla,
akkor az egész szorzat értéke is nulla, fiiggetleniil attél, hogy a masik tényezs véges,
értelmes, vagy esetleg végtelen. Ha a teljes valdsziniiség tételében szerepld szorzatokra
alkalmazzuk ezt a megdllapodast, akkor a P (By) > 0 feltételek elhagyhatéak. Ilyenkor
célszert a teljes eseményrendszer definicidjat is modositani. Gyakran teljes esemény-
rendszeren az Q tér eseményekbdl 4llo, legfeljebb megszdmldlhaté szdmossdgu par-
ticidjat szokds érteni, megengedve a nulla valésziniiséggel rendelkezd halmazokat is.
Vagyis mivel legfeljebb megszamlalhaté darab nulla valészintiségli halmazt szabadon
hozzéicsatolhatunk az eseményrendszerhez, ezért ilyenkor egy By € </ halmazokbol
4all6 legfeljebb megszdmldlhaté halmazrendszert akkor mondunk teljes eseményrend-
szernek, ha a (By) csaldd egy partici6, vagyis ha UyBy = Q és By N B; = () valahdnyszor
k#j.

d

Miként a bizonyitdsbol latszik, a teljes valdszinliség tétele a feltételes valdszintiség de-
finicidjabol kovetkezd trividlis azonossdg. Ugyanakkor konkrét feladatokban altalaban
aP(A) val6szintiség nem ismert, csak a feltételes valészintiségekre, illetve a teljes ese-
ményrendszer valdszintiségeire tudunk kdvetkeztetni. Ilyenkor az azonossagot a P meg-
hatdrozasara hasznaljuk.

1.2.4. Példa. Mésodikra kihdzott golyé szinének valdszintisége az urnamodellben.
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Az elemi valészintiségszamitas klasszikus modellje az urnamodell. Az urnamodellben
megfogalmazhat6 legegyszer(ibb példdban egy urndban két kiilonbozd szint golyé van,
mondjuk 6t darab piros és harom darab fekete. A legegyszer(ibb kérdés a kovetkezd:
Ha egymads utdn kétszer hizunk, akkor mi lesz annak a valészintisége, hogy a masod-
szorra kihizott goly6 piros lesz. A szokdsos megoldds a kovetkez6: Az elsére kihizott
goly6 szine egy teljes eseményrendszert alkot. Ha By a piros és B, a fekete golyéhoz
tartoz6 eseményﬂ akkor P(By) =5/8 és P(B;) = 3/8. Ha A jeloli azt az eseményt,
hogy a mésodik golyé piros lesz, akkor P(A | By) =4/7 és P(A | By) =5/7, ugyanis
a masodik hizas el6tt az urnaban mar csak hét golyé maradt, és attdl fiiggben, hogy
pirosat vagy feketét huztunk az els6 hizdsra, a hét goly6bdl négy vagy ot lesz a piros.
Igy a teljes valSsziniiség tétele miatt

45 53
P(A) = 73 + 73"
Ugyanakkor vegyiik észre, hogy hallgatélagosan tobb feltételezéssel is éltiink. Egyrészt
nyilvan feltettiik, hogy egy adott szin kihtizdsanak valészinlisége az urndban levs go-
lydk ardnydval azonos, de azt is feltettiik, hogy az els6 hizés utan valamilyen médon
nem valtozik meg a golydk szine. Természetesen a feladat megfogalmazasabdl ez ké-
zenfekvd, de ugyanakkor ez a hallgatdlagos feltétel tipikus példdjat adja annak, hogy
konkrét példdkban a feltételes valdsziniiség definidlja a valdszintiséget és nem forditva,
miként azt az alfejezet elején tettiik, vagy miként azt a feltételes valdszintiség definici-
6ja alapjan gondolndnk.
d

1.2.5. Példa. Atmenetval6szintiségek a Markov-lancokban.

Az egyik legegyszer(ibb sztochasztikus folyamatok a Markov-lancok. Tegyiik fel, hogy
egy rendszer véges szamu dllapot valamelyikében lehet. A legegyszer(ibb esetben a fo-
lyamatat = 1,2,... idS6pontokban az egyik dllapotbdl atugrik egy masik dllapotba. Az
alapfeltétel, vagyis a Markov-lancot definidl¢ tulajdonsdg, hogy annak a valészintisége,
hogy hova ugrik a kovetkezd idGpontban a rendszer csak az aktudlis dllapottdl fligg,
és nem fiigg példaul attél, hogy miként jutott a rendszer az aktudlis dllapotba. A mo-
dell megaddsdhoz meg kell mondani, hogy milyen valészinliséggel ugrik a rendszer az
egyik dllapotbdl a mdsikba. Jeldlje p;; annak a val6szinliségét, hogy a rendszer az i
allapotbdl a j dllapotba ugrik. Vegyiik észre, hogy hallgatélagosan azt is feltettiik, hogy
a p;; dtmenetval6szintiségek nem fiiggnek az id6tSl. A p;; egy feltételes valoszintiség:
annak a valésziniisége, hogy a rendszer a ¢ + 1 id6pontban a j dllapotban lesz, feltéve,
hogy a ¢ id6pontban az i allapotban volt. Ha a rendszer lehetséges allapotainak sza-
ma N, akkor a p;; dtmenetvaldszinliségekbdl alkothatunk egy N x N-es P mitrixot. A
rendszer ¢ = 0 idSpontban felvett dllapotai egy teljes eseményrendszert alkotnak. Ha a
t = 0 id6pontban a rendszer r; val6szintiséggel van az i dllapotban, akkor a teljes vald-
szinfiség tétele alapjan annak a valésziniisége, hogy a rendszer a t = 1 idSpontban a j

2Természetesen az elsd hiizdshoz tartozé szinekrdl van szo.
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allapotban lesz Zf’: 1 Tipij- Ha az r; feltétel nélkiili valészinliségeket egy gg sorvektorba
rendezziik, akkor a ):i.\’: L ripij éppen a qoP szorzat j-edik eleme. Ha g; = goP, akkor
a gondolatmenetet a r = 1 és a t = 2 id6pontok kozott alkalmazva a g» = g1 P = goP?
sorvektor a rendszer lehetséges dllapotainak valdszintiségét adja meg a t = 2 id6pont-
ban. Az eljarast nyilvén tetszSleges ¢ idSpontra folytathatjuk. A példdban ismét azt
latjuk, hogy kozvetleniil a valoszintiségek nem adottak és a modell alapadatai (részben)
feltételes valdszintiségek.

|

1.2.6. Példa. Péter és Pél pingpongoznak. Mindkett$ 1/2 valdszintiséggel nyer minden
jatszmat. A jaték tétje egy tabla csokoladé, és ezt az nyeri el, aki hdrom jatszmat tud
egymds utdn megnyerni. Az els6 jatszmdt Péter nyeri, mi a valdszintisége, hogy 6vé
lesz a csokolddé?

Jeloljiik egyessel, ha Péter nyer egy jatszmadt, és nulldval, ha veszit. A keresett valdszi-
niliséget pedig jeldljiik P (A) = p-vel. Ha a kovetkezd két jatszma koziil Péter barmelyi-
ket elveszti, vagyis aldbb a feltétel valamelyik indexe nulla, onnantdl a nyerésének valo-
szinlisége 1 — p lesz, hiszen P4l keriil ugyanolyan helyzetbe, mint Péter volt kordbban.
A kovetkez6 két jatszma alakuldsa szerint bontsuk fel az eseményteret, és alkalmazzuk
a teljes valdszintiség tételét a By, Bg és By teljes eseményrendszerre. Eszerint

P(A) = P(A|B)P(B11)+P(A]B1o)P(Bio) +P(A]|Bo)P(By) =
_ 1%—0—(1—]))%4—(1—[))%:1—%[).

Ebbdl p = 4/7. A figyelmes olvasé felvetheti, hogy el6fordulhat-e, hogy pozitiv va-
16szinliséggel nem lesz a jatéknak nyertese. A jatéknak akkor van vége, ha valame-
lyik jatékos haromszor egymds utdn nyer. Az Q tekinthet a nulla és egy szamokbdl
allé végtelen sorozatok halmazanak. Jelolje A azokat a kimeneteleket, azokat a soro-
zatokat, amely sordn valaki nyer. Az A esemény olyan sorozatokbdl 4ll, amelyben van
legaldbb harom egymads utdn kovetkez8 nulla vagy egyes. Ha B jeloli azokat a soroza-
tokat, amelyekben legaldbb hdrom darab egymads utdni egyes van, mégpedig gy, hogy
azegyesek az 1,2,3 vagy az 4,5, 6 stb. helyeken vannak, akkor B C A. A B halmaz 4ltal
leirt kisérlet tekinthetd egy geometriai eloszldsu valtozénak, ahol a siker valészintisé-
ge p = 1/8. A geometriai eloszldsal késGbb részletesen foglalkozni fogunk. Most csak
azt jegyezziik meg, hogy egy fiiggetlen kisérletsorozatban annak a valészintisége, hogy
az n-edik 1épésben kovetkezik be valamilyen p valdszinliségti kivant esemény el6szor,
p(1=p)" 1= pg"1. Az, hogy az esemény valamikor bekovetkezik

s

1—(1-p)

=1 o v k- P p
p(1-p) =qu"1=1_q= =1
=1

k=1

O

1.2.7. Példa. 52 lapos kartydbdl 3 piros lap elveszett. Mi a valdszintisége, hogy a cso-
magbdl dszt hizunk?
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Jelolje A azt az eseményt, hogy dszt hizunk, és By, By, illetve B, azt, hogy nulla, egy
vagy két piros dsz veszett el. Vegyiik észre, hogy B3 = 0, ugyanis mivel piros lapok
vesztek el, ezért maximum két sz veszhetett el. Mivel 26 darab piros lap van, amelyek
koziil 24 nem 4sz és kett$ pedig 4sz, ezért

(2 ()
(3

Ugyanakkor mivel sszesen négy dsz van, és a megmaradt lapok szdma 49, ezért

P(B,) = k=0,1,2.

4—k

PA|By)=———.

(1B ="
Ebbdl a teljes valoszintiség tétele alapjan

()@ 4, G 3 (2142)6@) 2_ b

PA= "o a0t T T ey ®

O
A teljes valdszintiség tételének egy gyakran hasznalt kovetkezménye a kovetkezd:

1.2.8. Kovetkezmény (Bayes-tétel). Legyen (By) egy teljes eseményrendszer és tegyiik
fel, hogy az A esemény valosziniisége pozitiv. Ekkor

P(A|By) -P(By)
L. P(A|Bn)-P(B,)
Bizonyitas: Bayes-tétele elemi kovetkezménye a feltételes valdszintiség definiciéjanak

és a teljes valdszintiség tételének. Mivel a feltétel szerint P (A) > 0, ezért a P (By | A)
feltételes valdszintiség értelmezhetd. A feltételes valdszintiség definicidja szerint

P(B|A) =

P(B.|A) = P(ANBy) . P(A|By)-P(By)

P(4) P(4)

A teljes valészintiség tétele alapjan

P(A) :ZP(A | Bn) P (By),

n

amit a nevezGbe beirva éppen a bizonyitandé dsszefiiggést kapjuk. Erdemes megje-
gyezni, hogy a P(A) > 0 feltételre valGjdban nincs sziikség, ugyanis ha P(A) = 0, ak-
kor mind a két oldal értelmetlen, igy valdjdban az egyenléség akkor is azonos értelmi
kifejezést eredményez, vagyis a két oldal egyszerre értelmes vagy értelmetlen.

O

1.2.9. Példa. Tesztvizsgan minden kérdésre a megadott hirom vdlaszbdl egy a helyes.
A vizsgazo p valészintiséggel tudja a helyes vélaszt, tovabba ha nem tudja, akkor tippel,
és 1/3 val6szintiséggel taldlja el a helyes vilaszt.
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1. Milyen valészinliséggel ad a vizsgazo helyes vélaszt?

2. Hahelyes valaszt adott a vizsgdz6 egy kérdésre, akkor mi a valészin{isége, hogy
tudta a valaszt?

A jelentse azt, hogy tudja a vdlaszt, B azt, hogy helyes vélaszt ad. A teljes valészintiség
illetve Bayes tétele alapjan

P(B) = P(B|A)P(A)+P(B|A)P(A) =
] 12
= 'P+§'(1—P)*§+§P
- P(B|A)P(A) B
PAIE) = o BIA P +P(BIAVPAS) ~ T42)  2pr1

1.3. Események fiiggetlensége

A feltételes valdsziniliség fogalma szoros kapcsolatban van a fiiggetlenség fogalmdval.

1.3.1. Definici6. Az A és B eseményeket fiiggetlennek mondjuk, ha P(ANB) =
P(A)P(B), illetve altaldban az Aj,A»,...,A, eseményeket fiiggetlenek mondjuk, ha
tetszoleges

1<ii<ip<...<ix<n

esetén
P(A,'l NA;,N.. .ﬂA,‘k) = P(A,'l)P(Aiz) . 'P(Aik) .

Specidlisan
P(A] NAN.. .ﬂAn) = P(A])P(Az) --P(Ay).

Az elnevezés logikdja alapjdn az A és a B eseményeket fiiggetlennek mondjuk, ha
P(A|B) =P(A). De ilyenkor természetesen fel kell tenni, hogy P(B) > 0. A felté-
teles valdszintiség definiciéja szerint

P(ANB)
———==P(4),
amib6l a P(ANB) = P(A)P(B) egyenldség mar evidens. Ugyanakkor ha P (B) = 0,
akkor a feltételes valészinliségrol nem beszélhetiink, de a fiiggetlenség fogalma akkor
is értelmes marad. A fliggetlenség a valdszintiségszamitas leggyakrabban hasznalt fo-
galma, amelyet mar a korabbi példdkban is implicite tobbszor hasznéltuk.
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1.3.2. Példa. K vérosbdl L varosba és L varosbol M varosba két-két ut vezet. Hofuvas
alkalmaval minden it egymastdl fiiggetleniil p val6szintiséggel jarhatatlan. Az Utin-
form szerint K-b6l M-be nem lehet eljutni. Mi a valdszintisége, hogy K-bdl L-be azért
el lehet jutni?

A jelolje azt az eseményt, hogy K-bol L-be el lehet jutni, B azt, hogy L-bdl M-be 4t
lehet menni. Nyilvan P(A) = P(B) = 1 — p*> = P. Vildgos, hogy az 1 — p? felirdsakor
kihaszndltuk, hogy az egyes utakon a hofivds egymadstdl fiiggetlen, és akkor lehet az
egyik varosbdl a vele szomszédos mdsikba dtmenni ha nem jdrhatatlan mind a két ut. A
feladat szerint a P (A | (ANB)€) feltételes valszindséget kell kiszdmitani, ugyanis az
Utinform jelentése szerint az A N B esemény nem teljesiil.
c c C
P(A|(ANB)) = P(Am(Ami) ) _ P(AN(A Uf ) _

P(ANBY)  P(ANB))

P(ANB°) PAP(B°) P(1-P)
1-P(ANB) 1-P(ANB) 1-P2

P

e

A szamolds sordn felhaszndltuk, hogy ha A és B fiiggetlenek, akkor az A és a B¢ is
figgetlenek. Val6ban,

P(A) = P(AN(BUB))=P((ANB°)U(ANB)) =
= P(ANB°)+P(ANB)=
= P(ANB°)+P(A)P(B).
Ezt rendezve
P(ANBY) = PA)—-PA)PB)=P(A)(1-P(B)) =
P(A)P(BY),

amely éppen a fliggetlenséget definidlé egyenlSség.
O

Végezetiil érdemes a fiiggetlenség és a feltételes valdszintiség kapcsan egy éltalanos
megjegyzést tenni. A hdrom halmazelméleti mtivelet koziil a komplementer valészint-
ségének kiszamoldsa igen egyszer(i. Az egyesités valdszinliségének kiszdmoldsa csak
annyiban bonyolult, hogy az 4ltaldnos esetben vissza kell vezetni a metszet valészint-
ségének meghatdrozdsdra. Az igazi problémét a metszet valdszintiségének kiszamoldsa
jelenti. Ezt 1ényegében egyetlen mdédon tehetjitk meg, a feltételes valdszintiség kisza-
molasan keresztiil, feltéve, ha azt ismerjiik, vagy az alkalmazds szempontjabol értelmes
modon definidlni tudjuk. A feltételes valdszinliség kiszdmoldsanak legegyszertibb méd-
ja a fiiggetlenség feltételezése. Nem meglep tehdt, hogy a fiiggetlenség feltétele szinte
minden valészintiségszamitasi feladatban megjelenik. Mds kérdés az, hogy az alkal-
mazds szempontjdbol mikor jogos ez a feltételezés. A valdszinliségszamitds gyakorlati
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alkalmazdsa sordn a fiiggetlenség indokolatlan hasznalata okozza a legnagyobb problé-
mat.



ELEMI VALOSZINUSEGSZAMITAS

o
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Ebben a fejezetben roviden felidézziik az elemi valészintiségszamitds néhdny feladatat.
A valészinliségszamitds népszerliségének egyik oka, hogy szinte minden matematikai
probléma atfogalmazhaté valdszintiségszamitasi feladattd. Az elemi valdszinliségsza-
mitds lényegében a kombinatorika és a geometria eszkoztdrara tdmaszkodik. A kom-
binatorika feladait az dgynevezett klasszikus valdsziniiségi mez8 segitségével alakit-
hatjuk valdszintiségszamitasi problémakka, a geometria feladatait pedig a geometriai
val6sziniliség fogalmédnak bevezetésével transzformalhatjuk valdszintiségszamitasi fel-
adattd. Annak ellenére, hogy az ilyen tipust példdk az elemi valészinliségszamitds té-
makorébe tartoznak, tdvolrdl sem egyszer(i feladatok és igen gyakran komoly mate-
matikai ismereteket igényelnek. Az elemi jelzd nagyrészt arra utal, hogy a feladatok
megolddsdhoz nincs sziikség a matematikai analizis ismeretére.

2.1. A klasszikus valésziniiségi mezo

A klasszikus valésziniiségi mez6 esetén az Q biztos esemény n darab kimenetelbdl 4ll.
Az egyes kimenetelek ,.esélye” azonos, igy egy A € o7 esemény valGszintisége k/n,
ahol k az A elemeinek szdma. A megfogalmazds sordn 6vatosan kell eljarni, ugyan-
is nem mondhatjuk azt, hogy az Q minden kimenetele azonos valészin{iségi, ugyanis
nem tudjuk azt, hogy az egyes kimenetelekbdl dll6 egyelemi halmazok elemei az &/
halmazrendszernek. Vegyiik észre, hogy az el6z6 fejezetben szerepld példak legtobbje
a klasszikus valdszintiségi mez6 haszndlatara épiilt. Egy klasszikus valészin{iségszdmi-
tasi feladat 1ényegében két kombinatorikai feladatbdl ll: Ki kell szdmolni a k és az n
értékét. Ennek megfelelGen roviden attekintjilk a kombinatorika néhdny elemi fogal-
mét.

2.1.1. Példa. Mintavételezési eljarasok.

A legtobb klasszikus feladat kozponti elve a szorzatelv: Ha két , kritérium” mentén kell
egy halmaz elemeit megszdmolni, és az elsd kritérium szerint k; fajta elem létezik, a
madsik kritérium szerint k; fajta elem létezik, akkor az dsszes lehetséges elemek szama
k1 - ky. Vagyis, ha a lehetséges parokat egy tabldzatba rendezziik, akkor a tdblazat ele-
meinek szdma megegyezik a sorok és az oszlopok darabszdmdnak szorzatdval. Nézziink
néhdny példat:

1. Visszatevéses mintavétel a sorrend figyelembevételével: A legtobb kombinatorikai
feladat megfogalmazhat6 az urnamodell segitségével. Tegyiik fel, hogy egy urndban m
darab golyé6 van, és mindegyik golyéra egy-egy kiilonb6z6 szdm van irva. Ezek utdn
kivesziink n darab goly6t. Minden egyes kivétel utdn felirjuk a szdmot, majd vissza-
tessziik a goly6t. Hany darab szamsor lehetséges? A szorzatelv alapjan a vélasz nyilvan
m", ugyanis minden egyes kivételnél a lehetséges szdmok szama m és ezt kell n-szer
megismételni.
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2. Visszatevés nélkiili mintavétel a sorrend figyelembevételével: A feladat azonos az el6-
z8vel, de a golydkat nem tessziik vissza. Ilyenkor nyilvdn m > n és a vdlasz ismételten
a szorzatelv trividlis alkalmazdsdval

(m),=m(m—1)(m—2)---(m—n+1).

Az (m),, jelolés bevezetését az indokolja, hogy az ilyen tipusi sorozatok igen sok fel-
adatban el6fordulnak. Ha m = n, akkor (n),, helyet szokds az n! jelolést haszndlni. Ilyen-
kor szokds permutédciordl beszélni. Vagyis n! a lehetséges permutdciok szdmat jeloli.
Kényelmi okokbdl érdemes bevezetni a 0! = 1 jelolést.

3. Visszatevés nélkiili mintavétel a sorrend figyelembevétele nélkiil: A feladat ismétel-
ten azonos az el6zdvel, de most nem vessziik figyelembe a sorrendet. Vildgos, hogy
ilyenkor azokat a szdmsorozatokat, amelyek azonos szamokbdl allnak ekvivalensnek
tekintjiik. Egy ekvivalenciaosztdlyban n! elem van, igy a lehetséges elvivalenciaosz-
talyok szdma (m), /n!. Mivel ez a kifejezés is gyakran el&fordul érdemes egy kiilon

jelolés bevezetni ra:
m\ . (m), m!
n) nl  nl(m—n)

Az (’:Z) kifejezést szokds binomidlis egyiitthaténak mondani, illetve kombindcidkrdl
besz€lni. A 0! =1 jelolés értelemszer(i alkalmazasdval (’3) = 1. Ennek a feladatnak
egy kézenfekvd altaldnositdsa a kovetkez6: Tegyiik fel, hogy az m darab goly6 k darab
csoportba van beosztva, mondjuk szinek szerint. Ugyanakkor az azonos szinti golyo-
kat mdr nem tudjuk egymdstdl megkiilonboztetni. Ilyenkor a lehetséges szinsorozatok

szama

m!
nl!nglmnk!

ahol n; az i-edik szin{i goly6k szdma. Nyilvdnvaléan Ef.‘: i =m.

4. Visszatevéses mintavétel a sorrend figyelembevétele nélkiil: A golydkat vissza-
tesszik, a golydkon levd szamok kiilonbozdk, de nem vessziik figyelembe, hogy a go-
lydkat mikor hdztuk ki, csak azt, hogy hanyszor vettiik ki az egyes golydkat. A korabbi
esetek mindegyike 1ényegében nyilvanval6 volt. Az egyetlen eset, amikor némiképpen
gondolkodni kell az éppen a jelen eset. Ahhoz, hogy a lehetséges konfiguraciok sza-
mét meg tudjuk adni meg kell adni, hogy hogyan kell rogziteni az egyes kisérleteket.
Osszesen m fajta golyénk van, ezért vegyiink m darab rubrikét egy papiron és minden
esetben amikor egy goly6t kivesziink, hizzunk egy vonalat a megfelelé m rubrika va-
lamelyikébe. Igy n darab goly6 kivétele utdn n darab vonalunk van. Az egyes vonalak
kozott ott vannak a rubrikdkat elhatdrold jelek, legyenek ezek csillagok. A lényeges
észrevétel az, hogy az m darab rubrika felirdsdhoz m — 1 darab csillagra van sziikség.
Ennek megfeleléen a papiron m 4 n — 1 jel van, amelyek koziil m — 1 darab csillag és n
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darab vonal van. A feladat tehdt az, hogy miként lehet az m +n — 1 jelbdl vagy az m — 1
darab csillagot, vagy az n darab vonalat kivenni. Ezek szdma az el6z6 eset alapjan

("))

2.1.2. Példa. A lottétaldlatok valdszintisége.

A Kklasszikus val6szinliségszamitds legnépszeriibb példdja az 6toslottd talalatok valdszi-
niiségének kiszdmoldsa. Mivel 90 szdambdl kell 5 szdmot eltaldlni és a szdmok sorrendje
nem szamit, ezért a lehetséges hizasok szdma

<950> =43949268.

Mivel csak egy szdmsor lesz nyerd, ezért az ottaldlatos valdszintisége

Ps = =2,2754x1075.

1

90
(5)
Barki felvetheti, hogy a lotté kihizdsakor nem az 1/ ("’;) szabdlyt haszndljak, hanem
egymds utdn huzzdk ki az 6t szdmot. Ha m elembdl n darabot kivesziink egymads utén,
ugy hogy minden egyes kivételkor a még az urndban levSk azonos eséllyel keriilnek
kihtizdsra, akkor annak a valészinlisége, hogy a megadott n egyed keriil kihtizdsra

nn—1 1 .y m

mm—1 m—n+1_ n)
Amire érdemes felfigyelni az a 103 nagységrencﬂ A négytaldlatos szelvények lehet-
séges szama a szorzatelv alapjan

5\ /85
(4)(1)_5-85_4257

ugyanis az 6t nyerd szdm koziil ki kell venni az eltaldlt négyet, vagy el kell hagyni
egyet, amit nem taldlunk el, majd ki kell venni a rossz 85 szdm koziil egyet, és ezt a két
szdmot Ossze kell szorozni. Ennek megfeleléen

5\ (85
i O o g0,
5

'Magyarorszdgon koriilbeliil 107 ember él, gy ha mindenki kitolt egy szelvényt, akkor 107/ (%) = 0,22754
annak a valészintisége, hogy egy héten lesz ottaldlatos. Ugyanakkor ennél valjdban sokkal kevesebb szelvényt
szoktak vésdrolni, ugyanis altaldban minden csaldd jatszik egy szelvénnyel. Altaldban egy lottGlaz csicsan,
amikor a lehetséges nyeremény mar 2 millidrd forint felett van koriilbeliil 6 millé szelvényt szoktak vasérolni.
Ilyenkor a nyerési valészintiség 6- 10°/ (%) = 0,13652. Egy dtlagos héten koriilbeliil 3 milli6 szelvény keriil
megvésarldsra, fgy az Gttalalat valészintisége is a fele, durvan 7%.
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amely még mindig 10~ nagysdgrendii. Hasonl6an

5\ (85

P = (3)922):87123x10’4
5)
5\ (85

P = (2)(3>=272474x10_2

90
(5)
Annak a valészintisége, hogy egy adott héten semmit nem nyeriink a lott6n,

5\ (85 5\ (85
Pi+Py= 7(1)9(0” + 7(0)92)5 ) 0,9767.
) )
Ha valaki hatvan év alatt minden héten vesz egy lottdszelvényt, akkor 6sszesen koriil-

beliil 60-52 = 3120 szelvényt vesz. EbbSl annak a valészintisége, hogy élete soran soha
sem nyer

+

& )
Annak a valdszintisége, hogy lesz legaldbb egy harmasa
5\ (85 5 (85 5y 85y \ 3120
i p e m 1_((0934)+<o>gg)5>+<2>9<03>>
) G 6

= 0,92313,

(P +Py)*'%0 = ((?) (%), ©F) ) 3120 — 1,1507 x 1032,

ami viszonylag nagy. Ugyanakkor annak a valészintisége, hogy lesz legaldbb egy otta-
lalata

1 3120
1(1P5)3120:1<1(90)) =7,0988 x 107°.
5

Hogy lesz legaldbb egy négyese

I—(1—Py— P30 — | — <11 @)

5) &

3120
) =2,9790 x 1072,

ami mdr nem is annyira reményteleIEl

2.1.3. Példa. Hatoslotté és az 6toslottd dsszehasonlitdsa.

2 A konkrét valészintiségeket a Scientific Workplace segitségével szdmoltam ki. Mivel nagyon kicsi szd-
mokrél van sz6 a kerekitési hibdkért nem kezeskedem.
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A hatoslotté sordn 45 szdmbol kell hatot eltaldlni. A fényeremény val6szintisége

1
Po= - =1,2277x 107",
(s)
Az otoslottd négytaldlatat 6sszehasonlitva a hatoslott6 hattaldlatdaval
5\ (85
1 / @)
(5)
5

=1,2696 x 1072,

45
(¢)
vagyis koriilbeliil szdzszor nagyobb az 6toslottéban a négytaldlat valészinlisége mint a

hattoslottéban a hattalalat valdszintisége.
O

2.1.4. Példa. Eurojackpot nyerési valdszintisége.

A jaték sordn az A oszlop 50 szamabdl kell 6t6t eltaldlni, és a B oszlop tiz szamjegyébdl
kell kett6t eltaldlni. Az 6sszes lehetséges szelvények szama

50\ /10
(5 > <2) = 95344200.

50y (10
(5)(2)
90
(5)
arany, vagyis az Otoslottoban a fényeremény valészinlisége koriilbeliil kétszer akkora
mint a eurojackpotban. Viszonylag j6 nyereménynek szdmit még az 5+ 1 taldlat is.

Ilyenkor
500 /2 /8
— 1
(5) (1) (1) 33900160

darab szelvény koziil kell az egyiket eltaldlni. Ezt 6sszevetve az 6toslottd 0sszes szel-

vényével
50y (2y (8
OO o155

Az 6toslottéhoz képest ez

=2,1694

Az 5+ 1 taldlat valészintisége
() ()
50y (10
(5)(2)

ami jobb az 6toslottd nyerési valészintiségénél.

=1,6781x 107",

2.1.5. Példa. Tobbszoros taldlat valdszintdsége.
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Mi annak a valészintisége, hogy egy othetes lottdszelvénnyel valakinek haromszor lesz
két taldlata? A két taldlat valszintisége

BIE) !
Py=-2232 =2 2474 x10 >~ —.
T® ’ 45

5
Ahhoz, hogy pontosan hdrom két taldlatunk legyen ki kell vélasztani az 6t hétbdl azt a
harmat, amikor nyeriink, igy a keresett valszintiség

5\ .3 2\ _ 4
(3)132 (1 P2>_171345x10 ,

ami koriilbeliil hetede egy hdrmas és tizenegyszerese egy négyes valdszinliségének.
Annak a valészinlisége, hogy négyszer lesz kettese

(i)Pf(l —Py) =1,2468 x 1079.

2.1.6. Példa. Azonos sziiletésnapok valészintisége.

Legyen adva m személy, akik a 365 nap valamelyikén sziiletett. Mi annak a val6szind-
sége, hogy legaldbb két embernek azonos lesz a sziiletésnapja? Az Osszes esetek szdma
n = 365". Azon esetek szdma, amikor nincsen két azonos sziiletésnap k = (365),,, Igy
annak a valdszintisége, hogy lesz legaldbb két azonos sziiletésnap

k (365)

Pp=1--=1— m.
" n 365m

Taldn némiképpen megleps, de ha m > 23, akkor P, > 1/2 és Ps5 > 0,99.

2.1.7. Példa. Egy konkrét szam kihdzdsanak valészintisége az 6toslottdban.

Mi annak a valdészintisége, hogy a kihtizott 6t szdm kozott egy fix szdm, mondjuk a 13,
szerepelni fog? Az Osszes kimenetelek szama (950). Ha mondjuk a 13-as szdmot mar
eleve kivettiik, akkor a megmaradt 89 szdmbdl kell kivenni a maradék négyet, igy a
keresett valoszintiség

(89) 89-88-87-86 5

4) _ 1234 _ O
90\ ~ 90-89-88-8786  9Q°
(5) 12345 90

Természetesen egy feladatnak nem csak egy lehetséges megolddsi médja van. Erdemes
néhdny alternativ megkdozelitést is megmutatni, ugyanis mindegyik rdvildgit a valdszi-
nliségszamitds szabalyaira. A komplementer szabély segitségével a kovetkezSképpen
szamolhatunk: A komplementer esemény, hogy a 13-at egyetlen egyszer sem hizzuk
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ki. Vagyis az 6t szdm mindegyike a megmaradt 89 szambél keriil ki. {gy annak a val6-
szin(isége, hogy a 13-as kihiz4sra kertil

(5) _ (-

To0y T 0y
(5) (5)
~90-89-88-87-86—89-89-88-87-86-85
- 90-89-88-87-86 B
_ (90—85)-89-89-88-87-86 5
h 90-89-88-87-86 90"
Erdemes atgondolni a feladatot a teljes valészintiség tétele szempontjabdl is. A 13-as
kihdzdsat ot diszjunk részre oszthatjuk aszerint, hogy melyik hdzdsra jon ki a 13-as
szam. Ertelemszert jeloléssel ha P (AN By ) jeloli annak a valSszintiségét, hogy az elsé
hizdsra mar megkapjuk a 13-ast, akkor nyilvan P(ANB;) = 1/90. A mésodik hidzds
esetén mdr csak 89 szambdl hiizhatunk, igy ilyenkor a 13 valdszintisége mar csak 1/89.
Dea

P(ANBy) =P(A | By)P(By)
szabdly miatt ezt meg kell szorozni annak a valdszinliségével, hogy a 13-as még bent
van a kihizand6 szamok kozott. Ennek a valdszintisége 89/90, igy P(ANB;) = 1/90.
Altaldban, annak a valésziniisége, hogy éppen a k-adik hiizasra jon ki a 13-as szorzatént
irhat6 fel. Egyrészt a még bent levé 90 — k+ 1 szambdl ki kell hizni a 13-ast, aminek a
val6szintisége 1/ (90 —k+ 1) . De ezt meg kell szorozni avval, hogy a kordbbi hizdsok
sordn a 13-as nem lett kihtizva. Ennek a val6szintisége

8988 90—k+1 _90—-k+1
9089 790—k+2 90 '
ugyanis az utolsé eldtti 1épésben még 90 — k + 2 szamnak kell lenni, ahhoz, hogy az

utolsé 1épésben éppen 90 — k + 1 szdm maradjon. A teljes valdszintiség tétele alapjan
tehat

5

5
P(A) = P(A|B,)P(B,) = —.
(A) k;( | B)P (By) %0

2.1.8. Példa. Newton-féle binomidlis tétel

n
x+y)" = n)xk nk
e =3 (1)
A szorzds szabdlyai alapjdn az (x+y)" elvégzésekor pontosan 2" darab x*y"=k alakd
tag Osszege lesz a kifejezés. Mivel az szorzat értékének meghatdrozdsakor a sorrend
nem szamit, adott k-ra éppen (Z) darab x*y" ¥ tag lesz a 2" tagd Gsszegben. Specidlisan
=X, (Z) A 2" egy n elemd halmaz 6sszes részhalmazainak szamat adja meg. A
jobboldal a részhalmazok elemszam szerinti csoportositdsban szerepld halmazok sza-
mat adja meg.

O
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2.2. Geometriai valoszinliség

A geometriai valdsziniiség kiszdmoldsakor két teriilet aranydt kell megadni. A teriilete-
ket az elemi geometria segitségével szamoljuk ki.

2.2.1. Példa. Ovatossig varosdban a parbaj ritkdn végzddik tragikusan. A helyi szo-
kasok szerint ugyanis a parbajozé feleknek reggel 6 és 7 6ra kozott meg kell jelennitik
a varossz€li tisztdson és 7 percet kell varakozniuk az ellenfélre. Ha taldlkoznak, akkor
a parbaj 1étrejon, ha nem, akkor az tigy el van intézve. Mi a valdsziniisége a parbaj
létrejottének, ha mindkét fél véletlenszertien vélasztott id6pontban érkezik a tisztasra?

Abrazoljuk koordindta-rendszerben (Gra tortrészében) a kiérkezési idépontokat. Az
egységnégyzetben rajzoljuk meg a taldlkozds 1étrejottét reprezentdlé pontok halmazat.
Nyilvdn azokban a pontokban johet létre a parbaj, amelyekre |y —x| < 7/60. Vagyis
—7/60 <y —x < 7/60. Egyszer(ibb a komplementer esemény valdszintiségével sza-
molni. Az y = x+7/60 egyenes feletti haromszog teriilete (1—7/60) /2. Mivel ezt
kétszer kell venni, a geometriai valdszintiséggel szdmolva:

7 2
P=1—(1-—] =0,21972.
( 60) '

d

2.2.2. Példa. Egy hiromszog o szoge egyenletes eloszldsi a (0, 7/2) intervallumon, a
B szdge az o rogzitett értéke mellett egyenletes eloszlasd a (0,7 — ) intervallumon.
Mi a valészintisége annak, hogy a haromszog legnagyobb szoge a harmadik, a y szog
lesz?

Koordin4tarendszerben dbrdzolva az o és a 3 értékeit egyenletes eloszlasu pontot ka-
punk azx =0,y =0, x+y = 7, és az x = 7/2 egyenesek altal hatédrolt trapézorﬂ A
trapéz teriilete
n+m/2 3
T = + 7/ T_ Tz,
2 2 8

Ha most & > 3, akkor az o + 8 + ¥ = 7 egyenlGségbe o0 = yesetet téve a2a0+f =7
egyenletet kapjuk. Ha B > a akkor a y = 3 helyettesitéssel az o + 28 = m egyenest
kapjuk. A j6 pontok teriilete a két egyenes alatti teriilet. Az egyenesek az (7/3,7/3)
pontban metszik egymdst, igy a keresett teriilet a (0,0), (7/2,0),(x/3,7/3), (0,7/2)
négyszog teriilete. Ebbe egy /3 oldalhosszal rendelkezd négyzetet beirva tovébbi két

3Vegyiik észre, hogy a feladat megfogalmazisa feltételes valésziniiségeket tartalmazott, és ebbdl konstru-
teriiletek, osztva természetesen a trapéz teriiletével. Az ./ nem 4ll feltétleniil a trapéz Osszes részhalmazabdl,
csak azokbdl, amelyekre tudunk teriiletet definidlni.



24 Medvegyev Péter: Bevezetés a valészinliségszamitasba

hédromszog teriiletét kell kiszamolni. Ezek egyiittes teriilete £/3- (n/2 — /3) . Ebbdl a
keresett valszinliség

n2(1/9+1/18) =%/6 4
P= = = —.
372/8 372/8 9

O

2.2.3. Példa. Két pontot a (0,1) intervallumra dobva mi lesz annak a valdszintisége,
hogy a kozéps6 szakasz lesz a legnagyobb?

A (0,1) intervallumba es6 pontokat egy koordinitarendszerben dbrézolva az egység-
négyzet egy pontjat kapjuk. Feltehetjiik, hogy az x tengelyre mért érték a kisebb, ugyan-
is a forditott esetben analég médon kell eljarni. Igy a lehetséges események halmaza
az egységnégyzetben az y = x egyenes feletti rész, amelynek teriilete 7 = 1/2. Jelslje
& <n a(0,1) intervallumba esd két pontot. A két sz€ls6 szakasz hossza, & és 1 —n, igy
a harmadik szakasz hossza { =1— (£ +1—1n) =1 —&. A kedvezd esetekben § > &
és { >1—n,vagyisn—& > & ésn—E& >1-—n. Ezeket a pontokat hatdrol6 egyene-
seket beirva az y > 2x és y > x/2 + 1/2 sszefiiggéssel felirhaté tartomédnyhoz jutunk.
Az egyenesek metszéspontja az (1/2,2/3) pont. Az y = 2x egyenes az y = 1 egyenest
az x = 1/2 pontban metszi. [gy a kedvezé kimenetek halmaza az (0,1/2), (1/3,2/3),
(1/2,1) és (0, 1) pontok dltal meghatdrozott négyszog. Ebbe beirva egy 1/3 oldalhosszi
négyzetet a kimarad6 két haromszog egyiittes teriilete 1/3-(1/2—1/3) =1/3-1/6. Igy
a kedvez kimenetek teriilete (1/3)? +1/18. fgy a,,j6” pontok teriilete 1/6. Ezt osztva
aT =1/2 értékkel a nem til meglepd P = 1/3 valdszintiséget kapjuk.

O
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A valészinliségszamitas kozponti fogalmai a valdszinliségi véltozok és a hozzdjuk tar-
tozd eloszldsok. A valdszinliségszdmitdsban el6re haladva a valészintiségi valtozok
egyre absztraktabb definicijaval taldlkozhatunk. Ezekre az igen dltaldnos megkozeli-
tésekre azonban a tovabbiakban nem lesz sziikségiink és csak a legegyszertibb defini-
ciéval fogunk élni. Els§ 1épésben az egydimenzids valdsziniiségi valtozdokat targyaljuk,
majd roviden foglalkozunk a tobbdimenzids eloszlasokkal.

3.1. Valészinliségi valtozok és eloszlasaik

Els6 1épésként a valods értéki valdszinliségi véltozo definicidjat targyaljuk.

3.1.1. Definicié. Legyen adva egy (Q,.o,P) val6szintiségi mez3. Az Q téren értel-
mezett, a valés szdmok halmazédba képez6 & fiiggvényeket valds értékii valGszintiségi
véltozéknak mondjuk. A tovabbiakban az egyszer(ibb és f6leg a rovidebb sz6hasznalat
miatt igen gyakran csak valtozokrél fogunk beszélni.

A val6sziniiségi valtozé fenti definiciéja nem teljesen pontos, ugyanis valéjdban nem
minden fiiggvény tekinthetd valdsziniiségi véltozonak. Példdul, ha Q = [0, 1] interval-
lum és o7 a trividlis eseményrendszer, vagyis az ./ csak az Q és az @ halmazokbdl
all, akkor az (Q,<7) = ([0,1],{0,[0,1]}) eseménytéren valéjaban egyediil a konstans
figgvények lesznek valdsziniiségi valtozok. Példaul a

.f 1 ha o<l1)2
5(“’):{0 ha ©>1/2

fliggvényt nem tekintjiik valészintiségi vdltozénak. Ennek oka az, hogy példdul a

{£=0}={o|i(0) =0} ={o]S(w) <1} =[1/2,1]

az Q egy részhalmaza, de nem megfigyelhet§ esemény, ugyanis nem eleme az 7 -nak.
Tovabbi taldn szemléletesebb példa, hogy amikor megkiilonboztethetetlen két kocka-
val dobunk, akkor az egyik, el6re rogzitett kockdn dobott szdm értéke nem lesz val6-
szinliségi valtozd, ugyanakkor valdszintiségi véltoz6 lesz, ha a kockdk kiilonbozdek.
Miként emlitettiik, sztochasztikus folyamatok esetén a megfigyelhetd események hal-
maza idGben véltozhat, {gy el6fordulhat, hogy egy & fiiggvény egy ¢ id6pontban nem
valésziniségi valtozd, de egy késSbbi s id6pontban mar az. Példaul az imént emlitett
kockadobas példdban egy ¢ id6pontban még nem tudjuk a két kockat megkiilonboztet-
ni, mert példdul sotét van, de egy késdbbi idSpontban, miutan felkelt a nap, méar meg
tudjuk Sket kiilonboztetni. Masképpen a valdsziniiségi valtozok csaladja fiigg a mezén
értelmezett lehetséges, megfigyelhetd események korétSl. A pontos részletek tisztdzasa
a targyalds altalunk megcélzott elemi szintjén nagyon messze vezetne. Némi heurisz-
tikdval azt mondhatjuk, hogy egy & fiiggvényt egy (Q,o7) eseménytéren csak akkor
tekintiink valoszintiségi valtozénak, ha az &7 elég gazdag ahhoz, hogy a & , lefrhat6”
legyen az <7 -ban szerepl$ eseményekkel.
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Kovetkezd fontos fogalmunk az eloszlastiiggvény fogalma.

3.1.2. Definicié. Egy a valés szdmokon értelmezett F (x) fiiggvényt a & véltozé elosz-
lasfiiggvényének mondjuk, ha minden x valds szdm esetén

F(x)=P(& <x).

A definicié kapcsdn érdemes hangsilyozni, hogy az eloszlasfiiggvények minden va-
16s szam esetén értelmezve vannak. A figyelmes olvasé azonnal megkérdezheti, hogy
honnan tudhatd, hogy a

{E<xt={o[f(0)<x}cQ

alakd halmazoknak van valdszintisége, vagyis hogy ezek a halmazok nem pusztin az Q
részhalmazai, hanem egyittal elemei a megfigyelhetd események .o/ csalddjénak is. Ezt
természetesen altaldban, tetsz6leges fiiggvényre, miként a fenti példaban is, nem tudjuk.
Ezért is hangsilyoztuk, hogy valdjaban nem minden fiiggvény tekinthetd val6szintiségi
valtozénak. Ismételten csak azt tudjuk mondani, hogy a pontos részletek sziikségteleniil
és taldn egyenlSre zavardlag is til messze vezetnek. Elégedjiink meg avval, hogy a
mésodik, pontositott definicié szerint ha egy & : Q — R fiiggvény valdszintiségi valtozd,
akkor a {& < x} C Q halmaz egy esemény, aminek van valdszintisége, igy a &-nek
értelmezhetd az eloszlastiiggvénye.

3.1.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy két valészintiségi valtozénak azonos az eloszlasa,
ha azonos az eloszlasfiiggvénye.

Elvileg egy valdszinliségi valtozé nem keverendd oOssze az & eloszldsfiiggvényével,
ugyanis teljesen mas matematikai objektumokrél van sz6. Ennek ellenére igen gyakran
fogunk €lni, példdul a £ = N (0,1) vagy & = B (n, p) tipus, elvileg hibds, jelolésekkel,
ahol a & valdszintiségi valtozd, a masik oldalon pedig egy eloszlds jele szerepel. Ter-
mészetesen hasonldan hibds, de hasznélatos a & € N (0,1) jeldlés is, ugyanis tovdbbra
is a & egy az Q halmazon értelmezett fiiggvény az N (0, 1) pedig egy eloszlds, amely az
R bizonyos részhalmazaihoz rendel szdmokat.

3.1.4. Allitas (Az eloszlasfiiggvények tulajdonsagai). Ha F egy & : Q — R valdszinii-
ségi vdltozo eloszldsfiiggvénye, akkor

1. az F monoton né,

2. az F balrdl folytonos, vagyis minden x valos szdmra

F(xfO)é;i}I)lcF(z)=F(x),

3 1imy e F (x) = 1,
4. limy o F (x) =0.
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Bizonyitas: Az sszefiiggések a valdszintiség elemi tulajdonsdgai alapjan evidensek.

L. Hax <y, akkor {§ <ux} C {& <y} fgy F(x) =P(§ <x) <P(E<y) =F(y).
Az F monotonitdsa miatt az aldbbi hatdrértékek 1étezését elegendé monoton névekedds,
illetve csokkend sorozatok mentén ellendrizni.

2. Ha x, / x, akkor A, = {& <x,} /A = {€ <x}, ugyanis ha x, < x,,1, akkor
{€ <xu} C{& < xy41} és mivel x, 7 x, ezért valamely o kimenetelre & (@) < x pon-
tosan akkor, ha van olyan n, hogy & (@) < x,. Ebbdl kdvetkezden a valdszintiség foly-
tonossdga miatt F (x,) =P (A,) /P(A)=F (x).

3. Teljesen anal6g mddon, ha x,, oo, akkor mivel a valGszintiségi viltozdk, definicié
szerint, nem vehetnek fel végtelen értéket, ezért

An = {6 <xl’l} /‘97
igy a valészin(iség imént mdr emlitett elemi tulajdonsdga miatt
F () 2P (€ <xa) ZP(4,) /P(Q)=1.

4. Hasonl6an, ha x, \, —oo, akkor mivel a valdszintiségi véaltozok értékei valds szamok
Ap = {&€ < x,} \, 0, ugyanis nincs olyan @, amelyre minden n-re £ (®) < x, lenne.
Ebbdl a valészintiség folytonossagi tulajdonsdga miatt

F (xy) =P(& <x,) =P(An) \(\P(0)=0.

3.1.5. Példa. Az egyenletes eloszlds eloszlasfiiggvénye.

A legegyszeriibb eloszlds az tigynevezett egyenletes eloszlas. Egy egyenletes eloszla-
st valtozé esetén egy [a,b] szakasz pontjai koziil vdlasztunk ki egyet. Az egyenletes
eloszlds definiciGja szerint annak a valészintisége, hogy egy [c,d] C [a,b] szakaszbdl
valasztjuk a pontot (d —c) / (b — a). Az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye

0 ha x<a
F(x)=P(E<x)=¢ 3=% ha a<x<b
1 ha b<x

Konnyen lathatd, hogy az egyenletes eloszlds definiciéjdban az a és b végpontoknak
nincs szerepe, ugyanis ezek a pontok felvételének val6szintisége nulla. Igy beszélhe-
tink példdul az (a,b) nyilt intervallumon értelmezett egyenletes eloszldsrdl is, amely
eloszlasfiiggvénye szintén a fenti F (x).

d

3.1.6. Példa. A Cauchy-eloszlés eloszldsfiiggvénye.
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Definici6 szerint a Cauchy-eloszlds, pontosabban a standard Cauchy-eloszlds, eloszlas-
fliggvénye

1 1
F = —arct, —.
(%) - arctanx -+ 2

Az arctanx fiiggvény alakjabol azonnal ldthatd, az F (x) kielégiti az eloszlasfiiggvénytsl
megkovetelt tulajdonsdgokat. A figyelmes olvasé azonnal megkérdezheti, hogy miért
létezik olyan & valdsziniiségi véltozd, amely eloszldsfiiggvénye éppen F (x). Legyen
N a (—m/2,7/2) szakaszon egyenletes eloszldst valdszindségi véltozd'|és legyen & =
tann, vagyis a & értéke legyen az 1 tangense. Ekkor kihasznélva, hogy az arctanx
fliggvény szigordan monoton ndg,

[le

F(x) P(& <x)=P(tann <x) =

= P(n <arctanx) = G (arctanx)
ahol G (x) az n eloszldsfiiggvénye. Minden x valés szdmra arctanx € (—7/2,7m/2) és

2
Gx) = % _n/2<x<7/)2,

ezért |
b
F (x) = G(arctanx) = p (arctanx+ E) ,

amibdl a képlet mér evidens. Miként latni fogjuk, a Cauchy-eloszldsnak nincsen varha-
t6 értéke, ezért a szokdsos valdszinlis€gszamitasi paraméterekkel nem lehet a Cauchy-
eloszldsokat jellemezni. Cauchy-eloszlason id6nként nem egy eloszldst, vagyis nem a
standard Cauchy-eloszldst, hanem egy eloszldscsalddot szokds érteni. Vagyis ha & stan-
dard Cauchy-eloszlasu, akkor a { = a& + b alaku véltozokat is Cauchy-eloszldsu, pon-
tosabban Cauchy (b,a) véltozéknak mondjuk. A b paramétert lokdciés paraméternek
szokds mondani és a kés6bb targyalt varhat6 értékkel anal6g fogalom, az a paramétert
skdlaparaméternek szokds mondani és a szintén késSbb targyalt szérashoz hasonld sze-
repet jatszik. Altaldban azonban, ha nem hangsiilyozzuk, Cauchy-eloszldson a standard
Cauchy-eloszlast értjiik.

d

3.1.7. Példa. Exponencidlis eloszlds eloszldsfiggvénye.
Legyen A > 0. A A paraméterrel rendelkez8 exponencidlis eloszlés eloszlasfiiggvénye

0 ha x<0
F(x):{ l1—exp(—Ax) ha x>0

Ismételten vildgos, hogy az F (x) eleget tesz az dllitdsban szerepld tulajdonsdgoknak.
Legyen most 1 egyenletes eloszldsd a (0,1) szakaszon és legyen & = 27 'In. A

'A még figyelmesebb olvaséban felmeriilhet, hogy akkor miért is létezik olyan véltozé, amely a [0, 1]
szakaszon egyenletes eloszldsi? Ennek tirgyaldsa azonban valéban messze vezetne €s az elemi valészin(iség-
szdmitdsban mint intuitive vilagos tényt elfogadjuk, hogy a [0, 1] szakaszon létezik egyenletes eloszldsu véltozo.
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logaritmusfiiggvény a (0, 1) szakaszon negativ, igy az n mindig pozitiv, kovetkezés-
képpen ha x < 0, akkor P (& < x) = 0. Ha x > 0, akkor

P(E<x) = P(frllnn<x):1>(1nn>fxx):
= P(n>exp(—Ax))=1—exp(—Ax).

3.1.8. Példa. Diszkrét eloszldsok eloszlasfiiggvénye.

A példakbdl evidens, hogy az eloszlasfiiggvények képlete még a legegyszeriibb esetek-
ben sem egyetlen ,.formula”, hanem sokkal inkabb egy ,.kapcsoszaréjeles” definicidval
adhat6é meg. Ez még inkdbb igy van a diszkrét eloszldsok esetén. Példaként tekintsiik a
kockadobdshoz tartozé eloszlas eloszlasfiiggvényét.

0 ha x<1
1/6 ha 1<x<2
2/6 ha 2<x<3
F(x)=4¢ 3/6 ha 3<x<4
4/6 ha 4<x<5
5/6 ha 5<x<6

1 ha x>6

Vegyiik észre, hogy az eloszldsfiiggvény definicidjanak megfelel6en az ugrdsok nagy-
sdga éppen a megfelels 1,2,3,4,5,6 értékhez tartozd 1/6 valdszintiség, de a fiiggvény
értéke, a balrél valé folytonossdgnak megfeleléen az ugras helyén még a kordbbi érték.

O

3.1.9. Példa. Intervallumokba esés valdszintiségének meghatarozasa eloszlasfiiggvény
segitségével.

Az eloszlasfiiggvényekhez kapcsol6dd legegyszertibb példa a kiilonboz6 intervallu-
mokba esés valdszinliségének meghatdrozdsa. Legyen & egy valdszintiségi valtozd
és legyen F a & eloszlasfiiggvénye. Az eloszlasfiiggvény kozvetleniil az [ = (—oo, x)
nyilt félegyenesbe esés valdszintiségét adja meg. A P(A\B) = P(A) — P(B) szabily
alapjan ha a < b, akkor F (b) — F (a) = P(a <& < D). Tetsz8leges x pont esetén
{x} =Ny fx,x+1/n), vagyis [x,x+ 1/n) \, {x}. Ezért a val6szintiség folytonossagi
tulajdonsdga alapjan

. 1 .
P& =)= lim F (x4 1) ~F () 2 F(40) - F ),

vagyis miként mar az el6z6 példdban is megjegyeztiik, az x pont felvételének valdszi-
niisége éppen az x pontban valé szakadds nagysdga. Erdemes megjegyezni, hogy mivel
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az eloszléasfiiggvény monoton nd, ezért az F (x4 0) hatarértéket elegendd volt egyetlen

sorozat mentén meghatdrozni. Ebbdl ha a < b, akkor

P(Ee(ab)) = P((E€lab)\{E=a})=
= (F(b)—F(a))—(F(a+0)=F(a)) =
F(b)—F (a+0).

3.1.10. Példa. Szamoljuk kia T ésa & eloszlasfiiggvényét.

)

Emlékeztetiink, hogy x™ = max (0,x) és x~ = max (0, —x)

—min (0,x). Legyen F (x)

egy & val6szintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye. Jeldlje G (x) a ET eloszlastiiggvényét.

A balrdl val6 folytonossag miatt konnyen lathat6, hogy

GW=PE <I={ £y m rs0

Ugyanakkor ismételten a balrdl val6 folytonossdg miatt

ha x<O0
ha x>0

o - _J F(x)
Ux)=P(-¢ <x)—{ )
Ha H (x) a &~ eloszlasfiiggvénye, és x > 0, akkor

Pl <x)=P(-& >—x)=
= 1-P(-& <—x)=1-U(—x+0)=
= 1-F(—x+0).

H (x)

_ 0 ha x<0
H(x)=P(¢& <x):{ 1—F(—x+0) ha x>0

3.1.11. Példa. Eloszlasfiiggvény folytonossagi pontjai.

Egy eloszlasfiiggvénynek legfeljebb n darab olyan ugrdsa lehet, amely nagysiga na-
gyobb vagy egyenld mint 1/n. Ebbdl kovetkezGen egy eloszldsfiiggvénynek legfeljebb
megszamlalhat6 ugrdsa lehet. Igy az osszes szakadési ponthoz taldlhaté olyan balr6l
konvergens sorozat, amelynek pontjaiban az eloszldsfiiggvény folytonos. Igy a balrél
val6 folytonossdg miatt elég egy eloszlasfiiggvényt a folytonossdgi pontokban ismerni.

Hasonldan egy eloszldsfiiggvényt elegendd a raciondlis pontokban ismerni.

o

Az eloszlasfiiggvény mellett sziikségiink lesz a siirliségfiiggvények fogalmadra.

g
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o 2

3.1.12. Definicié. Egy f integralhaté fiiggvényt az F eloszlasfiiggvény stirtiségfiigg-
vényének mondjuk, ha tetsz6leges a < b esetén

b
/ F(x)dx=F (b)—F(a).

A definicié kapcsdn érdemes felidézni, hogy ahhoz, hogy egy fiiggvény integralhaté
legyen, nem sziikséges, hogy minden pontban értelmezve legyen. Ugyancsak kozis-
mert, hogy egy fliggvényt véges szdmu pontban megvaltoztatva az integral értéke nem
véltozik. Ezért, szemben az eloszlasfiiggvénnyel, a slirségfiiggvény egyrészt nem fel-
tétlenill értelmes a szdmegyenes minden pontjdban, mdsrészt a stiriségfiiggvény nem
egyértelmd. A slr(iségfiiggvények meghatdrozdsa igen gyakran az analizisbdl ismert

Newton-Leibniz-tételre épiil:

3.1.13. Allitas. Ha az F (x) eloszldsfiiggvény folytonosan derivdlhatd, akkor az f (x) =
F'(x) derivdlt az F egy stiriiségfiiggvénye.

3.1.14. Példa. A Cauchy-eloszlas stirliségfiiggvénye.
A (standard) Cauchy-eloszlés egy stirtiségfiiggvénye

1
T oml4a?

fx)

O

Sajnos az allitds nem mindig alkalmazhat6, ugyanis a legtobb eloszlasfiiggvény ,.kap-
csos zardjellel adott, vagyis nem minden pontban derivalhatd:

3.1.15. Példa. Egyenletes eloszlas stirtiségfiiggvénye.

Az (a,b) intervallumon valé egyenletes eloszlés egy stirtiségfiiggvénye

b% ha x¢€ (a,b)

f(x)é{ 0" ha x¢ (ab)

Az a és b pontokban a f (x) nincs definidlva, de a stiriiségfiiggvény definicidja sze-
rint erre nincsen is sziikség. Szemben az eloszlasfiiggvényekkel a stiriségfiiggvények
értelmezé€si tartomdnya nem feltétleniil a teljes szimegyenes.

O
3.1.16. Példa. Az exponencidlis eloszlds sirtiségfiiggvénye.
Az exponencidlis eloszlas egy stirtiségfiiggvénye

. 0 ha x<0
f(x):{ Aexp(—Ax) ha x>0
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3.1.17. Példa. Diszkrét eloszlds stirtiségfiiggvényének kérdése.

Mivel a stirtiségfiiggvény definicidja alapjan amennyiben 1étezik stiriségfiiggvény, ak-
kor az eloszlasfiiggvény a stiriségfiiggvény integralfiiggvénye. Minden integralfiigg-
vény folytonos, igy egy diszkrét eloszldsnak nincs sirliségfiiggvénye, annak ellenére,
hogy az eloszlasfiiggvény derivéltja esetleg véges szamu ponttdl eltekintve 1étezik és
folytonos.

|

A példék alapjan nem érdektelen a kovetkezs észrevétel:

3.1.18. Allitas. Haaz F (x) eloszldsfiiggvény szakaszonként folytonosan derivdlhaté és
az F (x) fiiggvény folytonos, akkor az f (x) = F' (x) derivdltfiiggvény az F egy siiriiség-
fiiggvénye.

Bizonyitas: Emlékeztetiink, hogy a szakaszonként folytonosan derivalhatdsdg definici-
6ja szerint 1étezik véges sok x| < xp < ... < x, pont, hogy ezeken kiviil az F folytono-
san derivalhat6. Jelolje f a derivaltat. Ha x;_| < a < b < xy, akkor a Newton—Leibniz-
formula miatt

b
F(b)fF(a):/a 7). G.11)

Tekintsiik most az x;_| < a < b = x;, esetet. Mivel az integrél a felsd hatar folytonos
fiiggvénye és mivel, az F balrdl folytonos, ezért az egyenléség ebben az esetben is
érvényben marad. Ugyanakkor az x;_; = a < b < x;, esetben altaldban csak az

F(b)fF(a+0)=/bf(z)dt

egyenldség teljesiil. Ha azonban az F folytonos, akkor F (a) = F (a+0), igy a fenti
(3-I.1)) egyenl8ség ilyenkor érvényben marad. Ebbdl az dllitds igazoldsa mdr evidens.
g

3.2. Tébbdimenzios valoszinliségi valtozok

Eziddig csak az egydimenzids val6szinliségi valtozokat definiadltuk. Teljesen analég
modon definidlhatjuk a tobbdimenzids valdszintiségi valtozokat, amelyeket mint az Q
alaptér R"-be val6 leképezéseit értelmezziik. A szokdsos jel6lés szerint tobbdimenzids
eloszldsok esetén kiirjuk a koordindtdkat, vagyis n-dimenzids vektor értéki fiiggvények
helyett §,&,,. .., &, véges sorozatokrdl beszéliink. Az egydimenzi6s esethez hasonlé-
an értelmezhetjiik az eloszlas és a stiriségfiiggvényeket. Az egyszeriibb jelolés céljabol
csak a kétdimenzids eloszlasokkal foglalkozunk, az altaldnos eset targyaldsa teljesen
analég.
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3.2.1. Definicié. A (£,7n) kétdimenzids valdszinliségi valtozé F (x,y) eloszlasfiigg-
vényén a minden (x,y) szdmpdrra értelmezett

F(x,y)=P(E <x,n<y)

médon definidlt kétvaltozds fiiggvényt értjitk. Az f (x,y) kétvéltozos integralhato fiigg-

vényt az F eloszlasfiiggvény stirliségfiiggvényének mondjuk, ha minden / és J interval-
lum esetén

P(Ecln EJ):/I/Jf(x,y)dydx.

2

A stiriségfiiggvény definicigjabdl nyilvanvaldan, tetszbleges x,y esetén

X y
F(x,y) = / / f(u,v)dvdu. (3.2.1)
Ha a siiriségfiiggvény folytonos, akkor

9°F

oxdy (x,y) = f(x,y),
vagyis ha az F rendelkezik folytonos siirliségfiiggvénnyel, akkor az F' vegyes parcidlis
derivaltjai megadjdk a stiriségfiiggvényt. Masoldalrdl, ha f egy olyan nem negativ,
integralhat6 fiiggvény, amelyre [=_ [*_ f(x,y)dydx = 1, akkor a (3.2.1) sor alapjin
definidlt F (x,y) fiiggvény tekinthetd eloszlasfiiggvénynek.

A tobbdimenzids eloszlasokkal kapcsolatos legfontosabb fogalom a peremeloszlas fo-
galma. Peremeloszlason értelemszertien a £ és az 1) mint egyvéltozos valdszindiségi
valtozok eloszldsat értjiik. A (&, 1) pér eloszldsdra mint egyiittes eloszldsra szokds hi-

P

vatkozni. Az egyiittes eloszlasbol igen egyszert elGallitani a peremeloszlasokat, ugyan-

% 4

is nyilvadnvaldan igazak a kovetkez§ éllitasok:

3.2.2. Tétel. Legyen F (x,y) egy (§,n) pdr eloszldsfiiggvénye, illetve f (x,y) jelilje a

striségfiiggvényt.
1. Tetszdleges x esetén

G(x) 2 P(E <x) = lim F () = F (x.9),

vagyis ha az y vdltozéval a végtelenbe tartunk, akkor az igy kapott fiiggvény,
amely természetesen egyediil az x fiiggvénye, éppen a & eloszldsfiiggvénye. Ha-
sonloan a

H(y)=P(n <y)= lim F(x,y) = F (,y)

éppen az M eloszldsfiiggvénye.
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2. Ha az f (x,y) stiriiségfiiggvény létezik, akkor a &, illetve az 1 vdltozdk eloszld-
sdnak is van siriiségfiiggvénye és a

g (x) é/_ f(xy)dy
paraméteres integrdl a & és a
no)= [ fey)ds

paraméteres integrdl az M eloszldsdnak siiriiségfiiggvénye.

Bizonyitas: A tétel els§ allitdsdnak bizonyitdsa egyszer(i kovetkezménye az aldbbi ész-
revételnek, amely a valdsziniiség elemi folytonossagi tulajdonsdgaibdl evidens:

[l

G(x) P(& <x) =P(& < x,n tetszSleges) =

= PE<xUi{n <n}) =P(Up{ <x;n<n})=
= lim F (x,n) = F (x,00).
lim F (x.n) £ F (1.2

Vegyiik észre, hogy minden x-re az F az y valtoz6 monoton novekedd fliggvénye, igy
a hatérértéket elegendd egyetlen sorozatra ellendrizni. A stirtiségfiiggvényre vonatko-
z6 észrevétel igazoldsa analég mddon torténik: Vezessiik be az dllitdsban szerepld g
figgvényt. Ekkor tetsz8leges a < b esetén, ismételten a valésziniliség folytonossdgi tu-
lajdonsdgai miatt

/abg(x)dx

/a.b /::f(x,}’)dydx: /j; /(;bf(x,y)dxdy:

n b
= 1irn/ f(x,y)dxdy =
n,/' ) —nJa

= limP@<é<b,—n<n<n)=
n,teo

= Pla<&<bh—o<n<o)=
= P(a<& <b,n tetszbleges) =P(a < & < b).

vagyis a g valéban siirtiségfiiggvénye a & véltozonak.

A figyelmes olvasé észreveheti, hogy a kettds integrdlok néhany fontos tulajdonsigét a
szamolds sordn kihaszndltuk. Egyrészt kihasznaltuk, hogy a g fiiggvény értelmezhetd,
illetve kihasznaltuk azt is, hogy az integral értéke fiiggetlen attdl, hogy milyen sorrend-
ben vettiik az integrdlokat. Ezen tulajdonsdgok igazoldsa ha nem is nehéz, de nem is
annyira nyilvanval6, miként azt esetleg az els6 ranézésre feltételeznénk. Ha az f (x,y)
fliggvényre feltételezziik a folytonossdgot, akkor a bizonyitds tobbé-kevésbé elemi esz-

kozokkel elvégezhet, de nagyon sok esetben az egyiittes stirtiségfiiggvény folytonossa-
ga, illetve mindenhol val6 definidltsdga nem feltétleniil teljesiil. Példdul, ha a & valtozé
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nem negativ, mikozben az 1 tetszbleges, akkor az x = 0 egyenes mentén az egyiittes
stiriségfliggvény varhatéan nem lesz feltétleniil folytonos. A nem folytonos eset ke-
zelése azonban nem teljességgel trividlis, ugyanis mar két véaltozéban is igen bonyolult
esetek fordulhatnak el6. Emellett a folytonossag feltételezése azért is problémas, mert a
kulcstulajdonsag, amely az integrélok felcserélhetdségét, illetve a paraméteres integra-
14s értelmességét biztositja, az az egyiittes stiriségfiiggvény nem negativitdsa. A pon-
tos allitas, amely a bizonyitds korrektségét biztositja az igynevezett Fubini-tétel, amely
szintén azok ko6zé a tételek kozé tartozik, amelyek indokldsa nagyon messze vezetne.
Ugyanakkor azt is érdemes észrevenni, hogy az integrdlok felcserélhetSsége vagyis a
tetszGleges I és J intervallumokra teljestilé

/I/Jf(x’y)dx‘ly:/J/If(W)dydx

o 2

feltétel mdr implicite a sirlségfiiggvény definicigjabol is kovetkezik, ugyanis mind a
két integrdl megegyezik a

Plclnel) = P({&elin{nel})=
= P({nesin{el})=
P(nelJ el

valésziniiséggel. Mivel a definiciéban az I és a J tetsz8leges intervallumok lehetnek,
ezért a két integral felcserélhetGsége, illetve a paraméteres integralok értelmessége imp-

licit médon része a tobbvaltozds stirtiségfiiggvény definicidjanak.
d

KézenfekvSen felmeriil az el6z6 4llitds megforditdsanak kérdése: Miként lehet a pe-
remeloszldsokbdl rekonstrudlni az egyiittes eloszldst? A védlasz nem til meglepden az,
hogy tovabbi informdacidk nélkiil sehogy. Az egydimenzids eloszlasok targyaldsa sordn
bemutatott példakbdl vildgos, hogy az eloszlasok korében az egyenletes eloszlds kitiin-
tetett szereppel bir. A (0,1) intervallumon egyenletes eloszlds tobbdimenziés megfele-
16je a kopula.

3.2.3. Definicié. Egy (£,&,,...,&,) tobbdimenzids valdszintiségi valtozot kopuldnak
mondunk, ha a peremeloszldsok, vagyis a &, viltozok, eloszldsa egyenletes a (0,1)
intervallumon.

Tegyiik fel, hogy ismerjiik az 11{,1,,...,n, tobbdimenzids valdsziniiségi valtozo pe-
remeloszlasait. A megfeleld eloszlasfiiggvények legyenek Fy,F,...,F,. Az egysze-
riiség kedvéért tegyiik fel, hogy ezek az eloszlasfiiggvények folytonosak €s szigorian
monoton ndnek, kovetkezésképpen léteznek az inverzfiiggvényeik. Vegyiik észre, hogy
a

(61’527"'7§n)é(F1 (nl)aFZ(n2)7'~'an(nn))

egy kopula, ugyanis a minden koordinitdja egyenletes eloszlasi. Val6ban, mivel tet-
szGleges y esetén 0 < F (y) < 1, ezért az F (1) eloszlasfiiggvényét elegendd a [0, 1]
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szakaszon kiszdmolni. Ilyenkor, felhasznélva az inverzfiiggvény létezését

P& <) =P(F(m) <x) =P (ne < £ () =B (F7 () =~

kovetkezésképpen a &, egyenletes eloszlasu, igy a (§,&,,...,&,) egy kopula. Meg-
forditva, ha adott egy (&,&,,...,&,,) kopula és az Fj eloszlasfiiggvények szigortan
monoton ndnek és folytonosok, akkor az

(Fr (&0 B (Ea) e B ED)

egy olyan tobbdimenzids eloszlds, amely peremeloszldsai éppen Fj-val reprezentilha-
toak. Valéban, mivel a &, egyenletes eloszldsd a [0, 1] szakaszon, illetve mivel az Fj
szigordan monoton nd, ezért

P(F (&) <x) =P (R (F 1 (€) < ) = P(& < Felx) = Fe(w),

ugyanis ha 0 <y < 1, akkor P(&, <y) = y. Mindezek alapjin a tobbdimenziés el-
oszlasok megaddsdhoz a peremeloszlasokon kiviil az egytittmozgast megadé kopulat is
meg kell adni. Szemben az egydimenzids esettel, ahol a [0, 1] szakaszon val6 egyenle-
tes eloszlas fogalma egyértelm(, a kopula nem egyértelmtien meghatarozott fogalom,
ezért adott peremeloszldsokhoz szamos egymdstdl eltérd tobbdimenzids eloszlds adha-
t6 meg. A legegyszer(ibb kopula a fiiggetlenségbdl szarmaz6 kopula, amikor a kopu-
14t megadé véltozok egyiittes siirliségfiiggvénye azonosan 1 a [0,1]" egységnégyzeten
és nyilvan azon kiviil pedig mindenhol 0. Konnyen lathatd, hogy ilyenkor a kopula
egyiittes siiriségfiiggvénye a peremsiiriségfiiggvények szorzata, kovetkezésképpen az
egyiittes eloszlasfiiggvény is a peremeloszlas-fiiggvények szorzata. Ilyenkor példdul
kétvaltozéban az Fj és F; peremeloszldsokhoz tartoz6 tobbdimenzids eloszlds

Fry) = P& <xé&<y)=P(F ') <xf'(M)<y)=

= P(F' () <x)P (K () <y) = F@WE ).
Ez indokolja a kovetkezd definicidt:

3.2.4. Definicié. A &,,&,,...&, véltozokat fiiggetlennek mondjuk, ha az egyiittes el-
oszlasfiiggvényiik a peremeloszlasfiiggvények szorzata.

3.2.5. Allitas. Haa &,,&,,..., &, viltozok fiiggetlenek, és 1y, 1, ..., I, tetszbleges in-
tervallumok, akkor

P& €NE e &y el)=P(E €l)-PE, cl,).

Bizonyitas: Az dllitds igen természetesnek tiinik, valéjdban a szdmbajohets esetek
nagy szama miatt kozvetlen uton, pusztdn a definicidkra tdmaszkodva az igazoldsa ne-
hézkes, ugyanakkor kézenfekvd, ezért az olvaséra bl’zzukﬂ

2 Absztrakt nyelvezetet és eszkoztarat hasznalva az indoklds igen egyszerti és természetes és j6 példat szol-
gdltat arra, hogy az elemi valészintiségszamitds legegyszeriibb tételeinek igazoldsa is az eszk6zok elemi jellege
miatt sokszor sziikségteleniil nehéz tud lenni.
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O

Miként mar jeleztiik a fliggetlenség a valészinliségszamitas legfontosabb fogalma. Fon-
tossdgdt az adja, hogy igen éltaldnos koriilmények kozott, ha a §,&, ..., &, valtozdk
fuggetlenek, €s hy,hy,. .., h, igen dltaldnos fiiggvények, akkor a

m (51)7”!2 (§27)7"'7hﬂ(§n)

véltozok is fiiggetlenek maradnak. Vagyis a fiiggetlenség tulajdonsdga nem vész el, ha
a valtozékon nem linedris transzformdacidkat végziink.

3.2.6. Példa. Haa &, és a &, valtozok fiiggetlenek, akkor fiiggetlenek az exp (&) és
az exp (&,) valtozok is.

Tekintsiik az egyiittes eloszldsfiiggvényt. Ha x,y > 0, akkor

P(exp(él) <xvexp(§2) <y) :P(gl < lnxvéZ < lny) =
=P(§; <Inx)P(&, <Iny) =
=P(exp(§)) <x)P(exp(Gy) <y).
g

3.2.7.Példa. Haa &, és a &, véltozok fiiggetlenek, akkor fiiggetlenek a || és a |€,|
véltozok is.

Tekintsiik az egyiittes eloszlasfiiggvényt. Ha x,y > 0, akkor
P11 <x[8a] <y) =P(—x <&y <x,—y <&y <y) =
=P(—x <& <x)P(-y <&y <y) =
=P([&1| <x)P (G2 <)
O

3.2.8. Példa. Ha a &, és a &, valtozok fiiggetlenek, akkor fiiggetlenek a 5% és a 5%
valtozok is.

Tekintsiik az egyiittes eloszlasfiiggvényt. Ha x,y > 0, akkor

P(& <x8 <) =P (5] < VaIE] < v5) =
=P (&) < V)P (E] < V) =
:P(§%<x)P(§%<y>.
O

3.2.9. Példa. Szamoljuk ki a (0,0),(1,0) és (0, 1) csicspontokkal rendelkez6 harom-
szogben egyenletes eloszldsu valdszintiségi valtozé peremeloszldsait.
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Jelolje A a haromszoget. A hdromszog teriilete 1/2 és mivel az eloszlds egyenletes,
ezért definici6 szerint a s{ir{iségfiiggvény konstans a A hdromsz6gon, vagyis

[ ¢ ha (xy)eA
f(x’y)_{o hi (x,i)géA

A kérdés csak az, hogy mennyi a c¢ értéke? Mivel stiriségfiiggvényrdl van sz6, ezért
teljestilni kell az

1:/72'/71f(x,y)dxdy:c-l(A)

Osszefiiggésnek, ahol A (A) a hdromszog teriilete. EbbSl ¢ = 2. A szimmetria miatt

elegend$ az egyik valtozd peremeloszldsat meghatarozni. A peremstrtiségfiiggvény
g(x) = /7 [ (x,y)dy.

Vildgos, hogy ha x ¢ [0, 1], akkor az f (x,y) = 0, igy elegend§ az x € [0, 1] szakaszra

koncentralni. Ilyenkor a stiriségfiiggvény az y < 0 és az y > x tartomanyokon nulla, igy

il 1—x
g(X)=/_mf(x,y)dy=/0 2dy=2(1—-x), 0<x<l.

Tehat ( ) 0.1
2(1—x) ha xe]0,1
g("):{ 0  ha x¢[0,1]

Az igy kapott fiiggvény valéban siirtiségfiiggvény, ugyanis g (x) > 0 és

/:og(x)dx:/Olg(x)dx:/olz(l—x)dx:2 {x—xzz}:)— 1.

O

3.2.10. Példa. Egy félkorben egyenletes eloszlast valdszintiségi valtozo stirtiségfiigg-
vénye.

Legyen K most az y > 0 félsikba esd egységnyi sugard félkor. K teriilete A (K) = /2.
A mir az el6z8 példaban latott médon eljarva

[ 2/m ha (xy)eK
f(x’y)*{ 0 hi (x;)ggK

Az x véltozé szerinti slirliségfiiggvény hax € (—1,1)

> Vi=2 ) 2
g(X):/imf(xay)dy:/o ;dy:;vl—xz,
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igy
(x) = 2J/1-x ha —l<x<l
g = 0 ha x¢(—1,1)
Ellen6rzésképpen taldn nem teljesen érdektelen ellendrizni, hogy a g valdban stirtiség-
fiiggvény. Egyrészt g (x) > 0, mésrészt

oo 2 rl 4 1
/ g(x)dx:E/ \/l—xzdx:E/ V1-x2dx =1,
J—oo J—1 70

ugyanis az elemi analizisbdl ismert, hogy az integral értéke 7 /4. Ugyanakkor ha y €

(0,1), akkor
h y):/:f(x,y)dx: T2 4\/

Ismételten stirtiségfiiggvényrdl van sz6, ugyanis a (0, 1) intervallumon kiviil a & (y)

nulla, {gy
) 4 1
/ g(y)dy=f/ 1—y2dy=1.
— TJo

3.2.11. Példa. Az F (x,y) = (xfl +y - 1) - ,hax,y € (0,1), tekinthets egy kopula
eloszlastiiggvényének.

d

A peremeloszldsokat az x = 1 és az y = 1 helyettesitéssel kaphatjuk, amibdl evidens,
hogy a peremeloszldsok egyenletesek. Tobbdimenzidsban nincs egyszerli, konnyen
hasznalhat6 kritérium annak eldontésére, hogy eloszlasfiiggvényrdl van-e sz6. A leg-
egyszerlibben haszndlhat6 kritérium, ha megmutatjuk, hogy a mdsodrendd vegyes par-
cidlis derivélt folytonos és nem negativ, vagyis hasznalhat¢ stiriségfiiggvényne

OF () = ¥ wy I ylty—w)—(L-y)wy
0xdy Y= dxdyx+y—xy dy (x+y—xy)? a

I N S T
B 97y(x+y—xy)2 737)’()‘75’*)0’) a
_ y  xty—xy—y(l-x)
XEY= o (xty—x)

»x

(x+y—axy)?

= 2 >0

valahényszor x,y € (0,1).
O

3Tébbdimenziéban gyakran el6fordul, hogy az eloszlas folytonos, de nincs stirtiségfiiggvény. Erdemes meg-
jegyezni, hogy ez egydimenzidban is elGfordulhat, de ilyen ellenpélda konstrudldsa nem tartozik az elemi valé-
szinliségszamitds targykorébe.



IV.

STIELTJES-INTEGRALAS

o
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£ 2.

Ebben a fejezetben egy rovid kitérét tesziink. A kitérd sordn attekintjiik az integralelmé-
let néhdny kérdését. Ismételten nem a legdltalanosabb megkozelitést kovetjiik és csak
néhany elemi allitast foglalunk 6ssze. Az itt leirtak szervesen kapcsolddnak az egyetemi
bevezetd matematika tananyaghoz, amelynek ismeretét feltételezziik. Mivel az olvasé
mdr ismeri az analizis legfontosabb fogalmait, igy a logikai szerkezetben a linedris ki-
fejtési sorrendtdl eltekintiink. A fejezet legfontosabb mondanivaléja, hogy a Riemann-
integrdl, illetve annak kozvetlen és igen természetes dltaldnositdsa a Riemann—Stieltjes-
integrdl, lIényegében csak a folytonos fiiggvények korében definidlhaté. Mér a legegy-
szer(ibb szakadasos fiiggvényekre is el6fordulhat, hogy a Riemann—Stieltjes-integral az
itt kifejtett klasszikus megkozelitéssel nem definidlhaté. A Riemann—Stieltjes-integral
ezen hidnyossdga ellenére a fogalom nagyban egyszerdsiti a varhat6 érték tdrgyaldsat,
amely a kovetkez$ fejezet targya. Mivel az integrdlds eredendGen a varhat6 értékhez
kapcsolddik, ebben a fejezetben mar érintSlegesen haszndljuk a varhaté érték fogalmat.
Els6 olvasasra, amennyiben az idevagd megjegyzések nem érthetdek, figyelmen kiviil
hagyhato6ak.

4.1. Newton-Leibniz-szabaly

A legtobb ember az integralelmélettel valé ismerkedés soran altaldban nem érti, hogy
miért van sziikség tobb fajta, Riemann, Lebesgue, Stieltjes stb. integrdlokra, vagy ami
ugyanaz, mikézben, egyre tobb integrdlfogalmat tanul meg, mégsem tud tobb konk-
rét integralt kiszamolni. Hogy egy kicsit pontosabban fogalmazzunk, nem viladgos az
integralds és a Newton—Leibniz-szabdly viszonya. Kezdjiik tehdt ezzel a problémaval.

A Riemann-integral definicioja és tulajdonsagai

Indulasképpen megjegyezziik, hogy elsd kozelitésben az f integralandé fiiggvényt foly-
tonosnak tekinthetjiik, illetve legfeljebb olyannak, amelynek véges sok szakaddsi pontja
van. Az integrdl Riemann-féle definici6ja kdzismert. Rogzitsiink egy [a, b] véges, zart
intervallumot, és osszuk feE]

a=xp<x<--<xp=>b

osztépontokkal n részre. Jelolje my, illetve My, a k-dik részintervallumon az integralan-
dé fiiggvény infimumat, illetve szuprémumat, és tekintsiik az

n n
§ = mk(xkka—l)v Sész(xkka—l)
k=1 k=1

! A kovetkezdk megértése szempontjdbol, bar nyilvanvald, érdemes hangsilyozni, hogy a kozelits 6sszegek
mindig véges Osszegek, igy mindig értelmezettek, feltéve, hogy a fiiggvény korlatos, igy a szuprémum és az
infimum véges.
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also, illetve felsd, kozelitd osszegeket. Vildgos, hogy s < S, de az is konnyen beldtha-
td, hogy ez akkor is érvényben marad, ha a két kozelitd 6sszeg mds-mds felosztdshoz
tartozik. Mésképpen, egyetlen alsé kozelit§ osszeg sem lehet nagyobb egyetlen felsd
kozelitd osszegnél.

4.1.1. Definicié. Az f figgvényt Riemann-integrdlhaténak nevezziik, ha az alsé koze-
1it6 osszegek szuprémuma megegyezik a fels6 kozelitd 6sszegek infimumdval. Az igy
kapott kozos

—oco < sups =infS < oo

értéket az f fliggvény Riemann-integrédljanak mondjuk, és
b
[ r@ax vaey [ pax
a [a,]
modon jeloljiik.

A definicié alapjan evidens, hogy az f fiiggvénynek korlatosnak kell lenni, a nem korla-
tos fiiggvények automatikusan nem Riemann-integralhatéak. Minden bevezetd analizis
konyvben szerepel a kovetkezd éllitds, amely az integrél definicidja alapjan az oszcilla-
ciés Osszeg felhaszndldsdval igazolhat6.

4.1.2. Allitas. A Riemann-integrdl a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:
1. Minden az |a,b] szakaszon folytonos fiiggvény az [a,b] szakaszon integrdlhato.

2. Ha az f az [a,b] szakaszon integrdlhatd, akkor ott az | f| is integrdlhatd és

’/abf(x)dx s_/ab\f(x)wx,

vagyis az integrdalhatosdagbol kovetkezik az abszoliit integrdlhatosdg, de nem azo-
nos vele.

3. Ha az f és a g integrdlhato, akkor az f + g is integrdlhato, és

/[;bf(x)dx+/‘;bg(x)dx:/.b(f(x)+g(x))dx7

a

vagyis az integrdl additiv funkciondl. Ha az f integrdlhaté és a A egy tetszdleges
konstans, akkor a A f is integrdlhaté és

/ablf(x)dx:l/abf(x)dx,

vagyis az additivitdst is figyelembe véve az integrdlhato fiiggvények korében az
integrdl az integrandus linedris funkciondlj

2Fontos hangstilyozni, hogy abbdl, hogy az f + g integrdlhatd, nem kovetkezik, hogy az f és a g is integ-
rdlhaté. Ha az f nem integralhatd, és g éppen a —f, akkor az f + g = 0 fiiggvény integralhato.
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4. Ha az f > 0 fiiggvény integrdlhatd, akkor fab f(x)dx >0, vagyis az integrdl nem
negativ funkciondl.

5. Ha az f integrdlhaté az a, b intervallumon, és c € [a,b], akkor az f integrdlhaté
az la, c] és [c,b] intervallumokon, és

/abf(x)dx:/acf(x)der/Chf(x)dx, (4.1.1)

valamint megforditva, ha az f integrdlhaté az [a,c| és a [c,b] intervallumokon,
akkor integrdlhatd az |a,b] intervallumon is, és teljesiil a . Ez alapjdn az
integrdl az integrdcios tartomdny additiv intervallumfiiggvénye. Ugyanakkmﬂ

'/acf(x) dx = '/a”f(x)x[a’cl (x) dx.

Vegyiik észre, hogy az fx [a,d] fiiggvénynek dltaldban az a és ¢ pontokban szaka-
ddsa van, igy a formula teljesiiléséhez sziikség van az integrdl értelmezésében
nem folytonos integrandusokat is megengedni.

6. Az integrdl elddllithato tetszdlegesen vdlasztott kozbiilsé pontokhoz tartozo fel-
osztdssorozathoz tartozo kozelitd dsszegek hatdrértékeként, vagyis ha tekintjiik
az

W _ ) )

a=xy <x;’...<Xpm, =

Sfelosztdshoz tartozo Y, f (17,((")) <x](cn> fx](:z) kozelitd osszeget és

lim m]iix (x,(cn) —x,(:i)1> =0,

n—soo

akkor a T]({n) € [x,@l ,x](cn)} pontok vdlasztdsdtdl fiiggetleniil

tim k’"; 7 () () =47, = /a .

A Riemann-integral improprius kiterjesztése

Az el6z6[A 1] definici6 alapjan nem korlatos fiiggvényeknek, vagy nem zdrt, vagy nem
korlatos intervallumon értelmezett fiiggvényeknek nem tudunk integralt tulajdonitani.

Mit jelentenek akkor az analizisb8l ismert jol 1/y/xdx =2, vagy az
/ exp (—x2> dx=+/=7

Osszefliggések? Hogyan terjessziik ki az integralt nem korlatos tartomanyokra, vagy
nem korlatos fliggvényekre? Erre szolgal az improprius integrdl bevezetése.

3A tovébbiakban y, alatt az A halmaz karakterisztikus vagy indikatorfiiggvényét értjiik. Definicid szerint
X4 az A pontjaiban egy és az A° halmazon pedig nulla.
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4.1.3. Definicié. Legyen I olyan véges vagy végtelen intervallum, amelyen az f fiigg-
vény integrdlja nincsen definidlva, vagy azért mert az intervallum nem korlétos, vagy
azért mert az intervallumon az f fiiggvény nem korlatos.

7z

1. Tegyiik fel, hogy az I eléall olyan I, C I, zart, véges intervallumok monoton
novekedd sorozatdnak egyesitéseként amelyek mindegyikén az f integralhato.
Haa

lim /1 f(x)dx

n—oo

hatdrérték 1étezik, véges és fiiggetlen az I, I sorozat megvalasztdsatol, akkor
a hatdrértéket az f fiiggvény / intervallumra vonatkozé improprius integraljanak
nevezzilk, és

(/If(x)dx

moédon jeléljijkﬂ Ertelemszertien, ha példaul az / végpontjai a és b, ahol az a és
a b lehetnek végtelenek is, akkor az improprius integrdlt a Riemann-integrdlhoz
hasonl6an

b
[ ras
a
modon is szokds jelolni.

2. Természetesen az f fiiggvény nem csak az I integracids tartomdny végpontjai
koriil lehet korldtlan, hanem az intervallum bels6 pontjai koriil is. Ilyenkor az
integracids tartomdnyt a szakaddsi pontok szerint tobb részre bontjuk, az egyes
részintervallumokon kiilon-kiilon integrdlunk, majd az igy kapott részintegrélo-
kat 0sszegezziik.

Vegyiik észre, hogy az integrél ilyen irdnyu kiterjesztése esetén nem vildgos, hogy mit
jelent az

/ubf(x)dx: /acf(x)dx—k/cbf(x)dx

egyenl6ség. Ez most allitds, vagy definicié? Erdemes megjegyezni, hogy az egész
konstrukcié némiképpen ad hoc. Ha véges szdmu szakaddsi pont van az integricids
szakaszon belill, akkor az eljaras kézenfekvd. Ha végtelen sok szakaddsi pont van, és a
szakaddsi pontokbdl 4ll6, mondjuk monoton novekedd, sorozatnak 1étezik hatarértéke,
az eljards szintén végrehajthatd. Elképzelhetd tovabbd, hogy az integracids tartomany
tobb olyan részintervallumra bonthat6, amelyek mindegyikén a szakaddsi pontok soro-
zata konvergens, igy az integral definidlhatd, és az integrdl a részintervallumokon vett
integralok Ssszegeként irhat6 fel. Es igy tovabb. Az egyszeriiség kedvéért azonban 4l-
talaban csak olyan improprius integralokat szokds tekinteni, ahol a szakaddsi pontok
szadma véges.

“Megjegyezziik, hogy a definicié alapjan konnyen beldthatd, hogy az integralds formdlis szabalyai érvény-
ben maradnak.
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4.1.4. Példa. Vizsgéljuk meg a Cauchy-eloszlds varhat6 értékét megadd

1 />~ x
— d
ﬂ(/fm 14+x2 o

integralt.

vallumok megvalasztdsatol. Az x/ (1 +x2) fliggvény pdratlan, ezért tetszéleges n ese-
tén [, x/ (1 +x2) dx =0, ami alapjdn az integralt nullanak vérhatndnk. Ugyanakkor a
Newton—Leibniz-szabaly alapjén, ha példdul I, = [—n,2n|

n x 1 2n 1+ (2n)?
X :7[1 (1 2)} —Iny/ = o,
/_n 14+x2 * 2 nil+x —n n 14+n2 n

tehat a fiiggvény improprius integrdlja nem 1étezik, ami a valdszinliségszamitds termi-
nolégidjaval azt jelenti, hogy a Cauchy-eloszldsnak nincs védrhat6 értéke.
d

Nem csekély probléma forrasa, ami végig kisérteni fog, hogy ha erre kiilon nem iigye-
liink, akkor az integral jellésén nem latszik, hogy milyen integralrél van sz6. Alta-
ldban az elemi analizis tirgyaldsakor integrdl alatt mindig improprius integralt szokds
érteni, és az improprius jelz6t dltaldban el szokds hagyni. Természetesen ez az 4ltaldno-
san kovetett gyakorlat pontatlan, és ezért nem helyes. A jelolés pontatlansdga bizonyos
részletkérdéseket elfed. Ilyen példdul, amikor helyettesitéssel Riemann-integralt impro-
priussa alakitunk, vagy forditva. Ugyanakkor az integrélok tipusdnak jelolése altaldban
inkabb precizkedés, mint precizség, €s a tipus pontos jelolése valdszintileg inkabb ga-
tolnd, mint el&segitené a megértést. Ha azonban véges intervallum esetén hangsilyozni
kell, hogy improprius integralrdl van sz6, akkor ezt kiilon szokds jelolni. Ha példa-
ul hangsilyozni kell, hogy az integrdl a b pontban improprius, akkor az integréilt az
ffﬁ f(x)dx, fffo f(x)dx, esetleg az ffb J(x)dx vagy [ip) f (x)dx médon szokds
jelolni. Az integralfogalom kiterjesztése csak akkor helyes, ha ebbdl nem eredhet félre-
értés. Az improprius Riemann-integral esetén ez teljesii

4.1.5. Allitas. Ha f Riemann-integrdlhatd az |a,b) intervallumon, akkor ott impropri-

usan is integrdlhato, és a két integrdl értéke megegyezik. Mdsképpen fogalmazva, ha az
f fiiggvény Riemann-integrdlhaté az [a,b) intervallumon, akkor az

xHF(x)é/axf(z)dt

integrdlfiiggvény az [a,b] szakaszon folytonos.

SBar az allitast trividlisnak szokds tekinteni, de péld4ul a Stieltjes-integralokra mar nem teljesiil.
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Bizonyitas: Az f Riemann-integralhatd, ezért korldtos. Ha [ay,b,] = I, C [a,b], és K
az f korlatja, akkor az integrél elemi tulajdonsdgai alapjan

<

/abf(x)dxf/ujnf(x)dx

[ st [ i

IN

a, b
[ wlass 1 @<
< K(an—a+b—by)—0.
O

Az integral kiterjesztése nem dldozat nélkiili. Az integrdl tovdbbra is nem negativ, line-
aris funkciondl marad, de ha az f integralhatd, akkor ebbdl mar nem kovetkezik, hogy
az |f| fiiggvény is integrdlhatd lesz.

sinx
X

4.1.6. Példa. Az [~ S2%qx véges, de az [~

—o0  x

dx végtelen, vagyis az

fiiggvény impropriusan integralhatd, de az abszolut értéke nem integralhato.

Mivel az integrandus péros, és a [0, 1] szakaszon folytonosnak tekinthetd, elegend az

/ S (4.1.2)
1 x

integrallal foglalkozni. Parciélisan integralva

* sinx CcoSX7*® © Cosx © Cosx
/ —dx = [f—} f/ —zdx:coslf/ 3 dx.
1 X x 11 1 X 1 x

Mivel ]x*2 cosx| <l /x2 ezért a majorans kritérium alapjdn az utolsé integrdl konver-
gens. Masrészt viszont
bl 0 gin? x *1—cos2x
/ [ [Ty
1 1 X 1 2x
1 “ = 08 2x
—Inx| — / dx.
2 1 1 2x

Mivel az els§ kifejezés értéke végtelen, az integrélrdl pedig a (@1.2) integrdlhoz hason-
16an megmutathatd, hogy véges, ezért az utolsé kifejezés végtelen.

sinx

dx

Y

X

O

A felesleges éltaldnositds elkeriilése céljabdl foglalkozzunk egyediil az [y g (x)dx ti-
pusu kifejezésekkel. Az integrdl improprius kiterjesztése kapcsdn kézenfekvSen mertil
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fel a kérdés, hogy miért nem hasznéljuk a kovetkezd konstrukciét? Tegyiik fel, hogy a
g integrandus nem negativ, és tekintsiik egy

x0:0<x1 <x <...
monoton novekedd sorozatot. Ez kdvetden tekintsiik az

sZY m (e —x—1), SEY My (i —x,—1),
% %

also és fels6 kozelits osszegeket. Mivel g > 0 és az (x;) sorozat monoton nd, ezért
az 0sszegek nem negativ tagokbdl dllnak, igy az 6sszegek értéke mindig értelmes, de
esetlegesen végtelen is lehet. Vegyiik észre, hogy kihasznéltuk, hogy g > 0, ugyanis
ellenkezd esetben a s és S sorok konvergencidjat nem tudndnk feltétleniil garantélni.
Ezt kovetSen tekintsiik az alsé kozelits osszegek s* felsd hatdrét és a felsd kozelitd
Osszegek S* als hatérat. Igen kézenfekvé médon ha s* = §* < oo, akkor azt mondjuk,
hogy a g integralhato és az integrélt f;” g (x) dx médon jelSljiik.

4.1.7. Allitas. Ha g > 0 és folytonos, akkor az imént bevezetett integrdlds és az impro-
prius integrdlds megegyezik.

Bizonyitas: Tegyilk fel, hogy az I improprius integrdl 1étezik. Definici6 szerint az
I ilyenkor véges. Kézenfekvé médon minden s alsé, illetve S fels6 kozelité Gsszegre
s <1< S. Ebbdl kovetkezben s* < I < §*. Ugyanakkor a g folytonossdga miatt tet-
sz8leges zart szakaszon a felosztds finomitdsdval az alsé és a fels6 kozelitd dsszegek
kozotti eltérés tetszdlegesen kicsivé tehet. Ha a szdmegyenest felbontjuk megszam-
lalhat6 szakaszra és az egyes szakaszokon az eltérést £/2" ald vissziik, akkor a teljes
egyenesen az s és S eltérése kisebb lesz mint €, vagyis mivel az € tetszdleges, ezért
§* =1= 5" lesz. Tegyiik fel, hogy s* = §* < e. Vildgos médon tetszSleges x esetén
I(x) = [§g(r)dt < S*. Mivel g > 0, ezért az I (x) integralfiiggvény monoton ndvekeds,
igy az I = sup, I (x) improprius integrél létezik és véges. De ekkor a mdr elmondottak
alapjan [ = §* = s*.

|

Integralok kiszamolasa

Az improprius kiterjesztés legfontosabb indoka, hogy megdrzi az elemi analizis koz-
ponti tételét, a Newton—Leibniz-szabalyt.

4.1.8. Tétel (Newton—Leibniz-szabaly). Legyen f integrdlhatd az |a,b] intervallumon,
ahol az a és b hatdrok végtelenek is lehetnek.
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1. Ha az f antiderivdltja az (a,b) intervallumon F, és az F folytonos az [a,b] sza-
kaszorEl akkor

/abf(x)dx:F(b)fF(a).

2. Ha az f folytonos az (a,b)-n, akkor az

F= [ roa

integrdlfiiggvény az f antiderivdltja az (a,b) nyilt intervallumon.
Bizonyitas: Hangsilyozzuk, hogy az f integrdlhatésdga improprius értelemben érten-
dé.

1. Legyen f el6szor Riemann-integralhaté. Ilyenkor az [a,b] véges. TetszGleges a =
xp < X1...<x, = Db felosztdsara a kozépértéktétel alapjan

F(b)—F(a)=Y[F (xt) = F (xx—1) Zf &) (i —x—1),

k

kovetkezésképpen
sn < F(b)—F (a) <S8y, (4.1.3)

igy az f integralhatésdgdnak definicidja szerint

/f Ydx < F (b /f

Ha most az f improprius értelemben integralhato, és I, = [a,,b,] a megfeleld kozelitd
intervallum sorozat, akkor az F feltételezett folytonossaga miatt

by
Jr@ar= tim [7 7 @)dr= lim [F (b) = F (@)] = F (6) = F (@).

Mi torténik akkor, ha az f az integriciés tartomdnyon beliil nem korldtos? Tegyiik
mondjuk fel, hogy egy ¢ pontban az f végtelenhez tart. Ha az [a,c] és [c,b] interval-
lumokon az f (impropriusan) integralhatd, akkor az integralt a két intervallumon vett
integral 0sszegével definidljuk, vagyis

f(x)dx= .f(x)der .f(x)dx
ab (lc Lb

Formailag a Newton—-Leibniz-szabdly érvényben marad, hiszen ha az F fiiggvény foly-
tonos, és a ¢ ponttdl eltekintve az f antiderivaltja, akkor

/abf(X)dx /acf(x)dqu/be(x)dx:

= F(b)—F(c)+F(c)—F(b)=F(b)—F(a).
©Ertelemszertien végtelen pontokban folytonossagon a hatarérték 1étezését értjiik.

[le
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2. Térjiink rd a forditott irdnyra. Az integrél esetleg improprius, és az a pont lehet véges,
de lehet —oo is. Rogzitsiik az x pontot. Ha € > 0, akkor az f folytonossdga miatt 1étezik
olyan 6 > 0, hogy ha |x — | < § akkor |f (x) — f (¢)| < €. A bizonyitds kulcsa, hogy ha
8> h >0, akkor|

th x+h
<Aoo [
amelybdl
’ fim LI ZFC) oy
INO h e

Hasonl6 gondolatmenet érvényes, ha h < 0, ilyenkor az [\, f (¢) dt integralt kell vizs-
gélni. Egy val6s fliggvény pontosan akkor derivalhatd, ha jobbrdl és balrél derivéalhato,
és a két derivalt megegyezik, ezért F' (x) = f(x).

d
Nem lehet a tétel jelentGségét eléggé hangsilyozni. Ha ismerjiikk az f antiderivaltjat,
akkor ki tudjuk szdmolni az integraljat! Vegyiik észre, hogy az F-nek, mindaddig amig
folytonos, nem kell minden pontban az f antiderivéltjanak lenni. Ha az F folytonos, és
véges sok ponttdl eltekintve az f antiderivaltja, akkor is érvényes a képlet. Ha példdul
a c kivételes pont, és az [a,c| és a [c, ] intervallumokon érvényes a formula, akkor

/(;bf(x)dx

Tipikus példa az

/:f(x)dx—i-/c.bf(x)dx:F(c)—F(a)+F(b)—F(c):
F(b)—F(a).

Fo=il, sw={ | 120 [ rwa=ra)-ren-o

x<0

Ha az F nem folytonos az [a, b] intervallumon, mondjuk a ¢ pontban szakaddsa van, de
a ¢ pontban van jobb és bal oldali hatdrértéke, és az F egyébként az f antideriviltja,

akkor
/a.bf(x)dx /:f(x)dx—b—/c.bf(x)dx:
= F(c—=0)—F(a)+F(b)—F(c+0)=
F(b)—F(a)+F(c—0)—F(c+0).

7Az egyetlen pont, ahol 6vatosan kell eljarni, hogy vajon az abszolit értéket be lehet-e vinni az integral
mogé. Ha Riemann-integralrdl van sz6, akkor biztosan, de improprius integrdl esetében is, legfeljebb az integral
végtelen lesz. Ez utébbi most azonban nem allhat el8, mivel a folytonossdg miatt az [x,x+ A] halmazon az f
korldtos, az integraciés tartomdny pedig véges, vagyis egyszer(i Riemann-integralrél van szé.
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4.1.9. Példa. Szamoljuk ki az [', 1/+/[x|dx és az [, 1/x2dx integrdlokat!
Az

F(x)é{ —2y/]x[ ha x<0

2y/x ha x>0

figgvény a 0 ponttdl eltekintve az f antiderivaltja, és mivel az F folytonos, ezért

/jl ﬁdx:F(l)—F(—l):A

Az 1/x* antiderivaltja —1/x, amely nincs definidlva a O pontban, és nem is terjeszthets
ki oda folytonos médon, ezért a Newton—Leibniz-formula nem hasznalhat6:

L L
—d :2/ —dx = oo,
/—1X2 * 0 X2 *

bar [—1 /x]£1 = 0. Vegyiik észre, hogy mivel a végtelen értékii integralokat definicié
szerint kizartuk, ezért egyidejiileg az integrdl sem létezik.
d

4.2. Stieltjes-integral

Miként mér emlitettiik, az elemi valdszin{iségszdmitdsban gyakran felteszik, hogy két
fajta eloszlas van: folytonos és diszkrét. Ennek megfeleléen a varhaté érték két kiilon-
boz6 definicidval rendelkezik. A vérhat6 értéket folytonos esetben integrallal, diszkrét
esetben pedig 0sszeggel szokds értelmezni. Ez a megkozelités eltakarja a varhat6 érték
fogalma mogott meghizddo egységes koncepciot.

4.2.1. Definicié. Az [ intervallumon értelmezett F fiiggvényt sulyfiiggvénynek mond-
juk, ha az F az [ intervallumon monoton né.

Stulyfiiggvényre legfontosabb példa valamely valészintiségi valtozé F eloszlastiigg-
vénye. A valészinliségszdmitasban idénként el6fordulé mdsik sulyfiiggvény a valtozé

V(x) 21— F(x)+F(—x) = P(£ 2 x) + P (£ < —x)

ugynevezett farokeloszldsa. A V monoton csokken, ezért ilyenkor integratornak a —V
fliggvényt szokds valasztani. A Stieltjes-integrdl tirgyaldsakor a sulyfiiggvényrdl ele-
gendd csak annyit feltenni, hogy monoton nd, az eloszlasfiiggvények egyéb tulajdon-
sdgaira, mint példdul a balrdl val6 folytonossdgra, vagy a korlatossagra a Stieltjes-
integralds bevezetése sordn nem fogunk hivatkozni. Valgjdban még a monotonitds meg-
kovetelése is sziikségteleniil erds. A Stieltjes-integralds elméletében elegendd felten-
ni, hogy az F stlyfiiggvény két monoton fiiggvény kiilonbsége. Ha egy fliggvény
két monoton fiiggvény kiilonbsége, akkor korldtos véltozdstinak szokds mondani. Ha
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F = F| — F,, akkor az F-re vonatkozé Stieltjes-integral konnyen értelmezheté mint az
Fy és az F, szerinti integralok kiilonbsége. Mivel nem toreksziink a Stieltjes-integrél mi-
nél teljesebb bemutatdsara, igy megelégsziink a monoton ndveked§ slyfiiggvényekre
vonatkoz6 integralds bevezetésével, és a korldtos valtozasu silyfiiggvényekre csak érin-
t6legesen utalunk.

Stieltjes-integralas véges szakaszokon

Legyenek a < b val6s szamok és tekintsiik az [a,b] véges, zart intervallum valamilyen
a=xg<x1<...<x,=b “4.2.1)

felosztasat. Legyen g az [a, b] intervallumon értelmezett korlatos fiiggvény, az F pedig
legyen monoton novekedd. Tekintsiik az

n

s = Y inf g()[F(x)—F (xi1)],

l-:lxe[xi,l,xi]
s =y [Sup ]g(x) [F (xi) = F (xi-1)],
i=1XE|Xi—1,X;

o = illg(fi)[F(xi)*F(xi*l)]’ T € i)

also, felsd és kozbiilsd kozelitd osszegeket. Az F monoton nd, ezért
F(xi) —F(x,-_l) Z O,

igy s < o < S. A korlétos és zart [a,b] szakaszon az F silyfiiggvény biztosan korlé-
tos, a kozelité dsszegek végesek. Miként a Riemann-integrél esetén, most is konnyen
igazolhatd, hogy ha s és S két kiilonboz6 felosztashoz tartozik, akkor az alapul vett
felosztasoktol fiiggetleniil s < S.

4.2.2. Definicié. Ha a fels§ kozelitd osszegek infimuma és az alsé kozelits 6ssze-
gek szuprémuma véges és megegyezik, akkor a g fliggvényt az F sulyfiiggvényre
nézve Riemann-Stieltjes-integrdlhaténak mondjuk. A szuprémum és az infimum ko-
z0s értékét a g F szerinti Riemann—Stieltjes-integraljanak, vagy egyszertien Stieltjes-
integrdljanak mondjuk. Az integrélt az

b b
/0g(x)dF(x), /(lng (4.2.2)

moédon jeléljii Azt mondjuk, hogy az | a}’ gdF integral el6all a kozelitd dsszegek ha-
tarértékeként, ha minden € > 0 esetén létezik § > 0, hogy ha a fenti {4.2.1)) felosztdsban

8 Az imént definidlt integrdlban a g fiiggvényre szokds az integrandus, az F sulyfiiggvényre pedig az
integrator elnevezést is haszndlni.
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max; Ax; < 0, akkor a 7 kozbiils§ pontok vélasztasatdl fiiggetleniil

b n
/ gdF — Y g(To) AF (x)| <€,
va k=1

ahol értelemszerien
AF (x3) = F () — F (x3—1) -

4.2.3. Allitas. Ha g az [a,b] véges intervallumon folytonos, akkor tetszdleges F mono-
ton novekedd siilyfiiggvény esetén az |, ab gdF integrdl létezik, és elddll a kozelitd ossze-
gek hatdrértékeként.

Bizonyitas: A feltétel szerint g az [a,b] halmazon folytonos, ezért ott egyenletesen
is folytonos, és gy tetsz8leges € > 0-hoz 1étezik olyan § > 0, hogy ha |x' —x"| < §,
akkolP||g (') — g (x")| < &/ [F (b) — F (a)]. Ha az [a, b] szakasz olyan felosztdsa,
ahol az osztépontok tdvolsdga kisebb mint 8, és s az alsé és S a felsd kozelitd osszeg,
akkor az egyenletes folytonossdg miatt

0 < S—s=

g( wp ()= i g(,)) [F () — F (v 1)] < &,

xi1.%1] 1€[xi-1,x]

vagyis a g integrélhatd, és | f gdF € [s,S]. Ha ¢ egy 8-nél finomabb felosztdshoz tartozé
tetszGleges kozelitd osszeg, akkor

b b
/ng78§S§O'SS§/ng+€,
a a

vagyis az integral el§all mint a kozelitd osszegek hatdrértéke.
d

4.2.4. Kovetkezmény. Ha g az [a,b] véges intervallumon folytonos, akkor az | ab gdF
integrdl ériéke fiiggetlen az F sulyfiiggvény (a,b) intervallumban levd szakaddsi pont-
Jjaiban felvett értékeitdl.

Bizonyitas: Mivel az F monoton ng, ezért legfeljebb megszamlalhaté sok szakaddsi
pontja lehet. [gy a folytonosségi pontok stirtien vannak a szimegyenesen. Ennek kovet-
keztében a kozelitd osszegek valaszthatdk gy, hogy minden osztépont folytonossagi
pont. Mivel az integrdl a kozelitd osszegek hatarértéke, ezért az integrdl csak a suly-
fliggvény folytonossagi pontokban felvett értékétdl fiigg.

O

9Feltehetjiik, hogy F (b) — F (a) > 0, hiszen ellenkezd esetben az F monotonitdsa miatt az F konstans és
ezért a g nyilvdn integrdlhaté az F-re nézve, ugyanis minden alsé és fels6 kozelits osszeg nulla.
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4.2.5. Kovetkezmény. Ha f és g az |a,b] intervallumon folytonos fiiggvények, és F
tetszdleges monoton novekedd silyfiiggvény, akkor fenndllnak a kovetkezok:

b b
L ‘fa ng’ < Ja lg|dF.
2. Azintegrdl linedris funkciana’ﬂ'
b b b
/ de+/ gdF / (f+g)dF.
Ja a a

b b
/Ang _ /l/ng, A€ER.

3. Ha g >0, akkor jf gdF > 0, tehdt az integrdl nem negativ funkciondl.

4. Azintegrdl az integrdcios tartomdny additiv fiiggvénye, vagyis

b c b
/ng:/ ng+/ edF.
Ja Ja Je

5. Ha u(x) egy szigorian monoton novekedd, folytonos fiiggvény, akkor

b u(b)
| stwar@ = [ “s)d60). @23

(a)

ahol G(y) =F (u™'(y)).

6. Ervényes a parcidlis integrdlds kovetkezd formuldja: Ha f és g a folytonossdgon
kiviil még monoton m’)'vekedé’el@ is, akkor

el = )0)~f @)= [ rag+ [ sar,

Bizonyitas: A g folytonossdga miatt a |g| is folytonos, és ezért integralhatd. Mivel az F
sulyfiiggvény monoton né, ezért a kozelitd sszegekre

n

Z (T [F (xx) = F (xx—1) 1,

Y (0 [F (5) — F (xe_1)
k=1

igy mivel folytonos fiiggvényekre az integrdl a kozelitd Osszegek hatdrértéke, ezért
< jf |g|dF. Ha a g folytonos, akkor a Ag is folytonos, tehét integralhat6.

10Az integral a silyfiiggvények szerint is additiv, de erre nem lesz sziikségiink.
lletve 4ltaldban f és g folytonos és korldtos véltozasu.
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Mivel folytonos fiiggvények integrélja elGéllithat6 a kozelit6 osszegek hatdrértékeként,
ezért

[ asar = tim ¥ (s (5")) o (") =
lllmZg( ") aF (") /l/ng

Az 0sszeg integraldsdra vonatkozé dllitds bizonyitds analég médon végezhetd el. Le-
gyen ¢ egy kozbiilsé pont. Mivel folytonos fiiggvény lesziikitése is folytonos, ezért
az [°gdF, [?gdF integrilok léteznek. Tekintsik az [a,b] intervallumhoz tartozé
Y18 (Tw) [F (xk) — F (x4—1)] kozelitd sszeget. Mivel a kozelits sszegek a kozbiil-
s6 pontok vdlasztdsatol fiiggetleniil az integralhoz tartanak, ezért feltehetjiik, hogy csak
olyan kozelitd 6sszegeket tekintiink, ahol a ¢ pont része a felosztasnak, mondjuk ¢ = x;,.
Ilyenkor

3

M:

(Tk AF xk Z Tk AF xk + Z g Tk AF(xk)
1 k=1 k=m+1

k

amely Osszegek az [ gdF + |, Cb gdF kozelitd osszegei. A helyettesitéses integralds for-
muldjdnak igazoldsdhoz tekintsiik a kozelitd osszegeket: Ha (x;) az [a,b] szakasz egy
felosztdsa, akkor az y; = u (x;) sorozat a [u(a),u(b)] egy felbontésa. Tovdbb4

Zg u(xi-1)) (F (x;) = F (xi-1)) =

=Y et (F (u* (yi)) —F (i) =
=Y g0i-1) =G (yi-1))-

i

Az u fiiggvény egyenletesen folytonos, igy ha max; Ax; — 0, akkor maxAy; — 0, ami-
bdl, kihaszndlva, hogy a két integral 1étezik és tetszSleges kozelitd osszegek hatdrértéke,
a fenti (#:2.3) formula mér evidens. A t6bbi 4llitds hasonléan kénnyen igazolhato.

O

4.2.6. Kovetkezmény. Ha az F fiiggvény két monoton fiiggvény kﬁlb’nbségﬂ vagyis
ha F = F| — F,, ahol F| és F, monotonon novekedd, és a g fiiggvény folytonos, akkor

az
b b b
/ ngé/ gdF 7/ gdF,
a a a

12Vagyis, ha az F korlatos valtozasu.
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modon definidlt integrdl fiiggetlen az F két monoton novekedd fiiggvény kiilonbségére
valo felbontdsdtol, és elddll a

op= Zg ‘L'k AF xk % Z F(xk,l)) “4.2.4)
k=1 k=1

kozelitd osszegek hatdrértékeként.

Bizonyitas: A g fiiggvény folytonos, a (4.2.4) kozelitd 6sszeg konvergens, ugyanis

n n

o =Y g(m)AF (%) Z (Tk) AF3 (xz)
k=1 k=1
és az Osszeg két tagja konvergens. Vildgos tovabbd, hogy (o,) hatdrértéke fiiggetlen az
F silyfuggvény F; és F;, fuggvényekre val6 felbontasatol.
a

4.2.7. Példa. Ha az integrator sulyfiiggvénynek és az integrandusnak kozos szakaddsi
pontja van, akkor az integrdl nem feltétleniil 1étezik. El6fordulhat az is, hogy bar az
integral 1étezik, de nem lesz a kozbiilsd kozelitd dsszegek hatarértéke.

A legegyszertibb példa, ha a g a 0 pontbdl 4ll6 halmaz karakterisztikus fiiggvénye, és
F a 0 pontban 1-et ugr6 silyfiiggvény. Ekkor az fil gdF integrdl minden alsé kozelité
osszege 0, hiszen minden részintervallum tartalmaz olyan pontot, ahol a g nulla, ugyan-
akkor az Osszes fels6 kozelitd 0sszeg 1, hiszen minden felosztdshoz tartozik olyan a 0
pontot tartalmazé részintervallum, ahol a silyfiiggvény névekménye 1 és a g maximu-
ma is 1. Mésik példaként tekintsiik a

. [0 ha x<O0 . J 0 ha x<O
g(x)_{l ha x>0~ F(X)_{l ha x>0

fliggvényeket, és szdmoljuk ki az fil gdF integralt! Vildgos, hogy az xo = —1, x| =
0, xp =1 felosztasras =0-0+1-1=1¢é S=1-0+1-1=1, vagyis az integral 1.
De ugyanakkor minden olyan felosztdsra, amelynek a O nem osztépontja, a kozbiilsd
pontok megfeleld valasztdsdval az integrdl kozelit osszeg vagy 0, vagy 1, és ezért az
integral nem tekinthet§ a tetszSlegesen valasztott kozbiilsd kozelitd 6sszegek hatarérté-
kének!

d

Improprius Stieltjes-integral
Miként definidljuk a Stieltjes-integrdlokat ha az integracids tartomdny nem zdrt, illetve

ha korlatlan? Lényegében ugyantigy, ahogy ezt mar bemutattuk: az integralt improprius
modon terjesztjiikk ki. Ha az I,, /I és az I, intervallumok véges zért szakaszok, akkor

/1 gdF = lim | gdF,
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ahol értelemszertien megkoveteljiik, hogy a hatarérték nem fiigghet az I, I sorozat
megvalasztsitol. Ertelemszertien hasznalni fogjuk az [ gdF és az |, ab; gdF és ha-
sonlé szimbdlumokat. Az improprius kiterjesztés targyaldsakor egyetlen dologra kell
odafigyelni: Mivel az F silyfiiggvény nem biztos, hogy folytonos, a nyilt és a zart
intervallumokon vett integrdlok értéke nem feltétleniil azonos. A Riemann-integralra
bemutatott bizonyitds értelemszeri médositdsaval beldthat6, hogy ha az a és a b vé-
ges pontok az F silyfiiggvény folytonosségi pontjai és g folytonos az [a, b] szakaszon,
akkor | ah gdF = | f; gdF, vagyis ilyenkor az improprius és a valédi integralok egybe-
esnek. Hasonléan miként a Riemann-integrél esetén, ha az integrandus nem negativ és
folytonos, akkor az improprius integralok eldéllithatok végtelen sok osztépontbdl allé
alsé és fels6 kozelit6osszegek kozos szuprémumaként, illetve infimumaként, mikdzben
az osztépontok vélaszthatdk az F' folytonossagi pontjainak{]zl

4.2.8. Allitas. Ha g a teljes szdmegyenesen korldtos és folytonos fiiggvény, akkor tet-
szdleges F korldtos sulyfiiggvényre létezik az [, gdF integrdl.

Bizonyitas: Mivel véges intervallumra létezik az integrél, ezért szimmetria okok miatt
elegendd belétni, hogy a limy,_,., [, ab gdF hatarérték 1étezik és véges. Mivel F monoton
nd és korldtos, ezért létezik a limy_o F (x) < oo hatdrérték. Ha K a g integrandus egy
korlétja, akkor tetsz8leges € > 0 szdmhoz létezik olyan N, hogy ha b” > b’ > N, akkor

h/ h/l h/l hH
/ ng—/ ng‘ = ’/ ng‘S/ lgldF <
Ja Ja Jb' Jb'

b//
K| dF=K[F(")-F (V)] <e,
b/

IN

amibdl a Cauchy-kritérium alapjan a hatarérték 1étezik és véges, igy az improprius in-
tegral létezik.
O

Stieltjes-integralok kiszamolasa

Hogyan lehet kiszdmolni egy Stieltjes-integralt? Erre vonatkozdlag tekintsiik a beveze-

t8ben emlitett két esetet, amikor a & valdszintiségi valtozonak van folytonos siiriség-
fiiggvénye illetve amikor £ eloszlédsa diszkrét.

4.2.9. Allitas. Ha a g folytonos fiiggvényre létezik az [, gdF integrdl, tovibbd az F
folytonos és véges szdmii ponttdl eltekintve folytonosan derivdlhaté, és f = F', akkor

JsaF = [¢()f(ax.

13Ez utébbi kitétel nem tiinik fontosnak, de alapvetSen azért lényeges, mert a varhat6 érték definiciéjaban
szereplS [~ xdF (x) integral ilymédon fiiggetlen attél, hogy az eloszldsfiiggvényt a P (& < x) vagy P (& <x)
mddon definidljuk.
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Bizonyitas: Legyen elGszor I = [a, b] korlétos, zart intervallum, és tekintsiik az | f gdF
integrdl tetsz6leges

[ngE

(&) [F (xi) = F (xi-1)] 4.2.5)
1

kozelitd 6sszegét. Mivel a Stieltjes-integrél az integraciés intervallum additiv fliggvé-
nye, ezért feltehetS, hogy az (a, b) nyilt intervallumban F derivélhatd, igy alkalmazhaté
a kozépértéktétel. Ez alapjan

F(xi)—F (xi—1) = f (%) (i —xi—1),  xim1 < T < X

A [@EZ3) sorban az €; kozbiilsS pontot T;-nek vélasztva a fenti (#.2.3) kozelits dsszeg

n

on=Y &(t)f(T)(xi—xi1).

i=1

Ha max; (xgn) fx(n)

; i_1> — 0, akkor f és g folytonossdga alapjan az aldbbi szdmolds

sordn az integralok el6dllnak a kozelitd Osszegek hatdrértékeként, vagyis
’ " (™ ()
[er = i Ee(#)ar () -

tim Y g () £ () ) = | tas.
i=1 oa

Ha példdul b — oo, akkor a feltétel alapjdn a limj,_,., [, f gdF = [ gdF hatérérték léte-

zik, tehat létezik a limy_. |; ab gfdx hatdrérték is, ami definicié szerint éppen [;° g fdx.
a

4.2.10. Példa. Szamoljuk ki az [ x2dx? integralt!

Az elmondottak szerint

1 1 1
/ wdx® = / ¥ 2xdx = 2/ Pdx = % = 1
0 0 0 4 2

Nem érdektelen kiszdmolni az integralt y = x> helyettesitéssel. Az (ﬁ)z =y felhasz-
naldsaval fol x2dx* = fol ydy = 1/2. De hasznélhatjuk a parcidlis integralds formuldjat

is. Ez alapjan
1 1
2/ Kdx* = [xzxz] =1
0 0

Miel6tt folytatnank, érdemes tisztdzni, hogy mit értiink diszkrét eloszlason. Altalanos
esetben egy £ viltoz6t akkor mondunk diszkrét eloszlastinak, ha van olyan (x;) legfel-
jebb megszamldlhat6 halmaz, hogy a {& = x;} halmazok egy teljes eseményrendszer.

O
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Az egyszerliség kedvéért azonban egy legfeljebb megszdmldlhaté halmazra koncent-
ralédo eloszldst csak akkor fogunk diszkrét eloszldsnak mondani, ha tetszdleges [a, b]
szakasz esetén csak véges szamu olyan #;, € [a,b] pont van, amely val6szintisége pozi-
tiﬂ Ha a 1, ponthoz tartozé P (& =1;) val6szinliség py, akkor nyilvan X p = 1. A
(1) pontokra tdimaszkodo diszkrét eloszlds eloszlasfiggvénye F (x) = ¥, <\ Pi-

4.2.11. Allitas. Ha F egy diszkrét eloszlds eloszldsfiiggvénye, akkor minden g folytonos
fiiggvény esetén tetszdleges I intervallumra

J8aF = X ¢l (F (5+0) = F (1)) = ¥ g(t) e

1 nel el

Bizonyitas: ElGszor tegyiik fel, hogy I = [a,b]. llyenkor az ugrdsok szdma véges.
Tekintsiik az [a,b] egy tetszBleges a = x,...,x, = b felosztasat. Ha most valami-
lyen részintervallumba nem esik #; ugrépont, akkor a megfeleld tag nulla, hiszen
F (x;) — F (x;_1) = 0. Feltehet, hogy a felosztds mar olyan finom, hogy minden ¢;
egyetlen intervallum belsejében szerepel. A T; = t; pontot kozbiilsé pontnak valasztva
a kozelitd dsszeg a felbontdstdl fiiggetleniil & = Y g (#) px, vagyis ilyenkor az &llitds
érvényes. Az dltaldnos eset, az a,b végpontok szerinti hatdrértékkel kaphato.

g

4.2.12. Példa. A sorok dsszege mint Stieltjes-integral.

Haa Y;> a; sor konvergens, és

. ] 0 ha x<0
F(x)i{ n ha xe(n—1,n ~’

akkor analég médon érvelve Y2 ax = [~ gdF, ahol g tetszGleges olyan folytonos ,,in-
terpolécios” fiiggvény, amelyre a;, = g (k).
O

4Legyen (ry) a raciondlis szdmok egy felsoroldsa. Ha az ry silya 27, akkor ez egy megszdmlélhatd hal-
mazra koncentrdl6dé eloszlds, amit most nem tekintiink diszkrét eloszlasnak.






V.

A VARHATO ERTEK

o
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A viarhato érték, az eloszlas mellett, tulajdonképpen a valdszintiségszamitds legfonto-
sabb fogalma. Segitségével definidlhatjuk a szérdst, illetve a korreldcids egyiitthatot. A
tényleges gyakorlatban legtobbszor az eloszlas pontos ismerete illizi6 és az alkalmaza-
sokban megelégsziink a varhat6 érték €s a szérds ismeretével. A varhat6 érték mellett
idénként sziikségiink van az eloszldsok momentumaira. A momentumok segitségével
definidlhatjuk a ferdeséget és a lapossagot. Ugyancsak a véarhatd érték segitségével de-
finidljuk a kiilonboz6 fuggvénytranszformaltakat mint példdul a generatorfiiggvényt, a
momentumgeneral6 fiiggvényt, illetve a karakterisztikus fiiggvényt.

e

5.1. A varhaté érték definicidja

Ha az eloszlds diszkrét, akkor a vérhat6 érték definicidja viszonylag egyszer( és igen
természetes.

5.1.1. Definicié. Ha a & valdszinlségi valtozo eloszldsa diszkrét és a 1, lehetséges
értékek felvételének valdszinlisége py, akkor a & valtozd E (&) médon jelolt vérhatd
értékét az

E@&) =Y aP(E=0)=) np
% P

véges, vagy végtelen Osszeggel definidljuk. A védrhaté értéket csak akkor tekintjiik de-
finidltnak, ha az 6sszeg abszolit konvergens, vagyis az 0sszeg értéke fliggetlen attol,
hogy miként, milyen sorrendben indexeltiik a #; pontokat.

Az abszolut konvergencia megkovetelése igen természetes, ugyanis amennyiben egy
konvergens sor nem abszoltt konvergens, akkor feltételesen konvergens, igy az 6sszeg
értéke fligg az Osszegzés sorrendjétdl, vagyis ilyenkor az E (&) érték nem lenne az
eloszlds altal egyértelmiien adott. Az abszolit konvergencia miatt az Osszeg értéke
ugy is meghatdrozhaté, hogy elébb kiszamoljuk a pozitiv tagok Osszegét, majd eh-
hez hozzdadjuk a negativ tagok Osszegét. Emlékeztetiink, hogy x™ = max (0,x) és
x~ =max (0,—x) = —min(0,x) . Ezzel ajelélésseﬂ

EQ)=Yp-Ytr=E(E")-E(&).
T T

Nem negativ tagu sorok 0sszege a sorrendtdl fiiggetleniil definidlhat6, feltételesen kon-
vergens sorok esetén azonban a negativ €s a pozitiv tagok osszege kiilon-kiilon vég-
telen, igy ilyenkor az E (&) értékét egy oo — oo tipusii kifejezéssel kellene definidlni.
Id6nként meg szokds engedni, hogy a vdrhaté érték nagysdga végtelen legyen. Ezen ér-
telemszertien azt értjiik, hogy a pozitiv vagy a negativ rész 9sszege végtelen, mikdzben
a masik rész értéke véges. Mi azonban ezt nem engedjiik meg és a varhat6 értéket csak

'A figyelmes olvasé észreveheti, hogy a t = 0 pont mind a két dsszegben szerepel, de ennek nincs jelents-
sége, ugyanis mind a két alkalommal nulla értékkel.
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akkor tekintjiik értelmesnek, ha az értéke véges. A Stieltjes-integralokrdl elmondottak
alapjan evidens, hogy diszkrét eloszldsokra

E(é):/wxdF(x).

J —oo

Hogyan definidljuk nem diszkrét eloszldsok vérhatd értékét? Kézenfekvé mdédon az
el6z6 sort mint definiciot tekintjiik.

5.1.2. Definicié. TetszGleges F (x) eloszlasfiiggvénnyel rendelkezd & valdszintiségi
valtoz6 esetén

E©)= [ wF

feltéve, hogy az integrdl abszoliit konvergens, vagyis
/ x| dF (x) < oo.

Erdemes egy rovid kitérét tenni, és réviden éttekinteni a definici6 tartalmat. EISszor is
vegyiik észre, hogy a varhat6 érték, mint minden Stieltjes-integral értéke, nem fiigg az F
stilyfiiggvény szakadési pontjaiban felvett értékétsl. Igy a varhat6 érték fiiggetlen attdl,
hogy az eloszlasfiiggvényt a P (£ < x), vagy példdul a P (£ < x) médon definidltuk. A

Stieltjes-integral additivitdsa miatt

,/:de () = ﬁimF (x)+./0wxdF (x).

Emlékeztetiink, hogy a §+ eloszlasfiiggvénye

60 =P <) ={ iy 1 130

ésa & eloszlasfiiggvénye

3 0 ha x<0
H(X):P(é <X):{ 1 —F(—x+0) hz x>0

A kozelit6 osszegekbe az x = 0 nulla értéket belevéve, illetve kihaszndlva, hogy az

integrdl értéke nem fiigg a kozelitd pontok valasztdsatol, valamint azt, hogy folytonos
integrandus esetén a Stieltjes-integral 1étezik, egyszertien beldthatd, hogy

E(§+) = /:OxdG(x) = /wadF (x).
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Ismételten mivel az integrél értéke nem fiigg a szakaddsi pontokban felvett értékt6l,
ezért

/j) xdF (x) = /f xdF (x+0) = 7/70 —xdF (x+0) =
f/owxd(fF(fx+O)) - f/owxd(lfF(fx+0)) _

- /wadH(x) =-E(&).

Vegyiik észre, hogy némiképpen pontatlanul jartunk el, ugyanis csak az integracios
tartomdny belsd pontjaiban valtoztathatjuk meg a szakaddsi pontokban az integrator

értékét, de ez most sem okoz gondot, ugyanis miként a §+ esetén az x = O pontot a
kozelitd pontnak valasztva, a szamoldsban szerepls integralok értéke megegyezik.

5.1.3. Allitas. Ezzel beldttuk a kovetkezd egyenldségeket:

/mxdF (x)=E (&) /0 xdF (x)=—-E(&7)
o - ) - - )

E(é):E(ég)—E(é*Y

Mivel E(§) =E (E7) —E(£7), ezértelég a E7,&~ > 0 nem negativ véltozdk var-
hat6 értékének interpretdldsdra koncentrdlni. Legyen tehdt £ > 0. Tekintsiik a [0,0)
félegyenes

O=xp<xi<xp<..<x<...

sorozattal megadott felbontdsat, és tekintsiik az Q téren definidlt

Ae= {67 (em)) | = {@ | € (@) € o)}

eseményeket. Az Ag,Aq,... események egy teljes eseményrendszert alkotnak, ugyanis

diszjunktak, és az egyesitésiik kiadja az Q alaphalmazt. Nyilvan a 5(“) = YiXkXa, €8

;;(f) = YiXkr1Xa, fuggvényekre 5(”> <éL é(f). Az is nyilvanval6, hogy ha az
O=yo<y1 <y <...

az el6z8 (x;) sorozat egy finomitdsa, vagyis tovabbi osztépontok hozzdadédséval képzs-

dik, akkor az als6 kozelit6 0sszeg nem csokken, illetve a fels6 kozelitd 6sszeg nem né.
Igy felmeriil, hogy a & vérhaté értékét megegyezik-e az

E g(a) V. Wp (a0} _y mp Ec x<"),x(n)
(69) =Ea"p (4") =Lx"P (e < [
lehetséges als6 kozelitd osszegek szuprémumaval és a

(&) =Eellir (1) =S (5 < [9)
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lehetséges felsd kozelit6 osszegek infimumaval. Ez a nem negativ fliggvények Stieltjes-

integrdljdra az el6z8 fejezetben bemutatott tulajdonsdg miatt evidens, ugyanis az elosz-
lasfiiggvény definicidja szerint

P(& € [xe,xp41)) =P <& <xpyr) = F (vgr) — F (33),

tehat
B(6) = LalF () =F (x0).
B(E) = Loten (F ) = F ().
és igy

supE <§(“)) =infE (é(f)) = ‘/wadF (x)= /:OxdF (x),

ahol az utols6 egyenlGség azért teljesiil, mert & > 0.

5.1.4. Tétel. A vdrhato értékre teljesiilnek a kbvelkezé’elﬂ'

1. A vdrhato érték linedris funkciondEI vagyis tetszoleges a és b konstansok esetén
E(aé +bn) =aE () +DE(n), feltéve, hogy a & és az n vdltozdknak létezik
véges vdrhato értéke.

2. Ha & >0, akkor E (&) > 0. Vagyis a vdrhatd érték nem negativ funkciondl. Ebbél
ha a & és az M vdltozoknak létezik véges vdrhatd értéke és E > 1, akkor E () >
E (n) . Ennek megfelelGen szokds azt is mondani, hogy a vdrhaté érték monoton
funkciondl.

3. Tetszdleges A € o esetén E(y,) =P (A), specidlisan E (x o) =E(1) =1, ahol
a vdrhato érték mogott az 1 szimbolum az azonosan 1 konstans fiiggvényt jeloli
és

(@) = 1 ha weA
XAPI=00 ha wé¢a

az A esemény karakterisztikus, vagy mds néven indikdto;ﬁiggvényﬂ

2 Az aldbbi tulajdonsdgok kimondasakor kihangsilyoztuk, hogy a vérhaté értéknek végesnek kell lenni. A
tovdbbiakban azonban a vérhat6 értékr6l mindig automatikusan feltessziik, hogy véges. Példédul, ha a & > 0
vérhat6 értéke végtelen, akkor 0 = E (& — &) = o0 — o0 egyenlség értelmetlen.

3Funkciondlon 4ltaldban fiiggvényekhez szamokat rendels leképezéseket szokds érteni.

‘A gy 4 elnevezése koriili bonyodalom forrdsa, hogy karakterisztikus fiiggvényen szokds a kés6bb targyalt
¢ (1) = E(exp(it€)) fiiggvényt is érteni. Ugyanakkor a ¢ nem egy eseményhez, hanem egy valszintiségi val-
tozdéhoz, pontosabban annak eloszldsdhoz tartozik, igy nem jelent félreértést, ha egy esemény karakterisztikus
fiiggvényérdl beszéliink.
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Erdemes hangsiilyozni, hogy a tulajdonsagok igazoldsa tivolrdl sem egyszerd. Példa-
ul a linearitds igazoldsdhoz ismerni kellene a & + 1 eloszlasfiiggvényét, amelyet, leg-
alabbis a tdrgyalas jelen szintjén, nem ismeriink. Az elemi valdszinliségszdmitdsbai

a varhat6 érték kezelése némiképpen elnagyolt és ezen a Stieltjes-integrdl bevezetése
nem segit.

5.1.5. Példa. Diszkrét valdszinliségi valtozok 6sszegének vérhato értéke.

Legyenek & és 1 diszkrét valdsziniségi valtozok. A £ eloszldsat adja meg az (xy, py)
sorozat, az 1) eloszldsét pedig adja meg az (yy,qx) sorozat. Ha az E (§) és E(n) var-
hat6 értékek 1éteznek, akkor a Xpxipr €s a Lpyrqr sorozatok abszolit konvergensek.
Tekintsiik a § = & +1n osszeget. A { lehetséges értékei u;; = x; + y; alakid szdmok,
amelyek kozott természetesen ismétlddések is el6fordulhatnak, a lehetséges legfeljebb
megszamlalhato kiilonboz6 értékeket jelolje z;,k € N. Ahhoz, hogy a § védrhat6 értékét
meg tudjuk adni ismerni kell a { eloszldsdt, ami a ,,legrosszabb” esetben azt jelenti,
hogy tudni kell a u;; szdmokhoz tartozé

rij =P (& =xi,n =y;)
egylittes eloszlast, illetve a

P(l=z)= Y rj
=Xty

valészintiségeket, ahol értelemszeriien arrdl van sz, hogy azon (i, j) indexekre kell az
Osszegzést elvégezni, amelyekre z; = x; +y;. A peremeloszldsokra nyilvén érvényesek
ap;=2X;rij€saq;=X;r; egyenldségek.

E(§)+E(n) Y xipi+ Y yiq; =
! J

AR OR
- ZZX,F,]—FZZy/r”_

= ZZ xXi+yj)rij =

- ;Zk Y nj=

=Xty

= ;ZkP(§+77:Zk) =E(+n).

SElemi val6szintiségszamitasrdl dltaldban akkor beszéliink, ha nem jelenik meg benne a Kolmogorov-féle,
azaz a mértékelméletre alapozott valdszinliségszamitdsi modell.
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A bizonyités kulcsa, hogy egyrészt a masodik kett6s 0sszegben az 6sszegzés sorrend;jét
felcseréltiik, illetve az utolsé elbtti sorban az 0sszegzés sorrendjét megvdéltoztattuk, és
az Osszeget a € + 1 altal felvehetd z; értékek szerint csoportositottuk. Ezt csak akkor
tehetjiik meg, ha az 6sszegzés abszolut konvergens, ami teljesiil, ugyanis a varhat6 érték
definicidja szerint példdul

LY Wilri= YLyl Y=Y lvilaj <o
J o1 J L J

Hasonléan ldthatd, hogy a ZZ(x,‘—i-yj) rij Osszeg is abszolit konvergens, igy az
i
Osszegzésben a tagok tetszSleges médon csoportosithatéak és zdrdjelezhetSek, igy az

azonos €rtékl z; = x; +y; tagokhoz tartozo valdszinliségek dsszevonhatok.
d

5.1.6. Példa. Diszkrét eloszlasok konvoldcidja.

Az el6z6 példa specidlis eseteként tegyiik fel, hogy az x; €s y; egész szdmok. Ilyenkor
az x; +y; értékek is egészek. Valamely k egészhez tartoz6 val6szinliségek 0sszege

uk_ §+Tl—k erkj

Ha a § és az 1) fiiggetlenek, akkor r;; = p;q;, és ilyenkor

ue =Y pjd—j:
7

amely kifejezésbdl all6 sorozatot a (p;) és (q j) sorozatok konvoliciéjanak mondjuk.
Ha i és j tetszbleges egész lehet, akkor

ue=Y. Pjdk—j
jzfoc
ha pedig az i és a j nem negativ egészek, akkor

k
we=Y pidi_;-
=0

5.2. Szdras és momentumok

A varhat6 érték segitségével szamos, a valészintiségszamitdsban fontos fogalom defi-
nidlhat6. A hosszi sorban az elsé a momentumok fogalma.
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5.2.1. Definicié. Ha & val6szintiségi vltozo, és n > 0 tetszdleges egész szdm, akkor az
E (£") varhat értékét a & véltozéhoz tartozé eloszlds n-edik momentumanak mondjuk.
Természetesen egy valtozo, illetve eloszlds momentumardl csak akkor beszélhetiink, ha
az 6t definidl6 varhat6 érték véges.

A masodik momentum segitségével definidljuk a szérast:

5.2.2. Definicié. Ha & val6szintiségi véltozo, akkor a

o 2
D(§) = \E(E—-E(&))
szamot a & szérdsanak mondjuk. Feltéve persze, hogy a kifejezésben minden értelmes.

A D? (&) kifejezést a & variancidjanak mondjuk.

Mivel a viarhat6 érték egy linedris funkciondl, ezért érvényes a szords kiszamoldsat
nagyban segit6 kovetkezd Osszefliggés:

D) = E(E-E()=E(&-2E(E)E+E ()=
~ E(&)-2EEE)E)+E(E* () =
E (&%) -2E(6)E () +E*(§)E(1) =

— E(&) 2B (&) +E?(§) = E (&) ~EX(&).
Diszkrét eloszlasok varhatoé értéke és szorasa

A kovetkez6kben néhdny diszkrét eloszlds vdrhaté értékét és szérdsit szamoljuk ki.
Ezen a ponton az eloszldsok hétterét vagy tulajdonsdgait még nem vizsgéljuk.

5.2.3. Példa. Szamoljuk ki a Poisson-eloszlds varhato értékét és szordsat.

A Poisson-eloszlds a k = 0,1,2,... pontokra koncentrdlddik. Az eloszlds definicidja

szerint
2k
P=P(E =k = e (-A).

ahol A > 0 az eloszlds paramétere.

1. El8szor vizsgéljuk meg, hogy valdban eloszldsrdl van-e sz6. Mivel A > 0, ezért min-
den k indexre p; > 0. Ugyanakkor az exponencidlis fiiggvény hatvdnysora miatt
o0 oo k oo A«k
Yo = Y gen-A)=ew(-2) Y =
k=0 k=0 ™"
— exp(~A)exp(R) =1,

=
= k!

vagyis valéban valdszintiségeloszldsrdl van sz6.
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2. Szamoljuk ki a védrhat6 értéket. Definici6 szerint, felhaszndlva, hogy x; = k,

o oo lk
E¢) = Y up=exp(-21) Zkﬁ =
k=0 k=0 ™
3 k o A,k
= exp(—A k— =exp(—A =
(1) Ly =ew (-4 L "
A i A i A
exp(A) = (k—1)!  exp(A) fard!
A
 exp(A) p(A) =4
3. A széras kiszamoldsdhoz szamoljuk ki a masodik momentumot.
o ) lk
E() - Zx,%pk:exm—mzkzgz
k=0 k=0 :
) oo k
= exp(— Z ——exp Z
k=1 k=1
o0 kfl oo k
7L l

ﬂ,k ) lk
= <Zk +Zk,>:12+1,

exp (A

ahol az utolsé sorban kihasznaltuk a varhat6 érték mar ismert értékét.

4. Végiil a szoras értéke

€)= ,/E(gz) —E2(E) =A%+ A-A2 =V

5. Legyenek & és 1 fiiggetlen A és u paraméter(i Poisson-eloszlasd valdszintiségi val-
toz6k. Ekkor a & + 1 eloszldsa szintén Poisson-eloszldsu lesz A + y paraméterrel:

n Ak “nfk
P(E+n=n) = ZFSXP( l)mexp(ﬂl)=
_ GXp A‘Iﬂu < k, ,n— k
= ;k A
_ exp(=(A+u) /1+I~l z”: ( >xk n—k _

exp(=(A+u)) (/l +4)

Il
=

Atp)t.
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Az egyenldségnek van egy fontos kovetkezménye, nevezetesen, hogy a Poisson-
eloszlds tigymond korldtlanul oszthat6. Ezen azt értjiik, hogy ha & egy A paraméteri
Poisson-eloszldsi valtozo, akkor tetszGleges n esetén megadhatéak &,&,,...,&, azo-
nos eloszldsi és fiiggetlen valtozok, hogy & = X]_,&,. A Poisson-eloszlds esetén a &
valtozok valaszthatdk szintén Poisson-eloszldstinak A /n paraméterrel.

|

5.2.4. Példa. Szamoljuk ki a geometriai eloszlds varhat6 értékét és szordsat.

A geometriai eloszlds a k = 1,2,3,... pontokra koncentrélt eloszlds. Definicié szerint
Pe=pgd~ 1 ahol0< p<lésqg=1—p.

1. Els& 1épésként belatjuk, hogy valéban eloszlasrdl van sz6. Mivel nyilvanvaléan py >
0, ezért elég beldtni, hogy Y i pr = 1. A geometriai sor dsszegképlete alapjérﬂ

Yoo = iqu*l piqk”:piqk:
k k=0

2. Kovetkezd 1épésként szdmoljuk ki a vérhaté értéket. Kihaszndlva, hogy a EZ":Ox"
hatvanysor a konvergencia tartomdnyon beliil tagonként derivdlhato, illetve, hogy az
x0 = 1 konstans tag derivéltja nulla

EE) = Yum=Y kg '=pY kf ' =
k k=1 k=1

I
=
D18
/N
LS
3
~
I
=
™
—
<
)
~
I

I
]
(aok
o
Q
Y
N———
I
]
N
—
| \_
[~
N———
I

Az eloszlés elnevezését éppen a geometriai sorral valé szoros kapcsolata indokolja.
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3. Szédmoljuk ki a mdsodik momentumot. A vérhat6 érték mar kiszadmolt értékét hasz-
ndlva, illetve hogy a hatvanysor els6 két tagjanak mdsodik derivaltja nulla

E(52> = Yxp=Y Kpd ' =Y (k+1)kpg ' =Y kpd ' =
¢ = k=1 k=1
- we)” 1 iad X
= r) (g oY (4f) =2 =
L) L)

- L

P

1 "
) 3 -

p Pt p

!
( 1 ) 1 I
= pl— —=p I
1—q q) p
-p

17 2
B 1_2pﬂp2 2

(l—q) p P P

4. Végiil szdmoljuk ki a szdrast.
2-p 1 l-p _ \d
=/E(E?)—E2(&) =,/ — — = | —— =YL,
&=\E(&) (é)¢p2 = Wﬂ .

5.2.5. Példa. A geometriai eloszlds és a negativ binomidlis vagy Pascal-eloszlas.

Legyen A egy esemény, amely valdszinlisége legyen p. Ha egymds utdn az A ese-
ményre nézve fiiggetlen kisérleteket végziink, akkor mi annak a valészintisége, hogy
az A esemény éppen az n-edik kisérletre kivetkezik be? Ha & jeldli azt, hogy hénya-
dik kisérletre kovetkezik be az A esemény, akkor a & véltozé geometriai eloszldsi:
P(E =n)=pg* !, aholn=1,2,...ésqg=1—p. Han, jeloli azt, hogy r-en feliil hany
kisérletet kell ahhoz elvégezi ahhoz, hogy r-szer kovetkezzen be az A, akkor

r+n—1
n

P(nr:n):( )prq”, n=0,1,...

ugyanis az r-edik bekovetkezés el6tt r +n — 1 kisérlet volt és ebbdl kell az n da-
rab ,helytelen” kisérlet helyét kivdlasztani. Az igy kapott eloszldst negativ binomid-
lis vagy Pascal-eloszldsnak mondjukﬂ Vegyiik észre, hogy a geometriai eloszlds ese-

tén n =1,2,.... A geometriai eloszlds definicidja az irodalomban nem teljesen egy-
értelmi. Mi geometriai eloszldson az imént definidlt eloszlast értjiikk, vagyis amikor
n=1,2,3,.... Ha a geometriai eloszlds definici¢jaban csupdn a helytelen kisérleteket

"Miként késobb latni fogjuk, a negativ binomidlis eloszlds tagabb fogalom, mint a Pascal-eloszlds. A nega-
tiv binomidlis eloszlds képletében r helyébe o-t szokds irni, ahol o > 0 tetszSleges.
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szamoljuk, akkor P(& =n) = pq", ahol n = 0,1,2.... Ilyenkor a félreértés elkeriilé-
se céljdbdl inkabb elsdérendi Pascal-eloszldsrdl fogunk beszélnﬂ Vegyiik észre, hogy
az r = 2 paraméter(i Pascal-eloszlds felirhaté két darab fiiggetlen, azonos paraméterd
elsérendii Pascal-eloszlds 0sszegeként. Az elsd Pascal-eloszlds sordn az elsd sikerre, a
mdsodik esetén a mdsodik sikerre vdrunk. Valéban a konvolicids képlet alapjan, fel-
hasznalva hogy az elsGrendii Pascal-eloszlds pg*, k =0,1,2,... ha az 6sszeg eloszldsa

(sn)

n .
sno= Y, pg'pd" = (n+1)p*q" =
=0
24n—1
= ( . )pzq"=P(nz=n)~

Hasonldan a hdrom elsérendii Pascal-eloszlds 0sszege, ismételten a konvoltciés képlet
alapjan, felhaszndlva, hogy a konvolucié asszociativ, vagyis harom tag 0sszegét ugy
szamolhatjuk, hogy két tag 0sszegéhez hozzdadjuk a harmadik tagot. Ha az 0sszeg el-
oszldsa (s,), akkor

n
si= Y, (j+1)pe'pg" ) =
j=0

LA n+1)(n+2
:p3an(]+1):( )2( )qun:
j=0

3+n-1 ,
=( " )p3q’=P(n3=n)-

Altalaban egy r-ed rendti és egy elsérendi Pascal-eloszlds konvoltciGja (r+ 1)-ed ren-
dii Pascal-eloszlds, kovetkezésképpen minden Pascal-eloszlds felbonthat6 fiiggetlen el-
s6rendii Pascal eloszldsok t')sszegér«fl Valéban, ismételten a konvolicids képlet alapjan
az Osszeg eloszldsa

o rj—1 P o r+j—1
Z( ' )prq/pqn j:prJrlan( ' )
J j=0 J

j=0

Meg kell mutatni, hogy

()= ()

8Evvel persze a probléma nincsen megoldva. A Pascal-eloszlds esetén nem egyértelmi, hogy mi lesz az
eloszlds tartdja. Mi az eloszldst az r értékétdl fuggetleniil a 0, 1,. .. szimokon definidljuk. De az irodalomban az
is el6fordul, hogy az r,r+ 1,... szamokat értik az eloszlds tartdjan.

9Ez igen szemléletes, ugyanis el3szor az elsé bekovetkezésre varunk, aztdn a masodikra stb. Barmennyire
is szemléletes ez az Osszefiiggés, formdlisan is igazolni kell, ugyanis példdul nem teljesen nyilvanvald, hogy az
egymadst kovetd bekovetkezések idGtartama fliggetlen és azonos eloszlasu. Ez 1ényegében a késobb targyalt ers
Markov-tulajdonsag alkalmazasa.

=

J
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Ez teljes indukcidval igazolhaté: n = 0 esetén az egyenlség trividlisan teljesiil. Hason-
16an trividlis az n = 1 eset is. Ha az egyenl&séget mar n-re igazoltuk, akkor

B - (-
(r+n)! (r+n)!

nlr! (n+1D)!(r—1)!
(n+1)(r+n)!4+r(r+n)! _

rl(n+1)!
_ (r+n+1)! (rn+d
rtn+1)!  \ n+1 )’

ami éppen az egyenlGség (n+ 1)-re. Az elsérendii Pascal-eloszlés véarhatd értékﬂ

o

Y npd"=q Y npg ' =4,
n=0 n=1 p

ahol kihasznéltuk, hogy a geometriai eloszlas varhaté értéke 1/p. Ebbdl az r-edrendi
Pascal-eloszlds varhaté értéke, felhaszndlva, hogy az 6sszeg véarhaté értéke a varhat6 ér-
tékek dsszege E (&) = rq/ p. Végezetiil szamoljuk ki a szordst. Elég az elsérendd esettel
foglalkozni. Felhasznélva, hogy a geometriai eloszlds mésodik momentuma (2 — p) / P2

- - -

2 - p

E(¢%) = anzpq”:qz,lnzpq” '=g—-.
n= n=

p
Ebbsl
D2 _2-p @ q-p)-¢* q2—p—q) _
©) = a5 5= T
P p p p
_ 9@=p=(-p) _q
p? p?’

ami azonos a geometriai eloszlas varianciéjévaﬂ Miként késobb latni fogjuk, fligget-
len eloszlasok Osszegének variancidja megegyezik a variancidk osszegével. Ebbdl az
r-edrend Pascal-eloszlds szérdsa

D& =Y,
O

10Ha & geometriai eloszldst, akkor a & — 1 elsrend(i Pascal-eloszldst kovet. Ebbdl a virhat6 érték 1/p —1 =

q/p.
1A szérds nem véltozik, ha egy véltozét egy konstanssal eltolunk.
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Folytonos eloszlasok varhatoé értéke és szorasa

Ebben az alpontban néhdny folytonos eloszlds varhat6 értékét és szordsat szamoljuk ki.
5.2.6. Példa. Szamoljuk ki az exponencidlis eloszlds varhaté értékét és szordsat.

A A > 0 paraméter(i exponencidlis eloszlds siirliségfiiggvénye

[ Aexp(—Ax) ha x>0
F) = { 0 ha x<0
1. Mivel f(x) > 0, ezért ahhoz, hogy az f (x) valéban siirliségfiiggvényt elegends be-
latni, hogy a teljes szdmegyenesen vett integralja 1 :

0o oo "y oo
/_mf(x)dx = A/O exp(—Ax)dx =2 [W]O =
- 0+%:1.

2. A vérhato6 érték kiszdmoldsa a kovetkezd: Parcidlisan integrdlva

/m xdF (x) = /Uooxf(x) dx= /l/omxexp(flx) dx=

_ xexp(—Ax)]” i /°° exp (—Ax) e
—A 0 0 A
exp(—Ax)]” 1
O+ | —————=| =+
{ -2 0o A

3. A szorés kiszdmoldsahoz ki kell szamolni a & mdsodik momentumat, vagyis a §2
véarhat6 értékét. A tdrgyalds jelen szintjén még nem ismerjiik a transzformalt valdszi-
niiségi valtozok varhato értékére vonatkozé formulat, mitobb, éppen ennek bevezetése
a célunk, igy némiképpen koriilményesen kell eljarnunk. Ahhoz, hogy a 62 vérhat6
értékét meg tudjuk hatdrozni, ki kell szdmolni a &~ eloszldsat. Ehhez sziikségiink lesz a

& viltozo eloszlasfiiggvényére. Kordbban mdr l4ttuk, hogy

F(x)=1—exp(—Ax), x>0.

Mivel P(& > 0) = 1, ezért az aldbbi szdmoldsban az abszolutérték elhagyhatd. Ha x >
0, akkor

[fe

G(x)

P(§2<x)zp<\/?<\/§) =P (&< x) =
P(E < va)=F (Va) = 1 —exp(—AvA).
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7

Ebbdl az sszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya miatt ha x > 0, akkor a 52 stirtiség-
fliggvénye

g(x) =G (x) = (1 —exp (—Avx)) = Aexp (—AV%) 2%/}

=
/N
[ ay
S
~——
I

/_ixdG(x) = /_c>o xg(x)dx =

/Omxlexp( l\f)—dx— 2/ Vxexp (—Av/x) dx

Az integrélban az u = +/x kézenfekvé helyettesitést végrehajtva, mivel x = u?

A d
E<<§2> = E/o uexp(—lu)d—idu:
= %/Omuexp(flu)Zudu:
_ ) _ _ (T2
= )L./() u”exp(—Au)du '/0 u” f(u)du

Parcidlisan integrdlva

E@z) — [W%} +2/ uexp (—Au)du
_ %/{)Nulexp(—lu)du:%l*:(é):%'

4. EbbS] mar a széras egyszeriien kiszamolhato:

ami a jelen esetben ugyanaz, mint a varhat6 érték.

5.2.7. Példa. Szamoljuk ki az egyenletes eloszlds varhatd értékét és szordsat.

El6szor a standard egyenletes eloszlds varhat6 értékét €s szordsat szamoljuk ki, az alta-
lanos esetet a varhat6 érték és a szords altaldnos tulajdonsdgai segitségével hatdrozzuk
meg.
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1. Standard egyenletes eloszldson a [0, 1] szakaszra koncentralt egyenletes eloszldst ér-
juk. Ilyenkor a stiriségfiiggvény

0 ha x<O0
fx)=¢ 1 ha O<x<l1
0 ha x>1

Mivel fol dx =1, ezért az f (x) valéban egy eloszlds siiriségfiiggvénye.
2. Tekintsiik a varhat6 értéket.

E(¢&) = /joxdF(x) = /joxf(x)dx:

1 x> : 1
ddx= |2 | =2,
./ox * {2}0 2

3. A széras kiszdmoldsdhoz szdmoljuk ki a 52 eloszldsat. Mivel a & a [0, 1] szakaszra

koncentralédik, ezért ugyanez igaz a 52-re is, igy elég a stirliségfiiggvényt ott megha-
tdrozni. A mdr latott médon az eloszlasfiiggvény segitségével érvelve: ha 0 < x < 1,

akkor
G(x) =P (&% <x) =P (& < V) = F (V&) = V&,

ugyanis a [0, 1] szakaszon az egyenletes eloszlds F (x) eloszlasfiiggvénye éppen x. Eb-

b6l a & stirtiségfiiggvénye a (0,1) intervallumban G’ (x) < g(x) = 1/(2/x). Igy a
mdsodik momentum

E<§2> :/:Gxg(x)dx:/olxz%/}dx: %/01 Vxdx.

Bér az integralt most kozvetleniil ki tudjuk szdmolni, mégis ismét hajtsuk végre az
u = 1/ helyettesitést. Ekkor, mivel x = u?, ezért

1l odx 1 ! * 1
E(£%) == = :/ 2 :/ 21 :/ 2 S
(é) 2 ududu A u“du A u”ldu .Hx)u S (u)du 3

4. Ebbdl a szoras értéke

D(é)—\/m—m—\/g.

5. Végiil legyen a & egyenletes eloszldsi valamely [a,b] szakaszon. Azonnal lét-
szik, hogy az 1 = (£ —a)/(b—a) egyenletes eloszldsd a [0,1] szakaszon, vagyis
& = (b—a)n +a, ahol az N egyenletes eloszldsd a [0,1] szakaszon. Ebbdl a varha-
t6 érték linearitdsa miatt

1 a+b

E(é):(b—a)§+a: 7

A sz6ras kiszamoldsdhoz egyrészt vegyiik figyelembe, hogy ha egy véltozéhoz hozza-
adunk egy konstanst, akkor a szérds értéke nem valtozik, ugyanis a vérhat6 érték is
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eltolédik a hozzdadott konstanssal, és igy mivel a szérds kiszdmoldsakor a varhat6 ér-
téket le kell vonni, ezért a konstans végsd soron kiesik. Ugyancsak a szérds képletébdl,
felhasznalva, hogy a vérhat6 értékbdl a konstans szorz6 kiemelhetd,

D(at) = JE (a8?) ~E2 (&) = W (E(&*) -E2(©)) = laID(&).

Ebbdl a szoras

5.3. Transzformalt valtozok varhato értéke

A bemutatott példdk alapjan nem til meglepd a kovetkezé tétel:

5.3.1. Tétel. Ha a & vdltozd eloszldsdnak van f (x) siriiségfiiggvénye, akkor
E (52) = /oo X2 f (x)dx,

ahol a két oldal egyszerre véges vagy végtelen.

Bizonyitas: A mar litott gondolatmenetet kovetve, ha x > 0, akkor

P (&% <x) = P(I&] < V&) =P(~VA < & < V&) = F (v&) —F (~VA),

ahol felhasznaltuk, hogy az F folytonos, ugyanis 1étezik stirtiségfiiggvénye. Ezt x sze-

v o

rint derivalva, a 52 stiriségfiiggvénye
SV Hf(=VE) T
8 (X) - 2 \/}a
A vérhato érték képlete alapjan
oo oo _ 1
B(E) = [Cetan [V
Jo Jo 2 Vx

s GRS,

Miként a példdkban ismét u = /x helyettesitéssel

B(&) = [T G [T (04 s (=

/Zuzf(u)du,

x> 0.

Teljesen analég médon lathat6 be a kovetkezd:
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5.3.2. Tétel. Ha a & vdltozé eloszldsdnak van f (x) sitriiségfiiggvénye, akkor a & n-edik
momentuma

E(E") = [ #f(dx
mddon szdmolhato, ahol a két oldal egyszerre véges vagy végtelen, illetve létezik vagy
nem létezik.

A gondolatmenet tovdbb dltaldnosithatd. Legyen g egy szigorian monoton, differenci-
alhat6 leképezés. A g lehet szigorian monoton ndvekedd, de lehet csdkkend is. A szi-
gorii nvekedés miatt a g-nek létezik g~ ! inverze, és a differencidlhatdsagbél kovetkezd
folytonossdg miatt ez az inverz szintén egy intervallumon van értelmezve. Tekintsiik a
g (&) valtozo eloszlasat. Ha a & eloszldsfiiggvénye F (x) és a g n6, akkor

P(g(&) <x)=P(E<s' () =F (s (), (53.1)

ha pedig a g csokken, akkor

P(g(6) <x)=P(£>¢ ' () =1-F (¢ ().
Az utolsé 1épésben kihaszndltuk, hogy mivel a &-nek van siirliségfiiggvénye ezért az F
folytonos. Ebbdl az dsszetett fiiggvény derivéldsdval a g (&) transzformalt valészintiségi

véltoz6 siirliségfiiggvény

e @) | e o).

Az abszolutérték azért keriil a képletbe, mert amikor a g szigorian monoton csokken,

akkor a g~ ! is szigordan csokken és igy a derivéltja nem pozitiv. Ebbl adédik a kovet-
kez&:

5.3.3. Tétel. Ha a & vdltoz eloszldsdnak van f (x) siriiségfiiggvénye és g egy szi-
goriian monoton, folytonosan differencidlhato fiiggvény, akkor a g (&) transzformdlt

oo s

vdltozénak is van h(x) siiriiségfiiggvénye és

he = £ (¢ ) | o0

5.3.4. Példa. Szamoljuk ki az a& + b siirtiségfiiggvényét.

12Vegyiik észre, hogy hallgatélagosan feltettiik, hogy a g derivlhatésagabél kovetkezik a g~ derivalhaté-
sdga. Ez azonban 4ltaldban nem teljesiil. Példdul a g (x) = x* fiiggvény szigoriian monoton né, derivilhaté, de
az inverze az x = 0 pontban nem derivalhat6. Hallgatélagosan feltessziik, hogy ez a probléma csak véges sok
pontban jelentkezik, igy a stiriségfiiggvények értelmezését a kivételes pontok nem zavarjak, ugyanis a stirtiség-
fiiggvények amugy is csak véges szamu ponttdl valg eltekinthetSség erejéig vannak definidlva.
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o 2

Ertelemszertien feltehetjiik, hogy a # 0. Ha a & viltoz6 siiriségfiiggvénye f (x), akkor
az a& + b transzformélt valészinliségi véltozo stirliségfiiggvénye

g(X)=f<x7b) ! (5.3.2)

a ) lal

5.3.5. Példa. Szamoljuk ki az dltalanos Cauchy-eloszlds strliségfiiggvényét.

o 2

A standard Cauchy-eloszlés stirtiségfiiggvénye

11
T ml4x2

f)

Ha & standard Cauchy-eloszldsd, akkor az a€ + b valtozé eloszldst (a,b) paraméterti

altalanos Cauchy-eloszldsnak hivjuk. Az el6z8 példa alapjan az a + b alaki valtozé

eloszldsanak strtiségfiiggvénye

@ 1 1 1 a?
g(x = _— - — =
7 al b\ 7lal a2+ (x—b)*
1+(x7) @+ (x=b)
1 la
Ta?+(x—b)*

5.3.6. Példa. A u vérhat6 értékii és o szorast normdlis eloszlés siirtiségfiiggvénye

_ 1 (x— )’
f(x)_c ZﬂeXp( 202 >

Miként kés6bb latni fogjuk, az

o= e (—52)

stiriségfiiggvénnyel rendelkezé eloszlds, amit szokds standard normadlis eloszldsnak
mondani vérhat6 értéke 0, szérdsa pedig 1. Ha a & standard normdlis eloszlasu, ak-
kor a & + p vérhato értéke i, és ha ¢ > 0, akkor a széréasa pedig 6. Ebbdl a mar latott

(5.3.2) képlet alapjan az f (x) fenti képlete evidens.
g
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Végezetill megjegyezziik, hogy a transzformdlt val6sziniiségi valtozok varhato értékére
vonatkoz6 képlet sokkal 4ltalanosabb koriilmények kozott is érvényes. Igen dltaldnos
feltételek mellett teljesiil a

E(g(€)= [ sar (533

képlet, amibdl a stirliségfliggvény 1étezése esetén mar kovetkezik az

E@E)= [ s0dr@=[ ¢wswa

szabdly. A képlet példdul érvényes minden folytonos g transzformdcids fiiggvényre,
de a g lehet nem folytonos is. Az elemi valészintiségszamitas targyaldsa soran erre az
altaldnos esetre azonban nincs sziikségiink, és indokldsdra sincsen médunk.

5.3.7. Példa. Vizsgiljuk meg az
E<<§2> =/ X2dF (x) (5.3.4)

Osszefiiggést.

Erdemes némiképpen altaldnosabban megkozeliteni a problémét. Legyen g egy szigo-
rdan monoton ndvekedd, folytonos fiiggvény. A fenti (5.3.1) sor alapjdn a g (€) véltozo
eloszlasfiiggvénye

0 ha x < g(—oo)
G)=P(g(§)<x)=1{ F(¢g'(x) ha g(—w)<x<g(w)
1 ha g(e0) <x

Ekkor tetsz6leges g (—e) < a < b < g(eo) esetén a helyettesitéses integralds formuldja
alapjzir{ﬂ

b 5(b)
/u g(x)dF (x) = /g " xdG (x).

Ha most a — —o és b — oo, akkor, feltéve, hogy az [~ g(x)dF (x) improprius
Stieltjes-integral konvergens

[eware= [ o). (535

(—o0)+0

Felhasznélva, hogy P (g (&) = g (d0)) =0, vagyis hogy a g (<) a G eloszlasfiiggvény
folytonossagi pontjai

E(g(@)= [ Gl = [ ¢(dr ().
Bv.s. sor, oldal.
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Ha tehdt g szigordan monoton nd és folytonos, akkor a fenti (5.3.3) formula teljesiil.
Példaként gondoljuk az E (exp (§)) vérhaté értékre. Ha G (x) az exp (§) eloszléasfiigg-
vénye, akkor a fenti (5.3.5) alapjén

o 0o

E (exp(&)) =/ xdG(x)z/_ooexp(x)dF(x).

0

Ha g csak monoton né és folytonos, viszont a & szigordan monoton nd és korlatos és
folytonoslzl akkor az integral és a vdrhat6 érték additivitdsa miatt

./:og(x)dF(x)+_/:oh(x)dF(x):

— [ e +h(dF () =

=E(g(5)+1r(8) =
=E(g()+E(R(S)) =

—E((@)+ [ _h(dF ().
Ebbdl, felhaszndlva, hogy az [~ h(x)dF (x) integrdl véges, kapjuk a kivént egyenls-

séget monoton ndveked§ fiiggvényekre. Ha most g (x) = g1 (x) — g2 (x), ahol a g; (x)
és g (x) monoton nd, akkor

E(2(5)) E(g1(6)) —E(82(8)) =

- /::gl (x)dF(x)f/j g2 (x)dF (x) =
[ ewar ),

feltéve, hogy a két varhato érték véges €s igy az integrdl és a varhato érték additivitasa
hasznalhat6. Ez ut6bbi teljesiil a g (x) = x> fiiggvény

0 ha x<O0
gi(x) = X ha x>0

—x% ha x<0
g (x)

0 ha x>0

felbontdsa esetén, ugyanis konnyen ldthat6, hogy ha az x? Stieltjes-integrlja végtelen,
akkor a megfeleld varhaté érték is végtelen és forditva.
O

14Péld4ul h (x) = arctanx.
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5.3.8. Példa. Tetszdleges & vdltozéra
EE) = [ xarw),
E(E) = [ WaFw,

E(exp(a€)) = /m exp (ax)dF (x).

—oo

ahol F (x) a & eloszlasfiiggvénye.

5.3.9. Példa. Ha a & viltozo eloszldsanak van f (x) siiriségfiiggvénye és g egy folyto-
nos és monoton fiiggvény, akkor

E(s(6) = [ s f(x)dx,

ahol a két oldal egyszerre 1étezik vagy nem létezik, illetve véges vagy végtelen.

Az el6z6ek alapjan

EGE) =] swdFw=[ g fwar

5.3.10. Példa. Vizsgéljuk meg az

00

E(sin(§)) = / sinxdF (x)

formulat.

Ismételten érdemes egy kicsit dltaldnosabban tekinteni a problémat. Legyen g egy kor-
latos, folytonosan derivdlhat6 fiiggvény. Az egyszertibb jelolés céljabdl tegyiik fel,
hogy |g| < 1. Legyen G (x) a g (&) eloszlasfiiggvénye. Mivel g korldtos, ezért a g (&)
eloszldsa egy korlétos tartoményra koncentrdl6dik, igy az E (g (&)) = [, xdG (x) in-
tegrdl, miként az [*_ g (x)dF (x) is létezik. A kérdés csak az, hogy a két integrél értéke
azonos-e vagy sem. Mivel a g folytonosan derivédlhatd, ezért

X
g) = 8O+ [ ¢ W=
*y + o -
g(0) +/0 (8" () dt—/o (&' () ar,
vagyis a g felirhaté a monoton novekedd g; és g» fiiggvények kiilonbségeként. A prob-
1émat az jelenti, hogy mikozben a g (&) vdrhaté értéke véges, el6fordulhat, hogy az

E(g1(&)) és az E(g; (£)) varhaté értékek végtelenek, igy a kordbban tdrgyalt gondo-
latmenet némi moddositdsra szorul. Vegyiik észre, hogy ez a probléma nem léphet fel,
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ha a g tart6ja, korldtos, vagyis ha van olyan N szdm, hogy ha |x| > N, akkor a g (x) = 0.
Ha A, = , akkor A, \, 0, igy a valdsziniiség folytonossaga miatt tetszSleges
€ esetén ha N elég nagy, akkor P (|§] > N) < €. Ebbdl, kihaszndlva, hogy |g| < 1

‘,/,Zg@d”x)—_/jvg<x)dF(x) <e

és a varhat6 érték monotonitdsa miatt

[E(2(5))—E(g(§)x (&I <N))

|
E(g(&)|(1— 2 (€] V) E(1—x(
—P(lg]>N) <e.

<
IEI<N)) =

Legyen h egy olyan korldtos tart6ju, folytonosan derivélhaté fiiggvény, amely a [-N.N]
szakaszon megegyezik a g-vel. A mar elmondottak miatt E (h(&)) = [*_h(x)dF (x).
Ha —N és N az F eloszlasfiiggvény folytonossdgi pontja, akkor az

| @il <N)ar @

integral létezik és ha a h fiiggvényt elég kozel valasztjuk a g (x) x (Jx| < N) fiiggvény-

hez, akkor
‘/ x (Jx| <N)dF (x / h(x)dF (x

A fenti két becslés alapjan igy konnyen igazolhatd, hogy ha —N és N az F eloszlas-
fliggvény folytonossagi pontjai, akkor

[E(h(S)-E((E)l < 2,

’/hdF /g (%)

E(3(E) = [ ¢Wdr

egyenléség mdr tetszbleges korlatos és folytonosan derivdlhat6 g esetére igazolhato.
O

< 2eg,

amibdl az

5.4. A szorasnégyzet additivitasa

A vérhat6 érték linearitdsa mellett felmeriil a sz6ords linearitdsa. Miként mdr lattuk, és
az altaldnos esetben is igen egyszeriien igazolhatd, hogy ha a egy tetszSleges konstans,
akkor D (a&) = |a|D (&) . A szérés definicigjdban szereplS négyzetgyok miatt a szords
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additivitdsa érdemben nem teljesiil. Vizsgédljuk meg a szérdsnégyzet additivitdsat: A
vérhat6 érték linearitdsa miatt

D2(&+m) =E((E+n)) ~EX(&+n) =
—E(&)+E(n?) +2E(&n) ~E (&%) ~E(n?) ~2E()E(n) =
D? (&) +D? (1) +2(E(&n) —E(§)E(n)).

Ebbdl a szérdsnégyzet pontosan akkor additiv, haE (§n) —E(§)E(n) = 0. Mivel ez a
kifejezés sokszor el6fordul érdemes elnevezni.

5.4.1. Definicié. Az E(En)—E(&)E (n) kifejezést a & és az 1 véltozok kovariancia-
jénak nevezziik és cov (&, 1) médon jelsljiik. Ebbdl kovetkezSen ha & és 1) tetszGleges
szérassal rendelkez8 valdszintiségi valtozok, akkor

D’ (& +1) =D? (&) +D? (1) +2cov (&,7).
A & és az 1 véltozokat korreldlatlannak mondjuk, ha cov (&,1) = 0.

A korrelélatlansaghoz kapcsolddé fontos fogalom a fiiggetlenség fogalma, amelyet mar
roviden érintettiink, illetve amelyre késSbb még vissza fogunk térni. Most csak esemé-
nyek fiiggetlenségére emlékeztetiink.

5.4.2. Definicié. Az A és B eseményeket fiiggetlennek mondjuk, ha P(ANB) =
P(A)P(B), illetve altaldban az Aj,A,,...,A, eseményeket fiiggetlenek mondjuk, ha
az 1,...,n indexek tetsz6leges ny,ny, ..., n; részhalmaza esetén

P(Ay, NAp,N...NAR) =P(An,)P(An,)---P(Ay,).

Az A és a B események pontosan akkor fiiggetlenek, ha a hozzajuk tartozd x4 és xp
valésziniiségi valtozok korreldlatlanok, ugyanis

E(xaxp) =E(Xanp) =P(ANB), ésP(A)P(B) =E(x,)E(x3p)-
Ez fontos szerepet jatszik az aldbbi példaban:
5.4.3. Példa. Szdmoljuk ki a binomidlis eloszlds varhaté értékét és szorasat.

B (n, p) binomidlis eloszldson egy olyan a k = 0,1,2,...,n szdmokra koncentrdl6dé
diszkrét eloszlast értiink, amelyre

n -
= (k)p"q" g (5.4.0)

ahol értelemszertien ¢ = 1 — p. A binomiélis eloszlds szokdsos szdrmaztatdsi mddja,
hogy egy p valdszinliségi sikerrel rendelkezd kisérletet n-szer egymastol tiiggetleniil
végrehajtunk, és azt kérdezziik, hogy mi lesz annak a valdszinlisége, hogy pontosan



5. fejezet: A varhat6 érték 85

k-szor kovetkezik be a sikeres kimenet. Mivel a kisérletek fiiggetlenek, ezért annak
a valdszintisége, hogy a k darab sikeres kimenet egy rogzitett sorrendben fordul eld
PFg" ¥, ugyanis az egyiittes bekovetkezés valoszintisége a valészintiségek szorzata és
éppen k-szor volt a kisérlet sikeres és n — k esetben sikertelen. De mivel n elembdl k
elem (Z) modon vehetd ki, ezért a keresett valoszintiséget éppen a fenti képlet
adja meg. A Newton-féle binomiélis formulabdl evidens, hogy a p; szdmok 6sszege 1,

igy valdban eloszlasrdl van sz6. Szamoljuk ki a varhatd értéket és a szorast.

1. A varhat6 érték képletét kozvetleniil alkalmazva a szdmolds némiképpen bonyolult.
Ugyanakkor vegyiik észreiEl hogy ha & =Y, x,,, ahol az (A;) események fiigget-
lenek és mindegyik bekovetkezési valészinilisége éppen p, akkor a & eloszldsa éppen
B(n,p). A vdrhat6 érték additivitdsa miatt a keresett vdrhat6 érték éppen az E (4 k)
vérhat6 értékek sszege. De E (XAk) =1-p+0-q=p,ezérta B(n,p) binomiilis el-
oszlés varhat6 értéke np.

2. A fiiggetlenség miatt a szérdsnégyzet additiv, igy tetszoleges k-ra D2 &) =
nD? (ZAA) . Ugyanakkor E <x§k> =E (xAk) = p, amibsl

D2(&) =n(p—p*) =np(1-p) =npg,
vagyis a B (n, p) eloszlés szérdsa /npq.

3. Mivel a binomidlis eloszlds fliggetlen y 4, véltozok Gsszege, ezért nyilvanvalé médon
ha a &, eloszldsa B(ny,p) és &, eloszlasa B(ny,p), és a &, és a &, fiiggetlenek,
akkor & | + &, eloszldsa B (n| + ny, p). Figyeljiink rd, hogy a p paraméter a két eloszlds
esetén azonos. Haa & eloszldsa B(1,1/2) ésa &, eloszldsaB(1,1/3), akkora &, +&,
vdrhat6 értéke 1/241/3 = 5/6. A variancidjuk a fiiggetlenség miatt 1/2-1/2+1/3-
2/3 =17/36. Ebbdl ha az eloszlds binomidlis lenne, akkor

5 17
Z= — =np(1—p).
g = ze=np(l-p)
Vagyis
np(l—p)_li 1736 17
np o PT 756 T 300
amibdl
. 5/6 25
T 13/30 13’

ami nem egész szdm. Ha a trividlis konstanstdl eltekintve egy eloszlds korlatlanul oszt-
hatd, akkor tartéhalmazanak korldtlannak kell lenni. Ez a binomidlis eloszlds esetén
nem teljesiil. A B(n,p) az n-ben additiv, de a p-ben nem. Az n véltoz nem osztha-
té dgymond korlatlanul, a p igen, de p szerint nincs additivitds. A binomidlis eloszlds
tehat nem korldtlanul oszthaté.

O

5Tulajdonképpen igy is lehetne a binomidlis eloszlast definidlni.
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5.4.4. Példa. A konstans esettdl eltekintve korldtos valtozék nem lehetnek korldtlanul
oszthatoak.

A binomidlis eloszlds korlatos, igy nem is lehet korldtlanul oszthat6. De hasonlé ok-
bdl nem korldtlanul oszthat6 az egyenletes, vagy a kés6bb bevezetett béta eloszlds sem.
Ezen igen hasznos tulajdonsdg igazoldsa viszonylag egyszer(i. Legyen & korldtlanul
oszthat6 és tegyiik fel, hogy korldtos és legyen K a & valtozé egy korldtja. Ha most

m\" p ; . 14 . ~ (n) B
e @ & viltoz6 egy felbontdsa, akkor példdul minden n-re ( & < K/n,ugyan
i=

i i

is ha egy A; halmazon pozitiv valésziniiséggel esne a 61@ véltozé a K /n folé, akkor &

a
n

P(NA) =[]P(A) >0

i=1
szabdly miatt pozitiv valésziniiséggel esne a N} A; halmazon a K korlét folé, ami
lehetetlen. Ebbdl, a fliggetlenség felhasznalasaval,

D2 (£) = nD? (§§n>> SnE((éf”)>2> <n<f)2—>0,

vagyis D? (£) = 0, kovetkezésképpen & konstans.



VL.

TOBBDIMENZIOS ELOSZLASOK

o
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Ebben a fejezetben a tobbdimenzids eloszldsok néhdny jellemzgjét targyaljuk. A vald-
szinliségszdmitas kerek, egyszerii és hatékony matematikai elmélet, ha egyetlen valé-
szintiségi valtozo jellemzdit kell targyalni. Az igen gyakran hasznalt fiiggetlenség felté-
tele azt biztositja, hogy a tobbvéltozds eloszlasok vizsgalatit hatékonyan visszavezes-
siik egyviltozés eloszlasok vizsgdlatdra. Erdemes arra gondolni, hogy egy egyvaltozés
fuiggvényrdl egyszerien eldonthetd, hogy eloszlasfiiggvény vagy sem, de tobbvaltozo-
ban ez mar tavolrdl sem egyszeri kérdés. A fliggetlenség feltétele azonban a legtobb
vizsgdlat sordn nem tarthatd, igy valamiképpen kezelni kell a vdltozdk kapcsolatit. Eb-
ben a fejezetben néhany ehhez kapcsol6dé elemi fogalmat targyalunk.

6.1. Feltételes valdszinliség és feltételes varhato érték

Valdszintiségi valtozok kapcsolatdnak kulcsa a feltételes valdszinliség. A feltételes va-
16szinfiség egyértelmiien definidlt és egyszer(ien megérthet és interpretdlhatd, ha a fel-
tétel valdszintisége pozitiv. A nehézségek abbol erednek, hogy nem vildgos, miként kell
definidlni a feltételes valészintiséget akkor, ha a feltétel valdszintisége nulla. Tegyiik
fel, hogy definidlni akarjuk a P (A | N) valdsziniiséget, ahol az N esemény valGszintisé-
ge nulla. Ilyenkor a P(ANN) /P (N) kifejezés értelmetlen, mert 0/0 alakii kifejezésr6l
van sz6. Természetesen jon a gondolat, hogy miért nem definidljuk a kifejezést hatarér-

tékkel? Ha az N helyébe egy olyan N eseményt tesziink, amelyre P (ﬁ) pozitiv, akkor

aP (A | N > feltételes valosziniiség mdr jol definidlhatd, és semmi mds dolgunk nincs,

mint tartani az N eseménnyel az N eseményhez. Ez val6ban j6 otletnek tiinik, de saj-
nalatos médon az események korében nem definidlhat6 a konvergencia fogalm fey
tehdt rogzitett N esetén, ha P(N) = 0, akkor a P(A | N) feltételes val6szintiség még
hatérértékkel sem definidlhatd, {gy értelmetlen. Vegyiik észre, hogy ez a jelenség rokon
a kovetkezd szitudcidval: Adott f fiiggvény esetén keresend6 az a g fliggvény, amely-
re minden x-re f (x) = [j g (r)dt. llyen egyértelmiien meghatdrozott g fiiggvény nin-
csen, ugyanis egy fliggvényt csak akkor tekintiink meghatdrozottnak, ha az értelmezési
tartomdnydnak minden pontjdban egyértelmtien megmondhatd, hogy mi az értéke. Ha
tehat van egy g fiiggvény, amely integraljaként az f eldll, akkor minden olyan fiigg-
vény, amely csak néhdny"|pontban kiilonbozik tle szintén valaszthatd g fiiggvényként.
Vagyis a g mint egyedi fliggvény nem létezik, de mint fiiggvények egy osztdlya esetleg
jOl definidlhat6. Az mar egy masik kérdés, hogy a lehetséges g fliggvények osztlya-
ban van-e olyan fiiggvény, amely mondjuk folytonos, és ha igen, akkor érdemes-e ezt a
reprezentdnst azonositani a szdmbajohet6 g fliggvények osztdlydval.

A feltételes valészintiség legfébb haszna, hogy a teljes valdszintiség tétele segitségével

!Pontosabban az események val6jdban nem halmazok, hanem ekvivalenciaosztalyok, fgy a konvergencia
csak nulla valdszintiségili halmazok erejéig definidlhatd.

2 A kérdés erdsen fiigg att6l, hogy milyen integrdlkonstrukciorél beszéliink. Az elemi val6szintiségszami-
tasban Riemann-integrdlok szerepelnek, igy a pontos karakterizacié nehezen adhaté meg.
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a feltételes val6szinliségekbdl kiszdmolhatjuk a feltétel nélkiili valszintiségeket. Ha az
n véltozd diszkrét, akkor minden x esetén

PE<x)=YPE<x|n=y)P(Mn=w),
T

ahol (yx) az 1 lehetséges értékei. Ha H (x) a & eloszlasfiiggvénye és G (y) az 1) elosz-
lasfiiggvénye, akkor ezt a Stieltjes-integralds jelolésével

(@) = [ PE<xIn=y)dG0)

modon {rhatjuk fel. Ebbdl latszik, hogy a feltételes valdszintiséget bar nem tudjuk de-
rivaltként értelmezni, de alkalmas integralegyenlet megolddsaként esetleg meg tudjuk
ragadni. A feltételes valésziniiség szempontjabdl a fenti egyenlGség legfébb probléma-
ja, hogy csak a H és a G peremeloszldsokat tartalmazza, igy nem tiikrozi az egyiittes
eloszlast. Ezen konnyen segithetiink, ha az 4ltaldnosabb

Fey)=PE<xn<y) = [ PE<x|n=udG
egyenldséget koveteljiik meﬂ Ebbdl tetszbleges [ intervallum esetén
PE<xnel)= [PE<xn=1dCl).
Ha az 1 diszkrét és I = [y, yx], akkor
P <xn=y) =P <x|n=y)P(n=w),
amibdl dtosztva éppen a feltételes valdszintiség mar ismert definiciéjat kapjuk.
6.1.1. Definicié. Legyen F (x,y) a (&,n) pér egyiittes eloszldsfiiggvénye és jeldlje

G (y) az N peremeloszldsét. Ha egy alkalmas F (x | y) médon jelolt fiiggvényre tetszd-
leges x és y pontokra

Yy

F(x,y):/'mF(xw)dG(u), (6.1.1)

akkor az F (x| y) fiiggvényt a & véltoz6 1-ra vonatkoz feltételes eloszldsfiiggvényének
mondju

3A figyelmes olvasé észreveheti, hogy nem vildgos, hogy milyen értelemben létezik az integral. Ez val6-
ban probléma és ismét csak azt mondhatjuk, hogy a rendelkezésiinkre 4ll6 eszkozokkel nem tudjuk a kérdést
megvalaszolni.

“Vegyiik észre, hogy sem az F (x| y) 1étezésrl, sem egyértelmiiségérdl, sem tulajdonsdgairél nem beszé-
link. Ezek tdrgyaldsa elemi keretek kozott nem lehetséges.
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6.1.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy a (&,1n) egyiittes eloszldsdnak van f (x,y) siiriiségfiigg-
vénye. Ha g (y) az n siiriiségfiiggvénye, akkor

Fxly) = L8

az F (x| y) egy siriségfiiggvénye, vagyis

Faly) = [ iy

ahol az f (x|y) definicidja és a fenti egyenléség az y vdltozoban egy az M eloszld-
sa szerint egy valosziniiséggel rendelkezd halmaz erejéig érvényes. Ha valamely y-ra
g(y) =0, akkor az egyszeriiség kedvéért a hdanyados értékét is nulldnak definidljuk és
ilyenkor feltessziik, hogy az f (x,y) is nulla, amely feltétel a siiriiségfiiggvény definicidja
alapjdn megengedett.

Bizonyitas: Fontos hangsiilyozni, hogy az egyenl&ségek nem minden y esetén telje-
siilnek. Ha valamely y-ra a g(y) = 0, akkor az f (x|y) képlete nincs is értelmezve.
Nem beszélve arrdl, hogy mar maguk a g (y) és az f (x,y) kifejezések sem fiiggvények,
hanem ekvivalenciaosztilyok. Ez indokolja az éllitdsban szerepld koriilményes meg-
fogalmazdst. Az allitds indokldsa viszonylag egyszerd: Meg kell mutatni, hogy az itt
definidlt F (x| y) kielégiti a fenti integralegyenletet. Mivel az egyiittes eloszlés-
nak van stir(iségfiiggvénye, igy a peremeloszldsoknak is van, ezért

/ / (v|u)dvdG (u) =
/ / (v|u)dvg(u)du=

/’ (v | u) g (u) dvdu =
e
L

Yy
leF@|@dGW)

u)dvdu =

u)dvdu=F (x,y).

O

6.1.3. Definicié. Az elemi valészinliségszamitds keretében az E (€ | n =y) feltételes
vérhat6 értéket két esetben definidljuk:
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1. Ha az n véltoz6 diszkrét és a lehetséges értékei koziil az egyik yy, akkor az

P(é <x,7n :yk)

F(x|y:yk)£ P(TTZYk)

az x véltozéban egy kozonséges eloszldstiiggvény, igy az

E(E[n=y)= [ dF (x]y=y)

definicié értelmes.

7

2. Haa (&,n) parnak létezik sirtiségfiiggvénye, akkor
E(EIn=y= [ xfx|y)dr
Az olvaséban felmeriilhet a kérdés, hogy miért nem alkalmaztuk az

E(E[n=y)= [ wF(x]y)

joval éltalanosabb és latszdlag kézenfekvébb definicidt. Bar nem teljesen nyilvanvald,
de erre j6 okunk van, ugyanis az F (x | y) kifejezés rogzitett y-ra nem az x egy monoton
figgvénye és az sem vildgos, hogy van-e ilyen reprezentdnsa a megfelels fiiggvény-
osztalyn Természetesen felmeriilhet az a kérdés is, hogy a folytonos, a strtiség-
figgvénnyel rendelkezd esetben, ez miért nem okoz gondot. Természetesen ilyenkor is
gondot jelent a feltételes varhat6 érték definicidja, és a konstrukciobol vildgos, hogy
minden y esetén tobb érték is lehetséges, vagyis a feltételes varhaté érték ilyenkor sem
egy fliggvény, sokkal inkdbb egy ekvivalenciaosztdly. Ugyanakkor a feltételes varhaté
értékként kapott ekvivalenciaosztaly elemei nem lehetnek tetszSlegesek, ugyanis érvé-
nyes a kovetkezd allitds:

6.1.4. Allitas (Teljes varhato érték tétele). Tegyiik fel, hogy a & vdltozénak van vdrhaté
értéke. Ha a (§,m) eloszldsdnak van siiriiségfiiggvénye és G (y) az n eloszldsfiiggvénye,
akkor tetszdleges I intervallum esetén

JEEIn=1d60)=E(E-z(men).

Specidlisan

o

E()= [ E(EIn=y)d60),

SIsmét csak azt tudjuk mondani, hogy az ilyen reprezentans létezésének igazoldsa nagyon messzire vezetne.
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Bizonyitas: A transzformalt valdszintiségi valtozok varhaté értékére vonatkozo képlet
szerinﬁ

JEEIn=3)d60 /Eé\n y><>y

é/l/RX-f(X\y)dxg(y)dyé/l A g(y)
:A./D%xf(x’y)dXdy:/D%/,.xf(x’y)dydx:/R/RX(YEI)Xf(X,y)dydx:

=E(x(nel)-§).

Erdemes megjegyezni, hogy az dltalanos esetben az dllitdsban szerepl elsG egyenlSség
tekinthet$ a feltételes varhaté érték definicidjanak is. Ugyanakkor a feltételes varhaté
értéknek 4ltaldban nincsen folytonos verzidja, igy az dltaldnos esetben az elemi valdszi-
niliségszamitds fegyverzetének ismeretében nem vildgos, hogy miként kell az integralt
érteni.

(y) dxdy =

d

6.1.5. Példa. Legyen (£,n) egyenletes eloszlasd a (0,0), (1,0) és (0,1) pontok altal
kifeszitett haromszogon. Hatdrozzuk meg azE (§ | =y) ésaz E(n | & = x) feltételes
vérhat6 értékeket.

Szimmetriaokokbdl elég az egyiket kiszamolni. Jelolje A a hdromszoget. Az egyiittes
eloszlds stiriségfiiggvény

2 ha (x,y)€A
f("’y):{ 0 ha (x,i)e_fA

Az 1 peremeloszldsa

:/_Zf(xy)dx:{ 2(10_)7) ha y€(871)

Ebbdl
f(x\y)={ 1/(107)’) ha (x,y)eA

Ha 0 <y < 1, akkor a feltételes varhat6 érték

[ artea= [

- xfxly)de= A X =
1217

L
-y12]g 2

6 A két integrdl felcserélhetSségét az biztositja, hogy a & viltozénak létezik vérhat6 értéke és emiatt a kettds
integral abszolut konvergens.
7Pontosabban annak egy verzi6ja.

E(E|n=y)
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Vegyiik észre, hogy a 0 < y < 1 tartomdnyon kiviil az E (§ | 1 = y) kifejezés értelmet-
len, vagy inkabb barmi lehet. Igy akar azt is mondhatjuk, hogy

E@€[n=y)=010-y/2,
de példdul az
E(€|n=y)=x01(1-y)/2
egyenlGség is helyes.

6.1.6. Példa. Legyen a (&,7) pdr egyiittes siiriségfiiggvénye
fxy)=exp(=y), y>x>0.
Szdmoljuk ki a feltételes varhat6 értékeket.

ElGszor igazoljuk, hogy val6ban stiriségfiiggvényrdl van sz6. Mivel f(x,y) > 0 elég
megmutatni, hogy a fiiggvény integrélja 1 :

o rddy= [ [7 ey asiy =

. ry 00
= / efy/ ]dxdy = / eiyydy = F(Z) =1.
0 0 0

o

Szamoljuk ki a peremeloszldsokat és a feltételes stirtiségfiiggvényeket:

g0) = [ Fl)dx /Oye—ydx:ye-& y>0
f@ = [rend= [Cevdy=[-e)T = x>0,
Flry) e 1
flxly) = <) :)ﬁ:§7 0<x<y,
folx) = f}f?;i):%:eky, 0<x<y.

E[n=y = /Rxf(xly)dx:/oyxidx:

Il
—
=
~
<
Na¥
&
Il
\8
<
Y
&
I

E(n|&=x)
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6.2. Korrelacios egyiitthato

A tobbdimenzids eloszldsok vizsgdlatdnak leggyakrabban haszndlt eszkoze a korreldci-
Os egyiitthat(ﬂ

6.2.1. Definicié. Legyenek & és 1 valdszintiségi véltozok. A

cov(¢,m) =E((E-E(§))(n—E(1n)))
védrhato értéket a & és az 1 kovariancijénak, a

cov (§,1)

o (&) = 5 &b ()

hényadost pedig a & és az 1 korrelécios egyiitthatéjanak mondjukﬂ

7 2

Emlékeztetiink, hogy a kovariancia elnevezést a kovetkezd éllitas indokolja: A szords-
négyzetet szokds kovariancidnak is mondani és tetszdleges & és 1 valészindiségi valto-
z6kra

D*(§+n)=D?(&) +D*(n) +2-cov(&,n).

Ennek bizonyitdsa sordn beldttuk a kivetkezd fontos Osszefiiggést: Ha & és 1 valdszi-
niiségi valtozok, akkor

cov(5,n) =E(En)—E(5)E(n).
Specidlisan, ha & és 1 fiiggetlenek, akkor a kovariancigjuk nulla.

6.2.2. Példa. Valészintiségi véltozdk korrelacios egyiitthatéja nulla, de a véltozok nem
fiiggetlenek.

A szdmos lehetséges példa koziil taldn a legegyszer(ibb a kovetkezd: Legyen & standard
normélis eloszldsd véltozé és 1 = E2. Tlyenkor En = &3, amely vérhatd értéke nulla. De
ugyancsak nulla az E (£) E (1) szorzat is, igy a korreldcids egyiitthato értéke nulla. Egy

8 Altalaban, némiképpen pontatlanul, szokds pusztin korrelaci6rol is beszélni, amely alatt az egyiittmozgds
,,szorossdgat” szokas érteni. A korreldcids egyiitthat6 a korreldciét prébalja, j6l-rosszul, mérni. Szokds a korre-
laci6 erGsségérdl is beszélni. Ilyenkor az egyiittmozgds ,,szorossdgat” akarjuk megragadni, elGjeltdl fiiggetleniil.
A korrel4cié mérésére vannak egyéb mutatdk is nem csak a korreldcids egyiitthatd.

9A korreldcids egyiitthat6 létezéséhez a két szérasnak létezni kell és pozitivnak kell lenni. Vagyis egy
konstans véltoz6 és egy mdsik valtozénak nincsen korreldcids egyiitthatéja dmbdr a két véltozénak van szérdsa
és fliggetlenek. Ez analég avval, hogy a nulla vektornak nincs kozrezdrt szoge egy masik nem nulla vektorral.
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mésik tanulsdgos példa a kovetkezd: Ha a (£, 1) eloszldsa az y tengelyre szimmetrikus,
akkor a (£, n) eloszldsa megegyezik a (—&, 1) eloszldsdval. Ebbdl kivetkezden

cov (g, m) = cov(=§,n) = —cov (&, M),

vagyis cov (£,1) = 0. Igy példaul a (—1,0),(1,0),(0,1) haromsz5gdn egyenletes el-
oszldsu valdszintiségi valtozé korrelacids egyiitthatdja nulla, de a € és az 1 nem fiig-
getlenek. De példaként vehetjiik az egységkorlapon egyenletes eloszldsd (&,1) val6-
szinliségi véltozokat is, amelyek korreldcids egyiitthatéja nulla, de a & és az 1 nem
fliggetlen.

O

6.2.3. Allitas (Cauchy-egyenlStlenség). Tetszdleges & és m vdltozdk esetén

E2(én) <E(&%)E(n?)
Specidlisan |corr (§,1)| < 1, és az egyenlbség sziikséges és elegendd feltétele, hogy a
& linedris fiiggvénye legyen az N-nak.

Bizonyitas: TetszGleges A esetén
0< E((é +/ln)2) —2’E (n2) Y2AE(EN) +E (§2> .

Ez minden A esetén csak akkor lehetséges, haa D = 4E? (En) —4E ((‘;2) E (éz) diszk-

rimindns nem pozitiv, vagyis
D —4E2(&n) —4E (&%) E (&%) <0,

amibdl az egyenlStlenség nyilvanvalé. Az egyenl6tlenség egy fontos kovetkezménye,
hogy ha & és 1 méasodik momentumai végesek, akkor a kovariancijuk is véges. Ep-
pen ezért a Kkorreldcids egyiitthatét és a kovariancidt csak olyan valdszinlségi val-
tozdkra definidljuk, amelyek mésodik momentuma véges. A £ és az 1 helyébe a
(E-E())/D(&) és az (n—E(n))/D(n) centralizdlt és normalizalt valtozokat té-
ve az egyenl$ség vizsgdlatahoz elegendd feltenni, hogy E(§) =E(n) =0ésD(€) =
D(n)=1.Hacorr(§,n) =1, akkor

E(G-n7) = E(&%)+E(n?)-2E(n) =

D* (&) +D*(n) —2corr (§,1) =
1+1-2=0,

vagyis & = 1. A corr (§,m) = —1 térgyaldsa analdg, illetve a forditott irdny evidens.
O
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6.2.4. Példa. Legyen a (&, n) pér egyenletes eloszldst a (0,0), (1,0), (0,1) hdromszs-
2on. Szamoljuk ki a € és az 1 korreldcids egyiitthat6jat.

2

Emlékeztetiink, hogy a & és az 1 stirtiségfiiggvénye

gx)=h(x)=2(1-x), O0<x<l1.

Ebbdl
EE) = _2/ (1-2)dv= 1.
E(gz) - E<n2):2/0 2(1—x)dx=
D) = Dm=g-g=q

Ahhoz, hogy a korreldcids egyiitthatét ki tudjuk szdmolni elegendé meghatdrozni az
E (En) vérhat6 értéket. A (€,1M) egyiittes siiriségfiiggvénye a hdromszogon 2, igy

E(én) = //xyf X,y dydxf/ /1 x2xydydx7

2/ {} dydx7.4) (1—x)2dx:%.

Ebbdl a korrelacids egyiitthatd

corr(&,m) = % = —%.

6.2.5. Példa. Legyen (&,n) egyenletes eloszldsd a

K={(xy) |24y <1xyz0}
negyedkorlapon. Szamoljuk ki a korreldcios egylitthatdjat.
Az egyiittes eloszlds stirtiségfiiggvénye

[ 4/t ha (xy)eK
f(x’y)_{ 07r hZ (x.;)gél(

Szimmetriaokokbdl elegendd az egyik peremeloszldssal foglalkozni. Ha 0 < x < 1, ak-

kor
Vit g 4
/fxydy / fd:E\/l—xz,
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A virhat6 érték

4 1 41
E(¢) = E/Ox\/l—xzdx:Eg.
4 1 41 1
2 _ = 2 2= - = _
E(é) = n_/oxvl x2dx 71'16” e
1 16
D'E) = - om

A korreldciés egyiitthaté meghatérozdsdhoz ki kell még szdmolni az E (€n) védrhat6
értéket.

E(&n)

4 1 pVi=22
—/ / xydydx =
TJo Jo
4 1 V1-x2
= 7/ x/ ydydx =
T Jo 0
4 /1 y2 V1—x?
= 7/ x {—} dx =
T Jo 2 1o

= %/le<lfx2>dx:%%=$-

A korrelécids egyiitthaté tehdt

1/(2m) —16/ (972)
1/4—16/ (972)

corr(&,1) = = —0,30014.

Vegyiik észre, hogy hasonléan az el6z6 példdhoz a korreldcids egyiitthaté negativ, de
értéke kozelebb van a nulldhoz, ugyanis a K negyedkor tartalmazza az el6z6 példaban
szerepl$ hdromszoget, vagyis a & és az 1 kozotti kapesolat a negyedkor esetén gyen-
gébb.

d

6.2.6. Példa. Legyen a (&,1) egyenletes eloszldsd a
P={(xy) €017 |y <2}

halmazon. Szdmoljuk ki a corr (§, 1) korrelécids egyiitthat6t.

A parabola alatti teriilet 1/3, igy

. 3
j(x,y):{ 0 ha (x,y)¢P
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A peremeloszldsok 0 < x <1, illetve 0 <y <1 esetén

2

h(x) = 3dy = 3x°,
gly) = 3dx=3(1-/y)
% VY
Ebbél
1 3 1
_ 3,2 2\ _ 4,
E(£) /03x dx=7, E(é) 3tdx = 2,
3 9 3
D (&) 3716 30
illetve

0
1 9 37
D) = 35~ 100 = V700

A szorzat varhat6 értéke

1 rx 1 y2 X
E(n) = /0/0 3Xydde=3/Ox[?de:

Tgy a korreldcids egyiitthaté
1/4—-3/4-3/10
corr(,1) = ——————==
(&) \/3/804/37/700

Vegyiik észre, hogy az y-tengelyre vald tiikkrozés sordn a korreldcids egyiitthat6 elGjelet
vdlt, illetve az x-tengely mentén vald eltolds nem moddositja a korreldcids egyiittha-
tot, igy a (0,0), (1,0), (1, 1) hdromszdgon egyenletes eloszldsu véltoz6par korreldcids
egyiitthatGja 1/2. Mivel a parabola az y = x egyenes alatt halad a P része ennek a hé-
romszognek, igy a korreldcids egyiitthatdja nagyobb.

0,56153.

d
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Az el6z6 fejezettel befejeztiik a valdszinliségszamitds alapfogalmainak ismertetését.
Ebben a rovid technikai fejezetben a gamma és a béta fiiggvényekkel kapcsolatos leg-
fontosabb ismereteket elevenitjiik fel. A gamma és a béta fiiggvények a valdszintiség-
szamitds legfontosabb eszkozei kozé tartoznak és kordbban is mar érintSlegesen hasz-
néltuk Sket.

7.1. A gamma és béta fiiggvények

Elészor tekintsiik a definiciéka{'}

7.1.1. Definicié. A

figgvényt gamma fiiggvénynek, a

1
B(x,y) = / A= v, xy>0
0
figgvényt béta fiiggvénynek mondjuk. A gamma fiiggvény mellett vezessiik be a
e / FVexp(—Ar)di, x,A > 0.
0

filggvényt. Egyszer(i u = tA helyettesitéssel

oo

T'(x,2) =/O <%)X_lexp(fu)% _ %

7.1.2. Példa. Ha x > 0, akkor I' (x+ 1) = xI"(x). Specidlisan ha n > 0 egész, akkor
I'(n)=(n—1)!

Parcidlisan integralva, és felhasznélva, hogy x > 0, igy a t* at = 0 pontban nulla,

rx+1) = /Otxexp(—t)dt:{txw} +/0 xt*Lexp(—t)dt =
. - O P

0+x/ Vexp(—t)dt =xI'(x).
0

7.1.3. Példa. Igazoljuk a
L) (y)
B =V
3 =Ty

formulat!

'A gamma és béta fiiggvényeket szokds szélesebb értelmezési tartomanyok felett is definidlni. Ilyenkor az
integralelGallitds a szélesebb értelmezési tartomdnyokon mér nem érvényes.
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A formula indokldsdnak szdmos médja ismert. Mindegyik bizonyitds sordn valamilyen
analizisbdl ismert tételt fel kell haszndlni. Az itt bemutatott bizonyitds arra alapszik,
hogy nem negativ fiiggvények esetén az integrlds sorrendje felcserélhetd. Ezt a tételt
az analizisben Fubini-tételként szokds emlegetni. s =7/ (1 —t) helyettesitéssel

—1
7(1 _‘_S)x-&-yds =

~
[fe

/Owl"(x-i—yﬂ-‘rs)s’(*lds: /Owl"(x-ﬁ—y)

L(x+y) /:(1 )"0 s =

1 P —(x+y) P x—1 1

1 1 —(x+y) ¢ x—1 1
e [ (i) () G T

r(x+y)/(;ltX*1(1—t)y*‘dzér(x+y)3(x,y).

Az integrandus folytonos és nem negativ, ezért a Fubini-tételnek megfelelSen az aldbb
a két integral felcserélhetd:

[fe

I / C(x+y1+s)s lds=
/ / exp (=t (145)) s Ldrds =
/ / exp (—t (1+5)) 1 Ldsar =
= / P exp (- )/ exp (—ts)s* dsdr =
0 0
/ Y exp (=)D (x,1)dt =
= [retepn Y

L dr =
r(x)/o' P Vexp(—t)dt =T (x)T(y).

[fe

[fe

O

O

Ebbsl
[ (x+y)B(x,y) =T(x)C(y),

amibdl az azonossdg mar evidens médon adédik.

7.1.4. Példa. Ha x > 0, akkor

X
Bx+1,y)= mB(X,Y)-
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A fenti Osszefiiggés szerint

_Ie+Dy) _ AITy) x
Blxt1y) = Cx+y+1)  @E+y»)T(x+y) 7x+yB(x7y)'

d

Az integrélok felcserélése egy igen hatékony eszkoz. Erre tovabbi példaként tekintsiik
a kovetkezdt:

7.1.5. Példa. Szamoljuk ki az

/:O exp (—x2> dx

integralt!

El6szor

~
[l

/: /:xexp <—x2 (1 +t2)> dxdt =

/Ow |:exp(x2 (1+2)]”

dt =
—2(1+22) |, '

1/~ 1 T
= = ——dt=—.
2/0 1412 4

Az xexp (fxz (1 +t2)) fiiggvény az x,t > 0 tartomanyon folytonos, és nem negativ,
ezért alkalmazhato rd a Fubini-tétel. u = xr helyettesitéssel

1 = /0oo /Omxexp (fxz (1 +12)> dtdx =
/waexp <fx2> /Ow exp (f (xt)2> drdx =

o0 o0 u oo 2
/0 Xexp (—x2>/0 exp (—u2> dex = (/O exp (—x2> dx) ,

vagyis [oexp (—x?) dx = \/T/2. Az exp (—x?) pdros volta alapjdn

/:o exp (—x2> dx= /7.

7.1.6. Példa. Igazoljuk a'(1/2) = /7 egyenlséget.
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u? = x helyettesitéssel

1 ° © —1/2
F(E) / x 12 exp (— )dx:/ (uz) exp<—u2)2udu:
Jo
2/ exp du—/ exp(ﬂf)duz\/ﬁ.
Egy masik bizonyitds a gamma és a béta fiiggvények kozotti azonossdgra épiil:
2
r l = I'()B 171 =1-B 171 =
2 2'2 22
1 1
[
Jo /x(1—x)

Az integrilban x = sin®# helyettesitést végezve

[le

dx 2 sint cost
— = 2sintcos
dt

/2 1
/ —2sintcostdt =
0 sin?t (1 — sinzt)

/2 T
2/0 1dt=2~§:

amibdl a ' (1/2) = /7T madr evidens.

7.1.7. Példa. Szamoljuk ki a standard normalis eloszlds varhat6 értékét és szorasat.

Az

1 x>
X)=——exp| ——
f(x) Nor ( 5 )
stirliségfiiggvényhez tartozo eloszlast standard normalis eloszlasnak mondjuk.

1. £ >0, igy az f slir(iségfiiggvény voltdhoz elég megmutatni, hogy az f integrélja a
szdmegyenesen éppen 1. A kézenfekvd u = x/ V/2 helyettesitéssel

/j:of(x)dx = \/ﬁ/ CXP( E)dx r/ exp )ﬁdu:
= ﬁ[wexp —u)duzl.
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2

2. A vérhat6 érték meghatdrozdsa igen egyszert. Mivel a stiriségfiiggvény pdros, igy
az xf (x) pératlan, és mivel az xf (x) integralhatd, ezért

E©)= [ of(wdi=

3. A sz6rés kiszamoldsahoz szdmoljuk ki a mdsodik momentumot: Az igen kézenfekvd
u = x* helyettesitéssel

E(éjZ) = /joxzf(x) r/xexp( %)dx:

u exp

\/ﬁ/ )z—ﬁdu:

- \/ﬁ/ 2exp 2>du:

EE
)t

= L L(
VA V22

Mivel a vérhat6 érték nulla, ezért a szérds D (§) = 4 /E <§2> —-E2(&)=1.

7.2. Gamma és béta eloszlasok

Mivel a gammafiiggvény és a bétafiiggvény integrandusa nem negativ, az integralokkal
leosztva egyszer(ien konstrudlhatunk sirliségfiiggvényeket.

7.2.1. Definicié. Ha A és a pozitiv szdmok, akkor az
a

fx)= —a)c“*1 exp(—Ax), x>0

stiriségfiiggvénnyel rendelkezs eloszlast (a,A) paraméterli gamma eloszldsnak hivjuk
ésT'(a,A) médonjeléljiikﬂ

2Nem keverend§ 6ssze, a hasonléan jelolt dltalanositott gammafiiggvénnyel. Bar a jel6lés azonos, az egyik
egy eloszlds, a masik egy fiiggvény. A némiképpen zavaré jelolés magyardzata a két fogalom igen szoros kap-
csolata.
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7.2.2. Definicié. Ha o és 3 pozitiv paraméterek, akkor az
1 o
x
B(a,B)

stiriségfiiggvénnyel rendelkezs eloszlast (o, ) paraméterd béta eloszldsnak hivjuk és
B(a, ) médon jeldljiik.

flo)= Ta-0f xe()

7.2.3. Definicié. Ha o és 3 pozitiv paraméterek, akkor a

° 1 o—1 1

SOZ BB (P

stiriségfiiggvénnyel rendelkezd eloszlast ltaldnositott, vagy mdsodfaju béta eloszlés-
nak nevezziik. Az eloszlést B (a., f3)-val fogjuk jeloIni. Ha a = 1, akkor a

x>0

1 1
0= BB (13 P
r(1+p) 1 B
F(OT(B) (140 7P
B
(40P

stirliségfiiggvényhez tartozo eloszlast szokds Pareto-eloszldsnak mondani.
A két béta eloszlds kapcsolata egyszeriien megvildgithato:

7.2.4. Allitas. Ha & béta eloszldsi, akkor az 1 = &/ (1 — &) vdltozé mdsodfajii béta
eloszldsi. Ha M mdsodfajii béta eloszldsi, akkor a & =1/ (14 1) vdltozé béta elosz-
ldsii.

Bizonyitas: Ha @ (1) = u/ (1 —u), akkor ¢! (x) =x/ (1 +x), és a siiriségfiiggvények
transzformacids szabdlya szerint

glx) = ( ') L ()=

N (1+X) ( _1ix)ﬁ_l (1-:)6)2 -

e (1+x)a+ﬁ

A forditott irdny igazoldsa anal6g.

7.2.5. Példa. Szamoljuk ki a gamma eloszlds varhato értékét és szordsat.
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o o

Mivel ismert a stirtiségfiiggvény, a varhat6 érték
oo a |
E = / x—x"""exp(—Ax)dx =
©) = [ st ew-A
A{a oo

= %/0 x%exp(—Ax)dx =
AY T(a+1) a

T(a) petl A7

A masodik momentum

AT,

E <§2> = /0 le"(a)x Lexp (—Ax) dx =
= F)ia) /Omx“*lexp(—/lx)dx:
A" T(a+2) a(a+1)
T T(a) aetz 2

Ebbdl a szoras

ala (l2 a
D(E) =y M Ve

7.2.6. Példa. Szdmoljuk ki a béta eloszlds vérhaté értékét és szordsat.

A virhat6 érték képlete alapjdn, felhaszndlva a gamma és a béta fliggvények kozotti
Osszefliggést,

1
E(@) = ﬁ/{) xx% (1 =Pl ax =

1
= Zaptletip=
Fa+p) T(a+I'(B) «
F(a)L(B) T(a+B+1)  a+pB’

A masodik momentum

1, . _
B(E) = g f a0 e
1
= WB(OH'%[”:
I'a+pB) T'(e+2)T(B) o(o+1)
I

C(@)C(B) T(a+p+2)  (a+B)(a+B+1)
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Ebbdl a szoéras

B o(o+1) o 2_
P& = ¢(a+ﬁ)(a+ﬁ+1)_(a+ﬁ) =

_ \/a(a+1)(a+ﬁ)—a2(a+ﬁ+l)
(a+B)* (a+B+1)

_ af
B (a+B)(a+B+1)

7.2.7. Példa. Szamoljuk ki a masodfaji béta eloszlds momentumait.

A masodfaju béta eloszlds n-edik momentuma

1

ny __ mxa n—1 1 P
BE) = s b g

A madsodfaju béta eloszlds
1

o - 1
g(x) = B(Oc,ﬁ)x I(1+x)a+ﬁ

stirliségfliggvénye alapjén

bl 1
/0 xa“’*lmdx = B(a+nB+o—a—n)=
: x

B(o+n,B—n).

Ebbdl

g _ B@tnBon) TlatmT(B—n) Tath)
B(t.f) F(atp) T(0)T(p)
T(a+n)T(B—n) a(a+1)---(a+n—1)

@) TB — B-1)-(B-n
A levezetésbdl vildgos, hogy az E (") momentum pontosan akkor véges, ha 8 —n > 0,
vagyis § > n. Egy mdsik bizonyitds a kovetkezs: Miként lattuk, ha a £ masodfajui béta
eloszlast, akkor felithaté i/ (1 — 1) alakban, ahol az 1) béta eloszlasu. Igy

(125)) i () o7

B(a+n,f—n)
B(a.B)

E(5")
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7.2.8. Példa. Szamoljuk ki a masodfaji béta eloszlds varhat6 értékét.

Az el6z6 példa alapjan ha n = 1, akkor

F@+)I() o T(@)T(p) _
I'la+B+1) o+p T'(a+p)
o

= a+ B(Oé,ﬁ)

B(o+1,B)

figgvényegyenlet alapjan szdmolva és felhaszndlva, hogy a béta fiiggvény szimmetri-
kus,

Ly
E@¢) = B(al,ﬁ)/o x_l~xa_](17x)ﬁ71dx:
_ B(a+1>ﬁ_1),
a B(a,pB)

o B(a,B—1)

o+B—-1 B(a,p)

o o+p—-1B(x
~ a+B-1 B-1 B(a
o

7B_l)
B-1)

)

=

7.2.9. Példa. Az exponencidlis és a x% eloszldsok mint gamma eloszlasok.

Gamma eloszldsra a legegyszer(ibb példa a I"(1,1) eloszléds. Ennek stiriségfiiggvénye

1
flx)= %xl_] exp(—Ax) =Aexp(—Ax), x>0,

ami éppen az exponencidlis eloszlds siirliségfiiggvénye. Vegyiik észre, hogy mivel
a = 1, ezért ilyenkor a vérhaté értékre és a szordsra kapott képlet éppen visszaadja
az exponenciélis eloszldsra kordbban kapott 1/A értéket. Tovabbi alapvetd példa a x%
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eloszlds. Definici6 szerint x% eloszldson az N (0, 1) standard normélis eloszlds négy-
zetének eloszldsit értjiik. A mar tobbszor latott utat kovetve, ha a & standard normalis
eloszlasd, és x > 0, akkor

P(1§2<x> P(|&] <Vx) = \ﬁ/ ( lz)dt:

= Gl e ()

Ezt derivdlva a x% eloszlds stirliségfiiggvénye, ha x > 0,

flx) = %exp( X)Z\]f (1/\? x_l/zexp(f%x):
1/2
- ram e ()

Ez éppen I'(1/2,1/2) stirGiségfiiggvénye. A gamma eloszlds varhat6 értékére kapott
a/A képlet ilyenkor éppen az 1 értéket adja, ami egybeesik avval, hogy a standard
normdlis eloszlds masodik momentuma éppen a szdrdsa, vagyis 1. Joval érdekesebb
azonban a x% masodik momentuma, ami a standard normadlis eloszlds negyedik mo-

mentuma:
2 1+ 3
4\ _ 2 _ ( 22 _ 4 _
E(N(o,l) ) 7E((;¢1> ) =4 l-%-3
(2) 4
g
7.2.10. Példa. A x> eloszlds varhat6 értéke és szérdsa.
A x% eloszlast mint n darab fiiggetlen x% Osszegét definidljuk. Ebbsl
E(x2) = nE(x)=
() () (o) () e
|

A gamma eloszlds tulajdonsdgai kozott a legfontosabb, hogy ha a masodik paraméteriik
azonos, akkor a gamma eloszldsd valészintiségi valtozok osszege is gamma eloszldsu.
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Mielé6tt azonban a pontos allitast ismertetnénk, roviden foglalkozni kell az 6sszeg elosz-
lasdnak kérdésével. Kés6bb ezt a kérdést egy sokkal dltalanosabb keretben tjra targyal-

ni fogjuk. Legyenek & és i valoszintiségi valtozok, és az egyiittes siiriségfiiggvényiik
legyen f (x,y). Ekkor az egyiittes stirtiségfiiggvény definicidja alapjdn

P(EmeB) = [ [ fexy)dudy,
Ezt felhasznalva a § = & + 1 eloszlasfiiggvénye
P(C<z)=P(G+n<z)=P((§,n)€B),
ahol B = {(x,y) | x+y < z} egy félsik. Ezt felhaszndlva
1) =y
PC<=[ [ " fleydsay

ugyanis az x +y < z félsik szerkezete alapjan minden fix y esetén az x legfeljebbaz —y
értékig futhat. A belsé integrdlban x = u — y helyettesitésse

P({<2) :/:/;f(u—y,y)dudy-

Mivel az integrandus nem negativ, az integracids tartomany egy ,,téglalap” az integra-
ciés hatdrok felcserélhetdek, igy

P(C<Z)=/_Zm/_if(ufy7y)dydu-

Ebbdl a z szerint derivélva az 6sszeg siirliségfliggvénye

g(Z)=/_o;f(zfy7y)dy-

Emlékeztetiink a kovetkezs fontos definicidra:

7.2.11. Definicié. A & és az 1 véltozokat fiiggetlennek mondjuk, ha az egyiittes elosz-
lasfiiggvényiik a peremeloszldsok szorzata, vagyis minden x és y mellett

P(E <xn<y) =P <x)P(n<y).
Ha az egyiittes eloszldsnak van stirtiségfiiggvénye, akkor a

J’F

oxdy (x,y) = f(x,y)
szabdlybol azonnal kovetkezik, hogy az egyiittes sirliségfiiggvény a peremsiirliség-
figgvények szorzata.

3 A fels6 hatdron z —y = u — y egyenlségbdl z = u.
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7.2.12. Példa. Ha a & és n fiiggetlenek, tovabba a £ eloszldsa I' (a,A), az 1 eloszldsa
pedig I'(b,A), akkor a & + 1) 6sszeg eloszldsa ' (a+b,A).

Az dsszeg strtiségtiiggvényének képlete alapjan, felhaszndlva, hogy a valtozok a nem
negativ szdmokra tdmaszkodnak, igy a negativ szdmokon a siir(iségfiiggvényiik nulla,
ha a £ sirdségfiiggvénye f (x) az n siiriségfiiggvénye g (y), akkor az Osszeg siirliség-
fuggvénye

/j;f(x—y)g(y)dy:_/Oxf(x—y)g(y)dy:

. 70 b
-, ﬁ@ﬂ)“expw (r—1)) Lot exp(~A1)dr =

I'(b)
a+b .
= oy P [
a+b 1
e [ e
a+b i

= oy PR [

”Hb a+b—1

= m exp (—Ax)x )

A gondolatmenetbdl latszik, hogy a gamma eloszlds korldtlanul oszthatd, ugyanis a
I'(a,A) eloszlds tetszGleges n-re felirhat6 n darab fiiggetlen I" (a/n, A) eloszlds Gssze-
geként.

|

7.2.13. Példa. Fiiggetlen exponencidlis eloszldsd véltozdk dsszege nem exponencidlis,
hanem amennyiben a A paraméteriik azonos, akkor gamma eloszldsi. Két kiilonb6z6
paraméterti exponencidlis eloszlasu valtozé dsszegének eloszldsa nem gamma eloszla-
sd.

A konvolucios képlet alapjan az Osszeg stiriségfiiggvénye
X
W) = x,xz/o exp(— A1 (x—))exp(~Azy)dy =
X
Midaexp(—A1) [ exp(— (A= A1)y)dy =

M
- 2{2_2’1 (exp(fllx)fexp(flzx)).
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7

Az el6z6 fejezet végén mar targyaltuk az Osszeg stiriségfiiggvényének képletét. Ebben
a fejezetben a szorzat és a hdnyados sir(iségfiiggvényét targyaljuk. A szorzat és a ha-
nyados stiriségfiiggvényének levezetése az 6sszeghez hasonldan elvégezhetd a Fubini-
tétel segitségével is. Ennek ellenére egy éltaldnosabb eljardst fogunk bemutatni és az

integraltranszformdcids tétel segitségével fogjuk a formuldkat levezetni.

8.1. A helyettesitéses integralas formulaja

A szamegyenesen az

b b
/g( )f(X)dx:/ fg()g (v)dy (8.1.1)
8(a) a

helyettesitési formula a Newton—Leibniz formula kozvetlen folyoménya. A formuldban
a g figgvény monotonitasit nem kell megkovetelni. Elegendé megkovetelni, hogy az f
integrandus folytonos és hogy a g helyettesitd fiiggvény folytonosan derivalhat6 legyen.
Ilyenkor a két integrél létezik és mind a két oldalon alkalmazhaté a Newton—Leibniz
formula, amely aztdn azonos eredményre vezet. Magasabb dimenziéban a Newton—
Leibniz formula ebben az egyszer(i alakban nem érvényes, a kiilonb6z6 tobbdimenzids
dltaldnositdsai jéval bonyolultabbak, igy a helyettesitéses integrdlds a (8.I1.1) alakban
nem vdarhatd, hogy igaz legyen. A tobbdimenziés helyettesitéses integraldsi formula
szdmos szempontbdl eltér az egydimenzids esettl. Ebben az alfejezetben az eltérés
okait szeretnénk megvildgitani. A pontos bizonyitds egy sor technikai részletkérdést
tartalmaz, amelyek targyaldsét elhagyjuk, igy az aldbbi gondolatmenet csak az indok-
l4s vazat tartalmazza. A tobbdimenzids formula targyaldsa kapcsdn az elsd észrevétel,
hogy a fenti alak tobbdimenziéban formailag is értelmetlen. Péld4ul a g’ deri-
vélt dltaldban egy matrix és {gy tobbdimenzidban a két oldalon mdr a dimenziék sem
egyeznek. Tovabbi probléma, hogy a tobbdimenzids integrdlokban az integracids tar-
toményok dltaldban nem intervallumok, pontosabban szélva nem az intervallumoknak
megfelels téglatestek, ezért az integracids hatdrok jelolése helyett a formuldban integ-
racids tartomanyokat kell frni. Ha egy B halmaz felett akarunk integrélni, akkor a szo-

kasos jelolés
/Bf(x)dx:/.../f(xl,...,xn)dxl...dxn,
B

ahol az x azért van vastagon szedve, hogy ezzel is jelezziik, miszerint az integrélds vek-
torok felett torténik. Ha nem akarjuk az x valtozét kiirni, €s az integrdlds n-dimenziéban
torténik, akkor szokds az [ fdA, jelolést is haszndlni, de szokds a két jelolést kever-
ni is és az integraldst példaul 5 f (x)dAn (x) vagy [pf(x)dAn (x) médon jeldlni. Az
integracids tartomdny Uj jelolésének bevezetése azonban mar 6nmagaban is problémét
jelent. Térjiink vissza a fenti (8.1.1) formuldhoz és irjuk 4t helyteleniil,

./g<3) fxdx= '/Bf(g ()8 () dy,
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alakba, ahol nyilvdn B = [a,b]. Ha a g monoton ng, akkor g ([a,b]) = [g(a),g (b)] alap-
jén

r8(b) b ,
Ly F00x= [ re0g 0y =

a

A d
/gqa,bnf(x) '

/[a’b] Fe())g () dy,

vagyis ilyenkor a két felirdsi mod ekvivalens. Ha azonban a g monoton csokken, akkor
8([a,b]) = [g(b),&(a)], igy

g(a)

8
/gua,b])f(x)dx B /g<b> / (x)dx:7/g<a) f(x)dx =
b
| e 0)]dy=
Jp (&8 )]

ugyanis ilyenkor a g’ negativ, kovetkezésképpen az abszolitérték kompenzdlja az in-
tegrdl el6tti minusz jelet. Ugyanakkor érdemes felhivni a figyelmet arra is, hogy az
abszolutértékkel kibovitett

/g oy = _/W]]f(g () ¢ ()] dy

alak is csak akkor érvényes, ha a g monoton. Ellenpéldaként tekintsiik a kovetkez6t: A
[0, 7] intervallum képe a sinx leképezéssel a [0, 1] szakasz, igy

1 w/2
/ ldx = / ldx = / |cosx|dx = 2/ cosxdx =
0 sin([0,7]) [0,7] 0

= 2 [sinx}g/2 =2,

._
I

ami nyilvdnvaléan nem helyes. Ugyanakkor persze a (8.1.1) képlet szerinti
sin7 T
0= 1dx=/ cosxdx =0
sin0 0
formula helyes. Ezek utdn nem til meglepd, hogy R” esetén a helyettesités sordn fel
kell tenni, hogy a helyettesitett leképezés invertdlhato.

8.1.1. Tétel. Legyen U C R" nyilt halmaz és g : U — R" egy invertdlhatd és folytonosan
differencidlhato leképezés. Ekkor B C U esetén

[y s = [ pain )= [ 5(e0)|det(s 09)[dAn () =

[le

[le

(8)
[ 760 |det(s' )]y,
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8.1.2. Példa. A gamma-béta aritmetika és az integraltranszformécids tétel.

Az integréltranszformdcios tétel a matematikai analizis egyik alapeszkoze. Segitségével
egy sor fontos allitds igazolhatd. Példaként tekintsilk a gamma és a béta fiiggvényt
0sszekotd nevezetes képlet egy lehetséges tovabbi indoklasat. Ha x,y > 0, akkor

/txflexp(ft)dt/ & lexp(—s)ds =
0 0
//tx_lsy_lexp(f(ert))dsdt.

0 Jo

[le

L) (y)

Tekintsiik az
s=uvt=v(l—u)=v—uv

helyettesitést. A helyettesitéskor harom 1épést kell végrehajtani: Elsd 1épésként ki kell
cserélni a valtozokat. Az integrandusba valé behelyettesitéssel

(=) ()™ exp(—v) =
(1—uy =12 exp (—v).

Ezt kovetden ki kell szdmolni a Jacobi-determindnst. A derivaltmétrix

ds/du ds/dv \ _ v u

ot/du dtfdv )\ —v l—u )’
kovetkezésképpen a Jacobi-determinéns v (1 —u) 4+ uv = v. fgy helyettesités utin az
integrandus, felhaszndlva, hogy v > 0,

(1 —u)y h = lexp (—v).
Harmadik lépésként ki kell szdmolni az integracis hatdrokat. Ha a képletben B =
(0,1) x (0,00), vagyis az (u,v) par a B halmaz egy tetszleges eleme, akkor az (s,7)

pér a (0,00) x (0,00) halmazt futja be. Vildgos, hogy a leképezés egyértelmid. Ebbsl
kovetkezden

Lx)T(y)= /000/01 (1—u)* L= Texp (—v) dudv.

A belsd integralbdl a csak v-t8l fiiggd tagokat kiemelve

P@T0) = [ exp(—v) B(x,y)dv =T (x+3) B(x).

ami éppen a bizonyitandé Osszefiiggés.

'A B halmaz éltaldban zart halmaz, de ennél jéval dltaldnosabb esetek, példdul a kiilonbozé téglatestek is
el6fordulhatnak. A B pontos karakterizdcidjaval a tdrgyalds elnagyolt jellege miatt nem foglalkozunk.
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O

Az elmondottakban a leginkabb meglepd elem, hogy miként keriil az integréltranszfor-
mécids tételbe a det (g’ (y)) Jacobi-determindns. A kdvetkezd alpontban egy némikép-
pen elnagyolt gondolatmenettel ezt fogjuk indokolni.

A térfogat és a determinans kapcsolata

Mint minden integral, igy az [ f (x) dx tobbdimenzis integral is lényegében az f (x)
integrandus egy stlyozott Gsszege, ahol a silyokat az R" ,térfogatelemei” adjak. A
figyelmes olvaséban azonnal felmeriilhet, hogy ez a megkdzelités bizonyos értelemben
mellébeszé€lés, ugyanis szemben az egydimenzids esettel tavolrdl sem vildgos, hogy
mit kell tekinteni valamely particié elemeinek térfogatdn. Erdemes észrevenni, hogy
mdr két dimenzidban is a térfogat, ilyenkor persze teriilet, kiszdmoldsa mar Snmagaban
is integrallal torténik és legalabbis a nem negativ fiiggvények esetén egy n-dimenzids
integrdl kiszdmoldsa valGjdban egy (n+ 1)-dimenzids térfogat meghatdrozésat jelenti.
Igy a tobbdimenzids integralds és a tobbdimenziés térfogat egymastdl nem elvilasztha-
t6, hanem sokkal inkdbb egymast kolcsonosen feltételezd fogalmak.

8.1.3. Példa. Szamoljuk ki az n-dimenzids egységgomb térfogatat.
Jelolje Gy, (r) az n-dimenzids r sugari gdmbdot, vagyis legyen

Gn(r) = {xeR"[[x]| <r},

ahol [|x|| = /E!_,x2. Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy

/2
1(Gp(1) = ———.
vol (G (1)) F(%—Fl)
Han =1, akkor
7171/2 B \/ﬁ _zﬁ_z

1 1 1
C(+1) 2T vZ
amely valéban a [—1, 1] szakasz hossza. Erdemes ellendrizni az n = 2 esetet is. Ilyenkor

_r __*T _T_.
r(2+1) r@e o 7~

amely valdban az egységnyi sugard korlap teriilete. Tegyiik fel, hogy a képletet mar egy
n-re beldttuk. Az emlitett eljérds szerint a (n+ 1)-dimenzids térfogat Ggy szdrmaztat-
hatd, hogy egy adott irdny szerint venni kell az n-dimenziés szeleteket, ki kell szamolni
ezen szeletek n-dimenzids térfogatat, ezeket szorozni kell a szeletek magassdgédval és
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ezeket értékeket Osszegezni, majd integralni kelﬂ Egységnyi sugari gomb esetén ven-
ni kell a [—1, 1] szakaszt, azt fel kell osztani az (1) pontokkal duy hosszi szakaszokra.
Ezt kovetSen az Iy = [uy_1,u;] szakaszbdl venni kell egy &, pontot és venni kell evvel a

sugdrral egy G, (\/ 1-— 5,%) sugard gombot, ugyanis egy gomb szeletei maguk is ala-
csonyabb dimenziés gdmbok, és ha a szelet sugara r, akkor teljesiilni kell az 1 = 2+ c‘;%

egyenlGségnek. A G, (\/ 1-— é,%) x I karikdk egyesitése a gomb egy kozelitése. Ko-

vetkezésképpen

1
vol (G4 (1)) :/ vol <Gn <\/ 1 fx2>> dx.
~1
Az n-dimenziés térfogat n-edrendben homogén fiiggvény, vagyis
vol (G, (r)) = r"vol (G, (1)).

Ezt és az indukcids feltételt felhaszndlva

vol Gyt (1) = [1 vol (G (1)) (V1—22)"dx =

n/2 1 n
= raen L (V=) =

n/2 1 n/
= 7F(T;+1)2/0 (l—xz) 2dx.

u = x2 helyettesitéssel &s a gamma és a béta fiiggvények kozotti dsszefiiggéssel

n/2 1
Vol (Gt (1)) = ﬁz/o (17u)”/22]de:
2

/2 n 1
- WB(EH’E)_
_ w2 TGEH(G)
&0 T
gnt1)/2

(=t +1)

ami éppen az igazoland6 formula 4 1 esetén.
O

2Gondoljunk arra, hogy egy hagymat karikdkra felvagunk. Ezt szokéas Cavalieri elvnek is mondani és a mar
sokat emlegetett Fubini-tétel kozvetlen alkalmazasat jelenti.
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A tobbdimenzids integralok kiszamoldsakor a legf6bb gondot tehdt nem az integralok
definiciéja vagy az integrdlok kiszdmoldsa jelent, hanem annak igazoldsa, hogy az n-
dimenzids térben egyaltalan 1étezik egy egyértelmiien meghatdrozott ,,ésszerl”, a szem-
1életnek megfeleld térfogatfogalom. A vol (B) térfogatrdl a kovetkezGket szokds felten-

ni:
1. vol(B) > 0.

2. Ha a legfeljebb megszamlélhaté sok halmazbdl 4116 (B;) halmazrendszer elemei
paronként diszjunktak, akkor vol (U;B;) = Y ; vol (B;).

3. A vol |§|B) eltoldsinvaridns, vagyis tetsz6leges x vektor esetén vol (B+x) =
vol (B)

4. Az E = {0 < x <1} egységkocka térfogat éppen 1.

Hangsulyozni kell, hogy a térfogat fogalma barmennyire is szemléletes, annak igazo-
ldsa, hogy a fenti tulajdonsdgokat kielégitd térfogatfogalom létezik és egyértelmd, ta-
volrél sem nyilvanvalé. A térfogat fogalma a kovetkezd tovabbi szemléletes tulajdon-
sdgokkal rendelkezik, amelyek mar kovetkezményei a fenti alaptulajdonsdgoknak és
amelyeket aldbb roviden indokolni fogunk:

1. A térfogat invaridns a forgatdsra és a tﬁkrﬁzésrﬂ

2. A térfogat homogén abban az értelemben, hogy tetszdleges o > 0 szam esetén
ha valamelyik koordindtat o-val megszorzzunk, akkor a térfogat is a-szorosdra
né. igy tobbek kozott minden o > 0 esetén vol (aB) = o vol (B) , illetve dltal4-
nosabban, ha A egy diagondlis matrix, akkor

vol (A-B) = A A+ A,vol (B),

ahol 11,A4,,...,1, a A diagondlisdban levs elemek. Specidlisan tetszGleges tég-
latest térfogata az oldalak hosszdnak szorzata.

Természetesen kézenfekvSen meriil fel a kérdés, hogy n-dimenzidban mit is értiink
forgatdson? Forgatdson és tiikkrozésen olyan invertdlhatd linedris leképezéseket értiink,
amelyekre nézve a tér egységgombje invaridns. Emlékeztetiink, hogy egy S matrixot
ortogondlisnak mondunk, ha a transzponéltja éppen az inverze, vagyis SS* = S*S =1,
ahol I az egységmitrix és a * a transzpondlds jele. Az ortogondlis mdatrixok &rzik a
tavolsagot.

ISx]1? = (Sx,5x) = (x,5"Sx) = (x,%) = ||,

igy az els tulajdonsdg miatt ha az S egy ortogondlis métrix, akkor vol (S-B) = vol (B) .

3Ez a tulajdonség azt jelenti, hogy a térfogat fogalma nem fiigg att6l, hogy hol jeldljiik ki az origét.
“A tulajdonsag azt jelenti, hogy a térfogat valéban geometriai fogalom és nem fiigg attdl, hogy a térfogat
kiszamoldsakor milyen ortonormadlt koordindtarendszert alkalmazunk.
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Az alpont legfontosabb eredményeként megmutatjuk, hogy tetsz6leges A linedris leké-
pezésre igaz a kovetkezd:

vol (A -B) = |det(A)|-vol (B). (8.1.2)

Ez a determindnsos képlet trividlisan teljesiil, ha az A oszlopai Osszefiiggnek, ugyanis
ilyenkor a determinans nulla, és mivel az A - B az R" egy valddi alterébe esik,

vol (A-B) =0 =|det(A)|vol(B).

Az igazolandé (8.1.2) egyenlSség egy fontos linedris algebrai tételen, a komplex szé-
mok z = rexp (i@) felbontdsdnak éltaldnositdsanak tekinthetd poldris felbontds kovet-
kezménye:

8.1.4. Lemma. Ha A egy invertdlhaté matrix, akkor az A felbonthaté A = R - U alakba,
ahol az R pozitiv defini{’} az U pedig ortogondlis.

Bizonyitas: Az AA* matrix szimmetrikus és pozitiv definit, igy a spektralfelbontdsi
tétel miatt OAQ* alakba frhatd, ahol az O ortogondlis matrix oszlopai az AA* sajat-
vektorai, A a sajdtértékeket tartalmazé diagondlis métrix. Az AA* pozitiv szemidefinit,
ezért A > 0, kovetkezésképpen az R = Ov/AO* definici6 értelmes. Ertelemszertien a
gyokjel a A elemeire értendS. Mivel A invertdlhatd, ezért A > 0, igy az R valéban po-
zit{v definit. Az R nyilvdn szimmetrikus €s ugyanakkor invertdlhatd, ugyanis invertal-
haté matrixok szorzata. Elegend§ igazolni, hogy az U = R 'A egy ortogondlis matrix,
ugyanis nyilvanvaléan A = RU. Ehhez elegend megmutatni, hogy R> = AA*, ugyanis
ezzel

UU* =R"'A (R—'A)* —R'AA* (R—‘>* —R'RR =1L
Ez azonban egyszer(, ugyanis
R> = (0vA0')(0vAO") =
= OVA(O'0)VAO* =
= OVAIVAO* = OVAVAO* =
= OAO* = AA*.
O

A poliris felbontdssal és a térfogat emlitett alaptulajdonsdgaival az igazoland6 (8.1.2)
determindnsos formula mar egyszertien belathat6. Ha A invertdlhat6, akkor felirhaté
A = RU médon. R pozitiv definit, igy a spektralfelbontdsi tétel miatt TAT* alakba

3 A pozitiv definitség fogalmaba a szimmetridt is beleértjik.
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vol (A - B) = vol ((RU)
) = vol(T- ((AT*U)

= vol ((TAT*U)-B) =
(H/l ) vol (T*U-B) =
B).

=vol (AT*U)-B

<H7L > vol (B) = det(R)vol (B)

det (UU*) = det (U) det (U*) = det (U)?

+1. Ebbdl kovetkez8en, felhaszndlva, hogy R pozitiv definit, igy a deter-
B) =

irhatd, ahol A most az R sajatértékeibol all6 diagondlis matrix. Ennek determindnsa
éppen a sajdtértékek szorzata, igy a forgatdsinvariancia és a skdldzasi tulajdonsdg miatt
‘B) =
‘B)) =

1 = det(I)
d

Az U ortogondlis métrix, ezért
I =
igy det(U) =
mindnsa pozitiv
vol(A-B) = det(R)|det(U)|vol(B) = |det(R)det(U)|vol(B)
|det (RU)|vol (B) = |det (A)|vol (B)
Végezetiil térjiink rd a bizonyitdsban alapvetd szerepet jdtsz6 tulajdonsdgok igazoldsa-

ra. Ha S az egységgdombot onmagdra képezd invertdlhaté leképezés, akkor a v (B)

vol (S (B+x)) = vol (S-B+Sx)

vol(S-B) =v(B)

vol (S- B) is nyilvanvaldan eltoldsinvaridns, ugyanis
v(B+Xx) .
Természetesen nem feltétlenill teljesiil, hogy az E egységkocka v-je éppen 1, de ez

- v(B)

konnyen elérhetd, ha a
halmazfiiggvényt tekintjiik. A térfogat feltételezett egyértelmiisége miatt
B
- YB) _ oi(s).

B) =
Ha most B-nek a G egységgombot valasztjuk és kihaszndljuk, hogy S - G = G, akkor
vol (S- G) vol (G)
v(E)

vol ( )=w(G)£:EZ; = =5

egyenldséghez jutunk, kovetkezésképpen v (E) = 1, igy a térfogat, miképpen ezt a bi-
zonyitasban felhasznaltuk, invaridns az ortogonalis matrixszal vald szorzdsra nézve

Hasonléan kell igazolni, a homogenitds tulajdonsdgat
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A helyettesitéses integralas formulajanak ,.igazolasa”

A determindnsos képlet alapjan az integraltranszformacios tétel ,,indokldsa" a kovetke-
z6: Tekintsiik a B halmaz egy (Vi(k) i6ja

*)

halmazon egy U, = g (Vi<k)) particiét definidl. Az integrdl definicié szerint a végte-

leniil finomod¢ partici6khoz tartozo6 kozelits osszegek hatarértéke, {gy kozelitSleg
(B>f(X) x~ Y f(xi)vol (U Y f(g(yi))vol (U;™),
78 i i

ahol x; € u® & xi=g(yi)ésyi €V,

1

(k) (k)

. A bizonyitds lényege, hogy ha a V;"’ elég

Kicsi", akkor a g a V") halmazon jél kiszelithetd a derivaltjdval. Ezért, felhaszndlva az
eltoldsinvarienciat
vol (U}’”) = vol (g (x/}"))) _
= vol (g (yi)+& (vi) (Vi(k) - Yi> +o (HV,-U‘) —¥i
~ vol (g (vi)+& (vi) (V,«(k) - yi>) =
= vol (g/ (vi) (ka) - .w))
=vol (¢ (v)¥) =
= [det (g (vi)) | vol (V).

)=

é(g)f(x)dx ~ Zi:f(g(Yi))\det (¢ (v))|vol (Vi(k)> N

~ _/Bf(g(y))\det(g’(ymdy

A bizonyitds sordn garantdlni kell, hogy k — oo, esetén egyrészt a <Vi<k>) ésaz (Ui<k>>

particidk egyszerre legyenek infinitezimdlisak, vagyis a particidkban szerepld halma-
zok atmérSinek maximuma egyszerre tartson nulldhoz’l masrészt hogy a masodrendd
vol (0 (HVi(k) - y,H)) hibdk elhagydsa sordn a hibak 6sszege is nulldhoz tartso A
részletek indoklasat elhagyjuk.

SEhhez ki kell hasznélni hogy a g folytonosan derivélhatd.

7Ehhez azt kell kihasznélni, hogy ha a finomitast noveljiik, akkor a particiéban levé elemek szdma lassabban
K

‘Vi( )~ Yi|

bontds finomségat felére vessziik, akkor 2"-szeresére ng a felbontdsban levs halmazok szama, amelyek dtmérGje

megfelezddik, igy a térfogatuk 27"-szeresénél jobban csokken, ugyanis az atmér6k masodrendben kicsik.

nd, mint ahogy a vol (o ( )) mdsodrendii kozelitési hibdk nagysagai csokkennek. Ha példdul a fel-
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8.2. Tobbdimenzios transzformalt valtozok

Ha (&;);_, az (Q,«/,P) téren értelmezett valSszintiségi vdltozok, és g az R" téren
értelmezett folytonos fiiggvény, akkor az

nég(glv"'vén)

Osszefiiggéssel definidlt fiiggvény szintén valdsziniiségi valtoz6. Hogyan lehet megha-
tdrozni az 7 eloszlasat?

Pyl

8.2.1. Tétel. Ha f a (&,,...,&;) vektor stiriiségfiiggvénye, emellett

(n17"'7nk)é‘P(élvéZV'wgk)v

tovdbbd a T = ¢! fiiggvény létezik és differencidlhatd, akkor az (M, ..., M) siriiség-
fiiggvénye

hxp,...,x;) = f((p_] (x],...,xn)>

det (%(p_l (xl,..,,xn)> ' =
det <%T(x1,...,x”)) ‘ .

Bizonyitas: A tobbdimenzids integraltranszformdaciés tétel alapjan minden B esetérE]

= f(T(x1,...,%n))

P((ny,n2,...14) €B) =
éP((q)l (617"'vék)?"'v(pk(élv"'vék)) EB) =

=P (&1 80 €97 (B)) =P((E),....60) €T (B)) =
:/T(B)fdﬂtk:/Bf(T)|det(T’)|d/1k,

feltéve persze, hogy a tétel feltételei teljesiilnek, vagyis a T = @~ létezik és differen-
cidlhaté. Vagyis f (T)|det(T")| az (1;) vektor stiriiségfiiggvénye.

d
Az alkalmazdsokban az 1; valtoz6k szdma dltaldban kevesebb, mint a §; vdltozok szd-
ma. Ilyenkor a ¢ fiiggvényt , kiegészitjiik*, majd peremeloszldsokra tériink at. Ezt mu-

tatja, a kovetkezd példa:

8.2.2. Példa. Hatdrozzuk meg az Osszeg, a szorzat és a hanyados stiriségfiiggvényét.

8 Akércsak az integréltranszformécics tételben a B pontos karakterizaciGjat most sem tisztizzuk.
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1. Osszeg: Ilyenkor

¢! (u,v)

Legyen & siirtiségfiiggvénye h, és n sirliségfiiggvénye pedig legyen g. Ha
fiiggetlenek, akkor a (&,7m) pér egyiittes siirliségfiiggvénye f(x,y) = h(x)g

(€ +n,n) stirliségfiiggvénye

F(T)|det(T)| =

A & +n eloszlasa az elsd peremeloszlés, vagyis a & + n strdiségfiiggvénye

h(u—v)g(v)

Medvegyev Péter: Bevezetés a valészinliségszamitasba

(e3y) = ().
(=) = ().

det (

h(u—v)g(v).

/_:h(ufv)g(v)dv.

1
0

-

Ha & és 1 nem fiiggetlenek, akkor az dsszeg siirliségfiiggvénye

k(u) = /j;f(u—v,v)dv.

Azonnal lathatd, hogy w = u — v helyettesitéssel

./::f(u—v,v)dv:/):w

Swu—w) (—1)dW:/j;f(w,u—w)dw

amely egybevdg avval, hogy az 0sszeadds kommutativ.

2. Szorzat. Ilyenkor

Ha & és n fiiggetlenek, akkor

F(T)|det(T")]

()50

d

u

v

)

(xy,y) = (u,v).

(u/v7v) = (x7y) .

1/v
det( 0

g(v)ﬁ

—u/v?
1

)|

A &En eloszlésa az els§ peremeloszlds, vagyis a En slirliségfiiggvénye

[4G

u
v

)e)

1
—dv.
vl

3
O

és
).

n
A
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Ha a valtozok nem fiiggetlenek, akkor a szorzat stirtiségfiiggvénye

'/j;f(%,v) ﬁdv.

Ilyenkor w = u/v helyettesitéssel

u dv u
v_77—7i27:>dv:7
w

u
= = dw.
w’dw s

w2
Ha u pozitiv, akkor a (0, o) rdképzédik a (eo,0)-ra, illetve a (—oo,0) a (0, —oo)-re kép-
z8dik. Ezért a hatdrokat fel kell cserélni. Ilyenkor u = |u| és ezért

[ Co)qgar = = (o) o () =
= /mf(w,ﬁ)idw.
—co w/ |w|

Ha u negativ, akkor a (0, o) raképz8dik a (—e,0)-ra, a (—o0,0) pedig a (0,c)-re kép-
z6dik. Ilyenkor |u| = —u

[ Cs)gar = [ (ni) i ()=
o)
—eo w/ |wl

A szabdly 0sszhangban 4ll azzal, hogy a szorzat is kommutativ.

3. Hinyados. Ilyenkor

(p(x,y) = (x/yvy) = ("t?V)'
(P71 (uvv) = (M'V7V):(X7Y)~

F(T)|det(T")| = h(u-v)g(v) det(é If)‘:
= h(u-v)gv)vl.

A &/ eloszldsa az els§ peremeloszlds, vagyis a & /1 stirtiségfiiggvénye

/:ch(uv)g(v) [v|dv.

Ha & és n fiiggetlenek, akkor

Ha nem fiiggetlenek, akkor [~ f (uv,v) |v|dv. Ekkor w = uv helyettesitéssel, ha u po-
zitiv, akkor a hatarokat nem kell modositani
dw dw

—=u=>dv=—
dv u’
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[rtmwae= [ o ()15

ami egybevag avval, hogy az osztds nem kommutativ.

8.2.3. Példa. Szdmoljuk ki a Laplace-eloszlas stirliségfiiggvényét.

Ha & és n fiiggetlen A paraméter(i exponencialis eloszldsu valdszintiségi valtozok, ak-

kor a & — 1 eloszlasdt Laplace-eloszldsnak mondjuk. Ha valamely § véltozo eloszlas-

filggvénye F (x), akkor
P(-¢ <x) P({>-x)=1-P({<—x)=

1-F(—x+0).

Ezt derivdlva ha f(x) a { stirGiségfiiggvénye, akkor a —{ stirliségfiiggvénye f(—x),
vagyis a § strliségfiiggvényének az y-tengelyre vald tiikrozése. A konvoldciés szabély
miatt a A paraméterid Laplace-eloszlés siirliségfiiggvénye

h(z) = /12'/70;exp(—/l)’)?((07m) () exp(A(z=) X (_wmp) (z—¥)dy =
= /’L2/:exp(—7ty)exp(l(z—y))x(_mﬁ())(z_y)dy:

P2exp(A2) [ exp(=229) () (=)

Ha z > 0, akkor

h(z) = lzexp(lz)/wexp(—bly)dy:

exp(—2Ay)1”
24 ],

= Alexp(Az) {
A A
= S exp (Az)exp(—2Az) = ) exp(—Az).
Ha z < 0, akkor
h(z) = lzexp(lz)/o exp(—2Ay)dy =
2 1_2
= Aexp(Az) = 2 exp(Az).
A két oldalt egy képletbe 0sszefogva

W) =% exp(-212).
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8.2.4. Példa. Szamoljuk ki az 9sszeg varhat6 értékét.

Ha & és 7n nem feltétleniil fiiggetlenek, akkor az Osszeg slirliségfiiggvénye
J= f (u—v,v)dv. Ebbdl az sszeg varhaté értéke

[ [ v =

/:, /:, uf (u—v,v)dudv =

/_Z/_Z (v+x) f (x,v)dxdv =

/w /w xf(x,v)dxdv+/°° /°° of (cov) ddy =
/ / 7 dde+/ / £ (x,v) dxdv =
/wxg(x)dﬁ/mvh(v)dvz
E(§)

+E(n).

E(&+n)

A bizonyitdsban kulcsszerepet jatszott az integrdlok felcserélhet6sége. Korabban mar
tobbszor jeleztiik, hogy ez mindig megtehetd, ha az integrandus nem negativ. Itt dltala-
ban ez nem teljesiil. Kdzvetett médon azonban a negativ és a pozitiv részeket szétva-
lasztva a gondolatmenetet négyszer megismételve és kihaszndlva, hogy a vdrhat6 érték
1étezése azt jelenti, hogy a pozitiv és a negativ rész mindegyike végesen integralhatd, a
gondolatmenet pontosithat

|

8.2.5. Példa. Szamoljuk ki a {7 szorzat vérhaté értékét.

7

A korabbi példdbdl a En siirtiségfiiggvénye

h(u) :'/::f(%,v) ﬁdv.

A vérhat6 érték képlete alapjan

/w / / ||dvdu—
= / / uf ,v v‘dvduf/ / uf ,v ||dudv

Val6jaban a bizonyitést forditva kell olvasni, ugyanis a pontos 4llitds az, hogy amennyiben létezik a & és az
7N (véges) vérhato értéke, akkor az osszegnek is 1étezik a (véges) varhato értéke, és az a varhato értékek Osszege
lesz. Vagyis a vdrhat6 értékek dsszevonhatéak. A vérhaté érték azonban elvileg nem feltétleniil szedhets szét.

E(&n)
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A bels§ integrélban u/v = z helyettesitést végezve és kihasznélva, hogy du/dz =v

/—: /_0:0 vzf (z,v) %dzdv =
/:, /:0 vzf (z,v)dzdv,

ami éppen a transzformalt valészintiségi valtozok varhaté értékére vonatkozé képlet.
A szamolds sordn kihaszndltuk, hogy ha v negativ, akkor a helyettesités sordn az in-
tegrdlds irdnya megvaltozik, és igy véltozatlan integracids hatdrok mellett a du = vdz
helyettesités helyett a du = |v|dz helyettesitést kell alkalmazni. Vegyiik észre, hogy a
bizonyitds elsd felében az integrdlokat csak akkor lehet felcserélni, ha a |En| véltozo-
nak létezik vérhaté értéke, ami persze ekvivalens avval, hogy a £n szorzatnak létezik
varhat6 értéke. Ha & és 1 fiiggetlenek, akkor

/ / vzg (2)r(v)dzdv =
/_mvr(v)/_oo g(z)dzdv =

oo

/:ovr(v)E(&)dv:E(é)/iwvr(v)dv:
E(E)E(n).

Diszkrét valtozok esetén a transzformdcids formula igazoldsa 1ényegében azonos mé-
don végezhetd el. Ilyenkor ha p;; =P (& =i, = j), akkor

P(En=k = Zplk/l

E(&n)

E(&n)

ahol értelemszeren p;;/; = 0, ha a k/I nem egész.
E(En) = YPEN=k=Y kY puy=
k kool
.Y kpup =Y. Y iipij.
ko1 i



IX.

A NORMALIS ELOSZLAS ES BARATAI

o
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Ebben a fejezetben a standard normalis eloszlds és a belSle szarmaztathaté eloszldsokat
tekintjiik 4t. A standard normadlis eloszlds sfirliségfliggvénye

0l = —ew (—%2)

A standard normdlis eloszlds varhat6 értéke nulla, a szérdsa pedig egy. Az N (u,o)
eloszlast, vagyis a p vdrhat6 értékdi és o szordst normalis eloszldst az N = o€ +
transzformdcidval kaphatjuk, ahol értelemszertien a & eloszldsa N (0,1). Azy = ox+

o 2

u fiuggvény inverze x = (y— ) /0. A transzformélt véltozok stiriségfiiggvényének

o e

képlete alapjan az N (1, o) eloszlas suruségfiiggvényeEI

1 x—u)?
70 = P ()= ——exp ((26‘2‘)> .

Fiiggetlen normélis eloszldsu valészintiségi valtozok Osszege szintén normadlis elosz-

lasu, ahol a varhat6 értékek Osszeadddnak és a szorasok a w/o% + G% képlet szerint
alakulnak. Ennek igazoldsa, marmint hogy az dsszeg normdlis eloszldsu, viszonylag ko-
rilményes és a legegyszertibben a karakterisztikus fiiggvények segitségével végezhetd
el. Egy viszonylag étlathat6 kdzvetlen igazolds a kovetkezs: Legyenek & | és &, fligget-
len standard normalis eloszlasu valtozok. Be kell 14tni, hogy a 01& | + i + 62&, + U,
eloszldsa szintén normalis. Ehhez elég beldtni, hogy az ) = o1&, + 02§, Osszeg el-
oszldsa normadlis, ugyanis a konstans hozzdaddsa nem médositja a normalitdst. A kon-
volicids formula direkt haszndlata hosszi szamolast eredményez, ezért egy kozvetlen
utat véalasztunk:

P(n<z) = P(0§+028,<2)=

1 K 4y? )
= — exp | — dxdy.
21 //(71X+0'2}‘<Z P < 2 Y

Az integrandus korszimmetrikus, 1gy az integrdl értéke csak attdl fiigg, hogy a o1x +
0,y = z egyenes az origdtdl milyen tdvolsdgra van, ugyanis alkalmas médon elforgatva
asikot, az o1x+ 02y < z félsik egy y < ¢ félsikba megy 4t, ahol a c értéke éppena o1 x+
o,y = z egyenesnek az origotdl vald (eljeles) tdvolsdgdval egyezik meg. Konnyen

'Mllik hangstlyozni, hogy az irodalomban az N (i, o) jelolés nem egyértelmti. Gyakran taldlkozhatunk
az N (u,az) jeloléssel is, amit a tobbdimenzids eloszlds kapcsdn haszndlt formalizmussal valé kompatibilitds
indokol.
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kiszdmolhatd, hogy az egyenes az origétdl ¢ =z/ G% + G% tavolsdgra van. Ebbdl

1 c ©0 2 2
P(n<z) = EA /7 exp(—x —;—y )dxdy:
1 c y2 o x2
= E/_wexp (f?) /_wexp (ff)dxdy—

y2

< Gl ()

ahol a @ a standard normalis eloszlds eloszlasfiiggvénye. fgy az 6sszeg 6 = 4/ 0'% + G%

szérassal és nulla varhat6 értékkel rendelkezd normadlis eloszldsu valtozd. A tdvolsag
értékére azonban nincs sziikség, elég azt tudni, hogy a ¢ tadvolsag a z linedris fiiggvénye.
Ebbdl a normalitds mar kovetkezik, és a szérdsra vonatkozo képlet pedig mar dltalanos
megfontoldsok alapjan is nyilvanvalo.

9.1. Normalis eloszlasu valtozéok szimulalasa

Erdemes felidézni, hogy ha & eloszldsa egyenletes a [0,1] intervallumon, és 1 =
F! (€), ahol F egy folytonos, szigorian monoton névekedd eloszldsfiiggvény, akkor

P(n<x)=P(F'(&)<x) =P(E<F(x)=F(),

vagyis az 1) eloszlasfiiggvénye F. Megforditva, ha 1 eloszlasfiiggvénye F és 0 <x < 1,
akkor

P(F(n) <x) :P(n <F! (x)> =F (F-' (x)) =x,

vagyis ilyenkor F (1) eloszldsa egyenletes. Ez az 6sszefiiggés szdmos eloszlds generd-
lasat teszi lehetSvé.

9.1.1. Példa. Exponenciilis eloszldsi véltoz6 generdldsa.
Legyen F (x) = 1 —exp (—Ax) . Ebbdl
F () =-2""In(1-y).
Ha & egyenletes a [0, 1]-en, akkor az 1 — € is az, igy az
n<-A"'Iné&

eloszldsa A paraméterii exponencidlis.
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9.1.2. Példa. Cauchy-eloszldst valtozo szimulaldsa.

Ha n egy Cauchy-eloszlast valdszintiségi véaltozd, akkor 1 stiriségfiiggvénye

1
F0 = sy
Ebbdl az eloszldsfiiggvénye
1 /> 1 1 T
F(x) = po /700 mdt = [arctan]* = p (arctanx—i— 5) =
1

1
= —arct —
narcanx—l—z,

F'4) = tanx (y— %) .

Ha & egyenletes a [0, 1] szakaszon, akkor az 11 = tan7 (§ — 1/2) Cauchy-eloszldsu.

Mivel a standard normalis eloszlés stirtiségfiiggvénye

o= ew(-).

ezért a standard normadlis eloszlas eloszlasfiiggvénye

P(x) = \/%/_xwexp (7%) dr.

Az el6z8ek alapjan kézenfekvdnek ldtszik, hogy az N (0,1) valtozok szimuldldsdra a
&~ (y) fiiggvényt hasznaljuk. Azonban ennek kiszdmolasa bonyolult, igy ritkdn hasz-
nalatos. Az aldbb bemutatott mddszert szokds Box—Miiller médszernek is mondani.

9.1.3. Tétel. Ha 61,9, fiiggetlen, a (0,1) intervallumon egyenletes eloszldsii vdltozok,

akkor a
E= \/Tnélcos (2nd,), n= \/Tn(s]sin(27r52)

vdltozok fiiggetlenek, és a & és M vdltozok eloszldsa N (0,1).
Bizonyitas: A médszer igazoldsa céljabol vegyiink két fiiggetlen N (0, 1) valtozot, és

a (&,m) part tekintsiik az R? sik véletleniil kivalasztott pontjinak. Mivel a valtozok

o oz

fuggetlenek, ezért az egyiittes sliriségfiiggvényiik a stirtiségfliggvények szorzata

oo 5) e (3)
xp | —= xp| —% ) =
P\ T2 ) Var P\ T2

1 1
= Eexp <f§ (x2+y2)> .

f(xy)
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Mi torténik, ha (p, @) poldrkoordinatakra tériink 4t? Legyen

T (p,9)=p(cos@,sing) = (&,n)

a polarkoordinatdkrol val6 visszatérést megadé inverz leképezés. A T az origén kiviil,
vagyis a p > 0 tartomdnyon injektiv, és az origétdl eltekintve teljesiti az integréltransz-
formdcids tétel feltételeit.

!det (T/) = |det C(.)S(P —psme =p.
sing  pcosQ

v o

Az el6z6 fejezet alapjan poldrkoordindtdkban a stirtiségfiiggvény

r2
5(r9) = £ (1) den (1) = 5 exp (=5 ) 7= (i(p).

r2
rexp <73> , r>0,

. 1
h((P) - 57 (06(0,275),

ahol

oq

—
S

=
I

vagyis a polarkoordindtakra val attérés utdn a p sugdr és a ¢ szog fliggetlenek. A ¢
sz0g a (0,27) intervallumban egyenletes eloszldsd, a p sugdr eloszldsanak stirtiség-
fliggvénye pedig

g(r)=rexp (—r2/2> .

A gondolatmenet megfordithaté: ha a (p, @) pér eloszldsa éppen ilyen, akkor a (&,7)
két fiiggetlen normadlis eloszldst definidl. Normadlis eloszldsd valtozok szimuldldsa tehat
visszavezethet§ egy egyenletes, és egy rexp (fr2 /2) stiriségfiiggvényli valtozo szi-
muldldsdra. Ha § a (0,1) intervallumon egyenletes eloszldsu, akkor a p = v/—2Ind
eloszldsa

P(p <r):P(\/m<r> :P<5>exp (—%rz)) = 1—exp(—%r2>7

amely siiriségfiiggvénye éppen az rexp (—r/2).

9.2. A statisztika néhany eloszlasa

A normdlis eloszldsbdl egy sor fontos eloszlds szarmaztathat. Ebben az alfejezetben
ezeket tekintjiik 4t.
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9.2.1. Példa. A x2 eloszlis.

Az n szabadsdgfoku x% eloszldsu valtoz6t mint n darab fiiggetlen, standard normalis
eloszldsu valtozd négyzetének Osszegét definidljuk. Ha n = 1, akkor, miként mdr lattuk,

a x?3 eloszldsa N (0, 1)? = I'(1/2,1/2), igy stirtiségfiiggvénye

ki (x) = iexp(—%), x>0.

Az dltaldnos esetben a x2 eloszldsa I'(n/2,n/2), és a stirliségfiiggvénye

1 X
_ - . nf2-1 A
k”(x)_zn/Zr(n/z)x eXp( 2)’ x>0,

amely a gamma eloszlds additiv tulajdonsdga miatt evidens. A varhat6 értéke
E(x2) =nE(1}) =
ugyanis E (x7) =E (N?(0,1)) =D*(N(0,1)). A szérds meghatdrozésa a kovetkezd:
D? (}(ﬁ) = nD? (x%) =n(3-1)=2n

ugyanis egy x% eloszldsd véltozé négyzete valjaban egy N (0, 1) vdltoz6 negyedik
hatvanya:

\/27r/ xexp( %)dx=
2
= G (-5 )

= \/7/ uexp( g)ﬁd”:
1 51 1 I'(5/2)
= mr(m)‘mm)m‘

_ 523 p (LY
7 22F<2) >

E <N (0, 1)4>

9.2.2. Példa. A y,, eloszlas.
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Ay, eloszlst a 7(% eloszlasbdl gyokvondssal kapjuk. A transzformdlt val6szinliségi
véltozok siiriségfiiggvényének képlete szerint egy (a,A) paraméterdi gamma eloszldsi
véltoz6 gyokének siirliségfiiggvénye

A{(l
I'(a)

x2a=1) exp <—lx2) 2x
amely A = 1/2 és a =n/2 esetén

B @) exp(—22)
ho(x) = ky <x2> 2x = 2T (n)2) 2x =

B K lex (—ﬁ)
T 21T (n)2) P\72 )

A virhat6 érték kiszamoldsahoz tekintsiik egy gamma eloszlasu véltozé gyokének var-
hat6 értékét:

— A - a—1 —
E(x,) = %/0 Vax*exp (—Ax)dx =
_ A [ e _
= F(a)/o X exp (—Ax)dx =

- rleds)-

A4 l"(a—b—%) _LF(LH—%)
T(a) 2«12 i T(a)

Innen a = n/2 és A = 1/2 helyettesitéssel

(1) = VI .

A sz6rés pedig

2
D(x,) = E(x%)E(M# 4(%) |

O

9.2.3. Tétel. Ha & eloszlasa T (a,1) és N eloszldsa T (b,A) valamint & és n) fiiggetle-
nek, akkor a & /1 hdnyados eloszldsa B (a,b), és a &/ (& +n) tort eloszldsa B (a,b) .
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Bizonyitas: A hanyados valdszintiségi valtozoé strtiségfiiggvényének képletét felirva,
és kihaszndlva a két valtoz6 nem negativitdsat, ha u > 0, akkor

o) a b
):/0 @(uy)“‘lexp(—/luy) %yb’lexr’(—ly)ydy:
a+b o
zwuaﬂ/o Yl exp (< Ay (u+ 1)) dy =
laJFh a—1 A
- Far " [(a+b,A(u+1))=
B )La+b uafl F(a—‘—b) o
TT@I(®) (A (14w
_ T'(a+bd) e 1 _ 1 ut=1 !
= r(a)r(h) (l+u)a+b - B(a,b) (1+u)a+b'
Mivel
& &/m
+&  1+&/n’

ezért elegendd a & /n véltozén ¢ (x) = x/ (1 +x) transzformécidt végezni. Miként mar

7oz

az el6z6 fejezetben lattuk,
o '(x)=x/(1-x), 0<x<I.

A transzformalt stirliségfiiggvény igy

1 x \“! 1 1
B(a,b) (1 —X) (1+25)“" (-2

:B(i,b) (lxx)a_l(l—x)aﬂa(]_lx)2

9.2.4. Példa. A Fisher-féle F eloszlas.
Legyenek §; és n; fiiggetlen N (0, 1) eloszlést vltozok, ahol 1 <i<més 1< j<n.
Legyen
. X 5,
Z? 1T'I
A statisztikdban m, n szabadsagfoku Fisher-féle F eloszldson az

1/”2,:1”,
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véltgz() eloszldsat szokds érteni. A tovdbbiakban csak az F véltozéval foglalkozunk,
az F viltozd eloszlasdt értelemszerdi modositdssal kaphatjuk. Az F két fuggetlen x>
eloszlds hanyadosa, igy B (m/2,n/2) eloszlasy, ezért a stirliségfiiggvénye

1 1
_ m/2—1
f(x) B2 RECTE x> 0.

A varhat6 érték a kordbban latottak alapjan

_ B(a+1,-1)
= s

o om
B—1 n-2

feltéve, hogy B — 1 =n/2—1 >0, vagyis n > 2. Szamoljuk ki a masodik momentumot.
Az dltalanossag kedvéért szamoljunk 4ltaldban o és B paraméterekkel:

E (F2> = m /wazxa_] mdx.

A madsodfaju béta eloszlds momentumai alapjan

2 — # ocx2xa—1; e —
E(F) B B(a,B)/o (1+x)“+ﬁd
_ Ba+2,-2)  (a+Da
T T BB B-NB-2
)
(n/2—1)(n/2-2)
_ _(m+2m
(n—2)(n—4)"
Ebbdl
D2(F): (m+2)m _ m? _ 2m(n+m72)

(n=2)(n—4) (-2 (@n-27%n-4)

9.2.5. Példa. Student t,.

Legyen & eloszldsa N (0,1) és t, = &/, ahol a x,-r0l feltessziik, hogy fiiggetlen a
-6l és értelemszeriien y,, eloszldsd. A t, valtozé eloszldsat n szabadsdgfokd Student-
eloszlasnak mondjuk. Tekintsiik elészor a N (0,1)% / 22 hanyadost, ahol értelemszertien
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feltessziik, hogy a sz4ml4l6 fiiggetlen a nevez6tol. Ennek eloszlasa B (1/2,n/2) mésod-
faju béta eloszlds, igy a stirliségfiiggvénye

1 1/2-1 1

I = 522" (11 x) 072 x> 0.

2

Ha gyokot vonunk az eloszlasbol, akkor az x~ inverzzel valé, mar tobbszor 1atott transz-

formdcidval a stiriségfiiggvény

1 1 1
B(1/2,n/2) x (1+22)0 D72

2x, x>0

médon alakul. Ez nyilvan az [N (0,1)| /x,, eloszlés siirtiségfiiggvénye. Ha 1 egy szim-
metrikus eloszldsu, stiriségfiiggvénnyel rendelkezé valtozo, akkor

1{ (I-P(n]<—x)) ha x<O0

PM<¥)=30 (1 +Pnl<x) ha x>0

amibdl derivéldssal konnyen lathat6, hogy n stirtiségfiiggvénye |n| stirliségfiiggvényé-
b6l titkrozéssel és kettGvel vald osztassal kaphat6. Igy tetszdleges x esetén a t,, stirtiség-
fliggvénye

1 1
B(1/2,n/2) (1 +x2)("+1)/2'

A statisztikdban Student 7, eloszldson gyakran a

o = Vit = Vi = :
B (848

valtoz6 eloszldsat szokds érteni. A t,, eloszldsabdl a 7, eloszldsa

Fio =Pl —p(vin <) =1 ()

médon kaphat6, amibél a 7, stirtiségfiiggvénye

1 1
VnB(n/2,1/2) (1 —I—xz/n)(nﬂ)/2 .

9.2.6. Példa. A Cauchy-eloszlds.
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Miel6tt a Student-eloszlds varhat6 értékének és a szérdsanak kiszamoldsara ratérnénk
érdemes megvizsgdlni az n = 1 esetet. Ha n = 1, akkor

. T(2)2) 11 1
"= R (1/2) (1+0) T VavE (149)  a(1+4)

Vagyis ha & és 1 fiiggetlen N (0,1) eloszldsiak, akkor a &/|n| hdnyados Cauchy-
eloszldsd. Ugyanakkor ha & és 1 standard normalis eloszldstak, akkor a & /1 stirfiség-

fliggvénye
Lo ()? » _
o /mexp<— 7 Jexp (=% ) bldy=
1 oo y2 (1+X2)
= ——— |dy=
277:/0 yexp( 2 Yy

2 PA+A\TT 11
- exp| —————>|| =-7—3,
1+x2 2 0 T 14x2

amely szintén Cauchy-eloszldsu.

_1
T 2n

9.2.7. Példa. A 1, eloszlas varhato értéke és szorasa.

P

Mivel a stirtiségfiiggvény paros, igy a véarhat6 érték, ha 1étezik, csak nulla lehet. Ha
n = 1, akkor nincs vérhat6 érték, ha azonban n > 1, akkor a védrhat6 értéket megado
integrdl konvergens, igy a vdrhat6 érték nulla. Térjiink rd a szérdsra. Mivel az n = 1
esetben a vdrhatd érték értelmetlen, ilyenkor a szords is az. A szérds kiszamoldsahoz
ki kell szdmolni a masodik momentumot. Miként lattuk a z2 mésodfaji béta eloszlast
o =1/2és B =n/2 paraméterekkel. Legyen a & eloszldsa (o, §) paraméter(i masodfajd

27z

béta eloszlds. Szdmoljuk ki a & varhato értékét: Miként mar az el6z6 fejezetben is lattuk,
o
E(§)=—-—.
©) =5
A levezetésbdl vildgos, hogy amennyiben f —1=n/2 —1 < 0, vagyis n < 3, akkor a
széras végtelen. Ha n > 3, akkor

a
D’(r,) = E(§)= Bo1-

12
n/2—1 n=2"

A mir belatottak alapjan 7, = /nt, esetén vilagos, hogy ha n > 2, akkor a vérhaté érték
nulla, ha pedig n > 3, akkor a variancia

~ n

D’ (i) = —
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9.3. A lognormalis eloszlas

Egy & valtoz6t lognormalis eloszldsinak mondunk, ha a logaritmusa normélis elosz-
14sd, vagyis & = exp(n) alakd, ahol az 1 eloszldsa N (it,0). A definiciébdl vildgos,
hogy a & a nem negativ szamokra timaszkodik. A transzformalt val6szintiségi valtozok

o

stirliségfiiggvényének képlete alapjan & siirliségfiiggvénye

A vérhat6 érték a transzformalt valdszinliségi valtozok varhato értékének képlete sze-
rint

N N -\
E(¢&) = cr\/ﬁ/_m)e:)(p()c)e)(p( 552 )dx—

1 o x2—2x(u+02)+pu?
= 7/ exp | — 5 dx
oV27 J—o 20

1 o x—(u+02)) = (ntro?) 4 pu?
B Gx/ﬁ./weXp(_( ( ))202( ) )dx_

. (u+02)* — 2 e 20%u+0*\
= o 202 = exp 202 -

= ex —0—0;2
*Pﬂ2-

Vegyiik észre, hogy a szdmolds sordn kihasznaltuk, hogy az
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2

éppen az N (i + 02, 0) siirliségfiiggvénye, igy az integrélja 1. Hasonl6an kell kiszd-
molni a mdsodik momentumot:

(5] = g v (UEas

_ by x?—2x (u+202) + p? e
= Gm/imexp — 502 .
- smle - (n420%) — (207 4 p?
B G\/ﬁ.ﬂo P 202 =
(u+20%)° —p? 402p +40*
= exp <262 = exp (T) = exp <2,Ll+2(72> )
Ebbdl
D) = \/exp(2u+262)7exp(2u+o-2):

o2
exp (u + 7) exp(02)—1=

E(&)/exp(c?) — 1.

Természetesen a forditott irdnybdl is szdmolhatjuk a paramétereket. Ha m és s a & vér-
hato értéke és szorasa, akkor az
o2
exp | 1+ Bk

s = myjexp(c?)—1.

egyenleteket a u és o értékekre megoldva

3
Il

2 2
o2 = lns +2m
m
- %ty | S
= Inm——=Ilnm—1In =
" 2 m?
- 2
1+ 5

m?






X.

A POISSON-ELOSZLAS

o
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A normdlis eloszlds mellett a valdszinliségszamitds masik alapvetd eloszldsa a Poisson-
eloszlds. A Poisson-eloszlds a k =0,1,2,... értékekre tdmaszkodik, vagyis az eloszlés,
illetve a mogottes valdszintiségi valtozo diszkrét. Definicid szerint
A,k
P& =k = Fexp(—l), k=0,1,2,...

ahol a A az eloszlds paramétere. Miként mar lattuk, a A paraméter éppen az eloszlds
varhat6 értéke és egyiittal az eloszlds szérasnégyzete, vagyis E(£) =D?(£) = A. A
Poisson-eloszlast konkrét feladatokban akkor szokds haszndlni, ha valamilyen jelen-
ség, példdul hibds elemek, darabszdmit akarjuk modellezni és az alappopuldcié szd-
mossdga, amelybdl az elemek szdrmaznak nagy vagy nem ismert. Ez a legtobb esetben
ugy jelentkezik, hogy nincsen megmondva, hogy mekkora populdciébdl szarmaznak a,
mondjuk hibds elemek, de ismert a hibds elemek dtlagos szdma, és arra vagyunk kivin-
csiak, hogy az adott atlag mellett példdul mi annak a valészintisége, hogy nem taldlunk
hibds elemet, vagy viszonylag kevés hibds elemet talélunlﬂ Miként mar lattuk, ha egy
n elembdl allé populdciéban az egyes elemek egymastdl fiiggetleniil valamely p va-
16szintiséggel rendelkeznek valamilyen tulajdonsaggal, példaul miként mar emlitettiik,
mondjuk hibdsak, akkor annak a valészintisége, hogy éppen k elem fog rendelkezni az
adott tulajdonsdggal, binomidlis eloszlast kovet, vagyis

P(E=k=p= <Z) P,

ahol értelemszertien & a hibds elemek darabszdma és g = 1 — p. A binomidlis eloszlas
Dy, értékét azonban relative nehéz kiszdmolni, abban az értelemben, hogy ha a p kicsi
és az n nagy, akkor az (Z) kifejezés sokszor egy nagy szam a p¥ pedig egy kicsi szam
lesz, és a tényleges valosziniiség ezek szorzataként alakul. Példdul ('00°) = 2,6341 x
1023, ami egy rendkiviil nagy érték és ennek ardnyéban a p*¢"* szorzénak rendkiviil
kicsinek kell lenni ahhoz, hogy a szorzat értékére a 0 < pjo < 1 teljesiiljon. Eppen ezért
a binomidlis eloszlast érdemes Poisson-eloszlédssal kozeliteni. Ha A = np, akkor

()hgs - o= etnoke @ (- l)”k:

k k! nk n

B Lk 17& K n—1 n—k+1 ,
Tk n n n n -

LAk A"
= ﬁ(“;) Ra

ITovébbi tipikus példa egy adott teriileten levd festési hibdk szdma, vagy egy konyvben levd sajtohibdk
szdma. Szigordan véve a Poisson-eloszléds feltételezése nem lehet helyes, ugyanis az eloszlds tartéja az osszes
nem negativ egész szdmok halmaza és példdul egy konyvben csak véges szdmu sajtéhiba lehetséges. Ennek
ellenére a szoveges példdkban, amennyiben az alapeloszlasban nincs explicite megadva a darabszam, mindig
Poisson-eloszlast tételeziink fel. (Hasonl6an a kockadobds példandl mindig 1/6 valészintiséget tesziink fel, bar
szigortian véve a valészintiség ettSl, példaul anyaghibdk miatt, elvileg eltérhet. Viszont éppen az erre vonatkozé
informécié hidnya miatt kell 1/6-dal szdmolni.)

Pk
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ahol az R, médon jelolt korrekcids tényezd éppen

Rn(l_l)"‘".nl..."kﬂ
n

n n n

Ha most az n elég nagy, akkor, mivel a k fix és az n-hez képest kicsi, kozelitSleg R, ~ 1
és (1 —A\n)" ~exp(—A), tehdt
lk
e fren(-A),
vagyis a p; kozelitSleg Poisson-eloszldsu. A kozelités meglepSen pontos. Példdul, ha

n=1000és p = 0,005, vagyis A = 5, akkor a Possion-eloszlds és a binomidlis eloszlds

elsd tiz eleme
0,00673  0,00665

0,03368 0,03343
0,08422 0,08392
0,14037  0,14030
0,17546 0,17573
0,17546 0,17590
0,14622 0,14658
0,10444  0,10460
0,06527 0,06524
0,03626 0,03613

O 001NN AW~ O

Az elsé 100 elem kozott a maximalis eltérés 4 x 1074, és az 4tlagos eltérés, vagyis ahol
anegativ és a pozitiv eltérések kiegyenlitik egymdst, 5 x 10~15. Méghan=100és p =
0,05 a maximadlis eltérés az Gsszes elemre akkor is csak 0,0046 A Poisson-eloszlas
azonban nem csak kozelit6 eloszlasként tekinthetd. A fejezet célja annak bemutatasa,
hogy egy sor feladatban a Poisson-eloszlds igen természetes mddon jelentkezik.

10.1. Lévy folyamatok

Sztochasztikus folyamat alatt egy olyan X (¢, @) kétvéltozés fiiggvényt értiink amely
az @ € Q paraméter szerint minden ¢ id6pontra valdszintiségi valtozé. Az w valtozé
rogzitése esetén at — X (¢, ) hozzarendelést a folyamat @-hoz tartoz6 trajektéridjanak
mondjuk. A kovetkez6 definici6 igen természetes:

10.1.1. Definicié. A r > 0 idGtengelyen értelmezett X folyamat Lévy-folyamat, ha

1. X(0) =0,

2 A szamoldsokat Matlab segitségével végeztem el. Mind a két eloszldst a Matlab logaritmizalva szdmolja
ki, a faktoridlisokat a gamma fiiggvény logaritmusdval hatdrozza meg.
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2. az X fiiggetlen és staciondrius novekményd, és

3. atrajektdridk jobbrdl reguldrisak, vagyis jobbrol folytonosak, és minden idépont-
ban van bal oldali hatarértékiik.

Ertelemszeriien egy X folyamatot fiiggetlen névekménytinek mondunk, ha akarhogyan
vesziink egy t] < #; < ... < t, id6pontsorozatot az

X()—X(1),X(63)—X(t2),.... X (tn) — X (ty—1)

novekmények fﬁggetlenelﬂ Egy X folyamat staciondrius novekményd, ha tetsz6leges
s > 0 esetén az X (t +s) — X (t) novekmény eloszldsa csak az s-t6l fiigg, a t-tSl pe-
dig nem. Ebbd] kisvetkezen ha & valamilyen Lévy-folyamat valamilyen novekménye,
akkor & korlatlanul oszthatd. Ha példdul & = X (r) = X (r) — X (0), akkor a k7 /n pon-
tokban vett n darab &, = X (tk/n) — X (¢ (k— 1) /n) ndvekmény éppen a & sziikséges
felbontdsdt megadé6 teleszkopikus Osszeg. Bar nem til egyszeri igazolni, de az 4lli-
tds megforditdsa is igaz: Tetsz6leges korlatlanul oszthat6 eloszlashoz 1étezik olyan X
Lévy-folyamat, amelyre az X (1) eloszldsa éppen az adott korlatlanul oszthatd eloszlas.
A Lévy-folyamatok és a korldtlanul oszthat6 folyamatok azonosithatésdga indokolja a
korlatlanul oszthatésdg valdszintiségszamitdsban jatszott kozponti szerepét.

10.1.2. Példa. A legegyszerlibb Lévy-folyamat az azonosan nulla folyamat. Egy kons-
tans értékid folyamat csak akkor Lévy-folyamat, ha a konstans értéke nulla. Minden
X (t) = a-t alakd egyszer(i linedris trend Lévy-folyamat. Az a -t + b alakid linedris
fiiggvény ha b # 0 nem Lévy-folyamat.

A sztochasztikus folyamatok elméletének egyik legfontosabb fogalma a megéllasi id6.
A megallasi id6 mellett szokas még kilépési szabalyokrdl is beszélni, de egyéb hasonld
elnevezésekkel is taldlkozhatunk. A megallasi id6k véletlen idSpontok, de nem minden
véletlen id6pont megdlldsi id6. Szdndékosan fogalmaztunk tgy, hogy a megalldsi idSk
véletlen idSpontok és nem azt {rtuk, hogy valdszintiségi valtozok. Ennek oka az, hogy a
megalldsi id6k felvehetik a végtelen értéket is. A véletlen idSpontok és a megéllasi id6k
kozotti £6 eltérés az, hogy egy megdlldsi id6rd] bekdvetkezésének idGpontjaban tudjuk,
hogy bekovetkezett. A pontos definicié ismételten messze vezetne, ezért némiképpen
pontatlanul a megallési id6ket azonositani fogjuk a taldlati idSkkel.

10.1.3. Definicio. Legyen X egy sztochasztikus folyamat és B legyen egy halmaz a
T =inf{r | X (t) € B}

modon definidlt fiiggvényt a B halmaz taldlati idejének mondjuk. A valészin{iségszdmi-
tdsban szokdsos jeloléssel a T az Q alaptéren van értelmezve és minden @ € Q kimene-
tel esetén tekinteni kell a t — X (¢, @) trajektéridt és minden ® esetén 7 (®) legyen az

3Emlékeztetiink, hogy valészinfiségi valtozokat fiiggetlennek mondunk, ha az egyiittes eloszlasfiiggvényiik
a peremeloszldsok szorzataként irhat6 fel.
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%59

,,elsd” olyan id8pont, ahol a t — X (¢, @) trajektdria belép a B halmazba. Ha valamely
o kimenetelre a 7 — X (¢, ®) trajektéria soha nem 1ép be a B halmazba, akkor az iires
halmaz infimumadra vonatkozé konvenciénak megfelelden definici szerint T (@) = oo.

A taldlati id6hoz hasonléan definidlhatjuk az n-edik taldlati id6, vagyis azt a ,.els6”
idépontot, amikor az X folyamat n-edszer 1ép be a B halmazba. Ezt rekurzidéval defini-
dlhatjuk: 79 =0 és

Tpe1 =inf{t > 7, | X (1) € B}.

Az n-edik taldlati id6 minden n-re szintén megdalldsi id6. Ugyanakkor az az id&pont,
amikor az X utoljara 1ép be a B halmazba nem megélldsi id6. Hasonl6képpen az az
idépont, amikor egy szakaszon a trajektéria felveszi a maximumat szintén nem megal-
lasi 1d6, ugyanis csak késdbb deriil majd ki, hogy az adott szakaszon mennyi is volt a
maximalis érték. A Lévy-folyamatok elméletének legfontosabb tétele a kovetkezd:

10.1.4. Tétel (Er6s Markov-tulajdonsdg). Ha T < oo egy tetszbleges véges megdlldsi
idd, X pedig egy tetszdleges Lévy-folyamat, akkor az

X*(t,o)=X(t(w)+1,0)-X(t(0),®), >0,

djrainditott folyamat eloszldsban megegyezik az X -szel, és az {X* (t) | t > 0} vdltozok
fiiggetlenek az T eldtt bekovetkezett eseményektdl.

A Lévy-folyamatok definicigjabol evidens, hogy tetszSleges fix s idGpont esetén az s
idépontban djrainditott X* (1) = X (t 4+ s) — X () folyamat valdszintiségszamitasi érte-
lemben megkiilonboztethetetlen az eredeti X folyamattdl. Vagyis pusztian a novekmény
megfigyelésébdl nem lehet arra kovetkeztetni, hogy példdul mikor indult el az eredeti
folyamat. Mésképpen az X (r) édllapot egyediil az X (s) dllapottdl és a folyamat s és a ¢
kozotti alakuldsatol fiigg, €s nem fligg att6l, hogy milyen médon jutott el a folyamat az
X (s) édllapotba. Ezt szokds az X Markov-tulajdonsdgdnak mondani. Az er8s Markov-
tulajdonsdg ennél annyiban ersebb, hogy az s helyébe egy T < « véges megallasi id6
is frhaté. Példaul a folyamatot akkor inditjuk djra, amikor az belép egy adott B hal-
mazba. Vagyis a folyamat nem csak egy fix id6pontig vezetd miltat felejti el, hanem
azt is ahogyan a B halmazig eljutott. A jov6 szempontjdbol egyediil az érdekes, hogy
hol 1épett be a B halmazba, de példaul érdektelen az, hogy mikor 1épett oda be, Feltéve
persze, hogy 1 valészintiséggel belép a halmazba.

10.2. Poisson-folyamatok

10.2.1. Definicié. Poisson-folyamat alatt, definicié szerint, olyan monoton ndvekedd
trajektoridkkal rendelkez6 Lévy-folyamatot értiink, amely értékkészlete majdnem min-
den o kimenetelre a {0, 1,2, - - } egész szdmok halmaza. Hangstilyozni kell, hogy defi-
nici6 szerint, minden kimenetelre az N 6sszes eleme felvételre keriil, vagyis nincsenek
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a folyamatnak 1-nél nagyobb ugrasai. Ennek megfelel6en a Poisson-folyamatok éppen
a Lévy-tipusi szdmlaloé folyamatokE]

Mivel a folyamat értékei egész szamok, €s mivel a trajektéridk jobbrol folytonosak,
tovabbd rendelkeznek bal oldali hatdrértékkel, ezért az egyes ugrdsok kozotti szakaszok
hossza pozitiv. Mivel a folyamat a teljes t > 0 félegyenesen értelmezve van, és csak
véges értéket vehet fel, ezért az ugrdsok idépontjai nem torlddhatnak véges értékhez.
Az értékkészletre tett megkotés alapjan a folyamat trajektdridi egységnyi magassagu
ugrdsokat tartalmaznak.

Az ugrasok kozott eltelt idé exponencialis eloszlasu

10.2.2. Allitas. Legyen X egy Poisson-folyamat. Az elsé ugrds helyét megado
Ty () =inf{r | X (r,0) =1} =inf{t | X (1,®) > 0} < oo

taldlati idd eloszldsa exponencidlis.

Bizonyitas: A fiiggetlen és staciondrius novekmény feltételét felhaszndlva

P(ty >t+s)=
=P(X(t+5)=0)=P(X(s) =X (0)=0,X(1+5) - X (s5) =0) =
=P(X () X(0)=0)P(X(r+s)—X(s)=0)=
P(X(s)=0)P(X(1)=0)=
:P(T1>S)P(T1>t)4

Ha bevezetjiikk az f (t) = P (1) > t) fiiggvényt, akkor f kielégiti az
fl+s)=70)f(s)

lgynevezett Cauchy-egyenletet. Ha most a = f (1), akkor az egyenlet szerint f (n) =
d", illetve f (1/n)" = f (1) = a, vagyis f (1/n) = a'/". Ebbél tetsz8leges p/q > O raci-
ondlis szdmra f (p/q) = aP/4. Az f fiiggvény definici6jabol vildgos, hogy az f jobbrél
folytonos, igy minden ¢ > 0 esetén f(¢t) = a’. Az a nem lehet nulla, ugyanis akkor
f(¢) =0, vagyis minden r-re 7| < ¢, vagyis T = 0, tehdt az X azonnal kilép a nulla
pontbdl, ami ellentmond annak, hogy az X jobbrdl folytonos. Hasonléan az a = 1 azt
jelenti, hogy a 7| = oo, ami csak akkor lehetséges, ha az X azonosan nulla, ami szin-
tén lehetetlen, ugyanis az X egy Poisson-folyamat. Mivel 0 < a < 1, ezért alkalmas
0 < A < oo szdmra

P(ty >1)=P(X (1) =0) =exp(—A1).
|

“Ertelemszertien szdmlél6 folyamaton olyan monoton novekedd folyamatokat értiink, amelyek trajekt6rid-
inak értékkészlete az N ={0,1,2,...} halmaz.



10. fejezet: A Poisson-eloszlas 149

A A értéket szokds a folyamat paraméterének vagy intenzitdsparaméterének monda-
ni. Az exponencidlis eloszlds miatt a 7 véges, igy alkalmazhaté az er6s Markov-
tulajdonsdg. Az erSs Markov-tulajdonsdg miatt a X (f) = X (7| +1) — X (1) eloszldsa
azonos a X () eloszldsdval, igy vehetjiikk a X mésodik ugrdsainak helyét megadé

Ty (@) =inf{t | X (t+ 71 (0),0) =2} =inf{t: X{ (1,0) >0} < oo

megalldsi id6t. Ugyancsak az erés Markov-tulajdonsdg miatt a 7 és a 7 fiiggetlenek,
és az eloszlasuk azonos. Hasonldan folytatva kapjuk a kovetkezot:

10.2.3. Kovetkezmény. Egy Poisson-folyamat, esetén az egyes ugrdsok kozott eltelt
idd exponencidlis eloszldsu valosziniiségi vdltozo. A kiilonbozd ugrdsok kozott eltelt
iddszakok hossza fiiggetlen, és az egyes idohosszak eloszldsa azonos paraméterii expo-
nencidlis eloszldst kovet.

10.2.4. Kovetkezmény. Egy A paraméterii Poisson-folyamat n-edik ugrdsainak idé-
pontja T (n,A) eloszldsii.

Bizonyitas: Az egyes ugrdsok kozotti idShossz eloszldsa I'(1,4) és n darab fiiggetlen
I'(1,A) eloszldsu valtoz6 6sszegének eloszldsa I (n,A).
O

10.2.5. Tétel. Ha X egy A paraméterii Poisson-folyamat, akkor tetszéleges t idépontra

(A)"

P(X (1) =n) ="

exp(—Ar).

Bizonyitas: Legyen 6, = Y|, T4, ahol 74 az egyes ugrdsok kozott eltelt id6. A 6,4
eloszlasa ' (n+1,1).

) ln+l
P(X(t)<n+1):P(O'n+1>t):./t mxneXp(—lx)dx:
_ Ay exp (—Ax) ~ e -
|T(h+1) -4 L +/f nmexp(flx)dx_
- (7:!)" exp(—At) +P(X (1) <n).

Ebbdl atrendezéssel

P(X(1)=n)=P(X(t) <n+1)—P(X(t) <n) = (nt!)n exp(—A1).

Emlékeztetiink, hogy kordbban mér kozvetlen szdmoldssal beldttuk, hogy a Poisson-
eloszlds korlatlanul oszthatd. Vegyiik észre, hogy ez tulajdonsdg kiovetkezik a tételbdl
is, ugyanis a Poisson-eloszlas egy Lévy-folyamathoz tartozé eloszlas.

O
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Elorejelezhetd megallasi idok

10.2.6. Definicié. Egy T > 0 megalldsi id6t elSrejelezhetének mondunk, ha 1étezik
megdlldsi idSk egy (p,,) sorozata, amelyre p,, < T és p,, /* 7. Ez interpretdci6jat tekint-
ve nyilvanvaléan azt jelenti, hogy a (p,,) sorozat el6rejelzi a T bekovetkezését.

10.2.7. Tétel. Egy Poisson-folyamat ugrdsainak idépontjai nem elrejelezhetdek.

Bizonyitas: Ha példdul az elsG ugras idGpontjat megadd 7 elSrejelezhetd lenne, akkor
az
X (1) =X (py+1) =X (p,)

djrainditott folyamatok mindegyike Poisson-folyamat lenne, és az eloszldsuk meg-
egyezne az X eloszldsdval. Az X, els6 ugrdsa éppen a 7| — p,, id6pontban kovetke-
zik be. De a 7;-nek, és igy mindegyik 7| — p,, megdllasi idonek 1étezik varhat6 értéke
amely az exponencidlis eloszlds vérhat6 értéke alapjan minden n-re éppen 1/4 > 0. fey

1 1
== lim & = limE(rl—pn):E(lgn (Tl—pn)> —0,
Jim,

A noeo A noe

ami lehetetlen.

Poisson-folyamatok és az egyenletes eloszlas

Vegyiink egy n értéket. Jelolje o, valamely Poisson-folyamat n-edik ugrdsdnak helyét.

Mi lesz a
01 02 Oni
o, 0,7 op

véletleniil valasztott n — 1 pont eloszldsa a (0, 1) intervallumban?

10.2.8. Tétel. Az eloszlds megegyezik a (0,1) intervallumbdl vett egyenletes eloszldsii
mintdbol képzett rendezett minta eloszldsdval.

Bizonyitas: Legyenek (&;);_; fiiggetlen azonos, A paraméterti exponencidlis elosz-
lasti val6szintiségi valtozok. Legyen o, = Y | &;. Hatdrozzuk meg az 1 = 0/0n
véltozok eloszlasat.

P(n, <x):P(ﬁ <x).

A &, eloszlasa T'(1,A), a ¥}_,&; eloszldsa I'(n—1,A). Ebbdl az 1, eloszldsa

B(1,n—1). A B(1,n—1) eloszlés stirliségfiiggvénye

Jilx) = %xl*l (1-x)"2, xe(0,1).



10. fejezet: A Poisson-eloszlas 151

AT (n) = (n—1)! értéket beirva
A =m-1)(1-x"2 xe(0,1).

Legyenek (rk)z;ll a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasi valtozok és jelolje T} a
legkisebb elemet, vagyis 7] = min . {‘E’f < x} pontosan akkor, ha legaldbb egy elem
az (n — 1)-bdl kisebb mint x, tehat

Fi(x)2P(t) <x)=1-(1-x)"".

A 77 stirliségfiiggvénye

Fl(x)=(n—1)(1-x""?
amely éppen azonos az fi (x) fiiggvénnyel, vagyis az 1 eloszldsa azonos a 7} eloszld-
sdval. Hasonl6an a Y'*_ &; eloszldsa I'(k,A) a Y18 eloszldsaT'(n—k,A) igy az

Ny eloszlasa B (k,n — k) , amely stirtiségfiiggvénye

I'(n) k—1 n—k—1 n=2\ i n—k—1

_— 1— =(n-1 1- .
TOrm—r" (=¥ (=D ) (=)

Hatdrozzuk meg az 7} eloszldsfliggvényét. Az egyszerlibb jelolés kedvéért legyen el6-

szOr T; egy egyenletes eloszldsbdl szarmazé n elemd rendezett minta k-dik eleme. A

{7; <x} esemény ekvivalens azzal, hogy legaldbb k viltoz6 kisebb mint x. Ebbd]

Fi(x) =P(tf <x) = ;k <’i’)xi(1 — X"

A derivilt kiszdmoldsdnak komplikaltsdga miatt a strtiségfiiggvény meghatirozasa a
kovetkezd:

h h
Tekintsiik a 0 < x < x+h intervallumokat. A P (x < 7} < x+ h) annak a valszintisége,
hogy legfeljebb (k— 1) valtozé kisebb mint x és legaldbb k véltozo kisebb mint x + A.
Annak a val6szinlisége, hogy r véltozé esik az [x,x+h) intervallumba " = o (hr _l)
nagysdgrendd, igy egyediil az r = 0, illetve az r = 1 eseteket kell megvizsgdlnunk. Ha
az {x << x—l—h} esemény teljesiil, akkor az r = O lehetetlen, igy a striiségfiigg-
vény meghatdrozasakor egyediil az r = 1 esetet kell kiszdimolnunk. Ilyenkor £ — 1 elem
kisebb mint x, egy az [x,x + &) intervallumban van és n— k elem nagyobb mint x, vagyis

Px<ti<x+h) = (") . (n_l) XU (L—x—n) Ry

Fo(x+h) —F(x) PE<tp<x+h)

1 k—1
+o(h).
Ebbdl a stiriségfiiggvény
n—1 -1 _o\n—k _ 1 k—1 _ \n—k
n(k_l)xk (1—x) = B0 (1—x)"F, (10.2.1)

vagyis (n —k+ 1,k) paraméterd béta eloszlast alkot. Ha n helyébe (n — 1)-et irunk, ak-

kor éppen az 1, stirliségfiiggvényét kapjuk. Erdemes hangstlyozni, hogy a bizonyités
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o

annyiban egyszer(sithetS, hogy a konstansokat nem sziikséges meghatdrozni, ugyanis
abbdl, hogy

P(x<7i<x+h) =C-h-xX*' (1—x=h)"%+0(h)

es
F(x+h)—F(x)  P<ti<x+h)
h N h B
k-1 nk  o(h)
= . (1 —x— .
C-xX - (1—x—h)""+ b

ahonnan hatdrdtmenettel mar kovetkezik, hogy a stirliségfiiggvény Cx*~! (1— )"71‘
alaku. Ebbdl pedig a C értéke mar evidens.
|

10.2.9. Példa. Legyen N Poisson-eloszldsi A paraméterrel. A (0,1) intervallumba N

darab, N-t6l és egymastdl fiiggetlen elhelyezkedésii, egyenletes eloszlast véletlen pon-
tot helyeziink el. Mi lesz a (0,1/3) intervallumba es§ pontok szdmanak az eloszldsa?

Jelolje & a (0,1/3) intervallumba es6 pontok szdmat. Rogzitsiik a (0, 1)-be es§ pontok
szdmdt: legyen N = n. Minden egyes pont 1/3 valdsziniiséggel esik a (0,1/3) interval-
lumba, és ezt a kisérletet n-szer ismételjiik. Annak a valésziniisége, hogy az esemény
k-szor kovetkezik be binomialis eloszlasu:

it (2) ()

Ebbdl a teljes valoszintiség tételével adédik, hogy

e = Q) () e
- ik (5) P ik(i) koj”kk)!_

= (AIG) A)exp (%A) = keXP (*%)

vagyis & is Poisson eloszldst A /3 paraméterrel.

Varakozasi idok eloszlasa

10.2.10. Példa. Egy autébuszmegdllobdl tti célunkhoz kétféle autbusszal juthatunk
el. Az egyikre atlagosan 5 percet, a masikra dtlagosan 3 percet kell varni. Mennyit
kell atlagosan varni, ha mindkét autébusz j6? (Feltételezziik, hogy a varakozasi id6k
fuiggetlenek, mindkét varakozasi id6 exponencidlis eloszldsu.)
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Jeloljiik a két vdrakozdsi id6t & -vel és n-val. Eloszldsaik paramétere A = 1/3 és

= 1/5. Szamitsuk ki a tényleges vdrakozasi id6, a min(&, n) eloszlasfiiggvényét.
P(min(§,n)>x) = PE>x,n>x)=P(E>x)P(n>x)=

exp (—Ax) exp (—41x) = exp(— (A + ) ),

amibdl l4thatd, hogy a vdrakozdsi id6 eloszlasfiiggvénye szintén exponencidlis és az
atlagos vérakozasi id6
[ 1 15
Atu  13+1)5  8PC

|

10.2.11. Példa. A Lanchidat éjszakanként 400 izz6lampa vilagitja meg. Egy napon az
Osszes ég6t feldjitjak. Mennyi ideig marad a kivildgitds tokéletes? (A lampék élettarta-
ma exponencidlis eloszldsd, és az atlagos élettartam 20000 6ra.)

Az el6z6 feladat gondolatmenete alapjdn

’ 400
P(min(&,8,,...,8400) > x) = exp (—m") ’

amibdl 50 6ra atlagos hibatlan kivildgitasi id6 adddik.
O

10.2.12. Példa. Tegyiik fel, hogy az autdgumik élettartama exponencialis eloszldsd,
60000 km 4tlagos élettartammal. Mi a valészintisége, hogy egy 10000 km-es ttra egy
potkerék elegendd?

7z

Mint az el6z6 feladatokndl, itt is az els§ meghibdsoddsig megtett tit exponencidlis el-
oszldsu 60000/4 = 15000 km 4tlagos uthosszal. Innen a paraméter A = 1/15000. A
kovetkezd meghibdsoddsig eltelt id6 szintén ugyanilyen eloszldsi. Két exponencidlis
eloszldsu val6szintiségi valtozé Osszegének eloszldsa gamma eloszlds, amely stirtiség-
fuggvénye

f(x) = A%xexp(—Ax), x>0.

Ebbdl a = 10000 esetén

P +&>a)= /m A2xexp (—Ax)dx =0,8557.

Vegyiik észre, hogy a feladat megolddsa sordn kihaszndltuk az exponencidlis eloszlds
Ugynevezett 6rokifju tulajdonsdgat. Ez alatt a kdvetkezdt értjiik: a & > 0 valdszinliségi
véltozot orokifjunak mondjuk, ha minden x,y > 0 szdmok esetén

P(E>x+y[E2y)=P( >1x),
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vagyis annak a valoszinlisége, hogy a & ,,tiléli” az x + y életkort, feltéve, hogy madr
Htilélte” az y életkort éppen annyi, hogy tdléli az x életkort. Mivel

{>x+yIn{E >y} ={E>x+y}
ezért az 6rokifju tulajdonsag

PEzxtyEzy) = TEETE)
_ 1—F(x+y): e 1—Flx

egyenl@ség teljesiilését jelenti. Ez az exponencidlis eloszldsra teljesiil, ugyanis

exp(—A (x+y))

PE>x+y[E>y)= oxp (=)

=exp(—Ax).

Erdemes megjegyezni, hogy ha G (x) = 1 — F (x), akkor az 6rokifjd tulajdonsig a
G(x+y) = G(x) G(y) egyenletre vezet, amelynek, miként littuk az eloszlasok koré-
ben egyediili megolddsa a G (x) = exp (—Ax), vagyis egyediil az exponencidlis eloszlés
srokifj.

(|

10.2.13. Példa. Az exponencidlis eloszlds rendezett mintaja.

Legyenek &,&,,...,&, fiiggetlen azonos A paraméterhez tartozé exponenciélis elosz-
14st valtozok. Jelolje €7,€3,...,&) a belSliik készitett rendezett mintdt. Mi lesz a £
eloszldsa? A villanykortés példa alapjén a £] eloszldsa exponencidlis lesz és a para-
métere nA lesz. A transzformalt valészintiségi valtozok stirliségfiiggvényének képlete
alapjén evidens, hogy a & | /n éppen nA paraméteri exponencidlis eloszldst kovet. A vil-
lanykortés példak alapjan az els6t kovetden a kovetkezd ldmpa elromldsdhoz, ugyanis
mér csak n — 1 darab ldmpa maradt, A (n — 1) paraméterii exponenciélis eloszlds sze-
rint kell varakozni. Vegyiik észre, hogy kihasznéltuk az exponencidlis eloszlds orokifju
tulajdonsagat. Ebbdl kivetkezden a £ eloszldsa a méasodik 1ampa meghibasoddsanak
idSpontja, amely eloszldsa megegyezik a & /n+ &,/ (n— 1) eloszldsaval. Ennek meg-
felelden a €] eloszldsa megegyezik a

L& &

10.2.2
n n—1 n—k+1 ( )

Osszeg eloszldsaval. Ez a gondolatmenet azonban némiképpen pontatlan, ugyanis az
orokifju tulajdonsagot csak heurisztikusan haszndlhatjuk, mivel a tulajdonsag csak fix
értékre és nem véletlen idSpontokra igazoltuk. Ha valamely F (x) eloszlasu fiiggetlen
véltozok (&) sorozatit rendezziik és az F (x) folytonos és szigordan ndvekedd, akkor a
sorozat elemeit vehetjiik £~ (t;) alakiinak, ahol a 7, valtozok egyenletes eloszldstak
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a (0,1) intervallumon. Mivel az F ! fiiggvény rendezéstart6, ezért &; = F~! (7}). A

fenti (10.2.1) sor alapjan a 7} sﬁrﬁségfﬁggvényeﬂ

1 k1 n—k
S — Y VU
1 (%) Bkt 10" (1-x)

A transzformalt valtozok sirtiségfiiggvényének képletét haszndlva a & stiriségfiigg-

vénye
1

i () = Bn—k+1,k)

ahol a f (x) a F (x)-hez tartozé siiriségfiiggvény. Exponencilis eloszlds esetén

F @) (1= F ()" f (),

B0 = gy (- () (exp(-A0) Aexp(-2x) =
— S (e A (A0 =
= mufexp(flx))kflexp(fl(nkarl)x).

Amennyiben az imént vézolt (10.2.2) képlet igaz, akkor a £, | stirliségfiiggvénye
X
| 1002 (=R exp (A (1= (x =)y

Ez a kitevSk 0sszevondsa utin éppen

A% (n—k)

Bt 1 O A" [ —ep (A ()b

Az integral értéke
1 (1—exp(~2y))*

A k ’
tovabba
n—k _n—k n! _
k-B(n—k+1,k) &k (k—1)!(n—Fk)!
_ n! B F(n+1)
T kl(n—k—1)!" T(k+1)T(n—k)
7 1
T Bn—kk+1)’

amely Osszefiiggéseket visszairva evidens médon a fy 1 (x) képletét kapjukﬂ

3 A legegyszeriibben tigy jegyezhetjiik meg, ha tekintjiik a 64 /0,4 stirliségfiiggvényét.
YA teljes indukcids bizonyitdshoz sziikséges k = 1 eset igazoldsét az olvasé konnyen elvégezheti.
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10.2.14. Példa. Az autégumis példa djratoltve.

A figyelmes olvasé az autégumis példaban is észrevehette, hogy heurisztikusan hasz-
néltuk az 6rokifju tulajdonsdgot. Ha & ,&,, ..., &5 az 6t autégumi élettartama, akkor a
teljes futdsteljesitmény 7 = min (§3,&7 +&5) , ahol (&) az els6 négy gumi élettarta-
mabdl készitett rendezett minta. Mivel £} eloszldsa megegyezik a &, /4 eloszlasdval,
&3 eloszldsa megegyezik a &7 + €, /3 eloszldsdval, ezért 1 eloszldsa

min (§7+&,/3,61+6&5) = &7 +min(&,/3,&5).

eloszldsaval egyezik meg. Ugyanakkor

P (min(§,/3,85) > x)

P(£2/3>x)P(G5/3>x) =
exp (—3Ax)exp (—Ax) =exp(—4Ax),

vagyis, miként allitottuk, az 7 eloszldsa két 44 paraméter(i fiiggetlen exponencilis

val6sziniiségi valtozo dsszegének eloszldsdval azonos.
d
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A val6szinliségszamitds gyakori triikkkje, hogy a val6szinliségszamitds valamilyen prob-
1émdjat egy mds teriiletr6] ismert klasszikus matematikai feladat megolddsdra vezetjiik
vissza. Ebben a fejezetben a momentumok kiszamoldsdnak problémdjat mutatjuk be.

11.0.1. Definicié. Legyen & egy valoszintiségi valtozo és jelolje F a & eloszlasfiigg-
vényét.

1. A komplex szémokﬂ alkalmas részhalmazan értelmezett

2 () < E(exp(a-8) = [ exple-x)dF ()

leképezést, ahol z tetszSleges olyan komplex szdm, amelyre a varhat6 érték 1éte-
zik, a &, illetve az F komplex momentumgeneralé fiiggvényének mondjuk.

2. A val6s szamok valamely részhalmazan értelmezett
s M) 2 E(exp(s:€) = [ exp(s-x)dF (¥)

filggvényt a & viltozo, illetve az F eloszlds (valés) momentumgenerald fiigg-
vényének nevezziik, ahol az M értelmezési tartomdnya az olyan s valés szdmok
halmaza, amelyekre az integrél véges.

3. A komplex momentumgenerdl fiiggvény imagindrius tengely mentén vett

N (p(t)éE(exp(it-é)):(/:Qexp(it-x)dF(x):
- /wcos(t-x)dF(x)—o—i/:csin(t-x)dF(x)

»szeletét” az eloszlds karakterisztikus fiiggvényének mondjuk. A karakteriszti-
kus fiiggvény, szemben a momentumgeneralé fiiggvénnyel minden 7 valés szdm
esetén értelmes.

4. A valdszinliségszdmitdsban szokdsos momentumgenerald fiiggvény mellett ér-
demes definidlni a komplex és valds Laplace-transzformacidkat isEl A valds
Laplace-transzformdciét definidlé integral

L(s) = E(exp(~s-£)) = [ _exp(-s-x)dF (1),

A komplex exponenciilis fiiggvénnyel kapcsolatos ismereteket roviden a centralis hatdreloszlds tételérsl
sz616 fejezetben foglaljuk 6ssze. Ebben a fejezetben nincs igazdn sziikségiink rd, és ezért a targyaldst nem
célszer(i megszakitani vele.

2Laplace-transzformaciét ltaldban akkor hasznalunk, ha & nem negativ. Ilyenkor a Laplace-transzformacié
kényelmesebb, mint a momentumgenerdlé fliggvény.
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a komplex Laplace-transzformaciét megadé integrél pedig értelemszertien

[le

2@ = Elexp(-2-8)= [ ew(-zx)dF () =

= /j;exp(—s.x) (cos (—t-x)+isin(—t-x))dF (x) =

o0

_ /mexp(—s-x)(cos(l-x)—isin(l-x))dF(x),

ahol az s valés a z = s + it pedig komplex paraméter. A valés szimokon értelme-
zett

F (1)

E (exp (—it -£)) = /Zexp(—it.x)dF(x) _

/m cos (f-x) —isin(t-x)dF (x)

—oo

filggvényt az F, illetve a & Fourier-transzformaltjanak is szokds mondani.

5. Diszkrét eloszldsokra szokds definidlni az dgynevezett generdtorfiiggvényt: Ha
a & viltozé a k = 0,1,2,... szdmok egy részhalmazan van értelmezve akkor a
komplex szdmok alkalmas részhalmazan értelmezett

G(2) =E<zk> =ZP(§ =k)Z éZPka
k k

fiiggvényt a & generatorfiiggvényének mondjuk.
6. Gyakran hasznos a kdvetkez6 fogalom: Az M (s) momentumgeneral¢ fiiggvény
C(s)=1nM(s)

logaritmusat kumuldnsgenerdl$ fiiggvénynek mondjuk. A
o0 ok
C (T) = k; Ck ﬁ

sorfejtésében szerepld ¢ egyiitthatokat kumulénsoknalﬂ nevezzik.

Mielétt elkezdjiik a momentumok vizsgdlatit, érdemes az egyes transzformacidkat
Osszevetni. A legegyszer(ibb transzformdcié a generdtorfiiggvény, amit értelemszert-
en csak k = 0,1,... értéki véltozok esetén tudunk haszndlni. A G(z) egy hatvany-
sor, igy az analizisben a hatvdnysorokra elmondottak érvényesek rd. Egy hatvany-
sorral kapcsolatban a legfontosabb kérdés az, hogy mi a konvergenciasugara. Mivel

3Mivel M (0) = 1, ezért C (0) = 0, vagyis a hatvanysor nulladik tagja nulla. Mivel fiiggetlen véltozék mo-
mentumgenerdld fliggvényei 6sszeszorzédnak, a kumuldnsgenerald fiiggvények, és ennck megfelelSen a kumu-
lansok, 6sszeadédnak. Eppen ez a , kumulativ” tulajdonsag indokolja a kumuldns elnevezést.



160 Medvegyev Péter: Bevezetés a valészinliségszamitasba

a G(z) egyiitthatdi eloszlast alkotnak, ezért a G (z) konvergenciasugara legaldbb 1.
Minden hatvanysor a konvergenciakorén beliil derivalhat6, de a konvergenciakor ha-
taran altaldban nem tudunk réla mondani semmit. Ugyanakkor vegyiik észre, hogy
ha z = exp (it), akkor |z| = 1 és ilyenkor a G(z) hatvdnysora konvergens. Ebb6l ko-
vetkezGen a ¢ (1) = G (exp (ir)) fiiggvény minden #-re értelmeﬂ A G(z) fiiggvényt
elegendS a [0, 1] szakaszon ismerni. Ha most tekintjiikk a z = exp (—s) transzformdci-
6t, akkor az s > 0 halmazt a (0, 1] halmazra képezziik. fgy kézenfekvé tekinteni az
L(s) = G(exp(—s)) fiiggvényt, amely éppen a Laplace-transzformalt. Ha a z = exp (s)
transzformdciot tekintjiik, akkor az s < 0 halmazt képezziik a (0, 1] intervallumra. Bar-
melyik transzformdciét tekintjiik is, egy olyan fiiggvényt kapunk, amely egy az origét
nem tartalmazo félegyenesen végtelen sokszor derivdlhatd. A kérdés csak az, hogy mi
torténik az origéban? ElGfordulhat azonban, hogy a G (z) konvergenciasugara nagyobb
mint 1. Ilyenkor a G (1) derivaltak mindegyike létezik. Ha a hatvdnysor konvergen-
ciasugara nagyobb 1-nél, akkor az M (s), illetve az L(s) értelmezve van a 0 pont egy
kornyezetében és ott végtelen sokszor derivdlhaté. Mivel tetszéleges komplex szdm
felirhat6 z = rexp (it) alakban, ezért ilyenkor a komplex Laplace-transzformalt értel-
mezve van az origd koriili sdvban, ahol a z imagindrius része barmi lehet. Ha a valdszi-
niiségi valtoz6 nem negativ, akkor a momentumgeneral¢ fiiggvénye, illetve a Laplace-
transzformaltja egy a nulldt tartalmazé félegyenesen konvergens és ezen félegyenes
belsejében mindig végtelen sokszor derivdlhatd. Azonban azt nem tudjuk, hogy ez a
konvergenciatartomdny ilyenkor dtnyulik-e az origé masik oldaldra vagy sem. A mo-
mentumgenerdl6 fliggvény elnevezést a kovetkezd allitds indokolja:

11.0.2. Allitss. Ha egy & vdltozé momentumgenerdld fiiggvénye értelmezve van a nulla
egy I nyilt kirnyezetében, akkor a & vdltozonak létezik az ésszes momentuma, és

dn

—— E(exp(s8))

d}’l
—E(
2 (o)

— E(&"exp(s))],_o = E(&").

[le

Mm® (0)

s=0

Vagyis ha az M (s) véges a nulla egy nyilt krnyezetében, akkor az M (s) fiiggvény a nul-
la pontban végtelen sokszor derivdlhato és a nulla pontban vett derivdltak éppen a mo-
mentumok. A feltétel szerint a komplex momentumgenerdld fiiggvény létezik aRe (z) € I
sdavban. Ilyenkor a karakterisztikus fiiggvény s = it , helyettesitéssel” szamolhato ki.
Ugyancsak ilyenkor a momentumgenerdlo fiiggvény az s = 0 pont koriil felirhato

= ) = B (&
M(S): Z M k!(O)Sk: Z (k‘ )Sk

k=0

modon.

“Vegyiik ugyanakkor észre, hogy a ¢ (t) 27 szerint periodikus fiiggvény lesz. Ugyanakkor persze 4ltaldban
a karakterisztikus fiiggvények nem periodikusak!!
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11.0.3. Példa. Szémoljuk ki az f (x) = (1/4) exp< «/|x|> stirliségfiiggvényhez tarto-
z6 eloszlas momentumait és a momenturngeneralo fuggvényét!

Az

/:Qexp(f\/m>dx 2/ exp (— dx—2/ exp (— )%du:

2/ exp(—u)2udu=4I'(2) =4

Osszefiiggés alapjan vildgos, hogy az f slirliségfiiggvény. A fiiggvény péros, ezért a pa-
ratlan momentumok, ha léteznek, mindegyike nulla. A paros momentumokat az aldbbi
szamoldssal hatdrozhatjuk meg:

E(§2k> /j) X2k exp< \/m>dx:2/0wx2kexp(—\/§)dx:

2/ u* exp (—u) 2udu = AT (4k+2) = 4 (4k + 1)1,

Vildgos, hogy a
oo k oo
s 4(4k+1)! 4
e(e) - £
= k' = k!
sor konvergenciasugara nulla, és ennek megfelelGen ha s # 0, akkor a momentumgene-
ralé fiiggvény

M (s :/ ex (sx— x>dx2 ldx = .
()= [ exp Vx| S 0
A példabol lathatd, hogy az el6z6 4llitas nem fordithaté meg, és a momentumok 1étezé-
sébdl még nem kovetkezik, hogy a momentumgenerdl6 fliggvény értelmezési tartoma-
nya nem csak a 0 pontbdl 4ll.
O

11.0.4. Példa. Tegyiik fel, hogy a & momentumgeneralé fiiggvény értelmezve van a 0
valamely nyilt kornyezetében. Szdmoljuk ki az elsé négy kumuldnst!

g = C(0)= Z(g)) &),
o = )= M"(‘)”j;(g) MOZ g () e - p(e

3 = C"(0)=M"(0)-3M (0)M" (0)+2M'(0)* =
~ E(&)-3EQE (é>+2E(§)3:E((€—E(§))3),
= C™(©O)=E((E-E(€)*)-3D*(&).

—~
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Ennek fontos kovetkezménye, hogy egy eloszlas ferdeségeﬂ

E(E-EE©))
G

illetve kurtézisa, magyarul lapultsidga

E(E-E©)') o430
e DY

C
=3+
5}

11.0.5. Példa. Eloszlasok definidldsa fiiggvénytranszformaciéval.

A fluggvénytranszformdciok fontos felhaszndldsa, hogy sok esetben az eloszlést a fiigg-
vénytranszformacidval definidljuk. Ennek bemutatdsa igen messze vezetne, és csak egy
példat mutatunk meg. Legyen L (s) = E (exp (—s€)) egy nem negativ véltozé Laplace-
transzformdltja. Ilyenkor a derivaltakra minden s > O esetén
(n> d}'l d}'l n
LI (5) = S B (exp(—58)) = S exp(=s8) ) = (=1)"E(&"exp(~s8)).
amibdl
(=1)"L () = E(§"exp(—s)) 2 0
Tébbek kozott L (s) masodik derivaltja nem negativ, vagyis L (s) konvex. Igy példaul
ha ¢ > 0, akkor az exp (—c . sz) figgvény nem lehet egy nem negativ valtoz6 Laplace-
transzformdltja. De ennél t6bb is igaz. Mivel L (s) > 0, ezért értelmes a C (s) = InL ()
fliggvény is. A Cauchy-egyenlStlenség alapjan

L(5) - sfen(25))
B (e (-38)exn(-3¢)) =

VE (exp (—5&)) VE (exp (=£)).

IA

Logaritmust véve
t 1
c(F) = e,

vagyis az L(s) Laplace-transzformalt nem csak konvex, hanem logkonvex is. Igy pél-
dédul ha y > 1, akkor az
U(s)=exp(=s"), s=0

5 Az els6 hiarom kumuldns alapjan arra gondolhatunk, hogy a kumuldnsok éppen a centralis momentumok.
Az int ellenpélda a standard normalis eloszlds, amely negyedik centrdlis momentuma, vagyis a momentuma 3,
mikozben a negyedik kumuldnsa nulla.
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fiiggvény nem lehet egy nem negativ valtozé Laplace-transzforméltjﬂ Analég allitas
igaz a momentumgenerald fiiggvényekre.

O

11.1. Flggvénytranszformaciok és az 6sszegzés
11.1.1. Allitas. Ha a & és az 1 vdltozok fiiggetlenek, akkor

Mg py (s) = Mg (s) M (s)

feltéve, hogy az s pontban mind a hdrom momentumgenerdlo fiiggvény értelmes. Analog
dllitdsok igazak a tobbi transzformdciora.

Bizonyitas: Kozvetlen szamoldssal az indoklds evidens, ugyanis figgetlen val6szint-
ségi valtozok szorzatdnak vdrhatd értéke a varhaté értékek szorzata, igy

Mgin(s) = E(exp(s(§+n))) =E(exp(s§)exp(sn)) =
= E(exp(s§))E(exp(sn)) = Mg (s) Mn (s).

Vegyiik észre, hogy felhasznaltuk a fiiggetlenség azon fontos tulajdonsdgat, hogy ha
& és n fiiggetlenek, akkor a h(£) és a g(n) transzformalt véltozdk is fiiggetlenek.
Erdemes megjegyezni, hogy az allitas akkor is igaz, ha elhagyjuk azt a kitételt, hogy az
s paraméter olyan, hogy mind a hiarom transzformalt értelmes. Miként a varhaté érték
definicidja sordn megjegyeztiik gyakran hasznos, ha megengedjiik, hogy a varhat6 érték
végtelen legyen. Ha ezzel a definicidval, vagy inkdbb konvenciéval éliink, akkor az
egyenl8ség az s paraméterre tett minden megkotés nélkiil érvényben mara(ﬂ Az elemi
val6szinliségszamitds targyaldsakor a végtelen értékd varhaté érték bevezetése esetleg
zavard lehet, igy nem feltétleniil szerencsés, igy evvel a konvencidval a targyalds sordn
nem éliinkﬂ Ugyancsak érdemes megjegyezni, hogy ha a harom fliggvénytranszformalt
kozil kettd véges, akkor a harmadiknak is végesnek kell lenni.

O

“Egy mdsik megfontolds a kovetkezs: Ha tekintjiik az U’ (s) = (—1) ys"~'U (s) derivéltat, akkor ha y > 1,
akkor U’ (0) = 0, amelybdl kivetkezne, hogy a varhaté érték nulla, ami lehetetlen ugyanis az eloszlds a nem
negativ szamokra koncentralédik.

"Mivel a momentumgeneralé fiiggvény mindig pozitiv, ezért nincs sziikség a gyakran hasznos nullaszor
végtelen egyenld nulla konvencidra sem.

8 A végtelen vérhat6 érték megengedése egy sor tétel kimonddsat egyszer(ibbé teszi, de az ilyen megfogal-
mazasok elemi szinten tobb kdrral, mint haszonnal jarhatnak. Hasonl6 a helyzet az olyan tipusi egyenlGségek-
kel, amelyek sordn bizonyos esetekben mind a két oldalon egyszerre dllhat értelmetlen kifejezés, és igy a tétel
kimonddsa kerekebbé vilhat.
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11.2. Momentumok és faktorialis momentumok

11.2.1. Definici6. Legyen

n—1

(1), Zx(x—1)(x=2)--(x—n+1) =[] (x—k).

k=0
Az E((&),) értékre mint n-edik faktoridlis momentum fogunk hivatkozni.
11.2.2. Példa. Deriviltak és a faktoridlis momentumok.

Egy G (z) generdtorfiiggvény, mint minden hatvénysordsszeg, a konvergenciakorén be-
lil mindig végtelen sokszor derivalhaté és a derivdlds tagonként elvégezhets. Mivel
(px) valdszintiségeloszlds, ezért G (1) = 1, igy a konvergenciasugdr mindig legaldbb 1,
vagyis a (—1, 1) nyilt intervallumban G (z) végtelen sokszor derivdlhaté. A tagonként
val6 derivalhatésdg miatt ha |z| < 1, akkor

o

G = Ykk—1)...(k—nt+1)pd "=
k=n
= Z (k)n pkzkin-
k=n

Tegyiik fel, hogy az n-edik momentum véges. Ilyenkor a 0 <E((&),) < E (") n-edik
faktoridlis momentum is véges, igy

=)

E((&),) = Yk 1)...(k—n+ 1) pe= ¥ (), pe <o
k=n

k=n

Mivel a G (z) hatvénysor egyiitthatéi nem negativak, ezért a G(z) hatvanysora
a Weierstrass-kritérium miatt a teljes [0, 1] szakaszon egyenletesen konvergens. Az
egyenletesen konvergens fiiggvénysorok tagonként valé derivdlhatésdga alapja’uﬂ a
G (1) mint bal oldali derivalt létezik és G™ (1) = E((£),).

d

11.2.3. Definicié. Jelolje {Z} egy n eleml halmazbdl készithetd k elemi particiok
szamat. Az {Z} szamokat mdsodfaju Stirling-szdmoknak mondjuk.

Konnyen lathatd, hogy teljesiil az

S A S ey

rekurzié. Ugyanis egy n+ 1 elembdl 4116 halmaz valamely k elembdl 416 particiéja gy
keletkezhet, hogy az utolsé 1épésben kapott n+ 1 sorszdmi elemet vagy egy kiilon még

9Emlékeztetiink, hogy a derivéltaknak kell egyenletesen konvergalni.
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iires ,,rekeszbe” tesszilk és {gy a megmaradt n elembdl k — 1 halmazbdl all6 particidkat
készitiink, vagy az n+ 1 sorszdmu elemet a mir meglevd k darab nem iires halmaz
valamelyikébe tessziik be. Definicié szerint

SREINLR

A rekurzids szabdly alapjan elemi szdmoldssal

(===

11.2.4. Példa. A momentumgeneral6 fiiggvény és a generatorfiiggvény kapcsolata.

Vegyiik észre, hogy ha m és n egész szamok, akkor érvényes az

' =3 (m)) ) = Y ¥ (m) ) = y {Z} () (11.2.2)
P

k=1|2|=k k=1

azonossdg, ahol értelemszertien & az n elembdl all6 halmaz Osszes particiéjan fut
végig és szintén értelemszertien | 22| jeléli a particié elemeinek szdmadt. Valgban: te-
kintsiik egy n elembdl 4ll6 halmaz Gsszes leképezését egy m elembdl all6 halmazba.
Az igy kapott fiiggvények szama nyilvan m". Ugyanakkor minden f fiiggvény egy-
értelmiien azonosithaté az f~! (y) alaku teljes inverzkép-fiiggvényével. Minden ilyen
teljes inverzkép-fiiggvény egyértelmien azonosithaté egy pam’ciévam illetve a parti-
ci6 halmazain kiilonb6z6 konstans értékeket felvevd leképezéssel. Ha tehdt adott egy k
halmazbdl 4ll6 particid, akkor az elsé halmazon még a teljes értékkészletbdl vagyis m
elembdl vdlaszthatunk, a kovetkezdn pedig mér csak m — 1 elembdl. Az eljarast egész
addig folytathatjuk, amig a partici6 elemei el nem fogynak. Miként l4ttuk

G (1) Y k(k—1)(k—2)-(k—n+1)pg =
k

[l
—
=
=
S
S
~
Il
=
—~
=
(VA
—
S
N

19De persze nem minden particiéhoz tartozik fiiggvény. Ha egy & particié halmazainak szdma nagyobb
mint m, akkor nincs fliggvény a particiéhoz, és ilyenkor (m)w‘ =0.
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A fenti képletet &-re alkalmazva
2z

I
1=
Q
N
=
I
0=
—N
= 3
——
Q
N
=

O

11.2.5. Példa. Szamoljuk ki a Poisson-eloszlds karakterisztikus, momentum- és a ku-
muldnsgeneral¢ fiiggvényeit! Szamoljuk ki az eloszlas momentumait és kumuldnsait!

1. A momentumgeneral¢ fliggvény

o 2k had Xp (s k
M@is) =Y l—eXP(—l)exp(sk) =) w

k!
k=0 k=0
exp (A (exp(s) — 1)),
amib6l C (s) = InM (s) = A (exp(s) — 1). Mivel C(s) = AL, s* /k!, ezért a Poisson-
eloszlas 6sszes kumuldnsa A. A kumuldnsok felhaszndldsdval a Poisson-eloszlas ferde-
sége

exp(—A) =

o A 1

AT/
a kurtézisa Y .

cq
34+ 5 =34+—=5=3+—.
tg=3tp =3ty

2. Mivel az exp (A (exp(z) — 1)) a teljes komplex sikban értelmezve van, ezért @ (1) =
exp (A (exp(it) — 1)).
3. A Poisson-eloszlds esetén a G(z) = exp(A(z—1)) sorfejtésébdl vildgos, hogy
GM (1) = 2K, kovetkezésképpen

E(E") :é{’;}cﬂ“ =3 {{}2

k=1

4. Végiil a momentumok segitségével is szamoljuk ki a kurtézist: Ehhez definicié sze-
rint ki kell szdmolni a negyedik centrdlis momentumot.

E(E-E(§)" =
B(5)- (})E(@)r@+ (e B e - () re e @ e @ -
- (A +7x2+6,13+x4) 74(124*3),34*14) +6(x3+x4) —apt At =
=2A+32%
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Ezt osztva a variancia négyzetével, vagyis ﬂLz-tel, a kurtézis, miként mar lattuk, 3 +

1/A. Mivel az sszes kumuldnsa A, ezért a negyedik centrdlis momentuma

E(&—E(E) =cy+4D* (&) = 1 +32%

d

11.2.6. Példa. Szamoljuk ki a geometriai eloszlds momentumait a generatorfliggvénye

segitségével.

A geometriai eloszlds generatorfiiggvényének derivaltjait viszonylag egyszerl kisza-

molni.
Glz) = otk P2
(2) k;pq -
p(1—qz)+pzq p
G/(Z) == ) ) - 2
(1-q2) (1—-q2)
G'() = 2pq(1—qz) _ _ 2pq
(1-gz2)* (1-gz)°
' k—1
M) = _kpg
(1 *qZ)]ﬁLl
Ebbél
k—1
M (1) = K (ﬁ) ’
p AP
amibdl

- £ G

Példaul ha n = 2, akkor felhaszndlva, hogy {%} = {%} =1,

11(2) 21gf(2) 1 2
E(éz):f _‘_7@ :74_*(1:
p 1) ppll) p P

I+gq

5 -

p

|

11.2.7. Példa. Szamoljuk ki a geometriai eloszlds momenmtumgenerdld fiiggvényét,

majd ennek segitségével szamoljuk ki a kumuldnsokat!
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A momentumgenerdlé fiiggvény definicidja szerint

E(exp(s¢)) = G(exp(s)) =
pexp (s)
1 —gexp(s)

M (s)

A kumuldnsgenerald fiiggvény

C(s)=InM(s)=Inp+s—In(1 —gexp(s)).

Ebbdl
gexp(s)
= EE)=C(0)=1 =
“ = 0= e 9],
q 1 1
= 1+—=—"=—
l-q 1—q p
o = DXE=C"0)=

gexp(s) (1 —qgexp(s)) +qexp(s) gexp(s)
(1—qgexp(s))*

9 _ 4
5

s=0
gexp (s) _ _
(1—gexp(s)*| _, (1-q)® P
e = E(E-E©))=C"0)=
gexp (s) (1 —gexp(s))> +2gexp (s) (1 — gexp (s)) gexp (s)
(1—gexp(s))*

s=0
_qexp(s)(I+qexp(s)) | _ gq(1+49)
(I—qexp(s))’ |, P’
Ebbdl a ferdeség
3/2
o _q(+a) <pj> P itg 2o
c;/z P’ q V4 V4
Ismételten derivalva és az s helyébe nullét téve
ca =C™(0) =
_q(1+29)(1-q)+3q(1+q)q _
= i =
p
q(1+49+4%)

p4
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A kurtozis tehat

c q(1+4q+4*
(%) p q
144
— 34t
q
1
— 6o 1td
q
1-2 2
= 9y Zﬂ 947

|

11.2.8. Példa. Szamoljuk ki az N (0, 1) eloszlds momentumgenerélé és karakterisztikus
fliggvényét, majd hatdrozzuk meg az eloszlds momentumait és kumuldnsait!

A momentumgenerilé ﬁiggvény
/ exp (sx)ex fﬁ dx =
/w ex x,s)Z ex (Sz)d
— —_— — p— X =
Varn )P\ T2 P\2
RV
= exp( )\/7/ xp( ZS)>dx:
u2 $2
= exp / exp du=exp| = |.
V2n 2

Mivel az exp (z%/2) a teljes komplex sikban értelmezett, ezért

M(s)

2
(p(t):///(it)zexp<f%).
Az
d 2/2 o 1-3..-(2k-1)s2,_ & (2k—1)!!s2k
); —kg (2k)! —,§0 (2k)!

sorfejtés alapjdn a paratlan momentumok mindegyike nulla, a pAros momentumok pe-
dig

E (gz") = (2k— 1) = (2%k—1)(2k—3) 1.
Ebbdl specidlisan a negyedik momentum 3. Mivel

2 s

C(s) élnexpf =7

ezért ¢y =0, cp = 1, a tobbi kumuléns pedig nulla. Ez alapjan a kurtdzis 3 +C4/C% =3.
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11.2.9. Példa. A centrélis hatareloszlas tétele és a kumuldnsok.

Legyenek (&) fiiggetlen, azonos eloszldsd val6szintiségi valtozok és tegyiik fel, hogy
a kozos eloszldsnak 1étezik a negyedik momentuma. Jelolje u a kozos véarhaté értéket
és 0 a kozos szoérast. Tekintsiik az

zn‘,ék—nﬂ

o k=1

M= gn

normalizalt és centralizalt dsszeget. A centralizdcié miatt az 1,, varhat6 értéke nulla,
a normalizdcié miatt a szérdsa pedig 1. De mi torténik a ferdeséggel és a kurtdzissal?
Ha egy & valdsziniiségi vdltozé momentumgeneral6 fiiggvénye M (s), akkor az a& + b
momentumgenerald fiiggvénye

E (exp (s(a& +D))) =exp(sb) M (as).

Ebbdl az a& + b kumuldnsgeneralé fiiggvénye sb+ C (as) . Az dsszetett fiiggvény deri-
vélasi szabélya miatt a k-adik kumuldns kiszdmoldsakor egy a* szorzét kell alkalmazni.
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy 1 =0 és o = 1. Ha a &, valtozok kozos el-

oszldsdnak kumuldnsai ¢, akkor az 1,, ferdesége az c3/ cg/ 2 képlet szerint
3
o () o
327 32
1\2 / 02/
ncy W

amely kifejezés 1//n nagysagrenddel nulldhoz tart. A kurt6zis pedig a 3 +c4 /c3 képlet
szerint

34 necy (%)4 :3+C4én

2
1 2 c5
ncy W
amely pedig 1/n sebességgel 3-hoz tart. Vagyis a centralizélt normalizalt sszeg ferde-
sége és kurtdzisa a standard normalis eloszlds ferdeségéhez és kurtézisahoz tart.

d
11.2.10. Példa. Az elsd négy kumuldns és az eloszlas normalitdsa.

KézenfekvSen meriil fel a kérdés, miszerint, ha egy centralizalt és normalizélt elosz-
las ferdesége nulla és kurtdzisa 3, akkor az eloszlds normdlis-e? A vélasz: nem. Le-
gyen & egy A paraméterd Poisson-eloszldsd valtozo, €s tiikrozziik \/E eloszlasat az y-
tengelyre. Vagyis \/E eloszldsat mérjiik fel szimmetrikus médon az x-tengelyre, majd
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a megfeleld valosziniiségeket osszuk el 2-vel. Az igy kapott eloszlds szimmetrikus, igy
a vérhato értéke és a ferdesége nulla. Kénnyen ldthatd, hogy a szérdsa éppen a & varha-
t6 értéke, A, a negyedik momentuma pedig a & masodik momentuma, vagyis A + A%
Ebbdl a kurtézis éppen <7L +/12) /A% =1+1/A. fgy ha A = 1/2, akkor a kurtézis
hiarom. A kurt6zis nem fiigg a skdldzastdl, a variancia pedig négyzetesen szorzodik, igy

a & helyett a v/2& valtoz6t véve a variancia is 1 lesz.

|

11.2.11. Példa. Szdmoljuk ki az exponencidlis eloszlds momentumgeneral6 és karak-

terisztikus fiiggvényét, és hatdrozzuk meg a momentumait és a kumuldnsokat!

A
A—s

M(s) = /Omexp (sx) A exp (—Ax)dx = A /Owexp((s _A)x)dr—

A fiiggvény értelmezve van az s < A halmazon és az

A 1 sk

A—s 1—s/2 - OF

™18

sorfejtés alapjan a k-dik momentum E (§k> =k!/ Ak A kumulansgeneral¢ fiiggvény

az

=)

k 1xk
n(l+x) = Z -
k=1

egyenl8ség alapjan
= 1,

C(s):—ln(l—s/l):kgtlms

amib6l ¢, = (k— 1)!/AX. Ebbél az exponencidlis eloszlds ferdesége

3 2.(127)3/2:2.

3/2 7 )3 1
& A

A kurtézis pedig

2
\ 2
3+c—‘2‘:3+3—;‘ ) 3460
c5 2 1!

Az exponenciélis eloszlds momentumgenerdl¢ fiiggvénye értelmezve van a 0 (—oo,

kornyezetében, ami alapjan
1

0=

)
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11.2.12. Példa. Szémoljuk ki az (a,A) paraméterdi gamma eloszlds momentumgene-
ralé fliggvényét, karakterisztikus fiiggvényét és hatdrozzuk meg a momentumait és a
kumuldnsokat!
Az (a,A) paraméterli gamma eloszlds stirliségfiiggvénye

a

A a
F(a)ﬂ exp(—4Ax), x>0.

Ez alapjan A — s > 0 esetén

a

M(s) = /0oo exp (sx) x4 Lexp (—Ax)dx =

I'(a)
A _
_ @/O 2 Lexp(— (A —s)x)dx =
A oA T@
B ) R At Y NN

- (A{Ju: (lfima‘

A (—A, 1) intervallumban a binomidlis sor 6sszegképlete alapjan

(]_%)w: i (—ka) (_%)k: i ia(a+1)..l.]§a+k—1)7

|
k=0 k=0 k!

amibdl a k-dik momentum

g (gt) - =0

Erdemes ezt kozvetleniil is kiszdmolni:

E<§k> = A:) /Omxkx”_lexp(—lx)dx:

I(
A _ M Tlatk) _
= Wr(a‘f’k,l) = r(a) lﬂ#’k =
~ Mplat))
- =

A kumuldnsgeneral6 fiiggvény

C(s)=In (7(1 fi/l)“) = —aln (1 — %) :ak:l alksk,
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amib6l ¢ = a (k— 1)1/A*. Ebbdl a ferdeség

¢ a2 (12)2/3 2

C;/z - 23 B2 Vva'

A kurtézis

2

.31 2
3+C—4:3+a—3' A :3+§.
2 a a

K 4
5 A

A karakterisztikus fiiggvény pedig

173
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Ebben a fejezetben egy Osszefoglalé alkalmazdst mutatunk be és az Osszetett, vagy
mdasnéven kevert eloszldsok problémdit targyaljuk. Matematikai szempontbdl a feje-
zet a Poisson-eloszlas és a geometriai eloszlds kapcsolatat targyalja. A fejezet egyik
6 eredménye, hogy a geometriai eloszlds is korldtlanul oszthat6. Ha egy & valdszi-
niiségi véltozo eloszldsa korldtlanul oszthatd, akkor tetszéleges a konstans esetén a
& +a eloszlasa is korlatlanul oszthat6. fgy a geometriai eloszlds helyett érdemesebb a
pq" alaki els6rend(i Pascal-eloszldsokkal foglalkozni. Ennek eldnye, hogy az elsGrendi
Pascal-eloszlés tartéja, megegyezik a Poisson-eloszlds tartjdval. Miként az exponenci-
alis eloszlas gamma eloszldsok osszegére bomlik, az elsérend( Pascal-eloszlds negativ
binomidlis eloszldsokra bonthat6 szét. A két eloszldscsaldd kapcsolatdt a kevert elosz-
lasok fogalma biztositja. Az elsdrend(i Pascal-eloszlds Poisson-eloszlds exponencidlis
eloszldssal val6 keveréseként allithat6 eld, a negativ binomiélis eloszlas pedig Poisson-
eloszlds gamma eloszldssal val keveréseként vezetheto be.

12.1. Osszetett eloszlasok

12.1.1. Definicié. Ha N egy a 0,1,2,... értékeket felvevs valdszintiségi viltozé és
&1,&,, ... valsziniiségi vdltozok egy sorozata, akkor az 1) = £, &, véletlen tagszdmii
osszeget Osszetett valészintiségi véltozénak mondjuk. Altalaban eloszlasok keverésén
azt az eljarast értjiik, amikor egy valdszinliségi véltozo értékét két 1épésben hatdrozzuk
meg. Az elsd 1épésben kivélasztunk egy valdszinliségi véltozot, majd ennek felhasz-
nédldsdval egy masik valtozot vesziink, amely értéke lesz a kevert valtozé értéke. Leg-
tobbszor a keverés a keverendd eloszlds valamelyik paraméterének randomizacidjval
torténik. A kevert eloszldsok specidlis esete az Osszetett eloszldsok, amikor a darabsza-
mot randomizaljuk.

12.1.2. Allitas. Ha a (&) vdltozék azonos eloszldsiiak és egymdstdl és az N viltozétol
is fiiggetlenek, akkor az N = EkN:1 &, véletlen tagszdmii Osszeg vdrhatd értéke

E(n)=E(&)-E(N), (12.1.1)

szordsa pedig

D (1) = /D2 (§)E(N) + B2 (§) D2 (N), (12.12)

ahol & a (&) vdltozok bdrmelyike. Az azonossdgok felirdsakor értelemszeriien feltettiik,
hogy a képletekben szerepld vdarhato értékek léteznek.
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Bizonyitas: Az els6 egyenl8ség kiszdmoldsa a teljes varhato érték tétele alapjan igen
egyszerd:

E(n) = be(n\N:j)P(N:j):

=
oo N

= ZE(Zék|N=j>P<N:j>:
j=0 k=1

= iE< ) 5k>P(N_f)_i <X]:E(€k)>P(NJ)_
J=0 \k=1 =0 \k=1

= i)jE(é)P(N:J)*E(é)i}jP(N:j)fE(éj)E(N)
j= =

A masodik momentum kiszdmolésa a kovetkezd:

E(n) = LE(n’IN=j)P(V=))=

j=0
oo N 2
= ZE<<Z§k> |N=]>P(N:])_
J=0 k=1
oo j 2
= YE <<Z§k> )P(N:J):
j=0 k=1
= i (DZ iék) +E’ (i&k))P(N_])_
j=0 k=1 k=1
oo i 2
= L (JDZ@H (iE<5k>> >P<N=n:
j=0 k=1
= i (J’Dz (€)+(JE(§))2)P(N:,) -
j=0
= i <J'D2(5)+12E2(§)>P(ij) -
j=0
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Ebbdl a széras definicidja szerint

D?(n)

E(n?)—E2(n) =
E(N)D? (&) +E? (§)E (N?) — (E(§)E(N))” =
E(N)D? (€)+E (€) (E(N?) ~E2(N)),

amibdl a masodik (I2.1.2) egyenl6ség mdr evidens. A szdmoldsok sordn hasznéltuk a

(o) (g

egyenl@séget, amely sordn az N véletlen tagszam helyébe betettitk az N = j feltételt és
elhagytuk a feltételt. Hasonl6 Osszefiiggést haszndltunk a négyzetes tagokra is. Vegyiik
észre, hogy P(N = j) > 0, ugyanis ellenkezd esetben ezt a j értéket nem haszndljuk.
A feltételes eloszlas, illetve a feltételes varhat6 érték definicidja szerint

E ﬁékw:]‘ = e
k=1 P(N:J)

Ilyenkor trividlisan

N
E(X(N_j)Z§k) E(X(N_j)

k=
P(N =) P(N

J

Y &

k=1

J)

Az N és a (&) valtozok fiiggetlensége miatt a szorzat vdrhaté értéke a vérhatd értékek
szorzata, igy

E(x(N— iék) P(N—1>E<i¢k>
—1 N k=1

7)
k
P(N =) B P(N =) '

amibdl az egyenlGség mar evidens.

12.1.3. Példa. Poisson-eloszlds szerint dsszetett eloszlds szordsa és varhat6 értéke.
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Legyen N Poisson-eloszlésii A paraméterrel. Ekkor E (N) = D? (N) = A, és ilyenkor
E(n) = AE(S),

D) = VAD?(E)+E (€)= | AE(&7).

Erdemes megjegyezni, hogy ha az N egy Poisson-folyamat szerint alakul, akkor az

N(1)

X()= Z &, Osszetett folyamat varhatG értéke és a variancidja az id6 szerint linedrisan
k=1

véltozik.

O

12.2. Veszteségek eloszlasa

Kozgazdasagi szempontbdl az alapprobléma a kivetkezd: Tekintsiink egy [0, 7] idGsza-
kot. Mekkora veszteség érhet minket az adott idészak alatt? A teljes veszteség nagysaga
két dologtdl fuigg:

1. Az egyedi veszteségek nagysagatol, és
2. aveszteségek darabszamatol.
Feltessziik, hogy

1. ar id8pontig bekovetkezett veszteségek N (f) darabszdma egy nem negativ egé-
szekbdl all6 folyamatot alkot,

2. a (&) egyedi veszteségek nagysdga egy az N-t8l fiiggetlen, azonos eloszlasu,
fiiggetlen valdszintiségi valtozokbol all6 sorozat.

A megkozelités nagyrészt a biztositdsmatematikabdl keriilt 4t a pénziigyekbe és els6-
sorban az operacids kockdzatok modellezésére szokds haszndlni. A nehézség az, hogy
a teljes veszteséget leird igy kapott bonyolult valdszintiségi valtozo eloszlasa nehezen
kezelhetd analitikusan. A T id6horizont dltalaban egy év. Szemben a piaci kockdzatok-
kal a veszteségek nem, vagy csak részben ,,gydgyulnak vissza”. Ez azt jelenti, hogy
a (&) egyedi veszteségekrdl feltessziik, hogy nem negativak. A valdszintiségi valtozé
kockdzatat altaldban a valdszintiségi valtozé szorasdval szokds jellemezni. A pénziigyi
alkalmazdsok sordn a probléma nagyrészt abbdl ered, hogy a veszteségeket megadd
Osszetett valdszinfiségi valtozé nagyon elnyuld, a stiriségfiiggvénye lassan konvergél
nulldhoz. Ennek kovetkeztében sem az Osszetett veszteség varhat6 értéke, sem a szo6-
rdsa pénziigyi szempontbdl nem relevéns{ﬂ Ezért mas kockdzati mértéket érdemes be-
vezetni. Az irodalomban szdmos kockdzati mutato 1étezik. A leggyakrabban hasznalt a
kovetkez6:

'Nem beszélve arrél, hogy a széras lehet végtelen is, igy megaddsanak informécidtartalma nulla.
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12.2.1. Definicié. Egy adott o valdsziniiséghez tartoz6 kockaztatott érték az a legki-
sebb Xy érték, amelyre annak a valdszinlisége, hogy a Loss mddon jelolt veszteség
nagyobb lesz mint Xy, kisebb vagy egyenld mint o. Képlettel

Varg (Loss) = Xq = inf{x | P(Loss > x) < a}.

A [0,T] idStartomény sordn keletkezett teljes veszteség

- N(T)
Loss=Y x(ox<T)& =Y &
=1 k=1

ahol (o) az N folyamatban levs ugrasok id6p0ntjeﬂ Az aldbbi szamitasok célja adott
a esetén a kockdztatott érték meghatirozdsa. Ez a feladat matematikai szempontbdl
a Loss valtozéhoz tartoz6 eloszlasfiiggvény inverzének a kiszdmoldsat jelenti. Sajnos
a Loss valtoz6 eloszldsanak kozvetlen kiszamoldsa nem egyszer( feladat. Ezért egy
kertil6utat valasztunk. A kulcsészrevétel az, hogy mivel a Loss valtozé értelemszertien
nem negativ, ezért az
Lyoss (5) = E (exp (—s- Loss))

Laplace-transzforméltjeﬂ minden s > 0 esetén véges, és ilyenkor a Laplace-
transzformdlt egyértelmiien meghatdrozza az eloszlésﬂ Mivel T ismert, az egyszeriiség

kedvéért vezessiik be az N = N (T) jelolést. Ha P(N = k) = py,, akkor a teljes varhat6
érték mar latott tétele alapjan

Lioss(s) = E(exp(—s-Loss)) =E(E(exp(—s-Loss)|N)) =
- ZE(GXP(—&LO&Y)\N:]{).I,I{:
=0

had k
= YE(exp|—s- Y& || m=

k=0 i=1
= Y (E(exp(=5-8))) =Gy (L ()

k=0

ahol Gy (z) = Y1 X py az ugrdsok szaménak generatorfiiggvénye és Le (s) az egyedi
veszteségek eloszldsdnak kozos Laplace-transzformaltja. Ha a &, egyedi veszteségek

2Miként latni fogjuk, ha nem Poisson-folyamatrél van sz6, akkor egyszerre tobb ugris is bekovetkezhet.

3 A momentumgenerdl6 fliggvény és a Laplace-transzformdlt lényegében azonos, egyediil a kitevs elGjele
mds. Nem negativ valtozok esetén a Laplace-transzformdlt taldn kényelmesebb.

4 Altalaban a Laplace-transzformdlt vagy a momentumgenerald fiiggvény nem hatirozza meg egyértelmtien
az eloszlast. Ha azonban a véltozé nem negativ, akkor igen. Igy valéjaban két matematikai feladatot kellene
megoldani: Egyrészt matematikailag igazolni kellene, hogy nem negativ véltozok esetén a Laplace-transzformalt
egyértelmten jellemzi az eloszldst, masrészt egy hatékony algoritmus kellene megalkotni, amely segitségével a
Laplace-transzforméltbdl visszaszamolhat6 az eloszldsfiiggvény. A tovabbiakban a feladat ilyen dltaldnossagban
val6 vizsgalatitol eltekintiink.
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eloszldsa diszkrét, akkor az Lg Laplace-transzformadlt helyett vehetjiik a & véltozok
kozos G generdtorfiiggvényét is, € a gondolatmenet értelemszerli megismétlésével a

Gloss (2) = (Gé( )) képletet kapjuk.

12.2.2. Példa. Ha a veszteségek N darabszdma Poisson-eloszlast kovet, akkor

=

ZZ —exp ) =exp(— Z k!

k=0
_ exp(-A)exp(:2) —exp(A e 1).

Ha a &, egyedi veszteségek nagysdga exponenciélis eloszldst kovet u paraméterrel:

[lo

G(z)

L (s) /:’,uexp(f/.tx) exp(—sx)dx=[1 /Om exp(—(U+s)x)dx=

- { eXP(*.UﬂLS)X} u
H+s 0o M+ts

Lioss(s) = exp( ( )) (u+s)

12.3. Negativ binomialis eloszlas

A Poisson-folyamat A paramétere szdmos kiils§ tényez6tél fiigg. fgy nem tudjuk a A
partaméter értékét. Tegyiik fel, hogy csak a darabszam feltételes eloszldsa lesz Poisson:

n

P(N=n|A)= A—exp( A).

Tegyiik fel, hogy a A eloszldsa (¢, ) paraméterli gamma eloszldst alkot, ahol (a, ) a
kiils6 tényezdk eloszldsdnak fiiggvénye. Mi lesz az N eloszldsa?

P(N=n)=E(P(N=n|1))= % (E(A"exp(=4))).

A gamma eloszlds sirliségfiiggvényének képlete alapjan

E(A"exp(— / X'exp(— lz ) x* exp (—Bx)dx =
_ B o+n— _
_F(Ot)/o X exp (— (B +1)x)dx =
_ B _ BT(a+n)
= Pt = o
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Mivel I"(x+ 1) = aI"(x), ezért

. T(a+n) B¢ B
P(N_n)_ }’l'r(a) (1+ﬁ)a+n -

(a4+n—)T(a+n—-1) B«

) (1+p)*

n—1

[[(a+KT () a .
- () () ®

. fo+n—1
AR
n

ahol p=B/(1+p),q=1/(1+pP).
12.3.1. Definicio. A

(07 -1
pVZé( +Z )paqn7 l’l:(),l,...

eloszlést (¢, p) paraméterii negativ binomialis eloszldsnak szokds nevezni.

12.3.2. Példa. A geometriai és a negativ binomidlis eloszlas kapcsolata.

Ha o = 1, akkor a gamma eloszlds exponencidlis. Ekkor
P(N=n)=pq", n=0,1,2,....

Emlékeztetiink, hogy ezt az eloszldst, hogy ne keverjiik a geometriai eloszldssal, szokds
els6rendi Pascal-eloszldsnak mondani.
d

Ha n egy természetes szdm, akkor I' (n) = (n — 1)! gy definici6 szerint

n—1

[T(a+k)
o+n—1 o F(Ot+n) k=0
n - oall(a) n!
Mais oldalrél
n—1
[ (a+k)
-\ , —a(=a—1)-(-a—n—1) ()
n n! n!
Kovetkezésképpen
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amely kifejezés indokolja a negativ binomidlis elnevezést. A Poisson-eloszlds genera-
torfliggvényét és a gamma eloszlds stirliségfiiggvényét haszndlva a negativ binomidlis
eloszlds generatorfiiggvénye

G()=E() =E(E( 1)) =E(Gy (2)) =

:/:G,l (z)‘%la_lexp(fﬁl)dl:
= [[ewe-) La e -pryar -
- %./:N*Iexp(—a (B+1—2))dA =
- @B 9= i e = (5o

12.3.3. Példa. Ha a veszteségek nagysaga exponencidlis eloszlasu p paraméterrel, ak-

kor
Liogs (5) =G (Lg (2)) = (ﬁﬂﬁu) :

u+s

12.3.4. Példa. A negativ binomidlis eloszlés korlatlanul oszthatd.

Emlékeztetiink, hogy egy eloszlast korldtlanul oszthaténak mondunk, ha tetszdleges
n-re az eloszlas felbonthaté n darab azonos eloszldsu fiiggetlen valtozé 6sszegére. Mi-
vel fiiggetlen diszkrét eloszldsok 0sszegének generatorfiiggvénye 6sszeszorzddik, ezért
elég megjegyezni, hogy n darab (a/n, ) paraméterd fiiggetlen negativ binomidlis el-
oszldsu valtozé 6sszege (@, B) paraméteri negativ binomialis eloszldsu valtoz6. Miként
a Lévy-folyamatok kapcsan emlitettiik, igazolhaté egy fontos tétel, amely szerint min-
den korlatlanul oszthaté eloszlas bedgyazhaté egy Lévy-folyamatba. Ez alatt azt érjiik,
hogy minden korlétlanul oszthat6 eloszldshoz van egy olyan X (1) Lévy-folyamat, hogy
az X (1) eloszldsa éppen az adott korlatlanul oszthaté eloszléﬂ Ennek megfeleléen be-
sz€lhetiink negativ binomiélis folyamatrdl. A negativ binomidlis folyamat egész értéke-
ket felvevd folyamat, igy joggal meriilhet fel, hogy mennyiben kiilonbozik a Poisson-
folyamattdl. Viszonylag konnyen megmutathatd, hogy minden egész értékeket felvevd
Lévy-folyamat dsszetett Poisson—folyamaﬂ vagyis alkalmas N () Poisson-folyamattal

X)) = Zg:(tl) &, alaki véletlen dsszeg, ahol a &, véltozdk fiiggetlen azonos eloszlasbol

SErdemes hangsiilyozni, hogy 4ltaldban egy sztochasztikus folyamat eloszldsdn az Gsszes lehetséges
X (t1),...,X (1,) véges sorozat egyiittes eloszldsdnak rendszerét értjiik. Lévy-folyamatok esetén azonban ele-
gend megadni az eloszlést egyetlen 7 > 0 idSpontban, példdul az X (1), eloszlasit.

6 Altaldban a Lévy-folyamatokra nem igaz, hogy 6sszetett Poisson-folyamatok. A Lévy-folyamatok struk-
tirdja ennél sokkal bonyolultabb.
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vett ugrasnagysdgok. Ennek igazoldsdhoz elegendd el6szor venni az els6 ugrds helyét
megado
—inf{¢] X ()] > 1}

megalldsi id6t. A Poisson-folyamathoz hasonléan a Lévy-folyamatok jobbrdl valé foly-
tonossdga miatt P(7; >¢) = P (X (r) = 0). Ebbdl a Poisson-folyamatndl kovetett mé-
don azonnal ldthatd, hogy a 7| eloszldsa exponenciélis. Legyen &, = X (71). Az X
Lévy-folyamat, igy érvényes rd az erGs Markov-tulajdonsdg. 7, legyen az X* djraindi-
tott folyamat elsd ugrdsanak idépontja és &, = X* (1,) stb. A (7;) sorozat egy Poisson-
folyamatot generdl, és az X éppen a &, ugrdsokkal vett Osszetett Poisson-folyamat.
Aldbb megmutatjuk, hogy a negativ binomidlis eloszlds esetén az ugrasok nagysagat
megadé viltozok eloszldsa igynevezett logaritmikus eloszlds, amelyre
1 "
Pn= m;, n=1,2,...

Vagyis a negativ binomialis folyamat bar egész értékeket felvevd, monoton noveke-
dé trajektoridkkal rendelkezd folyamat, nem szdmldlé folyamat, ugyanis az ugrasainak
nagysdga lehet 1-nél nagyobb. A logaritmikus eloszlds varhat6 értéke

Moo= Y=g L
- —n -
n=1 n,
1 14
= — % >
*1n(1*p)lfp> '

ugyanis ha x > 0 és x # 1, akkor x — 1 > Inx, ezért

p_ 1

—_ = —1>1
1—p 1—p > In

A logaritmikus eloszlds generdtorfiiggvénye

o P In(1 - pz)
4G ey vy 1— ;7 n(l—p)

Miként megjegyeztiik az Osszetett eloszlds generdtorfiiggvényét tgy kapjuk, hogy a
Poisson-eloszlds exp (A (z— 1)) generdtorfiiggvényébe betessziik a logaritmikus elosz-

las generdtorfiiggvényét
In(1-pz) B
o0 (2 (7 1)) -
A o
—exp (o (n1 - ) -1 ) ) =

() () = )
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Mivel a generatorfiiggvény egyértelmiien megadja az eloszldst a Poisson-eloszlds sze-
rint kevert logaritmikus eloszlds negativ binomidlis eloszléSLﬂ
O

12.3.5. Példa. A negativ binomidlis folyamat varhat6 értéke és szordsa.

A fenti X (r) Lévy-folyamatot szokds negativ binomiélis folyamatnak neveznﬂ Jelol-
je A a Poisson-folyamat paraméterét és legyen p a logaritmikus eloszlds paramétere.

Ekkor a fenti (12.1.1) képlet alapjan

E(X (1)) = At ' P

im(i-p) 1-p°

A variancidra vonatkozé (I2.1.2) képlet alkalmazasakor vegyiik figyelembe, hogy
E(N (1)) =D*(N(1)) = A1, igy

D2 (X (1)) = At- <D2 (&) +E2 (g)) =)L;.E(zg2) .

A logaritmikus eloszlds mdsodik momentuma

o0 1 o
E 2 _ 2. no_
(5 ) n;” Pn —ln(l—p)r;np
1 - n p - n—1
— np't = np'T =
fln(lfp)ngl fln(lfp)n;
o ! 1 /
p n p
_ o= —
—In(1—-p) ,;) ) —In(1-p) (1—p)
1 14

~In(1-p) (1-p)*

Vagyis szemben a Poisson-folyamattal a variancia mindig nagyobb mint a varhat6 érték.
O

12.3.6. Példa. A negativ binomidlis eloszlds varhaté értéke és szordsa.

A virhat6 érték a generatorfiiggvény elsé derivaltja a z = 1 helyen:

% (%)a - (ﬁ = _Z)al B +ffz)27

amibdl a varhaté érték éppen

_o(BNT B e
E(é)_a(ﬁ) B2 B %p

7Az « és a B paramétereknek pozitivnak kell lenni, ami teljesiil!
8Helyesebb lenne a negativ binomidlis Lévy-folyamat elnevezés.
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ahol p=B/(1+B), ¢ =1/(1+P). A logaritmikus eloszlds bevezetésekor a f§ =
1/p—1 jeloléssel éltﬁnlﬂ Ebbdl p =1/ (1+ ), amit viszont most g-val jeldltiink. A
negativ binomialis folyamat varhat6 értékének és szérdsnak hanyadosa az ott hasznalt
jeloléssel 1 — p, ami a most haszndlt jeloléssel éppen p. Vagyis a negativ binomialis
eloszlds variancidja

o EE)_ q 104B)
D) p 0 BB
1 1
~ ot ;f) . ;zﬁ:
o

1
+l? E(§)+EE2(§)~

=| R

12.3.7. Példa. Az elsd ugrés idGpontja a negativ binomialis folyamatban.

KézenfekvSen meriil fel a kérdés, hogy mi lesz a negativ binomidlis folyamatban a
vérakozdsi id6k eloszldsa. Mivel az ugrdsok nagysdga lehet 1-nél nagyobb, ezért a
T =inf{t | X (r) > 1} taldlati id eloszldsdra vagyunk kivancsiak. Legyen (c, ) adott
és legyen X (¢) egy olyan negativ binomidlis Lévy-folyamat, amelyre X (1) eloszldsa
(at, B) paraméterii negativ binomilis eloszlasd valtozo. Mi lesz az X (¢) eloszldsa? Az

X (1) generdatorfiiggvénye
ﬁ o
Gi(z)= (m :

Ebbdl a korldtlanul valé oszthatésdg miatt tetszGleges r racionalis szdmra

Gr(z) = (%)m,

ami folytonosan kiterjeszthetd minden valds z-re. A P (X (r) = 0) val6szintiség éppen a
generatorfiiggvény értéke a z = 0 helyen, amibdl

P(X(1)=0)= (%)m =

exp (—aln (%) z) =exp(—At),

9Vegyiik észre, hogy a negativ binomialis eloszlds esetén az n a g kitevdjében szerepelt, a logaritmikus
eloszlds esetén a p kitevGjében. Ennek oka, hogy a negativ binomidlis eloszldsban, akdrcsak a geometriai elosz-
lasban, az igymond sikertelen probalkozasokat szamoljuk, ezért jeloljiik g-val.

P(t>1)
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vagyis az exponencidlis varakozasi id6 paramétere

A=aln (%) > 0.

Ha most a logaritmikus eloszldsndl haszndlt p = 1/ (1 + ) konvenciot hasznaljuk, ak-
kor

A=—-aln(1-p).
Ezzel a jeloléssel a negativ binomidlis folyamat véarhat6 énékﬂ

! P _ia?

O R T
variancidja

D2 (X (1)) = ta L.
q

A p és a g felcserélésével és a + = 1 behelyettesitéssel kapjuk a negativ binomidlis
eloszlds varhat6 értékének és szérdsanak mar ismert képletét.
|

12.3.8. Példa. Poisson-folyamat megallitdsa.

Az imént bemutatott keverés egy masik lehetséges interpreticidja a kovetkezd: Legyen
N (¢) egy Poisson-folyamat és legyen T < oo egy véletlen idGpont. Mi lesz az

N(1)(0) =N(1(0),0)
megallitott valtozo eloszldsa? Mivel

(A’::!)n exp (_A't) ’

P(N(t)=n|t=1)=

ezért, ha a T gamma eloszldsu, akkor a megéllitott valtozo eloszldsa negativ binomidlis
lesz. Vegyiik észre, hogy a T valtoz6t nem a A, hanem a r helyébe tettiik. Ha az N ()
Poisson-folyamat paramétere A, a T véltozé paraméterei pedig (o, ) akkor az N (1)

7

tekinthet$ egy olyan keverésnek, amikor a keverd véltozé At. A T striiségfiiggvénye

% exp (—Bx),

ﬁa

['(a)

amibgl a transzformadlt valtozok stirliségfiiggvényére vonatkoz6 képlet alapjan a At
stiriségfiiggvénye

flo)=

0 = (7)) 7

ami gamma eloszlést, de a § paraméter helyébe /A irando.

10Tsmét iigyeljiink a p és a g két eltérd hasznélatéra.
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12.3.9. Példa. Szubordindlt, vagy mds néven alarendelt Poisson-folyamatok.

Lévy-folyamatok konstrudldsdnak jol ismert és a gyakorlatban el§szeretettel haszndlt
modszere a szubordinacid, vagy aldrendelt folyamatok konstrualdsa. A szubordinécié
alapgondolata az, hogy a megfigyelt folyamat két komponensbdl dll. Egyrészt a folya-
matnak van egy véletlen ,,belsd” drdja, ami egy monoton névekedd Lévy-folyamattal
irhatd le, masrészt van egy masik Lévy-folyamat, amely a rendszer reakciéit irja le a de-
terminisztikusan véltoz6 id6ber@ Az els6 folyamatot szokds aldrendelt folyamatnak
mondani. A két Lévy-folyamat kompozicidja adja a megfigyelt folyamatot, amelyrél
megmutathatd, hogy szintén Lévy-folyamat. Mivel a gamma eloszlés korlatlanul oszt-
hatd, ezért létezik gamma folyamat, vagyis olyan X (¢) Lévy-folyamat, amelyre az X (1)
eloszldsa adott (@, B) paraméter(i gamma eloszlast kovet. Mivel az X (1) — X (s) minden
t > s esetén gamma eloszldst kovet (o (t —s) , B) paraméterekkel, ezért az X (1) — X (s)
egy valészintiséggel pozitiv, igy a gamma folyamat haszndlhaté aldrendelt idStransz-
formaltnak. Ha most N () egy Poisson-folyamat, akkor az ¥ (1) = N (X (¢)) folyamatot
szubordindlt, vagy aldrendelt Poisson-folyamatnak mondjuk. Mivel tetszdleges ¢ esetén
az X (r) gamma eloszldsid, az elmondottak alapjdn az Y (¢) eloszldsa negativ binomié-
lis lesz. Ha a Poisson-folyamat paramétere A, akkor az Y () eloszldsdnak paraméterei
(at,B /1) lesznek. Megmutathatd, hogy egy fiiggetlen névekményt folyamat csak ak-
kor lehet folytonos, ha minden idépontban az eloszldsa normalis, ezért egy X (¢) szub-
ordindtor, az X (1) =1t trividlis esettSl eltekintv nem lehet folytonos. Szemléletesen
az X (¢t) szubordindtor egy ugré folyamat, vagyis hosszabb-révidebb szakaszokon az
értéke konstans, majd egy kisebb-nagyobb ugrdssal az értéke megvaltozik stb. Ha az
idSugrés elég nagy, akkor az ugrdshoz tartozé iddszak alatt az N (1) Poisson-folyamat
tobb ugrésa is lezajlik, igy az Osszetett folyamatban egyszerre tobb ugrast is megfi-
gyelhetiink. Célszer(i hangstilyozni, hogy mivel az aldrendelt Lévy-folyamatok szintén
Lévy-folyamatok, ezért a gamma folyamattal szubordindlt Poisson-folyamat, a paramé-
terek egyezése esetén, eloszldsban megegyezik a kordbban konstruélt negativ binomia-
lis Lévy-folyamattal.

d

Ezt a médszert elGszeretettel szokds hasznélni az drfolyamok idSben valé alakuldsanak modellezésére.
A szokdsos interpretdcid, hogy példdul a piacon az aktivitds id6ben valtozik. Amikor a kereskedés aktivabb, a
,,belsd” id6 gyorsabban porog.

12A7 ¢ értéket nulla szérassal rendelkezé normdlis eloszldsi véltozénak tekintjiik.
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12.4. Kockaztatott érték kiszamolasa rekurzidval
Tegyiik fel, hogy a lehetséges egyedi veszteségeloszldsokat egy diszkrét eloszldssal ko-

zelitjii < Jelolje (r j)j:O a kozelit6 valészintiségeket.

G(z) = iP(L:n)z”é iAnz”:E<zL> :E(E(ZL> \N:k) _
n=0

n=0

E (E (ZE’LI iﬁ) |N= k) -YE (ZZLI 51> =
k

k
= Y(E(#)) m=Gn(P(2)),
k
ahol P(z) = Z’y, 1 Zr j veszteség generdtorfiiggvénye és Gy a veszteség frekvencidinak
generdtorfiiggvénye.
12.4.1. Példa. Ha a lehetséges veszteségek 1,2 és 4 milli6 és ezek bekovetkezési vald-

szintiségei ry = 0,1, rp = 0,4 és ry = 0,5, akkor

P(z) =0,1z+0,4z% 402> +0,5z*.

Ha a bekovetkezések szama Poisson-eloszlast alkot, akkor

o0 k
=y Tep(-A)

Gn (2) =
= k!

F=exp(A(z—1)).

Vezessiik be a j1; = Ar; jelolést. Ekkor

v
D
I
™M=
\\
By
llo
M=
>|=
N

~.
I

~ M .
P(2) ZAP(z) =) u;7
=1

124.2. Lemma. A szorzatfiggvény n-edik derivéltjanak képlete (uv)™

Ei (g uvirb.

13Ez az alkalmazdsokban kozvetleniil ad6dik.
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Bizonyitas: Az azonossdgot teljes indukcidval lehet igazolni. Ha n = 0 vagy n = 1,
akkor a formula kozismerten igaz. Az n-r6l n+ 1-re vald 1épés bizonyitdsa pedig

() D) — zn: (’Z) (u(k)v(nfk)>/ _

k=0

n
_ Z < ) ( (k1) (n— k)_‘_u(k)v(nJrlfk)) _
k=0

_ (nt1) |y p(nH1=k) n Y\ (n+1), _
(o) g () (1)) + ()
(D ), X 0) (ri—k) (M nt1\ ()
= ( 0 )uv —I—k;u Y X + a1 u V=

Yy (” + 1) W)yl 18,
k=0 k

A Poisson-eloszlds képletét haszndlva ha
Ap =P(Loss=n) = n—G<”) 0),
akkor a z = 0 helyen
1 da! (d 1 d! d
Ay =— —G =— AG(z) — =
"l dz ] (dz (Z)> nl dzi—1 ( b (Z))

Z
10 (a0 ar) = L 4 (00 4700 -

onldg? n! dz"

1 n—1

== ("; I)Gm*k*l) (0) P&+ (0) =
" k=0

n—1
1 /n—1
:ZE< k )An_k_l(n—k—l)!(k+1)!#k+1:
k=0"""

n—1
k+1
= Z TAn—k—IIJ/ﬁLp
k=0
ugyanis egyszer(ien szimolva
1 (n—1
;( x ) (n—k—1D!(k+1)=

I (n—-1)
:Em(n*kfl)!(qul)[:

k1
=
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Az ijterdcié indul6 értéke G (0) = exp (A (P(0)—1)). Mivel P(0) = 0, ugyanis a P
valéban csak a veszteségeket tartalmazza, ezért G (0) = exp(—A), ami annak a val6-
szintisége, hogy nem lesz ugras a Poisson-folyamatban.

Mi torténik akkor, ha a darabszdmok eloszldsa nem Poisson? Tegyiik fel, hogy a vesz-
teségek darabszdmdnak Gy generdtorfiiggvényére teljesiil a

d ) Thooamdr

—In(Gy(2)) = Q L

dz (2)  Yi_obk*

szabdly, vagyis

B(2) -Gy (1) = G (A Q).

12.4.3. Példa. A negativ binomidlis eloszldssal szdmolva

J s\ 4 (ley)” LBri-PE)
*1“( ()) T = ;

B+1-P(z ﬁ)“ (B+1-P(z)"“
—a(B+1-P@R) “'P)  —aP(x) . AR
; B+1-P(z)"* ~ B+1-P(z) B(2)’

Gy helyébe a hatvdnysorit beirva,

() (o) ()

Z"*-hez tartozé tagok a két oldalon egyenlSek

min(s,n) min(r,n)
Y bin+1-)Anij= Y aA.
j=0 i=0
amibdl
min(r,n) min(s,n
bo(n+1)Api1= Y, @A Z j(n+1—j)Ant1-;
i=0 j=1

ami egy rekurzi6 az (A4,) sorozatra.
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Ebben a fejezetben a centrélis hatdreloszlds tételét vizsgaljuk meg. A centrdlis hatarel-
oszlés tétele a normdlis eloszlds szerepét indokolja. A tételnek szdmos alakja van, mi
ezek koziil csak a legegyszer(ibbet targyaljuk: Legyenek &;,&,,... fiiggetlen, azonos
eloszldsu valészintiségi valtozok, és tekintsiik az

kiék—n-m&)
o k=1
T = /AD (€)

centralizdlt és normalizdlt sorozatot, ahol & a &, véltozék barmelyike. A tétel szerint
minden x-re
lim P(n, <x)=®(x),

n—

®(x) = \/%/:;exp <—§) dr

a standard normalis eloszlds eloszlzisfiiggvénycﬂ

ahol

13.1. A karakterisztikus fliggvény modszer

A tétel bizonyitdsdnak szdmos alakja ismert, de taldn a leginkdbb kézenfekvé a ka-
rakterisztikus fiiggvényekre (Fourier-transzformaltakra) épiilé bizonyitds. A médszer
Iényege, hogy az eloszlasfiiggvények konvergencidja helyett a megfelel6 karakteriszti-
kus fiiggvények konvergencidjat mutatjuk meg. Ehhez azonban némi magyarazatot kell
adni.

1. A leginkabb kézenfekvs kérdés az, hogy miért hasznéljuk a fiiggvénytranszformal-
takat és miért nem kozvetleniil foglalkozunk az eloszldsfiiggvényekkel? A vélasz vi-
szonylag egyszert: A tételben szerepls Osszeg eloszlasfiiggvényét nehéz kiszdmolni,
mikozben a karakterisztikus fliggvényiiket egyszert, ugyanis miként mar emlitettiik ha
& és n fiiggetlenek, akkor a & + 1 Osszeg karakterisztikus fiiggvénye a tagok karakte-
risztikus fiiggvényeinek szorzata:

Geiq () = E(exp(ir(6+mn))) =E(exp (i) exp(itn)) =
E (exp (it8)) E (exp (irn)) = ¢ (1) ¢y (1) -
Vegyiik észre, hogy kihasznaltuk, hogy a fiiggetlenség tulajdonsdga a transzformalt val-

tozokra valé attéréskor is megmarad. Az 6sszeggel rokon és gyakran hasznélt szabdly
a

@ (1) = E(exp (it (ag))) = E (exp (i (1a) §)) = p¢ (ar)

képlet, amely a konstanssal valé szorzds karakterisztikus fiiggvényét adja meg.

'Feltéve persze, hogy az 1, véltozdk értelmesek. Evvel kizdrjuk a konstans sorozatokat és azokat, ame-
lyeknek nincs véges szérdsuk.
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2. Miért kell attérni komplex szdmokra, miért haszndljuk a karakterisztikus fiiggvényt
és nem a momentumgenerdlé fliggvényt? A vélasz ismét kézenfekvs: A momentum-
general6 fiiggvény nem jellemzi az eloszlast. Miként lattuk, az is el6fordulhat, hogy
egy eloszlasnak 1étezik az 6sszes momentuma, de a momentumgeneralé fiiggvénye az
s = 0 ponton kiviil mindenhol végtelen. Ha a valészintiségi vdltozé nem negativ, akkor
a momentumgenerald fiiggvény egyértelmiien jellemzi az eloszlast, de a tételben ezzel
a megkotéssel nem tudunk élni. A karakterisztikus fiiggvény azonban minden ¢ értékre
értelmes, ugyanis az
exp (it) = e = cost +isint

Euler-képlet miatt

¢ (t) = E(exp(it€)) = E(cost&) +iE (sint),

ahol a két varhaté érték mindig véges. Ugyan nem teljesen evidens, de megmutathat(ﬂ
hogy a karakterisztikus fiiggvény egyértelmtien jellemzi az eloszlast, vagyis ha két va-
16szintiségi valtozonak kiilonboz6 az eloszldsa, akkor kiilonboz6 lesz a karakterisztikus
fliggvényiik is. Természetesen némi ellenérzést valthat ki a komplex szdmok haszndlata,
de konnyen lathatd, hogy csak az

exp (z1 +22) = exp(z1) exp(z2)

azonossdgra van sziikségiink, amely indokldsa igen egyszeri. Emlékeztetiink, hogy de-
finici6 szerint tetszSleges z komplex szamra

ok

exp(z) = Z E

k=0

Egy hatvdnysort természetes médon a komplex sikban érdemes definidlni. Az exp(z)
kifejezést definidlé komplex hatvdnysor minden z komplex szdmra abszolit konver-
gens, {gy az alabbi szamitas sordn a sor atrendezése megengedett, igy alkalmazhatjuk a
hatvanysorokra vonatkozé Cauchy-szorzast:

= Zlf oo le ok lec ngl
ep@ep() = Y- Y=Y X c
=0 =0 k=0i=0
o Ly (K i
= 252(1)2122 :ZE(ZH'ZZ) =
=0%" =0 k=0 "
= exp(z1+22)

Az komplex exponencidlis fiiggvényre vonatkozé addicids tétel miatt tetszleges z =
x+ iy esetén exp (z) = exp (x)exp (iy), ahol exp (x) a kozonséges valds exponencialis

2v..:[B.23] Anitas, [242] oldal.
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fiiggvény. Elegendd tehdt csak a karakterisztikus fiiggvényben szerepld exp (it) fiigg-
vénnyel foglalkoznunk. Az is kdnnyen lthatd, hogy exp (Z) = exp (z), ugyanis a komp-
lex szdmok konjugéldsa felcserélhetd az algebrai miveletekkel és folytonos transzfor-
madcié. Ebbdl kifolydlag

1 = exp(0)=exp(it—it) =
= exp(it)exp(—it) = exp (it)exp (it) =
= lexp(in)]

vagyis az exp (it) fiiggvény a valds szdmokat a komplex egységkorre képezi. Tébb mé-
don is igazolhatd, hogy ilyenkor a fent emlitett Euler-képlet teljesiil. Tekintsiik példdul
a kovetkezdt. Jelolje cost és sint az exp (i) pont koordinatdit. Ekkor definicié szerint

exp (it) = cost +isint.

Nem vildgos azonban, hogy az igy definidlt két fliggvény azonos-e a kozépiskoldban
bevezetett trigonometrikus fiiggvényekkel. A komplex exponencidlis fiiggvény komp-
lex értelemben derivalhat6. Az addicids képlet miatt

exp(z+h)—exp(z exp(h)—1
(DR NP U
A madsodik tagba a definiciét betéve és az algebrai miiveleteket elvégezve azonnal lat-
hatd, hogy a masodik tag a teljes komplex sikban konvergens

vagyis komplex értelemben az exp (z) fiiggvény derivéltja 5nmaga. Hasonléan igazol-
hat6 az (exp (az))’ = aexp (z) szably, ahol a egy tetszGleges komplex konstans. Ebbsl
kovetkezben

d
7 &P (ir) = iexp (it) = icost —sint.

Vagyis a cost derivéltja —sinz és a sint derivaltja cost. Ugyanakkor a koriven az (1,0)

pont és az (cost,sint) kozotti v hossza
d dsins\? L R
/\/ COSS ( sms) ds / (sins)? + (cos s)*ds =
ds 0
t 't
_ /\exp(is)us:/ lds—=1,
0 0

vagyis a cost és a sint éppen a t hosszi {vhez tartozé két koordinétﬂ

3Ez éppen a kozépiskolai definicié.
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3. A momentumgeneralé fiiggvény legfontosabb tulajdonsdga, hogy ha az értelmezési
tartomdnya tartalmazza az origé egy nyilt kornyezetét, akkor segitségével a momen-
tumok meghatdrozhatéak. Karakterisztikus fiiggvény esetén azonban nem kell aggéd-
nunk az értelmezési tartomany miatt. Ha 1étezik az n-edik momentum, akkor a karakte-
risztikus fliggvény n-szer derivélhat6 és

d"e
dr"

0" (0)= 2 (0)=E(E").
Ugyanis miként mar emlitettiik, komplex esetben is az exp (az) derivéltja aexp (az),
igy példaul az elsd derivéltakra

(0= B (exp(2) = (L exp i) ) ~E(iZexp ).

amibdl ¢ = 0 helyettesitéssel ¢’ (0) = iE (£). Hasonléan

2 2

(0= G exp ) = (fre(ud) ) — B (Peexp(i2)).

amib1 ha 1 =0, akkor ¢ (0) = 2E (&%) = ~E (&), és fey tovibb.

4. A karakterisztikus fiiggvény mddszer kulcstétele az tgynevezett Lévy-féle konver-
genciatéteﬂ A tétel szerint, ha a karakterisztikus fiiggvényekbdl 4ll6 ¢, (¢) sorozat
minden ¢-re egy ¢ (¢) karakterisztikus fiiggvényhez tart, akkor a @, (r)-hez tartozé
F, (x) eloszlasfiiggvények sorozata a ¢ (r)-hez tartoz6 F (x) eloszlasfiiggvényhez tart
gyengén. Gyenge konvergencia alatt azt értjiik, hogy az F, (x) sorozat F (x)-hez tart de
csak akkor, ha az x az F (x) hatéreloszlasnak folytonossagi pontja. Mivel a centrélis ha-
tareloszlds tételében F (x) = @ (x) és a P (x) folytonos, ezért ilyenkor az F, (x) — F (x)
konvergencia minden pontban teljestil.

5. Sziikségiink lesz még a standard normadlis eloszlés karakterisztikus fiiggvényére. Mi-
ként kordbban a momentumgenerald fiiggvények tirgyaldsa kapcsan megjegyeztiik, ha
a momentumgenerdld fiiggvény véges az s = 0 egy nyilt kornyezetében, akkor elegendd
s = it helyettesitést alkalmazni. Miként madr lattuk, tetszéleges s esetén

M (s)

2
exp (sx)ex dx =
vV N / p( P ( )

o (5 )r/ < 23)2>dx:
wf3)

4v.6.:[B.3.15| Allitds, [256] oldal.
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ugyanis az integrdl az 1/+/27 konstanssal egyiitt éppen az s vérhat6 érték, 1 szérdsi
normadlis eloszlds strtiségfiiggvényének integrdlja. Ha most s = it helyettesitést vég-
ziink, akkor @y 1) (t) = exp (712 /2) . Mivel igen fontos 4llitdsrdl van sz6, egy mdsik
bizonyitast is bemutatunk.

<
=

2
) = / exp (itx) exp L
vV Ve 2
2
= cos (tx) exp dx,
\/271/ ( ) )

ugyanis a masodik, a szinuszos tag integrélja nulla, hiszen a szinusz fiiggvény paratlan.
Az integrdl mogé derivédlva, majd parcidlisan integrdlva

o) = _L/:osin(tx)xexp(—é)dx:

21 .

= \/% ({exp (—%2) sin (tx)} - /:cos (zx)texp (—%) dx) =
_ \/%Tr (o_z/;cos(;x)exp (_é) dx) =—19(1).

Mivel a ¢ karakterisztikus fiiggvény, ezért ¢ (0) = 1, igy a differencidlegyenlet egyetlen
megolddsa a ¢ (r) = exp (—t2 /2) . Miel6tt tovdbb megyiink, érdemes egy megjegyzést
tenni. Mivel a fiiggetlen valtozok Osszegének karakterisztikus fliggvényei Osszeszor-
z6dnak, ezért a normalis eloszlds korldtlanul oszthat6, ugyanishaa§,,..., &, figgetlen
valtozok eloszlasa N (0, 1/+/n) , akkor az dsszeg eloszldsa N (0, 1) . Ugyanakkor van itt
egy tovabbi érdekesség. Az N (0,1/4/n) szintén normdlis eloszldsd, de ami fontosabb
az eloszlds tipusa is megegyezik az N (0,1) eloszldssal. Az eloszldsok korében a tipus
fogalmét gyakran pontatlanul, Iényegében stilisztikai tartalommal szokés hasznalni. fgy
példaul szokds Poisson-tipusu eloszldsrdl, vagy valdszintiségi valtozérdl beszElni, ami
alatt azt szokds érteni, hogy valamilyen A paraméterrel rendelkez6 Poisson-eloszldsi
valtozordl van sz6. Ez valdjaban egy kicsit pontatlan. Ugyanis definici6 szerint két el-
oszlast azonos tipusinak mondunk, ha a mogottiik levé valdszintiségi valtozok egy-
mésb6l ax + b alaki linedris transzforméacival szarmaztathatéak. Igy két kiilonbozs
paraméter(i Poisson-eloszlas tipusa nem azonosﬂ de két normdlis esetén a tipus azo-
nos. Egy korlatlamul oszthat6 eloszlast stabil eloszlasnak mondunk, ha a felbontasban
szerepld eloszlasok tipusa megegyezik az eredeti eloszlas tipusaval. Tavolrdl sem trivi-
alis, de az egyetlen olyan eloszlas, amely stabil és van szordsa, az a normalis eloszlas.
Igy példdul a Poisson-eloszlds korltlanul oszthat6, de nem stabil. Egy mdsik hasznos

SHa & Poisson-eloszldsu, akkor az a& + b dltaldban nem lesz Poisson-eloszlasd, ugyanis a tartéja nem lesz
a0,1,... halmaz.
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és rendkiviil gyakran emlitett és kordbban mar igazolt 6sszefiiggés, hogy fiiggetlen nor-
malis eloszldsu véltozok osszege normdlis. Ez kdvetkezik abbdl is, hogy az

exp (— (011)”) expitpy)exp (— (021)% ) exp (irpt)

szorzat felirhaté

exp(—(7\/02+03 ’ exp (it (1 + 1))
(-())

modon, ami az N <.U1 + Uy, 4/ 0'% + 6%) eloszlds karakterisztikus fiiggvénye.

6. Ennyi el6készités utdn a centrdlis hatdreloszlds tétel igazoldsa mdr viszonylag egy-
szer(i. A tétel 4llitdsa szerint a (&) véltoz6k kozos eloszldsdnak van varhaté értéke és
szérasa. Mivel a centralizalt és normalizalt 0sszeg hatdreloszlasat kell vizsgdlni, ezért
feltehetd, hogy a ko6zos varhat6 érték nulla, a sz6rés pedig 1. Mivel az elsd két momen-
tum létezik, a @ (¢) kétszer derivéilhat6, vagyis értelmes az

. 2
LA e, PE(E)
2 0! 1! 21
0) ¢ (0)  ¢"(0),
T T

Taylor-polinom. A L’Hospital szabdly miatt

0()- (0 204 20,7)
12

lim
t—0

=0,

igy ¢ (t) =1—12/2+0(r?), ahol a o (t?) a kozelités maradéktagja, €s csak annyit tu-
dunk réla, hogy 2-tel osztva nulldhoz tart. A X} _, &, osszeg karakterisztikus fiiggvénye

a szorzdsi szabdly miatt
[2 n
0" (1) = (1 -5 +o <t2>) .

De mivel az 6sszeget el kell osztani v/n-nel, ezért a mér emlitett

Paz (1) = E(exp (it (ag))) = E(exp (i (1a)§)) = ¢¢ (ar)

szabdly miatt ha az 1, karakterisztikus fiiggvénye @, (¢), akkor

2 n
0,() = (1(’/@ +o((wﬁ>2)) -

(-5(3))
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Ko6zismerten

lim lfﬁ 2—ex fﬁ
i\ 2m) TP T2 )

de meg kell mutatni, hogy az o (t2 / n) tag sem okoz gondot. Ha n — oo, akkor

(s () -(05)

n

2

o

1
akbnfkfl

a"—b"| = |a—b] <

k=0
n—1 12

<la—b| Z ‘akbnfkfl‘ <nla—b|=no (—) =
k=0 n

()

=t
2 /n

— 0,

ahol kihaszn4ltuk, hogy ha n elég nagy akkor

Ile

@ ()] = [E(exp (ir))| <E(lexp (ir§)]) =E(1) =1

2
t
1-—)|<L

Ezzel a centrilis hatdreloszlds tételének igazoldsat befejeztiik.

lal

[le

b

13.2. A kézelités sebessége

Kozkeletii elképzelés, hogy a centralis hatdreloszlds tételében a konvergencia sebessége
gyors. Ezt azonban a szokdsos matematikai tételek nem igen igazoljak. A konvergencia
sebességére vonatkozé legfontosabb tétel a kovetkezs:

13.2.1. Tétel (Berry—Esseen). A kordbban tdrgyalt feltételeken kiviil tegyiik fel, hogy
a (§,) sorozat tagjai kézos eloszldsdnak véges a p = E (|§ |3> harmadik abszoliit mo-

mentuma, ahol & a &, vdltozok barmelyike. Tegyiik fel tovdbbd, hogy E (&) = 0, de
nem tessziik fel, hogy a o =D (&) szérds egyenld volna 1-gyel. Ilyenkor létezik olyan
C < 0,5 konstans, hogy minden n-re és x-re

|Fn<x>f<1><x>|sc63”ﬁ.
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A tétel szerint a konvergencia sebessége O (1/+/n) nagysagrendd. Ez azt jelenti, hogy
1/+/n-nel osztva, vagyis \/n-nel szorozva a konvergencia sebességét megadé kifeje-
z¢€s korlatos. Az tgynevezett Holder-egyenlStlenséggel megmutathatd, hogy tetszéle-
ges n < mesetén {/E(|E]") < Y/E(|E]™), amibsl 63 < p, vagyis p/c> > 1.

13.2.2. Példa. Szamoljuk ki a Berry—Esseen tételben szerepls konstanst az egyenletes
eloszlds esetében.

Mivel a vérhaté értéknek nulldnak kell lenni, ezért egy 0 kozep( intervallumon kell
az eloszlast tekinteni. Az egyszerliség kedvéért ez legyen a (—1/2,1/2) intervallum.

Ekkor
12 12 1
3 3
= X dx:2/ xdx=—.
P /71/2| | 0 32

3
o3 = <1 /V 12) . Kovetkezésképpen

1/32
LA /73 = 1,299.
o (1/\/ 12)
Igy tétel szerint a konvergencia sebessége
p 0,5-1,3 0,65

Cc

NI

Az egyenlGtlenség minden n-re érvényes. Han = 1, akkor a (—1/2.1/2) intervallumon
Fi (x) =x+1/2. Ilyenkor

sup |F} (x) —® (x)| = 0,3085 < 0,65.
X

O

Az aldbbi némiképpen heurisztikus gondolatmenet célja annak vizsgdlata, hogy miért
csak négyzetgyokos a konvergencia a centrdlis hatdreloszlds tételében. Lehet-e javitani
a konvergencia sebességén, ha nem csak a harmadik momentum létezését, hanem en-
nél magasabb momentumok létezését is feltessziik? A konvergencia sebességével fiigg
Ossze az ugynevezett Edgeworth-kifejtés. A kifejtésben kdzponti szerepet jatszanak
az dgynevezett Hermite-polinomok. A Hermite-polinomok definicidja az irodalomban
nem egységes, de valdszinliségszdmitdsi kdrnyezetben az exp (—x2 /2) derivéltjaival
definidljuk Skef®]

€Id6nként, példdul a Matlab programcsomag, a Hermite-polinomokat az exp (—x?) derivaltjaival definidl-

jak. Tgy a Matlab Hermite-polinomjaira a 2~/ H,, (x/ \/i) helyettesitést kell hasznalni.
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13.2.3. Definicié. Ha ¢ (x) = 1/v/2mexp (—x%/2) a standard normlis eloszlds sirdi-
ségfiiggvénye, akkor a
n
o () = 20 (1) = (-1)" Hy () 9 )
Osszefiiggésben szerepl Hy, (x) polinomot az n-edik Hermite-polinomnak mondjuk.
13.2.4. Példa. Rekurziv formuldk.

A polinomok szamoldsakor nem sziikséges a derivdldsokat elvégezni. A definidld
egyenletet derivdlva

O ) = (1) Ha () o) =
(

amibdl
H, 11 (x) = xHy (x) *Hrlz (x).

Indukciéval konnyen l4thatd, hogy H), (x) = nH,_1 (x). Valéban Hy (x) = 1 és Hy (x) =
x, igy az n = 1 eset evidens. Az indukciés feltételt hasznalva
Hypy (x) = Hy(x)+xH, (x) —nH,_ (x) =
= Hy(x)+xnH,_1 (x) —nH,_, (x) =
Hy (x) +n (xHy—1 (x) = H,,_y (x)) =
= H,(x)+nH,(x)=(n+1)Hy,(x).

Tehat
Hy1 (x) =xHy, (x) —nH,—_.

Az elsd hat Hermite-polinom a kovetkezd:

Hy(x) = 1,

Hi(x) = x

Hy(x) = x*—1,

Hy(x) = x*—3x

Hy(x) = x*—6x?+3,

Hs(x) = x> —10x°+15x,
Ho(x) = x0—15x* 44522 —15.
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o 2

Az Edgeworth-kifejtésben a centralizalt és normalizalt 6sszeg stirtiség- és eloszlasfiigg-
vényének Hermite-polinomokkal val6 kozelitését adjuk meg. A kozelitésben szerepld
kifejezések bar nem stiriségfiiggvények, ugyanis az értékiik lehet negativ és az integral-
juk sem feltétleniil egy, de jol reprezentéljdk a konvergencia sebességében szerepet jat-
sz6 mutatdk jelentGségét. Az egyszertibb jelolés céljabol tegyiik fel, hogy a & valtozok
kozos eloszldsanak varhaté értéke nulla, a o szdrasa pedig legyen egy. Ugyancsak az
egyszeriibb jelolés miatt csak a masodrendti Edgeworth-kozelitéseket adjuk meg. Ilyen-
kor a negyedik momentum létezését tételezziik fel. A kifejés 1ényege, hogy a centrélis
hatédreloszlas tételében az eloszlasfiiggvények konvergencidja ekvivalens a karakterisz-
tikus fiiggvény konvergencidjaval. A karakterisztikus fliggvény egy komplex értéki
fliggvény, amelynek nincs feltétleniil klasszikus értelemben vett logaritmusa. Ennek el-
lenére definidlhatjuk a kumulansait, és a kumuldnsok segitségével megprébdljuk sorba
fejteni a karakterisztikus fiiggvényt. Miként kordbban megjegyeztiik, hidba tart a kur-
t6zis 1/n nagysdgrendben a normadlis eloszlds kurtézisdhoz, a ferdeség csak 1/4/n-nel
tart nullahoz, igy a konvergencia sebessége is csak négyzetgyokos lehet.

1. Legyen Cj a § véltoz6 j-edik kumuldnsa és vezessiik be a p j =Cj/ o/ hanyadosokat.
Az dltaldnos Edgeworth-kifejtésben a p ; konstansok szerepelnek. Példdul

Lo E(E-E©))
PTE T pe

a ferdeség, illetve a

4 4
. E(E-E©))-0'®) E(E-EQ))
Py=—= = —
o D4 (&) D* (&)
az ugynevezett tobbletkurt6zis, vagyis a kurtdzis harommal csokkentett értéke. Mivel

csak a masodrendd kozelitéssel fogunk foglalkozni, ezért csak erre a két mutatéra lesz
sziikségiink.

2. Miként megjegyeztiik, a karakterisztikus fiiggvény egyértelmien jellemzi az elosz-
last. Az eloszlasfiiggvény és a karakterisztikus fiiggvény kozvetlen kapcsolatit leird
dgynevezett inverzids formula viszonylag bonyolult képlet. Bizonyos esetekben azon-
ban egy y () karakterisztikus fiiggvény és a hozza tartozé f (x) stirliségfiiggvény kozott
egy sz€p és egyszerfi reldcid frhat6 feé

Flx) = % /_O;exp(fitx) w(t)dr.

Figyeljiink az 1/ (27) konstansra és a kitevGben szerepld negativ el6jelr4§|! Példaként
vegyiik a standard normadlis eloszlds esetét. A ¢ és az x szerepét felcserélve, a normadlis

7Reméljiik, hogy nem zavaré, hogy most ¢ (x) a standard normdlis eloszlds sir(iségfiiggvénye, bar legtobb-
szor @ (t) egy karakterisztikus fiiggvény. Ezért jeloljiik y (r)-vel a karakterisztikus fiiggvényt.

8 A formula érvényeségéhez sziikséges és elegendd, hogy a v (¢) karakterisztikus fliggvény abszolit integ-
ralhat6 legyen. Ez egy elegdns, de viszonylag erss feltétel.
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eloszlds karakterisztikus fiiggvényének képlete segitségével
1 . 2
o /_Do exp (—itx) exp <75) dt =
1 12
\/ﬁ/ exp (—itx) mexp (_E) dt =
1 (—x)?

:%exp(—%)ap(x).

A két oldalt n-szer x szerint derivalva

1= 12
(=" i /_w (it)" exp (—itx) exp (75> dt = o (x) =
=(=1)"Hy (x) ¢ (x),
amibdl
L epimens (<5 )@= 0
7z | (i) exp(—itx)exp > =H,(x)o(x).
3. Az Edgeworth-kozelités alapgondolata az, hogy megprébaljuk a & véltozék kozos
karakterisztikus fliggvényét magasabb rendben sorba fejteni. Tekintsiik tehdt a normali-
74t és centralizalt kozelitd Osszegben szerepld & valtozo v (¢) karakterisztikus fiiggvé-

nyének negyedrend(i sorba fejtését. Felhaszndlva, hogy a varhat6 érték nulla, a szords
pedig 1:
2 4
(i) sy (i) 4
v =15+ 5 E(E) () ().

At helyébe a \/n -nel valé normalizdlds miatt 7 /\/n-et téve a mar korabban latott médon

o(5) = e k() e () o (L)

B 2 (i)} (ir)* t
= l*ﬂ+63/2p3+m(p4+3)+1\/[4 ﬁ .

Mivel a karakterisztikus fiiggvény negyszer derivdlhatd, ezért a Taylor-sorfejtésben a
L’Hospital szabdly szerint a maradéktag o ( ) nagysagrendlﬂ igy

()=o)

9Figyeljiink megint a jelolésre. A o (t*) azt jelenti, hogy #*-nel osztva a kifejezés nulldhoz tart!
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Ezt kovetSen vegyiik az n-edik hatvényt, majd az 1/n-nél magasabb rendi tagokat von-
juk ssze egy o (1/n) hibatagba

(-5
+<’11) (1 - Z)I (éi’3)/32p3+ éz)z (p4+3)> +
() (-5) St (3)

n

4. A L'Hospital szabdly segitségével konnyen lathatd, hogy tetszSleges x esetélﬂ

(1+%>" — exp (x) <1 7;—2) +o (i)

Ezeket behelyettesitve és kihaszndlva, hogy az alacsonyabb hatvanyok felszorzdsa csak
tovébbi o (1/n) nagysdgu tagokat eredményez:

() (500
+3XP( ;2) (éitl)/32P3+ (i)' (P4+3)>
+exp (—g) (lt7);f% +o (}11) .

Ebbél a r* /8n tagot a p,-hez tartozo kifejezéssel osszevonva
t\" 12
v() ee( )
2 4 2 \6 2
_ = () ()" ()°p3 1
—exp( )<f3+24np 72n to n)’

5. Ha f, (x) jeloli az ,, normalizalt és centralizdlt osszeg stiriségfiiggvényét, akkor az
imént ismertetett inverzi6s formulat alkalmazv:

fn(X)—<P(X)’”<P(X)<6lz3[H()+mH (0)+ 7’;3H6<>>

10A Kkét oldal kiilonbségét kell venni, majd osztani kell n-nel, s ezt kovetden meg kell mutatni, hogy a
hatdrérték nulla. Ez a 1épés helyettesiti a karakterisztikus fliggvény logaritmusadnak vételét, ami komplex esetben
nem magdtol érthet6da.

Vegyiik észre, hogy az o (1/n) tagot elhagytuk. Ennek oka, hogy nem tudjuk, hogy a kozelités egyenletes-
e. Ez az egyik oka annak, hogy az Edgeworth-el6dllitds heurisztikus
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Az x véltoz6 szerint integrélvﬁ

P3
6y/n

Léthato, hogy az eltérés a tobbletkurtézissal O (1/n) nagysdgrendben, de a ferdeséggel
csak O (1/+/n) nagységrendben tart nulldho

mu+ﬂﬂm+&%m

()~ F ()~ 9 (¥) s

13.2.5. Példa. Moivre-Laplace képlet.

A Moivre—Laplace képlet a binomiélis eloszlds normalissal val6 kozelitését adja meg.
A B(n.p) binomiilis eloszlds n-darab indikdtorvaltozé dsszege, igy

pr (o 0 <) < g [0 (5

A képlet sok szempontb6l érdekes. Egyrészt az

. B(n,p)—np

Mn= npg

véltozok értékkészletének egyesitése egy U megszamldlhaté halmazt alkot. Az U hal-
mazba esés valdszinlisége minden n-re 1, de a hatdreloszlds esetén, ugyanis a normadlis
eloszlds folytonos, 0. Vagyis a centrdlis hatareloszlas tétele nem élesithetS gy, hogy a
kozelitd osszegek eloszldsa eseményenként tart a hatéreloszléshoﬂ A képlet sok bi-
zonyitasa ismert. A bizonyitdsok eldnye, hogy lehetség van a konvergencia sebességé-
nek kozvetlen becslésére is. Nem tiil meglepd mddon ezek szintén a O (1/+/n) képletet
eredményezik. Ugyanakkor kozvetlen numerikus szimuldcidkra hivatkozva az iroda-
lomban szokds az npg > 18 ugynevezett Feller-szabalyt javasolni. Ha példaul p =0, 1,
akkor

18
> ——— =200.
"=0,90,1
A legjobb esetet akkor kapjuk, ha p = 0,5. Ilyenkor
18
>—— =72,
"=0505 7

vagyis a binomidlis eloszlds normdlissal val6 kozelitése, feltéve, hogy a p nem nagyon
kicsi mdr szdzas nagysagrendd minta esetén indokolt. Ugyanakkor a Feller-szabély csak

12{Jgyeljiink az elgjelre és a Hermite-polinomok indexére!
3 Mivel a ferdeség okozza a nagyobb problémét szokds a n > 25p2 6kélszabélyt hasznalni. Az exponencidlis
eloszlds ferdesége p; = 2. EbbdI kvetkezden a kozelités soran n > 100. A lognormalis eloszlds ferdesége p; =

(e"z + 2) Veo* —1.Ha példaul 6 = 1, akkor p; = 6,1849. Ebb&l kériilbeliil n > 1000 adédik. Ha azonban 6 =
2, akkor p; = 414, 36 és ilyenkor n > 4, 3 - 10° mintaelemszdm adédik. Ugyanakkor a részvények hozamanak

becslesekor o = 0,2-del, vagyis 20%-kal szokés szamolni. Ilyenkor n > 10 adédik.
MEmlékeZtetﬁnk, hogy eloszlason a i (B) = P (& € B) halmazfiiggvényt értjiik.
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egy heurisztikus észrevétel, amely haszndlhat6sdgdra semmilyen matematikai garancia
nincs.
|

13.2.6. Példa. Binomidlis eloszlds kozelitése Poisson-eloszlédssal.

Ha a p értéke nagyon kicsi, mondjuk 10~4, akkor

n> ___ B8 1,8-10°,
1074 (1-10"%)

ami nagyon nagy elemszdmot jelent. Mivel igen ritka eseményrdl van sz6 és ilyenkor a
keresett esemény el6forduldsanak darabszamadt is célszerd kicsinek venni, igy célszert
a Poisson-kozelitést vdlasztani. A binomidlis eloszlds Poisson-eloszldssal valé koze-
litése kapcsan felmeriilhet, hogy lehet-e a Poisson-eloszldst kozeliteni normdlissal: A
vdlasz igen, ha A — oo. A legegyszertibb ismét a karakterisztikus fiiggvény médszert
hasznalni. A Poisson-eloszlds karakterisztikus fiiggvénye

k
E (exp (i€)) Zexp (irk ;L—exp( A)=

@ (t)

- . k
- § @ ) e li 1)),
k=0 ’

Mivel a normalissal val6 kozelitéshez ismét centralizalni és normalizalni kell a soroza-
tot, ezért a (£ — A) //A sorozat hatdrértékét kell A — oo esetén venni. Karakterisztikus

oo om(5) 1) 15 -
e 3)
(5 ~((5))))-
—exp(—i—i—lo((\;}) >>—>exp( g)

13.2.7. Példa. Binomidlis eloszlds kozelitése Poisson-eloszldssal.
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A binomidlis eloszl4s karakterisztikus fiiggvénye @ (t) = (¢ + pexp (it))" . Ha bevezet-
jik a A = np jelolést, akkor

((1-2)+ 2ot} -

(1 + %’t}_])) — exp (A (exp(it) — 1)),

o)

amely éppen a A paraméterii Poisson-eloszlds karakterisztikus fiiggvénye.



XIV.

A NAGY SZAMOK TORVENYEI

o
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A nagy szamok kiilonbozd torvényei a centrdlis hatdreloszlds tételek mellett a masik
alapvetd hatdreloszlds tétel tipus. Akdrcsak a centrdlis hatdreloszlds tételben most is
legyenek &,&,,. .. fliggetlen, azonos eloszldsi valészintiségi valtozok, és tekintsiik az

Y&,
k=1

Ny =

hanyadost. A 1ényeges eltérés, hogy most mas osztét alkalmazunk. A nagy szamok kii-
16nb6z3 torvényei szerint az 1, sorozat valamilyen értelemben az E (&) hatdrértékhez
tart, ahol § a &, vidltozok barmelyike. A torvény szerint a szamtani dtlag éppen a vérha-
t6 értékhez tart. Bizonyos szempontbdl a centrlis hatdreloszlés tétele és a nagy szdmok
torvénye rokon allitdsok: Mind a kettSben fiiggetlen azonos eloszldsu valtozok Osszege
szerepel. Két 1ényeges eltérés azonban van: Egyrészt mds az osztd, de sokkal fonto-
sabb, hogy mds a konvergencia mddja. A centrdlis hatdreloszlds tételében, miként azt
a neve is tartalmazza csak az eloszlasfiiggvények, konvergdlnak, a nagy szdmok tor-
vényében azonban maguk az 7, valtozék konvergdlnak. Val6szintiségi valtozok esetén
a konvergencidt szdmtalan médon definidlhatjuk. Bar vannak mds alakok is, a konver-
gencia médja alapjan a nagy szamok torvényének két alakjat szokds megkiilonboztetni:
Beszélhetiink a nagy szdmok erds torvényérdl, amikor a konvergencia 1 valészintiség-
gel teljesiil, és beszélhetiink a nagy szamok gyenge torvényérdl, amikor a konvergencia
csak sztochasztikus konvergencia értelemben teljesiil. Megmutathatd, hogy az 1 valé-
szintliséggel val6 konvergencia implikdlja a sztochasztikus konvergencidt. Kézenfekvd
tehat a kérdés: Ha igaz a nagy szamok er$s torvénye, akkor miért érdekes a gyenge tor-
vénye? Ennek oka igen egyszer(i: egyrészt a gyenge torvényt joval egyszertibb igazolni,
madsrészt, és ez a fontosabb, a gyenge torvény esetén nem csak a konvergencia tényét
tudjuk igazolni, hanem a konvergencia sebességére is tudunk becslést mutatni.

14.1. Sztochasztikus és eros konvergencia

A valészinliségszamitasban a valdszintliségi valtozok korében a legtobbet hasznalt két
konvergencia tipus az erds és sztochasztikus konvergencia:

14.1.1. Definicié. Legyen (&,,) véltozék egy sorozata és & egy tovébbi val6szintiségi
véltoz6.

1. Azt mondjuk, hogy a (§,) sorozat erSs értelemben, vagy més néven 1 valé-
szinliséggel tart a -hez, ha az olyan ® kimenetelek halmazdnak valGszini-
sége, amelyre a &, (w) — & (o) konvergencia teljesiil éppen 1. Ezt szokds a
P, — &) =1, vagy P(limy0. &, = &) = 1 mbdon is irni. Az erGs konver-
gencia egy masik gyakran hasznalt elnevezése a majdnem mindenhol valé kon-
vergencia. Erre utal a gyakran haszndlt &, %" & jelslési méd.
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2. Azt mondjuk, hogy a (&,,) sorozat sztochasztikus értelemben, vagy més néven
valészintiségben tart a £-hez, ha tetszGleges € > 0 szdm esetén

P(g,—&[>¢)—0.

Ezt mésképpen ugy is kifejezhetjiik, hogy tetszSleges € > 0 és 6 > 0 szdmokhoz
van olyan N kiiszobindex, hogy ha n > N, akkor

P(I5,-&l>¢) <8
A sztochasztikus konvergencidt szokds &, KA & modon is jeldlni.

14.1.2. Allitas. Ha &, ™% &, akkor &, A E. Vagyis az 1 valésziniiséggel valé konver-
gencia implikdlja a sztochasztikus konvergencidt.

Fontos hangsilyozni, hogy az 1 valdszintiséggel val6 konvergencia dltaldban nem imp-
likélja a vdrhaté értékek konvergencidjdt. Vagyis dltaldban a vdrhat6 érték operatora és
a pontonkénti hatdrérték operdtora nem cserélhetd fel.

14.1.3. Tétel (Kolmogorov). Legyen (&,) azonos eloszldsi, fiiggetlen valdsziniiségi

vdltozok egy sorozata és legyen & a &, vdltozok barmelyike. Valamely M konstansra az
n

Y &

k=1 m.m.

— M

Ny =

n

konvergencia pontosan akkor teljesiil, ha az E (&) vdrhato érték véges. Ilyenkor M =
E(E) és
1im E (|n, ~E(£)]) - 0.

A gyenge torvények igazoldsdhoz els6 1épésként két egyszerii egyenlStlenséget igazo-
lunk.

14.1.4. Lemma (Markov-egyenlStlenség). Ha & > 0 egy valdszintiségi valtozé ésa > 0
egy szam, akkor

aP(€ > a) <E(E).
Bizonyitas: A feltételek és a vérhat6 érték definiciGja alapjén ha F (x) a & eloszlds-
fliggvénye, akkor

E(S)

[lo

/mxdF(x) Z/mxdF(x) z/madF(x) =

a a

0
a/;ldF(x):aP(ﬁZa).

Vegyiik észre, hogy az egyenlStlenség akkor is igaz, ha E (&) végtelen. Ilyenkor persze
nincs mit igazolni.
O
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14.1.5. Lemma (Csebisev-egyenl6tlenség). Tetszbleges & véges szordsd véltozora és
minden k > 0 szdmra
D> ()

g2

P(E-E()[>¢) <

Bizonyitas: A Markov-egyenlStlenség alapjan

P(IE-E(§)|>¢)

P(E-E@)y=2¢)<
E(E-EQ)) prg

IN

g2 g2
O

A gyenge torvények kozill a legismertebb az aldbbi, amely a Csebisev-egyenlGtlenség
kozvetlen kovetkezménye.

14.1.6. Tétel (Nagy szamok gyenge torvénye). Ha a (&) vdltozok korreldlatlanok, és
a (D (&) sorozat létezik és korldtos, akkor

3 EEE) 1
k=1 n

Bizonyitas: Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehets, hogy E (&) = 0. Jelolje K
a szorasok egy korlatjat. A Csebisev-egyenl6tlenség alapjan

P(‘ZZ:@/( 28) < %Dz (Zzzlék):
n € n

1 &, nk?
= s2n2kle (gk)gn—z—m.

A

Az allitast a leggyakrabban a kovetkezd alakban szokas idézni:

14.1.7. Tétel (Bernoulli). Ha a (&) vdltozok azonos eloszldsiak és fiiggetlenek, és a
kozos eloszldsnak létezik szordsa, akkor tetszdleges € > 0 esetén

P<‘ZZ:TIQ*M‘>€) DO,

e2n
ahol M a kozos eloszlds vdarhato értéke.

A Bernoulli-féle nagy szamok térvénye nem egy sziikséges és elégséges tétel. Eppen
ezért rendkiviil érdekes a kovetkez6 tétel:
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14.1.8. Tétel (Ehrenfeucht—Fisz). Legyen M egy konstans. Ha (&,)) fiiggetlen, azonos
eloszldsi vdltozok sorozata, akkor a

n
LiciSk 2y (14.1.1)
n

konvergencia sziikséges és elegendd feltétele, hogy a kizos eloszlds ¢ (t) karakteriszti-
kus fiiggvénye derivdlhato legyen a t = 0 pontban. llyenkor

iM = ¢’ (0).

14.1.9. Példa. A Cauchy-eloszlas karakterisztikus fiiggvénye nem derivalhaté at =0
pontban, és nem is teljesiil a nagy szdmok gyenge torvénye.

A (standard) Cauchy-eloszlds karakterisztikus fiiggvénye ¢ (r) = exp(—|¢]). Egy n-
elemi (standard) Cauchy-eloszldsbdl vett minta szdmtani dtlagdnak karakterisztikus
figgvénye

exp (—|5[)" = exp ().

Vagyis a szamtani atlag karakterisztikus fiiggvénye szintén (standard) Cauchy eloszla-
sd. Vegyiik észre, hogy a ¢ (t) = exp (— |¢|) képlet alapjan a Cauchy-eloszlds korlatla-
nul oszthatd, ugyanis ha a & eloszldsa Cauchy, akkor a & /n karakterisztikus fiiggvé-
nye exp (— |¢| /n) . Ebbd] az is kovetkezik, hogy a normdlis eloszlds mellett a Cauchy-
eloszlds is stabil eloszlds. Ugyancsak, két fiiggetlen Cauchy-eloszldsu valtozé ssze-
gének eloszldsa szintén Cauchy-eloszlasd. Valoban, legyenek &, és &, fiiggetlen stan-
dard Cauchy-eloszlasu valtozok. Emlékeztetiink rd, hogy Cauchy-eloszldson a standard
Cauchy-eloszlds linedris transzformaci6it értjiik. Konnyen lathat6 tehdt, hogy az éltala-
nos Cauchy-eloszlds karakterisztikus fliggvénye

exp (— |at|)exp (ith).

Az a1& | + by és az ar &, + b, fiiggetlen Cauchy-eloszldsi véltozok dsszegének karak-
terisztikus fliggvénye

exp (—|art|)exp (ibit) exp (—[azt|) exp (ibat)

ami éppen

exp (= (ar| + |az|) [t]) exp (it (b1 + b2))

amely szintén Cauchy-eloszlasud.

14.2. A konvergencia sebessége

A nagy szamok torvényének legfontosabb alkalmazdsa a relativ gyakorisdg val6szind-
séghez val6 konvergdldsdnak igazoldsa, illetve a konvergencia sebességének becslése.
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//////

ziink el n kisérletet, és tegyiik fel, hogy az A esemény ry,-szer kovetkezett be. Haa &,
0 vagy 1 értéki valtozdk jelolik az A esemény bekovetkezését, illetve be nem kovet-
kezését, akkor r, = X]_,&,. Mivel E(§;) = p és D? (&;) = pq ezért a nagy szdmok
Bernoulli-féle torvénye alapjan tetsz6leges € > 0 esetén

P(
Ha a p értékét nem ismerjiik, akkor a pg = p (1 — p) < 1/4 alapjan még a legrosszabb
esetben is a

I'n

B ) <

P(

n ~ 4ne?
becsléssel élhetiink. Ez a konvergencia sebességére egy viszonylag gyenge becslést ad.
J6val erGsebb becslés azonban a kovetkezs:

I'n ) prq
——pl>e) < —.
n p ~ ne?

14.2.1. Tétel (Bernstein). A nagy szdmok gyenge torvényében, ha € elég kicsi, neveze-
tesen ha € < min(p,q), akkor

2
P( r—”—p‘ zs> < 2exp (—E) < (14.2.1)
n 2pq
< 2exp (—2n£2>,

ahol r,/n az elsé n kisérletbdl szdrmazo relativ gyakorisdg.

A konvergencia sebességét megadé mindkét képletben €2 szerepel. Ez a centrilis ha-
tareloszlas tételében latott négyzetgyokos konvergencia megfelelSje. Ha az € helyébe
€/2-t frunk, akkor ahhoz, hogy a kozelités valGszintiségének becslése ne valtozzon, a
kisérletek n szamat a négyszeresére kell emelni. A sebesség becslése kapcsan hangsu-
lyozni kell, hogy a képletekben szerepl$ harom véltozé az €, a § és az n koziil kettdt
rogzitve meghatarozhatjuk a harmadikat. Vagyis adott n és € esetén megmondhatjuk,
hogy mennyi a &, vagy példdul € és & megaddsakor mekkora kell, hogy legyen az n
ahhoz, hogy teljesiiljon a P (|r,/n — p| > €) < 0 egyenl6tlenség.

14.2.2. Példa. A Csebisev- és Bernstein-egyenlGtlenségek osszehasonlitdsa.

A Csebisev-egyenlétlenségre alapulé Bernoulli-tétel szerint a P(|r,/n—p| > €) < &
teljesiiléséhez tobb mint

nl(é)é{ ] ]+1:{]/(26)}+1

4€28 2¢?

kisérletre van sziikség, ahol a [-] az egészrész operaci6. A (14.2.1) alapjan a Bernstein-
féle alakban mar 5

In(2

SCL

2¢2

n(3)= |
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elem is elégséges. Az [ | egészérték jelet elhagyva, ha & — 0

m(8) 125
n(8) W2/

vagyis kis 8-kra a Bernstein-féle becslés sokkal jobb mint a Csebisev-féle becslés. Ha
példdul § = & = 102, akkor

ny (9)
ny (9)

1/ (4- 10*6> = 250000,

In (200) / (2- 10*4) = 26492,

vagyis koriilbeliil tizede annyi elem kell a Bernstein-féle becslés szerint. Erdemes jelez-
ni, hogy az € < min (p, q) feltétel miatt a Bernstein-féle becslés csak akkor hasznélhato,
ha az esemény sem nem tul ritka, sem nem tdl gyakori.

g

14.2.3. Példa. Nagy szamok torvénye és a centralis hatdreloszlas tétele.

Ha se tul ritka, se tdl gyakori eseményekrdl van szd, vagyis ha sem a p, sem a g értéke
nem tul kicsi, akkor az npg > 18 Feller-szabdly alapjan mar elegendSen kicsi n esetén
is a binomidlis eloszlds jol kozelithetd normadlis eloszldssal. Az r, vdltozé binomidlis

eloszlassal bir, igy
P(|™p|>e)= p( ;P’ >e) -
_p (

)~
~ (\N(O 1) > )
)

(N(O D=

=2(1- (Z\ff)

Miként az el6z6 példaban, legyen € = § = 0,01. Ezekkel

P (2y/ng) =1— g =0,995,

amibsl
2y/ne > ®1(0,995) = 2,5758.

2,5758\ 2
> ’ =
"—(2-0,01) 16587,

Tehat




216 Medvegyev Péter: Bevezetés a valészinliségszamitasba

amely j6val kevesebb, mint a Bernstein-féle becslés. Ha a § értékét 5%-ra enyhitjiik,
akkor

d>(2\/ﬁs):lf§:1

Mivel @1 (0,975) = 1,96, ezért ilyenkor

1,9 \?2
> ! — 4
”—(2-0,01) 9604,

ami lényegében egy 10000-es mintdnak felel meg. Ha most € = § = 0,05, akkor

1,96 \?
nz(w) =~ 385.

Ha pedig € = 0,05 és 6 = 0,01, akkor

2,5758 \?2
nZ(W> ~ 664.

S - 0’205 =0,975.

De gondolkodhatunk forditva is. Tegyiik fel, hogy € = 0,01 és n = 5000. Mekkora lesz
a tévedés valoszinlsége? [lyenkor
1)

-2 =®(2vie) = (2\/5000-0.01) — @(1,1442) = 0,9214

ami 6 = 15,5%-o0s tévedésvalGszinliségnek felel meg. Ugyanakkor mar
@ (2\/5000 : 0702) —0,9977

ami koriilbeliil § = 0,5% tévedésvaldsziniiségnek felel meg.
a

14.2.4. Példa. A Brexit kozvéleménykutatisok és a nagy szamok torvényének becslése
a centrdlis hatdreloszléds tételével.

A Brexit-kozvéleménykutatds igen szoros eredményt josolt, vagyis a p értéke 0,5 koriil
alakult. Tegyiik fel, hogy € = 0,01 hibdval akarjuk a p értékét megbecsiilni és a téve-
dés valdsziniiségét is & = 1% koriil akarjuk tartani. Hany vdlasztét kell megkérdezni?
Az ¢l6z6 példa alapjan kortilbeliil 16500 személyt. A Financial Times 0sszegy(jtotte
a népszavazdssal kapcsolatos kozvéleménykutatdsokat. Ezek koziil egyetlen egy volt,
amelyben hdszezer embert kérdeztek meg, és a kozvéleménykutatds 2014 janudr 20-dn
tortént. Ekkor 41% gondolta, hogy ki kell 1épni és ugyanennyi gondolta, hogy maradni
kell. Egy mdsik, 2015 december 5-én végzett mintavételben 10015 személyt kérdeztek
meg, itt 42% gondolta, hogy ki kell 1épni és 40%, hogy maradni kell. Az utolsd, egy
nappal a szavazds el6tt, 2016 junius 22-én tartott kozvéleménykutatas soran 4700 sze-
mélyt kérdeztek meg, és 55% mondta, hogy maradni akar, és 45% gondolta, hogy ki
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kell 1épni. Tegyiik fel, hogy a tévedés valdszintiségét vagyis a § értékét 1%-on akarjuk
tartani. Ilyenkor az
2,5758 = 2+/ne

szabdly alapjan ha 6 = 0,01, akkor
25758 2,5758
© 2y 24700

Azaz a lehetséges hiba 2% alatt lesz, vagyis a minta alapjdn esetleg gondolhattdk, hogy
a Brexit-szavazds eredményeként Nagy Britannia nem fog kilépni az EU-b6l. Persze
masképpen is gondolkodhatunk. Mivel a p becslését nagyon jol el akarjuk végezni,
ezért az € = 0,01 értéket tartani kell. Ilyenkor a tévedés valdszintisége

=1,8786x 1072 ~ 2%

8§=2(1-®(2ey/n)) =0,1703,

ami tilsdgosan nagy. Ugyanezen a napon egy mdsik kozvéleménykutaté 1032 embert
kérdezett meg. Ok 48% maraddst 42% kilépést és 11% bizonytalan szavazét mértek.
Az § esetiikben a pontossag

2,5758  2.5758
2yn 21032

hibahatart jelent. Ha most a 11% fele-fele ardnyban oszlik meg, akkor 53,5% a bennma-
radds valGszintisége, de a 4%-os pontossdg miatt elGfordulhat, hogy 6 = 0,01 mellett
is a kilépésre szavaz a tobbség. Mint tudjuk, végiil 48% voksolt csak a maraddsra Igy
végiilt tébb mint 5% volt az |r,/n— p|. Ugyanakkor a tévedés valdszintisége € = 0,01
és n=1032 esetén 6 = 0,52% volt.

=4,0091-107% ~ 4%

O

14.2.5. Példa. A Brexitet megel6z6 kozvéleménykutatdsok és a Bernstein-egyenlGt-
lenség.

A centrélis hatdreloszlas tételében a konvergencia sebességét talan tulértékeltiik. Pro-
baljuk meg a

In 2

——p|> 8> <2exp <72n£ >

P15

Bersntein-becslést alkalmazni. Mivel p nagyon kozel van az 1/2 értékhez, ezért az
€ = 0,01 indokolt. Ha n = 4700, akkor a hibas becslés valészintisége

2exp (72.4700- (0.01)2> —0,78126,
ami elképesztéen nagy. Ha n = 1000, akkor
2exp (-2. 1000- (0.01)2) —1,6375,

ami mdr semmilyen informaciét nem hordoz.
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Az aldbbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak?

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Az f(x) =sinx a (0, ) intervallumon stiriségfiiggvény.

. Ha € eloszldsaa (0, w/2) szakaszra koncentraldik, és a stirtiségfiiggvénye A sinx

alakd, akkor A = 1/2.

. Ha & egyenletes eloszldsd a (0,7) intervallumon, akkor az 1 = sin& valtozé

varhato értéke 2.

. Jelslje {7} a mdsodfajd Stirling-szdmokat. {3} = 15.
. Jelolje {7} a mdsodfajd Stirling-szdmokat. {5} = 127.

. Ha & gamma eloszlasi (a, A1) paraméterekkel, akkor a & véltoz6 n-edik momen-

tuma
AT (a+n)

T(a+1)A"

. Ha & és 1 fiiggetlen exponencidlis eloszldst valésziniségi valtozék A = 2 és

u =5 paraméterekkel, akkor a £ + 1) variancidja kisebb, mint 1/2.

. Legyen & Poisson-eloszldsi A = 5 paraméterrel, és legyen 1 az €ls§ olyan id3-

pont, amikor hatost dobunk. E (&) <E (7).

. A Poisson-folyamat harmadik ugrasanak idépontja x% eloszlast kovet.

A Poisson-eloszlds korlatlanul oszthaté abban az értelemben, hogy ha & Poisson-
eloszldsu, akkor tetszSleges n-re vannak olyan fiiggetlen, azonos eloszlasi
&1,&,,...,&, véltozok, hogy a & + &, + - -- + &, eloszldsa megegyezik a & el-
oszlasaval.

A teljes val6szintiség tétele szerint, ha (B;) egy teljes eseményrendszer, akkor
minden A esemény esetén

P(A) =Y P(A|B)P(By).
T

Legyen & eloszldsa N (0,1). Ha F (x) az n = exp (£) véltozo eloszlasfiiggvénye,
akkor F (1) =1/2.

Ha & és 1 binomidlis eloszldsd valoszintiségi valtozok, akkor a & + 1 is binomi-
alis eloszldsu.

Ha egy siiteményben 4tlag két szem mazsola van, akkor annak a valdszintisége,
hogy egy véletleniil kivélasztott siiteményben lesz mazsola, 1 —exp (—2).

Ha egy konyvben oldalanként atlagban két hiba van, akkor annak a valdszint-
sége, hogy egy oldalon nem lesz hiba, 1 —exp (—2).
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17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.

28.

. Ha & és n tetszGleges val6szintiségi véltozok, akkor E (§2n> <E2(né).

Ha & normalis eloszldsd, akkor a 52 gamma eloszlasu.
Ha & geometriai eloszldsti p = 1/2 paraméterrel, akkor E (&) = /2/2.
Fiiggetlen gamma eloszlasud valtozok szorzata Cauchy-eloszlast kovet.

Ha & eloszldsa (o, ) paraméterii mdsodfaji béta eloszlds, akkor E (&) =

o/ (B1).
Legyenek & és n fliggetlen valsziniség valtozok és jeldlje f illetve g a stirtiség-
fiiggvényiiket. Ekkor a £ /1 hanyadosnak is van stirliségfiiggvénye amely a

h)= [ Fen)g@hlds

integrallal szdmolhat6.

Ha & és n fiiggetlen valosziniiségi valtozoknak van szérdsa, akkor a €1 szorzat-
nak is van szérdsa.

stirliségfiiggvénye

Ha & standard normalis eloszlasu, akkor |&

£ =y Zexp (—32)

2 o

Ha a & valtozo siiriségfiiggvénye f (x), akkor 1/& siirliségfiiggvénye

$=r(1/% .

Ha a (&,m) pér egyiittes sdrdiségfiiggvénye f(x,y), akkor az (1/&,1/n) par

e

egyiittes stirliségfiiggvénye
11
1/x,1/y) - —.
f( /x7 /y)x2y2

Ha & eloszldsa 2, akkor E (€) = n?.

Ha a (£,7n) pér eloszldsa a T = [—1,2] x [0, 1] halmazra koncentrilédik, és az
egyiittes eloszlasfiiggvénye a T halmazon A (1 +x)3 y? alakd, akkor A = 1/8.

Ha a (§,7n) pdr eloszldsa a T = [0,1] x [0,1] halmazra koncentrdlédik, és az
egyiittes eloszlasfiiggvénye a T halmazon Ax>y? alaki, akkor a €7 vdrhatd érté-
ke kisebb, mint 1/2.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.

48.
49.
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Az exponencidlis eloszlds Laplace-transzformécidjanak és momentumgenerald
fliggvényének értelmezési tartomdnyainak kozos része egy valddi intervallum.

Legyen & binomidlis eloszldsd, n pedig Poisson-eloszldsi. Ha E (&) = E(n),
akkor D (£) < D (7).

Legyen & binomidlis eloszldsd, n pedig exponencidlis eloszldsi. Ha E (&) =
E(n), akkorD(§) <D(n).

Legyen & binomidlis eloszldsd, 11 pedig geometriai eloszldsi. Ha E (&) =E (1),
akkorD (&) <D(n).

Legyen & exponencidlis eloszldst, az 1 pedig Poisson-eloszldsi. Ha E (&) =
E(n), akkor D(&) <D(n).

A standard normalis eloszlds hatodik momentuma nagyobb, mint 10.
Az (a,A) paraméter(i gamma eloszlés varhat6 értéke a/A.

Ha & Cauchy-eloszldst, akkor &2-nek van vérhat6 értéke.

Ha & Cauchy-eloszldsi, akkor \/@ -nek van vdrhat6 értéke.

Ha & Cauchy-eloszldsi, akkor \4/@ -nek van varhat6 értéke.

Ha & Cauchy-eloszlasi, akkor 1/ is Cauchy-eloszlésa.

Ha a & viltoz6 korlatos, vagyis ha van olyan K konstans, hogy |£| < K, akkor a
& karakterisztikus fiiggvénye végtelen sokszor derivalhato.

exp (it) = sinz +icost.

Ha B (x,y) jeloli a béta fiiggvényt, akkor B(1,1/2) értéke raciondlis szdm.
Ha B (x,y) jeloli a béta fiiggvényt, akkor B(1,3/2) értéke raciondlis szam.
Ha B(x,y) jeloli a béta fiiggvényt, akkor B (3,1/2) értéke raciondlis szdm.
Ha én =0, akkor E(§)E(n) =0.

Ha &£ =0, akkor [E(£)E ()] < D(E)D(n).

A centrdlis hatareloszlds tételében szerepl§ valtozok eloszlasfiiggvényei a szam-
egyenes minden pontjaban konvergalnak.

Ha & és n fiiggetlenek, akkor a korreldcids egyiitthatéjuk nulla.

Ha & standard normailis eloszlasu, akkor 52 stiriségfiiggvénye

fx) = \/21Hexp(—g)7 x>0.
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50.

51.

52.

53.

54.

55.
56.
57.

58.
59.
60.

61.
62.
63.

64.

65.

66.

67.

68.
69.

Ha &, és &, fiiggetlen normadlis eloszldsud valészintiségi véltozok, akkor & | +2&,
eloszldsa szintén normdlis.

Haa (§,n) pér eloszldsa a [0, 1] x [0, 1] négyzetre koncentraldik, akkor a négy-
zeten az xy lehet a kozos eloszlastiiggvényiik.

Haa (&,n) pér eloszldsa a [0, 1] x [0, 1] négyzetre koncentralddik, akkor a négy-
zeten az x +y lehet a k6z0s eloszldsfiiggvényiik.

Ha a (§,n) par eloszldsa a T = [0,1] x [0, 1] négyzetre koncentralédik és az
egyiittes eloszldsfiiggvény a T halmazon (xy)® , akkor & vérhatd értéke 3 /4.

Az exponencidlis eloszlds Laplace-transzformdltjdnak és momentumgenerald
fuggvényének derivaltjai megegyeznek.

A Poisson-eloszlds k-dik faktoridlis momentuma A .
A Poisson-eloszlas k-dik kumuldnsa AX.

Ha valamely & valdsziniiségi valtoz6 karakterisztikus fiiggvényének létezik az
Osszes derivaltja, akkor l1étezik az 6sszes momentuma is.

A [0, 1] szakaszon egyenletes eloszldst val6szintiségi véltozé szérdsa 1/+v/12.
exp(in)+1=0.

Az exponencidlis eloszlds varhaté értéke megegyezik a harmadik momentuma-
val.

[(x) =[5t exp(—1)dt.
A Markov-egyenlGtlenség szerint ha £ > 0, akkor P (§ < a) <E(§) /a.
Ha & 2 a, akkor D (&) > a.

Ha € és 1) fiiggetlenek, akkor E (gknl) —E (zjk) E(n').

Ha f(x) és g(x) két stiriségfiiggvény, akkor a h(x) = f(x)g(x) és az u(x) =

(f (x)+g(x)) /2 is stiriségfiggvény.

2

Haaz f (x) ésa g (y) a [0,2] szakaszra koncentrdl6dé két stirtiségfiiggvény, akkor

ah(xy)=f(x)g(y)és azu(xy) = (f(x)+g(y)) /2 is egy-egy a [0,2] x [0,2]
négyzetre koncentral6dé kétdimenzids stirliségfiiggvény.

[ (x,A)=T(x)/A"
Ha & egy (a,b) paraméterti béta eloszldst valtozo, akkor E (&) =a/(a+b).

Legyen & Poisson-eloszldsd valtozé A = 5 paraméterrel, és legyen 11 egy A = 5
paraméterii exponencidlis eloszldsd valtozé. Ekkor E (&) = D?(n).
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.
77.

78.
79.
80.
81.

82.
83.
84.

85.

86.

87.
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Ha & és n fiiggetlen Poisson-eloszlasu valtozék A és p paraméterekkel, akkor
PE+n=0)=1-exp(—(A+n)).

Ha egy & valtozo eloszldsa szimmetrikus, vagyis P (& € B) =P (& € —B), akkor
a & karakterisztikus fiiggvénye mindig valds értékd.

Ha & eloszldsa y2, akkor D <§2> =2n.

Ha valamely & diszkrét valtozé generdtorfiiggvénye G(z), akkor E(&) =G’ (1).
Legyenck & és 1 Cauchy-eloszlas valtozok. Ha { = E2/ <§2 + 172) , akkor a §
vérhat6 értéke véges.

A [0,7/2] szakaszra koncentrdlédé & véltozo eloszlasfiiggvénye ezen a szaka-
szon legyen
F(x)=1—cosx.

Ekkor ij eloszlasfiiggvénye az x = 7 pontban 1 — cos /7.
Ha az A és B események diszjunktak, akkor nem lehetnek fiiggetlenek.

Ha & karakterisztikus fiiggvénye ¢ (z), akkor —& Kkarakterisztikus fiiggvénye
¢ (=1).

Ha valamely valtoz6 madsodik momentuma véges, akkor van szérdsa.

A madsodik kumulans éppen a variancia.

A binomidlis eloszlds varhat6 értéke mindig nagyobb, mint a szdrdsa.

Lehet-e eloszlasfiiggvény az

0 ha x<0
F(x)—{ %arctanx ha x>0

Ha &2 egyenletes eloszldst a (0, 1) intervallumon, akkor E (£) < 2/3.
Ha & normalis eloszldsd, akkor 1/& varhat6 értéke véges.

Ha & exponencidlis eloszldsi A paraméterrel, akkor & momentumgenerdl fiigg-
vénye M (s) =A (A —s),has <A.

Legyenek &, és &, fiiggetlen standard normadlis eloszldsu valtozok. Ekkor 5% +
&3 exponencidlis eloszl4s(.

Legyen & Poisson-eloszlasi A = 5 paraméterrel. Ekkor £ médsodik momentuma
30.

Legyen & geometriai eloszldst p = 1/3 valdszintiséggel. Ekkor E (§) = 3.
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88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

Ha &, és &, fiiggetlen Poisson-eloszldst valtozok A} = 1 és A, = 2 paraméte-
rekkel, akkor a & &, védrhat6 értéke kisebb, mint a & + &, vérhato értéke.

A Bayes-tétel szerint ha (B;,) egy teljes eseményrendszer, akkor

P(A[B,)P(A)

P(Bn\A):m.
k

Ha &, és &, fiiggetlen standard normalis eloszldsi véltozok, akkor |&;&,| var-
hat6 értéke kisebb, mint 2.

Legyenek & és &, a (0,1) intervallumon egyenletes eloszldsi valészintiségi vél-
tozok. Ha 1 =min(&,,&,), akkor E (1) < 1/3.

Egy megyében étlag 6t benzinkit van. Annak a valdszintisége, hogy egy megyé-
ben nincs benzinkit, exp (—5) .

Legyen (£,,&,) egyenletes eloszldsi az xj,xp > O,X% +x% < 1 halmazon, és le-
gyen (1,1,) egyenletes eloszldsi a xy,xy > 0,x] +x < 1 halmazon. A €, és a
&, korrelacidja nagyobb, mint az 1 és az 1, korrelacidja.

Ha a (&,,) sorozat gyengén tart egy standard normdlis eloszldsu véltoz6hoz, ak-
kor a &, valtozok F, eloszlasfiiggvényei minden pontban tartanak a standard
normdlis eloszlds eloszlasfiiggvényéhez.

A nagy szamok er8s torvénye szerint fiiggetlen azonos eloszlasi val6szintiségi
véltozok szdmtani atlaga egy O val6szinliségli esemény kimeneteleitdl eltekintve
egy véges vagy végtelen hatarértékhez tart.

Valdszintliségi valtozok szorzatdnak vdrhatd értéke csak akkor egyezik meg a
varhat6 értékek szorzatdval, ha van korreldcids egyiitthatdjuk és a korrelacids
egyiitthat6 nulla.

A x2 eloszlds masodik momentuma n? + 2n.

Legyenek & és n fiiggetlen véltozok, és jelolje f és g a striiségfiiggvényeiket.
Ekkor a £ - 1 szorzatnak is van stirliségfiiggvénye amely

/fz x) g (x) |x| dx.

A Csebisev-egyenlStlenség szerint tetsz8leges & véltozdra

2
P(¢-E(E) >0 < > E)

A ¢ (t) = cost fiiggvény egy eloszlds karakterisztikus fiiggvénye.
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Van olyan eloszlds, amely karakterisztikus fliggvénye megegyezik a momentum-
generald fliggvényével.

o (t) = sint fiiggvény egy eloszlds karakterisztikus fliggvénye.

t) = cost + sint fiiggvény egy eloszlas karakterisztikus fiiggvénye.
)

Aop(t

(
(
( ( t ) fuggvény egy eloszlds karakterisztikus fiiggvénye.

(r) = exp (— |t]) fuiggvény egy eloszlds momentumgenerald fiiggvénye.

Van olyan nem azonosan nulla valésziniiségi valtozé, amely Laplace-transzfor-
maéltja megegyezik a momentumgeneralé fiiggvényével.

Ha F (x) és G (x) két eloszlasfiiggvény, akkor

H(x)=F (x)G(x)

is eloszldsfiiggvény.

Ha F (x) és G (y) két eloszlésfiiggvény, akkor

H(x,y)=F(x)G(y)

is eloszlasfiiggvény.
Létezik olyan £ # 0 valészindségi véltozd, amelyre E (§) = E <§2> =D(¢&).

Ha & gamma eloszlasu, akkor & / (1 + &) béta eloszldsu.

Ha & és n fiiggetlen valészintiségi véltozok és & eloszldsa exponencidlis A = 1
paraméterrel, 1) pedig gamma eloszldsi a = 2 és A = 2 paraméterekkel, akkor a
& +n variancidja kisebb mint 1.

Ha & és n fiiggetlen Poisson-eloszldst valtozok, akkor £n is Poisson-eloszldsu.

Ha & és n fiiggetlen Poisson-eloszldsd valtozok, akkor (€ +1) /2 is Poisson-
eloszldsd.

o

Ha & és n egyiittes siirtiségfiiggvénye f (x,y), akkor 1 stirliségfiiggvénye

h(x) = _/:cf(X/yJ) ﬁdy.
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115.

116.

117.

118.
119.

120.

121.
122.

123.
124.
125.
126.
127.
128.

129.
130.

131.

132.
133.
134.
135.

Ha & exponencidlis eloszldsi A = 1 paraméterrel, akkor §2 eloszlasfiiggvénye
az x = 1 helyen kisebb mint 1/2.

Ha & és 1 fiiggetlen gamma eloszldsu véltozok, akkor € + 1) is gamma eloszlasu.

Ha valamely véltozéra E <§2> < E2 (&), akkor £ konstans.

r'(3/2) = V/2.
Ha B (x,y) a bétafiiggvény, akkor

I'(x+y)

By = Fray

Egy normalis eloszlasd valtozé Laplace-transzformaltja megegyezik a momen-
tumgenerald fiiggvényével.

Van olyan eloszlds, amely momentumgeneral6 fiiggvénye M (s) = exp (—s2/2) .
Ha & binomidlis eloszldsi n és p paraméterekkel, akkor 1 = —2& szérdsa
2,/npq.

Ha & és 1 fiiggetlenek, akkor &2 és 1 korreldlatlan.

M (s) =1/ (1+s5?) egy eloszlds momentumgeneralé fiiggvénye.

p(t)=1/(1 +t2) egy eloszlas karakterisztikus fiiggvénye.

& cosxd cosx = 0.
A binomiaélis eloszlas korlatlanul oszthat6.

Ha £ gamma eloszldsi o > 0 és B > 0 paraméterekkel, és A > 0, akkor A&
szintén gamma eloszlasd a/A és /A paraméterekkel.

A negativ binomidlis eloszlds varhat6 értéke mindig kisebb mint a variancidja.

Van olyan Osszetett Poisson-eloszlds, amely variancidja kisebb, mint a varhatd
értéke.

Van olyan egész értékeket felvevs Osszetett Poisson-eloszlds, amely variancidja
kisebb mint a varhaté értéke.

Van olyan dsszetett Poisson-eloszlds, amely nem korldtlanul oszthatd.
Két figgetlen korlatlanul oszthat6 eloszlds dsszege is korldtlanul oszthaté.
A Moivre-Laplace-képletben a konvergencia sebessége o (1/n).

A Moivre-Laplace-képletben a konvergencia sebessége o (1/1/n).
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Ha & egyenletes eloszldsd a [0, 1] szakaszon, akkor exp (§) vérhaté értéke na-
gyobb, mint 3/2.

Ha £ egyenletes eloszlsu a [0, 1] szakaszon, akkor exp (—&) vdrhat6 értéke na-
gyobb, mint 1/2.

Ha /& egyenletes eloszldsi a [0, 1] szakaszon, akkor &2 varhato értéke nagyobb,
mint 1/2.

Ha 1/£ egyenletes eloszlasii a [0, 1] szakaszon, akkor &2 vérhat6 értéke nagyobb,
mint 1.

Ha &, és &, fiiggetlenek, és az eloszldsfiiggvényiikk Fy és F», akkor 1 =
max (§,,&,) eloszlasfiiggvénye Fi F>.

Ha &, és &, fiiggetlenek, és az eloszldsfiiggvényiikk Fy és F,, akkor 1 =
min (§,&,) eloszlasfiiggvénye (1 —F) (1 — F,).

Ha & gamma eloszléasi (a, 4) paraméterekkel, akkor a & Laplace-transzformaltja

L(s):(1—£>7l.

a

A & val6szintiségi valtozot szimmetrikus gamma eloszldsinak mondjuk (a,A)
paraméterekkel, ha felirhaté két fiiggetlen (a,A) paraméterti gamma eloszlasu
véltoz6 kiilonbségeként, vagyis & = &, — &,, ahol &, és &, fiiggetlen (a,A) pa-
raméter(i gamma eloszldsui val6szintiségi valtozok. Ha & szimmetrikus gamma

a
eloszldsu, akkor karakterisztikus fiiggvénye ¢ (¢) = <7L2 / (lz +t2)> .

A & viltoz6t inverz gamma eloszldstinak mondjuk, ha 1/€ gamma eloszldsi. Az
inverz gamma eloszldsnak mindig van varhaté értéke.

Az F (x,y) = \/x2+y? — 1 hax,y € [0,1] egy kopula eloszldsfiiggvénye.

Ha&,&,,&5 és &, fiiggetlen A = 1 paraméterti exponencidlis eloszldsd valtozok
és &) < &5 < &3 < &) arendezett elemek, akkor a &3 szérdsa nagyobb, mint 1/2.

A normélis eloszlds lapultsdga 3.
A A paraméterti Poisson-eloszlds negyedik centrélis momentuma A + 32

Két fiiggetlen, azonos paraméterti exponencidlis eloszldsi valészintiségi valtozé
hadnyadosa mdsodfaju béta eloszldst kovet.

Ha & lognormalis eloszldst és E (&) < 1, akkor E (log&) < 0.
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Egy ilyen jegyzet kapcsan felmeriilhet a kérdés, minek? Minek ir valaki egy djabb jegy-
zetet a valészinliségszamitds témakorében, amikor kordbban mdr tizezer szdmra irtak
hasonl6 jegyzeteket. Ennek nagyon egyszerd oka van. Mivel a témadt tanitani kell, a hall-
gatdk szdmadra a legkényelmesebb, ha van egy frott anyag, amibdl fel lehet késziilni. De
az oktatd szdmadra is ez a legegyszer(ibb. Itt van, ezt kell tudni, se tobbet se kevesebbet.
De ez nem vilaszolja meg a kérdést. Minek? Miért nem valasztunk egy mar meglevot,
és miért nem azt haszndljuk? A vélasz tulajdonképpen jéval bonyolultabb, mint ami-
nek gondolndnk. Az elemi valészinfiségszamitds oktatdsdnak legf6bb gondja a kovet-
kez6: A valészinliségszamitds axiomadi lényegében annak deklardldsabol dllnak, hogy
a targykor nem érthetd meg a mértékelmélet ismerete nélkiil. A valdszintiségszamitds
Kolmogorov-féle axiémai pontosan azt dllitjak, hogy az (Q, <7, P) egy olyan mértéktér,
amelyben az Q alaphalmaz mértéke 1, vagyis az (Q, o7, P) egy 1-re normalt mértéktér.
Kés6bb a valdszinlségi valtozok bevezetésekor pontosan azt mondjuk, hogy a valé-
szin(iségi véltozok mérhetd fliggvények, pontosabban azok nulla valészintiségli esemé-
nyek erejéig vett ekvivalenciaosztdlyai, a varhat6 érték pedig a véltozé P mérték szerint
vett integrdlja. A mértékelmélet nem tartozik a matematika legnehezebb fejezetei ko-
z¢, de mégis némi matematikai érettséget kivan. Ez a bevezetd valdsziniiségszamitasi
kurzusok sordn éltaldban, inkabb mindig, a hallgaték esetében nincs meg. Kiilondsen
nem varhat6 el az alapszintli kozgazddsz hallgatoktdl. Akkor mégis mit lehet csindlni?
Hogyan lehet megvaldsitani a lehetetlent? A bevezetd valdszinliségszdmitds egész okta-
tdsa vildgszerte fabdl vaskarika. Minden, amit csindlunk, szembemegy az axiémakkal.
Az 4ltaldnos eljards az, hogy az elemi valdszintiségszamitdsi kurzusok sordn tdlzottan
nagy hangsulyt helyeznek az olyan feladatok megolddsédra, amelyeket elemi eszk6zok-
kel meg lehet oldani. Specidlisan az elemi kombinatorikara, illetve azokra a feladatokra,
amelyek megolddsa idénként nem csekély triikkos, vagy kormonfont gondolatmenetet
igényelnek. Ezzel némiképpen, taldn nem is némiképpen, hanem igencsak becsapjdk a
hallgatét. A jegyzetben és az dltalam tanitott kurzus sordn megprébélok szakitani evvel
a gyakorlattal és azokra a tételekre koncentrdlni, amelyeket tényleg fontosnak tartok.
Ennél sokkal, de sokkal tobbet kellene megtanitani, de hat ennyi fér bele tizennégy hét-
be. Annak ellenére, hogy matematikai szempontbdl a tirgyalds nem hézagmentes, azt
gondolom, hogy egy sor fontos tételt bemutatok. Mdsoldalrél a mértékelmélet oktata-
sanak legf6bb nehézsége, hogy a hallgatdk nem értik, hogy miért van sziikség a targy-
korre. Az éltalanos vélemény, hogy szép-szép dolog a mértékelmélet, de mégis minek?
Amit én a kurzus tanitdsa sordn megértettem, hogy minden igyekezett ellenére a mér-
tékelmélet nélkiil a legegyszeribb allitdsokat sem lehet igazolni. Természetesen, hiszen
a kérdés mar az axiomadk szintjén eldSlt. Minden elemi eréfeszités csak félrevezeté mo-
don replikdlhatja az dltaldnos esetet. A leggyakrabban hasznalt valdszintiségszdmitasi
allitas a varhat6 érték additivitdsa, de igazoldsa a megkozelités elemi szintjén lénye-
gében lehetetlen. Lehet mellébeszElni, alruhdban beldtni az absztrakt tételt, be lehet
latni diszkrét esetben, illetve ha van folytonos stirtiségfiiggvény, de ha jobban meg-
nézziik ezeket a bizonyitdsokat, akkor azok valgjaban tdlzottan specidlisak és ami még
fontosabb: a sziikségesnél bonyolultabbak. Ha az érdekl6d6 €s figyelmes hallgaté ezt
megértette, akkor taldn segitettem a mértékelmélet elfogaddsat. A matematika tanula-
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sa nem egy linedris folyamat. Maga a matematika, még ha igy is prébéljuk gyakran
eladni, nem egy linedris ismeretanyag, hanem egy hdld, amelyben minden mindennel
Osszefligg. Az, hogy az axiémdkbdl indulunk ki, az nem egy sziikségszer(, hanem egy
kényelmi 1épés. Mint minden kényelmi eszkozt, ezt is addig kell haszndlni, amig hasz-
nos. A linedris haladds helyett a csigalépcsd a jobb hasonlat. Mindig ugyanazt tanuljuk,
de egyre jobban koriiljarjuk a sziikséges ismereteket. A csigalépcsé els6 forduldja az
elemi analizis, a masodik az elemi valdszintiségszdmitds, majd jonnek a tovabbi 1épcso-
fokok. Ki-ki annyi lépcsdsort maszik meg, amennyire ideje, kedve és lehetdsége van. A
valészinliségszamitas targyaldsa sordn a mértékelmélet tételeit tobb helyen is haszndlni
kell. A matematika tételei, legaldbbis a valészintiségszamitdsban, két részre oszthatok.
Egyrészt vannak az elvi kérdések, masrészt vannak a konkrét szamitasok, konkrét kép-
letek. A valészinliségszamitasban az elvi kérdések koziil szinte semmi, vagy inkabb
egyéltaldn semmi sem igazolhaté mértékelméleti ismeretek nélkiil. De gyakran hasonlé
a helyzet a konkrét szdmoldsok sordn is. Ennek megfelelSen a jegyzet helyenként pon-
tatlan vagy inkabb hézagos. Valasztani kell: Vagy pontosak vagyunk és zavaré médon
barkdcsolunk, vagy a valddi bizonyitdst mutatjuk be, de elnagyoljuk a gondolatmene-
tet. Hogy mégis némi segitséget nydjtsak, néhdny gyakran haszndlt tételt itt felsorolok.
Az allitasok igen specidlisak és csak folytonos fiiggvényekre és Stieltjes-integralokra
mondom ki &ket, de ezek segitségével a konyvben szerepld szdmoldsok nagyrészt tisz-
tazhatok és pontosithatok. A tételek mindegyike az integralds és a hatarérték felcse-
rélésére vonatkozik. A dolog irénidja az, hogy a mértékelmélet absztrakt fogalmainak
legf&bb haszna, hogy ezeket a tételeket be lehet a segitségiikkel bizonyitani. Vagyis az
absztrakcid legf&bb haszna a gyakran haszndlt eszk6zok egyszer( bizonyitdsa. Nyoma-
tékosan hangsilyozni kell, hogy altaldban az 4llitdsok joval absztraktabb koriilmények
kozott is teljesiilnek, de az anyag megértése szempontjabdl elegendd, ha minden olyan
fliggvény, amely az integralok alatt 4ll folytonos, a sdlyfiiggvények monotonok, balrél
folytonosak és az integralokat abszolit konvergens improprius Stieltjes-integraloknak
kell elgondolni. Erdemes hangsilyozni, hogy a Stieltjes-integralok kiszamoldsakor a
sulyfiiggvény értéke az integracids intervallum belsejében levd szakaddsi pontokban
érdektelen. Ez nyilvan nem vonatkozik az intervallumok végpontjaira. Ez a tény kiilo-
nosen nehézzé teszi a véges pontokban vett improprius integrdlok kiszdmoldsat. Ennek
megfelelSen a stlyfiiggvényeket regularizdlni kell, ami alatt azt értjiik, hogy vagy balrdl
vagy jobbrdl folytonossa kell tenni 6keﬂ Val6szintisdgszamitasi kornyezetben balrél
folytonos sulyfiiggvényekkel szokds dolgozni, de példdul a sztochasztikus folyamatok
elméletében a jobbrdl folytonos regularizdlast szokdas feltételezni.

A.0.1. Tétel (Monoton konvergencia tétele). Ha 0 < f, / f pontonként, akkor

hm/fn YdF (x /hm Jn(x)dF (x /j )dF (x

' A mértékelméletben ez gy jelenik meg, hogy a stlyfiiggvénynek az intervallumokon mértéknek kell lenni.
A mértékelmélet megértésének egyik kulcsa annak megértése, hogy a Stieltjes-integrdl milyen korldtokkal bir.
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Az dllitasban az R helyébe tetszdleges I intervallum is irhato. A hatdrérték, illetve a
jobb oldali integrdl egyidejiileg lehet végtelen is.

A.0.2. Tétel (Majordlt konvergencia tétele). Ha f, — f pontonként, valamint létezik
olyan g, amelyre
lfnl < g

8P (x) <

llm/f,, YdF (x /hm fo(x)dF (x /f )dF (x

Az dllitasban az R helyébe tetszdleges I intervallum is irhato.

A.0.3. Tétel (Fubini tétele). Ha f (x,y) > 0, akkor

//fxde )dG (y //fxde )dF (x).

Ilyenkor a két oldal lehet végtelen is. Ha f (x,y)-ra a nem negativitdsi feltétel nem tel-
Jesiil, de |f (x,y)| kettds integrdlja véges, akkor az integrdl tovdbbra is felcserélhetd.
Ilyenkor a két oldalon biztosan véges értékek dllnak. Az dllitdsban az R helyébe tetszd-
leges 1 és J intervallumok is irhatok.

akkor

A.0.4. Tétel (Integrdl mogé derivélas). Ha f(x,y) az x vdltozd szerint derivdlhatd,
valamint létezik olyan g (y) fiiggvény, amelyre [ g (y)dF (y) < oo, és

af

27 <

&L | <20

akkor 4 5
— dF (y)= | — dF (y).
| PP ) = [ Sofy)ar o)
Az dllitdsban az R helyébe tetszbleges I intervallum is irhato.

A mértékelmélet azonban nem csak néhany absztrakt elvi kérdés és a fenti tételek, illet-
ve szdmoldsi szabdlyok bizonyitdsdhoz sziikséges. A Stieltjes-integralds igen hasznos
és egyszeri fogalom, de nem folytonos fiiggvényeket nem tudunk segitségével integ-
rélni. gy példaul 4ltalaban nem tudjuk integralni az intervallumok y ; indikatorfiiggvé-
nyeit sem. Nyilvdnval6 médon ha F egy eloszldsfiiggvény, akkor ff 1dF (x) =F (b) —
F (a), amely az [a,b) szakaszba esés valGszintisége. Ugyanakkor az E(x,) = P(A)
képletnek megfeleld

| Han WaF 0 =F ) ~F (@

képlet nem feltétleniil igaz, ugyanis a Stieltjes-integral adott esetben nem lesz feltét-
leniil értelmes. Ezért az integralast ki kell terjeszteni oly médon, hogy az integrandus
nem folytonos fliggvény is lehessen.
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A.0.5. Példa. Momentumok €és derivaltak.

A generdtorfiiggvények targyaldsakor emlitettiik, hogy a G(z) generdtorfiiggvény a
[0, 1) intervallumon derivdlhatd, és ha az eloszlasnak van vdrhat6 értéke, akkor a G’ (1)
balrdl vett derivdlt 1étezik és az értéke éppen a X,,np, varhat6 érték. Hasonl6 allitds igaz
a magasabb faktoridlis momentumokra. Erdemes megjegyezni, hogy analég tétel igaz
a nem negativ vdltozok momentumgeneralé fiiggvényére és Laplace-transzformaltjéra.
A Laplace-transzformdcids jelolést haszndlva és felhaszndlva az integral alatt valé deri-
vélhatdsagrol szo16 tételt, ha egy nem negativ valtozénak 1étezik az n-edik momentuma,
akkor

L™ (0) = (—1)" /0 " YdF (x),

ahol a nulla pontban vett derivdltat a Laplace-transzformdlt esetén jobbrdl kell venni.
Vegyiik ugyanis észre, hogy az exp (—sx) fiiggvény s valtozé szerinti n-edik parciélis

derivaltja
n

% exp (—sx) = (—1)"x"exp (—sx).

Mivel a valtozé nem negativ, ezért csak az x > 0 esettel kell foglalkozni és ilyenkor ha
s > 0, akkor

an

ds
Mivel a momentum létezik, ezért az [, x"dF (x) integrdl véges, vagyis a g (x) = x"
fliggvény a parcialis derivaltnak integralhaté majordnsa, és miként emlitettiik, ilyenkor
alkalmazhat6 az integral mogott vald derivaldsrol szol6 szabaly. Vegyiik tovabba észre,
hogy tetszdleges € > 0 esetén van olyan K, hogy minden x > 0 esetén

= x"exp (—sx) <x".

exp (—sx)

X" < Kexp(ex).
Ha s > 0, € = 5/2 akkor, felhasznélva, hogy x > 0,

X"exp(—sx) < Kexp <%x> exp (—sx) =

= Kexp <f%x> <K,

vagyis a parcidlis derivdlt egyenletesen korldtos, ezért ha s > 0, akkor a derivalds az F
szerinti integrél alatt mindig elvégezhetd. Vagyis ha & > 0, akkor az L (s) minden s > 0
esetén végtelen sokszor derivdlhatd, és érvényes rd az

LU (s) = (=1)" /()an exp (—sx)dF (x)

képlet.

A.0.6. Példa. Abel és Tauber tétele, valamint a momentumok létezése.
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A G(z) generétorfiiggvény a [0, 1) intervallumon derivélhatd, és ha az eloszldsnak van
vérhato értéke, akkor a tagonként vett derivaltakbél 4116 hatvanysor a teljes [0, 1] szaka-
szon egyenletesen konvergens, igy a lim, G (z) = A hatdrérték létezik, és az értéke
éppena X" (np, vérhat6 érték. Ezt szokds nevezni Abel—tételnekﬂ Hasonl¢ allitds igaz
a magasabb faktoridlis momentumokra. Felmeriil azonban a kérdés: Mi van akkor, ha
csak azt tudjuk, hogy a fenti A hatarérték 1étezik? Ilyenkor létezik-e a varhat6 érték,
amely ez esetben, Abel-tétele alapjdn, sziikségszer(ien éppen az A hatdrérték lesz? Az
Abel-tipusu tételek ilyen fajta megforditdsait szokds Tauber-féle tételeknek mondani. A
Tauber-tipust tételek irodalma kotegekre rig és a valasz dltalaban nemlegesEl Abbdl,
hogy egy hatvanysor a konvergenciakorének egy pontjara folytonosan Kiterjeszthetd,
még nem biztos, hogy ott a hatvanysor konvergens. Generdtorfiiggvény esetén, felhasz-
ndlva, hogy az aldbbi (a,) egyiitthaték nem negativak, a monoton konvergencia tétel
miatt

o

lim G™ (z) = Ii nem e &=
im G (z) = lim 3, (n),, Pz Zgnlz,anz

2,1 M
= lim/ Z'"dA (n) = hmz"dA / 1dA (n
z,/'1.J0 2/
= Z a = Z (1), P
n=0 n=0

Itt a két oldal egyszerre véges vagy végtelen és A (n) értelemszeriien az (a, ) sorozat mo-
noton eloszlasfiiggvénye. Erdemes megjegyezni, hogy hasonld tétel igaz a nem negativ
véltozok Laplace-transzformdcidjara és momentumgeneralé fiiggvényére. A Laplace-
transzformdcids jelolést haszndlva, és felhaszndlva az integral alatt valé derivdlhato-
sagrol szolo tételt, amely alapjan minden s > O esetén a derivalds az integrdl mogott
elvégezhetd,

lim L " / P dF
Jim (s) 31\% exp (—sx)dF (x) =

—1) /0 lima¢"exp (~sx)dF (x) =

—1)"/(;wx”dF(x).

/\

Kovetkezésképpen, ha nem negativ valtozok esetén LM (s) folytonosan kiterjeszthetd
az s = 0 pontra, akkor 1étezik az n-edik momentum. Az egyenl&ségsort forditva olvas-

2Emlékeztetiink, hogy Abel tétele szerint ha egy a vals szamokon értelmezett hatvanysor a konvergencia-
tartomény hatdrdn is konvergens, akkor a hatvanysor osszege, beleértve ezt a végpontot is, folytonos. (Az, hogy
az Osszeg a konvergenciasugdron beliil folytonos, az nyilvanvalé. Amit igazolni kell, az az, hogy a végpontban is
folytonos lesz. A nehézség abbdl dll, hogy a végpontban a konvergencia lehet feltételes. Ez a generdtorfiiggvény
esetén nem 4ll fent, igy ilyenkor az indoklas valamivel egyszeriibb.)

3Gondoljunk a £ (—1)"x" = 1/ (1 +x) fiiggvényre, amelyre a hatdrérték létezik az x = 1 helyen, de a
£ o (—1)" osszeg nem létezik.
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va, ha 1étezik az n-edik momentum, akkor az L") (s) folytonosan kiterjeszthet$ az s = 0
pontra. Ennél er6sebb 4llitds nem védrhatd, ugyanis példdul a lognormadlis eloszldsnak
létezik az Osszes momentuma, de a Laplace-transzformaltja csak az s > 0 halmazon
konvergens. Végezetiil tegyiik fel, hogy a Laplace-transzformalt jobbrdl derivdlhat6 a
nulla pontban. Mivel L elsé deriviltja negativ, a mdsodik derivéltja pedig pozitiv, ezért
L egy csokkend konvex fiiggvény. Mivel a harmadik derivalt ismét negativ, ezért az
L' (s) derivalt egy ndvekeds, konkav fiiggvény. Konvex fiiggvények derivéltjai nSnek,
ezértaz L' (0) az L' (s) egy als6 korlatja. Ha s \, 0, akkor az L’ (s) szintén csokken, {gy
az limg o L' (s) pontosan akkor véges, ha az L' (0) is véges. Vagyis nem negativ vélto-
z6k esetén pontosan akkor létezik a varhat6 érték, ha a Laplace-transzformdlt a nulla
pontban jobbrdl derivdlhaté. Analég mddon kezelhet6ek a magasabb momentumok.
Erdemes megjegyezni, hogy amennyiben a valtozékra nem teljesiil a nem negativitas,
akkor hasonl6 allitas a karakterisztikus fliggvények esetében nem igazolhat6. Karakte-
risztikus fiiggvények esetében csak a paros szdmu derivéltak 1étezésébdl kovetkezik a
paros szdmd momentum létezése, ezzel szemben pdratlanokra, igy a varhatd értékre az
Osszefliggés nem érvényes.

|

A.0.7. Példa. Fuggetlen valészintiségi valtozok dsszegének varhaté értéke.

A varhat6 érték additivitdsa kapcsdn érdemes hangsulyozni, hogy az

E(E+n)=E(§)+E(n)

egyenlBség valdjdban jobbrdl balra olvasandé. Ha létezik a & és az 1 vérhaté értéke,
akkor a £ + 1 vdrhat6 értéke is létezik és értéke a kiilon vett vdrhato értékek dsszege.
A masik irdny 4ltalaban nem igaz. A legegyszer(ibb példa, ha & egy Cauchy-eloszlast
véltoz6 és n = —&. lyenkor £ +1 =0, vagyis E(E+1) =0, de az E(§) + E(n)
értelmetlen. Vagyis a varhaté érték additivitdsa azt jelenti, hogy a védrhaté értékeket
Ossze lehet vonni, de csak akkor lehet szétszedni, ha tudjuk, hogy a szétszedett valto-
z0k vdrhato értéke értelmes. Persze, ha & > 0 €s 1 > 0, akkor az egyenlség két oldala
egyszerre véges, vagy végtelen, de ez az dltaldnos esetben nem sokat segit. Miként
lattuk, a Fubini-tétel az egyik leghasznosabb szdmitdsi eszkdz. Ennek segitségével be-
latjuk a kdvetkezd igen hasznos egyenlGséget: Ha a & €s az 1) fiiggetlenek és a & + 1
varhato értéke véges, akkor a & €s az 1 vérhat6 értéke is véges. Valéban: az dltaldnos a
transzformalt valészinliségi valtozok varhat6 értékére vonatkoz6 formula alapjin

E(g(E1Eann&) = [ 802, i) dF (r1,.mn),

ahol F az egyiittes eloszldsfiiggvény és az integral az dltalunk nem tdrgyalt tobbdimen-
zi6s integral. Ilyenkor a fenti képlet azonossag, vagyis a két oldal egyszerre 1étezik vagy
nem létezik. Az Osszeg esetén

E(E+n)= [ x+ydF (v).
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Ha a megfelel6 peremeloszlasfiiggvények H és G, akkor, felhaszndlva, hogy a fiig-
getlenség miatt az F egyiittes eloszldsfiiggvény a peremeloszldsok szorzata, és hogy
Fubini-tétele miatt a kettds integral kétszeres integralként irhat6:

oo

—oo

Bem= [ ([ evane)aco.

Mivel a kettGs integral véges, ezért a belsS integrdl is, legaldbb egy y pontban véges,
vagyis van olyan y, hogy az

/:Ox—i-de(x) :/w xdH (x)+y

—o0

egyenlGség fennall. Ezért az E (&) 1étezik, és minden y-ra

/Zx—i—de(x):E(’g’)-i—y.

Innen pedig

| @460
E(é)f/j;de(y%

E(&+n)

amibdl az E (1) 1étezése is kovetkezik.
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Ebben a fiiggelékben néhdny a valészintiségszamitas alapjait érint6 tételt mutatok be.
A mértékelmélet ismeretét feltételezem, igy a mértékelméleti tételek targyaldsatol elte-
kintek. Az itt leirtak értelemszertien nem részei a bevezets valdszintiségszamitas tan-
anyagnak.

B.1. Alapfogalmak

B.1.1. Definicié. Valamely & halmazrendszert algebranak szokds mondani, ha az %
zdrt a hdrom halmazmdiveletre, vagyis ha R € %, akkor R € #, és ha Ry,R, € %, ak-
kor R UR, € Z, és ilyenkor persze az R| N R, € Z is teljesiil. A val6szinliségszamitds
axiémadi szerint a lehetséges események .7 halmaza nem pusztan algebra, hanem ugy-
nevezett c-algebra, ahol a ¢ jelz$ arra utal, hogy az egyesités és a metszet miivelete
megszamldlhaté szdmossagu halmazrendszerek esetén is végrehajthaté. Ha adott egy
X alaphalmaz, és egy az X részhalmazaibdl 4116 .# c-algebra, akkor az (X,.#) pérost
mérhetd térnek, valdszintiségszamitasi kornyezetben eseménytérnek szokds mondani.

B.1.2. Definici6. Ha (X,.7) és (Y,%¥) két mérhet tér, akkor egy f : X — Y fiiggvényt
mérhetdnek mondunk, ha minden G € ¢ esetén f~! (G) € .#. Specidlisan ha ¥ = R
és nem tesziink semmi tovabbi megkdtést, akkor a ¢ a nyilt halmazok 4ltal generdlt
o-algebra, vagyis az ugynevezett Borel-halmazok csalddja. Miként ismert, ilyenkor a
mérhets fiiggvények megegyeznek a 1épcsds fiiggvények pontonkénti hatdrértékeként
eldallé fuggvényekkel. Ugyancsak ismert, hogy a nem negativ fiiggvények esetén a
kozelits 1épcsds fliggvények sorozata vélaszthaté nem negativnak és monoton néveke-

dbnek.

B.1.3. Definici6. Ha adott egy (X,.# ) mérhetd tér, akkor az .# halmazrendszer F € %
elemein értelmezett u (F) halmazfiiggvényt mértéknek mondjuk, ha

1. minden F € .% halmaz esetén u (F) > 0, megengedve az esetleges U (F) = +oo
értéket is,

2. a U o-additiv, vagyis ha az (F,) megszdmldlhat6 darab .7 -bdl vett halmazbdl
4116 paronkét diszjunkt halmazrendszer, akkor

u(UpFy) :Z”(Fn)7

3. illetve a trivialitdsok elkeriilése véget u (@) = 0.

(X,.#, u) harmast szokds mértéktérnek mondani. K6vetkezésképpen minden (Q, o7 ,P)
val6szinliségi mezb egy egyre normdalt mértéktér.

B.1.4. Definicié. Az (Q,.<7,P) valészinliségi mez6n értelmezett mérhets valds fiigg-
vényeket valészintiségi valtozénak mondjuk. Két valésziniliségi valtozét ekvivalensnek
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mondunk, ha csak a P mérték szerint nullmértékd halmazon kiilonboznek. Vagyis a va-
16szintiségi valtozok mérhetd fiiggvények ekvivalenciaosztdlyai. A valdszintségi val-
tozék P szerinti integréljait varhat6 értéknek mondjuk, vagyis ha & egy val6szintiségi
véltozo, akkor definici6 szerint

E(E)= [ P

Miként a mértékelméletbdl ismert, az integrdl linedris operdcid, igy a definici6 fon-
tos kovetkezménye, hogy a vdrhaté érték linedris miivelet, vagyis példaul E (§ +n) =
E (&) +E(n) feltéve, hogy mind a két oldal értelmes. A valészintiségszamitds kdzponti
fogalma az eloszlas:

B.1.5. Definicié. Ha (X,.7, 1) egy mértéktér és (Y,¥) egy mérhetS tér valamint f :
X — Y, egy mérhet6 fliggvény, akkor a

viG)=u (@), Ge9

modon definidlt halmazfiiggvényt az f eloszldsdnak mondjuk. Annak igazoldsét, hogy
az (Y,9,v) egy mértéktér az olvasé kénnyen ellenSrizheti.

A transzformdlt valdszintiségi véaltozok varhat6 értékére vonatkozé formula a kovetke-
z6 allitas specidlis esete.

B.1.6. Allitas (Helyettesitéses integralds formuldja). Az elézé definicid jelolését hasz-
ndlva, minden h: (Y,9) — R mérhetd fiiggvény esetén

/Xh(f(x))du(x):/Yh()’)d"()’),

ahol a két oldal egyidejiileg véges, végtelen, illetve értelmes vagy értelmetlen. Specid-
lisan ha h(y) =g (y) xc (v) , akkor

/f,.@g(f(x))du (x) = /Cg(y)dv ) (B.1.1)

Bizonyitas: A bizonyitds a mértékelméletben megszokott médon végezhetd el. El6szor
legyen h(y) = X, ahol G € 4. Ekkor h(f (x)) = Xf-1(G) €8

Jreendne = [ pedue) =
w(r7@)=v(©@) = [ hpav).

Az integrél additivitdsa miatt, ha A (y) = Zxcr X, alakd 1épesSs fiiggvény, akkor az
egyenlGség tovabbra is teljesiilni fog. Ha & > 0, akkor a & nem negativ 1épcsés fiigg-
vények monoton hatdrértéke és {gy a monoton konvergencia tétele miatt az egyenléség
érvényben marad. Az dltaldnos eset az integrdl definicija miatt evidens, ugyanis az
integrdl definici6 szerint az integrandus pozitiv és negativ részek integrdljanak kiilonb-
sége.

O
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B.2. A monoton osztaly tétele

A mérhetd fiiggvényekre vonatkoz6 legfontosabb tétel a monoton osztaly tétele. Ennek
kimondasahoz sziikséges néhany fogalom bevezetése:

B.2.1. Definicié. A valds értéki fiiggvényekbdl all6 &2 csalddot m-osztdlynak mond-
juk, ha f1, fo € 22-bdl kovetkezik, hogy f) f> € &. Az ugyancsak val6s fiiggvényekbdl
all6 .Z csaladot A-rendszernek mondjuk, ha . olyan lineéris tér, amely zart a monoton
konvergencidra nézve, vagyis ha 0 < f,, * f pontonként € minden » indexre f, € .Z,
akkor az f € .Z is teljesiil.

B.2.2. Allitas (Monoton osztaly tétele). Legyen & egy m-rendszer. Ha £ egy korldtos
fiiggvényekbdl dllo A-rendszer és & C L, akkor az L tartalmazza a &P dltal generdlt
legsziikebb o -algebra szerint mérhetd korldtos fiiggvények halmazdt.

Az allitds szdmtalan kovetkezménnyel rendelkezik. Ezek koziil az egyik legfontosabb
a kovetkezd:

B.2.3. Allitas (Egyértelmiségi tétel). Minden eloszldst egyértelmiien jellemez a karak-
terisztikus fiiggvénye. Ha az eloszlds a nem negativ szdmokra koncentrdlodik, akkor az
eloszldst a Laplace-transzformdltja is egyértelmiien meghatdrozza.

Bizonyitas: Ha F; és F, két eloszlas, amely karakterisztikus fiiggvénye megegyezik,
akkor az olyan korlatos és mérhetd fiiggvények halmaza, amelyre

[ u)dFi 0 = [ ux)ars )

tartalmazza a sinzx és costx trigonometrikus fliggvényeket. Az integrdl linearitdsa és
a monoton konvergencia tétel miatt az ilyen u fiiggvények halmaza A-rendszert alkot.
Mivel a trigonometrikus polinomok halmaza z-rendszer, ezért alkalmazhaté a mono-
ton osztdly tétel. A tétel miatt az u (x) helyébe beirhat6 az sszes olyan G halmaz
indikatorfiiggvénye amelyre G eleme a trigonometrikus polinomok 4éltal generdlt o-
algebranak. Flegend$ azt megmutatni, hogy ez a halmaz tartalmazza a Borel-mérhetd
halmazokat. Ha

Jn(x) =nsinx/n,

akkor f,, nyilvan eleme a keresett mérhet6 fiiggvények csalddjanak, igy az adott csalad-

ra nézve mérhets a )
. . sinx/n
lim f, (x) = x lim / =x
n—soo n—oo x/n

figgvény is, amely éltal generdlt o-algebra trividlisan éppen a Borel-mérhetd fiiggvé-
nyek halmaza. Hasonl6an igazolhat6 az allitds masik része, csak ott az exp (—sx) alakd
fuiggvényeket kell tekinteni az x > 0 halmazon, ahol ezek a fiiggvények korlatosak.

O



B. fiiggelék: Alapeszkdzok 243

B.2.4. Allitas. Az eloszldst egyértelmifen jellemzi az eloszldsfiiggvény.

7z

Bizonyitds: A bizonyitds lényegében azonos az eldz§vel. Legyen (&, ...,&,) egy n-
dimenzids véltoz6. Definici6 szerint eloszldson a Borel-halmazokon értelmezett

mértéket értjiik. Eloszlasfiiggvényen az

F(xl,xz,...,xn):P(él <x1,...,§” <)Cn)

7.z

figgvényt értjilk. Az el6z6 bizonyitast elegendd megismételni az

1£{y1 <X1,--3¥n <xn}

halmazok y; karakterisztikus/indikdtor fiiggvényeibdl 4116 m-rendszerrel.

B.2.5. Példa. A momentumok nem jellemzik az eloszlast.

A monoton osztdly tételben fontos szerepet jatszik a fiiggvények korldtossdga. Ezért
alkalmazhaté az egyértelmiiségi tétel a trigonometrikus polinomokra, de nem alkal-
mazhat6 az ugyancsak szorzatzart rendszert alkoté kozonséges polinomokra. Ennek
fontos kovetkezménye, hogy el6fordulhat, hogy két eloszlds 6sszes momentuma véges
és megegyezik, de az eloszlasok mégsem azonosak. Az ellenpélda a kovetkezd: Legyen

nx)?
f(x):x 12ﬂexp<—(12) >, x>0

o 2

a standard lognormalis eloszlds stiriségfiiggvénye. A

g(x)=f(x)(1+sin(2xlnx)), x>0

v o

fiiggvény nem negativ. Az alabbi szdmitdsbdl evidens, hogy g strtiségfiiggvény és
a momentumai megegyeznek a lognormadlis eloszlds momentumaival. Minden k£ > 0



244

Medvegyev Péter: Bevezetés a valészinliségszamitasba

egészre u = Inx — k helyettesitéssel

2
%/ 1xkexp <(lr12x)) sin(2rwlnx) dx =
/ )1; ( mx);”“”) sin (27 Inx) dx =
2
/ ;lc ( W) sin(2wlnx)dx =

2
= \ﬁi )/0 L xP ((lnxzk)> sin (2zlnx)dx =

p\}ziﬂﬂ) Lwexp (fg) sin (27w (u+k)) du =

= %/ﬁ;exp (_u;) sin (27u) du = 0.

|

Miként azt mdr a valdszintiségi mezS8k bevezetésekor is jeleztiik, a harom halmazmi-
velethez tartozé valdszintiségek kiszdmoldsakor egyediil a metszet valészintségének
kiszamoldsa nem magatdl érthet6dd. Példaul a peremeloszlasokbdl ezért nem tudjuk
elddllitani az egyiittes eloszldsokat. Ezt a problémat keriili meg a fiiggetlenség fogal-

ma.

B.2.6. Definicié. Legyen adva az (Q,.o/,P) mezd, és I legyen tetszGleges indexhal-

maz.

1. Ha {///7}761_ az </ részhalmazaibol 4116 halmazok csalddja, akkor az { ./}

yel’
halmazcsalddokat fiiggetlennek mondjuk, ha barhogyan is vesziink ki a I" hal-

mazbdl véges szdmd vy, 7,, . .., 7, indexeket és az .4y, , My,, . .., My, csaladok-
bol
Ayl (S %}/1 7Ay2 S k%»}/z R 7A»y” S tﬂr}/n

halmazokat, akkor

P(Ay, NAy,N...NAy ) =P(Ay,)-P(Ay,)-...-P(Ay). (B.2.1)

. Ha 2 ={2y} yer Val6szintiségi viltozok halmazaibol 4ll6 csaldd, akkor az 2

csaladot fiiggetlennek mondjuk, ha a generdlt o-algebrakbol allo {G (%y) } yer
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csalddok fiiggetlenek. Specidlisan, a <§},> - véltozokat fiiggetlennek mondjuk,
e

ha az éltaluk generalt (G (é,,)) - o-algebrak fliggetlenek.
ve

B.2.7. Allitds. Haaz (My),,.r
rendszerek fiiggetlenek, akkor fiiggetlenek a (6 (//{ y) ) yel' generdlt 6-algebrdk is. Spe-

halmazrendszerek mindegyike m-rendszer és a halmaz-

cidlisan a (é Y) . vdltozok fiiggetlenségének sziikséges és elegendd feltétele, hogy a
€

nivohalmazaikbdl dllé halmazok fiiggetlenek legyenek, vagyis hogy bdrmely véges rész-
halmaz esetén az egyiittes eloszldsfiiggvények a peremeloszldsok szorzata legyen.

Bizonyitas: Mivel a fiiggetlenség definiciéjdban mindig csak véges szdmu halmaz sze-
repel, feltehetjiik, hogy a I' halmaz véges. Rogzitsiik az (A;);_, elemeket ahol az A
halmaz az ./ dsszesség egy eleme, vagy Q. Legyen B = (] _, Ay, és a 6 (.#)) halma-
zon defindljuk egyrészt a p (A) =P (ANB), mésrészt a v (A) =P (A) P (B) mértékeket.
Az ) afeltétel szerint 7 rendszer, és a .4} halmazrendszerek feltételezett fuggetlen-
sége miatt a két mérték a .4 rendszeren megegyezik. Tekintsiik az olyan korlatos és
o (#1)-mérhetd fiiggvények halmazdt, amelyekre a u és a v szerinti integrdlok meg-
egyeznek. Az ilyen fiiggvények halmaza A-rendszer és mivel a .#) a feltétel szerint
m-rendszer, igy a x4, A € .4 egy m-rendszer. gy a monoton osztily tétel miatt ha
A€o (M), akkor

PUNE) = ()= [ zadu= [ zadv=
= V(A)=P(A)P(B)=P(A)P(42)...P(A,),
tehat a
o (M), M. .., My (B.2.2)

halmazok fiiggetlenek. A gondolatmenetet megismételve a és a o () halma-
zokra beldthatd, hogy a o (.#)) ,0 (A5>), ..., #, halmazok is fiiggetlenek. Az eljardst
folytatva az Osszes generdlt o-algebra fiiggetlenségét igazolhatjuk. A mdsodik 4llitds
egyszer( kévetkezmény{l annak, hogy az {EZA}, % lehet <, >, <, >, alaki hal-
mazok 7-rendszert alkotnak, és az éltaluk generdlt o-algebra éppen a & dltal generalt
o-algebra.

|

B.2.8. Allitas. Ha a (Q,) - vdltozok fiiggetlennek, és ('g)qycq a T indexhalmaz
ye
particidja, akkor a

6(5”}/6%), aEA

o-algebrdk fiiggetlenek.

Vo.: allitas, oldal.
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Bizonyitds: Legyen .#y a &, ! (B) alakd halmazok véges metszeteibSl 4116 halmaz,
ahol B tetsz8leges Borel-halmaz, és y € I'y. A fiiggetlenség definicidja alapjéan a kiilon-
b6z6 o indexekhez tartoz6 .#y halmazok fiiggetlenek. Mivel az .4 halmazok evidens
médon 7-rendszert alkotnak, ezért az allitds kozvetlen kovetkezménye az el6z6 [B-2.7]
allitasnak.

d

A fiiggetlenség szamos fontos és meghokkentd tételben jatszik kulcsszerepet. J6 példa
a kovetkezd:

B.2.9. Tétel. Ha a (&) sorozat tagjai fiiggetlenek, akkor az

A= {a) |'Y & (@) sor konvergens}
k=1

halmaz valoszinidsége 0, vagy 1.
A tétel specidlis esete egy dltaldnosabb elvnek. Legyen (1)) véltozok egy sorozata. Az
T =0 ((n)i2)

o-algebra olyan eseményeket tartalmaz, amelyek megfogalmazasahoz nincs sziikség az
els6 k— 1 elemre. Az

F =17k

o-algebra olyan eseményeket tartalmaz, amelyek megfogalmazdsakor a sorozat bar-
mely véges szdmu tagja érdektelen.

B.2.10. Definicio. Az .# c-algebrit az (1) sorozat farok o-algebrdjanak mondjuk.
Trividlis médon az
F ={w|az n; () sorozat konvergens}

esemény fiiggetlen a sorozat elejétdl, vagyis az F minden n-re 6 ((1y)_,) mérhetd,
tehdt eleme az (1) sorozat farok o-algebrdjanak. Ennek megfelelGen a fenti m
tétel nyilvanvalé kovetkezménye a kovetkezd alapvetd tételnek:

B.2.11. Tétel (Nulla vagy egy torvény). Ha az (n) vdltozok fiiggetlenek, akkor az
(Ny) sorozat F farok c-algebrdjdanak minden eleme 0 vagy 1 valésziniiségii.

Bizonyitas: A bizonyitds f6 gondolata, hogy az .% minden eleme fiiggetlen nmagatol,
vagyishaA € .%, akkor P(A) =P(ANA) =P? (A), amibsl evidens médon P (A) értéke
0, vagy 1. Ehhez elegend§ belétni, hogy az A fiiggetlen az (1) sorozat dltal generalt
teljes o ((n;)i—;) o-algebratdl. Vagyis ha (1) fiiggetlen valtoz6k, akkor a generdlt és a
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farok c-algebrak fiiggetlenek egymdst6l. Mivel evidens médon . C o ((1;)5 ), ezért
az A € . fiiggetlen 6nmagatol. Tekintsiik tehdt a

v = U0 (k)

halmazt. Megmutatjuk, hogy egyrészt a & m-rendszer, mésrészt generdljaa o ((1;)1-)
o-algebrit. HaB,C€ ¥,ésBc o ((ni){:1> ,Ceo ((ni)f;) éshan = max (j,k), ak-

kor B,C € 6 ((1;)1_), amib8l BNC € ¥, kivetkezésképpen a ¢ valban ﬂ-rendszeIEI
Az Osszes 1y, ¢4-mérhetd, ugyanis az 1, nivohalmazai ¢-ben vannak. Mivel

g co((n)izy)

ezért
o((n)iZ)) co(¥)col(m)i),

igy 6((n;);=;) =0 (¥). Ha A € .#, akkor minden k-ra A € o((n;);;)- Ha B €

o ((n i)f;ﬂ), akkor a valdszinliségi valtozok feltételezett fiiggetlensége alapja A és

B fiiggetlenek, ami alapjén A fiiggetlen ¢ minden elemétSl. Mivel ¢ m-rendszer, ezért
a generdlt o-algebrék is fiiggetlenek, igy A fiiggetlen a 6 (¢) = o ((n;);~;) minden
elemétdl.

O

B.2.12. Példa. Ha w Wiener-folyamaf’] akkor

m.m. m.m.

limsupw ()

m sy oo, llggfw (t)

Tetsz6leges m > 0 szamra, ha ® jeloli az N (0, 1) eloszlasfiiggvényét, akkor

. . m 1

Ha A, jelsli azokat a kimeneteleket, amelyekre végtelen sokszor w (n) > m, akkor elég
nagy k-ra és n-re

P(An) = P(OE Uy (n) 2 m) = Jim P(U (w () 2 m}) >
> P w(n) 2 m}) 2 POw(n) 2 m)— > 1

2A & evidens médon valGjaban algebra.

3V.6.:[B.2.8] Allitds, [243] oldal.

4 A példa megértéséhez a Wiener-folyamatrél elegendd annyit tudni, hogy w (n) = Yi_, &, ahol a (€,) fiig-
getlen N (0, 1) eloszlasi valtozok sorozata. A gondolatmenet csekély médositdssal érvényben marad a diszkrét
idejii bolyongdsra is, vagyis amikor (&) 1/2 valészintiséggel +1 értéket felvevd, fiiggetlen véltozok sorozata.
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Mivel A1 C Ay, ezért

1
P (limsupw(n) = oo) =P(NnAn) > 1

n—yoo

A nulla vagy egy torvény miatt

P <limsupw(n) = oo> =1.

n—oo

Szimmetria okok miatt a masik egyenldség is teljesiil.

B.3. Lévy-féle folytonossagi tétel

A kovetkez6 bemutatandé eszkoz a valdszintis€gszdmitdsban gyakran hasznalt tigyne-
vezett folytonossagi tétel. Ez valdjdban egy az eloszldsokra vonatkozé kompaktsigi
tétel. A val6szinlségszamitasban hasznélt fogalmak nagyrészt a matematika egyéb te-
riiletein haszndlt fogalmak kozvetlen 4tiiltetései és szimpla dtnevezései. A tételek kerek
voltat dltaldban az biztositja, hogy az alapul vett mérték végessége legegyszertsiti a
targyaldst. Az eloszldsok konvergencidja esetén azonban a valészintiségszamitds nem
csak némiképpen mas terminoldgiat hasznél, hanem a matematikai tartalom is csekély
mértékben eltér. Mértékek konvergencidjanak természetes definicidja a dualitds kon-
cepcidjara épiil. Az alapvet$ felismerés, mely a modern absztrakt analizis egyik leg-
fontosabb tétele, hogy a mértékek a folytonos fiiggvények dudlis tereinek elemeiként
foghatdk fel, vagyis igen altaldnos koriilmények kozott a folytonos fiiggvényeken ér-
telmezett folytonos funkciondlok mindig alkalmas mérték szerinti integralként irhat6k
fel. A legegyszeriibb és szamunkra most a legfontosabb eset, amikor a szimegyenesen
értelmezett valdszintiségi mértékeket vizsgaljuk. Ha Cp (R) jeloli azokat a szdmegye-
nesen értelmezett folytonos fiiggvényeket, amelyek hatdrértéke mind a két végtelenben
nulla, akkor ezen a téren értelmezett folytonos linedris funkciondlok tere azonosithaté
a véges (elGjeles) mértékek halmazdval. Erdemes felidézni, hogy véges mérték ese-
tén nem mindig kotjiik meg azt, hogy a halmazok mértéke nem negativ legyen, hanem,
mikozben kizarjuk a végtelen értékeket, idénként megengedjiik, hogy akar negativ is le-
gyen egy halmaz mértéke. Ennek az a f6 el6nye, hogy igy a mar emlitett dualitdsi tétel
kerek médon kimondhat6 és az Osszes folytonos linedris funkciondl azonosithat6 vala-
milyen, esetleg elGjeles, mértékkel. Ennek kovetkeztében az absztrakt, gyakran algebrai
ihletésti matematikai tételek alkalmazhatok a mértékekre, illetve a hozzajuk kapcsolddé
sulyfiiggvényekre. A szdmunkra most legfontosabb 4llitds a dudlis terek egységgomb-
jének kompaktsagat kimond6 igen absztrakt téteﬂ Ezt felhasznalva konnyen beldthato,
hogy ha adott a szimegyenesen val6szintiségi eloszldsok egy (F,) sorozata, akkor ennek

3 Az tgynevezett Banach-Alaoglu tétel.
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van olyan (F;, ) részsorozata és egy olyan F silyfiiggvény, amelyre minden f € Cy (R)
esetén

lim /R F(x)dEy, (x) = /R F(x)dF (x).

k—oo

A kulcs észrevétel, hogy az F nem lesz feltétleniil eloszlasfiiggvény, vagyis az F 4l-
tal indukalt mérték ugyan nem negativ marad, de nem lesz a teljes egyenes mértéke 1.
Ezt a jelenséget nevezziik mértékszivargdsnak. Hogy megint az absztrakt analizis ter-
minoldgidjat hasznaljuk a nem negativ mértékek halmaza ugyan zért, de ezen beliil a
valészintiségi mértékek halmaza a Cy (R) éltal generalt halvény topolégidban nem zart.

B.3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a sulyfiiggvények (F;,) sorozata halvanyan tart az
F sulyfiiggvényhez ha minden f € Cy (R) eseté

fim /R F(x)dFy (x) = /R F(x)dF (x).

n—poo

A konvergencidt szokds F, 2 F médon is jelolni.

7z 2

Az elmondottakat a kovetkezd allitdsban foglalhatjuk ossze:

B.3.2. Allitas. Ha (F,,) monoton ndvekedd, balrdl folytonos silyfiiggvények egy egyen-
letesen korldtos sorozata, akkor a sorozatnak van olyan részsorozata amely halvdnyan
tart egy F sulyfiiggvényhez. Specidlisan ha az (F,) eloszldsfiiggvények egy sorozata, ak-
kor van olyan F nem negativ, monoton novekedd, balrdl folytonos siilyfiiggvény, hogy
az (F,) egy alkalmas részsorozata halvdnyan tart az F-hez.

B.3.3. Példa. Mértékszivargas.

Meértékszivargasra a legkézenfekvSbb példa az n pontra egységnyi silyt helyez6

. 0 ha x<n
F"(x)i{l ha x>n

eloszlésfiiggvények sorozata. Ilyenkor minden részsorozatra ha f € Cy (R), akkor

lim / F(x)dFy, (x) = lim f () =0,
k—oo JR k—roo

vagyis az (F,) sorozat halvany konvergencidban vett hatarértéke az F = 0 sulyfiiggvény.
Vegyiik észre, hogy F;, (x) — F (x) = 0. Taldn nem érdektelen megjegyezni, hogy az egy
pontra koncentraldé eloszldsok esetén a kompaktsagi tétel a kovetkez6 miatt igaz: Ha
az eloszldsok tart6 pontjainak halmaza korlatos, akkor a mértékek a konvergens rész-
sorozata éppen a pontok konvergens részsorozatdhoz tartozik. Ha azonban a pontoknak
nincs konvergens részsorozata, akkor van végtelenbe tart6 részsorozat, amely a halvany
konvergencia sajatossdga miatt szintén konvergens mértéksorozatot general.

% A funkciondlanalizis terminolégidja szerint az (F,) sorozat gyenge-* konvergencidban konvergil az F-hez.
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O

Mivel a valdszinliségszamitds targya a valdszintiségi valtozok eloszldsainak vizsgalata,
kézenfekvd, ha a konvergencidt az eloszlasfiiggvények szempontjabol kozelitjiik meéﬂ

B.3.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (F,) sorozat a folytonosségi pontokban kon-
vergens ha az F hatarérték minden x folytonossagi pontjaban F;, (x) — F (x) . A konver-
gencia szokdsos jellése F, — F.

B.3.5. Definicié. Ha a szdmegyenesen értelmezett minden f korldtos folytonos fiigg-
vény esetén

lim /R F () dE, (x) = /R F ) dF (x), (B3.1)

n—roo

akkor azt mondjuk, hogy az (F,) sorozat gyengén tart az F-hez. Ennek szokdsos jelolése
F, 5 F

A madr bemutatott példa alapjan vildgos, hogy a folytonosdgi pontokban val6 konver-
gencia esetén elGfordulhat a mértékszivargds, de mivel az f (x) = 1 konstans fiiggvény
egy korlétos folytonos fiiggvény a gyenge konvergencia esetén a mértékszivargas nem
fordulhat el8. A kiilonb6z konvergenciakoncepcidk 6sszehasonlitdsa arra épiil, hogy
a folytonos fiiggvények melyik osztdlydn teljesiil az integrdlok (B-3.1) konvergencié-
ja. Mivel az integral 1étezését értelemszertien meg akarjuk kovetelni, ezért a legb&vebb
szambajohet$ osztaly a gyenge konvergencia mogott 4ll6 korlatos folytonos fiiggvé-
nyek halmaza.

B.3.6. Allitas. Jelolje C (R) az olyan folytonos fiiggvényeket, amelyeknek a +oo pon-
tokban van hatdrértéke. Ha (F,) és F véges, névekedd és balrdl folytonos silyfiiggvé-
nyek, és minden g € C (R) fiiggvényre

tim [ gaF, = [ gdF.

akkor az (F,) sorozat a folytonossdgi pontokban tart az F -hez.

Bizonyitas: Erdemes megjegyezni, hogy az allitasban szerepld integralok minden g €
C (]R) esetén léteznek ugyanis minden ilyen fiiggvény korlatos. Tegyiik fel, hogy x az
F folytonossagi pontja, és € legyen tetszbleges pozitiv szdm. Tekintsiik a

ha y<x

1
gy)=9q 1(y) ha ye€fx+e]
0 ha y>x+¢€

7Erdemes megjegyezni, hogy az eloszlasfiiggvények minden pontban valé konvergencidja tdl erSs meg-
kotés lenne. Ha példdul x, * x valamilyen (x,) pontsorozatra, akkor az x, pontokra koncentrdlédé eloszlasok
eloszlasfiiggvényei az x pontban mind egy értéket vesznek fel, de az x pontra koncentral6dé eloszlds eloszlas-
fiiggvénye a balrél valé folytonossdg miatt nulla.
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folytonos fiiggvényt, ahol [ az (x, 1) és az (x+ €,0) pontokat 6sszek6td linedris fiigg-
vény. Vildgos, hogy
x(—oo,x) < 8,
kovetkezésképpen,
Fo((—oo.2) = Fu(0) < [ gdFy.
Hasonléan, mivel
8 < x(—oo7x+£)7
ezért
[ 8dF <F((—=x+e) = F(x+e),

ahol remélhetSleg nem félreérthetd moédon az eloszlasfiiggvényt és az dltala generalt
mértéket azonos médon jeloltiik. Mivel g € C (]R) , ezért a feltétel miatt

limsupF, (x) < limsup | gdF, = / gdF <F(x+€).
R JR

n—yoo n—oo

Mivel x az F folytonossdgi pontja, ezért az F jobbrdl folytonos, tehat ha € ~\ 0, akkor
limsupF, (x) < F (x).
n—oo

Analég médon ha

1 ha y<x—¢€
g)=4¢ 1(y) ha yelx—e.x]
0 ha y>x

akkor
. > Timi _ > _e)
hnrr_l)lor.}fF,, (x) > 11’1Hl>1°1;1f/Rng /Rng >F(x—¢)

Az F, mint minden eloszlasfiiggvény, az x pontban balrél folytonos, tehat

liminfF, (x) > F(x),

amibdl
lim F, (x) = F (x).

n—oo

O
B.3.7. Lemma. Ha (F;) és F stlyfiiggvények és F,, — F, tovabba a és b az F elosz-
lasfiiggvény folytonosségi pontjai, és g € C([a, b]), akkor

) b b
r}grolo i gdF, = /a gdF.

Specidlisan ha C, (R) jelsli az olyan folytonos fiiggvényeket, amelyek egy alkalmas, a
fiiggvényt6l fiiggd [a, b] zart intervallumon kiviil mindenhol nulldk, akkor ha a folyto-
nossagi pontokban az (F;,) sorozat F-hez tart, akkor minden g € C, (R) esetén

lim ngnz/ gdF.
R R

n—ro0
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Bizonyitas: A masodik allitds egyszertien kovetkezik az elsGbol, elég az a és b pontokat
ugy megvdlasztani, hogy ott a g mdr nulla legyen és a és b folytonossagi pontjai legye-
nek F-nek. Az elsé allitas egyszerd kovetkezménye annak, hogy korlatos és zart inter-
vallumon értelmezett folytonos fiiggvény az intervallumon egyenletesen is folytonos.
Az egyenletes folytonossdg miatt tetszSleges € > 0 értékhez van olyan & > 0, hogy az
[a,b] intervallum minden §-nél rovidebb részintervallumokbél &ll6 a = 1o, t1,...,t, = b
felbontdsdra az egyes intervallumokon g ingadozdsa kisebb lesz mint €. A #; pontokat
barmely stiri halmazbdl valaszthatjuk, vagyis feltehetjiik, hogy minden ¢#; az F' fligg-
vény folytonossagi pontja. Tekintsiink egy ilyen felosztast, és minden egyes részinter-
vallumbdl vegyiink ki egy x; reprezentdnst. Ha

se (¥) = 28 (6i) X ) ()
1
akkor vildgos, hogy

‘g(y)fsE(y)|<£7 yE[a,b]
Vagyis ha € — 0, akkor az s¢ egyenletesen tart a g-hez. Mivel a feltételek szerint

Fy (b) = Fy(a) = F (b) = F (a) <,

b b
/ ngn—/ sedF,
Ja Ja

tehdt az € szerinti konvergencia az n szerint egyenletes. A #; pontok valasztdsa miatt

ezért

b
/ |g_S£|an§
Ja

e[F, (b)—Fy(a)] <K ¢,

IN

IN

b

nlgg.a sedFy = "lgli’zi:g(m [Fo (ti) — F (ti-1)] =
b
= Y [Ft) —F (1)) = / sedF,
i Ja
amibdl

b b b

lim gdF, = lim lim s¢dF, = lim lim/ sedF, =

n—e Jg4 n—e Jq £—0 n—eeg—(), a

b b
= lim lim sedF, = lim/ sedF =
e—0Ja

e—0n—e Jg

b
/ gdF,
a

ugyanis egyrészt az egyenletes konvergencia és a véges mérték szerinti integralds fel-
cserélhetS, masrészt mivel az € szerinti konvergencia az n szerint egyenletes, ezért az €
és az n szerinti hatarérték is felcserélhetd.

O
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B.3.8. Allitds. Ha (F,) egyenletesen korldtos, akkor a folytonossdgi pontokban valé
F, 5 F konvergencia implikdlja az F, > F halvdny konvergencidt.

Bizonyitas: Jelolje K az (F,) sorozat egy korlatjat. Legyen g € Cp (R) tetszdleges, és

legyenek a és b olyan folytonossdgi pontjai F-nek, amelyekre |g (x)| < €/K, ha x ¢
[a,b) . Evidens médon

b
‘ [ sari~ [ sar,
JR Ja

b
|/ngf ng‘
R a

IN
m
—
B
Il
—
~
N

IN
)

C P :
Ha F,, — F, akkor az el6z6 lemma szerint

) b b
r}grgo/a gdF, :./a gdF,

ezért ha n elég nagy, akkor

’/ngn—/ng'g
JR R
b
< ’/ngn_/ gdFy
R a

Mivel az € tetszbleges, ezért

+

b b
/ngn—/ ng‘-F
a a

b .
/ ng—/ng’SSe.
a R

limsup
n—oo

[ gar— [ ng‘ ~0,
R R

vagyis (F,) halvdnyan tart az F-hez.
]

Most térjiink rd a gyenge konvergencia vizsgalatdra. Miként jeleztiik a legnagyobb gon-
dot a mértékszivards jelenti. Ezt zdrja ki a kovetkez$ definicioban szereplé megkotés:

B.3.9. Definicié. Eloszlasfiggvények (Fy),cr Osszességet szorosnak mondjuk, ha
minden € > 0 szdmhoz léteznek olyan ae < be pontok, hogy minden & € I" indexre

Fa (bg)*Fa (ag) 2 1—e¢. (B32)

B.3.10. Példa. Ha az eloszlésfiiggvényekbdl all6 (F,) sorozat a folytonossagi pontok-
ban tart az F-hez, és az F is eloszlasfiiggvény, akkor az (F,) sorozat szoros.
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Az eloszlasfiiggvény definicidja alapjan eloszlasfiiggvényekbdl allé6 minden véges hal-
maz szoros. Nyilvdn az F folytonossdgi pontjai siirin vannak, igy, kihaszndlva, hogy
az F eloszlasfiiggvény barmely €-ra vannak olyan ag és be pontok amelyre
€
F(be)—F(ag)>1— 7
Ebbdl és a folytonossagi pontokban valé konvergencia feltételébdl kovetkezden az eld-
irt (B.3.2) egyenl6tlenség véges sok indextdl eltekintve mar teljesiil. Ebbdl a példa iga-
zoldsa mdr evidens.
a

B.3.11. Allitas. Ha eloszldsfiiggvények egy (Fy) sorozata szoros, akkor a gyenge kon-
vergencia ekvivalens a folytonossdgi pontokban valo konvergencidval. Ebbdl kovetke-
z6en ha az osszes Fy, és az F is eloszldsfiiggvény, akkor az F, = F gyenge konvergencia
ésazFy SF folytonossdgi pontokokban valoé konvergencia ekvivalens.

Bizonyitas: Miként ldttuk a gyenge konvergencia implikdlja a folytonossdgi pontokban
val6 konvergenciét. Forditva dltaldban nem lehet igaz a tétel, mert gyenge konvergencia
esetén nincs mértékszivargds, de a folytonossdgi pontokban valé konvergencia esetén
a mértékszivargds el6fordulhat. Tegyiik fel tehat, hogy az (F,) szoros és az F foly-
tonosségi pontjaiban F, (x) — F (x). Legyen € > 0, és legyenek a¢ és be az €-hoz
tartozé szdmok. Feltehetjiik, hogy ezek a pontok folytonossagi pontjai F-nek. A szo-
rossdg definicidja és a folytonossdgi pontokban valé konvergencia miatt a fenti @)
egyenlGtlenség F-re is teljesiil. Legyen f korlatos folytonos fiiggvény.

Ae "be o0
/Rde :/ den+/ denJr/b fdF,.
— ag e

A korabban belatott lemma miatt

be be
/ fdF, — / fdF.
ae ae

Ugyanakkor a szorossag miatt ha K az f egy korlatja
Ag de de e
'/ den,/ de' g/ \f\dF,,+/ |f|dF < 2Ke.
Hasonléan becsiilhet6 a mdsik intervallum is. Ebbdl [ fdF, — [g fdF.

O

B.3.12. Allitas (Prohorov). Ha eloszldsfiiggvények egy (F,) sorozata szoros, akkor a
sorozatnak létezik olyan (F,,) részsorozata, amely gyengén konvergens.

Bizonyitas: Legyen (ry) a raciondlis szamok egy felsoroldsa. Az (F, (r1)),, C [0, 1] kor-
latos sorozatnak létezik (Fy, (r1)), konvergens részsorozata. Ezt kovetSen tekintsiik az
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(Fy (r2)),, sorozatot, amely ismételten megritkithat6 tigy, hogy konvergens legyen. Az
eljarast folytatva, menjiink végig az 0sszes raciondlis szdmon, majd 4tlds eljardssal ve-
gyiik azt az (Fy, ), részsorozat, amely minden r € Q raciondlis szdm esetén konvergens.
Legyen

G(r) = lim Fy, (r).

k—o0

Mivel az 6sszes F;, monoton nd, ezért a G is monoton ndvekedd lesz. Legyen
F(x) Z=sup{G(r) | r<x, reQ}.

A definiciébdl vildgos, hogy az F tovdbbra is novekedd fiiggvény. Legyenek x € R
tetszOleges és € > 0. A definiciobdl vildgos, hogy 1étezik olyan r € Q, hogy r < x és
G(r) > F (x) — €. Ha most az (x,) sorozat balrél az x ponthoz tart, akkor elég nagy n
indexre x,, > r, vagyis az F definici6ja alapjan

F(x)>F(xy) >G(r) > F(x)—¢,
ami alapjdn az F balrdl folytonosﬂ Beldtjuk, hogy az F minden x folytonossagi pont-
jaban

lim Fp, (x) = F (x). (B.3.3)

k—boo

Ha r > x raciondlis szdm, akkor F,,, monotonitdsa alapjan

limsupF,, (x) < limsupF,, (r) = lim F, (r) = G(r).
k—soo k—so0 k—yeo

Hasonléan, ha s < x raciondlis, akkor
liminfF;,, (x) > liminfF,, (s) = lim F,, (s) = G(s).
k—yo0 k—yoo k—yoo

F definiciéjdbdl G monotonitdsa alapjan
G(s) >sup{G(r):r<s, reQ}=F(s),

tehat
F(s)<G(s) < liFiannk (x) < limsupFy, (x) < G(r),
—oo

k—roo

amibdl, ha s x, akkor az F mdr belétott balrdl val6 folytonossdga alapjan

F(x) < lilgniannk (x) < limsupFy, (x) < G(r).
—o0

k—yoo

Legyen € > 0 tetszSleges, és indirekt médon tegyiik fel, hogy van raciondlis szdmoknak
egy olyan ry, \, x, sorozata, amelyre G (r,,) > F (x) + €. Ilyenkor minden y > x pontra,

8Az x", x € [0,1] példdja mutatja, hogy a G nem lesz feltétleniil balrél folytonos. Ezért van sziikség a
bizonyitdsban szerepl korrekciora.
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hogy az x folytonossdgi pontja az F-nek. Ez alapjn tehdt ha r elég kozel van az x
ponthoz akkor

ha m elég nagy, y > ri, > x, ezért F (y) > G(ry) > F (x) + €, ami ellentmond annak,

F(x) < ngniannk (x) < limsupFy, (x) < G(r) < F(x)+e,
—heo k—yoo

tehat miként allitottuk teljesiil a fenti . A feltétel alapjén az (F;,) sorozat szoros,
ezért 1étezik olyan N szdm, hogy minden x < —N esetén F;, (x) < €. Ez alapjan minden
r < —N raciondlis szdmra G (r) < &, amib8l minden x < —N esetén F (x) < €, vagyis
limy—, o F (x) = 0. Hasonl6an ldthatd, hogy limy_,e. F (x) = 1.

d

A bizonyitasbdl vildgos, hogy a szorossag feltételére csak azért volt sziikség, hogy biz-
tosftani tudjuk, hogy az F valdszintiségi eloszlds marad. Ha a szorossag feltételét el-

hagyjuk, akkor a kovetkezd 4llitdst igazoltuk:

B.3.13. Allitas (Helly-féle kivélasztasi tétel). Ha (F,) balrdl folytonos és monoton ni-
vekedd siulyfiiggvények egyenletesen korldtos sorozata, akkor létezik olyan (Fy,) rész-
sorozat, és F balrdl folytonos, monoton novekedd siilyfiiggvény, hogy Fy, 5F

Végezetiil a dualitds dltal definidlt konvergenciafogalom és a folytonossagi pontokban
val6 konvergencia sszevetése szempontjabol nem érdektelen a kovetkezd:

B.3.14. Példa. Halvanyan konvergens sorozat, amely nem gyengén konvergens.

Legyen &,, =n.&,,, | =—n.Ha f € Cy (R), akkor lim,_,o f (§,,) =0, igy trividlisan a
megfelel§ eloszlasok a halvany konvergencidban nulldhoz tartanak, de az eloszlasfiigg-
vények egyetlen pontban sem konvergdlnak. Ugyanakkor persze a sorozat nem szoros,
de a Helly-féle kivalasztdsi tétel érvényben marad, ugyanis példdul a (£,,) sorozat a
folytonossagi pontokban valé konvergencia értelmében az azonosan nulla eloszlashoz
tart.

O

A karakterisztikus fiiggvény médszer kiemelkedGen fontos eszkoze a kovetkezd:

B.3.15. Allitas (Lévy-téle folytonossagi tétel). Ha a szdmegyenesen értelmezett el-
oszldsfiiggvényekbdl dllo (F,) sorozat gyengén tart az F eloszldsfiiggvényhez, ak-
kor a karakterisztikus fiiggvények megfelelé (@,) sorozata pontonként tart az F el-
oszldsfiiggvény @ karakterisztikus fiiggvényéhez. Megforditva, legyen (¢,) karakte-
risztikus fiiggvények egy sorozata, és tegyiik fel, hogy minden t € R esetén létezik a
limy, 00 @, (1) = @ (¢) hatdrérték, és a @ fiiggvény a t = 0 pontban folytonos. Ekkor a
¢ egy F eloszlds karakterisztikus fiiggvénye, és a @,,-hez tartozo F, eloszldsfiiggvények
gyengén tartanak az F eloszldsfiiggvényhez.
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Bizonyitas: Val6ban, a gyenge konvergencia definicidja alapjan minden ¢ € R esetén a
korldtos x — sinzx és x — costx fliggvényekre

lim [ sintxdF,(x) = / sintxdF (x),
n—ee JR R
lim | costxdF,(x) = /costxdF (=),
n—oo JR R

ami alapjan
lim /R exp (it) dF, (x) = /R exp (itx) dF (x).

A forditott irdnyt a Prohorov-tétel segitségével fogjuk beldtni. Megmutatjuk, hogy az
(F) sorozat szoros. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd lemmadra:

B.3.16. Lemma. Ha F tetszGleges eloszlasfiiggvény, és ¢ jeloli az F' karakterisztikus
fiiggvényét, akkor minden 7 > 0 esetén

QYo
T T T

A lemma bizonyitasa: A karakterisztikus fiiggvény definicidjat felirva és a Fubini-tétel
alapjan felcserélve az integrdlokat a kovetkez6 médon szamolhatunk:

! /T<p(t)dt

2t/ ¢

(B.3.4)

= %/R/_iexp(itx) dtdF (x)

1 T
= |= / / costx+isintxdtdF (x)
2T JR -7

1 ot
= |= F
o /R /7Tcostxdtd (%)

. T .
_ i/ {smtx} dF () :‘/ SmedF(x) <
2R x |_; R TX
< / sin Tx Fa).
R| Tx
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Mivel [sin(tx) /x| < 1, ezért az egyenlStlenség tetszSleges a > 0 esetén az aldbbi
modon folytathatd:

2% /;(p(f)dt < [ sir;;’-x dF(x)+% /[ﬁﬂ]c\sinrx\dF(x)g
< :ldf(x)+-;% BRLCE
= F(a)*F(*a)Jr%(lf(F(a)fF(—a))):
= F@-rFea)(1- 5 )+

Ha a =2/7, akkor

1 T
2—{/ﬂ_(p(t)dt

(ORI
%/_TT(P(Z)d; SF(%) fF(f%) +1.

Ha mind a két oldalhoz hozzdadunk 1-et, és dtrendezziik az egyenlStlenséget, akkor
2 2 1 /7
1-F(— Fl-=|<2—|= t)dt
() (D) =2 Lo

Az allitas bizonyitasa: Mivel a feltétel szerint a ¢ folytonos at = 0 pontban tetszdleges
€ > 0 esetén létezik olyan 7 > 0, hogy ha |t| < 7 akkor

vagyis

|

€
1—o(t) < -.
-9 <
Az egyenlétlenséget a [—7, 7] intervallumon integralva, és figyelmbe véve, hogy

|la| =] < |a—b]

€ i/ruf (t)\dz>i/rlf (1) dt
4 20 ) eI = T ®

1 T T 1 T
= — — >1-— —
7 'Lrldt /7T(p(t)dz >1 o ‘/ﬁr(p(t)dz

Mivel a karakterisztikus fiiggvények ¢, sorozata egyenletesen korldtos, a majoralt kon-
vergencia tétel alapjan

v

= (B.3.5)

lim ./i o, (t)dt = /jr o (t)dr.

n—oo
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Ebbél a (B-3.3) alapjn elég nagy n indexre

1 Lff
e [Lonar

De ekkor a (B23:4) egyenl6tlenségbdl

(e ) n(2)=

ami alapjén az (F,) sorozat szoros, tehdt gyengén sorozatkompakt. Igy létezik olyan
F eloszlas, és (F,, ) részsorozat, hogy gyenge konvergencidban F, — F. Ez minden
részsorozatra érvényes. Mivel a részsorozat hatdrértékének karakterisztikus fliggvénye
azonos, ezért az egyértelmtiségi tétel miatt az F' nem fiigg a részsorozattdl. Innen az
allitas bizonyitdsa mdr evidens, hiszen az F;, — F is teljesiil.

€
< —.
2

1 T
— <
T/%(pn(t)dt <e,

d
Laplace-transzformaltak esetén az analdg allitds a kovetkezd:

B.3.17. Allitas. Ha a nem negativ szamokon értelmezett eloszldsfiiggvényekbdl dllo
(F,) sorozat gyengén tart az F eloszldsfiiggvényhez, akkor a Laplace-transzformdltak
megfeleld (Ly) sorozata az s > 0 halmazon pontonként tart az F eloszldsfiiggvény L
Laplace-transzformdltjdhoz. Megforditva, legyen (L,) a nem negativ szdmokra tdmasz-
kodo eloszldsok Laplace-transzformdltjainak egy sorozata, és tegyiik fel, hogy minden
s > 0 esetén létezik a limy, o Ly (s) = L(s) hatdrérték, és az L fiiggvény az s = 0 pont-
ban folytonos. Ekkor az L egy F eloszlds Laplace-transzformdltja, és az Ly-hez tartozo
Fy eloszlasfiiggvények gyengén tartanak az F eloszldsfiiggvényhez.

Bizonyitas: Az egyik irdny ismételten evidens, ugyanis ha s > 0, akkor az x > 0 fél-
egyenesen az exp (—sx) fiiggvények korlétos folytonos fiiggvények. A forditott irdny
igazoldsdhoz ismét elég beldtni, hogy a megadott feltételek esetén az (F,) sorozat szo-
ros. A fenti (B:3:4) becslés megfelelje most a kdvetkez6: Ha L egy a nem negativ
szdmokra koncentrdl6do F eloszlds Laplace-transzformaéltja, akkor minden » > 0 ese-
tén

1—FG) <2(1—L(r)).

Ennek igazoldsa igen egyszer(, ugyanis, ha x > 1, akkor exp (—x) < 1 /e < 1/2, amibdl

2(1=L(r))

2/0 1 —exp(—rx)dF (x) > 2/1/r1 —exp(—rx)dF (x) >

2/&11/2&@):14(%).

Legyen € > 0 tetszSleges. Mivel az L () hatérérték folytonos és L (0) = lim, F, (0) =1,
azért ha r elég kicsik, akkor 2 (1 —L(r)) < &/2. Mivel L, (r) — L(r), ezért elég nagy

Y
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n-re 2(1 — Ly, (r)) < €. Mivel véges szdmi index nem befolyésolja a szorossdgot, ezért
az (Fy) szoros. Ett6l a ponttdl kezdve a bizonyitds mdr a bemutatott médon befejezhetd.
O

A folytonossagi tételnek szdmos alkalmazdsa ismert. Tekintsiik a kovetkez6t:

B.3.18. Példa. Ha az F korldtlanul oszthatd, akkor az F ¢ karakterisztikus fiiggvénye
sehol sem nulla.

A ¢ helyett tekintsiik a ¢ = \(p\2 fuggvényt. A ¢ szintén karakterisztikus fiiggvény
ugyanis a ¢ (—1) = ¢ (¢) szintén egy karakterisztikus fiiggvény és karakterisztikus fiigg-
vények szorzata szintén karakterisztikus fiiggvény. Mivel ¢ (0) = 1 és a ¢ folytonos,
ezért van az origénak olyan V kornyezete, ahol ¢ (t) # 0. Ha ¢ = ¢} és ¢, = |(pn|2
akkor ¢ = @7, vagyis a ¢ mogotti eloszlds is korldtlanul oszthatd. Mivel ¢ (¢) és ¢, (¢)
nem negativ és a nem negativ szdmok korében a gyokvonds egyértelm, ezért

)

Ennek megfelelGen

o g [ 1 ha ¢()>0
¢oo(t)_nlg§°¢'n(l)_{ 0 ha ¢(l):0
Mivel a ¢ (¢) az origé kornyezetében pozitiv, ezért a ¢, (¢) karakterisztikus fiiggvények
olyan pontonkénti hatarértéke, amelyik az origéban folytonos, tehat maga is karakte-
risztikus fiiggvény. Ha valamely 7y pontban ¢ (f9) = 0, akkor ¢, (fp) = 0, ami lehetet-
len, hiszen minden karakterisztikus fiiggvény folytonos.

O

Egy fontos tovdbbi alkalmazés a kovetkezd:

B.3.19. Példa. Korlatlanul oszthaté valtozok gyenge konvergencidban vett hatarértéke
szintén korlatlanul oszthat6.

Legyen (&,) korldtlanul oszthaté véltoz6k sorozata és legyen & a sorozat gyenge
konvergencidban vett hatdrértéke. A megfeleld karakterisztikus fliggvényekre dttérve
0, (t) = @(t). Meg kell mutatni, hogy a &, pontosabban a & eloszldsa, is korlatlanul
oszthatd. Legyen m > 1 tetsz&leges természetes szam. A korlatlanul valé oszthatdsag
definicigja miatt mindegyik &, felirhaté m darab fiiggetlen és azonos eloszldsi & ,(f)
viltozé osszegeként, vagyis &, = X' | & ﬁlk), Ahhoz, hogy a & hatarérték is korldtlanul
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oszthat6 legyen elég megmutatni, minden k-ra a & gk) sorozatnak van gyenge konver-

gencidban vett konvergens részsorozata. Ezt m-szer alkalmazva és é(k)-val jelolve a
hatarértéket és (p(k) (t)-vel a megfelel§ karakterisztikus fiiggvényt

m

o) = lime,(=1lim][]el ()=
n—)ook:1

n—soo

Elegendd belétni, hogy mindegyik & ,(f) sorozat szoros. A fliggetlenség és az azonos
eloszlds feltétele miatt

P(eW>a)" = P(e02ai=12..m)<

P (T8 > ma) =P (&, > ma).

IN

Mivel a (&

.) sorozat gyengén konvergens, ezért szoros, igy ha a elég nagy, akkor
| (é ,S") > a) < &/2. Hasonldan érvelve kaphatjuk a szorossdghoz tartozé masik becs-
1ést.

|

B.4. Feltételes varhato érték

A mértékelmélet és a valdszinliségszamitds szoros és megkeriilhetetlen kapcsolata leg-
inkdbb a feltételes varhaté érték elmélete kapcsan érzékelhetd. Miel6tt ratérnénk a de-
finiciéra, néhdny megjegyzést tesziink:

1. A feltételes valdszintiség specidlis esete a feltételes varhato értéknek, és a tovabbiak
sordn az 4ltaldnosabb fogalmat, a feltételes varhat6 értéket, targyaljuk.

2. Az altaldnos esetben a feltétel nem valdszinliségi védltozd, hanem o-algebra. Ez a
megkozelités lehetdvé teszi, hogy a feltétel esetleg tobb valtozéval legyen megfogal-
mazva. Ha a feltételt az (1) 44 Vdltozékkal akarjuk megfogalmazni, akkor az % fel-
tételi o-algebra éppen a o ((1‘)@05e A) generdlt o-algebra. Minden valésziniiségi val-
tozéhoz hozzarendelhet$ az dltala generdlt o-algebra, de természetesen nem minden
o-algebra fogalmazhaté meg valdszintiségi valtozéval. Természetesen a valdszintiségi
véltozd, mint feltétel, nem egy a specidlis esetek koziil, hanem a legfontosabb specidlis
eset, ezért a targyalds sordn kiilonos figyelemmel fogjuk kezelni.

3. Az éltaldnos o-algebrdra vonatkoz6 feltételes varhaté érték az Q alaptéren értelme-
zett valészinfiségi valtozd, amely csak egy nullmértékd halmaz erejéig értelmezett. Bar
ennek jelentGsége els6 ranézésre nem vildgos mégis dontSen befolydsolja a valdszint-
ségszamitds elméletét.
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4. Rogzitsiik az (Q, <7, P) valdszinliségi mez6t, legyen .# az o7 rész c-algebrija, és
legyen adva egy & : Q — R val6szintiségi valtozo. A & dltaldban ./ mérhetd, de a fel-
tételes vérhaté érték egy % -mérhetd valdszintiségi vdltozo. A feltételes vdrhato érték
tdrgyaldsa sordn mindig feltessziik, hogy a &-nek létezik E (&) véges varhat6 értéke.
Vagyis a feltételes vdrhat6 érték az (Q,<7,P) téren értelmezett integralhaté fiiggvé-
nyek osztélyét az (Q,.#,P) téren értelmezett integralhaté fiiggvények osztélydba ké-
pezi. Miként be fogjuk latni a leképezés linedris, folytonos és projekcid, ami alatt azt
értjiik, hogy az operdciét mdsodszor is végrehajtva a masodik operdcié azonos ered-
ményre vezet mint az elsd.

B.4.1. Definicié. Az (Q, .o/, P) téren értelmezett & véltoz6 % -re vonatkoz6 feltételes
vérhat6 értékén azt az E (& | .7 )-fel jelolt és az (Q,.%,P) téren értelmezett valészint-
ségi valtozot értjiik, amelyre

/édP:/E(é | F)dP, VF e F. B.4.1)
F F

Ha .7 = 6 ((Ng)gen) > akkor az E (& | ) feltételes varhat6 értéket az egyszeriség
kedvéért E(& | ngy, o0 € A) médon szokds jeldlni. Specidlisan, ha & = x4, akkor az
E (§ | ) feltételes vérhat6 értéket P (A | %) médon jeldljiik, és az A % -re vonatkozd
feltételes valdszintiségének mondjuk. Ilyenkor a definidl6 egyenlet értelemsze-
riden

P(ANF) = / P(A| F)dP, VFc Z.
F
B.4.2. Allitas (Feltételes varhat6 érték 1étezése). Legyen & valdsziniiségi valtozo, F
feltételi o-algebra.

1. Ha &-nek létezik vdrhato értéke, akkor létezik az E (& | F) feltételes vdrhaté
érték.

2. Ha &-nek létezik vdrhato értéke, akkor az E (& | F) P-majdnem mindenhol vé-
ges.

3. Ha & >0, akkor P-majdnem mindenhol E (€ | &) > 0.

4. Az E (& | F) egy ekvivalenciaosztdly és ezért csak egy (Q, .7 ,P)-nulla halmaz
erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy az 4llitds bizonyos elemeit mér a definicié sordn fel-
haszndltuk. Ha &-nek van véges varhat6 értéke, akkor a

v(C)é/Cé‘dP, Ces

valés szam értékd elGjeles mérték. Ha & > 0, akkor v > 0. Ha u jeldli a P leszikitését
az % -re, akkor v < U, hiszen ha
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akkor P (C) =0, amib6l v (C) = 0. Az (Q,.%) mérhetd téren vegyiik a dv/du Radon—
Nikodym-féle derivdltat. Legyen

dv

du’

Ekkor a derivalt definicidja alapjan érvényes a (B.4.1). Az egyértelmiiség a dv/du
egyértelmiisége alapjdn evidens. Ha v > 0, akkor dv/du > 0.

E(E|7)=

d

B.4.3. Kovetkezmény. Ha A € o tetszbleges esemény és F tetszdleges o-algebra,
akkor létezik, mégpedig nullmértékii halmaztdl eltekintve egyetlen P (A | F) feltételes
valdsziniisé,

Térjiink rd a P(A|n =y) mddon jelolt regressziv, feltételes valGszintiségre és az
E (& | n =y) regresszids fiiggvényre. Vegyiik észre, hogy aP(A |n =y)ésaP(A|n),
illetve az E(& | n =y) és az E (& | n) jelolések kiilonbdzs fogalmakat takarnak. Az el-
s0 kifejezések az R egyenesen, a két masodik kifejezés pedig az Q absztrakt téren van
értelmezve. Kapcsolatukat tisztdzza az aldbbi definicid, amely kimonddsa el&tt tekint-
siik a kovetkez6 egyszerd, bar igen fontos, lemmat:

B.4.4. Lemma (Doob). Legyenek X tetszSleges halmaz, (Y, %) tetszSleges mérhetd
tér és f : X — Y tetszGleges leképezés. Ha g : X — R” o (f)-mérhet6, akkor létezi@
h:(Y,%) — R" mérhet leképezés, amelyre g = ho f.

Bizonyitas: Mivel a o (f) éppen az f~! (A), A € Z(R") alaki halmazokbél ll, ezért
ha g o (f)-mérhetS 1épcsSs fiiggvény, akkor g =Y/, cx X g, » ahol a By halmazok mind-
egyike 1 (Ay), Ay € 2 (R") alakd. Ilyenkor ha h = Y7, CrXa,» akkor

h(f () = kﬁ etn, (F () = kf e p-ria) (6) = kf e, () = 2 (x).
=1 =1 =1

Mivel minden mérhetd fiiggvény 1épcsdsek hatarértéke, ezért

g= lim g, = lim £, (f),
ahol i, mérhetS. Csekély technikai problémat jelent, hogy a (h;,) sorozata nem feltétle-
niil konverges. Vildgos, hogy hay € f (X), akkor a (A, (y)) konvergens. Sajnos azonban
egy mérhet6 fiiggvény képhalmaza nem feltétleniil mérhetS. Az ebbdl ered6 nehézsé-
geket azonban a h(y) = limsup,,_,.. 1, (y) definiciéval konnyen megkeriilhetjiikk. A A
mérhets, és

§(x) = Jim g (x) = Tim o ( () = h(f ().

n—roo

9 A feltételes valésziniiség ekvivalenciaosztalyként egyértelmi.
10A 1 nem egyértelmdi.
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B.4.5. Definicié. Ha 7 tetszSleges, akkor az E (¢ | 17) minden reprezentdnsa egy o (1)
mérhetd fiiggvény, igy a Doob-lemma alapjan alkalmas g fiiggvénnyel E (& | ) =
g(n). Ezt a g fiiggvényt E (& | n =y) médon fogjuk jeldlni, és a £ n-ra vonatkozé
regresszios fiiggvényének, vagy a & n-ra vonatkozo regressziv, feltételes varhato érté-
kének fogjuk mondani. Mivel sem az E (£ | 1) sem a Doob-lemméban szerepl§ fiigg-
vény nem egyértelmd, ezért az E (£ | n =), illetve analg médon a P (& | =y) egy
fuiggvényosztily.

A feltételes véarhat6 érték definicidja miatt
[smar= [EE|map= [ zap. Feom).
F F F

A generalt g-algebra struktirdja miatt az F € o (1) felirhaté F = ! (C) médon, ahol
C € #(R).Haaz n eloszlasa G, akkor az dltaldnos helyettesitéses integralds formuldja
miattE| minden C € # (R) esetén

LEEIn=yace) = [ eap=
= E(-x(ne0).

Konnyen lathatd, hogy az E (€ | n = y) kifejezés az 1 eloszlasdban nullmértékd halmaz
erejéig egyértelmiien meghatirozot

B.4.6. Allitas (A feltételes vérhaté érték tulajdonsdgai). A feltételes vdrhato értékre
teljesiilnek a kovetkezd Osszefiiggések:

1. Ha & és F fiiggetlenek, akkor E (& | .F) "2  E(E), ahol a majdnem mindenhol
reldcié az F-mérheté fiiggvények kérében értendd. Specidlisan, ha & = ¢ egy
konstans, akkor B (& | #)"2"E (&) = c. Ha F = {0,Q}, akkor E (£ | F) =
E().

2. Ha & mdr . -mérheté, akkor E (& | F)"=" E.

3. Ha & < n, akkor
m.m.

EC|7) < E(n|7),

specidlisan
m.m.

m.m.
0<PA|ZF) < 1

4. Tetszéleges a konstansra B (aé | F)"=" aE (&

ve.: |E’E| sor, oldal.
2vs.: allitas, 91} oldal.

F).
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5. Ha az E(&)+E(n) kifejezés értelmes, vagyis &-nek és n-nak van véges vdrha-
16 értéke, akkor tetszbleges F O-algebrdra nézve a & + 1M-nak is van feltételes
vdrhato értéke és

EC+n|Z)" =" E(|Z)+EM|Z).
Specidlisan, ha A és B diszjunkt halmazok, akkor

P(AUB|.Z)"="P(A| #)+P(B| ZF),
amibdl, ha A C B, akkor

P(B\A| Z)"="P(B|.Z)-P(A| Z).

m.m. o
6. [E(E[Z)| < E(]] 7).
7. Teljesiil a teljes vdrhato érték tétel, vagyis ha'9 C F , akkor
EE(|7)[9)="E(&|9).

Specidlisan

E(E(S] 7)) =E(S).

8. Ha¥ C %, akkor
EEE|9)|.F) " E(E|9).

9. A feltételes vdrhato értékre teljesiil a monoton konvergencia tétel, vagyis ha

0<¢&, "¢,

akkor majdnem mindenhol

m.m.

0'< E(E,|7) SEE|F).

Specidlisan, ha A, /A, akkor

m.m.

PA,[.7) /1 P(A].F),

illetve ha &,, > 0, akkor

s

E@M?VTE<24J9>

vagyis ha az A, halmazok pdronként diszjunktak és A = U,A,,, akkor

P(A, | 7)™ P(A| ).

s

3
Il
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10. Teljesiil a majordlt konvergencia tétel. Ha
mE, =& e |, <n,
ahol E(n) < oo, akkor
ImE(E, £ #)"20, ImE(E,|2) "L EE]2).
Specidlisan, ha A, (A, akkor

lim P(A, | #) "2 P(A|.7).

n—yoo

11. Ervényes a kiemelési szabdly, vagyis ha az 1 vdltozé F -mérhetd, és léteznek az
E (&) és az E(n&), véges vdrhato értékek, akkor

EME|.7)"="nE(E|.7).

Specidlisan az 1 korldtos és F -mérhetd és az E (&) véges, akkor az ) kiemelhetd
a feltételes vdrhato értékbol.

Bizonyitas: A bizonyitds dltaldban a definici6 és a megfelel§ ,klasszikus™ allitas koz-
vetlen kovetkezménye.

1. Az E (§) konstans fiiggvény % -mérhetd, ugyanakkor a & és az .7 fiiggetlensége
miatt minden F € .% halmazra trividlian

| EP=E(1r8) = E(1)E(€) = | E(©)aP.

2. Egyrészt evidens médon a & j6 E (& | F)-nek, mésrészt az E (€ | #) egy nulla hal-
maz erejéig egyértelmd.

3.Ha & <nésF € .7, akkor

/FE(g |fj)dp:/F§dPg/FndP:/FE(n | F)dP,

m.m.
<

ami alapjan E (€ | F) E(n|Z).



B. fiiggelék: Alapeszkdzok 267

4.Ha F € %, akkor

JaE(E| F)aP=a [ E(E| F)aP=a [ gap= [ asap.

Az aE (& | F) F-mérhet§, ezért az a&-nek is létezik .7 -feltételes varhaté értéke, ami
értelemszeriien éppen az aE (€ | &), kovetkezésképpen

ak (S| F)=E(a5 | 7).

5. Felhaszndlva, hogy a feltételes varhato érték pontosan olyan értelemben integralhat6
az F € . halmazokon mint az eredeti véltozd, az integrdl additivdsa miatt

/Fédp+/FndP:
/FE(é\ﬂ)dPJr/FE(mgf)dP:

| EE12)+Em|7)aw,

| (&+map

amibdl, mivel az E (& | F) + E(n | F) 6sszeg F-mérhetd, a feltételes vérhato érték
majdnem mindenhol valé egyértelmtisége alapjan

ECG+n|7) "= E(|F)+E(n|F).

6. Mivel —&,& < ||, ezért a 3. és 4. pontok alapjén evidens.
7.Mivel ¢ C ., ezértha G € ¢, akkor egyiittal G € F ésigy azE(E(E | F) | 9) és
az E (& | %) definicidja szerint

/GE(E@ | F) |g)dp:/GE(§ |ﬁ)dP:/Gdde.

De mivel az E(E(§ | Z) | ¢9) ¥-mérhet§, és a feltételes véarhaté érték majdnem min-
denhol egyértelm, ezért

EE(E|7)|9)=ECE|9).
8. A 2. alapjan evidens, ugyanis a ¢ C .% feltétel miatt az E (& | ¢) . -mérhetd.

9. A feltételes vérhat$ érték majdnem mindenhol 6rzi a rendezést, ezért az E (&, | F)
sorozat majdnem mindenhol monoton nd, ezért majdnem minden kimenetre 1étezik a

= lim E T
¢=limE(,|#)
hatdrérték. TetszGleges F € .% halmazra definicié szerint

[ EE, 1 7)ap= [ &,ap.
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A klasszikus monoton konvergencia tétel alapjan

/gdp — [ mE(&, | 7)dP = lim /E(gnm‘)dpz
F n—oo Jp

F n—r

tim [ g,ap= [ 1im £,ap = [ £ap,

vagyis
limE(E,|.7)={"="E(&| 7).
n—soo
10. Szemben a monoton konvergencia tétel igazoldsdval, nem evidens, hogy a (&,,)

konvergencidjabdl kovetkezik az (E (€, | %)) konvergencidja, ezért a bizonyitds vala-
melyest nehézkesebb. Ha

Cn = sup ‘Em _g‘ ’
m>n

akkor a &, — & miatt
€ \(0,

és mivel a feltételes varhato érték tartja a rendezést, ezért majdnem mindenhol 1étezik
a

o . m.m.
y=IimE(Z, | 7) "0
hatarérték. Mivel
0 < ¢, <27,
ezért
0 < E(,|#) < E@2n|F).

A feltétel miatt a 21 és az E (21 | %) integrdlhat6, igy a klasszikus majorélt konver-
gencia tétel kétszeri alkalmazasaval

. o "5 s _ 1 . T o
fwap = [ imEE, | #)ap=lim [ Q| 7)dp=
= lim [ ¢,ap= [ lim ¢,aP—o,

amibsl y "=" 0. Felhasznélva, hogy a feltételes vérhat6 érték rendezéstart6, és mivel
integrdlhaté fliggvényekrdl van sz6, ezért additiv

0 < limsup[E(E, |#)—E(§|F)| = limsup[E(§,—&|F)| <
n—soo

n—oo

< limsupE(|§, —&| | .#) < limsupE({, | .#) = 0.
n—oo n—o0
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11. Els6 1épésben n = x . Az ) .%-mérhetd, ezért G € .#. Ha F € ¥ tetszGleges,
akkor felhaszndlva, hogy a &-nek Iétezik feltételes varhato értéke, és hogy GNF € .F

[ xcEE| F)ap= [ nEE|F)ap,

amibdl
EMS|F)=nE( | 7).
Legyen £ > 0. A feltételes varhato érték linearitdsa szerint az egyenlség érvényben
marad ha az 11 > 0 1épcsSs fiiggvény. Ha 0 <1, /' 1, akkor 0 < &n, " &n, és a
monoton konvergencia tétel alapjan
EmE|7) = E(limn,&|7)"™" limE(n,& | #)""
= limn,E(|F)=nEE|F).

Feltettiik, hogy az E (&) vérhato érték 1étezik, ezért a allitas miatt

E(|Z)=E(" | F)-E(& | 7). (B.4.2)

Legyen 11 > 0 és & tetszGleges. A feltétel szerint az 1 valdszindségi véltozo, tehat
definici6 szerint mindig véges, ezért a (B.4.2) egyenlSség beszorozhaté n-val:

nE(E|.7) NE(ET | F)-nE(E | 7))
EME"|.7)-EMmE | .7) =
E(n&)" | Z)-E(n&)” | F) "2 EMmE | F),

ahol az utols6 egyenl&ségnél felhaszndltuk, hogy az n&-nek van vdrhato értéke. Legyen
végiil 1) tetszleges eldjelii. A feltétel szerint létezik az E (n&) varhat6 érték.

EME|F)=EMTET+n & —ntE —n &7 7).

Ahhoz, hogy a varhat6 értéket szét lehessen szedni elegendd, ha a négy Osszeadandé
pozitiv részének integrédlja véges. Ez azonban teljesiil, hiszen példdul

EMTEN)SEMTET+n E7)=E((¢n)") <o,

illetve
E((-n7¢)" ) =0<e.
Ismételten felhaszndlva, hogy az 1 véges, illetve, hogy érvényes a (B:4.2) egyenlGség
EmE|F) = YLEE(MTET|F) =Y+ E(E"|F)=
N"E(E|ZF)-n"E(|F)=nE(&| 7).
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Ebben a fiiggelékben egy az anyaghoz szorosan kapcsol6dd, bar azon erésen tilmutatd
kérdést vizsgalunk meg: A fejezet legfébb allitdsa a kovetkezd:

C.0.1. Tétel (Thorin). A lognormdilis, a mdsodfajii béta és a Student t,, eloszldsok kor-
ldtlanul oszthatoak.

Miként latni fogjuk, a tétel igazoldsa igen impozdns és alapos matematikai ismereteket
tételez fel. Természetesen ez a fiiggelék nem része az elemi valdszinliségszamitdsnak,
de jol mutatja, hogy a haladottabb valdszintiségszamitds mennyire nehéz és szertedgazé
matematikai eszkozokre épiil. A targyalds sordn nem a megkozelités nehézségét, hanem
a sziikséges hattérismeretek kiterjedtségét hangsilyozom. A legfontosabb felhasznélt
teriilet a komplex valtozds analizis, pontosabban a komplex Laplace-transzformacio.
Célom természetesen nem az olvasé elriasztdsa, hanem annak bemutatdsa, hogy a ha-
ladé valészintiségszamitds megértéséhez, komoly matematikai elkésziiletek sziiksége-
sek. Az elemi valdszintiségszamitds keretében valamely eloszlds korldtlanul valé oszt-
hatdsdgat a legegyszertibben tgy tudjuk igazolni, ha kozvetleniil megmutatjuk, hogy
bizonyos eloszlastipusok Osszege is a megadott tipusba tartozik. Ezt kdvettiikk a gamma
és Poisson-eloszldsok esetén. Egy madsik lehet&ség, ha tekintjiik az eloszlas karakterisz-
tikus fiiggvényét és annak vessziik az n-edik gyokét, amelyr6l beldtjuk, hogy szintén
valamilyen eloszlds karakterisztikus fiiggvénye.

C.0.2. Példa. Vizsgiljuk meg a Cauchy-eloszlds karakterisztikus fiiggvényét.

A karakterisztikus fiiggvény képlete alapjan

. 1 1 .
o) = ;/Rl+x2(costx+zsmtx)dx—

1 r 1

= 7/ —— costxdx =
T JR 1+x2
2 0

= — ——— costxdx.
7o H_xzcosxx

Mivel
¢ (1) =¢(-1)
ezért elég a r > 0 esettel foglalkozni. Szemben a normalis eloszlds esetével most nem

tudunk ¢ szerint az integrdl mogott derivalni, mert a formdlis derivédltnak nincsen integ-
ralhaté majordnsa. Vezessiik be a

costxdx

o 2 [exp(—ox)
o) = n__/o e

paraméteres integralt. Mivel a costx/ (1 +x2) integralhatd, ezért

lim o (r.2) = 1)
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Ha a > 0, akkor ¢ szerint az integrdl alatt derivdlhatunk

2 [~ exp(—ax) .
/
(P (Z,Ot) = 7;/0 XW sintxdx.
Ujra derivalva, elemi 4talakitdsokkal
2 > ,exp(—ox)
" _ 2 —
(p (t,a) = 7;\/0 X Wcostxdx—
2 (= —a
= 22 1) 2RO o=
Jo 1+x

9 oo
— _E/ exp (—ox)costxdx+ @ (t,a).
Jo

Az exponecidlis eloszlds karakterisztikus fiiggvényének képlete alapjan

12 =
o' (t,a) = ——= | oaexp(—ax)costxdx+¢(t,a) =
oo
L2 oroe (—ax)costxdx+ ¢ (1, @)
= ——= Xp (—ox xdx =
a7 o p o,
= 2« +ot o)
T Trare P09
Osszefoglalva:
a
") —@(ta)=—= —5——. C.0.1
¢ (ta)—o(ta) P (C.0.1)

Természetesen a fenti (C:0.1) egyenletet kozvetleniil is megoldhatjuk az dllanddk vari-
aldsanak mddszerével. Majd a — 0 adja a ¢ fuiggvényt. Taldn valamivel egyszeriibb,
ha a két oldalt egymads utdn kétszer integraljuk:

/Ox(p”(r,oc)dr—/Ox(p(n()t)dr:/lY 2«

————=dr.
0 Tal+r?
Az elsé integral

/OS ¢ (ra)dr=¢ (s,0) — ¢' (0,).

2 /m eXP(=0%) & v = 0

/ e
¢ (0,0)=—— T2

1 s 1
/ / o" (r,a)drds = / o' (s,0)ds.
0 Jo 0

Ismételten az integraldst elvégezve:

igy djra integralva

[ o 6.aras=o0.0-00.a).
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Tehat
1 S
‘P(EO‘)*(P(QO‘)*//(p(r,ot)drds:
0 JO
t S 2 o
= —Z = drds=
/0 /() T a?+r? ras
2 t
:—f/ [arctan(i)]xds:
T Jo a’lo
2 t
:—f/ arctan(i)ds.
T Jo a
Ha a — 0, akkor arctan(s/a) — /2, tehat
2 t
—7/ arctan(i)ds—> —t,
TTJo a

tehat
-
(P(fao)*(P(O,O)*//é(p(r,O)drds:ft.
0 Jo

Kétszer derivdlva ¢” — ¢ = 0, ami mar megoldhaté ugyanis egy masodrend( konstans
egyiitthatés egyenlet. Az egyenlet két karakterisztikus gyoke A = +1, vagyis az éltala-
nos megoldds cyexp (¢) +cyexp(—t). Mivel ¢ (0) =1 és || < 1 ezért

o(t) =exp(—t), t>0.

Vagyis
@) =exp(=r]).

Ennek n-edik gyoke
t
0u0= /o0 =exp (1),

amely nyilvdnval6an szintén egy karakterisztikus fliggvény.
O

A karakterisztikus fiiggvények azonban dltaldban komplex értékd ﬁiggvényekﬂ igy a
gyokvonds nem feltétleniil trividlis mivelet, ezért dltaldban egyszerlibb, ha valamilyen
valés transzformadlttal dolgozunk. Ezt nem negativ valtozék, mint példdul a lognor-
malis, vagy a masodfaju béta eloszlds esetén mindig megtehetjitk. A gond természe-
tesen az, hogy az eloszldsok Laplace-transzformdltja kozvetleniil nem mindig adhat6

'A Cauchy-eloszlds szimmetrikus, igy a karakterisztikus fiiggvénye valés. De sem a lognormdlis, sem a
mdsodfaji béta eloszlds karakterisztikus fiiggvénye nem lesz valds.
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meg egyszerl képlettel. Nem beszélve arrdl, hogy a gyokvonds eredményeként ka-
pott fiiggvényrdl sem lehet esetleg konnyen igazolni, hogy az egy eloszlds Laplace-
transzformaltja. Ez a médszer példaul a gamma eloszlasra miikodik, de példaul a log-
normdlis eloszlds esetén nem tlinik jarhatonak. Végezetill érdemes még egy megjegy-
zést tenni. Az exponencidlis eloszlds példdja mutatja, hogy valamely korlatlanul osztha-
t6 eloszlas ,.feltordelése” nem feltétleniil az eredetivel azonos tipusu eloszlast eredmé-
nyez. Vagyis a lognormalis eloszlds korldtlanul valé oszthat6sdga nem jelenti azt, hogy
az eloszldst lognormalisokra lehet felosztani. A korldtlanul valé oszthat6sdg azért fon-
tos, mert ezek azok az eloszlasok, amelyek Lévy-folyamatok eloszldsaként el6allnak.
A lognormdlis eloszlds esetén ez azt jelent, hogy van olyan X Lévy-folyamat, amelyre
X (1) eloszldsa lognormalis. De ebbdl nem kovetkezik az, hogy a t+ = 1 ponton kiviil
barmelyik ¢ pontban az X (¢) eloszlasa szintén lognormadlis lenne.

C.1. A komplex Laplace-transzformalt

Miként emlitettiik a fejezetben haszndlt £6 eszkdz a komplex Laplace-transzformacié.
Mielétt ennek targyaldsét elkezdenénk, roviden emlékeztetek a komplex valtozds fligg-
vények néhany elemi tulajdonsdgéra. Jelolje C a komplex szdmok halmazit. A C va-
lamely részhalmazat a C egy részhalmazéba képez6 f fiiggvényeket komplex fiiggvé-
nyeknek nevezziik. Az f értelmezési tartomdnyanak geometriai, topoldgiai tulajdonsa-
gai igen fontos szerepet jatszanak, ezért azokat célszeri mdr a targyalds elején explicite
rogziteni. Mivel derivalhat6 fiiggvényekrdl fogunk beszélni, ezért az értelmezési tarto-
manyrdl mindig feltessziik, hogy nyilt. Ugyanakkor a valds esetben a fiiggvények alta-
laban intervallumokon vannak értelmezve, amelyeknek a komplex sikban valé megfele-
16jét nem is olyan egyszerd megmondani. Mivel nem célunk til altaldnosan fogalmazni
ezért minden tovabbi emlités nélkiil feltessziik, hogy az értelmezési tartomany mindig
csillagszer@. Ez alatt azt értjiik, hogy van egy olyan pont, amibSl minden masik pont
is lathat6, vagyis amely a halmaz minden masik pontjaval 6sszekothetd egy a halmaz-
ban haladé egyenessel. A legegyszertibb komplex valtozds fiiggvények a polinomok,
illetve a hatvanysorok. A hatvanysorok koziil is kiemelkedik az exp (z) = X 2" /n!
komplex exponencidlis fiiggvény. Miként az analizisbdl ismert, ha z = x + iy, akkor az
Euler-képlet szerint

exp(z) = ¢* (cosy+isiny)

és az exp (z) filggvény értelmezési tartomdnya a teljes komplex sik az értékkészlete pe-
dig a C\ {0} halmaz. Nem til meglepd médon sziikségiink lesz a exponencidlis fiigg-
vény inverzére, a logz médon jelolt komplex logaritmusfiiggvényre. Mivel az értelme-
zési tartomdnyt csillagszertinek akarjuk, és mivel a z = 0 nem lehet a log (z) fiiggvény
értelmezési tartomanydban, ezért a logz értelmezési tartomdnyabdl ki kell zarni a po-
zitiv szamokbdl nem l4thaté pontokat, vagyis a valds tengely negativ részEt, természe-
tesen beleértve a nulla pontot is. Erdemes megjegyezni, hogy a sik felvdgdsa miatt a
pontokhoz tartozé ¢ szogeket a —m < ¢ < 7 intervallumba korldtozzuk. Vagyis a teljes
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C mellett értelmezési tartoméanyként legtobbszor a C\ (—ee,0] halmazzal fogunk talal-
kozni. Kénnyen ldthatd, hogy ha a z pontot (p, ¢) médon polarkoordinatakkal irjuk fel,
akkor log (z) = Inp + i@, ugyanis ezzel

exp(logz) = €MP (cos@+ising)=
= p(cos@p+ising)=z.

Vegyiik észre, hogy a sik felvdgdsa miatt a most definidlt logaritmusfiiggvény folyto-
nos, de a teljes sikra nem terjeszthet6 ki folytonos fiiggvényként. A logaritmusfiiggvény
segitségével egy sor a valés analizisben ismert fiiggvény komplex kiterjesztését adhat-
juk meg. Ezek kozé tartoznak példdul a z* = exp (alogz) alakd hatvdnyfiiggvények.
Polédrkoordinitdkban felirva

exp(alogz) =exp(a(Inp +ip)) =
= ¢¥"P (cosag+isinag) =

N
|

= p*(cosa+isinag).

Komplex figgvények derivalasa

A komplex fiiggvények folytonossaganak definiciéja megegyezik az R2-bsl R2-be ké-
pezd fiiggvények folytonossdganak definicigjaval. A derivalhatésdg definicidja azon-
ban jelent6s mértékben eltér.

C.1.1. Definicié. Egy f komplex véltozds fiiggvényt egy z pontban derivédlhaténak
mondunk, ha egyrészt derivdlhaté a z pontban mint a sikot a sikba képezd fiigg-
vény, masrészt a derivaltmatrix < Z
konnyen l4that6, hogy az ilyen alakd matrixokkal valé szorzds azonosithaté az f’(z)
madon jelolt a + bi komplex szammal vald szorzdssal. Ennek kovetkeztében a komplex
derivalt éppen a

) alakd. A matrixszorzas szabalyai alapjan

lim
h—0

ﬂzﬂ;ﬂ:f’(z) (C.1.1)

hatérértékkel egyezik meg.

A komplex analizis kiindul6 észrevétele az, hogy derivilt (C.I.T) definici6ja miatt a va-
16s analizisben tanult 6sszes derivaldsi szabdly valtoztatds nélkiil formélisan érvényben
marad.

C.1.2. Példa. Szamoljuk ki a logaritmusfiiggvény derivaltjat.
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Miként ismert, ha az invertdlhatd, valés-valds f fiiggvény differencidlhaté az értelmezé-
si tartoménya egy u pontjiban és ! folytonos az f(u)-ban, tovabbé f’(u) # 0, akkor
f~! differencilhaté f(u)-ban és
(7Y ) = 5,
u))=—-—.
f' (w)

komplex esetre sz6 szerint dtvihetd. Ebbdl kovetkez8en, felhaszndlva, hogy a komplex
exponencidlis fiiggvény derivéltja onmaga, ha z = exp (u) , akkor

d o 1 1 1
— 7= = = —,
dz 8 exp(u) exp(logz) z

C.1.3. Példa. Szamoljuk ki a z* komplex hatvanyfiiggvények derivaltjat.

Legyen o # 0. A z* = exp (e logz) definicié és az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabé-
lya alapjén ha z ¢ C\ (—eo,0]
d o, .

d d
pr d—zexp(alogz) :exp(alogz)ocd—zlogz:

1
= oexp(alogz) o= ocexp(alogz)exp(—logz) =

= aexp((a—1)logz) = az® .
Erdemes hangstlyozni, hogy a z% nincs a z = 0 pontban definidlva. Ez nem megle-
p6, ugyanis példdul a valés y = 1/x az x = 0 pontban nem derivélhatd, igy a komplex
definici6 bizonyos értelemben szerencsésebb.

d

Komplex valtozos fliggvények integralasa

A derivéldssal szemben a komplex valtozds integrdlds lényegesen eltér a valds eset-
t6l. Az els szembetlind probléma, hogy két komplex szdm, a és b esetén nmagaban
értelmetlen az jf f(z)dz szimbSlum. Ehelyett csak gorbe menti integralokrél beszél-
hetiink. Mivel nem célunk egy teljes komplex véltozés analizist felépiteni, ezért csak a
kovetkezd egyszertsitett definicival éliink:

C.1.4. Definici6. Legyen y(¢) valamely [a, b] valés intervallumot a komplex szdmokba
képez6 folytonos és szakaszonként folytonosan derivalhaté gorbe. Jelolje ekkor

- b
[r@az= [ sy war.
14 a
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Bér az integralds fenti definicidja szdmunkra teljesen kielégité mégis érdemes roviden
a tartalmat megvildgitani. Legyen f egy folytonos komplex fiiggvény és v egy az [a, b]
valés intervallumot a komplex szdmokba képezd gorbe. Ha tekintjiik a szakasz egy
felosztasat, akkor képezhetjiik a

Y (v () (r(5) = v (55=1)) kaAYk
k

alaku kozelitd osszegeket. A komplex szdmok szorzdsi szabdlya miatt ennek valds része
Y RefiReAy, — Y Im fi ImAy,,
k k

imagindrius része pedig

Y Re fiImAy; + Y Im fi ReAy,.
k k

Ez négy darab Stieltjes-integralt definidl. Ennek megfelelSen a kozelits osszegek hatdr-
értékeként definidlt integral valds része

/ Re f (y(1))dRe (1) / I/ (y(1)) dImy (1),

imagindrius része

/Imf ))dRey(t +/ Re f(y(1)dImy(r).

Hangsilyozni kell, hogy mind a négy integrél egyszerti Stieltjes—integréﬂ Az egyet-
len eltérés, hogy most nem tudjuk, hogy a Rey és az Imy sulyfiiggvények monoton
novekedSek-e. Ennek kovetkeztében nem tudjuk, hogy az integralok 1éteznek. Ezt felol-
dandé, tegyiik fel, hogy a y gbrbe folytonos, és véges sok ponttdl eltekintve folytonosan
derivdlhatd. Ilyenkor a Newton—Leibniz-szab4ly alapjan y a derivaltjdnak integrédljaként
all el6. Ha a derivalt pozitiv és negativ részének kiilon vessziik az integréljat, akkor y
két koordindtdja két novekedd fiiggvény kiilonbsége, igy ha f folytonos, akkor a négy
Stieltjes-integral létezik. Ilyenkor a siirtiségfiiggvényre vonatkoz$ formula alapjdn az
integral

[ Rer(ranRey Wai— [ms (v iy (yar +

i/ablmf(y(t))Re;/(t)d;+i/:Ref(y(;))1m7/(,)d,

2Az éltaldnos esetben elég azt feltenni, hogy az Xy |Ay (1 )| Gsszegek egy a felbontdstdl fiiggetlen korlat
alatt maradnak. Beldthat6, hogy ez ekvivalens avval, hogy a y gorbének van véges ivhossza.
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Ez a komplex szdmok szorzdsi szabdlya alapjan éppen azt jelenti, hogy

b .
[ raoyy od= [ 1@
a Y

A valés esetben megszokott és az integraltdl elvart szimos tulajdonsdg érvényben ma-
rad:

1. Az integral linedris, vagyis
[ah@+b-p@d=a [ fi@dz+b [ f)d:
Y Y sy

2. Az integrdl az integracids tartomdny szerint additiv, vagyis ha a y; végpontja
megegyezik a ¥, kezd6pontjdval, akkor a y; Uy, értelemszeri definicidjaval

f(@dz= | f(z)dz+ | f(2)dz
1 7Y

N"ur,

3. Hay, egy |a,b] szakaszon értelmezett gorbe és v, (1) =y, (b—1t),t € [a,b] éppen
a 7y, értékkészletének ellenkezd irdnyban val6 befutdsa, akkor

f2)dz+ . f(z)dz=
" 2

4. Komplex szdmok nem rendezettek, igy a nem negativitds, illetve a monotonités
szerepét a kovetkezs becslés veszi at:

’/yf(z)dz =
b

< / 1 (Y)Y (1)] dr <

< s |10y |/ 1Y (1)) d.

Egyediil az elsd egyenl&tlenséget érdemes indokolni, de az konnyen lathatd, hogy
minden vektor értékd integrél esetén az egyenlStlenség igaz, ugyanis az integral
a kozelitd osszegek hatdrértéke és az egyenlStlenség pedig a kozelitd osszegekre
alkalmazott hiromszog egyenlGtlenség kvetkezménye. Ugyanakkor

[ @lar= [y Rey 07+ amy ()%

éppen a y gorbe {vhossza.

[y wla= [ el o,
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ahol V (1) = [!] (s)|ds, amely éppen a  dltal befutott gorbe hossza az [a,1]
szakaszon. Az egyenlStlenséget szokds

‘/y'f(z)dz

médon is irni, ahol a d |z| az {vhossz szerinti integraldst jeloli, amely egy kozon-
séges Stieltjes-integral.

S/y\f(Z)ldIZI

A komplex valtozds analizis legfontosabb tétele a kovetkezd:

C.1.5. Tétel (Cauchy). Ha az f fiiggvény értelmezési tartomdnya egy csillagszerlﬂ
nyilt halmaz és f az értelmezési tartomdnydnak minden pontjdban derivdlhato, akkor
az f minden zdrt gorbén vett integrdlja nulla. Ertelemszeriien egy [a,b] szakaszon ér-
telmezett 'y gorbét zdrt gorbének mondunk, ha y(a) = y(b).

Bizonyitas: Csak a bizonyitds alapgondolatat vazoljuk, a részletes bizonyitds a komp-
lex valtozds fiiggvényekkel foglakozé tankdnyvek mindegyikében megtalalhatd. A fel-
tételezett csillagszertiség miatt az f értelmezési tartomdnynak van egy olyan zo pont-
ja, amelybdl a y gérbe minden pontja lathatd, vagyis amely a gérbe minden pontjaval
Osszekothets. Ha a y gorbén kijeloliink véges sok pontot és ezeket 6sszekotjikk a zg
ponttal, akkor az igy kapott haromszogeken, miként aldbb latni fogjuk, az integrdlok
értéke nulla. Ugyanakkor a hdromszdgeken korbejarva minden a zo-bdl kiindulé olda-
lon kétszer kell végigmenni és mindig masik irdnyban, igy a gorbén levd zart tortvona-
lon az integral értéke szintén nulla. Mivel azonban a gorbe tortvonalakkal tetsz6legesen
megkozelithetd, ezért egyszer( becsléssel 1athatd, hogy a gorbén vett integrél is nulla
kell hogy legyen. Elég tehat a bizonyitast haromszogekre elvégezni. Indirekt médon
tegyiik fel, hogy egy Ag haromszogon az integrdl / értéke nem nulla. Legyen a harom-
sz0g keriilete L. Az oldalfelez6k mentén a haromszoget négy egybevagd haromszogre
bontjuk. Az ezeken vett négy integral koziil az egyik abszolit értéke nagyobb, vagy
egyenld mint |I| /4, ugyanis ellenkez$ esetben a négy integral dsszegének abszolit ér-
téke kisebb lenne mint |/|, ami ellentmondds, ugyanis a négy integral 6sszege, az extra
oldalak kétszer val6 bejardsa miatt, éppen I. Jelolje ezt a hiromszdget A;. Erdemes
hangstlyozni, hogy a A; keriilete L/2. Az eljarast folytatva egy olyan a (A,) sorozatot
kapunk, amelyre egyrészt A, | C A, és minden A, keriilete L /2" és a rajta vett integrél
abszolut értéke nagyobb, vagy egyenld mint |I| /4". A hdromszogek egy z* pontra hi-
z6dnak Ossze. A z* pont eleme az f értelmezési tartomanyanak, igy ott az f derivalhato.
A derivalt definicidja miatt

fR=FE@)+1 (@) (=) +o(z—7).

3 Az 4llitds joval dltaldnosabb feltételek kozott is érvényes, de ennek targyaldsa sziikségszertien messze ve-
zetne. Erdemes hangsilyozni, hogy a bizonyitds alapgondolata igen egyszer(, de a sik geometriai tulajdonsagai
néhdny meglepd nehézséget timasztanak az dltaldnos eset bizonyitdsa sordn.
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Szamoljuk ki az [, A (z) dz integralt. Az integral additivitdsa miatt elég az integralokat

a fenti egyenl6ségben kiilon venni. El68szor is:

/Anf(Z*

ugyanis egy zart gorbérdl van sz6, amelyen minden konstans integrdlja nulla. Ugyan-

csak az integral linearitdsa miatt, illetve mivel a konstansok integrélja nulla

/ f(@)(z=2")dz = f’(Z*)/ (z—2")dz=
A,

n

= f (z*)/A“ zdz.

Tetsz6leges zdrt C gorbe esetén [ zdz = 0, ugyanis az integral értéke nem fiigg a koz-

biilsd pont valasztasi modjatdl, ezért

[t = g (41 -
- ,}iﬂozk‘rzkfl (zk"> —z,(:)l) :
amibdl, felhasznélva, hogy a C zart gérbe
Z/Czdz = ,,1510102< +Zk 1) (Z,((n)—z,(:z) =
-y (n) (m \*) _
O CORCOPE

= 1lim0=0.

n—oo

Végezetiil tetsz6leges € > 0 esetén ha n elég nagy, vagyis a A, elég kicsi
1 * *
a < |[f olz=zdz < [ oz ldlel <
4n A, Ay

L L2
elz—z|dlz| < | e—-d|z| <e—
J ezl < [ eqral<ers

n

IN

IN

amely tetszSleges € esetén nem teljesiilhet.

C.1.6. Példa. Szimoljuk ki az [, zdz = JLy ()Y (1) dr integralt.
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A bizonyitds sordn az integral értékét mar kiszdmoltuk, de érdemes kozvetleniil a defi-
niciébdl is kiszdmolni. A valds és az imagindrius részt szétvdlasztva

/b Rey(t)Rey (t) —Imy(t)Imy (¢)dt
/bRey(t)Imj/(t) Imy(1)Rey (1) dr

Az elsd integrdlban az integrél additivitdsat hasznélva elég kiilon kiszdmolni az integ-
ralokat.
b

/Rey (t)Re? (1) [Rey( ))] =0

a

ugyanis a Y egy zart gérbe. Hasonl6an

b

/Im}/ (t)Imy () [Imy( ))] =0.

a

Az imagindrius részre vonatkozoé integrdl a szorzat derivéldsi szabélya alapjan

[ Rey@ymy() ar = Reytym (0], =
O

C.1.7. Példa. Legyen y az origé kdzéppontd r sugard kor, és szdmoljuk ki a [, 1/zdz
integralt.

A [0,27] szakaszon értelmezett y(r) = rexp (it) fiiggvény éppen az r sugari kort adja

meg, igy az integral definicidja alapjdn, felhaszndlva, hogy a r — exp (ir) fiiggvény
derivaltja iexp (it),

1 2 1
fdzé/
¥2 o exp(ir)

Az integral értéke azért nem nulla, mert az f (z) = 1/z fiiggvény értelmezési tartomanya
nem csillagszerd.

27
iexp (it)dt =i dt = 2mi.
0

d

C.1.8. Példa. Legyen 7y az origd kozépponti r sugart kor és legyen n # 1. Szamoljuk
kia [,1/7"dz integrdlt.
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Han # 1, akkor

1 2
7 z = /0 oxp (int) exp (it)dt =

\
QU
lo

2r

= i exp (it (1 —n))dt =

27T

= i cos ((I—n)t)+isin((1—n)t)dt =

|
:()/O

O
C.1.9. Példa. Szdmoljuk ki a standard normélis eloszlds karakterisztikus fiiggvényét.

Bér a fiiggvényt kozvetleniil, komplex analizis nélkiil mar meghataroztuk, mivel gyak-
ran taldlkozunk az itt targyalt megolddssal, igy a részletes bemutatds nem feltétleniil
érdektelen. A karakterisztikus fiiggvény definicidja alapjan

) = \/ﬁ/ exp (it exp( xz)dx:

= \/%exp <—§) /:cexp (— (xziz)2> dr.

Igen csdbité a gondolat, hogy u = x — it helyettesitést végezziink, de ezt nem te-
hetjik meg. A megolddst a Cauchy-tétel szolgdltatja. Tekintsik a (—R,0),(R,0),
(R,it),(—R,it) pontok dltal meghatdrozott téglalap hatdrat képezs gorbét. Ezen az
exp (—z%/2) integrdlja nulla. A valds egyenesen levs (—R,0),(R,0) szakaszon vett

integral éppen a
R x2
—— |d
/_ X exp( 5 > x

val6s integrdl. Az (R,it),(—R,ir) iv éppen

x—= —x+it, —R<x<R,

igy az integrél
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Szamoljuk ki a képzetes tengellyel parhuzamos két integrdlt. Az (R,0) (R,it) kozotti

integral
1 R -t 2
[ <(+ul>> i
0 2

ol R? —u? - 12 + 2Ruit
lt/ exp I S— du =
0

. R? 1 u? 12 .
= irexp (—7)/0 exp( 5 )exp(—uth)du.

A (—R,0) és a (—R,it) kozotti integral értékét ugy kapjuk, hogy az el6z5 képletben az
R helyébe betessziik a —R értéket. Vegyiik észre, hogy a (—R,ir) és a (—R,0) kozot-
ti integrél éppen ennek az ellentettje, igy a két az imagindrius tengellyel parhuzamos
integral sszege nem nulla, de ha R 7 e, akkor az dsszeg nulldhoz tart. Kovetkezés-

képpen
o EAY o 2
L exp < (x 2”) )dx L exp (f%) dx

V2.
Ezt visszairva ¢ (1) = exp (—12/2).

C.1.10. Példa. Szamoljuk ki a Cauchy-eloszlds karakterisztikus fiiggvényét.

Ismét a példa 6nmaga miatt érdekes. A kiszamolandé integral

0 () = l/"" exp (itx) .

TS 1422

Mivel az eloszlds szimmetrikus, ezért feltehetd, hogy ¢ > 0. Legyen Cg a R sugart,
origd kozépponti és a felsd félsikban haladé félkoriv. Az el6z6 példdhoz hasonldan
tekintsiik a (—R,0), (R,0) és Cg ivek dltal megadott ¥ zéart gérbét. Sajnos most a Yp
gorbe mentén vett integrdl nem nulla, mert a z = i pontban az

Flo) = 1 exp(itz)

o142

komplex valtozés fiiggvény nevezje nulla. Ezt kikeriilendd, tekintsiik a z = i pont
koriili r sugart ¢, kort. A képzetes tengely mentén a sikot két felé bontva és a ¢, gorbe
mentén a z = i pontot jobbrol, illetve balrdl kikeriilve konnyen l4thatd, hogy

‘ f@)dz= /c:_f(Z)dz

YR
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Ahhoz, hogy a ¢ () értékét ki tudjuk szdmolni elGsz6r meg kell mutatni, hogy

lim | f(z)dz=o(t).

R—o0 JCg
Ehhez, miként az el6z6 példaban is meg kell mutatni, hogy a fels6 koriven az integral
nulldhoz tart. Mivel a Cg félkor éppen az

Rexp(iu), 0<u<m

gorbe, ezért az integrdl definicidja alapjan

/ f(z)dz=

exp (irRexp (iu))
P / 1+ R2exp (2iu)
exp (irR (cosu+isinu))
T / 1+ R2exp (2iu)
i exp (—tRsinu)exp (itRcosu)
T ./0 1+ R2exp (2iu)

—————— 2 Riexp (iu)du =

Rexp (iu)du =

Rexp (iu)du.

Mivel ¢ > 0, és az integracids tartomanyban a végpontoktdl eltekintve sinu > 0, ezért
R — oo esetén az integrandus nulldhoz tart. Mivel ha |z| elég nagy, akkor
2
N I - BN R
e I e S
igy az integrandus korlatos, tehat a hatarérték és az integrdlds felcserélhets, vagyis a
kiils6 fven az integral értéke valéban nulldhoz tart. Ebbdl kovetkez6en minden 0 < r < 1

esetén
g:Af@ﬁ

Az integral kiszamitdsdnak problémdjat érdemes egy kicsit dltalinosabban nézni. Te-

gyiik fel, hogy f (z) = g(z) /h(z) alakd, ahol ki (z9) =0, h' (zo) # 0 és g (z0) # 0. Ilyen-
kor

z
1+22

— im [ 89 i [ 8@

o) = }\0 C,h(z)d }\,0 e h(z) —h(z0)

2 g(zo+rexp(iu))
)

—h(zo)

dz =

= limi
™0 Jo  h(zo+rexp(iu)

2
= [T, S 8(z0)
Jo K (20) ' (z0)
ahol kihaszndltuk, hogy az integrdlds és a hatdrérték felcserélhetd. Ez utébbi azért te-

heté meg, mert az integrandus korlatos. A konkrét esetben

rexp (zo +iu)du =

o) = 2ZRUD) _ o).

T 2i
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Ebbdl, felhaszndlva, hogy az eloszlds szimmetrikus, ¢ (1) = exp (— [¢]).
a

A derivédlhaté komplex véltozds fiiggvények egy tovabbi meglepd, a Cauchy-tételbdl
egyszerien beldthatd, de alapvet&en fontos tulajdonsdga a kovetkez6:

C.1.11. Tétel. Ha az f komplex vdltozds fiiggvény egy nyilt halmaz minden pontjdban
komplex értelemben derivdlhato, akkor ott hatvdnysorba is fejthetd, pontosabban ha
egy K (zo,r) zdrt korlap része az f értelmezési tartomdnydnak, akkor ott az f

fle)= iak(Z*ZO)na lz—z0l <7
k=0

mddon reprezentdlhato. Ha egy fiiggvény az értelmezési tartomdnydnak minden pont-
Jjdnak valamely kornyezetében hatvdnysorba fejthets, akkor a fiiggvényt analitikusnak
mondjuk. Igy minden derivdlhaté komplex vdltozés fiiggvény analitikus.

Bizonyitas: Legyen |z —zo| < r/ < r és tekintsiik a

fiiggvényt. A g(u) fiiggvény a K (z9,r) minden u # z pontjdban derivélhatd, és a z
pontban g folytonos. Legyen ¥ a zg koriili » sugard kor. A Cauchy-tétel kozvetleniil
nem alkalmazhatd, ugyanis g nem derivalhatd, de miként mar lattuk, ha C egy a z koriili
elegendGen kicsi 8 sugari kor, akkor a kiilsG korlapot kétfelé vagva, és a belss kort
kétfeldl korbejarva azonnal lathatd, hogy

/};g(u)du:/cg(u)du.

Mivel a belsé kor sugara tetsz6legesen kicsi lehet és a g a z pontban folytonossa tehetd,
ezért a belsd koron az integral tetszSlegesen kicsi lehet, igy a kiilsé koron vett integrél
értéke nulla. Ebbdl a fenti[C.1.7] példa alapjan

O ‘&du:f(z)/ L du=f(z)2mi. (C.12)
Y

yu—=z2 yu—=z2 u—=z
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Vagyis, felhaszndlva, hogy |z—zo| < ¥ < r = |u—z9|, gy az aldbbi geometriai sor
egyenletesen konvergens,

L rfw
fla) = Zni/yufzdui
1 f(u) _
o 27[1’/}/147107(1710)61“7
_ L fw _
= Zni/}/u—z()l_:::?gdu_
B 1 7 1 > (2—20 k _
_ %/yufzof(“)kgo(um) du=

Iy R K
= N u u=
k:027l'i yu—20 u— 70

=) k —
_ Z(Z_Z(-)) (”)kdué Zak(zfzo)kv

= 27 Jy (u—z) =0

ahol W
.1 u
ap = — | ——~—du.
27i y (M_ZO)k+1
Mivel az a; értéke nem filigg az r'-t6l ezért az eldallitds minden |z —zo| < r esetén
teljesiil.
d

C.1.12. Kovetkezmény (Cauchy-formula). A fenti tétel feltételeinek teljesiilése esetén

fz)= L AMdu.

C2mi yu—z
Valés fliggvények komplex kiterjesztései

Mivel a derivdlhaté komplex valtozds fiiggvények sokkal gazdagabb matematikai tu-
lajdonsdgokkal rendelkezd osztaly, mint a derivdlhaté valds fiiggvények, ezért alapvetd
kérdése a matematikai analizisnek, és igy a valdszinliségszamitdsnak is, hogy mely
valds fliggvények terjeszthet6k ki a komplex sikra derivdlhaté komplex valtozos fiigg-
vényként.

1. Mivel a derivalhat6 komplex fiiggvények hatvanysorba fejthetdk, ezért akarhdnyszor
derivalhatéak s6t a hatvanysorba fejtésben az egyiitthatok a fliggvény derivéltjai segit-
ségével szamithatok, igy a szamegyenesrdl valo kiterjesztés egyértelmi. Ezen elnagyolt
gondolatmenet pontositdsahoz, elég megmutatni, hogy ha G egy 6sszefiiggd, nyilt hal-
maz, amely tartalmazza a szdimegyenes egy intervallumat és f egy olyan derivalhaté
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komplex valtozés fiiggvény, amely ezen az intervallumon nulla, akkor az f a teljes G
halmazon is nulla. Ha Z C G azon pontok halmaza, ahol f (z) = 0, akkor tetszGleges
z € Z esetén a hatvanysorba val fejtés miatt két lehetéség van: Ha a kifejtésben az
Osszes egyiitthaté nulla, akkor az f a z egy kornyezetében is nulla, ha pedig van nem
nulla egyiitthat, akkor az f fiiggvény f (u) = (u —z)" g (u) alakba frhat6, ahol g (z) # 0
és g folytonos a z pontban. A g folytonossdga miatt a g a z egy kdrnyezetében sem nulla,
és az (u—z)™ is csak az u = z pontban lehet nulla, ezért z a Z egy izol4lt pontja. Jel6lje
H a Z torl6dasi pontjainak halmazit. Az f folytonossdga miatt H C Z. Vildgos, hogy a
H a G halmazon beliil zart halmaz, de az elmondottak alapjan a H egyiittal nyilt halmaz
is. Mivel G Osszefliggd, ez csak ugy lehet, ha vagy H = 0, vagy H = G. De mivel a H
tartalmazza a szdmegyenes egy intervallumat ezért H = G.

2. A valés szamegyenes értelmezett valds fiiggvények derivalhaté komplex valtozos
kiterjesztéseinek van egy tovabbi szemléletes tulajdonsdga, amit szokds tiikkrozési elv-
nek is mondani. Eszerint az elv szerint egy a szdmegyenesre szimmetrikus, nyilt és
sszefiiggd tartoményban a derivdlhaté f Kiterjesztésre igaz az f (z) = f (Z) azonossag.
Valéban, ha z = x+ iy és

f@)=uxy)+iv(xy),
akkor a

g(x) =@ =u(x,—y)—iv(x,—y)

( du/dx(x,~y) —9u/8y(x7—y))
—Jv/dx(x,—y) dv/dx(x,—y) )’

Mivel az f derivalhat6, ezért

derivaltmatrixa

u Jdv du dv

T o ax oy
kovetkezésképpen a g derivaltmatrixa ( Z _ab ) alakd, vagyis a g is derivélhat

komplex értelemben. De mivel a valds egyenes mentén g = f, és mivel a derivdlhato
kiterjesztés egyértelmd, ezért mindenhol f = g.

A Laplace-transzformacio komplex kiterjesztése

Ebben az alpontban az
L(s) é/ exp (—sx)dK (x) (C.1.3)
0

alaku valds fiiggvények kiterjesztését targyaljuk, ahol K egy monoton sulyfiiggvény.
Erdemes hangstlyozni, hogy a K-nak nem kell feltétleniil korltosnak lennie. Nyilvan-
valé médon ha valamely s pontra L (s) véges, akkor minden u > s pontra is véges, és ha

*Az f(z)-t az f () képez§ transzformécick linedrisak, igy ha az f (z) derivélhaté mint a sik egy énmagédra
valé leképezése, akkor az f (Z) is az.
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az L (s) végtelen, akkor minden u < s pontra is végtelen. Ennek kivetkeztében van egy
olyan 0 < sy < oo érték, amelynél nagyobb s > so pontokra L (s) < oo és a ndldnal kisebb
s < 5o pontokban L (s) = oo. Az s pontrdl dltaldban nem tudunk semmit. Az integréljel
alatt derivélva konnyen lathat6, hogy minden s > s( esetben az L(s) végtelen sokszor
derivalhat6 és -

L0 (s) = /0 X exp (—sx)dK (x).
Az 50 pontot a fenti (C.1.3) konvergenciasugaranak mondjuk.

C.1.13. Allitas. Ha so a fenti konvergenciasugara, akkor az L(s) fiiggvény
komplex derivdlhato fiiggvényként kiterjeszthetd a Rez > sg félsikra.

Bizonyitas: Az éllitds igazoldsa majdnem nyilvanvald. Legyen z = s+ iu és tegyiik fel,
hogy s > so. A komplex exponencidlis fiiggvényre vonatkozé Euler-képlet alapjan

Il

L(z) /: exp(—zx)dK (x) =
/Omexp(f (s+iu)x)dK (x) =

/ exp (—sx) (cosux — isinux) dK (x) =
0

o

/ exp (—sx) COSWCdK(X)—i/ exp (—sx) sinuxdK (x),
Jo Jo

amely két integrél nyilvanval6an konvergens, ugyanis példaul
lexp (—sx) cosux| < exp (—sx).

Lassuk most a Kiterjesztett L (z) fiiggvény komplex értelemben valé derivadlhatdsagat.
Szamoljuk ki a parcidlis derivaltakbol allé Jacobi-madtrixot. Kénnyen lathatd, hogy ha
s > 50, akkor a két integrdlban az integraljel alatt derivdlhatunk. Az egyszertibb jelolés
céljabol az integralokat , kiemelve”:

J(s,u) = / ef‘“x( Toosux s )dK(x).
JO

+sinux —cosux

Vildgos, hogy a J (s,u) matrix ( Z

folytonos, vagyis a fiiggvény mint a sikot a sikba képez6 leképezés derivalhatd, igy a
komplex értelemben val6 derivalhatdsag teljesiil, amivel az 4llitast igazoltu

-b ) alakd. Ugyancsak vildgos, hogy a J (s, u)

d

SEgy mésik kézenfekvé bizonyitds a kovetkezs: Az majoralt konvergencia tétel miatt az L(z) folytonos.
TetszSleges y zért gorbe esetén az [, L(z)dz integrdlban az |exp (—zx)| < exp (—sx) miatt a két integrdl felcse-
rélhet és a Cauchy-tétel miatt [, exp (—zx)dz = 0. fgy JyL(z)dz=0. fgy a Cauchy-tétel megforditdsanak is
tekinthet tgynevezett Morera-tétel miatt az L derivédlhatd.
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A Rez > sp a maximdlis olyan félsik, amelyre a transzformdcié derivdlhaté médon
kiterjeszthetd:

C.1.14. Allitas. Haaz L komplex Laplace-transzformdlt derivdlhato modon kiterjeszt-
hetd egy Rez > b félsikra, akkor ott

LE) = [ exp(~2r)dK ().

kovetkezésképpen b > .

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy van egy olyan g(z) derivalhat6 fiiggvény amely
Rez > b félsikra val¢ kiterjesztése a transzformdltnak és b < sg. Ekkor g egy alkalmas
so > a pontban sorba fejthet6 tigy, hogy a konvergenciasugdr nagyobb lesz, mint so —a.
Ez azt jelenti, hogy a

= LK) (q)

L h

(s—a)*
k=0
Taylor-sor egy s < so pontban konvergens. A derivalt képletét beirva és a Fubini-tétellel

az Osszegzést és az integralast felcserélve

(=) fi K exp (—ax) dK (x)

)y

(—)f(a-9)f=

& k!
_§ e Candk ()
k!
k=0
I e > xk(a—s)k B
—/0 exp(fax)kngdK(x)—

/Ow exp (—ax)exp (x(a—s))dK (x) =

= '/Ow exp (—sx)dK (x)

véges, vagyis a Laplace-transzformdlt az s < sy pontban is konvergens, mikozben a
feltétel szerint a konvergenciatartomdny hatdra az sy pont. Igy tehat b > sy. Kovetke-

zésképpen L az eldirt alaki.
O

Tegyiik most fel, hogy a K egy nem negativ valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye.
Tegyiik fel tovabba, hogy az eloszldsnak van stirliségfiiggvénye, amelyet jeloljon f.
Jelolje tovabba L a transzformdciot. Ekkor az

L(s) = v/owexp(—sx)f(x)dx

derivdlhaté médon kiterjeszthet6 a Rez > 0 félsikra. Ez azonban nem jelenti azt, hogy
nincs egy nagyobb halmaz, amire az L esetleg kiterjeszthet$ derivalhaté médon. A to-

vébbi kiterjeszthetGséghez sziikségiink lesz a kovetkezd feltételekre: Az f siiriségtiigg-
vényre a kovetkezé megkotéseket tessziik:
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1. Az f stiriségfiiggvény komplex derivdlhaté médon kiterjeszthet6 a Rez > 0 fél-
sikra.

2. Jelolje arg z a z komplex szam poldrfelbontdsdhoz tartozé (—m, 7)-beli szdget, és
legyen

S(e) ={z| |argz] < m/2—¢}.

TetszGleges € > 0 esetén az S (€) halmazon van olyan o > 0, hogy

f@)=2%"h(z)

ahol a & (z) korlatos.

C.1.15. Allitas. A megadott feltételek teljesiilése esetén az L (2) derivdlhaté modon ki-
terjeszthetd a negativ valds szamok mentén felvdagott komplex sikra, vagyis a C\ (—eo,0]
halmazra.

Bizonyitas: Legyen
L(z) é/0 exp(—z-x) f(x)dx, Rez>0

a komplex transzformdlt. Az L értelmezve van és derivdlhaté a Rez > 0 félsikban. Meg-
mutatjuk, hogy az L derivdlhaté médon kiterjeszthetd az Imz > 0 fels félsikra. Az
Imz < O eset indokldsa analég médon végezhetS el. A bizonyitds alapgondolata vi-
szonylag szemléletes. Az f komplex, igy definidlhaté a némiképpen homadlyosan és
félrevezetd modon jelolt

L(s) é/;OGXP(—S~Z)f(z)dz (C.1.4)

komplex integral. A 1ényeges gondolat, hogy a z integracids valtozé komplex. A jelolés
homélyossdga abbdl ered, hogy az fabg (z) dz jelolés csak akkor értelmes, ha az a és a
b pontokat 6sszekotd minden gorbén az integral értéke azonos. Ennek megfeleléen az
Jo & (z)dz komplex integrél csak akkor értelmes, ha minden a nulla pontbél a végte-
lenben tarté gorbe mentén az integrdl értéke azonosﬁ A bizonyitds 1ényege, hogy az
S (g)-ban haladé gorbék esetén ez teljesiil. Tekintsiink két a 0 és a oo kozott az S (€)-ban
haladé gorbét. A derivalhaté fiiggvények zart gorbéken vett vonalintegralja nulla. Le-
gyen r < R és tekintsiik az r és a R sugartd korokon, illetve a gorbéken vett integrdlokat.
Elég megmutatni, hogy ha r N\ 0, illetve, ha R ,* oo, akkor a koriveken vett integralok

%Bar ennek itt nincs jelentésége, a komplex sik felfoghat6, mint egy a komplex sikra dllitott gomb pont-
jainak az északi p6lusbdl valé levetitése. Ilyenkor az északi pSlusnak nincs a sikban képe, de tekinthetS a oo
pontnak. Ebben az dbrazoldsban az déli pSlusbdl az északi pélus felé haladé gorbék mentén kell az Gsszes integ-
rdlnak azonosnak lenni.
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nulldhoz tartanak. A bels6 koriven vett integrdl, ha —n/2+e < a < <m/2—€eakét
gorbe metszéspontjahoz tartoz6 szog, akkor

B
i / exp (—srexp (ir)) f (rexp (it)) rexp (ir) di.
o
A masodik feltétel miatt
2 (2) =22 h(z) = 2% (2).

A h(z) egyenletesen korlatos, és ha r \ 0, akkor

2% =r*(cosop +isinag)

egyenletesen nulldhoz tart, igy a belsé koron az integréal nulldhoz tart. A kiils6 koriven
vett integrdlra ha R oo, akkor

/ P exp(—sRexp(ir)) f (Rexp (it)) iRexp (it) di| <

Jao

< [ Relexp (- sRexp i) (Rexp i)t =
w/2+e

"T/2—¢€
=R exp (—R (scost))R* ™ |h(Rexp (it))|dr <
—7/2+¢€

<xr [7 " enp (R (scos (§ e)) )i =

=C-R%exp(—c-R) — 0.

Ebbdl kovetkezden az integralt birmely gorbén vehetjiik, vagyis a fenti (C.1.4) kife-
jezés értelmes. Ha most valds transzformdlt komplex kiterjesztéshez tartozé kordbbi
trikkot egy ¢ szoghoz tartozé egyenes mentén akarjuk alkalmazni, akkor az

L(s)= exp(i(p)./ow exp(—sexp(i@)-1) f(exp(ip)-t)dt (C.1.5)

integralt kell vizsgalni. Ugyanakkor a valds tengely mentén vett integral abszolit kon-
vergens, de az dltaldnos egyenes mentén vett integrél esetleg csak improprius értelem-
ben 1étezik. Az integral nyilvanval6an kétszeresen improprius. A végtelen oldalon az
exponencidlis fliggvény biztositja az abszolit érték integrdljanak konvergencidjit, a

Iafl

nulla oldalon pedig a O (|z ) feltétel garantdlja az abszolit konvergencidt. Az in-

tegrdl derivédlhato kiterjesztését olyan z = x + iy komplex szdmokra tudjuk elvégezni,
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amelyekre a z-hez tart exponencidlis kifejezés abszoliit értéke azonos a fenti (C-1.3)
integrdlban szerepld exponencidlis fliggvény abszolut értékével, vagyis

§COS (P = XCOS P — ysin .

Vagyis a z akkor szerepel a kiterjesztett transzformdaci6 értelmezési tartomdnyéban, ha
az—s=x—s+iy merSleges a exp(—i@) egységvektorra. Legyen 0 < ¢ < /2 és
tekintsiik a Rez > 0 félsikban halad6

t—exp(—i@)t = Ot

sugaraﬂ Az u > exp(—z-u) f (u) derivdlhaté komplex fiiggvény ezen sugdron vett
vonalintegrélja legyen

L(z)= ﬂ/(;wexp(—zﬁw)f(ﬁ-t)dt.

Ez az integrdl minden olyan z esetén értelmes, amely az exp (i) vektorra merSleges
egyenes felett van. Ezek éppen azok a vektorok, amelyeket a Rez > 0 félsik ¢ szoggel
valg elforgatdsdval kapunk. Az elmondottak miatt az L derivdlhaté és a kifejezésben
szerepls integral abszolit konvergens. Ha most z = s, ahol az s val6s, vagyis az L értékét
a val6s tengelyen vessziik, amely része az elforgatott siknak, akkor éppen a fenti (C-1.3)
integralt kapjuk csak a @ helyébe a —¢ szdget kell {rni. Mivel az integral értéke L(s),
ezértaz Laz L kiterjesztése.

O

C.1.16. Példa. Néhany nem negativ eloszlds Laplace-transzformaltja.

Az el6z6 allitas feltételei igen gyengék és a legtobb ismert eloszlds esetén teljesiilnek.

1. Az exponenciilis eloszlds Laplace-transzformaltja L(s) = A/ (A +s), amely a s =
—A ponttdl eltekintve minden komplex szdmra derivdlhat6. Az f (x) = Aexp(—Ax)
fliggvényre nyilvén teljesiilnek a tétel feltételei, ugyanis

|f (z)] = Aexp(—ARez).

2. A gamma eloszlds Laplace-transzformaltja

b= (1) o (unz-)

amely szintén kiterjeszthet§ a C\ (—eo, 1] halmazra. Ismét konnyen lathatd, hogy az

f stirliségtiiggvény teljesiti az dllitasban szerepls feltételeket. A definicidkbdl evidens,
hogy az aldbb bevezetett dltaldnositott gamma-konvoliciok Laplace-transzformaltja ki-

terjeszthetS a negativ oldalon felvdgott komplex sikra. Ilyenkor persze a siirtiségfiigg-
vény képlete nem egyszerien meghatarozhaté.

7Ugyeljiink az el&jelre!
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3. A lognormdlis eloszlds Laplace-transzformécidjanak képlete kozvetleniil nem haté-
rozhat6é meg, ezért a tétel alapjan tudjuk csak a kiterjeszthetdséget indokolni. Mivel a
logaritmusfiiggvény derivdlhaté médon kiterjeszthetd a C\ (—e0,0] és igy a Rez > 0

halmazra, ezért az
1 (Inx—pu)?
X)= ———exp| ———5—5—
f(x) oo p( 752

figgvény is kiterjeszthet6. Konnyen lathat6, hogy a kiterjesztett fliggvény korlétos.

4. A masodfaju béta eloszlas siiriségfiiggvénye

1

1

(1 +x)0£+13 ’

amely kifejezés nyilvanvaléan kiterjeszthetd a C\ (—eo,0] és igy a Rez > 0 halmazra.
Mivel a, B > 0 kénnyen igazolhatd, hogy az éllitas feltételei teljesiilnek.

oa—1
X
)

x>0,

5. Legyen r > 0 és az eloszlés stirtiségfiiggvénye legyen

flx)= r(rl,x) (i)hqexp (f%) x> 0.

Konnyen lathat6, hogy ez éppen egy (r,A) paraméterli gamma eloszlés reciprokdnak a
stirtiségfiiggvénye, amely ismét derivédlhaté médon kiterjeszthetd a C\ (—eo,0] halmaz-

ra. A fenti allitas feltételei trividlisan teljesiilnek ugyanis a kiterjesztett stiriségfiigg-
vény korl4tos.

d

C.2. Teljesen monoton fliggvények

Folytassuk a probléma tdrgyaldsit a nem negativ vdltozékhoz tartozé Laplace-
transzformaltak karakterizaciéjaval. A tovdbbiakban, ha csak masképpen nem mond-
juk, fiiggvénytranszformalt alatt mindig egy nem negativ véltozé Laplace-transzfor-
maltjat értjik.

C.2.1. Definicié. Egy (a,b) nyilt intervallumon értelmezett f fiiggvényt teljesen mo-
notonnak mondunk, ha az f végtelen sokszor derivdlhaté és minden n > O-ra

n
(—l)"j?f(x) >0, a<x<b.
Ha madst nem mondunk, akkor az intervallumon a (0,c0) félegyenest értjiik. Egy [a, )]
zért intervallumon értelmezett f fiiggvényt teljesen monotonnak mondunk ha az (a,b)
nyilt intervallumon teljesen monoton és az [a, b] zart intervallumon folytonos. Ha més-
képpen nem mondjuk, akkor mindig a [0,c0) zdrt intervallumra gondolunk. A teljesen
monoton fiiggvények nem negativak és csokkennek, vagyis ilyenkor a definici6 alapjan
minden teljesen monoton fiiggvény a megadott zart intervallumon korlatos.
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C.2.2.Példa. Ha 3 > 0, akkor az f (x) = exp (—fx) fiiggvény teljesen monoton a [0, o)
félegyenesen és az f (x) = 1/xP fiiggvény teljesen monoton a (0, c0) félegyenesen.

C.2.3. Példa. Ha az f és a g fiiggvény teljesen monoton, akkor az fg és az f+ g is
teljesen monoton.

Az 0sszeg igazoldsa trividlis. A szorzatra

1™ = -1y (Z)f(k)g(n—k) _

_ Z (Z) (71)kf(k) (71)n7kg(n—k) >0.

k=0
d

C.2.4.Példa. Haaz f teljesen monoton és a g’ derivalt szintén teljesen monoton, akkor
az f (g (x)) osszetett fiiggvény is teljesen monoton.

Az Osszetett fiiggvény derivdldsi szabdlya alapjdn ha az f teljesen monoton és a g’

derivilt is teljesen monoton, akkor el8szor is f (g (x)) > 0, tovabba

d
/(@)= (gx)g' (x) <0,
ugyanis g’ (x) > 0 a g teljes monotonitdsa miatt. A mésodik derivaltat szdmolva

d? i / 2 / "
2l ) =r (g(0)) (¢ ()" +f (g(x)g" (x).

Az els§ tag nem negativ, ugyanis f” > 0. A mésodik tag szintén nem negativ, ugyanis
a benne szerepld tagok mindegyike nem pozitiv. Indukcidval folytatva tegyiik fel, hogy
valamilyen n-re (—1)" 42 f (g (x)) > 0.

antl
Wf (g(x))

A (58 ) =
(Y (£ (o N ® (o ()
L (3) e e

Ha az f teljesen monoton, akkor a (—1) f’ fiiggvény is teljesen monoton. Ezért az
indukci6s feltétel miatt minden k indexre

DM (F (g ¥ > 0.

Ugyanakkor a g’ teljesen monoton, ezért

(—1)" ¥ (¢' ()" >0,
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amibdl . L
(=)™ (F e@)™ (g )" >0,

tehat 1
1 n+1 d"t >
()" o () > 0.

Vagyis az f (g (x)) Osszetett fiiggvény is teljesen monoton.

O

C.2.5. Tétel (Bernstein). A [0,e0) szakaszon értelmezett L(s) fiiggvény pontosan akkor
egy a nem negativ szdmokra koncentrdlt F valdsziniiségeloszldas Laplace-transzformdlt-
ja, ha L(0) =1 és az L(s) teljesen monoton a [0,0)-en.

A bizonyitas vazlata: Bar a tételnek 1étezik elemi bizonyitdsa, mégis egy absztrakt,
funkciondlanalizisre épiil6 bizonyitast valasztottam. Pontosabban egy funkciondlana-
lizisre épiil6 bizonyitds vizlatdt ismertetem. Az elemi bizonyitdsok hédtrdnya, hogy a
gondolatmenet némiképpen szovevényes, az absztrakt bizonyitdsok hdtrinya ugyan-
akkor, hogy komoly el6képzettséget kivan a modern matematika fogalomkorében. A
bizonyités els6 olvasdsra kihagyhatd.

1. Legyen L egy & > 0 vdltoz6 Laplace-transzformaltja, vagyis

L(s) = E(exp(—s5)),

ahol & > 0. A & > 0 feltétel miatt az L értelmezve van minden s > 0 esetén.
A paraméteres integralok derivdldsi szabdlya alapjdan ha s > 0, akkor L (s) =
(—1)"E(&"exp(—s&)), amibdl

(1)L (s) = (~D)PE(E"exp(—sE)) =
— E(&"exp(—s8)) 20,

vagyis egy nem negativ valtozé Laplace-transzformadltja teljesen monoton fiiggvény.
Vegyiik észre, hogy az LM (s) derivalt minden s > 0 esetén létezik, de a derivaltak
korldtossdgardl nem tudunk semmit mondani, vagyis az s = 0 pontba a derivdlt nem
feltétlentil terjeszthetd ki véges mddon.

2. A forditott irdny igazoldsa joval nehezebb. Ha L egy teljesen monoton fiiggvény,
akkor L € C*((0,0)), ahol a C* = C* ((0,00)) a (0,0) szakaszon végteleniil sokszor
derivalhato fiiggvények halmaza. A modern analizis szemlélete alapjan a végtelen sok-
szor derivdlhat6 fliggvények halmazat, vagyis a C*™ teret, egy linedris térnek tekintjiik,
és ha M a teljesen monoton fiiggvények halmaza, akkor azt kérdezziik, hogy az M mi-
lyen geometriai tulajdonsdgokkal rendelkezd részhalmaza a C* vektortérnek. Mivel a
teljesen monoton fiiggvények 0sszege és nem negativ szimmal valé szorzata is teljesen
monoton, ezért az M egy kdp a C* térben. Minden a (0, ) nyilt félegyenesen teljesen
monoton fiiggvény monoton csokken, igy az L(0+) hatdrérték mindig létezik, termé-
szetesen ez a hatdrérték esetleg végtelen is lehet. Jelolje K az olyan L teljesen monoton
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filggvények halmazat, amelyekre L (0+) < 1. A bizonyitds elss 1épése annak igazoldsa,
hogy a K egy konvex és alkalmas topololdgidban kompakt halmaz. A konvexitds igazo-
ldsa trividlis, a kompaktsag azonban tavolrél sem magatol érthet6ds. Kezdjiik talan av-
val, hogy ahhoz, hogy kompaktsdgroél beszélhessiink, ahhoz konvergenciat és tdvolsagot
is definidlni kell. A C* térben a természetes konvergencia a kompakt részhalmazokon
az Osszes derivdlt egyenletes konvergencidja. Vagyis ha (fy,) egy C™ fiiggvényekbdl
all6 sorozat, akkor definici6 szerint f,, — f, pontosan akkor, ha minden [a,b] C (0, o)

zart intervallumon az dsszes derivéltra f,gk) = f (k) ahol a derivaltak konvergencidja az
[a,b] szakaszon egyenletes. Mivel az f,, — f konvergencia az 6sszes derivélt véges sza-
kaszokon val6 egyenletes konvergencidjat implikdlja, ezért az M és a K a C* konvex és
zart részhalmazait alkotjak. A kompaktsag igazoldsdhoz meg kell mutatni, hogy minden
K-bol vett sorozatnak van konvergens részsorozata. Ehhez elegendé megmutatni, hogy
minden fix [a,b] és minden fix k esetén az < f,gk>> sorozatnak van egyenletesen konver-
gens részsorozata, ugyanis akkor a Cantor-féle diagondlis eljardssal képezhetiink egy a
C* térben is konvergens tovdbbi részsorozatot. Az Arzela—Ascoli tétel alapjan ehhez be
kell mutatni, hogy az ( f,gk)> sorozat egyrészt egyenletesen korldtos, masrészt egyenld
mértékben egyenletesen folytonos. Ez azonban majdnem nyilvanvalé. Ha k = 0, akkor
a K definicidja miatt ha f € K, akkor 0 < f < 1, ugyanis az elsd derivaltra vonatko-
76 f' < 0 feltétel miatt az f csokken és f(0+) < 1. Mivel a derivéltak felvdltva nem
negativak és nem pozitivak, ezért a derivalt fiiggvények vagy csokkenek vagy ndnek.
Amikor ndnek, akkor nem pozitivak, ha csokkennek, akkor nem negativok. Ebbdl ko-
vetkezGen az egyenletes korldtossdghoz elegendé megmutatni, hogy minden X pontban

a derivaltak sorozata korlatos. Tegyiik fel, hogy belattuk, hogy az ( o (x )) sorozat
minden x > 0 esetén korlatos. Tekintsiik azt az esetet, amikor az f (k+1) nem negativ

és csokken, a mdsik eset analég médon igazolhat6. Mivel x > 0, ezért alkalmas € > 0
szdmra a kozépértéktétel alapjan

M-, (x—e)

€

— 5 @) > £ ().

Mivel az ( f,gk> (y)> sorozat minden y > 0 pontban korlatos, ezért minden x > 0 pontban

V2 ( f,gkﬂ) (x)) is korlatos. Az [a,b] szakaszon valé egyenl mértékben val6 egyenle-

tes folytonossdg szintén a kozépértéktétel, illetve a mar belatott egyenletes korlatossig
kovetkezménye ugyanis

70w =)< sup |40 @ le— < Lusi e
cea

minden x,y € [a,b] esetén, amibdl az egyenld mértékben val6 egyenletes folytonossig
mér evidens. Igy tehat a K egy kompakt és konvex részhalmaza a C= ((0,0)) térnek.
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3. A bizonyitds nagydgyuja a funkciondlanalizis innepelt Krein—Milman tétele, amely
szerint minden konvex kompakt halmaz az extremdlis pontjai konvex burkdnak a le-

zairtjeﬁ A jelen bizonyitds ,lényege” a K extremadlis pontjainak meghatdrozasa. Le-
gyen tehdt f a K egy extremdlis pontja. Minden y > 0 esetén tekintsiik az u (x) =
f(x+y) = f(x)f(y) figgvényt. Aldbb megmutatjuk, hogy f +u € K. Mivel az f
extremalis pont, ez csak ugy lehetséges, ha u = 0, vagyis minden x,y > 0 esetén
fx+y)=f(x)f(y). Mivel az f folytonos és 0 < f < 1, ezért f(x) = exp(—Px)
alaku, ahol € [0,0]. Lassuk be tehdt, hogy f+u € K. Legyen o = f (y). A feltételek
miatt 0 < o < 1. Vegyiik észre,
(f+u)(0+) =(1-a)f(0+)+a <1,
(f =u) (04+) = f(0+) —a (1 - f(04)) < f(0+) <1,
(=" (F 4+ () = (=1)" f (@) + (= 1)"u (x) =
= (=" £ )+ (1) (£ (x9) = £ O) £ () =
= (1" ) (1= @) + (=) (x+y) 20,
(1" (f =)™ () = (=1 (@) = (=1)"u ()
= (=" £ () = (1) () (e 9) = £ ) ) () =

= (1" (1 06 = £ (x4 9)) + (1) af ™ () 2 0.

Az utols6 1épésben kihasznaltuk, hogy egyrészt (—1)" £ (x) > 0, mdsrészt, hogy a
h=(=1)"f () figgvény derivaltja nem pozitiv, ezért a h fiiggvény nem nd, igy mivel
y > 0 ezért az els6 tag is nem negativ. A Krein—Milman tétel szerint tehat mind f
teljesen monoton fiiggvény esetén ha x > 0. akkor

£6) = Jim Yo" exp (~"x) = lim [ exp(~Bx)dF, (B).

(n)

ahol F;, az (Ot ; ) diszkrét eloszlas eloszlasfiiggvénye. A konvergencia x szerint a kom-

pakt halmazokon egyenletes. Mivel az extremdlis pontok kozott a B = oo is lehetséges,
(n)

vagyis az f = 0 is egy lehetséges extremalis pont, ezért csak a X;¢r; " < 1 egyenlStlen-

ség teljesiil, vagyis 0 < F, < 1.

4. Kovetkez6 1épésként ki kell haszndlni a Helly-féle kivélasztasi tételﬂ A monoton
noveked§ fiiggvényekbdl 4116 (F,) sorozat egyenletesen korlétos, igy az emlitett Kivé-
lasztasi tétel alapjan van olyan F' monoton novekedd, balrél folytonos fiiggvény, hogy
egy alkalmas részsorozatra Fy, (x) — F (x) az F minden x folytonossdgi pontjiban.

8 Az dllitds ,,csak* lokalisan konvex Hausdorff topologikus vektortérben érvényes. Véges dimenzi6 esetén
a lezdrds elhagyhat6. A C* tér metrizdlhat6 és lokdlisan konvex, igy az 4llitds hasznalhato.
9V.6.:[B.3.13| Allitds, [256] oldal.
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Hangsilyozni kell, hogy az F' bar monoton nd és balrdl folytonos éltaldban nem feltét-
leniil lesz eloszlasfiiggvény, ugyanis nem feltétleniil érvényes az F (o) = 1 egyenlGség.
Az egyszerlibb jelolés céljabdl tegyiik fel, hogy a részsorozat megegyezik az eredeti
sorozattal. Tegyiik fel, hogy a b végpont folytonossdgi pont. Kénnyen lathatd, hogy
tetsz8leges g folytonos fiiggvény eseté

b b
tim [ ¢(B)dF, (B) = [ ¢(B)dF (B).

n—oo 0

Mivel az exp (—fx) fiiggvény elég nagy -ra tetszGlegesen kicsivé tehets, ezért azonnal
lathatd, hogy

£) = lim [ exp(~Bx)dFi(B) = [ " exp(~Bx)dF (B).

5.Halim,\ g f (x) = 1, akkor a monoton konvergencia tétel miatt 1 = f (0+) = J° 1dF,
vagyis ilyenkor az F egy val6szinliségi mérték és az f egy valdszinliségi mérték
Laplace-transzformaltja.

g

C.2.6. Példa. Ha A egy monoton ndvekedd silyfiiggvény, akkor az

L(s)éexp(/ojln <%+s>dA(k)>, $>0

egy nem negativ, korlatlanul oszthaté eloszlas Laplace-transzformaltja.

Az A sulyfiiggvényre tett feltétel természetesen ugy értends, hogy az integral minden
s > 0 esetén létezik és véges. Ha s = 0, akkor L (s) = 1. Ha s \, 0, akkor A/ (A + ) 1
és a logaritmust tartalmazo kifejezés monoton noveked6leg nulldhoz tart. Meg kell
mutatni, hogy az integrdl is nulldhoz tart. A logaritmust tartalmazé integrandus mindig
nem pozitiv és az s fliggvényében nd, ezért barmely s > 0 értékhez tartozé integrandus
tekinthetd integrdlhaté majordnsnak, vagyis az integrdl és a hatdrérték felcserélhetd,
tehdt L (0+) = 1. Meg kell mutatni, hogy az L végtelen sokszor derivdlhat6. Ha
., [ 1
r6)= [ gdat),
akkor a Fubini-tétel alapjan az integrélokat felcserélve minden s > 0 esetén

/Osr(u)du - /(:/(:%_thA(l)du:

= dudA (L) =
/0+/0 A+u udA (1)

oo

= [ m@A+wlhaan) -
N

B °°ln7L+s
o+ A

dA(M).

0ys.: Lemma, oldal.
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Mivel ez a kifejezés az A-ra tett feltétel miatt véges, ezért az r (u) is majdnem minden
u esetén véges. Kovetkezésképpen a

lim —
u—s Jo+ l +u

A(2)

hatérértékben mindig van integrdlhaté majorans, igy r folytonos, tehat

d [~ A+s Sl |
a 0+lanA(7L)7r(s)f 0+mdA(l)

Az 1/ (A +5) fiiggvény minden A > 0 esetén teljesen monoton, és a Fubini-tétellel a

mar latott médon igazolhatd, hogy az integralds és a derivdlds mindig felcserélhets.
Mivel

L(s) = exp (/Oim (%ﬂ) dA(?L)) —exp (—/(:ln (’l;“‘) dA(/l)) ,

igy az L egy olyan 0sszetett fiiggvény ahol a kiils6 fiiggvény teljesen monoton és a belsd
figgvény derivdltja szintén teljesen monoton. Ezért az L is teljesen monoton, igy az L
egy & > 0 eloszlds transzformaltja. Vildgos, hogy minden n esetén az {/L (s) szintén a
megadott alaku, ezért az eloszlds korlatlanul oszthat6.

|

C.3. Hiperbolikusan teljes monotonitas

C.3.1. Definicié. A nem negativ szamokon értelmezett f fiiggvényt hiperbolikusan tel-
jesen monotonnak mondjuk, ha minden u > 0 esetén az f (uv) - f (u/v) teljesen monoton
aw=v+1/v viltozé szerint. Vagyis az f (uv) - f (u/v) felirhaté minta w =v+1/v
fiiggvénye és az igy kapott g (w) fiiggvény teljesen monoton. Vildgos, hogy w > 2, igy
a teljes monotonitds a [2,0) intervallumon értendd. Nyilvan V2 —wv+1 =0, amibdl

wE Vw2 —4
3 .

V=

Ennek egyik dga a v a masik dga az 1/v értéket szolgaltatja, ugyanis

wtvVwI—dw—vVwI—4  wi—(w?—4) .

2 2 4

Ennek megfelelGen feltehetd, hogy v > 1. Egy eloszlast hiperbolikusan teljesen mono-

tonnak mondunk, ha a stiriségfiiggvénye hiperbolikusan teljesen monoton.

C.3.2. Példa. A masodfaji béta eloszlds hiperbolikusan teljesen monoton.
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7

Altaldnos paramétereket hasznélva az f fiiggvény egy mdsodfaji béta eloszlds stirtiség-
fliggvénye, ha alkalmas konstansokkal

1

(0
f(x) _Cx (1 +x)y7

x>0

alakd. A hiperbolikus teljesen monotonitas igazoldsdhoz elegendd annyit feltenni, hogy
y>0.

=) = C =
F) s () ) (rup)
= ¥ ! .
(I+u(v+1/v) +u2)y
Elegendd beldtni, hogy ha b > 0, akkor a
1
h(w)= —
() (a+bw)?

végtelen sokszor derivdlhaté fiiggvény teljesen monoton, vagyis a derivaltjai alternal-
nak. Ez ut6ébbi azonban evidens.

d

C.3.3. Példa. A lognormalis eloszlas hiperbolikusan teljesen monoton.

A lognormadlis eloszlds stirtiségfiiggvénye alapjan

Fl)f (%) =
1 In(uv) — )% + (In (u/v) — u)?
uzazzﬂexp<—( ()= )+ o)) )

A kitevSben a négyzetre emeléseket elvégezve

(In (uv))? + (ln (%))2 —2u (lnuv+ln %) +2u>.
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Mivel loguv + logu/v = 2logu, ezért a kitevGben a v-t8l fiiggetlen tagokat dsszevonva
elegend6 megvizsgdlni a

n(uy 2 nu/v 2
h(w)écﬁp(a ()’ + (n (/) >

— Cexp (_ (Inu+1Inv)? + (lnu—lnv)2>

20?2

kifejezés teljes monotonitdsat. Mivel ha o > 0, akkor az exp (—ax) fiiggvény teljesen
monoton, ezért elég belatni, hogy a

fiiggvény mint w fiiggvénye teljesen monoton. w =v+1/v, igy

dw_, 1
dv v2'

Ha v # 1, vagyis ha w > 2, akkor az inverz fiiggvény derivdlési szabélya alapjan

d 2 Inv 1
“a e
dw(nv) v 1-1/v?
_ Inv—Inl/v
N v—1/v
Ugyanakkor
|- = IGra) -Gy =
0o x+a x+b = rrd x 0
= lnx+a —Inl-d=
x+b], b

= Inb—Ina.
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Ebbdl
o 1
= (nv)? = 7/ D gx=
dw(nv) v—1/vJo x+1/v x+v *
1 /“’" (x4+v)—(x+1/v)
= dx =
v—1/vJo (x+1/v)(x+v)
fad 1
_ dx=
/o x24+x(v+1/v)+1 *
o 1
[
0 x2+xw+1

Mivel az 1/(a+ bw) fiiggvény teljesen monoton, ezért az integrdl mogott derivdlva
egyszeriien lathato, hogy a i (w) fiiggvény is teljesen monoton.
O

Vegyiik észre, hogy az el6z6 szamitdsokban a w fiiggvényeként el64llé képletek nem
csak a w > 2 halmazon voltak teljesen monotonok, hanem a teljes w > 0 félegyenesen
is. Ez nem véletlen.

C.3.4. Allitas. Ha az f hiperbolikusan teljesen monoton fiiggvény derivdlhaté mo-
don kiterjesztheté a Rez > 0 komplex félst’krﬂ akkor minden u > 0 esetén a g(w) =
S (wv) f(u/v) fiiggvény is derivdlhatoan kiterjesztheté a Rew > 0 félsikra, és ott alkal-
mas K novekedd siilyfiiggvénnyel

gw) = / exp(—Bw)dK(B), Rew>0.
0
Bizonyitas: A hiperbolikus teljes monotonitds definicidja miatt az

Fan) (%) =gw)

fiiggvény minden u > 0 esetén teljesen monoton, ha w > 2. Bernstein tétele alapjdn
7= w — 2 helyettesitéssel

) = g+ Zu) = /wexp(—ﬁz)dF(ﬁ):
0

= | ew(=Bw-2)ar (B) =

/0“ (~Bw)exp (2B)dF (B) =

| e (=Bw)dx (B).

alakba frhat6, hacsak w > 2. A Bernstein-tétel igazoldsakor kihaszndltuk, hogy a rep-
rezentdland6 fiiggvény a (0,c0) halmazon korlétos, kivetkezésképpen a nulldban vett

o

"Mivel a logz komplex logaritmusfiiggvény a Rez > 0 félsikban derivalhatd, ezért ez biztosan teljesiil
a lognormilis eloszldsra. Mivel a z* = exp (alogz) hatvanyfiiggvényeket a logaritmusfiiggvény segitségével
szdrmaztatjuk ez a tulajdonsag szintén érvényes a masodfaji béta eloszldsra is.
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hatéarérték is véges, igy a silyfiiggvény korldtos. Ugyanakkor az exp (2f3) fiiggvény
nem korlatos, kovetkezésképpen a K silyfiiggvény bar minden pontban véges, nem fel-
tétleniil korlatos. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény a Rez > 0 félsikban derivalhatd. Az
S (uv) f (u/v) kifejezés minden u pozitiv valés szdm esetén a Rev > 0 halmazon szintén
derivélhatd. Tekintsiik a

v—1 ,
Vi =z
v+1
leképezést, amely a Rev > 0 nyilt félsikot a |z| < 1 komplex nyilt egységkorre képezi.
Valéban
v—1 2_v—1 v—1Y)
vl vd1\v+1/)
1P
v+1)
_Re@) =P+ mm)?
(Re (v)+1)” + (Im (v))?

A leképezés réképezés, ugyanis ha |z| < 1, akkor az inverz leképezés

. 14z (1+9(1=2)

T o1 -2
o (I+z)(1-32) 1—-742z— |z B
= =
1|z +2ilmz
- IEE

amely val6s része mindig pozitiv. Tekintsiik a f (uv) f (u/v) fiiggvényt a z fiiggvénye-
ként, vagyis végezziink

14z
T 1-7
helyettesitést. Jelolje a |z| < 1 halmazon értelmezett igy kapott fiiggvényt i (z). Haaz
helyébe a —z értéket tessziik, akkor a v helyébe éppen az

v lz <1

l—z 1
1+z v
érték keriil, kovetkezésképpen h (z) = h(—z). A h fiiggvény derivdlhatd, igy az egység-
koron beliil hatvanysorba fejthetS. A h(z) = h(—z) reldcié miatt a h sorfejtésében csak
péros kitevSk szerepelnek. Vagyis /1 (z) = Zrarz2¥. Ennek kovetkeztében

s (4 =n(h) =z (1)

k
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Viszont

v—1 2_ 1+v—2v  1fv+v—2 w-2
vEl) 1422y 1fvbvd2 w2

Ez utébbi kifejezés derivalhaté a Rew > —2 félsikon. Ha Rew > 0, akkor

‘W—Z

— | <1,
w+2’

gy az
£y £ (1) :h(%) = g(w)

filggvény kiterjeszthetd a Rew > 0 félsikra. A g(w) a fenti K stlyfiiggvény Laplace-
transzformadltja a Rew > 2 félsikban. Miként lattuk, egy novekedd silyfiiggvény
Laplace-transzformaltjanak értelmezési tartomanya hatdrdn sziikségszertien szingula-
ritds van, vagyis azon tul a fiiggvény nem terjeszthetd ki analitikus médon, mikdzben a
g (w) minden Rew > 0 esetén analitikus, ezért a

gw)= [ exp(~pw)dK (B)

P

el64llitdas minden Rew > 0 esetén is érvényes.
O

Nem kétséges, hogy a hiperbolikusan teljesen monoton eloszlds fogalma nem tilzottan
kézenfekvs vagy szemléletes. Ugyanakkor a fiiggelék 6 allitasa a kovetkezd:

C.3.5. Tétel (Thorin). Ha valamely eloszlds hiperbolikusan teljesen monoto akkor
az eloszlds korldtlanul oszthato.

C.4. Altalanositott gamma-konvoluciok

Az 3ltaldnositott gamma-konvolicidk elmélete hdrom észrevételre épiil:

1. A gamma eloszlds korltlanul oszthat6. Ha a & eloszlds (a, A ) paraméter(i gamma
eloszlas, akkor a & Laplace-transzformaltja

vo- (1)

12A bizonyitishoz a siirtiségfiiggvényre vonatkozéan néhdny tovébbi, kordbban mar bevezetett technikai
feltételre sziikségiink lesz. Ezek a feltételek azonban konnyen ellendrizhetdk és dltaldban teljesiilé enyhe meg-
kotések.
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2. Fiiggetlen, korldtlanul oszthat6 eloszldsok 0sszege szintén korldtlanul oszthat6.
Mivel fiiggetlen eloszldsok dsszegének transzformaltj aﬁa transzformdltak szor-
zata, ezért ha valamely & > 0 eloszlés transzformaltja

L(S)‘nﬁl (/1/1+s)

alakii, akkor a & korldtlanul oszthaté. Ertelemszerien a képletben szerepl
(an,An) paraméterek pozitivak. A képletet

Lis) = exp<éanln(lﬁs>>_
exp(/w (Ai )dAN(}L))

mdédon is frhatjuk, ahol Ay a A,, pontokhoz aj, silyt rendel6 monoton névekeds
stlyfiiggvény. Mivel a konstansok szintén korlatlanul oszthat6k, ezért az

L(s) = exp (—sc—l—/(: In (ALH) dAx (l))

alaku transzformaltak is korlatlanul oszthatdak.

3. Korlatlanul oszthat6 eloszlasok gyenge konvergencidban vett hatarértéke szintén
korlatlanul oszthaté. Altaldnositott gamma-konvoldcién a fenti véges konvoli-
ciok gyenge konvergencidban valé lezdrtjat értjilk. Nem negativ valtozok esetén
a gyenge konvergencidbdl kovetkezik a Laplace-transzforméciok konvergencid-
Jﬁ igy a Laplace-transzformacié

. = A
A;lg}x’exp (fstr/OJrln (Tﬂ) dAn (l)) =
o A
exp (—sc—i—}\}lm (l s ) dAN (l))

alaku. Vegyiik észre, hogy most nem tudjuk a Helly-féle kivalasztasi tételt alkal-
mazni, mert az (Ay) sorozatrél nem tudjuk, hogy egyenletesen korldtos volna.
A problémak elkeriilése céljabdl az alabbi definicidval élink. Ugyancsak vegyiik
észre, hogy mivel a A = 0 nem megengedett érték, ezért az integralokat a (0, )
halmazon kell venni, emiatt kell az alsé hatarra a 0+ értéket irni.

L(s)

13Generatorfiiggvény, Laplace-transzformalt, karakterisztikus fiiggvény.
14Ugyanis az x — exp (—sx) fliggvények korlitosak az x > 0 halmazon feltéve, ha s > 0.
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C.4.1. Definicié. A & > 0 vdltoz6 eloszlasdt dltaldnositott gamma-konvoldcionak
mondjuk, ha a Laplace-transzformaltja

L(s) 2 E(exp(—s&)) = exp (—sc+/(:1n (%ﬂ) dA (A)) 520

alakau.

Vegyiik észre, hogy mivel az integrandus nem pozitiv, ezért az integral a kozelitd ossze-
gek hatdrértéke, igy az L(s) véges sok fiiggetlen gamma eloszlds konvoldcigjabdl al-
16 sorozat transzforméltjanak hatarértéke. Korébbarﬁ a Berstein-tétel alkalmazasaként
belattuk, hogy az ilyen alaki L (s) fiiggvények mogott egyrészt egy eloszlds van, mds-
részt ez az eloszlds lényegében trividlisan korldtlanul oszthatﬂ Beldthat6 a forditott
irdny is, miszerint véges elembdl dll6 gamma-konvolicidk gyenge konvergencidban
vett hatdrértékeinek Laplace-transzformaéltjai a megadott képlet szerint irhaték fel. Ez
utobbira azonban nem lesz sziikségiink. Az A sdlyfiiggvényt szokds a &-hez tartozd
eloszlas Thorin-fiiggvényének{ﬂ mondani. Az A interpreticidja igen kézenfekvd: azt
mondja meg, hogy miként irhaté fel a & gamma eloszldsok éltaldnositott konvoldcidja-
ként, masképpen A a & gamma eloszldsok szerinti spektralfiiggvénye.

Ha s > 0, akkor az L, mint minden transzformalt, végtelen sokszor derivalhatd. Az
elméletben fontos szerepet jitszik a

P = LinL(s)=

fliggvény. A p az egyetlen olyan fiiggvény, amely segitségével

L(s) = exp (/Osp(u)du),

Har(s) = [57. 1/ (A +5)dA (), akkor a Fubini-tétel alapjan az integralokat felcserélve
minden s > 0 esetén

./Oxr(u)du

-/OS /oi A iudA (A)du =

AN

= o et =

- /O[ln(l+u)]6dA(7L)=
+

= mln)mLS
o+ A

dA (D),

15v.6.:[C2.6] példa, [299] oldal.

16Vagyis a nehéz rész, hogy van az L(s) mogott egy eloszlds. Ehhez kell a Bernstein-tétel. Az n részre valé
oszthatésaghoz elég az A /n silyfiiggvényt venni. Ugyancsak v.5: allitds, oldal.
170laf Thorin, az elmélet kidolgozéja, tiszteletére.
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amibdl a logaritmusfiiggvény alaptulajdonsdga alapjin

L(s) = exp (fsc _ /Os r(u)du) .

Az r fiiggvény folytonos, igy

_L’(s)_ B S |
= =—c—r(s)=a— o mdA(l). (C4.1)

A szamolasbodl egyuttal az is kovetkezik, hogy a p képletében szerepld integrdl min-
den s esetén véges. Ebbdl kovetkezGen az L (s) is derivdlhaté médon kiterjeszthetd a
C\ (—o0,0] halmazra. Ha z € C\ (—eo,0], akkor a kiterjesztett p fiiggvény

< 1
= a— | ——dA(A)=
P = a= [ maA@
_/‘°° A+Rez—ilmz
0+ (

A +Rez)? + (Imz)?

Igy ha Imz > 0, akkor Imp (z) > 0. A fiiggelék legfébb technikai eszkoze, hogy a
forditott irdny is igaz. Vagyis igaz a kovetkezd:

C.4.2. Allitas. Haa pozitiv valds szdmokon értelmezett valds p fiiggvényre p (s) <0,
és p folytonosan kiterjeszthetd derivdlhato komplex fiiggvényként az Imz > 0 félsikra,
és a kiterjesztett fiiggvény imagindrius része nem negativ, akkor a p reprezentdlhato

> 1
=a— dA(u). s>0
Pl =a= | ——daw. s>0,
mddon ahol A egy alkalmas monoton novekedd siilyfiiggvény, és a egy valds konstans.

A kovetkezd alpont célja az 4llitas igazoldsa, amely elsd olvasdsra elhagyhato.

Néhany kézismert komplex fliggvénytani tétel

Az el6z6 alfejezet végén tett észrevétel indokolja a kovetkezd definiciot:

C.4.3. Definicié. Az Imz > 0 nyilt felsé komplex félsikon értelmezett f (z) derivdlhato
fiiggvényt Pick- vagy Nevanlinna-fiiggvénynek mondjuk, ha itt Im f (z) > 0. Vagyis
az f fiiggvény az Imz > 0O fels6 nyilt félsik pontjait vagy ugyanezen félsikba, vagy a
val6s egyenesre képezi. Erdemes hangsilyozni, hogy a Pick-fiiggvények értelmezési
tartomdnydhoz nem tartoznak feltétleniil a valés szdmok és a definicié alapjan nem
vildgos, hogy egy Pick-fiiggvény folytonosan kiterjeszthets-e a valds szamokra.

Ebben az alpontban az ilyen tipusi fiiggvények integralreprezenticids tulajdonsagét
fogjuk megvizsgalni. Kezdjiik egy kozismert tétellel amely igazoldsa minden komplex
analizis konyvben megtaldlhat6:
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C.4.4. Allitas (Poisson-formula). Ha f (z) egy olyan komplex fiiggvény, amely a |z| < 1
nyilt korlapon derivdlhaté és a |z| < 1 zdrt korlapon folytonos, akkor

1 /‘” Re &P (it)+z

T 2w ) exp(it) —z

f(2) f(exp(it))dt, |zl <1.

Bizonyitas: Mieldtt a bizonyitdsra ratérnénk, érdemes annak tartalmit megvizsgélni.
Az exp (ir) mint 7 fiiggvénye végigfutja az egységkort és igy az f (exp (it)) egy a korvo-
nalon értelmezett fiiggvény. Az allitas szerint a nyilt korlemez egy pontjdban az f értéke
a képletben szerepld magfiiggvény szerinti integrédlja a korvonalon felvett értékeknek.
Kovetkezésképpen az f egyértelmiien meghatdrozott a korvonalon felvett értékek 4l-
tal. Tovabb4 az integrdl mogott derivdlva kdnnyen lathat6, hogy minden a kdrvonalon
folytonos fiiggvény esetén az integrdllal definidlt f derivalhatd, igy a kdrvonalon foly-
tonos fliggvények és az dllitdsban szerepld fliggvények egyértelmtien megfeleltethetSk
egymdasnak. A magfiiggvény

Re exp (it) +z ~ Re (exp(it) +z) (exp (—it) —2) _
exp(it) —z lexp (i) —z|*
_ Rel= o ze etz
et [
_ Relf\z\2+ze_”fE:
e 2
~ Re 1—|z>+2Imze _
i
_ 1|z
 fexp(in —

Ha most polarkoordinétédkban z = rexp (i), akkor

lexp (it) — 2* =
— (exp(ir) — rexp (i) (exp (i) — rexp (~i)) =
=1—rexp(i(t—@))—rexp(ip—1)+r> =
=1—2rcos(t— @)+
Vagyis a magfiiggvény
1—72
1—2rcos(t—@)+r%

A bizonyitas sordn némi probléma szdrmazik abbdl, hogy a feltételek szerint az f csak
az egységkor belsejében derivdlhato. Legyen 0 < r < 16s f,(z) = f(rz). Az fr az] <
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1/r nyilt kérlapon derivalhat6. Miként lattu™™) ha |z| < 1, és  az egységkor, akkor
1 fr(u)
fr(Z)_zﬂ:i yu—=z

1 (7 f(rexp(it))

27 J—n exp(it) —z

du =

[le

f(rz)

iexp (it)dt.

Ugyanakkor az f a feltételek szerint folytonos, igy ha r 1, akkor
L7 flexp(ir)

T2/ exp (it) —z

£ exp(ir) dr,
feltéve, hogy a hatarérték és az integralds felcserélhetd. Ez utébbi azonban azért tehetd
meg, mert mivel |z| < 1, ezért a z tdvolsdga a korvonaltdl pozitiv. Legyen most z* = 1/Z.
Egyszerii szdmoldssal |z*| > 1. Az f(z) / (z—2") fiiggvény a koron beliil derivalhato,
igy ha y a korvonal, akkor a mdr latott hatdrértékes megfontoldssal a Cauchy-tétel alap-
janhaz=rexp (i)
0 = L S () du= R Mexp(it)dt:
27i Jy u—z* 21 J_mexp(it) —z*

L flexp(in)
27 /771 exp (it) —exp (ig) /
I rexp (it)

2m /77; rexp (it) —exp (ip)

_exp (it)dt =
S (exp (ir))dt.
A két integralt egymdsbdl kivonva
I ; exp (it) rexp (it) B
f@) = 2m /—nf (6 [) <exp(it) —rexp(ip) rexp(it) —exp (i) > =
1 /= ; 1 r B
- %[nf(et) (1 —rexp(i(p—1)) rfexp(i(pft))d[ -

1™ 1—72
= — dt.
2r Lﬂf(e ) 1 —2rcos(t — @) +r2

d

C.4.5. Allitas (Cauchy—Schwarz-formula). Ha f(z) egy olyan komplex fiiggvény,
amely a |z| < 1 nyilt kérlapon derivdlhatd és a |z| < 1 zdrt kérlapon folytonos, akkor a
nyilt korlap minden pontjdban

1@ = g+ 5 " S Re fexp(in) ar.

T exp(it) +z
Ref(0)+ 2m Ln exp (it) —z

~
=
B
fa¥
Il

Im f (exp (it))dt.

By, SOr.
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Bizonyitas: A két formula igen hasonld és egyik a mdsikbol egyszertien szarmaztathato
és mindkettd a Poisson-formula alternativ felirdsi médja. Jelolje F (z) az els6 formu-
ldban szerepl§ integrélt. Az integraljel mogottt derivalva azonnal 14that6, hogy az F is
derivdlhaté a |z| < 1 tartomdnyon. A Poisson-formula alapjén

ReF(z) = %Re/fr %Ref(exp(zt))d
2 exp (i
= %/0 Re exig 2+ Re f (exp (it))dt =
= %RG/;ZR Zii EZ; f(exp(it))dt =
= Ref(z).

A g(2) =F (2) — f (z), fuggvény valés része nulla, igy a valds rész derivdltja is nulla.
fgy a derivélt métrix elsé sora nulla, de akkor a méasodik sora is nulla, vagyis a derivalt
azonosan nulla. A | g|2 fuggvényre mint kétvaltozds valds értéki derivalhato fiiggvényre
barmely
0,7 =1z, 0<r<I1

egyvaltozds szakaszon alkalmazva a val6s kozépérték-tételt azonnal lathatd, hogy a g
konstans. Kovetkezésképpen F (z) — f(z) = F (0) — f(0). De ismételten a Poisson-
formula miatt

Il

F(0) ﬁ / " Re f (exp (if)) dr =

= —Re/ f(exp(ir))dt =

= iRe/j{Re%f(exp(il))dt=Ref(0),
Ebbdl

f(R)=F()+f(0)=F(0)=F(z)+ilmf(0),

ami éppen az igazoland¢ els6 formula. Legyen most g (z) = if (z) . Erre az els6 formulat
alkalmazva,

flr) = @:% (ilmg(0)+%/z%Reg(exp(it))dt) =
= Img(0)+ %/ﬂ %Reg(exp(ﬁ))m =
- Ref(O)f%/i ziiéz§;+ilmf(exp(it))dt:
= Ref(0)+ 2;_ /7; :ggg +§ Im f (exp (it)) dt.
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C.4.6. Allitas (Herglotz). Legyen f (2) a |z] < 1 nyilt kérlapon derivdlhatd és tegyiik
fel, hogy Im f (z) > 0. Ekkor alkalmas H korldtos, monoton novekedd siilyfiiggvénnyel

@) :Ref(0)+i/” exp (ir) +2

_n exp (ir) deH 1)

Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy az f fiiggvényrdl nem tettiik, fel, hogy folytonos a zart

korlapon. Legyen r < 1. Ekkor a f; (z) = f (rz) fiiggvényre alkalmazva az el6z4 éllitdst,
minden |z| < I esetén

frz) = fila)=
= Refr(o)ﬁ‘é/iﬂ%ﬁ;tilm]{r(exp(ﬁ))dl‘:
i /7r exp (if) +z

o oxp (i) —2 Im f (rexp (it))dt =

= Ref(0)4i /” exp (i ;* dH, (1),

r exp (it

= Ref(0)+

z z

ahol az Im f (z) > 0O feltétel miatt a H, novekedd és

0<H,(x)= ﬁ/jﬂlmf(rexp(it))dt < ﬁ/jrlmf(rexp(it))dt =Imf(0),

ugyanis a Cauchy—Schwarz-formula alapjan a z = 0 helyen

70) =Ref )+ 5 [ tm(rexp(in)ar,

amibdl

%/jrlmf(rexp(it))dt = %(f(O)—Ref(O)) = Imf(0).

A H, noveked? fiiggvények csalddja egyenletesen korldtos, igy a Helly—tételﬂ alapjan
van olyan r;, 1 sorozat, és H silyfuggvény, amelyre H,, — H a H minden folytonos-
sdgi pontjaban. Az

exp (it) +z

—n<t<m
exp(it) —z’ -

u(t) =

fiiggvény folytonos, a —m és 7 pontokban a (H,) silyfiiggvények konvergalnak, igy

f(z):}g}f(rz):Ref(O)+i'/n MdH(z).

_rexp(it)—z

19v.6.:[B3.13] Allités. [256] oldal.
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C.4.7. Allitas. Ha az elé76 tételben S (z) a kirvonal egy nyilt intervallumdra folytono-
san kiterjeszthetd és ott az f valos, akkor az intervallum H szerinti mértéke nulla.

Bizonyitas: Herglotz-tételben

Hy (x) = % [ xﬂIm F(rexp ir)) dt.

Ha most valamely x; és x, pontok a H folytonossagi pontjai és az altaluk meghatérozott
iven az f folytonos valds fiiggvényként terjeszthetd ki, akkor

2w (H (v)~H (x2) = lim :zlmf(rexp(iz))dt:

/X2 lim Im f (rexp (it)) dt =

1

X2 "X
- / lmf(exp(it))dt:/ 0dr =0,
X1 X1

ahol a folytonos kiterjeszthet§ség miatt az integrandus egyenletesen korldtos, igy a ha-
tarérték és az integralds sorrendje felcserélhetd. Ebbdl az llitds igazoldsa mér evidens.
d

Végezetiil legyen f egy Pick-fiiggvény. Tekintsiik a

i—v 2i
Vi — =14 -
1+v 1+v

leképezést. Ha Imv > 0, akkor

i—v

2_ i—vi—v (Rev)? + (Imy— 1)? <
i+v

Citvity  (Rev)’+(Imv+1)%

)

tehdt a leképezés az Imv > 0 halmazt az egységkorlapra képezi. A leképezés bijekcio,
ugyanis az inverze

A=y (1-v)(1+V)

1
I+v |1+v|2

A= +v—v
[ —— =

1
1—|v)®=2ilmvy
= | —
I1+v[?
amely imagindrius része nem negativ valahdnyszor [v| < 1. A |v| =1, v # —1 képe
2Imv/|1+v|* amely egy valés szdm. A v = —1 ponthoz rendeljiik hozzd +oo pontot.
Tekintsiik a

iV
1+v

e =7 (i) b
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fiiggvényt. Herglotz-tétele alapjan ha |v| < 1, akkor u = tant /2 helyettesitésem

exp (it) +v
= R dH
7@ = e =Reg0)+i " 22 an
1 70
+v+/ ieXp(l,t)+vdH(t):
—1—v 40 exp(it) —v
70 exp(zt/2)+exp(fzt/2
T+0 exp(zz/Z)—exp(—zt/Z
-0 exp(it/2)+exp(—it/2
o+ Uz / i -
—-n+0 exp (it/2) —exp(—it/2

= a+iu

QU

= oc+,uz+/ H(t) =

v
)v
)( I+Z)dH(t):
)( l+z)
sint/2 +exp (—it/2
; / p( /)1+z dH (1) =
T+0 —cost/2 exp (—it/2) = =
(i+z)sint/2+exp(—it/2)
x+0 — (i+2z)cost/2+iexp(—it/2)
n—0 —
(i+z)tans/2+1—itanz/2 Ht) =
a+0  —(i+z)+i+tanr/2
n—0
ztant/2+ 1 H) =
m0 tanf/2—z
uz+1

= a+uz+/

= a+uz+/ H (t)

= (X+uz+/

= OH—,uz—i-/

[lo

otz +/ T ap ).

Vegyiik észre, hogy t > 0 és P egy véges mérték. Ezzel igazoltuk a kovetkez6t:

C.4.8. Allitas. Ha az [ (2) egy Pick-fiiggvény, akkor az f minden Imz > O esetén felir-

hato
14uz

Fl2) = oc+uz+/ £ap (w)

mddon, ahol L > 0 és P egy monoton névekedd korlatos sulyfiiggvény. Ha az f(2)
Pick-fiiggvény valos fiiggvényként folytonosan kiterjeszthetd a valos szamok egy inter-
vallumdra, akkor az intervallum silya a P szerint nulla.

Most mar minden készen 4ll arra, hogy az el6z6 alpont végén emlitett dllitdst igazoljuk:

C.4.9. Allitas. Ha az f(z) Pick-fiiggvény folytonosan kiterjesztheté a pozitiv valds
szdmokrcE-I és ott a kiterjesztett f (s) fiiggvény valds és f (s) <0, akkor

o 1
f(s):a—/o A s>0, (C42)

ahol A egy alkalmas monoton novekedd sulyfiiggvény, és a egy valos konstans.

V5. sor, ﬂ 54 oldal.

2IA fuggvenyek eredenden az Imz > 0 tartomdnyon vannak értelmezve, amelynek a valdés egyenes nem
része.
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Bizonyitas: Az el6z0 karakterizacios tétel miatt minden Imz > 0 esetén

1+uz
u—=z

f(Z)=Of+uz+/<7N0] dP (u).

Ha Rez > 0, akkor mivel u < 0, ezért

ju—z] = \/(u—Re (2)? +Im(2)?2 > Re (2),

igy az integrdland6 kifejezés korldtos és mivel a P (u) is korldtos, igy hatérértéket véve

konnyen lathatd, hogy az integralel$allitds a pozitiv valds szdmokon is teljesiil, vagyis

f(s):a+us+/(7mo] LE ipwy, s>o0.

u—s

Alédbb a Fatou-lemmat szeretnénk hasznalni, de az integrandus nem lesz nem negativ,
ezért két felé kell bontani. Mivel

1 1
S —
u—s S
ezért az
" 1
| dP (1)
(—oo0] U—$
integrdl véges és haszndlhaté a majoralt konvergencia tétele, igy
. 1
lim dP(u)=0.
s=ree (—00’0] u—s
Az us/(u—s)>0igy
liminf W oapw) > / liminf—2—dP (1) =
500 J(—co,0] U—§ J(—e00] 57 u—s
= —udP (u).
Jewa
Mivel pedig f (s) < 0, ezért
1
0 > liminf (a+us+/ +uSdP(u)) >
s5—re0 (—o,0] U—S
> a+liminfus + / liminf—2—dP (i)
s5—¥e0 J(—e00] 57 U—S§
S o _
> a—i—hsrglo?fus / udP (u).

“ (7°°70]
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Ez csak akkor teljesiilhet, ha yt <0 és az f(foo,o] udP (u) integrél véges. De mivel u > 0,
ezért = 0.

L+us 1+ —u(u—s) 1+u?

u—s u—s Tu—s "

Az integral értékét a konstansba beolvasztva,

M2
£s) = a—/<7 L0 () =

00,0] —U+s

_ a+/(7m’0] ﬁlﬂ (1+u2>d(P(°°)—P(u)) =

= a [ (1)) P (w)

[0,00) U+

]
— A .
a ./0 u+sd (u)

27z

Ezzel az 4llitast és igy az el6z6 alpont végén kimondott 4llitds bizonyitdsat befejeztiik.
d

[l

C.4.10. Példa. Az A fiiggvény nulla pontban vett AA (0) ugrédsa lehet nem nulla.

A késGbbiek szempontjabdl nem érdektelen megjegyezni, hogy az f (z) = —1/z fiigg-
vény kielégiti az allitas feltételeit. A hozzd tartozé A silyfiiggvény az u = O pontra
egységnyi sulyt helyezd ugréfiiggvény, amelyre AA (0) = 1.

0

Altalanositott gamma-konvoluciok komplex fiiggvénytani
karakterizacioja
Térjiink vissza az altalanositott gamma-konvolicidk vizsgélatara.

C.4.11. Allitas. Ha egy & > 0 valdsziniiségi vdltozé L Laplace-transzformdltja deri-
vdlhaté médon kiterjesztheté a C\ (—eo,0] halmazrﬂ és

Im <L' (z)L(z)) >0, ha Imz>0,

akkor & egy dltaldnositott gamma-konvolicid.

Bizonyitas: Els6 1épésként megmutatjuk, hogy a feltétel teljesiilése esetén L(z) # 0 az
Imz > 0 halmazon. Ha mégis L(z9) = 0 lenne, akkor mivel az L analitikus, ezért a zq

22Miként kordbban mar lattuk dltaldban egy € > 0 Laplace-transzforméltja az s = 0 pontba mér nem ter-
jeszthetd ki derivalhaté médon.
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pont koriil sorba fejthetS. Ezért alkalmas k > 1 és a; # 0 szamokkal, ahol a; az els6
nem nulla egyiitthaté

LE) = a(z=2)+0(k==/"").

= kag(z—z0)! +0(\z—zolk> .

™
Py
2l
&
\

Ekkor
Im (L' () L)) = klax |2=20P* 2 Im=20+0 (|2~ 20*)

Ha most z — zg = iy, ahol y > 0 és elég kicsi, akkor a most kapott kifejezés negativ, ami
ellentmondds. Legyen

p2)= ), Imz >0,

. L' (?)L(2)
Imp (z) = Im L)~ Im |£Z()Z)|(ZZ)

> 0.

Ugyanakkor a pozitiv valés szdmokon p (s) < 0 ugyanis a val6s szimokon

61 =exo ([ pwan)

és az L monoton csokken, Ebbd az el6z6 alpont végén igazolt (C:42) el6dllitds miatt

roo

1
p(s):a—/o u+sdA(u), 5s>0.

Ebbdl az 4llitds mar evidens ugyanis

exp (/Sp(u)du) =
— exp(sa 7// HudA(;L)du)

(-]
g

ol [ i)
( )-
(

L(s)

= ——dudA (
or{a [ etz

= exp sa+/ In — )).
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Erdemes megjegyezni, hogy AA (0) = 0, ugyanis ellenkezs esetben az integral értéke
minden s > 0 esetén minusz végtelen lenne:

s [0 1
Jo by e e

S 00 ] ]
/() ,/()+ A +udA (l)"_ ;AA (O)du =
s

) 00 1
——dA(A)+AA(O —du = oo,
./o./o+)l+u )+ ().ouu

O

C.4.12. Példa. L(s) =exp(—s*), 0 < a < 1 transzformdciéval rendelkez§ stabil el-
oszlds altalanositott gamma-konvolucié.

Miként ismert, ha 0 < o < 1, akkor az L(s) = exp (—s%*) transzformalttal megadott
eloszlas korldtlanul oszthatd. A korldtlanul val6 oszthatésdg evidens, ugyanis

e(2) oo ()}

amely mogotti valtozé csak konstansszorosa az L (s)-hez tartozé valtozénak, feltéve ha
ilyen valtozd van, vagyis az L valéban egy eloszlds transzforméltja. Az L egy valészinii-
ségi véltozo transzformaltja, ugyanis az L (s) az s > 0 tartomdnyon folytonos, L (0) =1
és teljesen monoton. Valéban az exp (—s) fiiggvény teljesen monoton és az s* kitevd
derivéltja az as® ' = a/sY is teljesen monoton ugyanis y= 1 — ot > 0. Az

=—as* " =—aexp((oc—1)Ins)

fiiggvény kiterjeszthet§ a C\ (—eo,0] tartomdnyra ugyanis a logaritmusfiiggvény kiter-
jeszthetd a megadott tartomdnyra. A z komplex szdmot (p, @) trigonometrikus alakba
frva

/
Te = —aew(@-1)npip) -
= —ap®exp((a—1)ig),
amely imagindrius része
L'(2) a—1
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ugyanis ha Imz > 0, akkor 0 < @ < m. A mdsodfaji béta eloszlas siirliségfiiggvénye
szerint

Sl | 1 [ 1
/ — u* gy = 7/ u® du =
0 u+s sJo u/s+1

1 /= 1
= / — (s)* Lsdr =
0

sto t+1

Emlékeztetiink, hogy egy éltalanositott gamma-konvolicié Thorin-fiiggvénye az

L(s):exp(/oiln<lis)dA(l)>, $>0

elddllitasban szerepld A sulyfiiggvény. Miként lattuk ez éppen a

< 1
p(s)-a—/o+u+sdA(u), s>0

elddllitasban szerepld A sulyfiiggvény. A fentiek alapjan a jelen példdban
ps)=—as* = L /w Lt,tO‘flduA

rl—a)l(a).

Ebbdl a példaban szerepld stabil eloszlds Thorin-fiiggvényének stirliségfiiggvénnye

o
- 0.
Tra-ao" * “°
O

A hiperbolikusan teljesen monoton eloszlasok altalanositott
gamma-konvoluciok

A lognormdlis eloszlds vagy a mdsodfaju béta eloszlds korlatlanul valé oszthatésaga-
hoz elegendd tehdt belatni, hogy ha f egy .,jo tulajdonsdgd” hiperbolikusan teljesen
monoton siirliségfiiggvény, akkor az L (s) Laplace-transzformdacié derivalhaté médon
kiterjeszthet$ a C\ (—oo, 0] halmazra, és a kiterjesztett fiiggvényre

ImL (z)L(z) >0, Imz>0.
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1. Els6 1épésként biztositani kell, hogy az L kiterjeszthetd legyen a C\ (—eo,0] hal-
mazra. Ehhez természetesen sziikségiink van a mar bemutatott derivalhatsagi feltevé-
sekrﬂ Miként lattuk, a megadott feltételek teljesiilése esetén az L(z) kiterjeszthetd a
negativ valés tengely mentén felvagott komplex sikra, és ott

L(2) = exp(=ip) | exp(~zexp(~ig)1)  (exp (~ig)1)

valamint az integrdlok abszolit konvergensek és 0 < ¢ < /2.

2. Tekintsiik a L' (z) L(z) kifejezést, ahol Imz > 0, rogzitett komplex szdm. A jobb
olvashat6sag kedvéért legyen © = exp (—i@), illetve

h(x) =exp(—z0x) f (Ox).
Ekkor
[0 = o[ wwa= [ wwa,

—? /m sh(s)ds.
0

~
—
~
&

Il

Ebbsi24

—L'(z)L(z) = 19 h dt/ sh(s)ds =

719/ / sh(s dtds

Az L(z) fiiggvényt megad6 integrdl abszoliit konvergens, ezért az L' (z) és az L(z)
értékeket megadé integralok is abszolit konvergensek, igy a kettSs integrdl is abszo-
Iat konvergens, kovetkezésképpen haszndlhaté az integréltranszformdacios tétel. Végez-
ziink s = uv, r = u/v transzformacic

Vegyiik észre, hogy a Jacobi-determinans

det( " 2
Ny —up? )T

2v.s.[C115] Anitas,291] oldal.

24Vegyiik észre az elGjelet!
23Val6jdban az integrandus komplex értéki, ezért a valés és az imaginarius részben kell az integraltranszfor-
mdciét elvégezni.
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illetve, hogy a transzformécié a nem negativ szdmpéarok halmazat onmagara képezd
bijekcid. A h képletében szerepl6 két tagot kiirva, illetve f-re kihaszndlva a tiikr6zési

(T - (e -en(0%) (%) -
o (55)1 ()

Mivel 0 < @ < /2, ezért a Re ¥ és a Rel/d pozitiv. Az f hiperbolikusan teljesen
monoton, és a feltételek szerint kiterjeszthetd a Rez > 0 félsikra kovetkezésképpen,
miként kordbban lattuk

f(%)f(w?ﬂ:

= / exp — + 19uv>> dK, (1)
moédon irhatd. Ezt beirva az aldbbi harmas integralt kapjuk:
20 / / / exp —19 —(z+1)- wv) dK, (1) dvdu.

Ismét az attekinthetd jelolés céljabdl legyen

w=w(t,u) = —(z+1).

219/ / / exp +w v))dKu(t)dvdu.

Megmutatjuk, hogy a belsé két integral felcserélhet6. Fubini-tétele értelmében ehhez
igazolni kell, hogy a hdrmas integral abszolut konvergens. Ezt 1ényegében az el6z6
szamitdsok megforditdsdval igazolhatjuk:

(- 2 +) -2 ).

Mivel Rez®d > 0 és Re ¥ > 0 ezért a kitevSben szerepl$ valds rész alkalmas a,b > 0
konstansokkal

SRS

Az integral

(at+b) <% +uv)

alakba frhat6. Ebbol kovetkezSen a belsd integral

/Omexp<—(at+b ( +uv) ) dK,
:exp(fb(%+uv>>/ exp( ( +auv>) W (1)
— exp <—b (%+uv>)f(“7”) Flau-v).
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Ezt u és v szerint integralva, majd kihasznélva, hogy az integrandus nem negativ, igy a
helyettesitést ,,visszacsindlva”

/()m2u2/0mexp <fb (%Jruv)) X
xf(%) - f(au-v)dudv =
= [ xexp(=bl-+3)) £ (@) () dxdy =
= /(;mxexp(—bx)f(ax) dx/(;wexp(—bY)f(aY) dy,

amely két integral véges. A bels6 két integralt felcserélése utan tekintsiik az imagindrius

rész eldjelét meghatdrozo
19/ exp<f(y+w~v>)dv
0 v

kifejezést. A valds szamok mentén val6 v szerinti integralds helyett térjiink at a & — wh
sugdron vett integrdlra. Ezt, kihaszndlva, hogy Rew > 0, és igy a kiils6 koron valé
integral nulldhoz tart a kordbban mdr latott médon megtehetjiik. Az integral értéke tehat

e 1
ﬁw/ exp (— (* + |w\2h>) dh.
Jo h
A képletben szerepld valds integrdl mindig pozitiv, kovetkezésképpen a harmas integral
imagindrius részének eldjelét az

Imdw =1Im (u@) =—ulmz

kifejezés adja meg. Vagyis ha Imz > 0, akkor a hdrmas integral imagindrius része nem
lehet pozitiv, igy a szamitds elején hasznalt negativ elgjel miatt

Im (L' (z)m) >0, halmz>0.

Ezzel Thorin tételének bizonyitasat befejeztiik.

C.5. Altalanositott szimmetrikus gamma-konvoluciék

Térjiink ra a Student-eloszldsra. A 1, strlségfiiggvénye

1 1
(1/2,n/2) (1 +x2)(n+1)/2 .

fW =
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Valamivel altalanosabban: ha r > 0, akkor #, eloszlason szokas az

1 1
F&) = 507 (1422) D72

stiriségfiiggvénnyel adott eloszlast érteni. A ¢, eloszlds a teljes szdmegyenesen van
értelmezve, gy a karakterisztikus fiiggvényét kell vizsgalni. Ha & és 1) fiiggetlen azonos
paraméter(i gamma eloszldst véltozok, akkor a & — 1 eloszldsat szimmetrikus gamma-
konvoliciénak mondjuk. Az (a, i) paraméterd gamma eloszlds Laplace-transzformalt-
jaban s = —it helyettesitést végezve, a valtozé karakterisztikus fiiggvénye

o= (gts)

Ebbdl a szimmetrikus gamma-konvoldcidk karakterisztikus fiiggvénye

N N
u—it nA+it u+e2) -

Az egyszeriibb jellés céljabol a u? helyett csak A-t fogunk irni. Mivel fiiggetlen korlat-
lanul oszthat6 eloszlasok dsszege is korldtlanul oszthatd, ezért a szimmetrikus gamma-
konvolucidk is korldtlanul oszthatéak. Miként az dltaldnositott gamma-konvolicidok
esetén is a

ﬁ 7)“ : = ex ia-lo 7% =
it \Ai+12 - P Pr il g’li‘Hz -

o A
exp (/O+ log mdAN (l))

alaku karakterisztikus fliggvénnyel rendelkezd véltozok korlatlanul oszthat6ak. Ebbol,
felhaszndlva, hogy korlatlanul oszthat6 eloszldsok gyenge konvergencidban vett hatér-
értéke szintén korldtlanul oszthaté minden

o (t) =exp </(: log ﬁdA (l))

alaku karakterisztikus fiiggvénnyel rendelkezd eloszlés is korldtlanul oszthat6. Ez in-
dokolja a kovetkez6 definiciot:

C.5.1. Definicié. Egy eloszlast éltaldnositott szimmetrikus gamma-konvoldciénak
mondunk, ha a karakterisztikus fiiggvénye felirhat6 ¢ (1) = L (tz) modon, ahol L egy
altalanositott gamma-konvolicié Laplace-transzformaltja.

C.5.2. Allitas. Az dltaldnositott szimmetrikus gamma-konvoliiciok korldtlanul osztha-
tok.
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Bizonyitas: Az dllitds az elmondottak alapjan evidens, de érdemes mas oldalrdl is
megvildgitani. Az egyszeriiség kedvéérta ¢ (1) =L (t2 / 2) alaku kifejezéseket vizsgdl-
juk. Ha az L (s) = E (exp (—s&)) egy Laplace-transzformécio, akkor az L (s/2) éppen a
& /2 transzformdltja, {gy az dltaldnossdgot nem csorbitjuk. Legyen F az L-hez tartozé
eloszlasfiiggvény. Ezzel

o) = L(g):‘/Owexp<—u§)dF(u):(/Omexp(_(\/’)zzzz)df’()

/ m ‘PN<ow> (1)dF (u) =

s \/\/ﬁ " expli exp( ;‘z)dxdF(u):

/ exp (ifx / \/7 ( xz)dF (u)dx =
/:; exp (itx) g (x) dx,

ahol a Fubini-tétel ismételt alkalmazasdval egyszeriien ldthatd, hogy a belsd

integral egy stiriségfiiggvény. Vagyis a ¢ valéban egy karakterisztikus fiiggvény. To-
vébbd, ha az L egy korldtlanul oszthaté eloszlds Laplace-transzformaltja, akkor az
L (t2 / 2) ,illetve az L (tz) egy korlatlanul oszthat6 eloszlds karakterisztikus fiiggvénye,
ugyanis ilyenkora ¢, (1) = VL (t2 / 2) ,illetve az v/L (tz) szintén karakterisztikus fligg-
vény. A bizonyitdsban kulcsszerepet jatszo g (x) kifejezés egy kevert normélis eloszlds

stiriségfliggvénye, ahol a keverés paramétere a variancia.
d

A szamolast forditott irdnyban elvégezve beldthatjuk a kdvetkezdt:

C.5.3. Kovetkezmény. Egy eloszlds ¢ karakterisztikus fiiggvénye pontosan akkor
¢ (t) = L(t*/2) alakii, ha az eloszlds egy alkalmas F eloszlds szerint kevert normd-
lis eloszlds. Ilyenkor a keverendd normdlis eloszldsok vdrhato értéke nulla és a keverés
az u = 62 variancia szerint torténik.

C.5.4. Példa. Szimmetrikus stabil eloszlasok.

Ha 0 < o <1, és ¢ >0, akkor az s > 0 félegyenesen az L(s) = exp(—c-s%) egy tel-
jesen monoton fliggvény, tehdt egy nem negativ eloszlds Laplace-transzforméltja. Az
elmondottak alapjan a

o (t) =exp <fc (tz)a> = exp (—ct]")
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ahol 0 < Yy = 2o < 2 egy eloszlas karakterisztikus fiiggvénye. Konnyen lathatd, hogy
az eloszlds korldtlanul oszthaté és az osztdskor kapott komponensek azonos tipusba
tartoznak, ugyanis ha

o (1) = exp (= 1il"),

akkor ((p(”) (t))n = @(t). A @-hez tartozé eloszlast szimmetrikus stabil eloszldsnak

szokds nevezni. Erdemes hangstlyozni, hogy a ¥ = 1 és ¢ = 1 eset éppen a Cauchy-
eloszldst adja, és a Yy =2 és ¢ = 1/2 pedig a standard normélis eloszldst. A tobbi y

2

esetén a stirtiségfiiggvények nem fejezhetSk ki egyszert képletekkel.
d

Ha most a kever$ F egy altaldnositott gamma-konvolicié eloszldsfiiggvénye, akkor a
g egy 4ltaldnositott szimmetrikus gamma-konvolicié stiriségfiiggvénye. Legyen r > 0

és az F stirtiségfiiggvénye legyen

r+1
flx)= %r) (%) exp (—i) , x>0,

Az f egy suruségfﬁggvénﬂ ugyanis nem negativ és

L) (2o

1 “ r+1 1
=—_— —u) —dt = 1.
) (/0 u"exp(—u) 2

Tekintsiik az u = 6 paraméter szerinti keverést:

0 = s ool o

-~ 1 T /2,0 o (—vexn [ -2 ) 4
N ﬁF(l/Z)F(r)./ot e t)ep( ’2)#

 T(r+1/2) ( 1 )’“/2_
V2D(1/2)T(r) \14x%/2

r+1/2
1 1

V2B(1/2,r) 1+(x/ﬁ)2

26Kgnnyen lithat6, hogy az f éppen egy (r,1) paraméteri gamma eloszlst valtozé reciprokdnak stird-
ségfiiggvénye. Ennek megfelelGen a ¢, 1ényegében gamma eloszlds reciproka szerint kevert normalis eloszlasi
véltozd. A gamma eloszlds reciprokdt szokds inverz gamma eloszldsnak is mondani.
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o P

amely a v/2¢, alaki valtoz6 siirtiségfiiggvénye. Az f keverd stirtiségfiiggvény azonban
hiperbolikusan teljesen monoton, ugyanis

fw) f(ufv) =
2 r+1 r+1
(/) ) Gr) o (o) -
=C (u)exp (f% <v+%)> =C(u)exp <f£w) .

A t, eloszlas tehdt egy dltaldnositott szimmetrikus gamma-konvolicid, igy korldtlanul
oszthatd.

d

C.6. Felhasznalt irodalom

A konyvben leirtak a jelen fejezettdl eltekintve kozismertek, igy a felhaszndlt iroda-
lom bemutatasatdl eltekintek. Természetesen nagyban timaszkodtam az 4ltalam ismert
irodalomra és igen gyakran sz6 szerint dtvettem bizonyos példdkat és feladatokat. A
legtobbet az egyetemi oktatdsban kordbban hasznalt, Barfai Pal altal irt feladatgyfj-
teménybdl vettem 4t, de az évek sordn szdmtalan mds forrasbdl is meritettem. Mivel
manapsag a plagium komoly vddnak szdmit, ezért nagy megtiszteltetésnek tekintem
annak kijelentését, hogy minden ami a jegyzetben le van frva valaki mastdl szarmazik,
és bar a forrasra altaldban nem emlékszem, valakitdl tanultam és nem én magam talal-
tam ki 6ket. Mint tudjuk minden kutaté olyan torpe, aki 6ridsokon 4ll. Természetesen az
irodalomjegyzék elsddleges célja nem az elsGség tisztdzdsa, hanem az olvasé tovéabbi
orientdldsa. Amennyiben az olvasé a valészintiségszamitas teriiletén tovabbi tanulma-
nyokat szeretne folytatni, gy a honlapomon, medvegyev.hu, tud tdjékozddni. A jelen
fejezetben leirtak azonban nem részei a standard valdszinliségszdmitdsi tananyagnak,
igy célszer( az idevagé irodalom rovid bemutatdsa. A fejezet megirdsakor két hosszabb
monografidra timaszkodtam:

1. Lennart Bondesson: Generalized Gamma Convolutions and Related Classes of
Distributions and Densities, Lecture Notes in Statistics 76, Springer-Verlag, New York,
1992.

2. Fred W. Steutel és Klass van Harn: Infinite Divisibility of Probability Distribu-
tions on the Real Line, Pure and Applied Mathematics, A Program of Monographs,
Textbooks, and Lecture Notes 259, Marcel Dekker, Inc., New York, Basel, 2004.

A teriilet legfontosabb eredményei G. Olof Thorin svéd matematikustdl szdrmaznak.
Idevag6 legfontosabb dolgozatai:

Thorin O.: On the infinite divisibility of the lognormal distribution. Scand. Actuar. J.,
1977, 121-148. oldalak.
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Thorin O.: On the infinite divisibility of the Pareto distribution. Scand. Actuar. J.,
1977, 31-40. oldalak.

Thorin O.: An extension of the notion of a generalized G-convolution. Scand. Actuar.
J., 1978, 141-149. oldalak.
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Miért olvassam el?

A koényv a valdszinliségszamitds alapfogalmait foglalja
ossze. A konyv elsé fele a legfontosabb alapismeretek
tartalmazza, a mdsodik rész, amely a kényvben filigge-
lékként jelenik meg a korldtlanul oszthaté eloszldsok
és az dltaldnositott gamma konvollciék elméletét tar-
gyalja.

Az elsdS rész megértéséhez elegend6é az egyetemi be-
vezet6 analizis ismerete, a mdsodik rész megértéséhez
azonban a matematikai analizis haladottabb fejezeteit

is ismerni kell.
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