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Eloszo

A konyv els6sorban a Budapesti Corvinus Egyetem Ko6zgazdasdgi elemz6 mestersza-
kdnak hallgat6i szdmdra késziilt, akik az els§ féléviikkben a Haladé makrodkondmia
L. targy keretein beliil megismerkedhetnek a novekedéselmélet relevans kérdéseivel. A
tananyag megértéséhez el6feltétel az alapszakos tanulmdnyok sordn elsajétitott kozgaz-
dasdagi alapfogalmak és a sziikséges matematikai eszkoztar ismerete.

Az elsé fejezet — amolyan kedvcesindloként — empirikus tényeket mutat be a vildg or-
szdgainak gazdasagi novekedésérdl és a jovedelemkiilonbségekrdl, illetve felhivja a fi-
gyelmet azokra a megfigyelésekre, melyeket majd az egyes elméletekkel meg kell tudni
magyardzni. A tovabbi fejezetekben az egyszertibb modellektdl indulva — fokozatosan
bdvitve azokat — jutunk el végiil az egyre bonyolultabb 6sszefiiggésekig.

A modellek bemutatdsa és levezetése utan a fejezetek végén taldlhato rovid osszefog-
lalasok kiemelik az adott anyagrész f6bb kovetkeztetéseit, igy a vizsgdk el6tt konnyebb
attekinthetséget tesznek lehet6vé. A gyakorl6 feladatok pedig akdr a szemindriumo-
kon, akdr az otthoni gyakorlds sordn hasznosak lehetnek, illetve a modellek tovabbfej-
lesztési lehetdségeit is megtaldljak benniik azok, akik jobban elmélyednének a téma-
korben. Remélem, hogy a konyv segitséget nytjt majd a kurzus sikeres teljesitésében,
és olyan tudds birtokdba juttatja az Olvasét, melyet a késSbbiek sordn is alkalmazni tud.

Végiil szeretnék koszonetet mondani kollégdimnak a Makrookondmia Tanszéken.
Egyrészt azért, mert mindent t6likk tanultam, amit a makrookondmiai modellekrdl
tudni érdemes. A konyv megirdsa sordn is nagy hasznat vettem az drai jegyzeteiknek.
Masrészt pedig azért, mert didkkoromban bebizonyitottdk, hogy érdekes €s izgalmas
a makrookondmia, és felkeltették érdeklédésemet a téma irdnt, mely azéta is toretlen.
Kiilon koszondm Varga Gergelynek, a konyv lektordnak a szdmos hasznos tandcsot és
észrevételt, valamint Magyarkuti Gyuldnak, hogy a konyv elnyerhette végs6 formajat.

Budapest, 2017. jinius Kuncz Izabella
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A gazdasédgi novekedés a makrookondmia egyik kozponti témakore, hiszen az orszagok
kozott kialakult jelentSs jovedelmi kiilonbségek tobbek kozott a benniik rejld novekedé-
si potencidlra vezethetSk vissza. Az ezzel foglalkozo szakirodalom kiilonféle elméletek
és modellek segitségével probal vélaszt kapni arra a kérdésre, hogy mi lehet a fejlédés
f6 mozgatérugdja és mivel biztosithaté hosszi tdvon a novekedés.

Ebben a fejezetben a megfeleld mérdszamok kivédlasztasa utdn megmutatjuk, mekko-
ra eltérések vannak a vildg gazdasagai kozott. Az adatok alapjan feldllitott rangsorban
megnézzilk, mely orszdgok tartoznak a szegényebbek, melyek a gazdagabbak csoport-
jéba, és minek koszonhetS az, ha valaki jobb vagy rosszabb kategéridba keriil az id6
muldsdval.

Akdr tobb szaz évig visszamendleg megvizsgdljuk a jovedelem alakuldsdnak idésora-
it a vildg kiilonboz§ teriiletein, és 0sszegyjtjitk a novekedéssel kapcsolatos empirikus
tényeket, valamint a gazdasagi novekedést befolydsolo tényezdket. Végiil az orszdgok
kozotti konvergencidt tanulmdnyozzuk, vagyis megfigyeljiik, hogy 1étezik-e egy olyan
hosszu tdvi novekedési palya, melyet id6vel az Osszes gazdasag elérhet, és aminek ko-
szonhetéen megszlinnek a jovedelmi kiilonbségek kozottiik.

1.1. A jolét méroszamai

A gazdasagi teljesitmény mutatdjaként a brutté hazai terméket, vagyis a GDP-t fog-
juk haszndlni a konyv tovdbbi részében. Figyelniink kell arra, hogy az értékek id6beli
Osszehasonlitdsa érdekében kiszrjiik id6sorabdl az arvaltozast, és bazis drakon sza-
moljuk ki minden évre vonatkozdan, illetve az orszdgok 0sszevethetGsége miatt ugyan-
abban a pénznemben (példdul dolldrban) adjuk azt meg.

Szintén végig kell gondolnunk, hogy az egy f6re és az egy munkdsra vetitett érté-
kek koziil melyiket érdemes haszndlnunk. A kevésbé fejlett gazdasdgokban jellemzden
alacsonyabb az aktivitdsi rata, mert relative todbben maradnak tdvol a munkapiactol (pél-
dédul a nok jelentSs része gazdasdgilag inaktiv, és nagyobb az informadlis szektor). Ha a
teljes népességszdmmal osztjuk le a GDP-t — mely nem veszi figyelembe a nem-piaci
termelést — akkor alulbecsiilhetjiikk ezen orszdgok teljesitményét a fejlettebbekéhez ké-
pest.

A problémadra megoldast jelenthet, ha egy foglalkoztatottra vetitjiik a gazdasiag GDP-
jét, jobban kifejezve ezzel az ott dolgozok termelékenységét. Mivel azokban a ndveke-
dési modellekben, melyekkel a késébbi fejezetekben foglalkozunk, nagy szerepe lesz a
munka produktivitdsanak, ezt a mutatét is érdemes alkalmazni a j61ét mérésére.

Az tdbldzatban jol lathatjuk, mekkora eltérések lehetnek a két fenti mutatébol
kapott eredmények kozott. A tabldzat vasarléerS-paritdson mérve tartalmazza az egy
fére és az egy foglalkoztatottra juté GDP értékét kiilonboz6 orszdgokban 2015-ben, az
Amerikai Egyesiilt Allamokhoz viszonyitva. Egészen mds sorrend alakul ki az egyik
illetve a mdsik mutaté mellett. frorszdg példaul mindkét esetben listavezets ezen a min-
tan, de az egy foglalkoztatottra juté GDP alapjan 27%-kal, mig az egy f6re juté GDP
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alapjan csak 16%-kal ért el jobb eredményt, mint az Egyesiilt Allamok. Belgium az egy
fére es6 GDP szerint Svédorszdg és Dénia utdn kovetkezik, de a masik mutatéval mér-
ve mindkettSt megel6zi. Az elébbiek osszefiiggésben dllnak azzal, hogy frorszagban
és Belgiumban is alacsonyabb a foglalkoztatottsdg, mint a tobbi emlitett gazdasagban.
Franciaorszag szintén a foglalkoztatottak relative alacsony ardnya miatt ugrik feljebb a
sorrendben, ha egy foglalkoztatottra és nem egy fére normaljuk a GDP-t. Végiil Algéria
és Egyiptom egy fore es6 GDP-je az USA értékének 26, illetve 19%-it teszi ki. Bar az
egy foglalkoztatottra juté GDP mellett is joval szegényebbnek tlinnek, mint az Egyesiilt
Allamok, a helyzetiik jelentSsen javul, 45 és 32%-ra emelve a mutatét.

GDP/f6  GDP/foglalkoztatott ~ Foglalkoztatottsag
(USA-hoz viszonyitva) %

Trorszag 1,16 1,27 54,37
Amerikai Egyesiilt Allamok 1,00 1,00 58,83
Svédorszag 0,86 0,83 59,73
Dania 0,86 0,80 58,22
Belgium 0,79 0,91 49,05
Egyesiilt Kirdlysdg 0,73 0,72 59,36
Franciaorszdg 0,72 0,84 49,44
Algéria 0,26 045 38,89
Egyiptom 0,19 0,32 43,10

1.1. tablazat. Egy fére és egy foglalkoztatottra es6 GDP vasarléerd-paritdson mérve, valamint a 15 éven
feldli népesség foglalkoztatottsaga 2015-ben. Adatok forrasa: World Bank.

Az[IJ]4bra 151 orszdg eloszldsit mutatja a visédrléerS-paritdson mért egy fore esd
redl GDP alapjan. Lathatjuk, hogy a legtobb orszdgban 20 000$ ald esik az értéke, de az
évek mildsaval egyre csokken azoknak a szdma, melyek ebbe a kategdridba sorolhatdk.
Eszrevehetd, hogy 1990-ben és azutdn az orszdgok egy masik jovedelmi szint mellett
is stirlisodnek, mely folyamatosan tolédik jobbra. Minél késébbi adatsort néziink, an-
ndl inkdbb elnyulik jobbra az eloszlds, vagyis a gazdagabb orszagok jovedelme annal
magasabba vilik a szegényekhez képest, igy a legnagyobb jovedelmi egyenlStlenséget
2010-ben latjuk az dbran.

A vizsgélt 40 év alatt az egy fore es6 GDP 4tlagos értéke jelentésen megndtt. 2010-
ben koriilbeliil 13 065$ volt, mely tobb mint kétszerese az 1970-es 5887$-os értéknek.
A leggazdagabb orszdg a 151 elem mintaban 1970-ben Svdjc volt kozel 27 250$-o0s
egy f6re es6 GDP-vel, majd 2010-ben Luxemburg keriilt az élre 84 126$-ral, ami azt je-
lenti, hogy meghdromszorozddott a legmagasabb jovedelem értéke. A legalacsonyabb
egy fore es6 GDP értéke viszont inkabb stagndlt, hiszen Etidpia 1970-es 544$-o0s és
Kong6 2010-es 567$-os szintje kozott nincs szamottevs novekedés. A legszegényebb
és leggazdagabb orszdgok kozti kiilonbségek novekedése tehat egyre jelentGsebb. Mig
1970-ben 50-szerese volt a legmagasabb jovedelmi orszag egy fére es6 GDP-je a leg-
alacsonyabb jovedelmii GDP-jének, addig 2010-ben mar 148-szorosa.
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1.1. &bra. Az orszagok eloszlasa egy fére es6 GDP alapjan (2011 US$, vasarléer6-paritdson szamitva).
Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.

Mivel édtlagosan is novekedett a jovedelem, és a novekedés nem linedris, érdemes a
véltozé természetes alapu logaritmusat vizsgdlni. Ha példdul a szegény (GDP;;) és a
gazdag orszdg egy fore es6 GDP-jének (GDPy ) is x az éves novekedési ratdja, akkor
a t. periédusban GDP, ; — GDP;; a jovedelmeik kozti kiilonbség abszolit értéke, mig
a kovetkez6ben mir (1 + x)(GDPg; — GDPy,), vagyis az id6 miildsdval folyamatosan
nd, emiatt egyre inkdbb szétteriil§ eloszlast lathatunk az dbran.

Ezzel ellentétben, ha az egy f6ére es6 GDP természetes alapui logaritmusat vessziik,
akkor azok kiilonbsége nem valtozik az id6ben, ami a logaritmus azonossagaibél adé-
dik:

GDP,,
InGDP,; — InGDP;; = In (GTP?,) :

(1+x)GDPy, GDP,,
InGDP,, .| —InGDP, .| =1 =~ ) =1 R
n gt+1 n st+1 1 ( (1 +x)GDP_” n GDP;J

Az [[2]dbra ugyanannak a 151 orszdgnak mutatja az eloszldsét, mint az[I.] dbra, de
itt az egy fére es6 GDP természetes alapu logaritmusa alapjan. A jobbra tol6das, illetve
a gazdagabbak jovedelmének relative nagyobb mértékidi novekedése a 40 év alatt jol

7 2z 2

latszik, viszont a diagram mdar nem olyan elnyild, mint az el6z8 dbran volt.

A logaritmizélds mdasik haszna, hogy a logaritmizalt idGsor gorbéjének meredeksége
a véltozé ndvekedési ratdjat mutatja, mint példdul az [I.3] dbrén, ahol egy y, véltozé
alakuldsat dbrazoltuk az id6ben.
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1.2. dbra. Az orszagok eloszlasa egy fore es6 GDP logaritmusa alapjan (2011 US$, vasarléeré-paritdson
szamitva). Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.

Iny;

Iny,

lny2 —lny1 { lny
1

1.3. dbra. Egy valtozé természetes alapu logaritmusanak alakulasa

A viltozé éves adtlagos novekedési ratdja is konnyen kiszdmithaté a logaritmizalt id6-
soron. Ha évente x litemi a novekedés, akkor barmely két periddus (példdul ¢ és T)
kozott fenndll az alabbi 6sszefiiggés:

yr = (1+x)" "y,
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melynek természetes alapu logaritmusa:
Inyr = (T —¢t)In(1 +x) +Iny,.
Atrendezés utdn az alabbi egyenléséghez jutunk:

1 —1
In(1+x) = %7

ahol In(1 4+ x) ~ x, ha x értéke nulldhoz kozeli, igy egyszerlien szdmszertsithet§ az
atlagos novekedési rata.

1.2. Gazdagok és szegények

Az [I.4] 4bra szerint azok ardnya a vildg teljes népességén beliil, akik a szegénységi
kiiszob — jelen esetben napi 1,9$ — alatti 6sszegbdl élnek egyre csokken. A *80-as évek
elején még 15%-n4l is nagyobb volt az ardnyuk, 4m napjainkra mar 5% al4 esett.

20

15 N

%

10 n

| | | | | |
1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015

z

cv

1.4. dbra. Napi 1,9%-0s szegénységi kiiszob alatt élék aranya a vilag népességén belill, 1980-2016.
Adatok forrasa: World Bank.

Azt, hogy kozben az orszagokon beliili jovedelmi kiilonbségek mekkordk és hogy
csokkennek-e, a Lorenz-gorbe, illetve a Gini-index segitségével allapithatjuk meg.

Egy hipotetikus gazdasdg Lorenz-gorbéje az[I.5]abran lithaté. Azt mutatja meg, hogy
az orszdg népességének adott hdnyada az orszdg teljes jovedelmének mekkora részét
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1.5. dbra. Lorenz-gérbe

birtokolja. Példdul egy (x,y) pont a gorbén azt jelenti, hogy a lakossdg legalacsonyabb
jovedelmi x szdzaléka a teljes jovedelem y szdzalékdhoz jut hozza. A jovedelmek telje-
sen egyenletes eloszldsa esetén tehdt egybeesne a gorbe a 45°-o0s egyenessel (példdul a
lakossag legszegényebb 20%-a a teljes jovedelem 20%-4t kapnd meg). Minél nagyobb
az egyenlGtlenség, anndl lejjebb keriil a Lorenz-gorbe az egyeneshez képest.

A gorbe és az egyenes altal bezart teriilet (sziirke rész az dbran) egyenes alatti teriilet-
hez viszonyitott ardnya az egyenlStlenség mérszdma, hiszen teljes egyenlGség esetén
ez az ardny 0, teljes egyenlStlenség esetén pedig 1. Ezt a hdnyadost Gini-indexnek ne-
vezik, és az[I.6]dbra 35 OECD orszagban mutatja a 2014-es értékét. Feliilr6l lefelé ha-
ladva egyre csokken a mutatészdm, vagyis a legfelsd gazdasdgokban (Chile és Mexiko)
a legnagyobb az egyenlStlenség, a legalsokban (Izland €s Norvégia) pedig a legegyen-
letesebb a jovedelemeloszlas a lakosok kozott. Ez utébbiak Gini-indexe majdnem fele
az eldbbiekének. Ez azt jelenti, hogy nem csak az orszdgok kozotti, de az orszdgon
beliili jovedelmi kiillonbségek is szamottevéek bizonyos orszdgokban.

Baér jelentds kiilonbségeket tapasztalunk, de a legtobb gazdasdgban hosszd tdvon no-
vekvd trendje van az egy fére es6 GDP-nek, igy az éves atlagos novekedési ratajuk
pozitiv. Nézziikk meg, hogy mi kell ahhoz, hogy egy orszdg el6rébb tudjon lépni egy
magasabb jovedelmi kategdrdba a ranglistdjan!

Az[T2]tdblazat egy 148 orszagbdl 4116 mintdbol tartalmazza azt a tizet, melyek a leg-
alacsonyabb egy fére es6 GDP-vel rendelkeztek 1970-ben vdsarléer6-paritdson mérve.
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1.6. dbra. Gini-index az OECD orszagokban 2014-ben. Adatok forrasa: OECD Income Distribution adat-

bazis.

Vessiik 0ssze ezt a 2010-es listdval, mely az[T.3] tdbldzatban lathat6! Taldlunk néhany
olyan orszagot, mely a legszegényebbek kozott maradt 40 év eltelte utdn is (Mozambik,
Burundi, Etiépia). A legtobbjiik viszont képes volt feljebb keriilni a jovedelem alapjan
feléllitott sorrendben, {gy az utébbi tablazatban mar nincsenek feltiintetve. Ha ez utéb-
biakat jobban megnézziik, megfigyelhetjiik, hogy az egy f6re es6 GDP-jiik éves tlagos
novekedési iiteme a vizsgalt periddusban relative magas (példaul Egyenlit6i-Guineaban
9,6%-o0s, Vietnamban 4,2%-o0s). Helyettiik olyanok keriiltek a 2010-es lista aljara, akik
ezzel ellentétben kivétel nélkiil negativ dtlagos novekedési ratit produkaltak (példdul
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Madagaszkar és Libéria -2%-ost).

Egy f6re esé GDP éves atlagos
novekedési iiteme, %
(1970-2010)
Etiépia 1,3
Mali 24
Egyenlit6i-Guinea 9,6
Mozambik 1,0
Burundi -0,4
Burkina Faso 1,4
Nepal 2,2
Mianmar 3,8
Laosz 3,4
Vietnam 4,2

1.2. tablazat. A legszegényebb orszagok 1970-ben. Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.

Egy fére es6 GDP éves atlagos
novekedési iiteme, %
(1970-2010)
Kongé6i Dem. Koztdrsasig -3,7
Burundi -0,4
Madagaszkar -2,0
Libéria -2,0
Niger -1,5
Kozép-Afrikai Koztarsasdg -1,2
Etidpia 1,3
Mozambik 1,0
Malawi -0,2
Togo -0,6

1.3. tdblazat. A legszegényebb orszagok 2010-ben. Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.

A lista masik végét, a legmagasabb egy fore es6 GDP-vel rendelkez$ orszagokat
1970-ben az[I.4] 2010-ben pedig az[I.3]tablézat mutatja. Tébbségiiknek négy évtiz/edet
kovetden is sikeriilt a csticson maradni (Svdjc, Luxemburg, Amerikai Egyesiilt Alla-
mok, Ausztrdlia, Norvégia, Hollandia), de jobb helyezést értek el koziiliik azok, akik
gyorsabban novekedtek a tobbi gazdasaghoz képest. Melléjiik olyan orszdgok kertiltek,
melyek kimagaslé novekedésre voltak képesek (példdul Szingapur éves atlagban 6,2%-
os, Hongkong 4,6%-o0s és frorszdg 3,8%-0s). Az ézsiai , kistigrisek” (Koreai Koztdrsa-
sdg, Tajvan, Szingapur és Hongkong) és Trorszdg esetére novekedési csodaként szoktak
hivatkozni, hiszen nagyon gyors fejlédést vittek véghez. A tdblazatok alapjan levonhat6
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az a kovetkeztetés, hogy az orszagok novekedési teljesitményével szorosan Osszefiigg,
hogy milyen jovedelmi kategéridba esnek.

Ez a megallapitds szintén a novekedéselmélet relevancidjat tdimasztja ald, hiszen azok
képesek feljebb keriilni a rangsorban, akik gyorsabb fejlédésre képesek.

Egy f6re es6 GDP éves dtlagos
novekedési iiteme, %
(1970-2010)
Svijc 1,6
Luxemburg 2,9
Amerikai Egyesiilt Allamok 1,9
Svédorszag 1,9
Dania 1,9
Ausztralia 2,0
Kanada 2,0
Hollandia 2.3
Norvégia 3,1
Izland 2,1

1.4. tablazat. A leggazdagabb orszagok 1970-ben. Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.

Egy fére es6 GDP éves atlagos
novekedési iiteme, %
(1970-2010)
Luxemburg 29
Szingaptir 6,2
Norvégia 3,1
Svijc 1,6
Amerikai Egyesiilt Allamok 1,9
Hongkong 4,6
Hollandia 2.3
Irorszag 3,8
Australia 2,0
Ausztria 2.8

1.5. tablazat. A leggazdagabb orszagok 2010-ben. Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.

Az egy fére es jovedelmi szintek eltérése j6léti kiilonbségekkel jar egyiitt. A gaz-
dagabb orszdgokban jellemzden fejlettebb az egészségiigyi elldtds és jobbak az életko-
riilmények. Az[I.7)dbra is ezt a megallapitdst erGsiti meg, melyen a sziiletéskor vérhaté
élettartam €s az egy fore juté6 GDP logaritmusa kozott erSs pozitiv irdnyd kapcsolatot
latunk.
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1.7. dbra. Az egy fére esd GDP logaritmusa és a sziletéskor varhatd élettartam kozti kapcsolat 178
orszag adatai alapjan 2015-ben. Adatok forrasa: World Bank.

1.3. Az egy fore eso jovedelem alakulasa

2z

Az abran egészen 1000-ig visszamendleg lathatjuk Anglia (kés6bb Egyesiilt Ki-
ralysdg) egy fore jut6 redl GDP-jének alakuldsat. A grafikon szerint az 1700-as évekig
stagndlds vagy kismértékl novekedés jellemezte a redl GDP-t, majd erSteljesebb nove-
kedésnek indult, és az 1800-as években ugrott meg robbandsszeriien az értéke az ipari
forradalomnak koszonhetSen.

Az[I.9)4brén emiatt mér csak az 1800-as évektd] kezdGdGen vizsgéljuk a redl GDP lo-
garitmusédnak iddsorat kiilonboz$ orszagesoportokban. Nyugat-Eurdpa és az Amerikai
Egyesiilt Allamok, Kanada, Ausztrlia valamint Uj-Zéland alkotta csoport koriilbeliil
azonos szintrdl indult és egymdssal parhuzamosan haladtak napjainkig. Latin-Amerika,
Azsia és Afrika alacsonyabb de egyméssal megegyez§ szinten alltak az 1800-as évek
elején, majd Latin-Amerika gyorsabb novekedésbe kezdett az 1870-es években. Afri-
ka egy f6re es6 jovedelme ezzel szemben szinte végig egyenletes, lassabb novekedést
vagy stagndlast mutat, igy napjainkra jeletGs kiilonbség alakult ki Afrika és a tobbi ré-
gi6 GDP-je kozott. Azsia gazdasaga viszonylag sokéig stagnalt, majd az 1950-es évekig
csak alacsony iitemben fejlddott, amikor viszont ugrdsszerien felgyorsult a novekedése.
Ez Japan és a kistigrisek novekedési csoddjanak koszonhetd, melynek eredményeként
utolérték a kordbban hozzdjuk képest joval magasabb szintli Latin-Amerika egy fGre
esé GDP-jét.

Kiemelve néhany orszagot, az[[.10]dbrdn kiilon is megnézhetjiik novekedési teljesit-
ményiiket a vizsgélt 60 éves peridduson.
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1.8. dbra. Az egy fére juté redl GDP logaritmusanak alakulasa 1000-t61 2010-ig Anglidban. Adatok

forrdsa: The Maddison-Project (2013).
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1.9. dbra. Az egy fére jutd redl GDP logaritmusénak alakuldsa 1820-t6l 2010-ig. Adatok forrdsa: The

Maddison-Project (2013).

Alapvetden az alabbi négy tipusba sorolhatjuk a gazdasagokat.

1. Végig kiegyenlitett novekedést mutat (Amerikai Egyesiilt Allamok).

2. Gyors novekedést mutat (Szingapur, Botswana).
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3. Egy ideig gyors, majd erdsen lassulé novekedési pdlya jellemzi (Venezuela).
4. Stagnald vagy csokkend novekedési iitem jellemzi (Niger).

1950-ben az Egyesiilt Allamokat és Venezuel4t még szinte ugyanakkora egy fére esé
GDP jellemezte, és novekedési iitemiik is megegyezett, majd Venezuela romlo teljesit-
ménye miatt egyre messzebb keriiltek egymastdl az idé mulasaval. Bar az idGsor indulé
évében Szingapur még mindkett6tdl le volt maradva, a gyors novekedési titemének ko-
szonhetSen leeldzte Venezueldt, és utolérte az Egyesiilt Allamokat. Végiil a két afrikai
orszag — Botswana és Niger — alacsony jovedelmi szintr6l indultak, és Niger ott is ma-
radt, hiszen nem volt képes tartds, kiegyensulyozott novekedésre. Egy fore jut6 GDP-je
inkdbb stagndlt, esetenként csokkent az évek sordn. Ezzel szemben Botswana, aki az ot
gazdasdg koziil a legrosszabb helyzetben volt még 1950-ben, a *60-as évek kozepétsl
— a fiiggetlenné véldsa utdn — gyors iitemben kezdett novekedni, egyre inkdbb lehagy-
va Nigert, aki szintén fiiggetlenné valt 1960-ban, de nem tudott olyan fejlédési palyat
leirni, mint Botswana.
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1.10. dbra. Az egy fére juté redl GDP logaritmusanak alakulasa 1950-t6] 2010-ig. Adatok forrasa: The
Maddison-Project (2013).

A fejlett gazdasdgok névekedése jellemzGen kiegyensiilyozott, mint ahogy az [T.T1]
abrén is latszik, és az éves dtlagos novekedési ratdjuk az elmult 50 évben 1,5-2,5%
koriil alakult.

Az eddigiek alapjan kérdésként felmeriilhet, hogy miért vannak ilyen nagymérté-
ki jovedelmi kiilonbségek az egyes orszdgok kozott, illetve hogyan képes valamelyik
gazdasdg gyors novekedésre, mig masok nem. A konyv tovabbi fejezeteiben ezekre
probalunk majd valaszt kapni kiilonféle novekedési modellek segitségével.
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1.11. dbra. Az egy fore juté redl GDP logaritmusénak alakuldsa (2010 US$), 1960-2015. Adatok forrasa:
World Bank.

1.4. A novekedés mozgatorugoi

Az el6z6 alfejezetben lattuk, hogy a novekedési teljesitménynek nagy szerepe van a
jovedelmi kiilonbségek kialakuldsdban, de az is kulcsfontossdgu, hogy milyen szintrdl
kezdett el novekedni az adott gazdasag.

Az[I.12]4bra az egy fore es6 redl GDP 1970-es és 2010-es értékét mutatja az Egyesiilt
Allamokhoz viszonyitva 155 orszdgban. A kiilonb6zd orszdgokat jelold pontok szoro-
san a berajzolt 45°-0s egyenes koriil helyezkednek el, igy megdllapithatd, hogy az a
gazdasig, melynek egy fére esG redl GDP-je kisebb volt az Egyesiilt Allamok mutaté-
jatdl 1970-ben, az jellemz&en 2010-ben is elmaradt t&le.

Szintén pozitiv irdnyu kapcsolatot taldlunk az orszdgok egy fére esé GDP-jének no-
vekedési rataja és beruhdzasi ratdja (a beruhazdsok GDP-hez viszonyitott ardnya) ko-
z6tt. Az[[.T3]dbra pozitiv meredekségii regresszids egyenese a beruhdzdsi rita fontossa-
géra utal a novekedés elGsegitése szempontjabdl, igy a modellekben is vizsgaljuk majd
megvaltozdsanak hatdsat.

Nem csak a fizikai, de a human t6ke beruhdzasa is pozitiv kapcsolatban all az egy
fére juté jovedelem viltozdsaval. Az [[.14] dbra alapjdn az dtlagos iskoldzottsdg és az
egy fére esd jovedelem éves dtlagos ndvekedési iiteme kozott pozitiv irdnyd kapcsolatot
taldlunk, igy érdemes lesz a szellemi t6két is beépiteni a ndvekedési modellekbe.

Tovébbi tényezdként a technoldgia fejlédésének hatdsat is indokolt elemezni a mo-
dellek segitségével, ugyanis pozitivan hathat a novekedésre (példaul csokkenti a terme-
1és és szallitas koltségét, meghosszabitja a varhat6 élettartamot, stb.).
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1.12. abra. Az egy fore jut6 real GDP logaritmusa 155 orszagban 1970-ben és 2010-ben az Amerikai
Egyesiilt Allamokhoz viszonyitva. Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.
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1.13. dbra. A beruhazasi rata és az egy fére es6 GDP novekedési ratdja kozti kapcsolat, 100 orszagban
(1970-2014, éves atlag). Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.

A novekedés lehetGségét természetesen szdmos mds orszagspecifikus sajatossag is
befolydsolja, melyek Acemoglu (2009) alapjdn az aldbbiak:
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1.14. dbra. Atlagos iskolazottsag és az egy fére es6 jovedelem éves atlagos novekedési liteme kozti
kapcsolat 115 orszag adatai alapjan, 1960-2010. Adatok forrdsa: Barro és Lee (2013) adatbazis és The
Maddison-Project (2013).

e Szerencse: az azonos piaci struktirdkkal és lehetdségekkel rendelkezd orszagokat
mds novekedési pélya felé mozdithatjdk a bizonytalansdgbdl és a heterogenitds-
bdl eredd, egymastol eltéré dontések.

o Foldrajzi kiilonbségek: a természeti adottsdgoktol (példaul a talaj minGségétdl,
éghajlattol) tiigg, hogy milyen a mez6gazdasdg termelékenysége. Az orszag te-
riiletén rendelkezésre dll6 természeti kincsek (példdul szén, vas, kolaj) szintén
hozzédjarulnak a novekedéshez, ahogy a megfeleld helyrajz is (domborzat, folydk,
tavak vagy a tenger kozelsége).

o [ntézményi kiilonbségek: a torvények és egyéb szabélyok kiilonbozSképpen 6sz-
tonzik a beruhdzdsokat (akdr a fizikai akdr a humdén t6két, akar a technoldgiai
djitasokat illetGen), illetve korlatozzak vagy eldsegitik a kereskedelmet.

o Kulturdlis kiilonbségek: az eltérd értékrend és hit miatt az egyes tdrsadalmak
mas preferencidkkal rendelkeznek, és masként viselkednek. A bizalom er8ssége,
az egylittmikodésre valé hajlandésag, vagy a tiirelem mind hatdssal vannak a
gazdasdgi aktivitdsra és a megtakaritdsi valamint fogyasztdsi dontésekre.

Mivel az el6bbi tényezSk nehezen mérhetdk, a modellekbe dltaldban csak az tgyne-
vezett proxy valtozdikat tessziik, melyek szoros kapcsolatban dllnak a vizsgdlni kivant
magyardzé véltozoval, viszont szamszer(sithetSk. Ilyen példdul a huméan t6két helyette-

P

sitd atlagos iskoldzottsdg, vagy az életkoriilmények mindségét jelz6 varhato élettartam.
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1.5. Konvergencia

A novekedéselmélet szintén érdekes kérdése, hogy megsziinnek-e valaha a jovedelmi
kiilonbségek a vildg egyes részei kozott, vagyis utolérik-e egyszer a szegény orszagok
a gazdagokat. Hiromféle megkozelitést ismertetiink, melyek erre a problémara keresik
a vélaszt.

Abszolut konvergencia

Az abszoliit konvergencia elmélete szerint a kevésbé fejlett orszdgok vagy régidk a
fejlettekhez tartanak minden egyéb tényezGtol fliggetleniil, vagyis az orszagok kozotti
kiilonbségek csak id6szakosak. Ez azt is jelenti, hogy az egyes orszdgok azonos egyen-
stlyi 4llapothoz tartanak, igy a szegénység hosszi tivon el fog tlinni. Az [I.13] dbra
alapjan az elmélet helyességére koveteztetnénk, de a kovetkezs fejezetekben megnéz-
ziik, hogy valéban igazolhat6-e empirikusan a megallapités.

1 GDP logaritmusa

O rea

Egy fore jut

7;” Ll

| | | | | | I I I
1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

év

1.15. dbra. Az egy fére jutdé readl GDP logaritmusanak alakulasa, 1950-2010. Adatok forrasa: The
Maddison-Project (2013).

Feltételes konvergencia

A feltételes konvergencia feltevése az, hogy az orszdgok alapvetd mutatékban is kiilon-
boznek egymastdl (példaul megtakaritdsi hajlandésag, népességnovekedési iitem, ok-
tatdsra koltott 6sszeg). Kontrolldlva ezekre az orszdgspecifikus tényezSkre (azonosnak
tekintve ket), az alacsonyabb egy fére juté GDP-vel rendelkezd orszagok gyorsabban
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novekednek. Az egy fére jutd jovedelem emiatt a sajat, orszagspecifikus hosszd tava
novekedési iiteméhez konvergdl, nem egy 4ltaldnos novekedési palydhoz, mint az ab-
szoldt konvergencia szerint. Az elmélet részben aldtdmaszthatd, ahogyan azt majd a
késbbbi fejezetekben latni fogjuk.

Klubkonvergencia

A klubkonvergencia alapjan nemcsak az orszagspecifikus jellemz8k, hanem a kiinduldsi
szint is fontos tényezé abban, hogy milyen hosszu tavi novekedési palyat érhet el egy
gazdasdg. Az elmélet szerint egy bizonyos kiiszobérték aldl indulva, az adott alacsony
jovedelmiiekhez tartoz6 novekedési pélya felé konvergédlhat csak a gazdasdg, mig egy
kiiszobérték feletti kezdeti értékbSl a magasabb szinten 1év6 palyahoz tart, ahogy azt
az[[.16]dbra mutatja.

InGDP,

Alacsony
Kiiszobérték [

1.16. dbra. Klubkonvergencia

1.6. Osszefoglalas

1. Az egy f6re es6 GDP megfelel6 mutat6 lehet a gazdasdg jolétének leirdsara, az
egy foglalkoztatottra esd értékkel pedig a munka atlagos termelékenységérdl kap-
hatunk pontosabb képet.

2. A szegénységi kiiszob alatt é16k ardnya egyre csokken, de az orszagon beliili €s az
orszagok kozotti jovedelmi kiilonbségek szdmottevéek. Lattuk, hogy a gazdasé-
gok novekedési teljesitményével szorosan Osszefiigg, hogy relative szegényebbé
vagy gazdagabbd viltak az évek sordn, igy arra prébalunk majd vdlaszt kapni a
kovetkezd fejezetekben, hogy hogyan lehet elésegiteni a gazdasagi novekedést
és akdr hosszu tdvon is fenntartani azt.
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3. Az egyes orszdgok mds-mds szintr6l indultak a vizsgdlt periddusban, és fejlo-
dési palydjuk is kiilonbozott. A fejlett gazdasdgok jellemz8en kiegyenstilyozott

novekedést mutattak, de lattunk példat "novekedési csoddkra" és "novekedési
katasztréfdkra" is.

4. A gazdasagi novekedést szamos tényezd befolydsolja, melyek koziil néhanyat
empirikusan is aldtdmadsztottunk, és kés6bb a modellekbe is beépitjiik azokat.

5. Megismertiink hiarom megkozelitést annak lehetséges magyardzatira, hogy
eltinnek-e valaha az orszdgok kozotti jovedelmi kiilonbségek. Az abszolit kon-
vergencia elmélete szerint az 6sszes orszag ugyanahhoz a hosszu tdvi novekedési
palyahoz tart, igy a szegényebb orszdgok — akik att6l még messze vannak — gyor-
sabban, a gazdagabbak pedig lassabban novekednek. A feltételes konvergencia
ezzel szemben azt 4llitja, hogy minden gazdasag a sajat novekedési pélydja felé
konvergél, mely az eltér$ jellemzSkkel biré orszagok esetén kiilonboz8. Végiil
a klubkonvergencia a kiinduldsi szintre hivta fel a figyelmet, ugyanis egy bizo-
nyos kiiszobérték aldl indulva nem érhetd el a magasabb jovedelmi gazdasagok
novekedési palydja az elmélet szerint.
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Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy mekkora jovedelmi kiilonbségek vannak orszagok ko-
zott. Megprobaltunk az empiria alapjdn vélaszt kapni arra, hogy mi okozhatja ezeket
az eltéréseket, és mitdl fiigg az, hogy valaki a gazdagok vagy a szegények csoportjdba
kertilt, illetve hogy milyen gyors novekedést tudott produkdlni. Ezek a kérdések nem
csak a novekedéselmélet, de a makrodkonémia kozponti témdi is. Ebben a fejezetben
egy olyan alapmodellt épitiink, mellyel megvizsgalhatjuk a gazdasdg miikodését, meg-
hatdrozhatjuk a novekedés forrdsait, és elemezhetjiik, hogyan reagdlnak a fontosabb
gazdasdgi mutatok kiilonboz6 sokkhatdsokra.

Kiindulé modelliink a Solow-Swan-modell vagy roviden Solow-modell, mely meg-
alkotdi, Robert Solow és Trevor Swan utdn kapta a nevét. Solow (1956) és Swan
(1956) mutatta be el6szor a modellt, melyet késébb Solow tovabbfejlesztett, és 1987-
ben Nobel-dijjal jutalmaztdk a gazdasagi novekedéselmélethez val6 hozzajaruldsaért. A
Solow-modell egyszertiségének koszonhetSen megfeleld alapot nydjt ahhoz, hogy meg-
értsiik a novekedési modellek logikdjat, és késobb konnyen bdvithessiik azokat szdmos
mas, novekedést befolyasold tényezbvel, vagy heterogén szereplokkel.

2.1. A modell felépitése

A modell z4rt gazdasdga két reprezentativ szereplSt tartalmaz: véllalatot és fogyasztot.
A villalat termelési tényezdSk felhasznaldsaval, profitjat maximalizdlva 4llit el6 egyfaj-
ta terméket. Mind az eldallitott termék, mind a termelési tényezdk drai a tokéletesen
versenyzd piacokon a kereslet és kindlat egyensilydban hatdrozédnak meg.

A fogyaszt6 jovedelmet munkaerejének és tékeallomanyénak felajanlasdbdl szerez-
het, melynek konstans hdnyadat fogyasztasi célokra forditja, a fennmarad6 Gsszeget pe-
dig megtakaritja. Megtakaritdsaibdl beruhdzdsokat finansziroz, mivel 6 felelSs az dltala

) 2 4z

birtokolt t6ke bovitésért és potlasaért.
Vallalat

A véllalat dltal haszndlt termelési tényez6 a téke (K;) és a hatékony munkaerd (A;L;),
ami a munkaerd-dllomany (L;) és a munkaer6 képességének, hatékonysiganak (A;)
szorzata. Ezekbdl a termelési fiiggvény alapjan hozza létre termékét (¥;):

Y, = F(K;, AL). 2.1)

A vilasztott fuggvényformanak teljesitenie kell a kovetkez6 kovetelményeket ahhoz,
hogy dgynevezett jol viselkedd fiiggvény legyen.

1. Allandé mérethozadék. Ha a tSke és a hatékony munkaerd, vagyis mindkét ter-
melési tényez6 azonos szdzalékkal nd, akkor a kibocsatds szintén ugyanannyi
szazalékkal emelkedik. Példdul ha megdupldzzuk mindkét termelési tényezét,
akkor ennek kovetkeztében a termelés szintén a dupldjdra nd, vagyis

F(c-Ki,c-AlLy) =c-F(Ki,AlL;) minden ¢ >0 esetén.
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2. A termelési tényez0k csokkend hatdrterméke. A termelési tényezok hatdrterméke
megmutatja, hogy egy pétldlagos egység az adott tényez&bSl mennyivel képes
megemelni a termelést. Feltessziik, hogy egyre tobb munkdval illetve tékével
egyre tobb terméket képes elddllitani a vallalat, vagyis a hatartermék pozitiv,
de a felhaszndlt termelési tényezSk novekedésével egyre kisebb. Igy a termelé-
si fuggvény téke illetve munka szerinti els§ derivéltja pozitiv, a masodik pedig
negativ:

OF (K;,A/L)
9K

OF (K;,A/Ly)

>0
’ oL,

>0,

9%F (K;, AL 9%F (K, AL,
(t7tt)<07 (t7tt)<0-
(92K, ath
3. Inada-feltételek. Annak érdekében, hogy a gazdasdg egyensilyi t6kefelhalmo-
zdsa véges legyen, feltessziik, hogy a termelési tényezSk hatarterméke nagyon
magas, ha azok mennyisége nagyon alacsony és forditva (Inada, 1964):

. !/ . !/
gl = dim Fig =0
lim F| = oo lim F/ =0.
L,—0 ! ’ L,—o00

A 2] 4brén lathaté példa egy olyan parcidlis termelési fiiggvényre, mely teljesiti a
felsorolt feltételeket.

F(K;,AiLy) F(K:,AL)

K, t Lt

2.1. abra. Parcidlis termelési fliggvények

A Cobb-Douglas tipusu termelési fiiggvény megfelel a kritériumoknak (14sd 1. fel-
adat), melyet kétféle technolégidval is bovithetiink. A (2.2)) egyenletben B, a teljes té-
nyezdtermelékenység, a (2.3) egyenlet pedig az A; munkakiterjesztd technolégiét tartal-
mazza, mely — mint mar emlitettiik — a munkaerd tuddsat, képességeit jeleniti meg. A
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két fiiggvényforma egymadssal ekvivalens, ha A; = B,l/ (1-a)

a 23) termelési fiiggvénnyel vezetjiik végig a modellt.
Y, =BK*L,'"%  ahol O<a<l (2.2)
Y, =KX (AL)' ™ 2.3)

A kibocsatds novekedése csak ugy biztosithatd, ha a legaldbb az egyik termelési té-
nyez§ mennyisége periddusrdl periddusra emelkedik. Tegyiik fel, hogy a munkaerd
mennyisége, és annak tuddsa is exogén iitemben emelkedik, melyek novekedési ratéi
nésg:

, igy a tovdbbiakbak csak

L

i | 2.4
L, +n, 24

A1

— =1 ! 2.5
A, +g (2.5)

A t8kedllomany szintén valtozhat az id6 muldsdval. Beruhdazasokkal (I;) novelhet6 a
szintje, am szdmolni kell az értékcsokkenéssel is, ugyanis a tékedlloméany § > 0 hdnya-
da minden periédusban amortizalddik. A 2-6) egyenlettel frhato fel a tkefelhalmozdsi
korldt:

Kiv1 =L+ (1-90)K;. (2.6)

A véllalat célja a @) egyenlettel megadott profit maximalizaldsa. A véllalat w; real-
bért fizet egy munkasnak és rX redlbérleti dij ellenében hasznalhatja a bérbevett tkét:

profity =Y, —wi Ly — V;KKn @7
profity = K* (Asz)lia —wily — rtKKt~

A dontési véltozok szerint maximalizalva a profitot, megkapjuk a véllalat elsérenddi fel-
tételeit. A (2.9) szerint optimumban egy pétlélagos munkaegységbGl szarmazo terme-
1és (a munka hatdrterméke, MPL;) megegyezik a munkdsnak fizetett redlbérrel, illetve
a (2.T1) szerint egy pétlélagos tékeegységbdl szdrmazé termelés (a téke hatarterméke,
MPK;) megegyezik a t6kéért fizetett redlbérleti dijjal.

dprofit _ _
T’ =KFAI (1 — )L % —w, =0
KA 71— o)L = w, (2.8)
MPL; = w; (2.9)
dprofit _ _
e = ek L)' =0
aK® (A L) T =K (2.10)

MPK; =K 2.11)

A [28) és a (2-10) képletekbdl kiszamithaté a teljes munkakoltség (vagy a fogyaszté
oldaldrdl nézve teljes munkajovedelem) és a teljes t6kekoltség (teljes tékejovedelem).
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A (2.12) és a 2.13) szerint a munkajovedelem ardnya a teljes jovedelmen beliil a munka
kitevgjével egyezik meg (1 — &), a t6kejovedelem ardnya pedig hasonl6képpen a t6ke
kitevGjével (o) egyenls. A[2.2]dbra szerint az elSbbi az id6ben nagyjdbol konstansnak
tekinthets és koriilbeliil 2/3 az értéke.

wily = K%A)"%(1— )L} =% = (1- )Y, (2.12)
KK = ak® (A L)' % = ay, (2.13)
1
0.8 i
w
0.4 i
0.2 .
0 | | | | |
1960 1970 1980 1990 2000 2010

év
2.2. dbra. A munkajovedelem aranya a teljes jovedelmen beliil az Amerikai Egyesiilt Allamokban, 1960-
2016. Adatok forrasa: U.S. Department of Commerce.

Fogyaszto

A reprezentativ fogyaszt6 felelSs a tSke felhalmozasaért, melyet bérbeadhat a vallalat-
nak bérleti dij ellenében. Felkindlhatja munkaerejét is, melyért cserébe munkajovedel-
met kap. Az e két forrdsbdl szerzett jovedelem konstans s > 0 hdnyadait a fogyasztd
minden periédusban megtakaritja (S;), a fennmaradé (1 — s) hdnyadot pedig fogyasz-
tésra (C;) forditja a (2.14) és a (2.13)) egyenleteknek megfelelSen:

S; = sY;, (2.14)
C = (1-9)Y,. (2.15)
Piacok

A villalat illetve a fogyaszt6 a piacokon keriilnek egymdssal kapcsolatba, melyeken a
kereslet és a kindlat egyenl8sége mellett alakul ki az egyenstily.
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P

1. Arupiac. A villalat felkindlja az elallitott terméket, a fogyaszté pedig fogyasz-
tasi és beruhdzasi céllal vdsdrolja azt meg:

Y, =C+1,. (2.16)

2. Munkapiac. A fogyasztdk felkinaljak munkaerejiiket (L,S ), amit a véllalat felhasz-
nal a termelés sordan (L[D ):
L =1P.

3. Tokepiac. A fogyasztok felkinaljak az altaluk birtokolt t6két (K,S ), amit a vallalat
felhasznal a termelés soran (K,D ):

K5 =KP.

4. Kolcsonozhetd forrdsok (vagyoneszkozok) piaca: A beruhdzasokat megtakarita-
sokbdl finanszirozzak.
S =1. (2.17)

2.2. A modell dinamikaja és egyensulya

Ha ismertek az indulé értékek (Ko, Lo,Ao), akkor a Z3)-2:6), 23), @10), 2-14),

[2T13) és a @.I7) egyenletek segitségével a modell barmelyik periédusdnak endogén
vatozdi kiszdmithatok.

A modellbeli gazdasag egyensiilyi novekedési pdlydra 4ll, ha az endogén viltozok
novekedési titeme konstanssd valik, vagyis nem véltozik tovabb. Szamitsuk ki, milyen
gyorsan novekszik a gazdasdg ekkor, illetve milyen tényez8k befolydsoljdk a hosszi
tdvi novekedést!

Egyensulyi novekedési palya
Egyensilyi novekedési palydn definici6 szerint a t6ke konstans iitemben nd, legyen ez
a ndvekedési litem 1 + konstans:

Ki+1

t

Felhaszndlva a 2.17), (2-14) és a (2.6) egyenleteket a (2.19) 6sszefiiggéshez jutunk:
sY, =K1 — (1-8)K,. (2.19)
Behelyettesitve Y; helyére a (2.3) termelési fiiggvényt és K, helyére az (1 +
2.20)

konstans)K; 6sszefiggést, a ) egyenletet kapjuk, melynek tovdbbalakitott, majd
a kovetkez§ periddusra felirt verzdja a (Z-21) és a (2:22) egyenlet:

= 1+ konstans! (2.18)

s- K (AL)' ™% = (1 + konstans)K; — (1 — 8)K;. (2.20)
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Vonjuk 0ssze a K;-ket a jobb oldalon, és irjuk fel az egyenletet a ¢ + 1-edik periédusra
is:
s-K*(AL;)' =% = (konstans + 8)K;, 2.21)

s K% (Ars1Li41)' ™% = (konstans + 8)K, 1! (2.22)

Elosztva egymdssal a (Z.22)) és a (Z.21) egyenleteket, az egyszer(isités és a novekedési
iitemek behelyettesitése utdn végiil megkapjuk, hogy a tékedllomany konstans egyen-
stlyi novekedési iiteme a népesség exogén novekedési iitemének €s a tudds szintén
exogén fejlédésének fliggvénye:

Kit1
K;

= (1+n)(1+g). (2.23)

Levezethet, hogy a tobbi aggregdtum (Y;,S;,C; és I;) szintén (14n)(1+ g) litemben
novekszik egyenstlyban, vagyis a kibocsatds novekedése hosszui tdvon akkor biztosi-
tott, ha novekszik a munkaer6-allomany, és fejlédik annak tudésa.

Az egy fore esé valtozdkat kisbetiivel jelolve (példdul k, = K; /L), a felhasz-
naldsaval kiszamithatd azok egyensiilyi novekedési titeme is:

K
ki L. _ Kt L _ I4g
ky % Ki Ly

t

Az egy fére es6 valtozok egyensiilyi novekedési liteme tehdt a tudas fejlodésétol fiigg,
igy csak akkor biztosithaté hosszi tdvon az egy fére es6 jovedelem novekedése, ha
a munkaerd képességei folyamatosan fejlédnek és abban a gazdasdgban érhetd el na-
gyobb ndvekedés, ahol gyorsabb a termelékenység javuldsa.

Jelsljiikk hullimvonallal az egy hatékony munkaerére esé viltozékat (példdul k, =
K:/(A:Ly)), és vezessiik le azok egyensiilyi novekedési iitemét is:

= K1
kivr ALy Koo Ade I
k K K: AL ’
t AL t t+14H+1

A hatékonysdgi egységre jutd vagy mds néven fajlagos valtozok eszerint egyensiilyban
mar nem valtoznak tovabb, felveszik dllanddsult dllapotbeli értékiiket.

Végiil hatdrozzuk meg a tSke illetve a munka drdnak idSbeli valtozasat is! A [2-8) és
a (210 egyenleteket felhaszndlva levezethetd, hogy a tSke redlbérleti dija egyensilyi
novekedési palydn konstans, a redlbér pedig a munka termelékenységének novekedési
iitemével megegyez6 mértékben viltozik:

K a—1 I-a
rvp 0K (A L)

o oK (AL -

=1 +g)(1+n)]* 1+ +n)] "% =1,



30 Kuncz Izabella: Novekedéselméletek

l—ay—
Wil _ KtqH (1 B OC)AH_]O‘LHO%

Wi KX(1—a)Al =L ®

=[(1+8)(L+n)]*(1+8) (1 +n) % =1+g.
A modell dinamikaja

Mivel a modellben csak a hatékonysdgi egységre juté értékek rendelkeznek allandésult
allapottal, a tovdbbiakban ezek segitségével vizsgdljuk meg a dinamikét. A szerepl6k
magatartdsi egyenletei és a piaci egyensulyi feltételek konnyen atirhatok hatékonysagi
egységre jutd valtozokra. Kihasznélva, hogy a termelési fiiggvény konstans mérethoza-
dékd, a (ZJ) egyenletben a hatékonységi egységgel, vagyis A;L;-vel osztva a termelési
tényezdket, a kibocsatds szintén az A;L; hdnyadéra valtozik:

i = fk).

Az altalunk haszndlt Cobb-Douglas tipust fiiggvény intenziv formdja ez alapjan
a (224) egyenletben ldthaté:
Jr = k. (2.24)
A modell dinamik4jit a @ t6kefelhalmozasi korlat segitségével adhatjuk meg,
melynek hatékonysagi egységekkel felirt verzidja a (2.23):
- 1 - -
kiy1 = —————(r+ (1= 8)k). 2.25
1+1 (1+n)(1+g)(l (1—=8)k) (2.25)
A hatékonységi egységre jutd beruhdzds a hatékonysagi egységre juté megtakaritds-
sal egyezik meg a kolcsonozhetd forrasok piacanak egyenstlya szerint, ez utébbi pedig
a hatékonysdgi egységre jutd jovedelem konstans (s) hanyada. Ezt felhaszndlva a (2.26)
mozgdsegyenlethez jutunk, mellyel meghatdrozhat6 a kovetkez6 periddus fajlagos t6-
keédllomanya a jelenbeli fajlagos téke és a paraméterek fiiggvényében:

(sk® 4 (1 — 8)k;). (2.26)

- 1
M= g

Abrizoljuk a (2.26)) egyenletet egy megfelel§ koordindta-rendszerben, hogy elemez-
hessiik a konvergencidt az egyensily felé!

1. A fiiggvény dtmegy a (0,0) ponton és csak a nemnegativ tartomanyban értelmez-
hetd, mert k; > 0.

2. A fiiggvény meredeksége:

dkryr sok® 4 (1-9)
dl, ~ (A4+n)(l+g)

> 0.
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3. A masodik derivalt:
kg sa(o— kY2
2k, (1+n)(1+g) ~—

4. A meredekség a fliggvény kezdeti és végpontjan, ha g,n > 0:

dk, dk,
lim =t —ee 6 lim —L <.
k—0 dk F—oo dk;

A 23] dbrén ldthatjuk, hogy til alacsony és til magas indulé fajlagos t6kedllomény
esetén is az dllandésult dllapotbeli értékhez (k*) tart a tSkedllomény, vagyis a Solow-
modellnek egy stabil egyensilyi pontja van. Ha tidl alacsony szintr6l inditjuk a modellt,
a kovetkez8 periddus t6kedllomanya magasabb lesz, mint a jelenlegi, és ez a noveke-
dés addig folytatédik, mig el nem érjiik az egyensulyt. Tul magas indulé t6keallomany
esetén pedig ennek ellenkez6je figyelhet6 meg, vagyis addig csokken a fajlagos tékeal-
lomany, mig egyensulyba nem keriil a gazdasag.

]~(l+] 7(1‘-!—1 = ];l

m(ﬂ;ﬂﬂL(l —8)k)

* ~
k %
2.3. bra. Atmenetdiagram

A ([Z26) egyenlet a (Z.27) alakra hozhat6, melynek segitségével meghatirozhat6 a
fajlagos t6kedllomdny véltozdsa az idSben:

ki1 —k = (sk® — (n4 g+ 8 +ng)k,). 2.27)

(I+n)(1+g)

A fajlagos tSkedlloméany mellett a tobbi véltoz6 allandésult dllapotbeli értéke is leol-
vashat6 a2 4l dbrardl.
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~k T~k 7o
DA NG ki

Sk

(n+g+8+ngk

7o
sky

2.4. dbra. Hatékonyséagi egységre jut6 valtozdk allandésult allapotban

A hatékonysdgi egységre jutd valtozok tehat akkor vdlnak konstanssd, azaz akkor érik
el dllandésult allapotukat, ha 7* = (n+ g + 8 +ng)k*, vagyis a beruhdzs csak a pétlast
fedezi, ami a fajlagos t6kedllomdny szinten tartdsdhoz elég. Egyrészt az amortizdlddott
t6ke helyett 1j tSkeeszkozoket kell biztositani (8k*), masrészt pedig szdmolni kell a
hatékony munkaer$ folyamatos novekedésével is. Mivel ez utébbinak a novekedési ra-
tdja n+ g +ng, igy a t6kedllomanynak is ekkora litemben kell nénie, hogy biztositsuk
egyensiilyban a konstans hatékonységi egységre juté tékedlloméanyt [(n+ g +ng)k*].

A (2.27) egyenlet még tovabb mddosithat6 olyan formdra, mely a fajlagos t&keallo-
many novekedési ratdjat fejezi ki:

ki1 — ki 1 Fa-
= = k; - 1) . 2.28

A[2.5]dbrarél leolvashaté a fajlagos tSkedllomany konvergencidja az egyensily felé. Tdl
alacsony indulé t6keallomdny esetén a fajlagos t6kedllomany novekedési rataja pozitiv,
igy a t6kében folyamatos, de egyre lassabb novekedést tapasztalunk, ahogy kozelediink
az egyensuly felé, ahol nullava valik a novekedési rata. Tl magas szintr6l indulva pedig
épp ellenkezdleg, negativ novekedési ratat kapunk, ami abszolut értékeben periddusrol
periédusra egyre csokken, vagyis a fajlagos tSkedllomdny értéke egyre alacsonyabba
vélik, mig el nem érjiik az egyenstlyt.



2. fejezet: Solow-modell 33

4 (14 g)(14m)

n+g+0-+ng

sk

|
|
|
|
|
|
|
|
:
k; K ks

2.5. dbra. A médositott Solow-egyenlet

Allandésult allapot

Lattuk, hogy a gazdasdg fajlagos véltozo6i egyensilyi novekedési palyan konstans érté-
ket vesznek fel, vagyis Ak; = k; 11 —k; = 0. fgy a (2.27) egyenlet alapjan:

1
(I+n)(1+g)
amibdl kiszamithat6 a hatékonysagi egységre es6 tékedllomdny dllanddsult dllapotbeli
értéke. Majd azt a @ termelési fiiggvénybe behelyettesitve a hatékonysédgi egységre
juté kibocsétds egyensilyi értéke is megkaphat6. A (2.29) és a (230) szerint a megta-
karitasi rata pozitivan, a népességnovekedés, a tudds fejlddése és az amortizacié pedig
negativan hatnak az dllanddsult 4llapotbeli értékiikre:

1

- s T—a
= ——mm 2.29
(n+g+5+ng) ’ (2.29)

s e
Vo= —— . 2.30
y <n+g+5+ng) (2.30)

A (229) és a (2:30) egyenletekbdl megadhat6 a véltozSk egy fore jutd szintje is, mely
lathat6, hogy A;-vel, a tudés fejlédésével megegyezs iitemben novekszik egyensilyban,
ahogy azt kordbban mar megmutattuk:

1
s T
K= — Ay,
! (n+g+5+ng) !

iéH,l—]E[: (slzf‘—(n+g+5+ng)l~c,):0,
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_ A 231
Y (n+g+6+ng) ' @31

Empiria

A dbra empirikus adatokkal tdmasztja ald a Solow-modell eredményét, miszerint
ceteris paribus varhatéan abban az orszdgban lesz magasabb az egy fére es6 GDP, ahol
dtlagosan magasabb a megtakaritdsi (vagy beruhdzasi) rta. A [2.7)4bra szintén a modell
kovetkeztetéseit igazolja, hiszen vdrhatdan ceteris paribus abban a gazdasdgban maga-
sabb az egy fére es6 GDP logaritmusa, ahol 4tlagosan lassabb a népesség novekedési
liteme.
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Beruhazas az output szdzalékaban (1970-2014, atlag)

2.6. dbra. A beruhazasi rata és az egy fére esé GDP kapcsolata, 180 orszagban. Adatok forrdsa: Penn
World Table 9.0.

Logaritmizalva a (2.31)) egyenletet a (2.32) osszefiiggést kapjuk:
a
-«

Iny/ = [Ins—In(n+ g+ 6 +ng)] +1InA;. (2.32)
Eszerint az egy f6re juté kibocsatds megtakaritdsi rta szerinti rugalmassdga o/ (1 — o),
a pétlas szerinti pedig —at/(1 — o). Tgy ha példaul a megtakaritasi réta 1%-kal n, ak-
kor minden més véltozatlansdga mellet varhatéan o /(1 — ot)%-kal emelkedik az egy
f6re es6 GDP. A legtobb orszdgban oo = 1/3, igy a rugalmassdg o /(1 — a) = 1/2 len-
ne a modell szerint. Mankiw, Romer és Weil (1992) a legkisebb négyzetek mészerét
(Ordinary Least Squares, OLS) alkalmazva becsiilte meg a rugalmassagot haromféle
mintdn. Az elsé 98 olyan orszdgot tartalmazott, ahol nem az olajkitermelés a domi-
ndns dgazat. A masodik mintdban — kisz{irve a kis orszagokat — 75 orszdggal becsiilték
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12 - b

Egy f6re juté GDP logaritmusa 2014-ben

Népességnovekedési iitem (1970-2014, éves atlag)

2.7. dbra. A népességndvekedési Utem és az egy fére es6 GDP kapcsolata, 150 orszagban. Adatok
forrasa: Penn World Table 9.0.

meg az egyiitthatét, végiil 22 OECD orszdggal is elvégezték a becslést. A 2. tdbldzat
tartalmazza az eredményeiket, melyekre a kovetkez6 fejezetben még visszatériink.

A becslés alapjan megallapithatd, hogy a Solow-modellbdl kapott elaszticitds értékét
csak a 22 OECD orszdgot tartalmazé esetben kaptdk vissza, a heterogénebb mintdk
eredményei szerint a valdsdgban jéval nagyobb a magyardzé vialtozok hatdsa az egy
fére es6 GDP-re, mint ahogy azt a modell mutatja.

Fiigg6 véltozo:
Egy munkaképesre juté GDP logaritmusa
98 orszdg 75 orszag 22 orszag
Konstans 6,87 7,10 8,62
0,12) (0,15) (0.53)
In({/GDP) —In(n+g+9) 1,48 1,43 0,56
0,12) 0,14) (0,36)
R 0,59 0,59 0,06

2.1. téblazat. Az OLS becslések eredményei (zardjelekben a standard hibakkal). Forras: Mankiw, Romer
és Weil (1992).
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2.3. A megtakaritasi rata valtozasanak hatasa

/////

nak az egy f6re esé GDP alakuldsaban. Nézziik meg, mi torténik, ha egy mar egyensulyi
novekedési palydn 1évS gazdasdgban sikeriil azt elérni, hogy a fogyasztdk tartésan meg-
noveljék a jovedelmiikbdl megtakaritani kivant hdnyadot! A abran lathatd, hogy a
megtakaritdsi rata s -r6l sp-re emelése miatt minden tékedllomany mellett tobb beruha-
zast tudnak finanszirozni megtakaritdsaikbdl a gazdasag szerepl6i (kék vonal).

(n+g+38-+ngk
ok

I Sl]}ta

ky ks ki

2.8. dbra. A megtakaritasi rata emelkedésének hatasa

Ha kezdetben 7{}‘ szinten volt allanddsult dllapotban a t6keallomany, akkor a véltozas
utdn emelett a szint mellett a beruhdzds meghaladja a pétlds miatt sziikséges mennyi-
séget, igy tobb uj t6keeszkozt vasdrolnak, mint ami a fajlagos t6kedllomény szinten
tartasat biztositand. Emiatt a kovetkez6 periddusban magasabb lesz a fajlagos tékeal-
lomany mint k¥, és a novekedés addig folytatédik, mig a beruhdzas mar csak a pétlas
fedezésére elég, és elérjiik az uj dllandosult dllapotbeli 1~<§ szintet.

A dbra hasonl6 konvergenciat mutalﬂ A megtakaritdsi rata tartés novekedésének
kovetkeztében az indulé periédusban (l~<1‘ mellett) nem nulla a fajlagos t6kedllomany

1Aébr:’m a gorbék és a vizszintes egyenes vertikalis kiilonbsége:

]2r+1 _]2:‘
k

1

(14g)(1+n).
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novekedési ratdja, hanem pozitiv, hiszen az 4j gorbe és a vizszintes egyenes nem met-
szik egymadst abban a pontban. Eszerint a fajlagos t6kedllomany periddusrol periédusra
emelkedik az dtmenet idGszakdban, 4m egyre kisebb novekedési rataval, ahogy kozele-
diink az 4j egyensilyi pont felé (l?;).

n+g+06+ng
Szictail

517(;7‘71

T* T
ke s 3
2.9. dbra. A megtakaritasi rata ndvekedésének hatasa

A[RT0 4brdn a f6bb véltozok illetve névekedési iitemiik idSbeli alakuldsa lathaté. A
1o jeloli azt a periddust, mikor a megtakaritési rdta s -rdl tartdsan s,-re valtozott. El6tte
a gazdasdg mar egyensulyi novekedési palyan haladt, igy a hatékonységi egységre jutd
tékedllomany konstans IZ’{ szinten allt. Az egy fore esd téke és kibocsatds az egyensulyi
1 + g iitemben novekedett, igy az egy f6ére esd kibocsatds logaritmusdnak dbrdjan a
figgvény meredeksége — ahogy azt az 1. fejezetben lattuk — a g novekedési rataval
egyezik meg.

A[28]abran mér lattuk, hogy az alkalmazkoddsi periédusban a fajlagos tékedllomany
folyamatosan novekszik, mig el nem éri az 4j dllandésult dllapotbeli értéket, de a[2.9]
4bra alapjdn azt is, hogy egyre kisebb iitemben. Igy az tj egyensiily elérésekor egy ma-
gasabb szinten dllanddsul a fajlagos t6kedllomany, de az egyenstlyi novekedési titemek
nem médosulnak. A megtakaritdsi rata emelése tehat csak atmenetileg tudja felgyorsi-
tani a gazdasdg novekedését, hosszu tdvon mar nem.

A fogyasztds véltozdsa a megtakaritasi rata emelkedése utdn nem egyértelmd. A sokk
periédusdban — mivel a jovedelem nagyobb hdnyadat takaritjadk meg a szerepl6k — a jo-
vedelmiik kisebb hdnyadt koltik fogyasztasra, igy 7p-ban lecsokken a fajlagos fogyasz-
tas. Az alkalmazkoddsi periédusban — mivel folyamatosan emelkedik a fajlagos jovede-
lem — a fajlagos fogyasztds is novekszik, mig el nem éri az 1j allandésult dllapotit. Az
ugy egyenstlyi érték azonban magasabb, alacsonyabb, s6t ugyanakkora is lehet, mint az
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2.10. &bra. A megtakaritasi rata névekedésnek hatasa

indul6 fajlagos fogyasztds (¢7). A (2.33) egyenletben a szorzat els tagja, a fogyasztdsi
hényad csokkent, de a fajlagos jovedelem nétt, igy az dj dlland6sult dllapotbeli fogyasz-
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tds értéke attol fiigg, melyik hatds volt az erSsebb. A P-4 fejezetben azt a megtakaritdsi
ratat keressiik, amely mellett maximadlis fogyasztds biztosithato.

& =(1-s)5" (2.33)

~ ~k

~%

)

Io

2.11. dbra. A fogyasztas valtozasa a megtakaritasi rata ndvekedése esetén

2.4. Aranyszabaly

Aranyszabdly szerinti egyensulyi novekedési palydnak nevezziik azt az esetet, amelyen
maximalis fajlagos fogyasztds érhet§ el. Keressiik azt a megtakaritasi ratat, amely ezt
biztositja! A (Z34) egyenlettel kiszamithaté egyensilyi fajlagos fogyasztast maxima-
lizalva s szerint a (2.33) feltételhez jutunk. Az aranyszabély szerinti megtakaritdsi rita
(sg) tehdt a tSke kitevjével egyezik meg Cobb-Douglas termelési fiiggvény esetén, ami
a tékejovedelem teljes jovedelmen beliili ardnya:

o

u ) 8, max (2.34)
s

R e
Sg = 0. (2.35)

A hatékonysagi egységre esd fogyasztds a @ drupiaci egyensuly szerint:

Mivel dllanddsult dllapotban a beruhdzas csak a pétlast fedezi, igy
i = (n+g+ 8 +ng)k*.
A behelyettesitések utdn elvégezve a (2.36) maximalizdldsét, a (2:37) feltételt kapjuk.

Eszerint ott van az aranyszabdly szerinti egyensuly (l~<§) a abran, ahol a termelési
fliggvény és a pétlds egyenesének meredeksége megegyezik, hiszen ekkor a legnagyobb
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a kett6 kozti kiilonbség, vagyis az egyensiilyi fajlagos fogyasztds (ldsd a[2.12)4bra). Ez
azt jelenti, hogy aranyszabdly esetén a tSke hatdrterméke megegyezik a potldsi értékkel:

& =k%— (n+g+8+ng)k* — max (2.36)
k
ak®* '=n+g+8+ng vagyis MPK =n+g+ 6 +ng. 2.37)
)7*,;*75*
k*
(n+g+8+ngk
| -~
! sk
|
|
|
|
l
ks %

2.12. dbra. Aranyszabaly

2.5. Novekedési szamvitel

A novekedési szamvitel a kibocsatds novekedését magyardzza a modellbeli tényez8k
(munka, tSke és termelékenység) véltozasival. Ehhez haszndljuk a teljes tényezSterme-
lékenységgel bovitett (2.2) termelési fiiggvényt, majd irjuk fel annak logaritmusit a 7.
és egy anndl késébbi T. periddusra:

Yt = BtKlaL}7a7
InY; =InB;+alnk; + (1 — o) InL,,
InYr = lnBT+(XanT+(1 —OC)lnLT!

Ahhoz, hogy kiszamithassuk a kibocsatds dtlagos novekedési ratdjat egy periédusra vo-
natkozéan, vonjuk ki a 7'. periédus véltozéinak logaritmusabdl a ¢. periédus valtozéinak
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logaritmusat, majd osszuk el a kiilonbséget T — t-vel, az eltelt évek szdmaval:

InYy —InY; InBy —InB; InK7y —InK;

= 1—
T—1 T e, ti-a

InLy —InL,
T—t

(2.38)

Ez alapjan a kibocsatds novekedése (gKT) a technolégia (ng), a toke (ng) és a munka
(gﬁT) novekedésével magyarazhato:

s =glr+oagk +(1—-a)gky. (2.39)

Ha ismerjiik a kibocsétds, a t6kedllomédny és a munkerd mennyiségének alakuldsat,
illetve a toke- vagy munkajovedelem ardnydt a teljes jovedelmen beliil, akkor maradék-
elven ki tudjuk szdmitani a munka termelékenységének novekedési iitemét — melyre
technikai haladdsként is szoktak hivatkozni — vagyis a Solow-féle maradéktagor. A2.2)
tabldzatban az Amerikai Egyesiilt Allamokra vonatkozé adatok lathatSk kiilsnbdzs in-
tervallumokban. Egyrészt folyamatos lassulds tapasztalhat a kibocséatds novekedési
titemén, masrészt pedig 1972-1995 periddusban a technoldgia novekedési iitemében
is visszaesés figyelhet6 meg. Ez ut6bbit az aldbbi indokokkal magyardzza Mankiw
(2012).

1. Mérési problémdk. A minGségbeli javulasok mérhetetlensége miatt az adatok ala-
becslik a valés novekedést.

2. Viiltozik a munkaerd osszetétele. A kordbban megemelkedett sziiletésszam miatt
a ’70-es években relative tobb pdlyakezdd fiatal 1épett a munkaerSpiacra, csok-
kentve ezzel a munkaerd 4tlagos termelékenységét.

3. Olajvdlsdg. 1973-ban majd 1979-ben kezd6dott a két olajvalsdg, amikor az Arab
Olajexportdl6 Orszdgok Nemzetkozi Szervezete (OPEC) bejelentette, hogy bizo-
nyos orszagokba felfiiggeszti az olaj exportjat. Ennek kdszonhetSen nagy mér-
tékben emelkedett az olaj dra.

4. Kevesebb iij otlet. A szamos Uj taldlmany utan mar egyre nehezebb tjdonsigok-

P

kal elGallni.

g8 = agc + (I-o)gt + P

1948-1972 | 4.1 1.0 2 1.9

1972-1995 | 3.4 1.4 13 0,7

19952010 | 2.8 04 1,1 13
[1948-2010 | 3.4 1.0 12 2 |

2.2. tablazat. Novekedési szamvitel az Amerikai Egyesiilt Allamokban (%, éves atlagos novekedési (ite-
mekkel szdmolva). Forras: Mankiw (2012).
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2.6. Solow-modell folytonos idoben

A legtobb novekedéselmélettel foglalkozé tanulmédnyban ezeket a modellet nem az 4l-
talunk hasznalt diszkrét, hanem folytonos id6ben irjak fel. Mig az el6bbi bizonyos id6-
pontokban (r = 1,2,3,...) irja le a gazdasdg viselkedését, addig az utébbi minden id6-
pillanatban jellemzi azt. Vezessiik le a Solow-modellt folytonos id&ben is, hogy lassuk
a két mddszer és jelolésrendszer kozti kiillonbséget!

A modell felépitése

Vallalat

A villalat t6ke és hatékony munkaerd felhaszndldsdval 4llitja el6 termékét. A termelési
fiiggvényt a (2.40) egyenlet mutatja, ahol a véltozok az id§ (¢) fiiggvényében irhatdk
fel:

Y(t)=F(K(t),A(t)L(2)). (2.40)

A termelési fiiggvényre itt is teljesiilnek a kordbban dsszegydijtott feltételek, igy felir-
hat6 az intenziv formdja a (2.41)) szerint:

¥(e) = f k(1)) (2.41)
A hatékonysagi egységre juté valtozokat itt is hullamvonallal jeloljiik:
- K(t
k(t) = ®)
A(1)L(1)

A munka és a termelékenység konstans exogén (n illetve g) titemben nd:

L(1) = nL(1), (2.42)

A(t) = gA(r). (2.43)
A [2:42) és a (2.43) egyenletekben a pont a valtozék felett azok id6 szerinti derivaltjat
jeloli, és a valtozds mértékét mutatja:

dL(r) . dA(r)
dt s dt

A ésa egyenletek a kovetkez6képpen hozhatdk kapcsolatba a kordbban ta-
nultakkal. Az 1. fejezetben lattuk, hogy a novekedési rata egyenls a valtozé természetes
logaritmusainak kiilonbségével, igy a természetes alapi logaritmusét dbrdzolva az id6-
ben, a fiiggvény meredeksége a novekedési rataval egyezik meg. Tehdt ha a munkaerd
novekedési ratdjat szeretnénk kiszamitani, akkor a fiigg6leges tengelyen 1€v6 valtozé
(munka természetes logaritmusa) fliggvényét kéne a vizszintes tengely véltozéja (1d6)

L(t) =
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InL(¢)

InL(0

t

2.13. dbra. A munkaerd logaritmusénak alakulasa az idében

szerint derivélni (2.13]dbra), hogy megkapjuk a meredekséget. Hasonl6képpen a terme-
lékenység esetén is.

dinL(t) dInL(t) dL(t) _

PN
g ale) 4 Lt
dnA(r)  dinA(r) dA() 1 .
g T aA@) 4 api0=¢

Ha ismerjiik az exogén novekedési ratdkat és a valtozok induld értékeit is, akkor bér-
melyik periédus értéke kiszamithat6 a (Z-44) és a (Z.43) képletekkel:

InL(t) =InL(0)+n-t, (2.44)

InA(t) =InA(0)+g-r. (2.45)

Atalakitva azokat a ésa egyenletekhez jutunk, amik szerint a munka és a
termelékenység exponencidlisa nd:

L(t) = L(0) - €™, (2.46)

A(t) = A(0) - €. 2.47)

A t6kedllomdny szintje novelhet$ beruhdzédsokkal, de 6 hdnyada a mar meglévé t6-
kének hasznélhatatlanna vélik, amortizalédik, igy a t6keallomdny valtozédsa a tGkefel-
halmozasi korlét szerint

K(t) =1(1)— 8K (). (2.48)
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Fogyaszto

A reprezentativ fogyaszt6 jovedelme konstans s hdnyadat megtakaritja, a tobbit pedig
fogyasztasra forditja:
S(r) = sY (),
Clt)=(1—-9Y ().
Piaci egyensulyi feltételek
1. Arupiac:
Y(t)=C(t)+1(¢). (2.49)
2. Munkapiac:
L5(r) = LP(1).
3. Tokepiac:
K5(t) = KP(1).
4. Kolcsonozhetd forrdasok (vagyoneszkozok) piaca:

S(t) =1(z). (2.50)
A modell dinamikaja és egyensulya

A modell diszkrét ideji felirdsandl mdr lattuk, hogy a gazdasdg az egyensilyban is no-
vekedhet, igy dllanddsult dllapota csak a hatékonysagi egységre es6 valtozéknak van.
Ha felhasznéljuk a hanyados derivaldsdra vonatkozo szabalyokat és a hatékonysagi egy-
ségre jutd véltozdink definiciéjat, akkor a Solow-modell alapegyenletét kapjuk, melyet
mdr a diszkrét verziéban is levezettiink:

- a(%) ) K()A(WL() fK(t)(A(t)IL(z)>
=T o (AWLD)?

= s§(t) — 8k(t) — k() (g +n) = s5(r) — (n+ g+ 8)k(r),
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k(1) = sf(k(t)) — (n+ g + 8)k(r). (2.51)

A ([237) egyenlet hasonléképpen nézett ki a diszkrét felirdsban is, igy a [2.14] dbra is
megegyezik a kordbbi [2.4] dbrdval. Tul alacsony indulé fajlagos tékeallomany esetén a
beruhazas meghaladja a p6tlas miatt sziikséges értéket

sf(k(r)) > (n+g+8)k(1),
igy a fajlagos t6kedllomany novekszik, til magas indul6 fajlagos t6kedllomény esetén
pedig épp ellenkezbleg, a beruhazds nem elég a p6tlds finanszirozasara sem

sf k(1)) < (n-+ g+ 8)K0),

igy a fajlagos t6kedllomény csokken. Egyensilyban a beruhdzds pontosan a pétlas fi-
nanszirozasara elég

sf(k(t)) = (n+g+8)k(1),
igy k = 0, vagyis a hatékonységi egységre juté téke konstans.

i’*

~

K k

2.14. dbra. A modell dinamikaja folytonos esetben

A egyenlet fdzisdiagramon is dbrizolhatd, amely k-ot mutatja k fiiggvényé-
ben. A 2.13] 4bra 6sszefoglalja az dtmenetegyenlettel kapcsolatos informdcikat. Ha a
fajlagos t6kedllomdny alacsonyabb az egyensilyi szintjénél, akkor novekedési ratdja
pozitiv, vagyis a fajlagos t6kedllomany novekszik. Ha pedig magasabb az 4llanddsult
dllapotnal, akkor negativ a novekedési rita, tehat csokken. Igy mindkét irdny feldl a
globdlisan stabil egyenstilyi pont felé konvergal a gazdasdg.
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2.15. abra. Fazisdiagram

Egyensulyi névekedés

A diszkrét esetben mdr lattuk, hogy az egy fére esd valtozok egyensilyban 1+ g iitem-
ben, a technikai haladdsnak megfelel6en novekednek, az aggregalt valtozok egyensilyi
novekedési iiteme pedig (1+ g)(1 +n). Vezessiik le ezeket a folytonos idejii felirds
madszerével is!

Az egy f6re jutd véltozok — k(r),y(r),c(t),i(r) — egyensiilyban itt is g litemben néve-
kednek:

vagy masképpen levezetve

[m(?é(z')A(z))}: ! [li(t)A(z)Jrk(z)A(t)}:g.

Az aggregalt véltozok — K (1), Y (¢),C(¢),I(r) — egyensiilyi novekedési palydn itt is n+ g
itemben novekednek:

k()= (k(t).L(t)> = k(OL(t) + k(1) L(t) = gk(1)L(t) + k(1)nL(7)

— K(1)L(1) (g +n) = (g+m)K (1),
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vagy masképpen levezetve

1

[m (k([)L(z))] = I [lé(z)L(z)+k(t)L(t) —g+n.

A konvergencia sebessége

Lattuk, hogy a gazdasdg mindig az egyensulyi novekedési pélya felé konvergdl, ha va-
lamilyen esemény attdl eltériti. A paraméterek megvaltozasdnak azonban nemcsak a
hosszu tavu hatdsai lehetnek érdekesek, hanem az utdna kovetkezd alkalmazkodasi fo-
lyamat is. Nézziik meg, hogy milyen gyorsan tart k(r) k*-hoz, ha a viltoz6k nincsenek
allandésult allapotban!

Vegyiik az elsérendi Taylor—kézeh’téséﬂ a

k(t) = sf(R@)) — (n+ g + k()

mozgasegyenletnek k(¢) = k* koriil:

iy =0+

ok(t)
ok(r)

Jeloljiik a — kifejezést A-val:

k(r) ~ —A k(1) —K)

Az egyensiilyi novekedési palya kornyezetében k(z) olyan sebességgel kozelit k* felé,
amely ardnyos a k*-t6l vett tdvolsdggal. Lathato itt is, hogy amennyiben a jelenlegi
fajlagos tSkedllomany meghaladja az egyensiilyi értékét, akkor a k(¢) negativ, vagyis a
tSkeallomdny csokken, ellenkezd esetben pedig novekszik. Hatdrozzuk meg A-t, hogy
lassuk, milyen gyors a konvergencia:

k(1)

k(1)

= —[sf (k") — 5
cop = S E) (g8 -

= (n+g+8) —sf (k)!
Kihaszndlva, hogy a (2Z.51)) alapjdn egyensuilyban

(n+g+8)k*
SOy
2Egy f(x) fiiggvény elsrend(i Taylor-kozelitésének képlete x = xo pont koriil:

F(x) = f(xo0) + f'(x0) (x —x0)-
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illetve hogy
I~<*f’(l~<*) B I}*ai{*(xfl Y
f(i(*) - fro -
a [2.32) egyenlet a (2.53) alakban irhato fel:
A=(n+g+0)(1—-0). (2.53)

Megmutathat6, hogy 7(¢) hasonl6képpen A iitemben kozeliti az egyensilyi értékét.
A konvergencia sebessége — példa
Vegyiink egy gazdasdgot Romer (2011) alapjén, ahol n = 0,01, = 0,02,6 = 0,03 és
o = 1/3! Ekkor
A=(1—-a)(n+g+38)=0,04
vagyis k és ¥ évente az allandésult allapottdl vett tivolsdg 4%-aval kozelit az 4lladSsult

allapothoz.
Szamitsuk ki, mennyi id6 alatt teszik meg a valtozok az tt felét!

eM=0,5
—0,04¢ =1n0,5
t=17,33 (2.54)

Tehat koriilbeliil 17 peridédus alatt érnek el az dllandésult dllapothoz vezetd ut feléig
a fajlagos véltozok. Mankiw, Romer és Weil (1992) becslése alapjan a Solow-modell
feliilbecsli a konvergencia sebességét, ugyanis a mar emlitett hdrom mintdn (98 or-
szdg, ahol nem az olajkitermelés a domindns dgazat, sziirt minta 75 orszdggal, végiil
22 OECD tagdllam) rendre a kovetkez8 A értékeket kaptdk: 0,0061, 0,0104 és 0,0173,
melyek mind alacsonyabbak, mint a modell 0,04-es értéke.

2.7. Solow-modell és a novekedéselmélet kérdései

Az 1. fejezetben lathattuk, hogy a redl GDP atlagosan magasabb napjainkban, mint év-
tizedekkel ezel6tt volt, illetve jelentSs jovedelmi kiilonbségek vannak a szegényebb és
a gazdagabb orszdgok kozott. Vizsgaljuk meg a Solow-modell segitségével, hogy mi
implikdlja ezeket a kiillonbségeket! Ha igaz az abszolit konvergencia elmélete, akkor
azt varjuk, hogy minden gazdasdg ugyanahhoz az egyensiilyi palydhoz tart. Igy egy
alacsonyabb jovedelmi orszdg (1-es gazdasag), aki attél messze van, a modell szerint
gyorsabban, egy magasabb jovedelml orszdg (2-es gazdasag), aki pedig ahhoz koze-
lebb van, lassabban novekszik a[2.16|dbra alapjan.
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n+g+0-+ng

2.16. dbra. Konvergencia

Baumol (1986) 16 ipari orszag adataival vizsgélta 1870 és 1979 kozott az abszolut
konvergenciat. A becsiilt regresszio:

Iny; 1979 — Iny; 1870 = a+ blny; 1870 + &,

ahol Iny az egy f6re es$ jovedelem logaritmusa, i az orszdgok indexe és €; a hibatag.
Ha van konvergencia az orszdgok kozott, akkor a b egyiitthaté negativ, vagyis a ma-
gasabb kezdeti jovedelm(i orszdgok lassabban novekednek. A @) eredmény szerint
alatdmaszthaté a majdnem tokéletes konvergencia, ugyanis b = —0,995.

Iny; 1979 —Iny; 1870 = 8,457 —0,9951Iny; 1870 R*=0,87 (2.55)

De Long (1988) megmutatta, hogy Baumol (1986) eredményeit fenntartdsokkal kell
kezelni, ugyanis torzitja a becslést, hogy eléggé homogén mintdval, 16 fejlett gazdasag-
gal dolgozott. Emiatt De Long (1988) bevont mds orszdgokat is a regresszidba (eredmé-
nyeket lasd 2.18] dbrdn). Az egyiitthaté negativ maradt, de abszolitértékben csokkent,
igy mér csak b = —0,566.

Meég tobb és tobbféle orszagot bevonva a becslésbe az abszolit konvergencia mar
egydltaldn nem igazolhatd. A @ abra 145 orszag adatai alapjan késziilt, és a reg-
resszids egyenes meredeksége mar enyhén pozitiv, de inkdbb vizszinteshez kozeli.

Mivel a modell szerint az abszolit konvergencia egyébként is csak akkor dllna fenn,
ha a gazdasdgok paraméterei megegyeznének, és csak abban térnének el egymadstol,
hogy kiilonboz6 tékedllomannyal rendelkeznek, inkabb a feltételes konvergencidt ér-
demes megnézni. Mankiw, Romer és Weil (1992) az abszoliit konvergencidt szintén
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2.17. &bra. Kezdeti jovedelem és a ndvekedési Utem kdzti kapcsolat Baumol (1986) mintaja alapjan.
Adatok forrésa: De Long (1988).
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2.18. abra. Kezdeti jovedelem és a ndvekedési tem kozti kapcsolat De Long (1988) mintaja alapjan.
Adatok forrasa: De Long (1988).

csak homogén mintdn (22 OECD orszdg) tudta aldtdmasztani, azonban kontrolldlva a
megtakaritasi rita és a népességnovekedési rata eltéréseire a Solow-modell alapjdn, a
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feltételes konvergencia mar lathat6 volt nagyobb és heterogén (98 orszagbdl allé) min-
tdn is. Azonos megtakaritdsi és népességnovekedési rata mellett a szegényebb orszagok
gyorsabban novekedtek, ami timogatja a feltételes konvergencia hipotézisét.
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Egy fore esd jovedelem logaritmusa, 1960

2.19. abra. Kezdeti jovedelem és a ndvekedési (tem kozti kapcsolat 145 orszag adatai alapjan. Adatok
forrdsa: The Maddison-Project (2013).

Nézziik meg, mi okozza az orszdgok kozti jovedelmi eltéréseket! Hasonlitsunk 6ssze
két hipotetikus gazdasagot a Solow-modell segitségével! Tegyiik fel, hogy az egyik
gazdasdg egy fore esd jovedelme (y)) tizszerese a masik gazdasag egy f6re esd jovedel-
mének (y»), vagyis

2 _ 100

y2
Behelyettesitve a termelési fiiggvények egy f6re esS verzi6jat a (2.56)-bdl lathato, hogy
a jovedelmi kiilonbség oka a tékedllomdny, illetve a termelékenység szintjének eltéré-
sében keresend$. Ha csak a fizikai t6kére koncentrdlunk, igy feltessziik, hogy a két
gazdasdgban nem kiilonbozik a munka termelékenysége (A| = A»), és @ = 1/3 para-
méterrel szdmolunk, akkor a [2.57 egyenlet szerint a tizszeres jovedelmi eltérés abbol
adddik, hogy a gazdagabb orszdgban 1000-szerese a tékdllomdny a szegényebb orszag
t6kéjének. Ilyen nagy mértéki eltérés azonban a valés adatokkal nem tdmaszthaté ald.

1—

Yo k{A] *

- 1-a
Y2 k§A,

ki \*
<k2> =10 (.57

(2.56)
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Vessiik Ossze a téke hozamat is az el6bb emlitett két gazdasagban! A téke redlbér-
leti dfja K = ak® 'AI"% (i = 1,2). Ha itt is feltessziik a technolégia egyezGségét
és tovébbra is o¢ = 1/3, akkor a (2.58) szerint a tizszeres jovedelmi eltérés (és a tSke
1000-szeres eltérése) esetén a szegényebb gazdasdgban 100-szor akkora a t6ke redl-
bérleti dija, mint a gazdagabb orszdgban. Ez szintén til magas, ugyanis ekkora eltérés
esetén a szegényebb orszdgba dramlana a t6ke az egyéb kockazati tényezSk (magas
adok, dllamositds veszélye stb.) ellenére is.

r{( kl a—1
e <172> 0,01 (2.58)
2

A modell szerint az egy fore esd jovedelem novekedésének szempontjabol fontos
tényezd a megtakaritdsi rata és a munkaerS-dllomany valtozdsinak iiteme. Mankiw,
Romer és Weil (1992) empirikusan igazolta a megtakaritdsi rata pozitiv és a népesség-
novekedés negativ rugalmassdgét (Idsd [2.1] tabldzat), de eredményeik szerint a modell
alulbecsiilte ezeket az értékeket. Lattuk, hogy ezeknek a faktoroknak a megvaltozasa
csak az dtmenet id6szakaban tudja befolyédsolni az egy f6re esd kibocsatis ndvekedési
titemét, ugyanis a gazdasdg minden kezdeti értékbdl az egyensuly felé konvergdl. A tar-
t6s novekedés feltétele pedig a termelékenység folyamatos fejlédése, azonban ez utébbi
exogén médon adott, és csak maradékelven van megmagyardzva, mit értiink alatta.

2.8. Osszefoglalas

1. Az exogén technikai haladdssal és népességnovekedéssel bdvitett Solow-
modellben a gazdasdg mindig az egyenstlyi novekedési pdlya felé tart, ahol az
aggregalt véltozok (Y;,Cy, I, K;) novekedési iiteme (1+n)(1+ g), az egy fére
es6 valtozok (yr,cr,ir, k) és a redlbér novekedési titeme 1+ g, a hatékonysagi
egységre juté valtozék (§;,¢é,1;, k), valamint a redlbérleti dij pedig konstanssé
vélnak.

2. Egyensiilyi novekedési pdlydn abban a gazdasdgban biztosithaté magasabb egy
fére esd kibocsatds, ahol ceteris paribus magasabb a megtakaritasi rata, vagy las-
sabb a népességnovekedés. Ezt empirikus adatokon is igazoltunk, de a kvantitativ
hatdsukat alulbecsiilte a modell.

3. A megtakaritdsi rata emelésének hatdsdra csak az alkalmazkoddsi periédusban
gyorsithat6 a gazdasigi novekedés, hosszu tdvon ez csak a technikai haladas no-
velésével lehetséges.

4. A modellben akkor biztosithaté maximalis egy f6re esé fogyasztds, vagyis az
aranyszabaly, ha a megtakaritdsi rita a tSkejovedelem teljes jovedelmen beliili
ardnydval egyezik meg.
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5. A modellel aldtdmaszthaté a feltételes konvergencia, miszerint — kontrolldlva az
orszdgspecifikus tényez6kre — vdrhatéan abban az orszdgban lesz gyorsabb a no-
vekedés, amelyikben alacsonyabb az egy munkdsra juté GDP indul6 értéke, de
feliilbecsiilte a konvergencia sebességét.

6. A novekedési szdmvitel segitségével szamszertsithets, hogy mennyivel jarult
hozz4 a kibocsatds novekedéséhez a termelékenység és a termelési tényezdk val-
tozdsa, valamint maradékelven kiszdmithatd, mekkora a technikai haladds.

2.9. Feladatok

1. Mutassa meg, hogy a Cobb-Douglas tipusu fiiggvényre teljesiilnek a termelési
fiiggvényre tett feltevések!

2. Tegyiik fel, hogy a Solow-modell szerint miikod6é gazdasag mar egyensulyi no-
vekedési pdlydn van és nincs technoldgiai haladas!

a) Mi torténik az egy fore juto tékével, kibocsatassal és fogyasztassal, ha csok-
ken a népesség novekedési ratdja (n)?
b) Mi torténik a teljes kibocsatassal (Y;) a fenti esetben?

3. Tegyiik fel, hogy egy egyensiilyi novekedési palyan 1év6 gazdasdgban van tech-
noldgiai haladds, de nincs népességndvekedés! A ¢. id6pontban hirtelen megnd
az orszag népessége.

a) Mi torténik a 7. id6pontban a hatékonysdgi egységre jutd kibocsétassal? NG,
csokken vagy valtozatlan marad?

b) A t.id6pont utdn valtozik-e még a hatékonysagi egységre jutd kibocsatds?
Ha igen, hogyan?

¢) Miutan a gazdasdg ujra egyensilyi pdlydra keriil, a hatékonysagi egység-
re juté kibocsdtds kisebb, nagyobb, vagy ugyanakkora lesz-e, mint miel&tt
megjelentek az 4j munkdsok?

4. Szamitsa ki a hatékonysdgi egységre jutd kibocsdtds egyenstilyi értékének népes-
ségndvekedés szerinti rugalmassdgat az oo = 1/3,¢ = 0,02,6 = 0,03 paramé-
terértékek mellett! Mennyivel noveli meg a fajlagos kibocsatast, ha a népesség
novekedése 2%-rol 1%-ra csokken?

5. Moédositsuk a termelési fiiggvényt tgy, hogy munkakiterjesztd technolégiai ha-
ladds helyett tékekiterjesztot tartalmazzon:

Y () = AWK 0] L)'~

Tegyiik fel, hogy a technolégia novekedési ratdja u, vagyis A(f) = uA(t)! Mu-
tassuk meg, hogy a gazdasag egyenstilyi novekedési pdlya felé¢ konvergl, és ke-
ressiik meg Y (¢) és K (¢) novekedési rétdit egyenstlyban! Segitség: fejezziik ki az
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Y /(A?L) véltozét K /(A? L) fiiggvényében, ahol ¢ = ar/(1 — c), majd elemezziik
K/(A®L) dinamikajat!

. Bovitsiik a Solow-modellt fiskdlis politikdval! Tegyiik fel, hogy gazdasdgunkban

az allam inproduktiv korményzati kiaddsokat eszkodzol, vagyis kordbbi model-
liinkhoz képest az aggregalt er6forraskorlat

y(t) = &(e) +ilr) +3(),

és a kiaddsokat jovedelemaranyos addkkal finanszirozzék: g(¢) = ty(r)! A sze-
replSk tovédbbra is a rendelkezésre 4116 jovedelem s hanyadat takaritjdk meg. Adja
meg a rendszer dinamikdjat meghatdrozé tékefelhalmozdsi egyenletet! Mekkora
az egyenstilyi fajlagos t6kedllomany Cobb-Douglas esetben?

. Tegyiik fel, hogy gazdasdgunkban az dllam produktiv kormdnyzati kiaddso-

kat eszk6z0l, vagyis kordbbi modelliinkhoz képest az aggregalt er6forraskorlat
§(t) = &(t) +i(t) + &(1), és a kiaddsokat jovedelemardnyos adékkal finanszi-
rozzak: g(t) = ty(r)! A szereplSk tovabbra is a rendelkezésre dll6 jovedelem
s hanyadat ruhdzzak be, de a kormanyzati kiadasok (példdul infrastrukturalis ki-
addsok) beépiilnek a termelési fiiggvénybe, azaz §(t) = k(t)*&(r)P, ahol o > 0,
B >0, illetve @ + B < 1. Adja meg a rendszer dinamikéjat meghatédrozé tGke-
felhalmozési egyenletet! Mekkora az egyensilyi k? Mekkora adékulcs mellett
lenne maximalis az egyensiilyi k?

. Tegyiik fel, hogy a termelési fiiggvény CES (konstans helyettesitési rugalmassag)

tipusd, vagyis
Y =[K* +(aL)% |7,
ahol 0 < o (o a t6ke és a hatékony munka kozti helyettesitési rugalmassag és
specidlis esetben, mikor 0 — 1, Cobb-Douglas fiiggvényt kapunk)!
a) Mutassuk meg, hogy a CES fiiggvény is dllandé mérethozadékd!

b) Irjuk fel a fiiggvény intenziv formajat!

9. Mekkora Z(t) novekedési ratdja <%) ha
a) Z(t) =X(1)Y(¢)?
X
b) Z(1) = 32
c) Z(t) =X(1)*?
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Az el6z6 fejezetben felépitett Solow-modell segitségével megismerkedtiink a noveke-
dési modellek logikdjdval, dinamikdjdval illetve a levezetésiik mddszertandval. Képesek
voltunk vele magyardzni a gazdasdg novekedését, ami hosszi tdvon a termelékenység
folyamatos fejlédésével érhetd el a modell szerint. Arra is vélaszt kaphattunk, hogyan
reagdlnak a f6bb makroaggregdtumok bizonyos véltozdsokra (példdul a megtakaritasi
rata vagy a népességnovekedés modositisara).

A Solow-modell eredményei viszonylag j6l illeszkedtek a valés adatokhoz, de volt
két szembetlind kvantitativ eltérés. A megtakaritdsi rita pozitiv, €s a népesség nove-
kedési ratdjanak negativ, egy fére es6 GDP-re gyakorolt hatdsat igazolni tudtuk, de a
modell alulbecsiilte rugalmassdgukat a valésdghoz képest. A feltételes konvergenciat
is alatdmasztottuk, de a konvergencia sebességét feliilbecsiilte a modell. Emiatt ebben
a fejezetben ugy prébdljuk a mar megismert modellt b&viteni, hogy kozelebb tudjuk
hozni az abbdl levonhaté kovetkeztetéseket az empiridhoz.

Mankiw, Romer és Weil (1992) azzal a véltoztatassal allt el, hogy megjelenitették
a fizikai t6ke és a munkaerd mellett kiilon a humdn tékét is a termelési fiiggvényben,
vagyis egy Ujabb termelési tényezdvel bdviilt a modell. A gazdasdg szerepldi igy nem
csak a fizikai t6ke felhalmozasara fordithatjdk vagyonukat, hanem a tuddsok novelésére
is, példdul tanfolyamok, iskoldk elvégzésével. Az 1. fejezetben mar ldttuk, hogy a[31]
dbra szerint abban az orszagban n6 gyorsabban az egy f6re es6 jovedelem, ahol atlago-
san magasabb az iskoldzottsdg. Ez alapjan a novekedés szempontjabdl fontos tényezd
lehet a humén t6ke.
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3.1. abra. Atlagos iskolazottsag és az egy fore esd jovedelem éves atlagos névekedési liteme kozti
kapcsolat 115 orszag adatai alapjan, 1960-2010. Adatok forrasa: Barro és Lee (2013) adatbazis és The
Maddison-Project (2013).
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Epitsiik be a humén t6két a modellbe, és nézziik meg, sikeriil-e javitani az alap
Solow-modellben levezetett rugalmassagok értékén és a konvergencia sebességén!

3.1. A modell felépitése

A modell zart gazdasdga két reprezentativ szereplSt tartalmaz: véllalatot és fogyasztot.
A vallalat haromféle termelési tényezd felhaszndldsaval, profitjat maximalizalva allit
eld egyfajta terméket. Mind az el$éllitott termék, mind a termelési tényezdk drai a to-
kéletesen versenyzé piacokon a kereslet és kinalat egyensulydban hatdrozédnak meg.

A fogyaszt6 jovedelmet munkaerejének és t6kedllomanyédnak felajanlasabol szerez-
het, melynek konstans hanyadat fogyasztdsi célokra forditja, a fennmarad6 Gsszeget
pedig megtakaritja. Megtakaritdsaib6l beruhdzasokat finansziroz, ami torténhet fizikai
illetve humén tSkébe is, ugyanis mindkettd felhalmozdsaért és potlasaért a fogyasztd
felel6s. A humén t6két azonban nem tudjuk kiilonvéalasztani a munkdsoktdl, mint a fi-
zikai t6két, hiszen mig egy szamitégépet vagy egy irodahdzat munkds nélkiil is tudnak
bérelni a vallalatok, addig a munkasok tuddsara ez nem igaz. fgy a humén t6kének nincs
sajat piaca, hozama a munkavallaldkat illeti meg. A munkapiacon kialakult egyensulyi
redlbér tehdt pozitivan fligg az iskoldzottsagtol is.

Vallalat

A véllalat termelési tényezdk — fizikai t6ke, hatékony munkaer$ és human t6ke — fel-
hasznaldsdval hozza létre termékét. A bvitett termelési fiiggvény igy

Y, = F (K, H;, ALy, 3.1

ahol H; a termeléshez felhaszndlt humén t6ke. A vélasztott fiiggvényformanak teljesi-

tenie kell az el6z6 fejezetben mar felsorolt kovetelményeket ahhoz, hogy tdgynevezett
Jjol viselkedd fiiggvény legyen.

1. Allandé mérethozadék. Ha mindharom termelési tényezd azonos szdzalékkal né,
akkor a kibocsétds szintén ugyanannyi szdzalékkal emelkedik:

F(cK;,cHy,cAiLy) = cF (K;,H;,A;L;) minden ¢; >0 esetén.

2. A termelési tényez0k csokkend hatdrterméke. A termelési tényezok hatarterméke
megmutatja, hogy egy pétldlagos egység az adott tényez&bSl mennyivel képes
megemelni a termelést. Feltessziik, hogy egyre tobb munkdval illetve fizikai és

humén t6kével egyre tobb terméket képes eldéllitani a vallalat, vagyis a hatarter-
mékiik pozitiv, de a felhaszndlt termelési tényezdk novekedésével egyre kisebb.
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Igy a termelési fiiggvény termelési tényezk szerinti elsG deriviltja pozitiv, a mé-
sodik pedig negativ:

JdF (K;,ALy)
oK,

OF (KAL)
oH,

OF (K;,A(Ly)

>0,
L,

>0, >0,

9%F (Ki,AcLy) <0, 9?F (K;, ALy) <0, 9*F (K;, AcLy) “0.

ath azHr BZL,

3. Inada-feltételek. Annak érdekében, hogy a gazdasdg véges tékedlloméanyhoz tart-

son feltessziik, hogy a termelési tényezdk hatarterméke nagyon magas, ha azok
mennyisége nagyon alacsony és forditva (Inada, 1964):

lim F, = oo lim F =0
K;—0 K ’ K, —o0 & ’
lim F};, = oo lim Ff, =0
H,—0 H ’ H,—o0 H ’
lim F| = oo, lim F/ =0.
L—0 ™ Li—so0

Hasznaljunk most is Cobb-Douglas tipust termelési fliggvényt, mint az el6z6 feje-

Py

zetben, munkakiterjesztd technolégidval bovitve:
Y, = K*HP (L)' 79, (3.2)

O<a<l, O<op<l, o+ <l1!

Tegyiik fel, hogy a munkaerd mennyisége, €s annak termelékenysége is exogén iitem-
ben emelkedik, melyek novekedési ratdi n és g:

Ly

=1 3.3

L +n, (3.3)
A

Ll _14g 34

A, +g 34

A fizikai és a humén t6kedllomany szintén véltozhat az id6ben. A fizikai t6kébe tor-
ténd beruhdzés (IX) noveli a fizikai téke mennyiségét, de a tokedllomany & > 0 hanyada
minden periédusban amortizalodik, igy a (3:3)) egyenlettel frhat6 fel a fizikai tSke fel-
halmozasi korlatja:

K =K+ (1-8)K. (3.5)

Mivel a fogyasztok jovedelmiik konstans hanyadat képzettségiik novelésére, vagyis
humén téke felhalmozasdra (I77) is fordithatjdk, igy a human tSke szintje is novelhetd,
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de mivel a tuddsuk elavulhat, illetve egy id6 utdn elfelejthetik, amit megtanultak, itt is
szdmolnunk kell az amortizdciés rdtdval, ami az egyszerliség kedvéért legyen itt is O:

H =17 +(1-8)H,. (3.6)

Feltessziik, hogy a gazdasdgban minden munkavéllalalé 4, értékdi human t6két bir-
tokol, igy az aggregélt humdn tSkedllomédny H, = iy L,. Ezt beirva a (3.2) egyenletbe a
termelési fiiggvény

Y, = K*(hL)®(AL) ~% 9 = K*hfA " 0L},

A villalat célja a (3.7) egyenlettel megadott profit maximalizaldsa. A vallalat w; redl-
bért fizet egy munkdsnak és r,K redlbérleti dij ellenében hasznélhatja a bérbe vett tokét.
A human t6két nem tudjuk elvdlasztani a munkastdl, aki azt a tudast birtokolja, igy kii-
16n a human t6kérdl nem dont a vallalat, csak a munkasok szamarél, és nem is fizet érte
kiilon a véllalat, hanem a redlbér foglalja magdban ezt az 0sszeget is.

profity =Y, —w,L; — rKK; (3.7

profity = K*hP A 7L~ 1, — /KK,

A dontési valtozok szerint derivdlva a profitot megkapjuk a vdllalat elsdrendd fel-
tételeit. A (3.9) szerint optimumban egy pétlélagos munkaegységbdl szdrmazo terme-
1és (a munka hatarterméke, MPL;) megegyezik a munkasnak fizetett redlbérrel, illetve
a (BTT) szerint egy pétldlagos tSkeegységbsl szarmazé termelés (a téke hatdrterméke,
MPK;) megegyezik a t6kéért fizetett redlbérleti dijjal. Lathat6, hogy a redlbér anndl
magasabb, minél tobb human t6két birtokol a munkas.

781’5‘5”’ — KORPA O (1= o)L —w, =0
K*hPA " (1= )L % = w, (3.8)
MPL; = w, 3.9)

St g g
oK% 1 pfAl 0oLl = K (3.10)

MPK, =X (3.11)

A (B8) és a (3-10) képletekbdl kiszdmithat6 a teljes munkakéltség (vagy a fogyaszté
oldalardl nézve teljes munkajovedelem) és a teljes tokekoltség (teljes t6kejovedelem).
A (B12) és a (313) szerint a munkajovedelem ardnya a teljes jovedelmen beliil a munka
kitevgjével egyezik meg (1 — &) , a tékejovedelem ardnya pedig hasonléképpen a t6ke
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kitevgjével (o) egyenld (lasd 1. feladat). Eszerint a jovedelemaranyok ugyanakkordk
maradtak, mint az alap Solow-modellben, nem véltoztak meg a human t6ke ilyen méda
beépitésével. Mankiw, Romer és Weil (1992) becslése szerint a fizikai és a human t6ke

kitevGje is koriilbeliil 1/3.
wily = K2hPA T (1— o)L = (1 - )Y, (3.12)
KK, = ak®n?A; " 0L "% = ay, (3.13)

Fogyaszto

A fogyaszt6 jovedelmet munkdval és t6kéjének bérbeaddsaval szerezhet, melynek kons-
tans 0 < s < 0 hanyadat minden periédusban megtakaritja, a tobbit pedig fogyasztasi

cikkek védsdrldsdra forditja. A reprezentativ fogyaszté felelds a fizikai és a human tSke
felhalmozasaért és potlasaért, igy megtakaritasabol mindkettSt finanszirozza, vagyis

§ =Sk + SH,

ahol 0 < sx < 1 a fizikai t6ke, 0 < sy < 1 pedig a human téke megtakaritdsi vagy
beruhdzasi ratdja. A fogyasztdsi és megtakaritdsi fliggvény eszerint

C,:(l—S[(—SH)Yt, (3.14)
Sy = (sx +sm)Y;. (3.15)
Piacok

A villalat illetve a fogyaszt6 a piacokon keriilnek egymadssal kapcsolatba, melyeken a
kereslet és a kindlat egyenlGsége mellett alakul ki az egyenstily.

1. Arupiac. A villalat felkindlja az elallitott terméket, a fogyaszté pedig fogyasz-
tasi és beruhdzasi céllal vdsdrolja azt meg:

Y, =C+15 411, (3.16)
2. Humdn tékével bovitett munkapiac. A fogyasztok felkinljak munkaerejiiket (L)
és azzal egyiitt tuddsukat is, amit a véllalat felhasznél a termelés sordn (LP):
Ly=1P.

3. Fizikai téke piaca. A fogyasztok felkindljak az dltaluk birtokolt fizikai t6két (K,S ),
amit a véllalat felhaszndl a termelés sordan (K[D ):

K5 =KP.

4. Kolcsonozhetd forrdsok (vagyoneszkozok) piaca. A beruhdzdsokat megtakarita-
sokbdl finanszirozzak:
sk¥e =If, 3.17)

spYy =11, (3.18)
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3.2. A modell dinamikaja és egyensulya

Ha ismertek az indul6 értékek (Ko, Ho, Lo,Ao), akkor a (3:2)-(3-6), (3:8), (3:10), (3-14),
B13), a (3-17) és a (3:18) egyenletek segitségével a modell barmelyik periédusdnak
endogén vatozoi kiszdmithatdk.

Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy allanddsult dllapota csak a hatékonységi egy-
ségre jutd véltozoknak van, az egy f6re jutd, illetve az aggregalt valtozok pedig kons-
tans iitemben novekednek az egyensulyi novekedési palydn a Solow-modellben. Ez a
megdllapitds fenndll ebben a modellben is, bizonyitdsat hasznos gyakorlatként az Olva-
séra bizzuk. Vizsgéljuk meg emiatt a modell dinamikdjat a hatékonysagi egységre jutd
véltozok segitségével!

A modell dinamikaja

Jeloljiik hullimvonallal a hatékonysdgi egységre juté valtozokat, és definidljuk gy,

mint az alap Solow-modellben:
- K
ke = !
At Lt
A szerepl6k magatartdsi egyenletei és a piaci egyensilyok konnyen étirhatok haté-
konysdgi egységre juté véltozokra. Leosztva a (3:2) egyenletet a hatékony munkaer
egységével (A;L;-vel) a termelési fuiggvény fajlagos valtozokkal felirt formdja

i =KkR. (3.19)

A modell dinamikdjat a (3.3) és a (3.6) fizikai és humén tSkefelhalmozdsi korldt
segitségével adhatjuk meg, melyek hatékonysdgi egységekkel felirt verzidja a (3.20) és
~ 1 ~

k1 = ———— (K +(1-8)k), 3.20

t+1 (1+n)(1+g)(l ( ) f) ( )

m(iﬁJr(lfS)h,). (3.21)
A hatékonysagi egységre juté fizikai t6ke beruhdzast a hatékonysagi egységre jutd
jovedelem konstans sk hdnyadabol finanszirozzdk, a human t6kéjét pedig a jovedelem
sy hdnyadabol. Ezt, illetve a (3.19) termelési fiiggvényt felhaszndlva a (3.22) és a (3.23)
mozgdsegyenletekhez jutunk, melyekkel meghatarozhaté a kovetkezd periddus fajlagos
fizikai és human tSkedllomdnya a jelenbeli értékeik és a paraméterek fliggvényében:

ilt+1 = (

(sgk®h + (1 - 8)k,), (3.22)

- 1
M= g

. a0 s
h,+177(1+n)(1+g)(51-1kt B+ (1= 8)hy). (3.23)
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Egy két egyenletbdl 4ll6 elsérendii differeciaegyenlet-rendszert kaptunk, igy a mo-
dell dinamik4jdnak meghatdrozdsa kissé bonyolultabbd vélik, mint az alap Solow-
modellben, hiszen a kdvetkezd periddus hatékonysigi egységre juté fizikai illetve hu-
mén tékéjének meghatdrozasahoz ismerniink kell mindkét tipusu téke jelenbeli mennyi-
ségét. A konnyebb értelmezhetdség miatt alakitsuk 4t az egyenleteket a kovetkez8kép-
pen:

l~<,+| —k = (sKlé,“ﬁ,"’ —(n+g+ 5+ng)l~<,)7 (3.24)

(I1+n)(1+g)

Bys1 —hy = (sek®h — (n+g+8+ng)hy)! (3.25)

1

(I+n)(1+g)

Az egyenletek bal oldala a hatékonysagi egységre jutd fizikai illetve humén tke no-
vekményét mutatja, a jobb oldal pedig a beruhdzast, amivel el6segithetd a novekedésiik,
illetve a népességnovekedés, a technikai haladds és az amortizaci6 miatt pétolni sziiksé-
ges mennyiséget. Szimuldcioval (ldsd a[3.3]fejezetben) megmutathatd, hogy barmilyen
hatékonysédgi egységre juté értékekrdl inditjuk is a gazdasigot, az adott paraméterek
mellett mindig ugyanabba az egyenstilyi pontba konvergdl, ahol a hatékonysagi egy-
ségre jutd értékek nem valtoznak tovéabb, felveszik dllanddsult dllapotbeli értékiiket.
Ott lesz tehat egyensilyban a gazdasdg, ahol a hatékonysdgi egységre juté fizikai és
humadn t6kdllomany értéke konstanssa vlik, vagyis teljesiil, hogy

Ak = ki1 —k =0,
Ailt = ilt+1 —il[ =0.

Allandésult 4llapotban igy a (3.24) és a (3.25) mozgasegyenletekbdl adédik a (3.26)
és a (3.27) dsszefiiggés. Abrizoljuk ezeket egy fdzisdiagramon a dinamika elemzésé-
hez!

AN =0 —  sgh®hf —(n+g+86+ng)k =0 (3.26)
Ay =0 —  sgk®hf —(n+g+8+ng)h =0 (3.27)

A lehetséges egyensilyi pontokat konnyen felrajzolhatjuk egy megfelel6 koordindta-
rendszerben. Legyen a fligg6leges tengelyen a humén t6ke, a vizszintesen pedig a fi-
zikai t6ke hatékonysdgi egységre jutd értéke! Ha dtrendezziik a fiiggbleges tengelyen
16v6 hy-re a egyenletet, akkor a abran ez a fiiggvény — ha feltessziik, hogy a
human és a fizikai is t6ke sem lehet negativ — az origébdl indul, pozitiv meredekségli
és konvex:

El:[(n+g+5+ng‘]~€t1—a)ﬁ. (3.28)

SK

Ezek azok a pontok, melyeken a fajlagos t6kedllomdny nem valtozik, vagyis a lehetsé-
ges allandosult dllapotokat mutatja. A gorbétdl balra, vagyis tdl alacsony fajlagos toke-
illomany esetén Ak, > 0, tehat a k, nvekszik, til magas induléértéknél pedig Ak, < 0,
igy k; csokken (erre utalnak az dbran a nyilak).
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3.2. bra. A fizikai toke allandoésult allapotban

3.3. dbra. A human toéke allandésult allapotban

Hasonléképpen atrendezve a (3.27) egyenletet i, -re

B = ngi#ng kf‘ﬂ = (3.29)
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Ez utébbi egy origébdl induld, pozitiv meredekségili és konkdv fiiggvényként jelenik
meg a|3.3|abrdn, és azokat a pontokat mutatja, ahol a fajlagos humén t6ke nem véltozik.
A gorbe alatt, vagyis tiil alacsony hatékonysagi egységre juté humén téke esetén a A, >
0, vagyis ; novekszik, til magas induléértéknél pedig A, < 0, igy f, csokken.

Tegyiik egy koordindta-rendszerbe a (3.28) és a (3.29) fiiggvényeket, illetve rajzol-
juk be djra a nyilakat is a megfeleld mozgdsi irdnyok megjelenitése miatt! A [3.4]dbrdn
lathaté a human t6kével bovitett modell fazisdiagramja, ahol a két gorbe metszéspontja-
ban keriil egyensiilyba a gazdasdg k* és h* értékek mellett. Lathatd, hogy ha a fajlagos
véltozok a nyilaknak megfelelGen valtoznak periddusrdl periddusra, akkor barmelyik
pontbdl inditva az elemzést, azok mindig az egyensily felé konvergdlnak.

T Ak, =0
2 Ah; =0
K 3

3.4. dbra. Fazisdiagram a human tékével bdvitett Solow-modellben

Allandésult allapot

A (326) — (3.27) egyenletrendszet megoldva megkapjuk a hatékonysdgi egységre juté
fizikai és human tSke dllandésult dllapotbeli értékét a paraméterek fiiggvényében:

B S}(7¢SZ I—a—¢
K= ——H2 3.30
n+g+98+ng ’ (3.30)

1

- s&st 1moe
= —" . 3.31
n+g+06+ng ( )
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Az egyenletek alapjan megéllapithatd, hogy ha a jovedelem nagyobb hanyadat fordit-
jék fizikai t6ke beruhdzdsra, az nem csak a fizikai, de a human t6ke egyensulyi értékét
is noveli. Ez annak a kovetkezménye, hogy tobb fizikai t6kével magasabb kibocsatdsra
képesek a véllalatok, a magasabb jovedelem miatt pedig nagyobb 6sszeg jut a humén
téke felhalmozdsara, még akkor is, ha s konstans. Hasonléképpen a humén t6ke beru-
hazasi ratdjanak novelése is pozitivan hat mindkét tipusu tékeallomanyra.

A kapott egyenstlyi értékeket a (3.19) termelési fiiggvénybe helyettesitve a haté-
konysagi egységre jutd kibocsatas:

. SK map SH T-o—p
(K __SH__ : 3.32
Y (n+g+5+ng> <n+g+5+ng> (3:32)

miszerint — hasonl6képpen, mint az alap Solow-modellben — abban a gazdasdgban ma-
gasabb ceteris paribus a jovedelem, ahol a jovedelem nagyobb hdnyadat forditjdk be-
ruhdzdsra a gazdasag szerepl6i. Ebben a modellben ez mindkét beruhdzasi ratdra igaz.
Ezt felhaszndlva a kovetkez8képpen fejezhetd ki az egy f6re esd kibocsatds:

o) )
o= n+g+08-+ng n+g+38+ng ’

a (B:33) egyenlet pedig annak logaritmizalt verziéjat mutatja:

o
lny,:lnA,Jrm(lnslgfln(n+g+5+ng))
(3.33)
4
——— (Insyg —1 .
+17a7(p(ns1-1 n(n+g+6+ng))

A (3:33) egyenlet alapjén az egy fore juté kibocsatas fizikai tSke beruhdzdsi ratédja sze-
rinti rugalmassdga a/(1 — a — @), vagyis a rata 1%-kal valé novelése esetén ceteris
paribus az egy fore es6 kibocsatds a/(1 — oo — @) %-kal emelkedik. EmlékeztetGiil, az
alap Solow-modellben ¢t /(1 — o) volt a rugalmassdg. A human tSke beruhdzési ratdja
szerinti rugalmassdga pedig ¢ /(1 — a — @), igy ha ez a rdta nd 1%-kal, akkor az az egy
f6re es6 kibocsdtds ¢ /(1 — ot — @) %-os novekedéséhez vezet. Végiil a pétlashoz tarto-
z6 rugalmassag —(a+ @) /(1 — o — @), ami az alap Solow-modellben —a /(1 — ) volt.
Ha a = ¢ = 1/3 értékekkel szdmolunk, akkor atéblézat alapjan lathat6, hogy a hu-
mén téke beépitésével abszolut értékben sikeriilt megemelni a rugalmassdgok értékét,
vagyis megoldottuk az alap modell egyik problémdjét, a hatdsok mértékének alulbecs-
1ését.

Mankiw, Romer és Weil (1992) egy 98 orszdgbdl 4ll6 mintdn a (3.33) egyenlet alap-
jan készitett becslést a modellhez. A human t6ke beruhdzasi ratdjanak szamszer(sitésé-
hez egy proxyt hasznéltak, mely a kozépiskoldba beiratkozottak ardnya az iskoldskori

P

népességen beliil. A [3.2]tablazatban lithatéak az alap- illetve a humén tSkével bovitett
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| Alapmodell | Humin tSkével bdvitett modell

SK 0,5 1
Ky — 1
n+g+d8+ng -0,5 -2

3.1. tablazat. Rugalmassagok az alap és a human tékével bdvitett modellben

modellre felirt regressziok eredményei, ahol az & és ¢ sorok azok eredmények impli-
kalta értékét tartalmazza’lﬂ

F Alapmodell | Human t6kével bSvitett
Komst 548 6,80
onstans (1,59) (1.17)
| 1,42 0,69
13K (0,14) (0,13)
. 0,66
e - (0,07)
-1,97 1,73
In(n+g+08+ng) (0.56) (0.41)
I 0,59 0,78
a 0,59 0,31
[0 - 0,28

3.2. tablazat. A becslések eredményei (zaréjelekben a standard hibakkal). A fliggd valtozé mindkét eset-
ben az egy munkaképes korura juti GDP logaritmusa 1985-ben. Forras: Mankiw, Romer és Weil (1992).

Ha a a t8kejovedelem teljes jovedelmen beliili ardnya, akkor annak 1/3 koriilinek
kellene lenni az empiria alapjdn, azonban az alapmodell majdnem 2/3-nak becsiilte
az adatok alapjan, ami tdl sok. A human t6kével bdvitett modell jobban illeszkedik az
adatokra. Nem csak az elég magas korrigalt R? miatt, hanem a kozelitSleg megfelels

Péld4ul az Insg egyiitthatéjara kapott 1,42-es érték alapjan

o

=142 - a=0,59.
-«
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o és ¢ értékek miatt is. A humdn t6kével valé bovités tehat kozelebb hozta a modell
eredményeit a valésidghoz az alapmodellhez képest.

Egyensulyi névekedési tiitemek

Azt mér lattuk, hogy a hatékonysdgi egységre juté értékek egyensilyban nem valtoz-
nak, és a paraméterek segitségével meghatdrozhat6 az 4llandésult dllapotuk. Nézziik
meg, hogy mitdl fiigg a tobbi valtozd hosszu tdvi novekedése az egyensilyi novekedé-
si palyan (lasd 3. feladat)!

Felhaszndlva azt, hogy a fajlagos véltozok egyensilyban konstansok, illetve az
egy f6re esd valtozok definicigjat, megmutathatd, hogy minden egy fére esd valtozo
Oty ke, hy, ¢,i% i) — gy, mint az alap Solow-modellben, hiszen ugyantigy definidltuk
az egy fore es6 értékeket — 1 + g litemben n&:

k key1A
Sl _ Bl g g.
ki kiAq

Hasonléképpen lathatd, hogy az aggregalt véltozék (Y;, Ky, H;, Ct,ItK ,IIH ) egyenstilyi
novekedési iiteme — mint az alapmodellben — (1 +g)(1 +n):

Kt _ ktiLiys
=TT (1 1 .
ol =S = (L) (14m)

A munka illetve a t6ke redlardnak véltozdsa szintén nem médosult az alapmodellhez
képest, annak ellenére sem, hogy a redlbér illetve a redlbérleti dij is pozitivan fiigg az 4j
elem, a humdn t8ke szintjétdl 1l és 1l egyenletek alapjdn). Igy a redlbér a tech-
nikai haladdsnak megfeleld, 1 4 g titemben novekszik, a redlbérleti dij pedig konstans:

a ¢ I—a—¢ —a
Witl _ Ke bl AL,y T(1—a)L Y 1
wi KZhPA (1 — )L &
t t t t
K a—1,9 4l-0—¢;1-a
fr OKZ R GALT Ly
Ll L 29— I A
" oK hPAl ALl

Erdekes kovetkeztetésre juthatunk, ha kiszdmitjuk a redlbérleti dij 4lland6sult 4llapot-
beli értékét is, miutdn ldttuk, hogy egyensilyban nem viéltozik. A (B.10) osszefiiggés
dtalakithat6 a (3.34) alakra:

K= ok® 1. (3.34)
Behelyettesitve a (3.30) és a (3.31) alapjén a hatékonysagi egységre juto fizikai és hu-
min tSke egyenstlyi értékét a (3.35) redlbérleti dijat kapjuk dlland6sult dllapotban:

14
K an-i—g-i— +ng.

= (3.35)
SK

ry =

Egyrészt lathatd, hogy nem fiigg a humén t6ke beruhdzasi ratajatol, masrészt pedig
megmutathatd, hogy pontosan ugyanakkora, mint az alap Solow-modellben (l1dsd 3/c
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feladat). Egyensulyban tehdt anndl magasabb a tSke utdn fizetett redlbérleti dij, minél
alacsonyabb a fizikai t6ke megtakaritdsi ratdja, és minél magasabb a pétlasra szoruld
hanyada, ugyanis ekkor ceteris paribus kisebb a tSkeallomany, ami magasabb hatarter-
méket és igy magasabb bérleti dijakat implikal.

Megmutattuk, hogy a beruhdzasi ratak itt is kulcsfontossdguak az elérhetd jovedelem
szempontjabdl, ezért a kovetkezS fejezetben nézzitk meg, hogyan reagél a gazdasag
azok megvéltozdsara!

3.3. A beruhazasi ratak valtozasanak hatasa

Tegyiik fel, hogy egy mar egyenstilyi novekedési palydn haladé gazdasdgban sikertil el-
érni, hogy a gazdasdg szerepldi tartésan megemeljék a jovedelmiikbdl oktatdsra koltott
osszeget! Ekkor a abran 1év6 fazisdiagramon a Ah; = 0 gorbe felfelé tolddik (kék
gorbe).

]’l[ Ai{’[ =0
7 ‘ AR, =0
|
|
! Ay =0

3.5. dbra. A human téke beruhazasi ratajanak ndvekedése

A viltozas bekdvetkeztekor a régi egyensiilyi pontban 4ll a gazdasag (&7, 71’1‘), ami az
4j Aiz{ = ( gorbe alatt helyezkedik el, igy — ahogy a nyilak mutatjak — a fajlagos human
t6ke értéke ndvekedni kezd. Mivel a Ak; = 0 gorbére nincs hatdssal a vdltoztatds, az nem
tolddott el, viszont {gy sy megemelkedésének idején a gazdasdg aktudlis pontja ezen a
gorbén talalhatd. Ez azt jelenti, hogy a sokk periédusdban a fizikai tSke hatékonysagi
egységre jutd értéke nem vdltozik, csak a human téke kezd el novekedni. Ezzel atkertil
a gazdasdg az dbrdn abba a negyedbe, ahol mar mindkét valtozé novekszik és az tj
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egyenstlyi pontba konvergél (l?;, 713), ahol mindkét valtozé értéke magasabb lesz, mint
a kordbbi egyensilyban. Ez azzal indokolhatd, hogy a sokk bekovetkeztekor a gazda-
sdg szerepl6i jovedelmiik nagyobb hanyadat forditjadk human t6ke beruhdzésra, azonnal
megemelve ezzel a humén tSke értékét. fgy a kovetkezd periédusban a magasabb hu-
man téke magasabb jovedelmet biztosit, amibdl konstans fizikai t6ke beruhdzasi rita
mellett is tobb fizikai t6ke halmozhat6 fel. Az alkalmazkodasi periddus alatt a haté-
konyégi egységre jutd jovedelem folyamatosan novekszik, illetve dtmenetileg az egy
fére es6 jovedelem novekedése felgyorsul, és az egyensilyi (1 + g) iitemnél gyorsab-
ban fog emelkedni a szintje. Ahogy a[3.6]dbrén latszik, a jovedelembdl oktatésra koltott
Osszeg novelésével csak ideiglenesen lehet elérni gyorsabb gazdasagi novekedést a val-
toztatds (fp) utdn, mig hosszu tdvon Ujra a technikai haladdssal megegyez6 iitemben nd
az egy f6re esd kibocsatas.

Iny

3.6. dbra. Az egy fére es6 kibocsatas alakulasa sy tartds novelése esetén

A fogyasztas véltozdsa a beruhazasi rata novelésének hatdsira nem egyértelmt, mint
ahogy azt az alapmodellben is lattuk. A sokk periédusdban a jovedelembdl kisebb ha-
nyad marad a fogyasztasra, igy akkor visszaesik a fajlagos fogyasztds, majd a jovedelem
novekedése miatt emelkedni kezd, de az dj dllanddsult allapotban értéke barmekkora
lehet a kordbbi egyensilyhoz képest. A kovetkezd fejezetben keressiik meg azokat a
beruhdzasi ratdkat, melyek mellett maximalis fogyasztds biztosithatd!

3.4. Aranyszabaly

Az aranyszabdly maximadlis fogyasztast biztosité egyensiilyi novekedési palya. A fajla-
gos fogyasztds a hatékonysagi egységre jutd jovedelem azon része, melyet nem beru-
hazasra forditottak, igy allandésult dllapotban

5* = (1 7SK7SH))7*,

melybe behelyettesitve a (3.32) egyenletet

a 9

ok (1 ) SK I—a—¢ SH T—a—¢
F=1-sg—s _— _— .
K—°H n+g+9d8+ng n+g+98+ng
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Lathatd, hogy akar a fizikai, akdr a human t6ke beruhdzasi ratdjat noveljiik, mindket-
tének van pozitiv (a jovedelmen keresztiil) és negativ hatdsa (a csokkend fogyasztdsi
hanyad miatt) a fogyasztisra. Maximalizalva a fajlagos fogyasztast sx és sy szerint azt
kapjuk, hogy akkor biztosithat6 egyensilyban a legmagasabb fogyasztas, ha sy = o és
sy = @ (lasd 2. feladat). Eszerint a fizikai t6ke aranyszabdly szerinti beruhdzasi ratdja
a fizikai tSke termelési rugalmassdgaval egyezik meg, a human tSke beruhazasi rata-
ja pedig a human t6ke termelési rugalmassagaval egyenlS. Az alap Solow-modellben
ugyanerre a kovetkeztetésre jutottunk a fizikai t6ke megtakaritdsi ratdjat illetSen, igy
ebben sincs kiilonbség a két modell kozott.

3.5. Konvergencia

A dinamika vizsgélatakor egy két egyenletbdl 4116 differenciaegyenlet-rendszert vezet-
tiink le, mellyel bonyolultabba vélt a konvergencia vizsgalata az egyensuly felé az alap
Solow-modellhez képest. Készitsiink egy szimuldcit annak vizsgdlatdra, hogy adott
induléértékekbdl hogyan érhetd el az dllandésult dllapot a humadn tékével bévitett mo-
dellben!

Legyenek a modell paraméterei a kovetkez8k Sorensen és Whitta-Jacobsen (2005)
példdja alapjan: .

a=¢= 3
sg =0,2
sg=0,15
6 =0,06
n=0
g=0,015!

A (B30) és a (331) képletek alapjdn kiszamithaté az adott paraméterek mellett elér-

hetd dllandésult dllapot, ami ebben a példdban
K =14,22,
n* =10,67.

A kezdeti értékek, ahonnan a vizsgalatot inditjuk legyenek ko = 16 és hg = 2, és
hasznéljuk a (3:22) és a (3.23) mozgdsegyenleteket a kovetkezd periédusok értékeinek
meghatdrozdsara:

(skkRf + (1= 8)kr),

b = (i te)

hl‘+l = ( (Slegil;p+(1 75)]’:[[)'

1
1+n)(1+g)
A[B7)dbréan lathat6 a valtozok mozgdsa a kiindulé ponttdl az dllandésult dllapotig. A
fizikai t6ke indul6értéke til magas, a human t6kéjé pedig til alacsony az egyensulyhoz
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képest. [gy abbdl a negyedbdl indulunk az dbrén, ahol a nyilak alapjén a fizikai t6kének
csokkeni, a humant t6kének pedig novekednie kell periédusrdl periédusra. Az dbrdn
1év6 pontok azokat a t6kekombindcidkat mutatjdk, melyek a gazdasdgot jellemzik az
alkalmazkodasi id6szakban. A fizikai t6ke addig csokken, a human téke pedig addig n6
folyamatosan, mig el nem éri a gazdasdg a Ak, = 0 gorbét. Abban a periédusban, mikor
ez megtorténik, a fizikai t6ke nem valtozik, hiszen egy olyan ponton 4ll a gazdasag, ahol
a fajlagos fizikai t6ke konstans, igy csak a humén tSke szintje emelkedik tovabb. Emiatt
a kovetkezd periddustodl dtkeriil a gazdasdg az dbran a két gorbe dltal hatdrolt teriiletre,
ahol mindkét érték novekszik. A humdn t6ke mellett a fizikai t6ke szintje is emelkedni
kezd, mig el nem érik a gazdasdg dlland6sult dllapotét a két gérbe metszéspontjaban.

hy
120 )
Ak{ — 0
115 r> j
Ak =0
L T !
|
|
|
15 |
5 10 15 20
K k

3.7. dbra. Fazisdiagram a human tékével bévitett Solow-modellben

A konvergencia tehat nem annyira egyértelm, mint az alap Solow-modellben, ugyanis
a fazisdiagramon 4t is 1éphetnek a valtozok az egyes negyedekbdl egy mdsikba, meg-
véltoztatva azzal az addigi mozgdsuk irdnyét, mint ahogy a példdban lattuk. A szimu-
lacié természetesen mds induldértékek mellett is elvégezhetd, mindig ugyanabba az
egyenstlyba fog tartani a gazdasdg, barhonnan is inditjuk azt (l4sd 5. feladat). Igy az

egyensulyi pont itt is stabilnak tekinthetd, mint az alap Solow-modellben.

Kiszdmithat6é az is, hogy milyen gyorsan kozelitenek a valtozok az egyensuly fe-
1¢, azaz mekkora a konvergencia sebessége (a szdmitds menetét lasd a [3.A] fiiggelék-
ben). Hasonl6képpen, mint az alap Solow-modellben, itt is olyan sebességgel kozelit



72 Kuncz Izabella: Novekedéselméletek

az egyensulyi novekedési pdlya kornyezetében a fajlagos jovedelem az dllandésult al-
lapotbeli értéke felé, amely ardnyos az egyensulyi értékétdl vett tdvolsdggal. Lathatd itt
is a (3.36) egyenletben, hogy amennyiben a jelenlegi fajlagos jovedelem meghaladja az
egyenstlyi értékét, akkor csokkennie kell, ellenkez§ esetben pedig novekszik:

In§; 1 —In$ = —A(InF; — InF*), (3.36)

ahol
A=(1-a—9@)(n+g+9). (3.37)

Az alap Solow-modellben A = (1 — o) (n+ g+ 8) volt, ami til gyorsnak bizonyult az
empiridhoz képest. A human t6kével bdvitett modell ennél kisebb értéket adott, vagy-
is lassabb konvergenciat feltételez. Nézziik meg tjra a Solow-modellnél is vett példat,
ahol a paraméterértékek n = 0,01,g = 0,02,8 = 0,03 illetve o = 1/3, és @ legyen
szintén 1/3! Az alapmodell szerint A ekkor 0,04, vagyis a fajlagos jovedelem periédu-
sonként az dllandésult allapottdl vett tdvolsdg 4%-aval kozelit az egyensulyi ponthoz.
Ezzel szemben a human t6kével bdvitett modellben A = 0,02.

Mankiw, Romer és Weil (1992) az el6z6 fejezetben mar emlitett harom mintdn (98
orszdg, ahol nem az olajkitermelés a domindns dgazat, szlirt minta 75 orszdggal, végiil
22 OECD tagallam) rendre a kovetkezd A értékeket becsiilte a humdn t6kével bovitett
modellre: 0,0137, 0,0182 és 0,0203 melyek mdr joval kozelebb vannak a modell 0,02-es
értékéhez, mint az alapmodell becslésének eredményei a 0,04-hez. Sikeriilt tehét a kon-
vergencia sebességének problémajat is megoldani a bdvitéssel. Ebben a modellben az
adott paraméterek mellett koriilbeliil 35 periddus alatt teszi meg az dllandésult dllapot-
hoz vezet? it felét a gazdasé mig az alapmodellben csak 17 periddust szamoltunk.

Mankiw, Romer és Weil (1992) haromféle mintan tesztelte az abszoliit illetve a fel-
tételes konvergencia hipotézisét. Az el6z4 fejezetben mdr lattuk, hogy az abszolit kon-
vergencia csak homogén mintdn igazolhatd, de tobbféle orszag bevondsdval mar nem.
A B3] tdblazatban a 98 orszdgot tartalmazé mintdval kapott eredményeik lathatok.

A tdblazat alapjdn az abszolut konvergencidt tesztelve enyhén pozitiv az egy munka-
képes kortra juté GDP kezd§ értékének (Yq0) egyiitthatSja, a korrigalt R? pedig kozel
nulla, tehat nem allapithaté meg olyan tendencia, miszerint a szegényebb orszdgok at-
lagosan gyorsabban novekednének mint a gazdagok.

Az alap Solow-modell alapjén felirt, vagyis népességnovekedéssel és beruhdzasi ra-
tdval bovitett regresszidban mar szignifikdnsan negativ a kezdeti jovedelemhez tartozé
koefficiens és javul a regresszidfiiggvény illeszkedése. Aldtdmasztja tehdt a feltételes
konvergencia elméletét, miszerint ha az orszdgok nem kiilonbdznének a népességno-
vekedés és a beruhazasi rata szempontjabodl, akkor a szegényebb orszdgok atlagosan
gyorsabb novekedést produkdlndnak, mint a gazdagok.

A human t6kével bévitett regresszioban tovabb csokken az indul6 jovedelem egyiitt-
hatdja, és még jobban javul a regresszids egyenes illeszkedése, vagyis az orszagok kon-
vergencidja er§sebbnek bizonyul, mint az alapmodellben.

2 A felezési id6 kiszdmitdsanak képlete: e~ = 0,5, melybSl —0,02f = In0,5 igy = 34,66.
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Abszolit Feltételes konvergencia | Feltételes konvergencia
konvergencia (Solow) (Humaén téke)

Konstans 0,266 1,93 3.04
onstans (0,380) (0,83) (0,83)

n (o) 0,0943 -0,141 -0,289
1 Zeo (0,0496) (0,052) (0,062)

| 0,647 0,524
L SK - (0,087) (0,087)

. 0,233
nSH - - (0,060)
-0,299 -0,505
In(n+g+6+ng) - (0.304) (0.288)

I 0,03 0,38 0,46

3.3. téblazat. A konvergencia tesztelésének eredményei (zardjelekben a standard hibakkal). A fliggd
valtoz6 az egy munkaképes korura juté GDP logaritmusanak differencidja 1960 és 1985 kozott. Forras:
Mankiw, Romer és Weil (1992).

3.6. Osszefoglalas

1. Ebben a fejezetben a munkdsok tuddsdval bovitettiik az alap Solow-modellt, amit
az oktatds sordn sajatitottak el a gazdasag szerepldi. A human téke egy uj ter-
melési tényezS8ként keriilt a modellbe a fizikai t6ke és a munka mellett. Mivel
a munkavdllalaloktdl nem lehet kiilonvédlasztani a tuddsukat igy, mint a fizikai
tékét, a vallalat nem tudta novelni a felhaszndlni kivant human t6két a munka
novelése nélkiil. A human t6kének emiatt nincs sajat dra, hanem a munkapiacon
kialakult bért noveli meg a magasabb iskolazottsag.

2. A fogyasztok megtakaritdsaikbol a fizikai t6ke felhalmozdsa mellett a human
t6ke bdvitését is finansziroztdk. Mindkét beruhdz4si rta pozitivan befolydsolta
az allandésult allapotbeli értékeket, és adott technoldgia mellett az egy fére es6
GDP-t is. Barmelyik ratat is noveltiik, az az dtmeneti id6szakban felgyorsitotta
a gazdasigi novekedést, illetve mindkét tipusu tSkét és a jovedelemet is meg-
emelte. Sikeriilt ndvelni az egy munkdsra es6 kibocsatas népességnovekedés és
beruhdzasi ratdk szerinti rugalmassagat, javitva ezzel az alap Solow-modellen, és
kozelebb hozva az eredményeket a valdsaghoz.

3. Az egyensiilyi novekedési ratdk az alap Solow-modellhez képest nem véltoztak
a bovités ellenére sem, illetve az aranyszabdly szerinti megtakaritdsi ratakra is a
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megfelelS termelési tényezd termelési rugalmassagat kaptuk, mint az el6z6 feje-
zetben.

. A modell megerGsitette a feltételes konvergencia hipotézisét, miszerint kontrol-

ldlva a fizikai és human téke beruhdzési ratdjara és a népességnovekedési titem-
re, az alacsonyabb jovedelm( orszdgok varhat6an gyorsabban novekednek, mint
a gazdagabbak. Mig a Solow-modell a konvergencia sebességét feliilbecsiilte,

addig a humén t6kével bovitett modellel sikeriilt lelassitani a modellbdl kapott
konvergenciat.

. Béar a modell illeszkedése jonak bizonyult, és sikeriilt a Solow-modell becslé-

si problémadit megoldani, a modell mégsem tokéletes. Egyrészt a beruhdzasi ra-
tak alakuldsa kulcsfontossdgi a makroaggregatumok szempontjabdl, de azok ki-
viilr6l adottak, nem a modellbdl hatirozédnak meg a szerepldk dotései alapjan.
Masrészt a hosszui tdvi novekedés forrdsa a termelékenység fejlodése (g), mely
szintén exogén és nincs megmagyardzva, pontosan mit értiink alatta.

3.7. Feladatok

. Mutassa meg, hogy a humdn t6kével bovitett Solow-modellben a t6kejovedelem

és a munkajovedelem GDP-hez viszonyitott ardnya o« és 1 — o, mint az alap
Solow-modellben!

. Szamitsa ki a hatékonysdgi egységre jut6 fogyasztds egyensilyi értékét! Milyen

sk €s sy értékek mellett lesz ez maximalis?

. Egyensulyi novekedés.

a) Szamitsa ki az egy f6re jutd fizikai t6ke, human téke és jovedelem (k;, i, yr)
egyensilyi novekedési litemét!

b) Szamitsa ki az aggregélt tSkedllomdny, humdn téke és jovedelem
(Ky, H;,Yy) egyensilyi novekedési titemét!

¢) Mekkora a redlbér és a redlbérleti dij egyensulyban?

. Fézisdiagram segitségével mutassa meg, mi torténik a hatékonysagi egységre jutd

fizikai és human t6kével, ha egyszerre megemelkedik a fizikai t6ke beruhdzasi
ratdja (sx) és lecsokken a human t6ke beruhdzasi ratdja (sg)!

. Vegyiik a konvergenciandl targyalt szimuldcids példat, melyben a paraméterérté-

kek o =@ =1/3,5x =0,2,sy =0,15,6 =0,06,n = 0,g = 0,015! Végezze el
a szimuldciét mds induléértékekkel is, és elemezze a modell dinamik4jat!

. Tegyiik fel, hogy a kormédny megadéztatja a jovedelmet, melynek addkulcsa 7!

Tovabba minden periédusban az adébevétel S§1 hanyadat az oktatds finansziro-
zdsdra kolti, a maradékot pedig kormanyzati kiaddsokra, és fizikai t6kébe nem
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ruhdz be. A fogyaszté a rendelkezésre 4ll6 jovedelme sﬁ hanyadat fizikai t6ke,
sf, hényadat pedig humén t6ke felhalmozasara forditja. Minden mads véltozatlan

)

a fejezetben targyalt human t6kével bovitett Solow-modellhez képest. Mutassa

)

meg hogy a fiskdlis politikdval b&vitett modell megfeleltethetd az eredeti mo-
dellnek, ha

sk = (1—1)sk,
sy =Ty + (1—17)sh!
7. Epitsiik be masként a human t6két a modelliinkbe! A termelési fiiggvény legyen

Y, = K¥(AchL:)' ™%,

ahol h = e¥"! y a human t6ke termelékenységi paramétere, u pedig a munkaval-
lalok atlagos iskoldban toltott éveit mutatja (mindkettd pozitiv, konstans paramé-
ter). Igy ebben a modellben az egy fére juté human tSke (k) konstans. A modell
elemzéséhez vegyiik az aldbbi segédvaltozdkat:

s _ M
Vi hAla
.k
k= —
t hAlv

ahol y; és k; az egy fore jut6 valtozokat jelolik!

a) Irja fel a rendszer dinamikajat leiré egyenletet (haszdlja a segédvaltozokat)!
Hasonlitsa 0ssze az eredeti Solow-modellel!

b) Adja meg az egy f6re juté jovedelem értékét egyensilyban!
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3.A. A konvergencia sebessége

Vegyiik a (3:22) és a (3.23) dtmenetegyenleteket:

(skk®h + (1 - 8)k,),

~ 1
M = g

(sukhf + (1 —8)hy),

N 1
by = (1+n)(l+g)

és linearizaljuk a rendszert az 4llanddsult dllapot kérﬁﬂ

ot —F = m [(skoe i+ (1-8)) (h &)
+(sxck o =) (e — i)
ooy = m [(sok=o"0) (5 &)

+(sH7<*“<pE*<P*1 . 5)) (e — il*)] !

Ha kihaszndljuk, hogy a véltozé természetes alapui logaritmusainak kiilonbsége ko-
zelitSleg a novekedési rataval egyezik meg, vagyis

kip1 — K ~ &* (Ink; 1y —Ink*),
hyy1 — B =~ R*(Inhy g —Ink"),

és behelyettesitjiik, hogy 7, = I?,“iz,‘p , akkor az aldbbi Osszefiiggésekhez jutunk:

7 Tk 1 )7* _ 7 1a ik
Inkry; —Ink 7W{(skai{—*+(l 6)>(lnkt nk*)

(3.38)
)7* 5 - il*
+<SK(pilf*>(lnh[7h'lh )]}7:|7

3Azy = f(x,u) fiiggvény linearizdldsdnak képlete xo és uo koriil a Taylor-sorba fejtést alkalmazva:

o of 9 _
flxu) = f(xo0,u0) + 9x xgug “(r—xo)+ Au lxg.ug (u=uo),
ahol f(xo,u0) = o, igy P p)
=2 e+ | -
y=v0=Gil (r=x0)+ = - (u—up).
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5 B 1 }7* B 5 ]’%*
1nht+1 —1nh* = W |:(5Ha12f*)(lnk, _1nk*)]7,7*
(3.39)

+(sH<p§—: +(1-8))(nk —1niz*)] .

A modell dllandésult dllapotbeli értékeit felhaszndlva ((3:30), (3:31) és (3:32) egyenlet),
meghatérozhatjuk a (3.38) és a (3:39) egyenletekben 1évS aranyokat:

¥ _nt+g+d6+ng
ke SK ’
v _nt+g+d+ng
b SH ’
76* _SK
b sy’

Ezek behelyettesitése és egyszertisités utan a (3.38) és a (3.39) egyenletek végss for-
maéja:

- - 1 - -
(3.40)
+((p(n+g+6+ng)>(lnﬁtflnfz*)],
- - 1 - .
1nh,+1 —lnh* = m |:<(X(n+g+5+ng)> (lnk[ —1Ink )
(3.41)

+((p(n+g+ o+ng)+(1— 5)) (Infy flnfz*)] .
Vezessiik le a (3.40) és a (3.41) egyenletekbdl a hatékonysagi egységre juté jovede-
lem valtozast leird osszefiiggést! Az y;, = IE,“E,(’) termelési fiiggvény logaritmizalt alakja

In§; = alnk; + @Inh;, mely alapjan

i _ 1 I
1ny,+1 —lny* = m {(lnk, —Ink )OC

((@+@)(n+g+3+ng)+(1-8))

+(Ink flnfz*)(p((oﬁr(p)(n+g+5+ng)+(1 76))},
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miszerint a kiemelés és behelyettesités utan

(a+(p)(n+g+5+ng)+(l—5)>

- . 1
Ingi1 —In3" = s

(Ingi —Ing").

Végiil vonjunk ki az egyenlet mindkét oldaldbdl In -t és adjunk hozza Iny*-ot:

oc+(p)(n+g+5+ng)+(175))

5 . 1
In; 1 —1Injr = (ETED) <(

(I+g)(1+n)
oa+@)(n+g+6+ng)+(1-9)

~[(1ny} —lni*)+( (Iny* —1ny~,)}!

Kiemelés és egyszer(isités utdn a konvergencia végsé osszefiiggése:

(n+g+d6+ng)(a+¢—1)(InF —Iny").

. . 1
Injryy —Ingr = m

Ha az egyiitthatd ellentettjét A-val jelsljiik, akkor

1
A= m(”+8+5+ng)(1 —a—9)

~(1l-a—o¢)(n+g+9).

a novekedési rata, vagyis csokkenni fog az egyenlet szerint, ha pedig alacsonyabb a
jelenlegi szint, mint az dllanddsult dllapotbeli, akkor a novekedési rata pozitiv, azaz
novekedni fog a hatékonysdgi egységre esd kibocsatas. Lathat6 tehat, hogy barmely
kezdeti értékbdl indulva a gazdasdg az egyensilyi pont felé konvergal.
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Az el6z6 fejezetekben levezetett Solow-féle novekedési modellek megfeleld alapot
nydjtottak a novekedéselmélet kérdéseinek vizsgdlatdra. A humdn t6kével bSvitett mo-
dell mar elég j6l visszaadta a valds adatokon végzett becslések eredményeit is, igy
kovetkeztetései 0sszhangban voltak az empiridval. F6 hidnyossdga ezeknek a modellek-
nek, hogy hosszu tdvon a tartds gazdasagi novekedést a technoldgia fejlédésével lehetett
csak elérni, azonban ez exogén médon adott volt, és nem igazan lehetett koriilhatarolni,
hogy mit foglal magéban. Csupdn maradékelven mondtuk azt, hogy olyan termelést be-
folydsol6 tényezd novekedésérdl beszéliink, ami nem fizikai téke vagy munka, hanem
valamiféle tudas, képzettség.

A konyvnek ebben a részében endogenizéljuk a termelékenység valtozasat, vagyis a
modell paramétereinek segitségével fogjuk levezetni annak értékét. Ennek koszonhe-
téen meg tudjuk majd vizsgalni példdul a beruhdzasi ratdk vagy a népességnovekedés
véltozdsdnak nem csak a rovid, de a hosszi tavi gazdasagi novekedésre gyakorolt ha-
tasat is. Az endogén novekedési modellek tehdt lehet8ség biztositanak az olyan gazda-
sdgpolitikai beavatkozasok egy f6re juté GDP novekedési litemére gyakorolt hatdsanak
vizsgalatdra, melyek a modell alap paramétereit befolydsoljak.

Kétféle endogén novekedési modellel fogunk megismerkedni. Az egyik megkozeli-
tés szerint a modell explicit médon megadja a technoldgia fejlédésének mértékét egy
termelési fiiggvény segitségével, ugyanis az dj otletek, ismeretek a kutatds €s fejlesztés
szektorban jonnek 1étre. Ezt a kovetkez6 fejezetben fogjuk részletesen targyalni.

A madsik elmélet szerint nincs kiilon szektor a gazdasdgban, ahol a technikai haladds
biztositdsdn dolgoznak, hanem a pozitiv termeldi externdlidnak koszonhetd a termelé-
kenység fejlédése. A gazdasag aggregdlt termelési fiiggvénye igy mar nem konstans,
hanem novekvS mérethozadékiva vilik, ami az egy fére juté GDP folyamatos noveke-
dését képes biztositani exogén termelékenység-ndvekedés nélkiil is. Ebben a fejezetben
egy ilyen tipusti modelt fogunk felépiteni.

4.1. A modell felépitése

A modell zart gazdasdga két reprezentativ szereplSt tartalmaz: véllalatot és fogyasztot.
A vallalat termelési tényezSk felhasznédldsaval, profitjdt maximalizalva allit el6 egyfaj-

ta terméket. Mind az el6allitott termék, mind a termelési tényezdk drai a tokéletesen
versenyzd piacokon a kereslet és kindlat egyensilydban hatdrozédnak meg.

A fogyaszt6 jovedelmet munkaerejének és t6kedllomanydnak felajanldsabdl szerez-
het, melynek konstans hanyadat fogyasztasi célokra forditja, a fennmaradé 6sszeget pe-
dig megtakaritja. Megtakaritdsaibdl beruhdzasokat finansziroz, mivel 6 felelSs az dltala

birtokolt t6ke bovitésért és potlasaért.

A technikai haladds mir nem exogén mddon adott, hanem a termeldi externdlidknak
koszonhetd, vagyis a munka termelékenysége pozitivan fiigg a felhasznalt t6ke vagy a
kibocsatds szintjétdl. Az ugynevezett learning-by-doing tipust tuddsfelhalmozds otlete
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mar Arrow (1962) tanulmanydban is megjelent, melyben arra az empirikus megfigye-
1ésre hivatkozott, hogy egy repiil6gép vazanak elkészitéséhez sziikséges munkadrdk
szama csokkend fiiggvénye a kordbban mar elGallitott repiil6gépvazak szdmanak. A
munkaerd egyre tapasztaltabbd, képzettebbé valik a munkavégzés sordn, igy innovécié
nélkiil is novekszik annak termelékenysége a termelési folyamat egyfajta melléktermé-

keként.

Vallalat

Exogén technikai haladds nélkiil is elérhet6 folyamatos gazdasagi novekedés, ha a ter-
melési fliggvény novekvd mérethozadékii (Romer, 1986). Azt gondolhatnank, hogy ez
egyszerlien megoldhaté egy hasonlé termelési fliggvénnyel, mint amit az el6z8 feje-
zetekben is haszndltunk, csak egy helyett egynél nagyobbnak dllitandnk be a kitevSk
Osszegét, példaul

Y, =K*(AL)B,  ahol  a+f>1. @.1)

Ez azonban nem lenne tandcsos, ha a véllalat profitmaximalizaldsit dtgondoljuk. A
korédbbi fejezetekben mar lattuk, hogy dllandé mérethozadék esetén a véllalat termelési
koltségei a kibocsatdssal aranyosak, hiszen minél tobb terméket allitott el6, anndl tobb
t6két és munkat kellett igénybe vennie hozzd, ami novelte a koltségeket. Emiatt a ter-
melési tényezOk drai azok hatdrtermékével egyeztek meg optimumban, illetve mind a
hatarkoltségek, mind az atlagkoltségek konstansok voltak.

Novekvd mérethozadék esetén a vdllalat termelésének bizonyos szdzalékd novelé-
séhez nem sziikséges mindkét termelési tényez6 ugyanolyan mértékd novelése, elég
azokat kisebb mértékben bdviteni. Ekkor a hatdrkoltség és az dtlagkoltség is csokkend
lesz a kibocsatds fiiggvényében, igy a hatdrkoltség 0-ba tart, ha a kibocsétds a végte-
lenhez kozelit. Adott termék- és tényezdarak mellett ennek az lenne a kovetkezménye,
hogy a profitmaximalizdl6 vallalat végtelen mennyiségl terméket szeretne eldallitani,
vagyis nem lenne véges megolddsa a modellnek.

A viéllalat szintjén tehat meg kell 6rizni a kordbbi fejezetekben felsorolt jol viselke-
dd fiiggvény feltételeit; a konstans mérethozadékot és a termelési tényez8k pozitiv, de
csokkend hatartermékét. Vegyiink most is egy munkakiterjesztd technolégiaval bovitett
Cobb-Douglas tipust termelési fiiggvényt, ahol a kitevék osszege 1:

Y, = K¥(AL)' ™%, ahol 0> o >1! 4.2)

A modellben bemutatott véllalat kicsi a gazdasag egészéhez viszonyitva, vagyis nincs
jelentss hatdsa a gazdasagi aggregdtumokra, azokat adottnak veszi. A termelékenység
(A;) mdr nem exogén médon noveszik, hanem feltessziik, hogy a t6kedllomdny pozitiv
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fiiggvényﬂ
A=K’ ahol ¢ >0. 4.3)

A pozitiv irdnyd kapcsolat a t6ke és a termelékenység kozott azzal indokolhatd, hogy
a munkdsok uj ismereteket sajdtitanak el az uj t6keeszkozokkel valé munka sordn, va-
lamint tapasztalatot szereznek a munka elvégzésével. A t6kedllomany novelése tehat
onmagdban kozvetleniil noveli a termelést, kozvetetten pedig a munkdsok termelékeny-
ségének fejlédésén keresztiil. Ez nem csak annak a véllalatnak a javdra szolgdl, amely
novelte a termelés sordn felhaszndlni kivant t6két, hanem a tobbire is pozitiv hatdssal
lesz hosszu tdvon, hiszen id6vel ott is megtanulhatjdk az dj termelési eljarasokat, illetve
a munkdsok magukkal vihetik a megszerzett tuddst mas véllalatokhoz is.

Megkapjuk a gazdasdg aggregalt termelési fiiggvényét, ha a (#3) osszefiiggést a (@.2)
termelési fliggvénybe helyettesitjiik, vagyis érvényesitjiik az externdlis hatdst (pozitiv
externalia):

Y, = KHKP L)'~ = k2L @.4)

Ha ¢ > 0, akkor a {#4) aggregalt termelési fiiggvény noveks mérethozadéku, mert a
kitevk 0sszege 1-nél nagyobb, vagyis ha konstans (c) szorosdra noveljiik a tékét és a
munkat is, akkor a termelés annak tobbszorosére nd:

Y, < (CK;)a+¢(]_a)(CLZ)]_a,

CY[<C1+¢(1—a)Kta+¢<lfa)Ltl—a'

Ha ¢ = O lenne, visszakapnink a technikai haladds nélkiili Solow-modellt. Ha
0 < ¢ < 1, akkor az aggregdlt termelési fliggvényben a t6ke csokkend hozadékd, mert
a kibocsatas toke szerinti els6 derivaltja pozitiv, a masodik pedig negativ. Ezt a verziét
fogjuk majd késébb szemi-endogén novekedési modellnek nevezni. Ha ¢ = 1, akkor a
o+¢(1—a) =1, vagyis t6ke hozadéka konstans. Erre endogén novekedési modellként
vagy roviden AK-modellként fogunk hivatkozni. Végiil ha ¢ > 1, akkor a téke novek-
v6 hozadékd, ami azt jelenti, hogy a gazdasdgi novekedés robbandsszer(, és nem tart
egyenstlyi novekedési palydhoz a modell. Ez utébbival emiatt nem fogunk foglalkozni.

Empirikus becslésekkel megmutattdk (lasd Sorensen és Whitta-Jacobsen, 2009),
hogy a kitev6k dsszege [1 + ¢ (1 — o¢)] nagyobb mint egy és koriilbeliil 1,1-1,5 kozé
esik. Ha o0 = 1/3-dal szdmolunk, ez azt jelenti, hogy a ¢ paraméter 0,45-0,75 koriili. A
termelési fliggvény vallalati szinten tehdt maradt dllandé mérethozadéku, de aggregalt
szinten mar novekvo.

!'Olyan feliris is létezik, mely szerint nem a téke, hanem a kibocsétds pozitiv fiiggvénye a termelékenység
(lasd 4. feladat):

A =Y.
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7z

A munkaerd-dllomany novekedése exogén, n iitemd, a t6kedllomanyt pedig tovdbbra
is beruhdzdssal lehet bGviteni, és a mar meglévs t6ke 6 hdnyada minden periédusban
amortizalédik:

Lt

=1 4.5
L +n, 4.5)

K[Jrl :It—i-(l—ﬁ)K, (4.6)

A reprezentativ vallalat a {@.7) egyenlettel megadott profitot maximalizélja, melyet a
dontési valtozok szerint maximalizdlva megkapjuk a vallalat elsSrend feltételeit.

profity =Y —wi Ly — rtKK; 4.7)

profit, = Kvta (AZLZ)]_a — W{Lt — rtKK,

Mivel véllalati szinten nincs véltozds a kordbbi Solow-modellhez képest, itt is azt kap-
juk, hogy optimumban egy pétlélagos munkaegységbdl szarmazé termelés (a munka
hatdrterméke, MPL,) megegyezik a munkdsnak fizetett redlbérrel, illetve egy pétldla-
gos tékeegységbdl szarmazo termelés (a tdke hatarterméke, MPK;) megegyezik a t6ké-
ért fizetett redlbérleti dijjal:

MPL; = wy, 4.8)
MPK, =K. (4.9)

A [@3) és a @I) képletek segitségével kiszamithato a teljes munkajévedelem és a
teljes tékejovedelem, melyek ardnya a teljes jovedelmen beliil konstans, és ugyanakko-
ra, mint a Solow-modellben a (.10) és a @T1) egyenletek szerint:

wily = K%A %1 — o)L =% = (1 - a)Y,, (4.10)
KK = ak¥(AL)' % = ay;. 4.11)

Fogyaszté

A reprezentativ fogyaszt6 felelSs a t6ke felhalmozasaért, melyet bérbeadhat a véllalat-
nak bérleti dij ellenében. Felkindlhatja munkaerejét is, melyért cserébe munkajovedel-
met kap. Az e két forrasbdl szerzett jovedelem konstans s > 0 hdnyadét a fogyasztd
minden periédusban megtakaritja (S;), a fennmaradé (1 — s) hanyadot pedig fogyasz-
tasra () forditja a @.12) és a (@.13) egyenleteknek megfelelden, mint ahogy a Solow-
modellben is lattuk:

S, = sY,, (4.12)

C =(1-9)Y,. (4.13)
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Piacok

A villalat illetve a fogyaszt6 a piacokon keriilnek egymadssal kapcsolatba, melyeken a
kereslet és a kindlat egyenl8sége mellett alakul ki az egyenstily.

P

1. Arupiac. A villalat felkindlja az elallitott terméket, a fogyaszté pedig fogyasz-
tasi és beruhdzasi céllal vdsdrolja azt meg:

Y =G +1. (4.14)

2. Munkapiac. A fogyasztok felkindljak munkaerejiiket (LtS ), amit a vallalat felhasz-
nal a termelés sordan (LP ):
LS =1P.

3. Tokepiac. A fogyasztok felkinaljak az altaluk birtokolt t6két (K,S ), amit a vallalat
felhasznal a termelés soran (K,D ):

K5 =KP.

4. Kolcsonozhetd forrdsok (vagyoneszkozok) piaca. A beruhdzasokat megtakarita-
sokbdl finanszirozzak:
S, =1. (4.15)

4.2. Szemi-endogén névekedés

Ha ismert a t8ke illetve a munka induléértéke (Ko, Lo), akkor a @3) - @6), E3), E9),
@#12), @ET3) és a (@13) egyenletek segitségével barmely periédus endogén valtozéinak
értéke meghatdrozhato.
Vegyiik azt az esetet, mikor 0 < ¢ < 1, vagyis a t6ke csokkend hozadéku! Definidljuk
a hatékonysagi egységre esd valtozékat most is hullimvonallal:
~ K;

k=
t AtLt7

de ne feledjiik, hogy A; novekedése mar nem exogén, hanem a tékefelhalmozas mérté-
kétol fiigg!

A @2) termelési fiiggvény hatékonységi egységekkel felirt alakja a kordbbi model-
lekb6l mdr ismert

§, = k%, (4.16)

A @ t6kefelhalmozdsi korldt atirdsa mar bonyolultabb, hiszen tudnunk kéne hoz-
z4 a termelékenység novekedési litemét is, emiatt a korabbi modellektdl eltér6 médon
fogjuk levezetni a modell egyensilyi novekedési palyajat.
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A modell dinamikaja

A termelékenység novekedése termelési externaliabol adédik, ami a @3) egyenlet alap-
jan a kovetkez8képpen szdmithato ki:

¢
A1 _ Koy @17)
At Kt¢

Mivel ez a t6ke endogén novekedési litemétdl fiigg, hatdrozzuk meg elészor azt,
kezdve a hatékonysédgi egységre jutd téke valtozasat leiré egyenlet levezetésével!

= K
kt+1 _ K
A - AI+| L/+l ’
ke A L

melybe belyehettesitve a (.3) és a (@17) Osszefiiggést:

Kr+l

LR S <K’“>l_¢ @.18)
L) Tele ) ‘

t

t

A (@.6) tSkefelhalmozasi korldtot is befrva, illetve felhasznalva, hogy a beruhdzdsokat
a megtakaritasokbdl finanszirozzak, a @.I3) szerint

k1 (sY,+(15)K,)“¢

ko 1+n K;

_ 1 (x IR R -0
_Hn(sgﬂl—ﬁ)) —m(sk, +(1—5)) .

Megszorozva az egyenlet mindkét oldaldt & -vel a fajlagos tSkedllomédny dtmenet-
egyenletét kapjuk meg, mely segitségével kiszamithat6 a kovetkez6 periédus hatékony-
sagi egységre jutd tékedllomdnya a paraméterek és a jelenlegi t6kedllomany ismereté-
ben:

7 _ 7 1 7a—1 1-¢
Foit 7k,1+n(sk, +(1—6)> , (4.19)
vagy kisebb dtalakitds utdn
=1 LU S\ 19
k= (sk, +(1- 8k ) . (4.20)

modell mozgdsegyenletét! Abrézoljuk a ( ) egyenletet egy megfelel6 koordinata-
rendszerben, hogy elemezhessiik a rendszer dinamikdjat! A fuggvény az origébdl in-
dul, ha feltessziik, hogy a fajlagos t6kedllomany nem lehet negativ, szigorian monoton

Vegyiik észre, hogy ¢ = 0 esetén visszakapndnk a technikai haladds nélkiili Solow-
i
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novekvs és konkdv, ahogy a dbran lathatd. A 45°-os egyenessel a pozitiv tarto-
mdényban csak egy metszéspontja van, mely meghatdrozza a gazdasdg dllanddsult 4l-
lapotat. Megmutathatd, hogy barmely pontbdl inditjuk is a hatékonysagi egységre esd
t6kedllomanyt, az mindig a k* egyensiilyi pont felé tart. Til alacsony kezdeti tékeallo-
mdny estén a kovetkez6 periddusok tékéje egyre nagyobb, til magas esetén pedig egyre
alacsonyabb, mig el nem éri az dllandésult dllapotbeli értékét, ahol méar nem véltozik
tovabb. Az egyensiilyi pont tehdt ebben a modellben is stabil.

ks ki1 =k

4.1. dbra. Egyensuly a szemi-endogén ndévekedési modellben

Allandésult allapot
A [@.I9) egyenletbe beirva, hogy egyensiily esetén a hatékonysdgi egységre jutd tSke-
dllomény nem vdltozik, vagyis k;, = k.| = k*, megkapjuk annak dllanddsult dllapotbeli

értékét:

k=

I-a
s
- , (4.21)
(14+m)77 —(1-8)

melyet a @.T6) termelési fiiggvénybe helyettesitve a hatékonysagi egységre juté kibo-
csatds értéke is meghatdrozhat6 a paraméterek fiiggvényében:

o

i }]a (4.22)
(1+m)™s —(1-8)] '

)7* :]’%*(x:
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A fenti egyenletek szerint az dllandésult dllapotbeli fajlagos tékedllomany és jovede-
lem — hasonl6képpen mint az alap Solow- és a human t6kével bdvitett Solow-modellben
— abban a gazdasdgban magasabb, ahol ceteris paribus magasabb a beruhdzasi réta, és

alacsonyabb a népesség novekedési iiteme valamint az amortizacids rata.
Egyensulyi névekedési palya

Ugyantigy definidltuk az egy fére es6 véltozdkat, mint a Solow-modellben, és ebben
a modellben is azt kaptuk, hogy éllanddsult dllapotban a hatékonysdgi egységre esd
valtozok értéke konstans, ami igy csak akkor lehetséges, ha az egy fore esd valtozok
az egyensulyi novekedési palyan a termelékenység novekedésének megfelels iitemben
ndnek, példaul

kvt kA A

k kA A

Mig a Solow-modellben a technikai haladds exogén médon adott volt, az egy fére esd
valtozok is az exogén g litemben novekedtek, vagyis nem volt igazdn megmagyarazva,
mivel lehet biztositani a hosszu tavi novekedésiiket. Ebben a fejezetben a munka terme-
Iékenysége a t6kedllomdanytdl fiigg és termeldi externdlidnak koszonhetd a novekedése,
vagyis egyelSre nem ismerjiik az egyensilyi novekedési litemét. Vezessiik le, hogyan
véltozik egyensilyban! Ehhez vegyiik a (#.I8) 6sszefiiggést, és tegyiik egyenl6vé 1-
gyel, mert a hatékonysdgi egységre jutd tékedllomdny egyenstilyban nem valtozik!

ki1 _ 1 <Kt+1>1*¢ 1
]}[ 1+n K[

Ebbdl egy gyors dtrendezéssel adddik az aggregalt tékedllomdny egyenstilyi novekedési
iiteme, mely
Kt

1
=(1 .
L= (14m)

A munka hatékonysdganak egyensulyi novekedési iiteme tehét

Art <Kr+1 )4’ o
= =(1 -9,
A X, (I+n)

Loz Loz

Lathatd, hogy a népesség novekedési iitemétdl (n), illetve az externdlis hatds erdsségétsl
(¢) fiigg, vagyis sikeriilt endogén mddon, a modell paraméterivel meghatdrozni azt.
Megmutathatd, hogy a modellben minden egy f6re esd valtozd (yr, ks, cr,ir) a fentiek

alapjan (1+n) %, és minden aggregilt valtoz6 (Y, Ky, Gy, I;) pedig (1+n) % {itemben
novekszik egyensilyban.

Az egy f6re es6 jovedelem hosszu tavi ndvekedése tehat akkor biztosithat6, ha pozi-
tiv a népesség novekedési ratdja, illetve a modell szerint varhatéan abban a gazdasag-
ban lesz gyorsabb, ahol nagyobb titemben né a népesség. Mivel az endogén novekedés
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eszerint az exogén népességnovekedéssel magyardzhatd, a modell csak félig tekinthetd
endogénnek, ezért szemi-endogénként szoktak rd hivatkozni.

A redlbérleti dij — ugyanigy, mint a Solow-modellben — konstanssa vélik az egyensu-
lyi novekedési pdlydn, a redlbér pedig a termelékenység novekekedésével megegyezd
titemben valtozik, ami most a népességnovekedés fiiggvénye:

£ B aKgﬁl(AtHLzH)Fa
rK ak® (A L) -

a-1 (1-a)¢
-9

=(+n)(14+n) ™0 (1+n)"%*=1

l-ay—a
Wil _ Ko (1—o)A "L

Wy K2 (1—)A =%

—(14+n)77(14n)

a (1-a)¢
1-¢

(14n)%=(14+n)T5.
Empiria

Nézziik meg, hogy igazolhat6-e a modell eredménye empirikusan is!

0 1 2 3 4

Egy munkasra juté GDP novekedési iiteme (%)

Népesség novekedési iiteme (%)

4.2. dbra. A népesség ndvekedési Giteme és az egy munkasra jutd real GDP ndvekedése kdzotti kapcso-
lat, 100 orszagban (1970-2014, éves atlagok). Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.
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A 2] 4brén az éves étlagos népességnovekedés és az egy munkdsra esd redl GDP
éves atlagos novekedési ratdja kozti kapcsolat ldthaté. 100 orszdg adatait felhaszndlva
nem pozitiv, hanem negativ kapcsolatot mutat a két valtozé kozott az 1970 és 2014
kozotti idészakban, ami ellentmond a modell kovetkeztetésének, de ez nem jelenti azt
sziikségszeriien, hogy a szemi-endogén novekedési modell téves.

Egyrészt nem vildgos, hogy a modell mekkora teriiletet fed le amig nem tisztazott,
hogy mekkora az externdlis hatds. Ha a tudast at tudjdk venni egymadstdl a kiilonbo-
76 orszdgokban 1év§ villalatok, akkor akdr az egész vilagra is vonatkozhat, ellenkezd
esetben csak egy régidra vagy gazdasdgra. Masrészt feltettiik, hogy 1étezik egy egyene-
stlyi novekedési pdlya, mely felé a gazdasdgok tartanak. Ha a konvergencia elég lassu,
akkor a modell eredményeit hosszabb id6tdvon kell vizsgdlni. Harmadrészt, ha a né-
pesség novekedési rétdja csokken, akkor a (#.20) egyenlet alapjdn novekszik a fajlagos
tokedllomany, mig el nem éri az Gj dllanddsult dllapotat. Az dtmenet id6szakdban ez
ideiglenesen megemeli az egy fére es6 GDP novekedési iitemét. Minél lassabb a kon-
vergencia, anndl tovabb all fenn ez a hatds a gazdasdgban.

A megtakaritasi rata novelésének hatasa

A Solow-modellben azt lattuk, hogy a megtakaritasi rata novelésével az dtmenet id6sza-
kaban felgyorsithat6 a gazdasagi novekedés, mert a fajlagos tékedllomany és kibocsatés
folyamatosan emelkedik, mig el nem éri az emiatt kialakul6 dj, magasabb szinten 1évd
allanddsult dllapotot. A szemi-endogén novekedési modell hasonlé kovetkeztetésre jut,
ahogy az al4.3|dbran latszik.

k41 kit = ki

ato—ad 1 17¢,
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4.3. dbra. A megtakaritasi rata ndvelésének hatdsa
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A megtakaritdsi rata novelésének hatdsara az dtmenetegyenlet gorbéjének meredek-
sége megnd, 1gy a kiinduldskor a IET pontban 1év6 gazdasdgban a kovetkezd periédusok
fajlagos t6keallomdnya ehhez képest egyre magasabb lesz, de csokkend mértékben no-
vekszik, mig el nem éri az dj dllanddsult dllapotot (%;). A hatékonysagi egységre juté
jovedelem alakuldsardl ugyanez mondhaté el, igy az egy fére esd jovedelem noveke-
dési titeme itt is, mint a Solow-modellben csak a konvergencia idészakaban emelkedik
meg, elérve az egyensulyi palyat djra a termelékenység fejlédésének iitemével egyezik
meg.

A fogyasztds vdltozdsa a rita novelésének hatdsdra itt sem egyértelmd, mint ahogy
azt az el6z3 két modellben is lattuk. A sokk periddusdban a jovedelembdl kisebb hanyad
marad a fogyasztasra, igy akkor visszaesik a fajlagos fogyasztas, majd a jovedelem no-
vekedése miatt emelkedni kezd, de az dj dllanddsult dllapotban értéke barmekkora lehet
a kordbbi egyensilyhoz képest. A kovetkezd fejezetben keressiik meg azt a megtakari-
tasi ratat, mely mellett maximalis fogyasztas biztosithatd!

Aranyszabaly
Az aranyszabaly maximadlis egy fére esd fogyasztast biztositd egyensulyi ndvekedési
palya. A fogyasztds a jovedelem azon része, melyet nem beruhdzasra forditottak, {gy

egyensilyi ndvekedési palydn a (@.22) értéke alapjén

i =(I=s)y/ = (1-5)7"A;,

¢ =(1-s)

- ] A, (4.23)
(14n)7% —(1-8)

ahol A; = Kt¢, vagyis A; = (k*A;L;)?, amibdl
~ 9
A[ = (k*L[) =6

Ezt beirva a (#.23) egyenletbe a hatékonysagi egységre juté tSkedllomdny egyensiilyi
értékével egyiitt, az egy fbre esd fogyasztas

(1-9)a+o

s e

(T-a)(1-9) ]
T L.
(1+n)™5 —(1-8)

= (1-s)

Ez utébbit s szerint maximalizdlva megkapjuk az aranyszabdly szerinti megtakaritdsi
ratat, ami

sg=0+¢(1—a).
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Ebben a modellben tehat a jovedelem nagyobb hanyadat kell megtakaritani a maxi-
malis egy f6re esd fogyasztas eléréséhez, mint a Solow—modellbelﬂ de itt is a t6ke ter-
melési rugalmassdgaval egyezik meg az aranyszabdly szerinti megtakaritdsi rata (lasd
@4) aggregdlt termelési fiiggvény).

A konvergencia sebessége

A konvergencia sebessége az el6z6 modellekben haszndlt kozelitési eljardssal hatdroz-
hat6 meg (ldsd [F.A] Fiiggelék). A hatékonysdgi egységre esd jovedelem az egyensiilyi
értékétol vett tavolsdggal ardnyos sebességel kozelit az dllanddsult dllapot felé. Lathat
ittis a {@.24) és a (.23) egyenletekbdl, hogy amennyiben a jelenlegi fajlagos jovedelem
meghaladja az egyensiilyi értékét, akkor a ndvekedési rdta negativ, vagyis a jovedelem
csokken, ellenkezd esetben pedig novekszik a szemi-endogén novekedési modellben,
vagyis 0 < ¢ < 1 esetén:

In$, 1 —In$ = —A(InF; — InF"), (4.24)
ahol

(14n)7% — 148

A=(1-9)(1-a) =
(14+0)7s

(4.25)

Minél erSsebb a termeldi externdlia hatdsa, vagyis minél nagyobb ¢, anndl lassab a
konvergencia a képlet szerint. Ez magyarazhat6 azzal, hogy az aggregélt termelési fligg-
vényben a tdke kitevGje egyre nagyobb, ahogy ¢ tart az egyhez, emiatt a t6ke csokkend
hozadéka — ami a konvergencidt biztositja — egyre kevésbé érvényesiil, igy a konver-
gencia egyre lassul.

A ¢ =0 esetben visszakapndnk a technikai haladds nélkiili Solow-modellben leve-
zetett konvergencia sebességét, amit az empiria alapjan tul gyorsnak taldltunk. A ¢ =1
esetén pedig a t6ke csokkend hozadéka teljesen eltlinik, konstans hozadékiva vilik, igy
A = 0 lesz, miszerint nincs konvergencia a modellben.

4.3. Endogén névekedés: AK modell

Lattuk, hogy ha ¢ — 1, akkor A — 0, vagyis egyre lassul a konvergencia a modellben.
Vegyiik azt az esetet, mikor ¢ = 1! Ekkor a modell értékei folyamatosan véltoznak,
nem 4llnak be bizonyos ids elteltével egyensulyi novekedési palyara.

Ahhoz, hogy konnyebben megvizsgdlhassuk, hogy tud-e hosszi tdvon népességno-
vekedés nélkiil is emelkedni az egy f6re jutd kibocsatas a gazdasdgban, legyen n = 0,

2A Solow-modellben s, = a.



94 Kuncz Izabella: Novekedéselméletek

vagyis konstans a munkaer6dllomany (L, = L)! Ilyen paraméterek mellett a t6kétdl fiig-
g6 termelékenység és a termelési fliggvény:

A=K,

Y, = KX (AL % = K L% (4.26)

Az ilyen tipusui modellekre, ahol a termelési fiiggvényben konstans a téke hozadéka
AK-modellként szoktak hivatkozni. Az elnevezés annak koszonhetS, hogy L'=% = A
definicidval élve a termelési fiiggvény atirhat6 az

Y, = AK, 4.27)

alakra. A jelolés zavard lehet miutdn eddig A;-vel a munka termelékenységét jeloltiik,
a egyenletben pedig a konstans szorzéra utal a termelési fliggvényben (A, # A).
Ahhoz, hogy egyértelmi legyen a megkiilonboztetés, abban az esetben, ha a termelé-
kenységet jeloli, kitessziik a ¢ idSindexet, utalva arra, hogy a valtozordl beszéliink, ha
pedig a szorz6t az AK-modellben, akkor nem irjuk ki, jelezve, hogy az egy konstans.

A tényezbarak leegyszertisodnek az AK-modellben, hiszen ha a redlbérleti dij a t6-
ke hatdrtermékével egyezik meg a profitmaximalizdlé véllalat els6rendi feltételének
kovetkeztében, akkor az mdr nemcsak az egyensilyban, hanem minden periédusban
alland6

2y,
MPK, = # =aK* (AL = aL!"*
1
K=K = qr!=%

A munkabér a munka hatartermékével egyezik meg, melynek alakuldsa az aggre-
gélt tékedllomdny és — mivel nincs népességnovekedés — az egy fére esé tékedllomany

novekedési titemétdl fiigg:

oY, _ _ -
MPL,:B—LII:K,‘XA} *(1—o)L %= (1-a)KL ®

!

Wy = (1 — (X)K[Lia.

A munkajovedelem és a t6kejovedelem ardnya a teljes jovedelmen beliil nem valtozik,
még mindig o illetve 1 — ¢, mint a kordbbi modellekben.
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A modell dinamikaja

Konnyen megmutathatd, hogy a modellben folyamatosan novekszik az egy fére esd
kibocsatés. Elosztva a {#.26) termelési fiiggvény mindkét oldaldt L-lel megkapjuk az
egy f6re esd termelés értékét az egy fore eso toke fiiggvényében:

e =kL'"%, (4.28)
vagy az AK-modellben bevezetett rovidebb jelolést haszndlva
v = Ak;.
A (@) t6kefelhalmozasi korlatot hasonléképpen atirhatjuk egy fére esé valtozokra
ki1 =i+ (1= 0)ks,
ahol i; = sy;. Beirva ebbe az egy f6re esd kibocsatds értékét
kir1 =sAki+ (1 —8)k; = (sA+1—8)k, (4.29)
ami 4atalakitasok utdn az aldbbi formdkban ifrhat6 fel:
ki1 — ke = (sA— 8)ky, (4.30)

kiy1 — ke
ki

Ez utébbi az egy fére es6 téke ndvekedési ratdjat mutatja, mely a konstans népesség
miatt az aggregalt tékedllomdny novekedési ratdja is. Megmutathatd, hogy az egy f6re
es6 jovedelem, fogyasztds és beruhdzds valamint azok aggregilt értékei is ugyanekkora
iitemben ndének, illetve a munka termelékenységének fejlédése is ezzel megegyezd.

Készitsiink a modell dinamik4jat leiré egyenletekhez dbrdkat, hogy konnyebb le-
gyen megérteni a modell miikodését! A @.29) osszefiiggés a (@.4) dbran lithat6, ha
feltessziik, hogy sA — & > 0. Ne feledjiik, hogy A = L!~% és A # A,!

Az dbra alapjan megéllapithatd, hogy barmely pontbdl is inditjuk a gazdasdgot, a ko-
vetkez periddus egy fore esd tékedllomdnya mindig nagyobb lesz, mint az azt megeld-
z8 volt, vagyis az egy f6re es6 értékek folyamatos novekedése biztositott a modellben.

A @30) egyenlet dbrdja a [.3] bra, mely alapjén két egymds utdni peridus egy
fére juté tékedlloméanyanak kiillonbsége egyre nagyobb, ahogy né a tékedllomany, ami
szintén a folyamatos novekedést tdmasztja al4.

Végiil a @3T) egyenletbd] kapott Ssszefiiggést a[f.6) dbra mutatja, miszerint az egy
fére es6 tékedllomany novekedési ratdja konstans. Ez egyrészt azt jelenti, hogy van
folyamatos gazdasdgi novekedés, masrészt pedig azt, hogy a novekedés liteme nem
csak az egyensulyban dllandd, hanem minden periédusban ugyanakkora.

Az AK-modellben tehat exogén technikai haladds és népességnovekedés nélkiil is
sikeriilt endogén médon biztositani az egy fére es6 GDP folyamatos novekedését, ami
a t6ke konstans hozadékdbdl adddik.

=sA—38. 4.31)
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(sA+1—8)k

kl+] kH—l :kt

%

S
?

ki

4.4. 4bra. Atmenetdiagram a (4.29) 6sszefiiggéshez

sAk;

Ok;
ki1 — ke

S
?

ki

4.5. 4bra. Atmenetdiagram a (4.30) 6sszefiiggéshez

A @3T) egyenlet alapjan varhat6an abban a gazdasagban lesz gyorsabb a gazdasagi
novekedés, ahol magasabb a megtakaritdsi rata, igy ebben a modellben — ellentétben
a kordbbiakkal — mar nem csak az dtmenet idGszakdban lehet felgyorsitani a gazdasig
novekedését a megtakaritdsi rata emelésével, hanem hosszd tdvon is. Az amortizacids
rata csokkentése az endogén novekedési modellben szintén képes tartésan felgyorsitani
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sA

ki+]7k1

S
?

ki

4.6. dbra. Atmenetdiagram a (4.31) 6sszefiiggéshez

a gazdasag novekedését, €s nem csak az egyenstlyi szinteket, illetve az ideiglenes no-
vekedési iitemeket emeli meg, mint a Solow-modellben. Mivel 6 megviltozdsat nehéz
elérni gazdasagpolitikai beavatkozdson keresztiil, a megtakaritasi rata emelésének van
inkabb gyakorlati jelentGsége. Mivel A = L'~%, a modell szerint a nagyobb népesség-
szam szintén alkalmas a permanens novekedés felgyorsitdsara. Nézziik meg, latunk-e
hasonl6 osszefiiggéseket a valds adatokon is!

Empiria

A modell egyik f6 kovetkeztetése, hogy a megtakaritdsi vagy beruhdzasi rata pozitivan
hat az egy fére es6 jovedelem novekedési iitemére.

A[77)dbran 100 orszdg adatai alapjan empirikusan is aldtdmaszthatjuk ezt az Sssze-
fiiggést, hiszen az egy munkasra jut6 GDP éves atlagos novekedési iiteme atlagosan
abban a gazdasdgban nagyobb, ahol a beruhdzasi rata magasabb.

Az eredmények alapjan a termelékenység az egy f6re es6 tékedllomannyal megegye-
z§ litemben novekszik, {gy a magasabb beruhdzasi rata a termelékenység gyorsabb no-
vekedését is eredményez. A[.8]4bran teljes tényezStermelékenységgel (total factor pro-
ductivity, TFP) mérve a termelékenységet, szintén pozitiv kapcsolat allapithaté meg az
atlagos beruhdzdsi rdta és a termelékenység éves dtlagos novekedése kozott 80 orszag
adatai alapjan.

A modell mésik kovetkeztetése, hogy nagyobb népességszdmmal is elGsegithetd a
tartds novekedés. Ezt mérethatdsnak nevezik, és eléggé ellenentmonddsos. Egyrészt a
valésdgban a nagyobb népességli orszdgokban nem mutathaté ki szignifikdnsan gyor-
sabb novekedés, mint a kisebb orszdgokban. Mésrészt a legtobb gazdasdgban a népes-
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4.7. dbra. A beruhazasi rata és az egy fére esé GDP novekedési rataja kozti kapcsolata, 100 orszagban
(1970-2014, éves atlag). Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.
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4.8. dbra. A beruhazasi rata és a termelékenység ndvekedése kozti kapcsolata, 80 orszagban (1970-
2014, éves atlag). Adatok forrasa: Penn World Table 9.0.

ség nem konstans. Folyamatosan novekvS népesség mellett viszont a gazdasag is egyre
gyorsabban novekedne a modell szerint periddusrél periddusra, és véges idShorizonton
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elérné az egy f6re juté GDP értéke a végtelent (szétrobbanna a modell). A mérethatds
elleni érvek azonban megkérddjelezhetdek a termelési tényez6k és termékek orszdgok
kozotti dramldsa miatt, illetve mert nem vildgos, mekkora idGintervallumot fed le a
modell (50 évet, 200 évet vagy még tobbet).

A mérethatds problémadjat konnyen megoldhatjuk, ha a t6kedllomany helyett az egy

fore esd t6kétol tessziik fiiggdvé a termelékenységet (1asd 1. feladat) és azzal vezetjiik
végig a modellt:
K\ ¢

L,
4.4. Osszefoglalas

1. Ebben a fejezetben endogenizaltuk a munka termelékenységének novekedési tite-
mét, igy az egy f6ére es6 GDP vdltoz4sat mar nem az exogén technikai haladds
hatdrozta meg, hanem a modell paraméterei.

2. A termelékenység folyamatos novekedésének forrasa a termeldi externdlidk pozi-
tiv hatdsa volt. Feltettiik, hogy a munkdsok az dj t6keeszkozokkel végzett munka
sordn Uj ismereteket sajatitanak el, tapasztalatot gydjtenek, és ennek koszonhe-
téen produktivabbak lesznek a kovetkezd periddusokban (learning-by-doing).

3. Az exogén technikai haladds nélkiili novekedés eléréséhez novekvd méretho-
zadéku termelési fiiggvényre volt sziikségiink, de lattuk, hogy vallalati szinten
konstans mérethozadéku termelési eljarasndl kell maradnunk. Ezt gy oldottuk
meg, hogy egy relative kis reprezentativ véllalat viselkedését vezettiik le, mely
nem képes hatni a gazdasag aggregdtumaira, azokat adottsagként kezeli, igy val-
lalati szinten nem véltozott a termelési fiiggvény a korabbi modellekhez képest,
de aggregalt szinten érvényesiilt az externdlis hatds, igy novekv6 mérethozadék-
hoz jutottunk.

4. Az externdlis hatas er6sségét a ¢ paraméterrel allitottuk be, mely 0 < ¢ < 1 ese-
tén szemi-endogén novekedéshez vezetett, ¢ = 1 estén endogén novekedéshez és
¢ > 1 esetén pedig egy szétrobband rendszerhez, amit emiatt nem is vizsgaltunk.

5. A szemi-endogén novekedési modell hatékonysagi egységre es6 valtozoi egy sta-
bil dllandésult dllapot felé konvergaltak. Az egy f6re es6 valtozok a termelékeny-
ség novekedésével megegyezd litemben valtoztak, ami mar nem exogén adottsdg
volt, hanem a modell szerint a népességnovekedéstsl fiiggott pozitiv irdnyban.
Mivel viszont a népességnovekedés exogén, csak félig sikeriilt endogenizalni a
novekedési ratdkat. Mdsrészt a kapott osszefiiggés empirikusan megkérdgjelez-
het volt. A népesség novekedési ratdjanak emelkedése rovid tdvon, az alkalmaz-
kodasi periddusban vissza is vetette a novekedést, és csak az egyenstlyi noveke-
dési pélyén dllitotta be egy magasabb, dlland6 szintre.
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. Hasonl6képpen, mint a kordbbi modellekben, a beruhdzdsi vagy megtakaritasi

rata emelése magasabb hatékonysagi egységre juté tékedllomanyt és jovedelmet
eredményezett, de az egy fére es6 kibocsatds novekedési iitemét csak ideiglene-
sen tudta novelni a konvergencia idészaka alatt.

. Az aranyszabdly szerinti megtakaritdsi ratat hasonloképpen vezethettiik le, mint

a kordbbi modellekben, azonban a szemi-endogén novekedés esetén magasabb
megtakaritasi ratdval lehetett biztositani a maximadlis egy fére es6 fogyasztast,
mint a Solow-modellben.

. A konvergencia sebessége az externdlis hatds er6sségétol figgott. Megmutattuk,

hogy minél nagyobb az externdlis hatds (minél nagyobb ¢, anndl lassabb konver-
genciat kapunk a modellben).

. Ha elég lassu a konvergencia, akkor a népesség novekedési iitemének inkdbb a

negativ, és nem a pozitiv hatdsa érvényesiil a novekedés szempontjabol, ezért
levezettiink egy olyan szélsGséges verziodt is, mikor teljesen megsziinik a konver-
gencia a t6ke konstans hozadékdnak koszonhetSen (¢ = 1). Ezt neveztiik AK-
modellnek.

Az AK-modellben népességnovekedés nélkiil is biztositani tudtuk a folyamatos
gazdasdgi ndvekedést, melyet a megtakaritdsi rdta pozitivan, az amortiz4cids rita
pedig negativan befolyasolt. Igy ezen paraméterek megviltoztatdsaval mar nem
csak a szintekre és az dtmeneti id6szak novekedésére tudtunk hatni, hanem a
hosszu tavi novekedési tlitemekre is.

Empirikusan aldtdmasztottuk, hogy a megtakaritasi rata és az egy fére es6 GDP,
valamint a termelékenység novekedése kozott pozitiv irdnyd a kapcsolat, ahogy
az a modell eredményeibdl is adédott. A mérethatds, vagyis a népességszam €s
a gazdasdgi novekedés kozti pozitiv irdnyu kapcsolat magyardzata azonban mar
problémat jelentett, de ez a modell kisebb 4talakitdsdval megsziintethetd.

4.5. Feladatok

1.

Az AK modellben problémat jelentett a mérethatds, miszerint magasabb népes-
ségszint magasabb egy fére juté GDP novekedést eredményez. Mutassuk meg,
hogy ez konnyen megsziintethetd, ha a termeldi externdlia nem a t6két6l, hanem
az egy fore jutd tokétdl fiigg, azaz

a8

. Alakitsuk 4t a szemi-endogén novekedési modellt (¢ < 1) is hasonloképpen, azaz

legyen

w2
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a) Mekkora a technolégia novekedési iiteme?

b) Irjuk fel az dtmenetegyenletet a fajlagos valtozok és a paraméterek segitsé-
gével!

¢) Mekkora a fajlagos t6kedllomdny és kibocsatds egyensilyi értéke?

d) Mutassuk meg, hogy A;, k; és y; ugyanakkora litemben novekednek egyen-
suly esetén! Mekkora a novekedési rata?

e) Mutassuk meg, hogy egyenstilyban az egy fére es6 t6kedallomany és kibo-
csatas értéke is konstans! Adjuk meg a pontos értékeket is!

3. Bdvitsiik az 6rdn tanult endogén ndvekedési modellt fiskdlis politikdval! A mo-
dell egyenletei a kovetkez&képpen valtoznak:

A termelési fiiggvény ¥; = K,“(A,L,)I*O‘, ahogy eddig is, viszont az dllam
megadodztatja a jovedelmet, és az abbdl szdrmazd bevételt kormanyzati ki-
addsokra kolti (G = tY;). A kormdnyzati kiaddsok ,,produktivak” abban az
értelemben, hogy pozitivan befolydsoljdk a produktivitast (A; = aGy, a > 0). A
t6kefelhalmozasi korlat a kovetkezd:

Kl+1 = S(l - T)Y[ + (l - S)Kf
Végiil tegyiik fel, hogy a munkaerd konstans (L; = L)!
a) Irjuk fel az aggregalt termelési fiiggvényt! Mutassuk meg, hogy ez ekviva-
lens az AK-modellel!

b) Vezessiik le az egy f6re juté téke és GDP novekedési ratdjat!

¢) Felmeriil a mérethatds problémdja? Tegyiik fel, hogy az egy munkdsra jutd
kormdnyzati kiadds produktiv, vagyis

Ay :a<%>.

Irjuk fel igy is az egy f6re juté GDP novekedési iitemét!

d) Mekkora adékulcs maximalizdlnd a gazdasagi novekedést a két fenti eset-
ben?

e) Alakitsuk 4t a fenti modellt szemi-endogén novekedési modellé! Legyen
Ar=a(G)?,0< ¢ <1ésL = (1+n)L!
Irjuk fel az aggregalt termelési fiiggvényt, majd az dtmenetegyenletet! Ha-
tdrozzuk meg a hatékonysagi egységre jut6 tékedllomany és GDP egyensu-
lyi értékét, majd az egy fore juté GDP és A; egyensiilyi novekedési iitemét!

4. Az endogén novekedési modellekben azzal a feltevéssel is élhetiink, hogy a ter-
melékenységet nem a téke, hanem a kibocsétds hatdrozza meg, vagyis

) 1
At:Y,(P és 0<¢<m.
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a)

b)

c)

d)
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Irja fel az aggregdlt termelési fiiggvényt! Miért volt sziikség a
0<¢< :
l—a
feltevésre?

Vegyiik azt az esetet, mikor ¢ < 1 (szemi-endogén novekedés)! Irja fel az
atmenetegyenletet a hatékonysdgi egységre jutd tékedllomany és a paramé-
terek segitségével!
Hatdrozza meg a hatékonysagi egységre jutd t6kedllomdny és kibocsatds
egyenstlyi értékét!

Hatdrozza meg az egy f6re jutd kibocsatas egyenstilyi novekedési titemét!
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4.A. A konvergencia sebessége

Vegyiik a (4.19) dtmenetegyenlet elsGrendd Taylor—kﬁzell’téséﬂ k; = k* koriil:

ki1 %%*+$ [(Sfc*a—l +(175)>1*¢

HE(1-9) (szz*‘H +(1- 6)>_¢s((x - 1)12*0“2] (k —k)!

Ha behelyettesitjiik a hatékonysdgi egységre jutd tékedllomany dllanddsult dllapot-
beli értékét, ami

l}*: ls :|]a7
(14+m) ™ —(1-8)

akkor egyszertsitések utdn a
1
~ oy I+n)™ —148)\ - -,
+n)t-¢

Osszefliggéshez jutunk. Ha kihaszndljuk, hogy a véltozo természetes alapui logaritmu-
sainak kiilonbsége kozelitleg a novekedési ratdval egyezik meg, vagyis

];l“rl — ]’%* ~ I’%* (1n/~<t+1 — 1n];*),
akkor a (#32) egyenlet az dtalakitds utan:

(14n)7T5 — 148

Ink; .| —Ink* = <l+(1—¢)(a—1) :
(I1+n)To

>(1n7<, —Ink*). (4.33)

A termelési fliggvény intenziv formajanak (5, = k%) logaritmizalt alakja
Iny; = aln k.
Ha ar+ 1. periédus korlatjabol kivonjuk az dllandésult allapotbelit, akkor
In§4 1 —Iny = a(Ilnk; | —Ink*),
melybe behelyettesitve a (#33) egyenletet:

(14n)T% — 148
(1—0—11)ﬁ

lni,H—lny"*Oz<1+(1—(l))(a—1) )(m/},—ln/}*).

3Egy f(x) fiiggvény elsrend(i Taylor-kozelitésének képlete x = xo pont koriil:

Fx) = f(x0) + f(x0) (x —x0)-



104 Kuncz Izabella: Novekedéselméletek

Vegyiik észre, hogy a/(Ink, — Ink*) = In§; — In§*, igy a fenti egyenlet dtirhato:

Ing, ;) —Iny* = <1 +(1-9¢)(a— 1)1) (Iny; — Inj*)!
(14n)77

Végiil kivonva az egyenlet mindkét oldaldbdl Inj;-t és hozzdadva Inj*-ot a konvergen-
cia végsd Osszefiiggéséhez jutunk:

(14n)7% 148
(l—i-n)ﬁ

In; 1 —Iny = ((1 —¢)(a—1) )(lnf’t —Iny").

27z

Ha az egyiitthat6 ellentettjét A-val jeloljiik, mint az el§z6 fejezetek modelljeiben,
akkor

(14n)T% 148
(1m)T

A=({1-9)(1-0a)

9‘
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Az eddig megismert modellekben a hosszu tavi gazdasagi novekedés forrdsa a munka
termelékenységének valtozdsa volt. A Solow-modellben és a humdn t6kével bdvitett
Solow-modellben nem volt meghatdrozva, mit értiink pontosan ez alatt, és annak no-
vekedési iitemét is exogén médon adtuk meg. Igy a technikai haladds mértékét, mely
hosszu tdvon biztositja az egy fére es6 GDP novekedését, nem a modellbdl kaptuk
meg. Ahhoz, hogy a novekedéselmélet kozponti kérdésére vdlaszt adjunk, és képesek
legyiink megmagyarazni az orszdgok kozotti novekedésbeli kiilonbségeket, a termelé-
kenység valtozdsat endogenizalnunk kell.

Az el6z6 fejezetben a termelékenységet a tékedllomanytdl (vagy jovedelemtdl) tettiik
fuggbve, és feltettik, hogy a munkavallalok az dj t6kével folyatott munka sordn dj
ismereteket sajdtitanak el és tapasztaltabba valnak (learning-by-doing). Produktivitdsuk
fejlédését tehdt a termeldi externalia pozitiv hatdsdnak tulajdonitottuk, igy a felhasznalt
t6ke mennyisége kozvetleniil és a termelékenység javitdsan keresztiil indirekt médon is
novelte a vdllalat kibocsdtdsat.

A technikai haladast az externdlia alapi modellben az aggregalt t6keallomany no-
vekedésével magyardztuk, tehdt sikeriilt endogén mdédon meghatdrozni a novekedés
forrasat. Egyensilyban a gyengébb externdlis hatds esetén ez a népességnovekedés-
t6l figgott, vagyis csak szemi-endogén eredményt kaptunk, erdsebb externdlis hatds
esetén pedig megsziint a konvergencia egy egyensulyi novekedési pdlya felé, és a toke
konstans hozadéka biztositotta a makroaggregatumok folyamatos emelkedését népes-
ségnovekedés nélkill is.

Mig az externdlia alapi endogén novekedési modellekben a technoldgia fejlédése
csak a termelési folyamat mellékterméke volt, addig ebben a fejezetben a kutatasi tevé-
kenységet folytaté vallalatok lesznek felelGsek az ismeretek bovitéséért.

Az[5.] 4bra alapjan megéllapithat6, hogy az ut6bbi 35 évben a kutatdk részardnya a
foglalkoztatottakon beliil a dupldjira emelkedett az OECD orszdgokban, és 2014-ben
1000 alkalmazottra atlagosan mdr 8 kutaté jutott.

Az[5.]]tdblazat szintén a kutatds-fejlesztés (K+F) szektor novekedését tdmasztja ald.
A kutatas-fejlesztésre forditott brutté kiadast mutatja a GDP szdzalékdban (gross ex-
penditure on research and development, GERD) 1981-ben és 2015-ben, mely a felsorolt
orszagok mindegyikében novekedett az évek sordn.

Mivel a vdlésagban szdmos vdllalatndl és egyetemen folynak kutatdsok azzal a céllal,
hogy hatékonyabba tegyék a termelési eljarast, igy a kovetkezé modellben egy kutatas-
fejlesztési tevékenységet folytaté szektorral bdvitjiik a modellt. A K+F szektor dltal
Iétrehozott termék a tudds, melyet a munkdsok felhasznalhatnak mds vallalatoknal is
a végtermék elballitasa soran. Az uj otleteket kozjoszagnak tekintjiik, ugyanis az dj
otletek felhaszndldsdban senkit nem akaddlyoz az, ha mds is haszndlja ugyanazokat
az ismereteket (nincs rivalizalds), és haszndlatukbodl csak részben (példaul jogdij vagy
szabadalom dltal) vagy egyaltalan nem lehet kizarni a gazdasag szereplGit.

o 2

Az éltalunk felépitett modell a konnyebb megértés miatt egy egyszerdsitett verzié
lesz, a K+F alapu endogén novekedési modellek tovdbbi bévitési lehetdségeirdl 1lasd
példaul Romer (1990), Grossman és Helpman (1991) valamint Aghion és Howitt (1992)

munkait.
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5.1. dbra. 1000 alkalmazottra juté kutaték szama az OECD-ben, 1981-2014. Adatok forrasa: OECD.

1981 2015
Amerikai Egyesiilt Allamok 2,3 2,8
Ausztria 1,1 3,1
Dania 1,0 3,0
Finnorszag 1,1 29
Franciaorszag 1,9 2,2
Hollandia 1,6 2,0
frorszég 0,6 1,5
Kanada 1,2 1,6
Németorszag 24 2,9
Norvégia 1,2 1,9
Olaszorszag 0,3 1,3
Japan 2,1 3,5
Spanyolorszag 0,4 1,2

5.1. tablazat. Kutatas-fejlesztése forditott brutté kiadas a GDP szazalékaban (GERD). Adatok forrasa:

OECD.

5.1. A modell felépitése

A modellbeli gazdasag két szektort, egy végterméket eldallitd és egy K+F tevékeny-
séget folytaté reprezentativ vallalatot tartalmaz. Az el6bbi a korabbi modellekhez ha-
sonldan t6ke és hatékony munkaerd felhaszndldsaval 4llitja el6 végtermékét, melynek
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konstans hdnyadat a fogyasztdk beruhdzasi, a tobbit pedig fogyasztasi céllal vasarol-
jék meg. Feltessziik, hogy a munkavéllalok egy részét az egyik, a tobbit pedig a masik
szektorban alkalmazzdk. A K+F szektorban az ismeretek b&vitésén dolgoznak a kuta-
tok, melyek produktivabba teszik a masik szektorban miikodd vallalat termelését, illet-
ve hozzdjarulnak a tudds tovabbi fejlesztéséhez. A technikai haladds tehdt nem exogén,
hanem a K+F szektornak koszonhetd.

Végterméket eldallito vallalat

A végterméket el6allité reprezentativ vallalat hasonlé jellemzkkel bir, mint a Solow-
modellben, vagyis a termelési tényezdk felhaszndldsdval allit el§ egy végterméket. A
termelési fiiggvény legyen dllandé mérethozadékd, vagyis adott technoldgia mellett a
t6ke és a munka konstans c szdzalékkal valé novelése a kibocsatds szintén ¢ szdzalékd
novekedését ereményezze, a tke illetve munka hatdrterméke pedig legyen csokkend!
Hasznaljuk itt is a Cobb-Douglas fiiggvényformat:

Y, = K¥(AlLy,)' ™%, 0<a<l! 5.1

Mivel kétféle szektor kozott oszlanak meg a munkdsok, az alsé indexben jelolniink
kell, hogy melyik vallalat munkdsairdl besz€liink, igy Ly, a végterméket (¥;) el6allito
véllalatndl alkalmazott munkaer6re utal.

A munka termelékenysége (A,) az aktudlis periédusban elérhet6 innovativ 6tletekbdl
és tuddsbol szarmazik, melyet a K+F szektorban hoznak 1étre. Ez utébbi két ok miatt
is kiilonbozik a masik két termelési tényez6tSl. Az egyik, hogy a vallalat adottnak ve-
szi A; értékét, mert nem tudja befolydsolni a gazdasdgi szereplSk tuddsszintjét, csak
haszndlni tudja azt, ami elérhetd, mig a t6ke- és munkakeresletét megvaltoztathatja. A
masik, hogy mig az elérhetd A; szinti ismeretekhez barmely vallalat hozzaférhet vagyis
kozjészagnak tekinthetd, mert piacdn nincs rivalizalds és az egyszertiség kedvéért nincs
kizdras sem, addig a t6ke és a munka piaca versenyzd.

Kutatas-fejlesztés szektor

A K+F szektorban egy kutatds-fejlesztési tevékenységet folytatatd reprezentativ valla-
lat mikodik. Az éltala elallitott termék az uj otlet (a;), mely a ¢. periédusban a mar
meglévo tudds dllomdnydt boviti:

ar =Ary1 —Ar. (5.2)

Az innovativ oOtletek 1étrehozasahoz sziikség van az adott periédusban mar elérhetd
tuddsra (A;), ami — mint mar emlitettilk kordbban is — kozjészdg, igy ez a vdllalat is
szabadon hozzéférhet. Mivel a tudds nem valaszthaté kiilon az emberektSl, munkasokra
is sziikség van, akik ebben a szektorban dolgoznak. Jeloljiik L4 ,z-vel a kutat6k szamat
at. peribdusban! Természetesen a valdsagban tSke (példdul szamit6gép, irodaépiilet) is
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sziikséges a kutatdshoz, de a jelenlegi modellben azzal az egyszerisitéssel éliink, hogy
tékét csak a végterméket eldallité vallalat haszndl fel a termelés sord
A K+F szektor vallalatdnak termelési fiiggvénye:

a=pAYLL,, p>0. (5.3)

A ¢ paraméter az Uj otletek aktudlis tuddsszint szerinti rugalmassaga, melynek nagy-
sdga megmutaja, milyen irdnyban és mértékben befolydsoljak a mar meglévs ismeretek
az Ujak létrehozasanak sikerességét. Elgjele lehet pozitiv, de akdr negativ is. Egyrészt
a multbeli felfedezések és a mar feltaldlt eszk6zok konnyebbé teszik a tovabbi kutatd-
munkdt. Ebben az esetben ¢ > 0. Mdsrészt egyre nehezebb tj otletekkel elddllni, ha mar
eleve magas a tudasszint a gazdasigban, hiszen a legkonnyebb technoldgidt fejlesztik
ki legel6szor, majd az egyre bonyolultabbakat. Ekkor ¢ < 0. A tovdbbiakban a modellt
pozitiv ¢ értékkel vezetjiik le.

Feltessziik, hogy ha egyre tobb kutat6t alkalmaznak a szektorban, akkor egyre na-
gyobb az esélye annak, hogy tobben is ugyanazt a technolégiat fejlesztik ki. Hidba jon-
nek rd ugyanarra az innovéciora tobben is, az csak egynek szamit a tudasallomanyban.
Emiatt 0 < A < 1, vagyis minél tobben dolgoznak a K+F szektorban, anndl kevésbé
noveli plusz egy kutaté az j otletek szdmdt az adott peri(’)dusbarﬂ

Fogyaszté

A reprezentativ fogyaszté felel8s a téke felhalmozasaért, melyet bérleti dij ellenében

bérbe adhat a végterméket eldallité véllalatnak. A t6kefelhalmozasi korlat a kordbbi
modellekben mar megismert formédban frhat6 fel:

K1 =L+ (1-90)K;. (5.4)
A teljes népesség (L;) 0 < sg < 1 hanyada kutat6ként dolgozik a K+F szektorban:

LAJ = sgrLy,

P

a tobbi munkavallalé pedig a végterméket eldallité vallalatnal helyezkedik el:
LY,, = (1 7SR)Lt.

sg értéke a modellben kiviilrSl adott, igy az alakuldsdnak okat nem, de annak kdvetkez-
ményeit tudjuk majd vizsgalni a modellel. A teljes népesség exogén n iitemben novek-
szik:

Lt

=(1
L= (1)

'Konnyen bévithets tokével is a K+F szektor, ha a tékedllomanyt is megosztjuk a két szektor kozott, mint
a munkaerdt.

2Ha A = 1 lenne, akkor a munka hozadéka konstans, A > 1 esetén pedig névekvé lenne és nem csokkend a
K+F szektorban.
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ahol
Ly =Ly;+Lay-

A fogyasztok teljes jovedelmiik konstans 0 < s < 1 hdnyaddt megtakaritjak, a tobbit
pedig fogyasztasi célokra forditjak:

S; = sY;, (5.5
C=(1-s)Y. (5.6)
Piacok

A vallalat illetve a fogyaszt6 az aldbbi piacokon keriilnek egymadssal kapcsolatba, me-
lyeken a kereslet és a kindlat egyenlésége mellett alakul ki az egyenstily.

1. Arupiac. A végterméket el6allit6 véllalat felkinalja termékét, a fogyaszté pedig
fogyasztasi €s beruhazasi céllal vdsarolja azt meg:

2. Munkapiac. A fogyasztok sg hdnyada a K+F szektorban, (1 — sg) hdnyada pedig
a végterméket el6allité vallalat szektordban kindlja fel munkaerejét, melyet az
adott a vdllalat felhaszndl a termelés sordn:

S _ gD
LY,I_LY,t7
S _ gD
LA,z_LA,t'

3. Tékepiac. A fogyasztok felkinaljak az altaluk birtokolt t6két (KS), amit a végter-
méket elallité vallalat felhasznal a termelés soran (K,D ):

K5 =KP.

4. Kolcsonozhetd forrdsok (vagyoneszkozok) piaca. A beruhdzdsokat megtakarita-
sokbdl finanszirozzak:
S[ = Il' (58)

5.2. Szemi-endogén novekedés

Ha ismert a t6ke, a munka illetve a tuddsszint induléértéke (Ko, Lg,Aq), akkor az -
(5.6), és az (5.8) egyenletek segitségével barmely periédus endogén viltozéinak értéke
meghatdrozhat6.

Vegyiik azt az esetet, mikor 0 < ¢ < 1, vagyis a mar meglévs ismeretek felhaszndldsa
segiti az dj otletek megsziiletését, de az ismeretek novekedése mellett egyre kevésbé
bgvithetd a tuddsszint!
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Jeloljiik a hatékonysagi egységre es6 valtozdkat most is hulldmvonallal, az egy f6re
esOket pedig kisbetiivel, és figyeljiink arra, hogy a definicié nem véltozott a kordb-
bi modellekhez képest, vagyis a teljes népességszdmmal osztunk, nem csak az egyik
szektorban foglalkoztatott munkdsok szamadval:

- K
k= 7’7
A[L[
K;
k= —!
' L

Vezessiik le, milyen gyors a technikai haladds, illetve minek k6szonhetSk az orszdgok
kozotti jovedelmi kiilonbségek!

A modell dinamikaja

Az (5.3) egyenlet alapjan a tuddséllomény folyamatosan n& periédusrdl periédusra, hi-
szen Ay 1 —Ar = pA? L/’}_t pozitiv. Az egyenletet dtalakitva kiszamithat6 a technoldgia
novekedési ratdja a t. €s t+1. periddus kozott:
&= A7t+114 A PA?ilL/}izv
t

melybdl latszik, hogy A; emelkedésével a novekedési rata egyre csokken, mert a kitevs-
jenegativ (¢ —1 < 0). Ha tehdt t — oo, akkor A; — oo, és g; — 0. Kihaszndlva azt, hogy
a teljes népesség K+F szektorban dolgozé részardnya sg, a novekedési rdta atirhaté az
alabbi alakra:

g = pAY T (sgLy)*. (5.9)

Mivel a technikai haladds mar nem exogén, illetve nem konstans, mint a Solow-
modellben, ki kell szdmitanunk, hogyan valtozik az id8ben az (5.9) egyenlet segitségé-
vel:

g1 (A \9 L L\ o1 A
g, 7< . ) ( - ) =(1+g) 7 (1+n)*. (5.10)
Az (5.10) egyenlet levezetésénél felhasznaltuk, hogy p és sg konstans, illetve a né-
pesség n litemben novekszik. Megkaptuk tehdt a tudds novekedési ratdjanak mozgas-
egyenletét, miszerint a kovetkez6 periddus novekedési ratdja kiszamithaté a jelenbeli
novekedés és a paraméterek ismeretében:

gir1 = (1+8) Tg(1+n)t. (5.11)

Abrazoljuk az 1| egyenletet egy megfeleld koordinita-rendszerben (lasd az ab-
ra)! Az dtmenetegyenlet az alabbi tulajdonsdgokkal bir, ha feltessziik, hogy g; > 0 és
n>0:

1. Atmegy az origén.
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2. A meredeksége pozitivﬂ
(1+n)* (14+8)°72(1+ ¢g) > 0.
3. A mdsodik derivélt negativ, tehat konka’wﬂ

(1+m* (148002 (0 — 1)(2+89) <O0.

4. Egyetlen metszéspontja van a 45°-0s egyenessel a pozitiv tartomdnyban, ahol az
egyensilyi érték (g*) taldlhaté.

Az |32| dbran lathatd, hogy minden pozitiv indul6értékrdl az egyensilyi novekedési
rata felé konvergdl a gazdasdg, tehat 1étezik egy stabil egyensilyi pont, ahol a ndveke-
dési rata konstanssa valik.

Nézziik meg a endogén viltozok mozgdsdnak dinamikajat is! A tSke felhalmozasi
korlétjanak ((5.4) egyenlet) hatékonységi egységre juté valtozokkal felirt alakja:

k1 = ( (i +(1—8)ks),

1+n)(1+¢)
ahol ne feledjiik, hogy g; csak egyensilyban konstans, egyébként pedig az id6 muldsa-
val véltozik. Felhaszndlva, hogy a beruhdzast a megtakaritdsbdl finanszirozzak, mely a
jovedelem konstans s hanyada:

(55 + (1 — 8)k;). (5.12)

P 1
T ) (1t gr)

3 A gorbe meredeksége a kovetkezképpen adhaté meg:

2 (1 (9 - 11400+ (140"

= (14029~ e+ (1+81)]
= (14 (1+8)" (1 +9g:).
4A miésodik derivalt kiszamitdsa és dtalakitdsa:

a281+1
d%g

= (Lm0 =2)(1+8)° > (1+0g) +(1+8)° %]
() (148)°7 [0 =2)(1+ 9g) + (1 +8)9]
=+t (148)7° (20 —2+ 89" — 9)

= (1) (1+8)°7 200~ D)+ 210(0 - 1)].
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8r+1 8t+1 = 8t

(1+8)° g (1+n)*

8 8t

5.2. abra. g,-re vonatkoz6 atmenetegyenlet

A termelési fiiggvény intenziv formdjdnak felirdsahoz vegyiik az (5.I)) egyenletet, ahol

P

tudjuk, hogy a végterméket el6allité vallalatndl a munkdsok (1 — sg) hdnyada dolgozik:
Y, = KX (A(1—sg)Ly)' ™%,
majd osszuk le mindkét oldalat A;L;-vel:
B = k*(1—sg)' 7% (5.13)

A fajlagos kibocsitds egyenletét az (5.12) felhalmozdsi korldtba helyettesitve megkap-
juk a fajlagos t6ke mozgésegyenletét is:

- 1

M= (T

A rendszer dinamikdjdt tehdt az (5.11) és az (5.14) egyenletek hatdrozzdk meg. Az
el6bbibdl, mint lattuk, a paraméterek illetve a technoldgia indul6 novekedési litemének
ismeretében kiszamithaté a kovetkezd idGszakok novekedési ratdja. Ezt és a hatékony-
sagi egységre jutd tékedllomdny aktudlis értékét felhaszndlva az utébbi egyenletben,
megkapjuk a kovetkez6 id6szak fajlagos tékedllomdnyat is.

Alakitsuk 4t igy az egyenletet, hogy a hatékonysagi egységre esd tSke ndvekedési
rit4jat adja meg (vonjunk ki mindkét oldalbél k;-t, majd osszuk is el vele):

(sl}f‘(lst)““qL(lfB)fq). (5.14)

ke (1+n)(1+8)

Hasonl6 dbrdt készithetiink hozzd, mint a Solow-modellben (1dsd az [5.3] dbrdt). Az
sl~<,°‘_] (1 —sg)'~% Gsszefiiggés k;-ben csokkend és konvex fiiggvényként jelenik meg,

ko1 —k 1 ~
i+~ [skf‘*l(l—sR)““—(n+g,+6+ng,)]! (5.15)
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n+ g + 6 + ng, pedig egy vizszintes egyenes. Mivel az dbra alapjan a tudds nove-
kedési ratdja ebben a modellben csak egyenstlyban konstans, egyébként pedig az id6
mulasaval egyre lassul6 titemben, de folyamatosan véltozik, a hatékonysagi egységre
juté tékedllomany egyensilyi értéke nem e kettd metszéspontjdban taldlhat6.

sk®1 (1 —sg) 1@

n+g*+06+ng*

n+g +6+ng

k* ke

5.3. &bra. k,-ra vonatkoz6 atmenetegyenlet

A vizszintes egyenes g; folyamatos emelkedésének koszonhetSen addig tolédik fel-
felé, mig a novekedési iitem be nem 4ll a konstans egyenstlyi értékéreﬂ Lattuk, hogy
barmely pontbdl is inditva a gazdasagot, az mindig ugyanahhoz az egyensiilyi értékhez,
g*-hoz tart, igy irjuk be ezt az egyenletbe:

ki1 —ki 1 ra—1 1-a « *
= = k 1— - 1) ! 5.16
ko (+n)(+g) B =) =g+ 8 rng )] (516)

Ekkor az 4tmenetegyenletben mar csak konstansok vannak a tékén kiviil, és sk* -1 (1—
sg)! "% illetve n + g* + & + ng* metszéspontjdban megtalaljuk a fajlagos tSkedllomany
allandésult allapotbeli értékét (k*). EttSl a ponttél balra az|5.3|dbran a téke novekedési
rataja pozitiv, vagyis tdl alacsony indulé t6kedllomany esetén a téke novekszik. Ezzel
ellentétben az egyensilyi ponttdl jobbra pedig negativ a novekedési rata, ami a til ma-
gas t6kedllomany csokkenését eredményezi. Az dbra alapjan tehat meghatdrozhat6 egy
stabil egyensuilyi pont, mely felé a gazdasag barmely kezdeti értékbdl indulva konver-
gél. Hatarozzuk meg a technikai haladas és a fajlagos valtozdk egyensiilyi értékeit!

3 g, folyamatos csokkenése esetén pedig lefelé tolodik.
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Allandésult allapot

A tudds novekedési ratdjanak konstans egyensilyi értéke konnyen meghatdrozhatd, ha
az egyenletet egyenstlyban, g, = g = ¢* felhaszndlasaval {rjuk fel és dtren-
dezziik: 5

g=(1+nTs —1. (5.17)

A technikai haladas tehét egyensulyban az szerint abban a gazdasagban gyor-
sabb, ahol ceteris paribus gyorsabban né a népesség, illetve ahol a K+F szektorban a
termelés munka és technoldgia szerinti rugalmassdga magasabb.

Az (5.16) egyenletbd] pedig a fajlagos tokedllomdny egyensulyi értékét kapjuk meg,
majd azt az (5.13) termelési fiiggvénybe irva a fajlagos kibocsétds is meghatérozhaté
egyensulyban:

1
=~ N T—a
= —me—— 1— 5.18
(n+g*+5+ng*) ( SR)7 ( )
. § =
=(— 1—sR). .1
Y <n+g*+5+ng*> (1=s) G-19)

A kapott Osszefiiggések nagyon hasonléak a Solow-modell dllandésult dllapotdban ka-
pott értékekhez. A kiilonbséget az okozza, hogy a K+F alapi modellben mindkét val-
tozé egyenletének jobb oldaldn megjelenik az (1 — sg) szorzd, arra utalva, hogy a teljes
népesség ekkora hdnyada dolgozik csak a végterméket eldallitd szektorbarﬁ Egyen-
sulyban tehdt abban a gazdasdgban lesz nagyobb a hatékonysdgi egységre jutéd jove-
delem, ahol magasabb a megtakaritasi rata, illetve kisebb a p6tldsi igény (ahogyan a

s

Solow-modellben is), valamint ahol a munkaerd-dllomany nagyobb hdnyadat alkalmaz-

7z

zdk a végterméket eldallitd véllalatnal.
Egyensulyi novekedési palya

A definici6 szerint az egy munkdsra esd t6kedllomdny
kt = I}tAt ’

ahol a hatékonysagi egységre juto tSke egyensilyban konstans, A; pedig konstans iitem-
ben novekszik. Lathat6, hogy eszerint az Osszes egy fore esé valtozd (y;, ks, ir,cr) a
technikai haladdssal megegyez6 iitemben novekszik, aminek az dllandésult 4llapotat
mar kiszdmitottunk (ldsd egyenlet):

kv Ker1Ar _
ky kA,

Az egy fére juté jovedelem hosszu tavi novekedése a modell szerint akkor biztosit-
hatd, ha pozitiv a népesség novekedési ratdja, és abban a gazdasdgban nd gyorsabban,

A
(I+n)T5.

%Ha kivessziik a K+F szektort a modellbdl, vagyis sg = 0, akkor visszakapjuk a Solow-modell dllanddsult
allapotbeli értékeit.
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ahol nagyobb a népesség novekedési iiteme. Mivel a gazdasagi novekedést az exogén
népességnovekedéssel magyardzzuk a technikai haladds endogenizdldsa mellett is, ez a
modellverzi6 csak szemi-endogénnek tekinthetd (hasonléan mint a termel6i externalia
alapu szemi-endogén novekedési modellben). Empirikusan nem tudtuk alatdmasztani
a gazdasdg novekedési és a népesség novekedési ratdja kozti pozitiv irdnyd kapcsola-
tot az el6z6 fejezetben sem, de ahogy ott is megéllapitottuk, n emelkedése rovid tavon
lelassitja a novekedést a hatékonysagi egységre jutd valtozok csokkentése miatt, majd
hosszu tdvon képest azt megemelni. Ha lasst a konvergencia az egyenstily felé, akkor
el6fordulhat, hogy a negativ hatds domindl a vizsgalt orszdgokban.

Hatdrozzuk meg, mit6l fiigg az egy f6re esd jovedelem szintje az egyensulyi nove-
kedési palyan! Az egyenletet dtrendezve adddik a tudds szintje és a népességszdm
kozotti osszefiiggés egyensilyban:

Ay L
A= (%) = (5.20)

Ezt beirva az egy f6re es6 kibocsatds y; = §*A; képletébe:

i = (i) - (B

ahol
A A 3
-9 —¢

Lﬁ:[Lo(lJr")’] =L,

2 A
(1+m) ™" = L™ (1+g")',
vagyis a megtakaritdsi rata novelése pozitivan hat az egy fére es6 GDP szintjére, de a
K+F szektorban dolgozok részardnydnak hatdsa barmilyen el6jeld lehet. Relative mi-
nél tobben dolgoznak a végterméket elGallité véllalatndl, annal nagyobb kibocsatasra
képes a gazdasag (sg és az egy fore juté GDP kozott negativ irdnyd a kapcsolat), de
minél nagyobb ardnyban dolgoznak a K+F szektorban, anndl gyorsabban emelkedik az
elérhet$ tudas, mely a munkasok hatékonysagat noveli a végtermék gyartdsa soran is
(sg és az egy fore juté GDP kozott pozitiv irdnyud a kapcsolat).

Az aggregdlt véltozok (Y7, K;,I;,C;) egyensulyi novekedési iiteme is kiszdmithaté a
definici6t, illetve a mdr levezetett egyensulyi értékeket felhaszndlva, példaul

Kt _ kpilesr _ (l—o—n)A't#

K[ k;ij

Az aggregalt véltozok novekedési liteme is anndl nagyobb egyenstlyban, minél gyor-
sabban nd a népesség.

A megtakaratasi rata novelésének hatasa

A K+F alapu modellben kétféle hatdst elemezhetiink. Az egyik az olyan paraméterek
megvaltozdsanak hatdsa az endogén valtozokra, mely nem véltoztatja meg az [5.2] b-

2%

ran 1évS gorbe helyzetét. llyenkor a munka termelékenységének novekedési titeme nem
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modosul, marad a kordbbi dllanddsult dllapotbeli értékén. Vialtozds csak az @ abran
lathaté az egyenes vagy a gorbe egyszeri eltoldddsa miatt, mert ehhez igazodva a haté-
konysagi egységre juté véltozok elindulnak az dj egyenstly felé. A konvergencia ebben
az esetben — ha g; konstans marad — a Solow-modellben tapasztaltakhoz hasonlé.

A misik eset, mikor olyan viéltozds torténik a gazdasdgban, mely az[5.2]dbra értéke-
ire is hatdssal van. Ez azt jelenti, hogy a K+F szektort is érintetette a hatds. Ilyenkor
gr-nek is el kell érnie az 4j dlland6sult dllapotdt, nem csak a hatékonysagi egységre esd
véltozéknak, vagyis az[5.3]dbrdn a vizszintes egyenes addig tol6dik felfelé vagy lefelé,
mig a technikai haladds fel nem veszi az 1j, konstans egyenstilyi értékét. Ennek kovet-
kezményeként ez utébbi esetben az dtmenet idGszaka tovabb tart, mint az elébbiben,
vagyis lassabb a konvergencia, ha a K+F szektorra is hatdssal van a valtozés.

Nézziink egy példat az egyszertibb sokkra, az els6 esetre! Ha példaul megemelkedik a
megtakaritdsi rita egy mdr egyensilyi novekedési palydn haladé gazdasdgban, az az[5.2)
abrit, és igy a tudds novekedési litemét nem befolydsolja. Mivel a technikai haladés g*
iitem@ maradt, a masik dbran nem tolddik el a vizszintes egyenes, de a gorbe igen (lasd

[24)dbra).

n+g*+06+ng*
Szlzta_l(l —SR)lia

S]ictafl (1 —SR)lfa

% %
k; ks k
5.4. dbra. A megtakaritasi rata ndvekedésének hatésa a hatékonysagi egységre juté tékeallomanyra

Ha IET pontban volt a gazdasag akkor, mikor a megtakaritdsi rdta s;-r6l sp-re emelke-
dett, akkor az dbrardl leolvashatd, hogy ebben a pontban a hatékonysagi egységre jutd
tokedllomany novekedési ratdja pozitivva vdlik, hiszen a fajlagos t6kedllomanynak no-
vekednie kell, hogy elérje az Uj, magasabb szinten 1év6 dllanddsult dllapotat. A modell
kovetkeztetése a Solow-modelléhez hasonld. A konvergencia idszakdban novekszik
a hatékonysdgi egységre jutd téke és emiatt a jovedelem is, de amint elérik az dj
dllandésult dllapotot, tjra konstansséa vdlnak. Emiatt az 5.5 dbrén ldthaté médon ebben
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a modellben is csak ideiglenesen lehet felgyorsitani a megtakaritdsi rata emelésével
az egy f6re es6 GDP novekedési iitemét, hosszu tdvon visszadll a technikai haladdssal
megegyezs litemre, melyre egyaltaldn nem volt hatdssal a fenti valtozds.

Yi+1

1+¢*

) t

5.5. dbra. A megtakaritasi rata ndvekedésének hatasa az egy fére jut6 jovedelem ndvekedési litemére

A K+F szektorban dolgozdk részaranyanak névelése

A K+F szektort is befolydsold valtozas példaul a kutatok ardnydnak megemelkedése a
teljes népességen beliil. Az[5.1]4bran mar ldttuk, hogy az 1000 alkalmazottra juté kuta-
tok szdma szinte folyamatosan novekedett az elmdlt 35 évben. Nézziik meg, hogyan hat
a gazdasdgra sg egyszeri, permanens megemelkedése a modell szerint! Els6 ranézésre
azt hihetnénk, hogy az[5.2] 4brdn nem mozditja el a gorbét, és igy nem is befolydsolja
a technikai haladds titemét, hiszen nem szerepel az dtmenetegyenletben. Vigydzzunk
ezzel a kijelentéssel, hiszen az (5.11)) levezetésekor azzal a feltevéssel éltiink, hogy
sg konstans, most azonban a sokk periédusaban sg 1-10l sg >-re emelkedik tartdsan a
szintje! Ha a gazdasdg a fy. periédusban még egyensulyban volt, és a #1. periddusban
emelkedett meg a K+F szektorban dolgozék részardnya, akkor

g0=pAY " (sr1Lo)*

1
g1 = pAY (srali).

Ha elosztjuk a fenti két egyenletet egymadssal, megkapjuk a technikai haladds mozgas-
egyenletét a két periddus kozott:

f-() ey (R
80 Ao SR.1 Ly) "’
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A
ahol Ay /Ag = (1+n) ™9, mert itt még egyenstlyban volt a gazdasdg, utdna érte csak
sokkhatas, illetve L /Lo = 1 +n:

» A 2
g:(1+n)“%¢,)<&) (14n)* = (SRJ) . (5.21)

80 SR,1 SR,1

Az (5.21) egyenlet alapjdn tehdt a sokk bekdvetkeztekor a tudds novekedési ritdja a
K+F szektorban dolgozdk részardnydnak novekedésével aranyos mértékben emelkedik.
Miutén a részardny valtozdsa egyszeri volt, és a kovetkezd periddusokt6l permanensen
sg marad, az dtmenetegyenlet tjra a

g1 =(1+8) g (14+n)*

formdban adott, igy az[5.6]4brén a fiiggvény alakja nem valtozik, és a megemelkedett
novekedési titem csokkenni kezd, hogy visszatérjen az eredeti dllandésult dllapotbe-
li értékére. A technikai haladast tehdt csak ideiglenesen lehet felgyorsitani a kutaték
részaranydnak novelésével, hosszi tdivon nem.

8t+1 8t+1 = 8t

(1+8)° g (1+n)*

!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
!

80 81 8t

5.6. dbra. A K+F szektorban dolgozdk részarany-ndvekedésének hatasa g;-re

Az |31| abran a sokk periddusdban a vizszinten egyenes magasabbra szintre ugrik
(n+g*+ 6 +ng*-rél n+ g1 + 6 +ng-re), majd folyamatosan lefelé toldik, ahogy g;
csokken, mig el nem éri Ujra az eredeti dllandésult dllapotbeli értékét. Kozben a gorbe
a sokk hatdsara lefelé tolddik, és alacsonyabb szinten is marad sg novekedése miatt. Ha
mar egyenstlyi novekedési palyan haladt a gazdasag, miel6tt a valtozds bekovetkezett,
akkor a I}T hatékonysdgi egységre jutd tékedllomdnnyal rendelkezett. A sokk hatdsira
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— az egyenes felfelé és a gorbe lefelé toléddsdval — ebben a pontban negativva valt
a fajlagos t6kedllomdny novekedési ratdja, vagyis a téke csokkenni kezdett. Ahogy a
technikai haladds egyre lassul az alkalmazkodds id6szakaban, tgy tolédik egyre lejjebb
a vizszintes egyenes, folyamatosan lassitva a fajlagos t6kedllomany csokkenését. Végiil
az aktudlis hatékonysdgi egységre jutd téke mellett az sl}f‘fl (1- sR,z)l’“ >n+g+
S + ng; relici6 alakul ki, vagyis a t6ke novekedési rdtdja pozitivva vilik, és a tSke
novekedésnek indul, mig el nem éri az 4j dlland6sult dllapotot, 123 -ot, mely alacsonyabb,
mint a kordbbi egyensilyi érték.

S/;la_l(l —SR_l)lia

n+gy+06+ng;

n+g*+06+ng*

5.7. dbra. A K+F szektorban dolgozok részarany-névekedésének hatésa k,-re

Az [5.8] dbrén j6l lathatS, milyen pélyat ir le az egyensilybdl indul6 hatékonysagi
egységre jutd tékedllomdny a K+F szektorban dolgozdk részaranydnak novekedése ko-
vetkeztében.

Az[5.9)4bra a technikai haladas hirtelen felgyorsuldsdt mutatja a sokk idején, majd pe-
dig a folyamatos lassuldsat, mig vissza nem tér az eredeti dllandésult dllapotdba, ahogy
ezt mar az@]ébrénél is megjegyeztiik. Mellette gy-nal jeldlve az egy fore juté jovede-
lem novekedési ratdjanak alakuldsa lathat6, mely a sokk el6tti egyensilyi ndvekedési
palyan ugyanakkora volt, mint a tudds novekedési ratdja (g;). A részardny megemelke-
désekor a novekedési iitem hirtelen visszaesett, mert relative kevesebb munkds keriilt a
végterméket el6allité véllalathoz, ami lelassitotta az egy f6re esé GDP novekedését. Ezt
kovetSen a munka termelékenységének egyensilyindl magasabb novekedése pozitivan
hatott az egy fére es6 GDP novekedési rétdjara is, de addig, amig az[5.8]4brdn a haté-
konysagi egységre juté tkedllomdny csokkend tendenciit mutatott, a termelékenység
novekedése volt a gyorsabb. Miutdn a fajlagos t6kedllomany djra novekedésnek indult,
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t

5.8. abra. A hatékonysagi egységre juté tokeallomany alakulasa sz permanens emelekedése utan

az egy fbre esd jovedelem novekedési ratdja lett a magasabb, mig végiil Gjra egyensu-
lyi novekedési pélydra allt a gazdasdg, ahol mindkét rata ugyanakkora, és a sokk eldtti
értékkel egyeznek meg.

ghg{

—_— &

t

t
5.9. dbra. A tudés és az egy fére es6 GDP ndvekedési ratajanak alakulasa sz permanens emelekedése

utan

Lattuk tehat, hogy a K+F szektort is érint$ valtozas szintén csak ideiglenesen tudta
felgyorsitani a gazdasdgi novekedést, hosszi tdvon nem vdltoztatta azt meg.
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Aranyszabaly

Az egy fore es6 fogyasztds alakuldsara mindkét fenti véltozds — s és sg emelkedése
— pozitiv és negativ hatdsokkal is birhat. A megtakaritdsi rata novelésével egyidejii-
leg lecsokken a fogyasztasi hanyad, viszont novekszik a hatékonysagi egységre jutd
jovedelem, igy a fogyasztds alakuldsa e két ellentétes irdnyu hatds er6sségétdl fiigg.
Egyensilyi novekedési palydn felhaszndlva az Osszefiiggést

o

i )”(1—SR)A,,

n+g*+0+ng*

i =(1-9)(
ahol az (5.20) képlet alapjan

A = (P(SRLt)}L)ﬁ.

g*

A maximalis egy fore es6 fogyasztds biztositasahoz az sziikséges, hogy az aranyszabdly
szerinti megtakaritdsi rata — a Solow-modellhez hasonléan — a t6ke termelési rugalmas-
sdgdval egyezzen meg (sg = o). Az Osszefliggés levezetését lasd a 3. feladatban.

Ha sp emelkedik meg a gazdasdgban, akkor megnd a kutatok ardnya, vagyis az al-
kalmazkoddsi periédusban felgyorsul a munka termelékenységének novekedése, ami
pozitivan hat az egy f6re es6 jovedelemre €s igy a fogyasztisra is. Kozben ez azt is
jelenti, hogy a végterméket el6allité vallalatndl alkalmazottak ardnya lecsokken, ami
pedig negativan hat az egy f6re es6 jovedelemre és fogyasztdsra egyardnt. Az arany-
szabdly szerinti K+F részardny (sg o) szintén megkaphaté az egy f6re es6 fogyasztds sg
szerinti maximalizdldsdval (14sd 3. feladat). Akkor biztosithaté az elérhetd legmagasabb
egyenstilyi egy f6re es6 fogyasztas, ha a teljes népesség

A

*e= T

hdnyada a K+F szektorban helyezkedik el.

A konvergencia sebessége

Nézziik meg, milyen gyorsan kozelit az egyensulyi novekedési pélya felé a gazdasdg! A
technikai haladds dtmenetegyenletébdl kozelitési eljardssal levezethets, hogy az egyen-
sulyindl magasabb novekedési rita esetén lassulds, alacsonyabb esetén pedig gyorsulds
figyelhetd meg. A novekedési rdta véltozdsa az dllanddsult dllapotdtdl vett tdvolsaggal
ardnyo

Ing;1 1 —Ing, = (1—9¢) [(1 +n)% - 1} (Ing, —Ing").

7 A konvergencia sebességének levezetését lasd azfﬁggelékben.
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Lathatd, hogy minél kozelebb esik ¢ egyhez, anndl lassabba valik a konvergencia a
modellben, és ¢ = 1 esetén az dtmenetegyenlet

g1 =(1 +")lg1

alakban frhatd fel, ami pozitiv népességndvekedés esetén a technikai haladas folyama-
tos gyorsuldsdt eredményezi, és g; a végtelenbe tart.

5.3. Endogén ndovekedés

Lattuk, hogy a konvergencia egyre lassul, ahogy a K+F szektor kibocsatdsanak tudas
szerinti rugalmassdga novekszik. Legyen ¢ = 1 most a rugalmassag! Mivel ebben az
esetben nem lenne konvergencia az egyensuly felé, ha van népességnovekedés a gazda-
sdgban, mert g; folyamatosan emelkedne, tegyiik fel, hogy n = 0! Ekkor a K+F szektor
termelési fliggvénye:

A1 —Ar = pAt(SRLt)Av

ahol L; = L konstans. Ebbdl a tudds novekedési ratdja

& = p(srL)*,

ami azt jelenti, hogy a novekedési iitem konstans, igy nem csak egyensilyban, hanem
minden periédusban ugyanakkora (g; = g). Az Osszefiiggés szerint abban a gazdasig-
ban gyorsabb a technikai haladds ahol magasabb a K+F szektorban dolgozé kutaték
ardnya a népességen beliil, vagyis érdemes tdmogatni a K+F szektort a novekedés elSse-
gitése érdekében. Empirikusan a pozitiv irdnyu kapcsolat a kutatas-fejlesztésre forditott
kiaddsok GDP-n beliili ardnya és a termelékenység novekedési ratdja kozott az[5.10]db-
rdn 23 OECD orsz4g adatai alapjdn nem tdmaszthat6 ald. A minta elemszdma azonban
egyrészt elég alacsony, masrészt pedig a tudds orszagok kozott is aramlik a valésagban,
mig a modelliink egy zart gazdasagra lett felirva.

A modell tobbi része — mivel a munka hatékonysdganak novekedési ratdja konstans
— a hagyomdnyos Solow-modellhez hasonld. A végterméket elGallit6 véllalat termelési
fliggvénye konstans népesség mellett

Y, = KX (A(1 - sp)L) ¢,

ahol A; novekedését mar levezettiik, a téke pedig a felhalmozdasi korlat altal adott médon
valtozik:
Kz+] = It + (1 - 5)[(1

Ez utébbit hatékonysagi egységre jutd valtozokkal felirva, és kihaszndlva, hogy a beru-
hdzds a megtakaritdssal egyezik meg, ami a jovedelem s hdnyada, az dtmenetegyenlet:

. Y _
ki1 = m(Sk; (1-sg) %41 —5)k,>‘
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5.10. dbra. A termelékenység éves atlagos ndévekedési Uteme és a K+F-re forditott kiadasok kdzti kap-
csolat 23 OECD tagéallamban, 1994-2014 (éves atlagok). Adatok forrasa: OECD és Penn World Table
9.0.

Beléthatd, hogy a fajlagos valtozék minden pozitiv indul6értékbdl az allanddsult 4lla-
pothoz konvergalnak, melyek értéke

k= (ﬁ)ﬁ(l —5R),

¥ = <gi6)%(1—51e)-

Az eredmény tulajdonképpen ugyanaz, mint a szemi-endogén véltozatban, azzal a
kiilonbséggel, hogy itt nincs népességnovekedés, illetve a technikai haladds konstans
értéke mds paraméterektdl fiigg. Mivel egyensilyban a hatékonysdagi egységre juté ér-
tékek nem valtoznak, az egy fére jutd valtozok egyensulyi novekedési iiteme a munka
termelékenységének novekedési titemével egyezik meg, példdul:

YL p(spL)* — 1. (5.22)
YVt

Egyensiilyi novekedési palyan tehat az egy fére esd jovedelem konstans iitemben no-
vekszik, melyet exogén népességndvekedés nélkiil is sikeriilt hosszu tdvon biztositani,
vagyis a modell teljesen endogénnek tekinthetd. Az (5.22) egyenletbdl létszik, hogy
a kutat6k részardnydnak novelésével — szemben a szemi-endogén modellel — hosszi
tdvon is gyorsithat6 a gazdasigi novekedés, igy a modell szerint érdemes a K+F szek-
tort timogatni. Az[5.11]4bra 23 OECD orszdgban mutatja a K+F-re forditott kiaddsok
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GDP-n beliili ardnya és az egy munkasra juté GDP novekedési ratdja kozti kapcsolatot,
ami inkdbb negativnak ldtszik, ellentmondva a modell eredményének, de ahogy az[5.10]
abrandl is emlitettiik, 6vatosan kell kezelni ezeket a kovetkeztetéseket.
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5.11. dbra. Az egy munkasra juté GDP éves atlagos névekedési rataja és a K+F-re forditott kiadasok
kozti kapcsolat 23 OECD tagéallamban, 1994-2014 (éves atlagok). Adatok forrasa: OECD és Penn World
Table 9.0.

A modell szerint az egy fére es6 GDP egyenstilyi novekedési iiteme akkor is maga-
sabb, ha ceteris paribus nagyobb az adott orszdg népessége, vagyis itt is megjelenik a
mérethatds, ami mar az externdlia alapi modellben is problémdt jelentett. EI6nye ennek
a modellnek az externdlia alapt endogén novekedéssel szemben tobbek kozott az, hogy
itt 1étezik egy egyenstlyi novekedési palya, ahova a gazdasdg tart. Ez azt jelenti, hogy
az alacsonyabb egy f6re juté jovedelemmel rendelezd orszdgok — minden mds vélto-
zatlansdga mellett — gyorsabban novekednek, mint a magasabb jovedelmiiek, vagyis a
K+F alapd modell visszaadja a valdsagban megfigyelt feltételes konvergenciat, mig az
externdlia alapiban nem volt konvergencia.

5.4. Osszefoglalas

1. Ebben a fejezetben a technoldgia fejlédése mar nem volt exogén, és nem is ex-
ternalis hatdsok melléktermékeként jelent meg, hanem egy kutatas-fejlesztéssel
foglalkozé szektorban jottek 1étre az dj otleteket. A gazdasdg igy kétszektorossa
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vélt, és a népesség konstans hanyada kutatéként, a masik része pedig a végtermé-

ket el64llit6 véllalatnal helyezkedett el. A K+F szektorban elédllitott technoldgidt
kés6bb mindkét tipusu véllalat haszndlni tudta a termelési folyamata soran.

. A0 < ¢ <1 esetben a gazdasdg minden induléértékbdl az egyensilyi noveke-

dési palya felé konvergélt, ahol az egy fore es6 GDP novekedése a technikai ha-
ladéssal egyezett meg. Hosszu tdvon csak pozitiv népességnovekedéssel lehetett
fenntartani a folyamatos fejlédést, egyéb paraméterek (példaul a megtakaritasi
rata vagy a kutatok részardnya) novelése csak ideiglenes gyorsuldst eredménye-
zett az atmenet idészakaban. Emiatt ez a verzié csak szemi-endogén novekedést
tartalmazott.

. Lattuk, hogy ¢ novekedésével a konvergencia egyre lassul, igy levezettiik a mo-

dellt ¢ = 1-gyel, népességnovekedés nélkiil. Itt mar teljesen endogén novekedést
kaptunk, hiszen az egy f6re es6 GDP novekedési liteme egyensilyban a techni-
kai haladdssal megegyez6en a modell paramétereitdl fiiggott és nem az exogén
népességnovekedéstdl. A K+F szektorban dolgozok részardnydnak emelésével
tartésan képesek voltunk felgyorsitani a gazdasagi novekedést.

. Az externdlia alapi endogén novekedési modellhez képest pozitivum tobbek ko-

zott, hogy ebben a modellben a gazdasdg egy egyensilyi novekedési palya felé
tart, tehdt aldtdmasztja a feltételes konvergencia hipotézisét, mig a kordbbi mo-
dellben ez nem volt megfigyelhetd. Hasonldsag a két modellben, hogy a méret-
hatds problémadja mindkét esetben fenndllt.

. Bar a novekedést sikeriilt endogenizdlni, a modell hidnyossdga maradt, hogy

nem tartalmaz fogyasztéi optimalizacidt, igy a jovedelem megtakaritasi illetve
fogyasztéasi hanyada kiviilrél adott, nem a modellbdl hatdroz6dnak meg.

5.5. Feladatok

1. Vegyiik a szemi-endogén novekedési modellt (0 < ¢ < 1 és n > 0)! Tegyiik fel,

hogy a nulladik periédusban a gazdasag mar egyensilyi novekedési palyan halad,
vagyis
A —A ) —
o= t+1 L & g /)

A; Vi

novekedési ratak is egyensilyban vannak, azaz

A

g*:gy’*:(l{»n)l o —1.

Az els6 peribdusban a K+F szektor termelékenységi paramétere (p) tartésan
megemelkedik.
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a) Mutassuk meg, hogy a technolégia novekedési ratdja az elsd és masodik
periddus kozott:
A -A pf

81 = =8
A p

*)

b) Abrazoljuk, mi torténik a technikai haladdssal a termelékenységi paraméter
megvaltozdsdnak kovetkeztében!

¢) Megviltozik emiatt az egy f6re es6 GDP novekedési liteme hosszi tdvon?
Mi torténik hosszi tdvon az egy fére es6 GDP-vel és fogyasztassal?

d) Az endogén novekedési modellben (¢ = 1,n = 0) mi torténik hosszud tdvon
az egy fore juté GDP novekedési iitemével a fenti valtozas kovetkeztében?

2. Tekintsiik a szemi-endogén ndvekedési modellt (0 < ¢ < 1 és n > 0)! Tegyiik
fel, hogy a gazdasdg mar egyensilyi ndvekedési palyan halad, mikor a népesség
novekedési rétdja lecsokken (n' < n, de n’ > 0)!

a) Abrizoljuk a fenti valtozast!

b) Ismertek az aldbbi paraméterek: «c =1/3,p =41 =1, =1/2,5=0,2,8 =
0,06,sg = 0,03 és kezdetben n = 0,015. A népességnovekedés kés6bb
n' = 0,005-re csokken. Szdmitsa ki az 4llandésult allapotbeli értékeket a
valtozds elétt és utdn (g, g, , K /Y;)!

c) Tegyiik fel, hogy kezdetben egyensulyi dllapotban volt a gazdasdg, majd a
10. és 11. periddus kozott csokkent le n! Az induléértékek kozil tudjuk,
hogy Lo = 1. Szdmitsuk ki Ag-t és Ko-t, majd rajzoljuk fel g;,g,,K;/Y;
véltozasat az els6 200 periddusban!

3. Tekintsiik a szemi-endogén novekedési modellt! Mekkora az aranyszabdly sze-
rinti megtakaritasi rata? Mekkora sg maximalizdlja az egy f6re juté fogyasztast?

4. Tekintsiik a g;-re felirt 4tmenetegyenletet:

g1 =(1 +gt)¢7lgt(] +Vl)x!

Hogyan néz ki az 4tmenetegyenlet dbrdja és hogyan véltozik hosszi tdvon a tech-
noldgia novekedési ratdja az alabbi esetekben:

a) g =18&sn>0?

b) ¢ >1ésn=0?

c) § <1lésn<0?

d) ¢ =1ésn<0?



128 Kuncz Izabella: Novekedéselméletek

5.A. A konvergencia sebessége

Vegyiik az atmenetegyenlet elsGrend( Taylor—kézeh’tésélﬁ g = g" koriil:
g~ g+ (L4 (14292 (14 92") (2 — &)
Ha behelyettesitjiik a tudds novekedési ratdjanak dllanddsult dllapotbeli értékét, ami
g =(+mTe -1,
akkor egyszertisitések utdn a
g8 = [(1=0)(1+0) 7% +9] (2 —¢) (5.23)
Osszefliggéshez jutunk. Ha kihasznéljuk, hogy kozelit6leg
gr+1— 8 ~ g (Ingr4 —Ing")
akkor az @) egyenlet az dtalakitds utdn:
Ing, 1 —Ing* = [(1 — ) (14n)T 4 ¢] (Ing —Ing"). (5.24)

Kivonva az egyenlet mindkét oldaldbdl In g;-t és hozzdadva In g*-ot a konvergencia vég-
s6 Osszefliggéséhez jutunk:

g1 ~Ing = (1-9)[(1+2)7% —1] (Ing, Ing").

8Egy f(x) fiiggvény elsrendd Taylor-kozelitésének képlete x = xq pont koriil:

S () & f(x0) + f' (x0) (x — x0).
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Az eddig megismert modellek kozos jellemzdje, hogy a jovedelembdl megtakaritani
valamint fogyasztani kivdnt hdnyad exogén médon adott és konstans volt. Ha hidnyzik
a fogyaszt6i optimalizécid, akkor a modell nem alkalmas arra, hogy kiilonb6z6 6sz-
tonzdk viselkedésre gyakorolt hatdsit elemezziik vele. Ahhoz, hogy pontosabb képet
kaphassunk a gazdasdgi novekedésrdl, endogenizdlnunk kell a fogyasztasi és megtaka-
modellt Ramsey (1928), Cass (1965) és Koopmans (1965) alapjan.

A Ramsey-modell a gazdasdgi novekedés neoklasszikus alapmodellje, mely nem tar-
talmaz piaci tokéletlenségeket, és nem tesz kiilonbséget a haztartdsok vagy generdci-
ok kozott. Haszndlhat6 példaul fiskalis poltikdval, ad6zdssal és iizleti ciklusokkal kap-
csolatos kérdések vizsgdlatdra. Hosszu tdvi kovetkeztetései lényegileg megegyeznek a
Solow-modellével, de a rovid tdvi dinamikdjukban jelents eltérés tapasztalhato.

Miutdn a megtakaritdsi rata a gazdasigi kornyezetnek megfelelGen valtozhat, latni
fogjuk majd, mi és hogyan befolydsolja alakuldsat (példdul addk, timogatdsok, kamat,
jovedelem). A rata értéke a valtozok allandésult dllapotét is meghatarozza, illetve az
oddig tarté konvergencia sebességét is lassithatja vagy gyorsithatja.

6.1. A modell felépitése

A fejezet els6 részében a modell két reprezentativ szerepelSt tartalmaz: véllalatot és
fogyasztét. A villalat viselkedése megegyezik a Solow-modellben tanultakkal, vagy-
is termelési tényez6k — téke és munkaerd — felhaszndldsdval, profitjat maximalizdlva
allitja el6 végtermékét. Mind az el6allitott termék, mind a termelési tényezok drai a
tokéletesen versenyz piacokon a kereslet és kindlat egyensilydban hatdrozédnak meg.

A reprezentativ hdztartdsok az egész életpalydjukon optimalizdlva maximalizaljak
hasznossdgukat a koltségvetési korlatok mellett. Jovedelmiiket munkabérbdl és a meg-
takaritdsaik utdn kapott hozamokbdl szerzik, melyet elkolthetnek fogyasztasi cikkek
vasdrldsdra, vagy tovdbbvihetik azt a kovetkezd periddusra. Megtakaritdsaikat kétféle
eszkozbe fektethetik. Vasdarolhatnak belSle tékét, melyet bérleti dij ellenében bérbe ad-
hatnak a véllalatnak, vagy valamilyen pénziigyi eszkozt (példaul kotvényt), melynek
értékét késobb kamatokkal egyiitt kapjak vissza.

A fejezet masodik részében dllammal bovitjiik a modellt, mely fiskdlis politikai funk-
cidkat lat el, vagyis adét szed a fogyaszt6tol és kormdnyzati kiaddsokat eszkozol.

Vallalat

A reprezentativ vallalat t6két €s hatékony munkaerdt haszndl fel a termelés sordn, mely-
nek eredményeként ¥; terméket hoz 1étre a termelési fiiggvény éltal meghatarozott mo-
don:

Y, = F(K;,AlLy).

A fiiggvény tegyen eleget a Solow-modellben felsorolt kovetelményeknek, vagyis le-
gyen dlland6 mérethozadékd, a téke és a munka hatdrterméke pedig csokkend a hozzd
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tartozé termelési tényezd novekedése esetén, illetve teljesitse az Inada-feltételeket! Az
egyszeriiség kedvéért legyen a munka hatékonysdga minden periédusban egységnyi, a
népesség pedig konstanﬁ

Ai=1 — g=0,
Lt:L[+] — n:O

A véllalat a felhasznélt munka utdn bért, a t6ke utan pedig bérleti dijat fizet, és az alabbi
profitfiiggvényt maximalizélja minden periédusban a dontési valtozoi szerint:

nr:F(K[,L[)fthtfrlKK[ — II?aLX

Az els6rendd feltételek alapjan — mint ahogy azt a kordbbi modellekben is lattuk — a
tényezbdrak a hatartermékekkel egyeznek meg optimumban:

JF (K:,Ly) K
=

K X, 6.1)
OF(KiL) _
oL, r

A modell levezetéséhez haszndljuk a Cobb-Douglas tipusu termelési fiiggvényt:

Y, = KALI %

Fogyaszto

A modellben nem tesziink kiilonbséget az egyes generdciok vagy hdztartdsok kozott,
igy minden fogyaszté ugyanolyan preferencidkkal rendelkezik, produktivitdsuk egyfor-
ma, emiatt munkdjuk utdn ugyanakkora bért kapnak, illetve ugyanakkora hozamokban
részesiilnek megtakaritdsaik utdn.

A reprezentativ fogyaszt célja az életpdlya hasznossdgdnak maximalizaldsa a kolt-
ségvetési korlatok mellett. Jovedelme abbdl szarmazik, hogy megfeleld bérleti dij el-
lenében bérbe adja a vallalatnak az éltala birtokolt t6két, munkdja utdn bért fizetnek
neki, a véllalat tulajdonosaként részesiil annak profitjabdl, illetve pénziigyi eszkozei
utan kamatot kap. Minden periédusban arrdl dont, hogy a jovedelembdl mennyit for-
ditson fogyasztdsi célokra és mennyit takaritson meg, de itt mar nem exogén adottsag a
fogyasztasi és megtakaritasi hdnyad, hanem az optimalizacié eredményeként ad6dnak.
Megtakaritdsai elhelyezésére két lehetGsége van: tkeeszkdzbe torténd beruhdzas, vagy
pénziigyi eszkoz véasdrlasa.

'A modell konnyen bdvithets exogén technikai haladdssal és népességnivekedéssel (ldsd 3. feladat), de
mivel a valtoz6k hosszu tavi viselkedése megegyezik a Solow-modellben tapasztaltakkal, ettSl most eltekintiink.
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Egy peri6dus hasznosséga az adott idGszak fogyasztasatdl fiigg, jeldljik ezt u(c;)-vel
at. periédusban, ahol
=1
az egy fore esd fogyasztasra utal, mint a kordbbi modellekben. Feltessziik, hogy tobb
termék elfogyasztdsa nagyobb hasznossdgot biztosit, de még egy termék elfogyasztisa
egyre kisebb poétldlagos hasznossagot eredményez (csokkend hatdrhaszon). A t. pe-
riédus hasznossagi fiiggvénye tehét kétszer folytonosan differencidlhatd, novekvé és
konkdv (14sd[6.1] dbra):

Ct

u(cr)

Ct

6.1. dbra. At. periédus hasznosséga a fogyasztas fliggvényében

Eziltal biztositani tudjuk majd, hogy a fogyaszté preferdlja a fogyasztdsi pdlya si-
mitasat azzal szemben, hogy bizonyos periédusokban nagyon keveset, mig masokban
nagyon sokat fogyasszon. A simitds a megtakaritdsdra oly mddon lesz hatdssal, hogy
azokban az id8szakokban, mikor jovedelme alacsony, hitelfelvételre, magas jovedelem
esetén pedig megtakaritisra lesz 6sztonozve.

Feltessziik, hogy a fogyasztdsi fiiggvény az Inada-feltételeknek is eleget tesz:

W(c;)— o, ha ¢ —0,

W(c;) =0, ha ¢ — oo

Az életpdlya-hasznossdg (U) az egyes periddusok hasznossdganak silyozott atlaga:

=

U =u(c)+ Bu(cy) + Bu(c3)+--- = Z[ﬁ”—lu(c,), 6.2)

t=1



6. fejezet: Ramsey-modell 135

ahol B a személyes diszkontfaktor vagy mas néven tiirelmetlenségi paraméter, mely
megmutatja, hogyan értékeli a fogyaszté a kovetkezd periddusok hasznossdgit a je-
lenlegi hasznossdghoz képest. Feltessziik, hogy 0 < B < 1, vagyis a jelen fontosabb
szdmdra, mint a jov3, és minél kozelebb esik 8 egyhez, annél nagyobb jelentGséggel
bir szdmdra kovetkezd id6szakok hasznossaga is.

A reprezentativ fogyaszt6 koltségvetési korldtia megmutatja, mibdl szdrmazik a fo-
gyasztd jovedelme, és mire forditja azt az adott periédusban. Munkakinalata rugalmat-
lan, és minden fogyaszté egységnyi munkakindlattal rendelkezik. A ¢. periédusban a
fogyaszt6 bevételei megegyeznek a kiadasaival:

Wi+ Kk + 714 (14 10)by = ¢+ i + by 4 1. 6.3)

Mivel egy fogyaszté korldtjat frtuk fel a[6.3] egyenletben, igy egy fore esd értékeket
tartalmaz, miszerint a w; bért, az r,K k; tékejovedelmet, a m; profitot, és az r; kamattal
egylitt visszakapott el6z6 idoszakban megvasdrolt b, értékli pénziigyi eszkozt (tovab-
biakban kotvényt) c; fogyasztasra, i; beruhdzasra és b, | kotvényvasarlasra forditja. A
kotvényadllomany iddindexe a lejrat datumadra utal, igy példdul b,, | a t. periédusban
felhalmozott, de kamatokkal egyiitt csak a ¢ + 1. periédusban visszakapott értéket je-
16li. Ha b;41 > 0, akkor megtakaritasrol, ha pedig b;;1 < 0, hitelfelvételrdl beszéliink.
Az el6bbi utdn kamatot kap a fogyasztd, utdbbi utdn pedig kamatfizetési kotelezettség
terheli. Ellentétben az el6z6 fejezetekben targyalt modellekkel, a fogyaszté itt képes
eladésodni is.

A fogyaszto felelGs a toke bovitéséért és potlasaért, melyekre a beruhdzdsok terem-
tenek lehetSséget, igy beruhdzasi fiiggvénye a mar ismert format 6lt

i[:k[+1—(1—6)kt. (64)
A (6:4) egyenletet a (6.3) korldtba helyettesitbe kapjuk, hogy
wi+ 1Kk 4+ 71+ (L4 r)by = ¢+ ks — (1= 8)ky + by 1. (6.5)

Ha két egymas utdn kovetkezd periddus korlatjat 6sszekapcsoljuk a kotvényallomany
segitségével, levezthetd az intertempordlis koltségvetési korldt. Vegyiik az életpalya
utolsd, 7. periddusbeli koltségvetési korlatjat by-re rendezve:

_ertkrin— (1= 8)kr +bry —wr —rKkp —mp

b
T 1+rr

majd frjuk be ezt az el6z8, T — 1. periddus korlatjdba:
wr—1 15 kr—1 + 71+ (L4 rr_1)br—y = cr— +kr — (1= 8)kr_y

cr +k7'+1 — (1 76)/(7" +b7“+1 —wr 7r¥k]" 77'CT‘

+
1+rp

2A tokefelhalmozasi korlat egy fére esd valtozokkal felirt verziGja azért ilyen egyszerd, mert kivettitk a
népességndvekedést a modellbdl.
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Ez utébbi korlatot by _;-re rendezve:

cr—1+kr — (1= 8)kr—1 —wr_y —r&_ ky_y —mp_,
1+rr

br_1 =

er +kryr — (1= 8)kr +bryy —wr — rKkr —mr

- U+ rr)(1+77)

Folytatva tovédbb a fenti logikat, és a megkapott kotvényértéket mindig behelyettesitve

az el6z6 idGszak korlatjaba, a kovetkez Osszefiiggéshez jutunk, ha egészen az életpalya
kezdetéig visszagorgetjiik:

+I’Kk2+7l'2 W3+I‘Kk3+7l73 WT+rKkT+7[T
K W21 h 3 T
wr+rik+m+ T+r, +(1+r2)(1+r3)+ + ﬂ(l+ |
1
=2 !

cr+ ks —(1 —5)k2

+(1+r1)b|=C1+k27(175)k1+ ]+r2

(6.6)
c3+ky—(1-0)k3 cr +kri1 — (1= 8)kr +br4y
Uxm)i4r) 07T T
H2(1 +rt)
1=

A (6:6) dsszefiiggés a fogyaszté intertempordlis koltségvetési korldtja, melynek bal ol-
daldn a jovedelmek jelenértéke taldlhatd, jobb oldaldn pedig a kiaddsoké, igy a két
jelenértéknek meg kell egyeznie.

Az életpalya végi eladésodas korlatozasara kossiik ki a nincs Ponzi-jdték feltételét:

lim kr41+briq >0,
T—oe T
[M(1+r)

t=2
mely optimumban egyenlGségként teljesiil (rranszverzalitdsi feltétel):
k b
lim X1 0141
T—o T
[M(1+n)

=2
Fogyasztoi optimalizacio

A fogyaszté a (6.2)) életpalya-hasznossdgét maximalizdlja a (6.3) 4ltal adott koltségve-
tési korlatok és a transzverzalitasi feltétel mellett. A fogyaszté problémajat a Lagrange-
mddszer segitségével oldjuk meg, ahol a Lagrange-fliggvény:

L = célfiiggvény + Lagrange-multiplikdtor - (a korlt O-ra rendezve). (6.7)
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Beirva az életpdlya hasznosségat, illetve a korldtokat nulldra rendezve, és a A;-vel jelolt
multiplikdtorral szorozva azokat:

L=§E”Mm

+Zl;(w,+rl[(k,+n}+(l+r,)b, —Cy 7k[+1 +(1 76)]([ 7bt+l)
t=1

A Lagrange-fiiggvényt a fogyaszté dontési valtozoi szerint derivaljuk. A fogyasztd
dont minden periédusban a fogyasztdsardl (cy,cz,...), valamint a felhalmozni kivant
t6kérdl (kyp, ks, ...) és kotvényrdl (by, b3, ...). Az tdke- és a kdtvénydllomany indul6ér-
téke (k; és by) adottsdg, melyek értelmezhetSek gy, mint az el6doktdl 6rokolt mennyi-
ségek. Ezekr6l tehdt a fogyaszté nem donthet. Az aldbbiakban a ¢. és 7 + 1. periédus
dontési valtozoi szerinti derivaltak lathatok, a tobbi pedig hasonléképpen megkaphatd:

L _ Rpt—11 .
S =B )~ =0 (6.8)
2L
) = ﬁtu/(ctﬂ) — A'H’l =0 (69)
Cr+1
2L
= A+ A1 (14741) =0 (6.10)
by
2L
= A1+ A2(1+r42) =0 (6.11)
dbi 12
2L
=—h+Ap (i +(1-8)) =0 (6.12)
ki1
2L X
7=*)4+1+ﬁ¢+2(rt+2+(176)):0. (613)
ki 2

A (6:8) és a (6.9) alapjdn a t. és r + 1. id6szakhoz tartozé Lagrange-multiplikdtor
értéke:
A'f - ﬁtilu/(ct)
A1 =B (ert1),
melyeket a (6.10) egyenletbe helyettesitve, dtrendezés utdn az aldbbi dsszefiiggéshez
jutunk:
W (c;) = (14+r1)Bu (cra1)- (6.14)

A kapott osszefiiggés az Euler-egyenlet, mely kapcsolatot teremt két egymadst kovetd
id6szak fogyasztdsa kozott. A fogyasztonak dontenie kell, hogy vagyondnak egy egy-
ségét a . periédusban elfogyasztja és az u'(c;) hasznossdgot jelent neki, vagy pedig a
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t. periddusban megtakaritja azt, és a kovetkez6 id6szakban — mikor kamatokkal egyiitt
visszakapta — fogyasztja csak el. Ez utébbi (1 +r,11)u(c;41) hasznossdgot jelent, mert
a kapott kamatot is felhaszndlhatja. Mivel a kvetkezd id6szak most kevésbé fontos sza-
madra, mint a jelenlegi, igy -val sdlyozza a hasznossdgot. A szerint tehdt akkor
dont optimdlisan a fogyasztd, ha az egymadst kovetd periddusok hatdrhaszna megegye-
zik egymassal.

A (6.10) és a Osszefiiggés A;-re rendezve:

A = A1 (1+r41),

A= Aot (i +(1-8)),

melyek alapjan
Lry =rk +(1-8). (6.15)

A kapott Osszefiiggés a fogyaszto tdkekindlati fiiggvénye, mely a két megtakaritasi esz-
koz, a t6ke és a kotvény kozti optimdlis helyettesités feltétele. Ha jovedelme egy egysé-
gét kotvényben takaritja meg, akkor a kovetkezd id6szakban azt kamatokkal egyiitt kap-
ja vissza, vagyis (1 +r;1 1) lesz belSle. Ha pedig t6keként hasznalja fel, akkor egyrészt
bérbe adhatja azt a kovetkezd periddusban, ami utdn r,[il bérleti dijat fizet a vallalat,
masrészt pedig az el nem hasznalt (nem amortiz4lédott) t6két megtarthatja és felhasz-
ndlhatja, melynek értéke (1 —5). A szerint akkor dont optimélisan a fogyaszto,
ha a t6kébol és a kotvénybsl szarmazé hozam megegyezik egymdssal. Igy kizarhat6
az arbitrdzs lehet8sége, és a két megtakaritdsi eszkoz tokéletes helyettesits. Vegyiik
észre, hogy az életpdlya elsé tkekinalati fiiggvényének idSindexe 2, mert ha az elsd
periédusban donthet el8szor a fogyaszté a megtakaritasarol, akkor azoknak a masodik
periédusban lesz csak hozama.

A modell levezetéséhez haszndljunk CRRA (konstans relativ kockézatkeriiléﬂ) tipu-
su hasznossagi fliggvényt, melynek formdja:
c}fg |
1-6°

u(er) =

Nevét onnan kapta, hogy konstans, fogyasztastdl fiiggetlen kockazatkeriilés jellemzi,
melynek értéke 0 és kiszdmitdsdnak maddja:

cr” (cr) _ —96;9

W) ¢

=0.

Mivel a modellben egyel6re nincs bizonytalansag, a fogyaszté kockéazatkeriilésének
mértéke nem relevéns, de a fiiggvény mdsik tulajdonsdga, hogy intertempordlis helyet-
tesitési rugalmassdga szintén konstans, és 1/0 értékd (lasd 1. feladat). Ha 0 értéke
kisebb, akkor a hatdrhaszon lassabban csokken a fogyasztds novekedése esetén, igy a

3CRRA: Constant relative risk aversion.
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haztartdsok jobban elviselik a fogyasztds ingadozdsét az id6ben. Ha 6 értéke nagyobb,
akkor pedig jobban érdekeltek a fogyasztds simitdsdban.
Megmutathatd, hogy 0 — 1 esetén a CRRA tipusi hasznosséagi fiiggvény logaritmi-
kussd valikFh
u(er) =1Iney,

mellyel szintén végigvezethetd a modell dinamikdja (lasd 2. feladat).
Maradva a CRRA hasznossagi fliggvénynél, az. ést 4 1. periddus fogyasztdsat ossze-
kapcsol6 Euler-egyenlet alakja:

% =1 +r1)Be . (6.16)
Piacok
A villalat illetve a fogyasztdk a piacokon keriilnek egymdssal kapcsolatba, melyeken a

kereslet és a kindlat egyenlGsége mellett alakul ki az egyenstily.

1. Kolcsondzhetd forrdsok (vagyoneszkozok) piaca. Mivel minden haztartis azonos
jellemzdkkel bir, ezért egyidejiileg szeretne mindenki hitelt felvenni vagy megta-
karitani. Ez azt jelenti, hogy egymdssal nem tudnak ilyen tipusu iigyleteket kotni,
mas olyan szerepld (dllam, kiilfold) pedig még nincs a modellben, mely felé el
lehetne ad6sodni, vagy ahonnan kotvényt lehetne vdsdrolni. Emiatt egyensilyban
b;+1 = 0 minden periédusban.

2. Arupiac. A véllalat felkinalja az elGéllitott terméket, a fogyasztok pedig fogyasz-
tasi, és beruhdzasi céllal vasdroljak azt meg:

Y, =Ci + 1. (6.17)

Az 0sszefliggés a fogyasztok koltségvetési korldtainak aggregdldsdval is meg-
kaphatd, ha kihaszndljuk, hogy b, =0, és w,L; + r,K Ki+m=Y;

3. Munkapiac. A fogyasztok felkindljak egységnyi munkaerejiiket, igy az aggregélt
munkakindlat LS, amit a vallalat felhasznal a termelés sordn (LP):

LS =1P.

4. Tékepiac. A fogyasztok felkindljék az altaluk birtokolt t6két, mely dsszesen K2,
amit a vallalat felhasznal a termelés sordan (K,D ):

K5 =kKP.

4 A L’Hospital szabélyt alakalmazva:

fim G i @G (1)
051 1—0 61 —1

=lIn¢,.
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6.2. A modell dinamikaja és egyensulya

A villalat és a fogyaszt6 els6rendd feltételei, valamint korldtai és a piaci egyenstlyok
segitségével, adott induléértékek mellett barmelyik periédus endogén valtozdinak érté-
ke kiszamithaté. A legegyszertibben ¢, és k; mozgdsaval irhat6 le a gazdasdg viselke-

dése. Vezessiik le a dinamikdjukat jellemzd egyenleteket!

A modell dinamikaja

Miutdn minden fogyaszté viselkedése megegyezik, a (6.16) Euler-egyenlet nem csak
egy fogyasztd, hanem az egész gazdasdg fogyasztdsdnak alakuldsat jellemzi. CRRA
hasznossdgi fiiggvény esetén dtrendezés utdn a fogyasztds novekedési iiteme:

it [(1+nsB)”

Ct

ahol a (6.13) optimélis helyettesités feltétele szerint a kotvénybdl szdrmazé hozam meg-
egyezik a t6ke hozamaval. Tgy

1
Cr+1 )
L [(Hara-9)8)"
ahol a téke realbérleti dija a vallalat elsérendi feltétele alapjan a t6ke hatartermé-
kével egyenld, ami Cobb-Douglas tipusu termelési fiiggvény esetén:

K o—17l—a __ a—1
e = 0K L = ok

A fogyasztas dinamikdja tehat megadhat6 az egy fére esd tékedllomany és a paraméte-
rek fiiggvényében:
1
Ct+1 -1 9
7’& - [(ak;i, +(1—6))B] . (6.18)
A t8ke mozgdsegyenletének levezetéséhez vegyiik a (6.17) drupiaci egyensilyt egy
fére esd valtozokra atirva:
Ye =ct+i,
ahol y; helyére beirhaté a termelési, i; helyére pedig a beruhdzasi fiiggvény egy fGre
es6 alakja:
k;x = Ct +kl+] — (1 — 5)]{[
Atrendezés utan az egy fore es6 tokedllomany véltozdsat leiré osszefiiggés:
kt+1—k[:kta—ct—8kt. (619)

A (6.18) és (6.19) osszefiiggések egyiitt egy differenciacgyenlet-rendszert alkot-
nak adott k| kezd6érték és a transzverzalitdsi feltétel mellett, melynek megolddsat fa-
zisdiagramon szemléltethetjilk. Ehhez elsSként dbrazoljuk egy megfelel koordindta-
rendszerben azokat a pontokat, ahol Ac; = 0 és Ak; = 0, vagyis ahol dllandésult élla-
potban van a gazdasig!
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A (6:18) egyenlet szerint a fogyasztés véltozatlansdga esetén az egy fore esd tSkedl-

lomény is konstans:
1

K = [(%fué)ﬂﬁ. (6.20)

A dbrdn tehdt a Ac, = 0 eset fiiggdleges egyenesként jelenik meg a k* tdkedllo-
mainynéﬂ Ha az aktudlis egy fére esé t6kedllomany ettdl alacsonyabb, akkor a
egyenlet szerint a fogyasztds novekedési iteme egynél nagyobb, vagyis Ac; > 0, til ma-
gas tékedllomdny esetén pedig egynél kisebb, vagyis Ac; < 0. Az dbrdn a nyilak ezek
alapjan arra utalnak, hogy k; < k* esetén az egy fére es6 fogyasztds novekszik k, > k*
esetén pedig csokken.

Ct AC[ =0

(Acy > 0) (Ac; < 0)

k* ke

6.2. dbra. Az egy fére es6 fogyasztas dinamikéja

A (6:19) egyenlet szerint ha az egy fére es§ tSkedllomany nem valtozik, vagyis dl-
landésult allapotban van, akkor:

Abrézoljuk ezt a fiiggvényt af6.3]dbrén! A fiiggvény elsé derivalta
(k) =k ' -8 (6.22)

akkor pozitiv, ha ok® ! > §, és negativ ak® ! < & esetén. A fiiggvény tehdt novekvé a
ak® “T=s pontig, utdna pedig csokkend. A masodik derivalt minden pozitiv tSkeérték
mellett negativ:

" (k) = a(oe— 1)k¥2,

SVegyiik észre, hogy Ac, = 0 akkor is, ha ¢, = 0, vagyis a vizszintes tengelyen 1év$ pontok esetén is vél-
tozatlan a fogyasztas. A késGbbiekben ldtni fogjuk, hogy egyenstilyban nem lehet nulla az értéke, igy ezek a
pontok nem relevdnsak.
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vagyis a fiiggvény konkdv. Ha az aktudlis egy f6re esé fogyasztds til alacsony, azaz
a gorbe alatti tartomdnyba esik, akkor a (6.19) egyenlet szerint Ak; > 0, tehdt nd a
t6keallomany. Tl magas — gorbe feletti értéket felvevd — fogyasztas mellett pedig Ak; <
0, igy a t6kedllomany csokken, ahogy az dbran is mutatjdk a nyilak az egy f6re eso toke
mozgasat.

Ct

—
(Ak; < 0)

—_—
(Ak; > 0)

ki

6.3. dbra. Az egy fore es6 toke dinamikdja

Tegyiik dssze a fogyasztds és a tSke dinamikdjardl tanultakat egy dbrdba (1dsd a[6.4]
dbra)! Figyeljiink rd, hogy a goérbe maximumhelyéhez képest hol van k*, azaz hova
hizzuk be az dbran a fligg6leges egyenest! A Osszefiiggésben meghatarozott k*
ésa alapjan levezethetd maximumhelyEI kozotti relcio:

G-1+9)2) <[

vagyis
K" <k,

mert 1/8 — 1 > 1 és a kitevd negativ. Mivel a gorbe maximumhelye abban az dllandé-
sult dllapotbeli pontban van, ami mellett az egy f6re esd fogyasztds értéke maximalis,
ez egyben az aranyszabdly szerinti t6kedllomany is, igy kg-vel jeloljiik. A @ dbrdn a
fuggbleges, Ac; = 0 egyenletl egyenes a Ak; = 0 egyenletli gorbe maximumatdl balra

A gérbe maximumhelye:
81 aT
ke = {7] o
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taldlhaté. Ott van dlland6sult dllapotban a gazdasdg, ahol az egyenes és a gorbe met-
szi egymdst. Ebben a pontban se az egy f6re es fogyasztds, se a t6kedllomdny nem
viltozik, és leolvashat6 a k* és ¢* egyensulyi értékii

A nyilak a véltozok mozgdsdnak irdnyat jelolik a kordbban levezetettek alapjan.
Lithatd, hogy csak két olyan negyed van a koordindta-rendszerben (bal alsé és jobb
fels6), ahonnan az egyenstlyi pont felé konvergdlhat a gazdasdg (de mindjart latni
fogjuk, hogy itt se minden értékbdl), a masik két negyedben pedig tdvolodnak ett6l
a ponttdl a védltozék. A Ramsey-modellben — ellentétben az eddig tanult modellekkel
— csak bizonyos kezdGértékekbdl tart a gazdasdg a (k*,c*) egyensilyi pontba, nem
barmely pontbdl.

Ct AC[ =0

k* k,

6.4. dbra. A Ramsey-modell fazisdiagramja

Nyeregpalya
A t6kedlloméany kezd&értéke adottsdg, de a hozzd tartozé fogyasztast meg kell hata-
roznunk. A [6.3]dbra a véltozok alakuldsdt mutatja k; indul6 t6ke mellett, kiilonbdz
fogyasztasi kezd6értékek esetén.

Az A pont abban a negyedben taldlhat6, ahol a [6.4] dbran 1év6 nyilak alapjan a fo-
gyasztds novekszik, a t6ke pedig csokken, igy ebbdl a pontbdl a fiiggbleges tengely

7Kordbban megjegyeztiik, hogy Ac; = 0 a vizszintes tengely pontjain is fenndll, igy még két olyan pontot
talalunk, ahol mindkét érték konstans. Az egyik az origd, ahol nincs tSke €s nincs fogyasztds se a gazdasagban,
a mdsik pedig ahol magas a t6kedllomdny, de nincs fogyasztds. Ha ¢, = 0, akkor az a kovetkezd periédusokban
is nulla marad, ami nem lehet egyensiily hasznossdgmaximalizal6 fogyaszté mellett, igy a tovabbiakban ezekkel
az esetekkel nem foglalkozunk.
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felé tart a gazdasag, ahol végiil a t6ke nulldva vélik. Ez nem lehet egyensily, mert ha
az egy fére esd tékedllomany nulla, akkor az egy fére esd jovedelem is nulla, és ha kot
a fogyasztd koltségvetési korlatja, akkor ebbdl pozitiv értékii fogyasztds nem érhetd el,
csak nulla.

A B pont a Ak; = 0 gorbén helyezkedik el, ahol kezdetben a téke nem valtozik, csak
a fogyasztds novekszik, gy felfelé mozdul el a gazdasdg ebbdl a pontbdl. Ekkor dtkertil
abba a negyedbe, ahol az A pont is volt, vagyis itt mér csokkenni kezd a t6ke, mig a
fogyasztés tovabb nd, és végiil megint elfogyna a t6ke, ami nem egyenstily.

A C pont abban a negyedben taldlhatd, ahol mindkét valtozé novekszik, vagyis a
metszéspont felé tart, azonban tdl kozel esik a Ak, = 0 gorbéhez. Azt elérve csak a
fogyasztas emelkedik, a t6ke nem valtozik, igy a gazdasdg atkeriil az A pont negyedébe,
ahonnan nem juthat egyensilyba a gazdasag.

Az E pont szintén abban a negyedben taldlhatd, ahol mindkét véltoz6 novekszik, de
tul alacsony az indul6 fogyasztds, igy az egyensulyi pont helyett a Ac; = 0 egyenest
érik el a véltozok. Ekkor a fogyasztds nem valtozik, a téke pedig tovabb emelkedik, at-
keriilve igy abba a negyedbe, ahol a fogyasztas mar csokken, a téke pedig né. Bizonyos
idé elteltével a fogyasztds itt nulldva vélna, ami nem lehet az optimalizalé fogyasztd
hasznossdgmaximalizdldsdnak megolddsa, igy egyensily sem.

Annak az indul6 fogyasztasnak, ami biztositja, hogy egyensiilyba jusson a gazdasag,
a C és a E pont kozott kell lennie, mert til magas fogyasztds esetén el6bb éri el Ak, =0
gorbét, tul alacsony esetén pedig a Ac; = 0 egyenest, mint az egyensulyi pontot. A ky in-

dulétSkéhez tehat csak egy olyan fogyasztés tartozik, melybdl az dllanddsult dllapotba
konvergdl a gazdasdg, ezt mutatja a D pont.

Cr AC[ =0
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6.5. dbra. A valtozok dinamikaja kilonb6z6 induld értékek mellett
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Bér eddig csak egy kezdeti t6ke mellé kerestiink megfelel fogyasztast, a kovetkez-
tetések minden més pozitiv tokeérték esetén is érvényesek. [gy az 6sszes pozitiv indulé
t6kedllomanyhoz egy olyan indul6 fogyasztés tartozik, mely konzisztens a fogyasztd
hasznossdgmaximalizdldsaval, a koltségvetési korlatjaval és a téke dinamikdjaval. A
fliggvényt, mely megadja ezeket a fogyasztds értékeket a téke fiiggvényében nyereg-
pdlydnak nevezziik. Barmely kezdeti t6kedllomanyhoz a megfeleld fogyasztas értéke
a nyeregpdlya altal meghatarozott, és a gazdasdg a nyeregpdlya mentén az dllanddsult
dllapotba tart (1dsd[6.6)dbra).

¢t Ac; =0

ki

6.6. dbra. A nyeregpalya

Allandésult allapot és egyensulyi ndvekedés

Ha a gazdasag elérte dllandésult dllapotat, akkor a népességnovekedés és technikai ha-
ladds nélkiili modellben konstanssd véltak az egy fGre juté és az aggregdlt valtozok,
valamint a termelési tényez8k drai is. A Osszefliggés szerint abban a gazdasdg-
ban érhet6 el magasabb egyensiilyi tSkedllomdny és ennek kdvetkeztében magasabb
jovedelem is, ahol a fogyasztok személyes diszkontfaktora () nagyobb, vagyis ahol
fontosabb szdmukra a jovébeli fogyasztdsuk. Ellenben az amortiz4cids rata esetén ne-
gativ kapcsolat figyelhet§ meg:

(RO

Ha a modellt n titem{ népességnovekedéssel €s g iitem technikai haladassal bovitjiik
(14sd 3. feladat), akkor egyensulyi novekedési palydn ugyanazokra a kovetkeztetésekre
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jutunk, mint a Solow-modellben, vagyis a hatékonysdgi egységre esd valtozok lesznek
konstansok, az egy f6re es6k a termelékenység valtozdsdval megegyezd litemben, az
aggregdlt valtozok pedig a népességnovekedéstdl és a technikai haladéstol fiiggs iitem-
ben novekednek.

Aranyszabaly

Korabban mdr lattuk, hogy a gazdasag maximalis egy fore esd fogyasztdsat biztosito t6-
kedllomény mindig alacsonyabb, mint az egyensiilyi (14sd[6.7] dbra). Fontos kiilsnbség
a Solow-modellhez képest, hogy mig abban létezhetett olyan egyensiilyi novekedési pa-
lya, melyen az aranyszabdlynak megfeleld, vagy akdr anndl nagyobb t6kemennyiséget
is felhalmozhattak a gazdasdgban, addig a Ramsey-modellben ez nem lehetséges.

Ct ACt =0

kt

6.7. dbra. Aranyszabdly a Ramsey-modellben

Ha a Ramsey-modellben az egy fére esd tékedllomdny az aranyszabdly szerinti ér-
tékél nagyobb, akkor nyeregpalyan 1évd fogyasztds til magas ahhoz, hogy ez a tékeal-
lomény konstans szinten tarthat6 legyen, igy a téke folyamatosan csokkenne, és k*-hoz
tartana, ami alacsonyabb, mint az aranyszabdly szerinti szint. Ennek kdvetkezménye,
hogy ebben a modellben nem érhet§ el olyan egyensilyi novekedési palya, mely maxi-
maélis egy f6re ess fogyasztast biztosit.

Ha szeretnénk ennek okdt intuitiv médon megindokolni, gondoljunk arra, hogy a
Solow-modellben lattuk, hogy ha tdl alacsony volt a t6kedllomdny az aranyszabdly
szerintihez képest, akkor a megtakaritdsi rita tartds, megfeleld mértékli emelésével
lehetett azt elérni. A megtakaritasi rata emelése azonban a sokk idSpontjdban vilto-
zatlan jovedelem mellett csokkentette le a fogyasztdsi hdnyadot, és igy a fogyasztast
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2

is, majd késébb az alkalmazkodési id6szakban a jovedelem novekedésének koszonhe-
téen emelkedett folyamatosan a fogyasztds szintje. A Ramsey-modellben a fogyasztd
a teljes életpdlya hasznossdgdt maximalizélja, amiben a jelenbeli fogyasztds nagyobb
stllyal szamit, mint a jovGbeli. Emiatt a fogyasztds visszaesése miatt a jelenben elszen-
vedett hasznossdgcsokkenést nem ellensilyozza a jov&ben varhat6 tartésan magasabb
fogyasztas, igy nem éri meg megemelnie a megtakaritasi hanyadot.

Ne feledjiik azonban, hogy a Solow-modellben minden periédusban konstans volt a
megtakaritasi rata, amit exogén médon adtunk meg, ebben a modellben pedig a szere-
pSk optimalizdlasanak eredményeként kapjuk meg. Nézziik meg, mitdl fiigg az értéke
a Ramsey-modellben!

A megtakaritasi rata alakulasa

A megtakaritds alakuldsa két ellentétes hatds er6sségétdl fiigg. Az egyik az tigyneve-
zett helyettesitési hatds. Ha a konvergencia id6szakaban az egy f6re esd t6kedllomany
novekszik, akkor a téke csokkend hozadéka miatt egyre csokken a téke redlbérleti dija,
vagyis a megtakaritds hozama, és ezéltal egyre kevésbé lesz Oszténozve a fogyasztd
a megtakaritasra ahogy tart az egyensuly felé. A helyettesitési hatds tehat csokkenti a

/////

A misik hatds a jovedelmi hatds. Az egy f6re es6 t6kedllomany novekedésével egyre
né az egy fére es6 jovedelem is, és mivel a fogyaszt6 szeretné simitani a fogyasztasi
palydjat, szamitva a kés6bbi magasabb jovedelemre, mar az alacsony jovedelmi peri-
6dusokban is relative sokat fogyaszt, aminek kovetkezménye, hogy jovedelme kisebb
hanyadat takaritja meg akkor. Ahogy nd a jovedelme, egyre nagyobb hanyadat lesz ké-
pes megtakaritani a fenntartani kivant fogyasztdsi szint mellett, igy a jovedelmi hatés
emeli a megtakaritdsi ratat, ahogy kozelit a gazdasag az egyensuly felé.

Allandésult allapotban az egy fére es6 tokeallomdny és jovedelem konstanssa valik,
nem novekszik tovabb, igy ott a megtakaritdsi rata is valtozatlan marad. A megtakaritasi
rita a nem fogyasztdsra forditott kiaddsok jovedelmen beliili ardnya, mely egyensiily-
ban:

N AT

Egyrészt lithat6, hogy minél fontosabb a fogyaszté szdmadra a jové (minél nagyobb f3),
jovedelme anndl nagyobb hdnyadat takaritja meg egyensulyban. Masrészt pedig — ellen-
tétben a Solow-modellel — csak allandésult dllapotban vélik konstanssa a megtakaritasi
rétd?]

8 A népességndvekedéssel és technikai haladdssal bévitett modellben is konstans egyensilyban, ldsd 3. fel-
adat.
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6.3. A személyes diszkontfaktor valtozasanak hatasa

Mint lattuk, a személyes diszkontfaktor értéke hatdssal van a fogyaszto viselkedésére és
a valtozok dllanddsult dllapotdra egyardnt. Nézziik meg, mi torténik, ha egy mar egyen-
stlyi novekedési palyan haladé gazdasdgban tiirelmesebbé vélnak a fogyasztdk, vagyis
fontosabbnak kezdik érezni jovdbeli fogyasztdsukat (f permanensen megemelkedik)!

Mivel a modell eldreldtd fogyasztokat tartalmaz, meg kell hatdroznunk, hogy egy
véltozas el6re vart médon, vagy vdratlanul kovetkezett be. Ha szamitottak ra, akkor
viselkedésiiket mar akkor megvaltoztattak, mikor tudomadst szereztek réla. Ha viszont
arra szamitottak, hogy B az egész életpélydn véltozatlan marad, és csak késdbb, az adott
periédusban szembesiilnek vele, hogy preferencidik megvaltoztak, akkor csak abban a
periédusban tudnak rd reagélni. Vezessiik le ez utébbinak a hatdsat!

Mivel a fogyaszté preferencidja csak a (6.18) fogyasztdsi palyat leir6 egyenletet m6-
dositja, a t6ke mozgdsi egyenletet nem, igy a[6.8]dbrdn csak a Ac; = 0 egyenes
helyzete véltozik meg, a Ak, = 0 gorbéjé nem. Ha 3 megemelkedik, az noveli az egy
fore esd tokeallomdny értékét a (6.20) altal megadott médon, igy a fiiggbleges egyenes
jobbra tolddik.

Ct Ac;=0 A, =0

K
o

./1 Ak, =0

k3 ki

6.8. abra. A személyes diszkontfaktor valtozasanak hatasa

A gazdasag a sokk bekovetkeztekor mar dllandésult dllapotban volt k] tSkedllomany
mellett. A sokk pillanatdban a t6kedllomany nem véltozik meg, hiszen predeterminélt
(az el6z6 id6szakban hatdroztdk meg az értékét), illetve latszik az dbrén is, hogy a
Ak; = 0 gorbén taldlhaté a kiinduld pont, az eredeti metszéspontban. A gazdasag csak
Ugy juthat az \j dllanddsult allapotba, ha a sokk idSpontjaban rakeriil az 4j nyeregpalya-
ra, kiilonben mds irdnyba fognak mozogni a valtozok. Abban a periédusban tehat, mikor
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a fogyasztok szamadra fontosabbd vilik a jovSbeli fogyasztds, mint kordbban, visszafog-
jék aktudlis fogyasztasukat (emiatt ugrik le a fogyasztds véltozatlan t6ke mellett az 4j
nyeregpalydra). Majd a kovetkezs periédustél mindkét valtozé novekedni kezd, mig el
nem érik az dj egyensulyi pontot, ahol magasabb tSkedllomény, magasabb jovedelem
és magasabb fogyasztds biztosithaté magasabb megtakaritdsi rata mellett.

A viltozas ekvivalens az aranyszabaly szerintinél alacsonyabb megtakaritasi rata per-
manens emelésével a Solow-modellben. Mindkét esetben el6szor lecsokken a fogyasz-
tds, majd az alkalmazkoddsi periédus végére az eredeti dllanddsult dllapotndl magasabb
szintet ér el a folyamatos novekedés eredményeként. Az egyetlen kiilonbség a véltozok
dinamikdjaban, hogy a Ramsey-modellben a jovedelembdl megtakaritani kivant hanyad
nem konstans a konvergencia alatt.

6.4. Fiskalis politikaval bovitett modell

Az eddig felépitett modellbdl kihagytuk az dllamot, pedig a valdsadgban a GDP jelen-
t6s hanyadat alkotja a kormdnyzati vasdrlds. Bovitsiik egy j szerepldvel, az dllammal
a modellt, mely fiskalis politikai funkcidkat 1at el! Tegyiik fel, hogy G; kormanyzati
kiadast eszkozol a . periddusban, amit az els6 verziéban a fogyasztoktdl beszedett T;
értékid adobol, a masodikban pedig ad6bdl és dllamkotvénybdl finansziroz!

Adofinanszirozas

A kormdnyzat a G, értéki vasarldsat teljes egészében a fogyasztokra kivetett egyodssze-
gli, 0sszesen T; értékii adobdl finanszirozza, 1gy koltségvetése minden periddusban ki-
egyensilyozott. A ¢. periddus koltségvetési korlatja:

Gt:Tt.

Mivel a kormanyzati kiaddasok nem produktivak, adét pedig csak a fogyasztok fi-
zetnek, a fiskdlis politika exogén valtozéi nem befolydsoljdk sem a véllalat termelési
fliggvényét, sem a kiaddsait, igy a vdllalat viselkedése megegyezik az dllam nélkiili
esetben levezetettel.

A fogyaszté hasznossdgdba szintén nem keriilnek be ezek az aggregatumok, igy az
tovabbra is csak az egy fore esé fogyasztds fliggvénye. Véltozas a fogyasztd koltségve-
tési korlatjaban van, mert a kiad4si oldal a fizetend6 egyosszegii adéval béviil, melynek
egy fére es6 értéke 1, = Ty /Ly

W;—O—rth,—Fﬂft—O—(l—Fr;)h, :C‘t+it+bt+1 +[[.

A fogyaszté magartartdsi egyenletei (Euler-egyenlet, t6ke és kotvény kozti optimalis
helyettesités feltétele) szintén nem mddosulnak, mert a Lagrange-mddszer alkalmaza-
sakor kiesnek az ad6k a dontési valtozok szerinti derivaldskor. Ennek kovetkeztében a
fogyasztds (6.18) mozgdsegyenlete ugyanaz marad, mint a kordbbi modellverziéban.
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A fogyasztok és az dllam koltségvetési korldtjat aggregdlva, majd kihaszndlva, hogy
a munka-, a tke- és a profitjovedelem egyiitt a teljes ¥; jovedelmet adjak, felirhat6 az
arupiac egyenstlyédnak feltétele, mely egy f6re es6 valtozokkal:

yi=c+ir+g.

Kihaszndltuk azt is, hogy a vagyoneszkdzok piacan egyensilyban b; = 0, mert az al-
lamndl egyel6re még nincs lehetdség a megtakaritdsok elhelyezésére, a fogyasztok az
azonos preferencidk miatt pedig egymadssal sem képesek ilyen iigyleteket kotni.

A t6ke (6.19) dtmenetegyenlete emiatt az aldbbi alakra médosul:

ki1 —ke = kra —¢; — Oky — g1 (6.24)

Lathatd, hogy minél tobb terméket vasarol az dllam (minél nagyobb g;), anndl keveseb-
bet tudnak a hiztartdsok megvenni, ha az egy f6re es6 tékedllomany konstans.

Tegyiik fel, hogy az dllam vératlanul, tartésan megemeli kiaddsait! A[6.9)4bra mutatja
ennek gazdasdgra gyakorolt kovetkezményeit. Mivel a (6.18) egyenlet nem viltozott az
allammal val6 b&vités hatdsdra, a Ac; = 0 még mindig egy

= [(5- 0

pontba hiizott fiiggdleges egyenes, melyet nem befolydsol fiskalis politikai beavatkozas.
A Ak; = 0 Gj egyenlete a (6.24) alapjan:

Ct :kta*5kz*gt7

mely lejjebb tolddik a kormdnyzati kiaddsok emelése esetén. Ha a kormdnyzati kiada-
sok valtozdsanak mértéke Ag, akkor a gorbe is pontosan Ag-vel tol6dik lefelé.

Mivel a sokk pillanatdban — mint lattuk kordbban — a t6ke nem valtozik, igy a fo-
gyasztds értékében lesz egy ugrds, mellyel a gazdasdg atkeriil az Gj nyeregpdlydra,
hogy az 4j éllandésult dllapotba konvergéljon. Ha az ugrds nem megfeleld mértékd,
akkor nem juthat egyensilyba a gazdasdg. Ebben az esetben ez csak tigy lehetséges,
ha a fogyasztds ugyanannyival csokken le a sokk bekovetkeztekor, mint amennyivel
a kormanyzati vasarldsok emelkedtek, és a gazdasdg azonnal az Uj egyensulyi pontba
keriil.

Ennek oka, hogy az allam a fogyasztét terheld adokbdl finanszirozza vasarlasait, me-
lyet szintén meg kell emelnie, ha kiaddsai nének. A magasabb adék permanensen csok-
kentik a hdztartdsok jovedelmét az adéemeléssel megegyezd mértékben, igy a t6ke val-
tozatlansdga mellett a fogyasztast is ekkora mértékben kell visszafognia. A kormanyzati
kiadasok tartés novelése tehat csak az egy fére esd fogyasztasra hatott, az egy fére es6
tokét és kibocsatdst valamint a vagyoneszk6zok hozamat nem érintette.

Osszevetve az eredményt a kordbbi modellben tanultakkal, eltérést tapasztalunk. A
Solow-modellben minden periédusban a rendelkezésre 4116 jovedelem konstans (1 —
s) hdnyadat forditottdk fogyasztdsra és s hdnyaddt a beruhdzésok finanszirozdsdra. Az
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cr Ac; =0

ki

6.9. dbra. A kormanyzati kiadasok permanens ndvelésének hatasa

adok novelésével a rendelkezésre allé jovedelem visszaesik, aminek eredményeként
a fogyasztok nem csak a fogyasztdst, de a beruhdzdst is csokkentik. A kormdnyzati
kiaddsok kiszoritjadk a beruhdzdsokat, igy a t6keallomdny csokkenni kezd, a hozama
pedig néni. Ezzel ellentétben a Ramsey-modellben ekkor nincs kiszoritdsi hatds, mert
a t6ke nem vdltozott.

Tegyiik fel, hogy a kormanyzat vératlanul, de csak ideiglenesen noveli meg kiaddsa-
it, és az emelés idején bejelenti azt is, mikor kivdn visszadllni a kordbbi szintre. Ekkor
a dbran lathaté médon a Ak, = 0 egyenes az emeléssel megegyezd mértékben
tolédik lefelé, mint a tartés novekedés esetén, majd a visszatéréskor visszakeriil az ere-
deti szintre. Ebben az esetben a fogyasztds kevésbé csokken a sokk pillanatdban, mint
a tartés novelés mellett. Ha ugyanannyival csokkenne, akkor egy tjabb ugrdsra lenne
sziikség akkor, mikor a fiskdlis politika visszadllitja kiaddsai és igy az addk szintjét
a korabbi értékiikre, hogy visszakeriiljon a gazdasag az eredeti egyensilyi pontba. Ez
azonban nem lehetséges, mert a szereplok ismerik a visszatérés idSpontjat, szamitanak
14, 1gy teljesiilnie kell az Euler-egyenletnek, vagyis a fogyasztdsok hatdrhaszndnak meg
kell egyeznie az egymadst kdvetS periédusokban.

A fogyasztas tehat akkora mértékben esik vissza a kiadasok emelésekor, hogy onnan
a (6.18) és a (6.24) dltal meghatérozott dinamika az eredeti nyeregpdlyéra juttassa a
gazdasdgot a kiaddsok visszadllitdsa idején, hogy onnan visszakeriilhessen a kiinduld
egyensiilyi pontba a[6.T0|4bran ldthaté médon.

Ahogy kozeleg a kiaddsok — és addk — visszadllitdsdnak ideje, a fogyasztok novelni
kezdik fogyasztasukat, és csokkentik t6kedllomanyukat. Mivel a tSkedllomdny csok-
ken, hozama novekszik, igy a vagyoneszkozok kozti optimdlis helyettesités feltétele
alapjan ((6.15) egyenlet) a kamat dtmenetileg emelkedik a gazdasagban, amig a kor-
manyzati kiaddsok magasak, majd miutdn a tékedllomdny djra novekedésnek indul a
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cr Ac; =0

ki

6.10. dbra. A kormanyzati kiadasok ideiglenes ndvelésének hatasa

kiaddsok visszacsokkentésével, a hozamok csokkenni kezdenek. A [6.11] 4bra a kamat-
14b alakuldsat mutatja, ha a fg. periddusban emelte meg a kiaddsait a kormédnyzat €s a
1. periddusban allitotta vissza a korabbi szintre.

It

Io I !

6.11. dbra. A kamatlab alakulasa

Fontos kovetkeztetése tehat a modellnek, hogy ellentétben a kordbbi fejezetekben
tapasztaltakkal, az el6relaté fogyasztéknak koszonhetSen az adott periédus fogyasztiasa
mdr nem csak az adott periédus rendelkezésre 4ll6 jovedelmének fiiggvénye, hanem a
jovére vonatkozé varakozdsok is befolydsoljak azt.

Az eredmények alapjan a redl kamatldb emelkedése a kormanyzati kiaddsok ideig-
elenes novelése esetén figyelhetd meg, tartds noveléskor nem. MegfelelS példa lehet a
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val6sdgban az ideiglenes novelésre a hdborts iddszak. Haboriban nagyobbak az orszag
kiaddsai, igy a modell alapjdn azt varndnk, hogy a kamatldb is. Barro (1987) empiri-
kusan tesztelte ezt az Osszefiiggést az Egyesiilt Kirdlysag adatait felhasznalva 1729-t61
1918-ig. A becsléshez a brit katonai kiaddsok GNP-hez viszonyitott ardnyat, illetve a
hosszu tdvi kamatldbat haszndlta fel, és azt taldlta, hogy a kett6 kozott szignifikdnsan
pozitiv a kapcsolat, amivel aldtdmaszthat6é a modell kovetkeztetése.

Ado6- és kétvényfinanszirozas
Bdvitsiik a modellt dllamkotvényekkel! A tovabbiakban a koltségvetésnek nem kell
kiegyensulyozottnak lennie, megengedjiik az dllam eladésodasat, igy a kormanyzat ki-
addsait az adok mellett a hdztartdsoknak eladott dllamkotvényekkel is finanszirozhatja.
A koltségvetési korldtja egy f6re esd valtozokkal felirva igy

g+ (1+r)d =t +d1,

ahol d; a t. periddusban kibocsdtott dllamkotvény, mely utdn a ¢ + 1. periédusban
kamatot fizet. A véllalat és a fogyaszté magatartdsi egyenletei most sem véltoznak az
allam nélkiili esethez képest, egyediil a fogyaszt6 koltségvetési korldtja modosul az
adofizetési kotelezettség miatt:

Wf+rrKkl+7tf+(1+rt)bt =c+ir+bip+4.

A vagyoneszkozok piacdn a fogyaszténak mdr van lehetSsége pénziigyi eszkozok —
allamkotvények — vésarlasara is, igy a t6ke mellett mar ebben is képes megtakaritani.
Egyensily esetén b,y = d;11. Ezt, és az dllam, valamint a fogyaszté koltségvetési
korlatjat felhaszndlva, a kordbban latott médon felirhaté az drupiaci egyensuly feltétele:

ye=cr+ir+g.

A gazdasiag diamikdjat meghatdroz6 egyenletek tehdt megegyeznek a csak adéval tor-
ténd finanszirozasnal kapott osszefliggésekkel. Ez azt jelenti, hogy az endogén valtozok
alakuldsa szempontjdbdl nem szamit, miként finanszirozza a kormanyzat a kiaddsokat.
Ha adott a kormdnyzati vasdrldsok szintje, és a fiskdlis politika ad6t csokkent a 7. perio-
dusban, akkor kiaddsait kotvények kibocsatasaval fedezi. A haztartasok az adécsokken-
tésbdl eredd plusz jovedelem teljes 0sszegét megtakaritjak (dllamkotvényt vasarolnak),
ugyanis tudjak, hogy késébb az dllam adéemeléssel lesz csak képes finanszirozni a
kotvények kivondsat. Az dllamkotvények igy csak az adok alakuldsat befolyasoljdk, a
fogyasztasi palyat nem, ha a fogyasztok el6retekintSk. Ezt nevezziik ricarddi ekviva-
lencidnak.

6.5. Osszefoglalas

1. Ebben a fejezetben fogyasztéi optimalizdcidval bdvitettiik a modellt, hogy en-
dogenizdljuk a jovedelembdl fogyasztdsra és megtakaritdsra forditott hdnyadot.
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A haztartasok életpdlya-hasznossdgukat maximalizaltdk koltségvetési korldtaik
mellett.

. A modell hosszutavi kovetkeztetései megegyeztek a Solow-modellben tapasz-

taltakkal, de a vdltozok rovid tavi alkalmazkoddsdban jelentds kiilonbségeket
lattunk. Az egyik az volt, hogy a Ramsey-modellben fontos volt, milyen kez-
d6pontbdl inditjuk a gazdasagot, mert minden indulé t6kedllomédnyhoz csak egy
olyan fogyasztdsi szint tartozott, mely biztositotta, hogy a gazdasdg egyensu-
lyi novekedési palydra kertilhessen. Masik eltérés volt, hogy ebben a modellben
nem lehetett elérni olyan egyensulyi novekedési palyat, mely maximadlis fogyasz-
tast biztositana, mert az aranyszabdly szerinti t6kedllomany az egyensiilyindl na-
gyobb.

. Szintén eltérés a kordbbi modellekhez képest, hogy itt a megtakaritasi rita csak

egyenstlyban vdlt konstanssd, egyébként folyamatosan véltozott a jovedelmi és
helyettesitési hatds dltal meghatdrozott médon.

. A személyes diszkontfaktor véltozdsdnak gazdasdgra gyakrololt hatdsa megfe-

leltethetd volt a megtakaritdsi raita modositdsdnak a Solow-modellben. Hasonl
kovetkeztetésekre jutottunk a f6bb endogén valtozok alakuldsat illetGen.

)

. Végiil dllammal b&vitettiik a modellt, mely igy alkalmassa vélt arra, hogy a fiska-

lis politikai beavatkozasok hatdsat elemezziik vele. Mig a kormdnyzati kiaddsok
permanens emelése csak a fogyasztdst befolydsolta, a tékedllomdnyt, annak ho-
zamdt, illetve a jovedelmet nem, addig az ideiglenes emelés minden valtozéra
hatdssal volt.

. Ervényes volt a ricard6i-ekvivalencia, miszerint adott korméanyzati kiaddsok mel-

lett a hdztartdsok dontését nem befolydsolta az, hogy az dllam hogyan finanszi-
rozza kiadasait. Ha a fogyasztdk elSretekintSk és végtelen idShorizontra terve-

70k, akkor egy jelenlegi adocsokkentés utan késébb adéemelésre szdmitanak, igy
nem véltoztatnak fogyasztasuk addigi palydjan.

6.6. Feladatok

. Mutassuk meg, hogy

ctl_e
1—-6

alaki hasznossagi fliggvény esetén az intertemporalis helyettesitési rugalmassag
1/6! Segitség: a helyettesitési rugalmasség két periédus fogyasztdsa kozott:

s )

u(er) =
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2. Tegyiik fel, hogy a fogyaszt6 hasznossagi fiiggvénye logaritmikus:
u(cy) = Iney.

Vezesse le, mekkora a t. periddus fogyasztdsa a paraméterek, a konstans kamatlab
és a kezdeti fogyasztds (cp) fliggvényében!

3. Tekintsiink egy Ramsey-modellel leirt gazdasdgot, mely mar egyenstlyi nove-
kedési pdlyédn van, és tartalmaz konstans technoldgiai fejlédést valamint népes-
ségnovekedést. Tegyiik fel, hogy a technolégia novekedési iiteme (g) tartésan
lecsokken!

a) Hogyan befolydsolja a fenti véltozds a Ak = 0 fiiggvényt?

b) Hogyan befolyasolja a A¢ = 0 fiiggvényt?

¢) Abrizoljuk, mekkora lesz a fajlagos fogyasztds és tSkedllomény az dj
egyenstlyban!

d) Mekkora a jovedelem megtakaritani kivant hdnyada (s*) az egyensilyi no-
vekedési palyan?

4. Tekintsiink egy Ramsey-modellel leirt gazdasdgot, mely mar egyensulyi ndveke-
dési palyan van! Tegyiik fel, hogy az dllam megadéztatja a beruhdzasokat, igy a
héztartds 4ltal elérhetd redlbérleti dij a téke bérbeaddsa utan (1 — 7)rK. Az dllam
a bevételeit egyosszegii transzferek formdjaban a fogyasztoknak adja.

a) Hogyan véltoztatja meg az ad6 a Ak = 0 és Ac = 0 fliggvényeket?
b) Mi torténik az ad6 bevezetésének idGpontjdban és utdna k és ¢ értékével?

¢) Mutassuk meg, hogy a megtakaritdsi rata egyenstlyban anndl nagyobb, mi-
nél alacsonyabb az addkulcs!

d) Ha az dllam tdmogatja a beruhdzéasokat (7 < 0), és egyosszegti adébodl szar-
mazik a bevétele, magasabb jolét érhet6 el, mint az adémentes esetben?

e) Hogyan viltozik az (a) és (b) kérdésekre adott vdlasz, ha az dllam bevételét
nem a fogyasztok kapjak meg transzferek formdjaban, hanem kormanyzati
kiadasokra koltik (g;)?

5. Tegyiik fel, hogy az dllam a t. periédusban még nem vezeti be a t6ke megaddz-

tatdsat, csak bejelenti, hogy egy késébbi id6ponttdl (1) kezdve addkoteles lesz!
Abréazoljuk fazisdiagram segitségével, mi torténik a z. periédus utan!

6. Vegyiink egy Ramsey-modellel leirhaté gazdasagot, ahol nincs népességnoveke-
dés és konstans a technoldgia. A vallalat termelési fiiggvénye ¥, = AK*L!~%, a
fogyaszté hasznossagi fiiggvénye pedig logaritmikus.

a) Hogyan befolyésolja a technoldgia tartés megemelkedése (A 1) a Ak =0 és
Ac = 0 gorbék alakjat és az egy f6re esd fogyasztas illetve tSke egyensulyi
értékét?
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Hogyan befolydsolja az amortizacios rdta tartGs visszaesése (8 ) a Ak =0
és Ac = 0 gorbék alakjat és az egyensiilyi értékeket?

Ismerjiik az alabbi értékeket:

o =0,33
B =0,95
6=0,1
A=1
ky =1
by =0.

Szamitsa ki az egy f6re es t6kedllomdny és fogyasztds egyenstlyi értékét!
Mekkora c; sziikséges ahhoz, hogy az indulé periédusban a nyeregpalydn
legyen a gazdasdg? Nézze meg, milyen palydt ir le az egy f6re es6 fogyasz-
tas és tékedllomdny, ha az indulé fogyasztds, ¢y = 0,5! Hanyadik periédus
utdn tériink 4t a fizisdiagram mdsik negyedébe?

7. Vegyiink egy két id6szakig €16 fogyasztot, akinek nincs kezdeti jovedelme és a
két periddusban Y] €s Y, jovedelemben részesiil. Y| ismert szdmadra, de ¥, bizony-
talan, igy Y, = Y| + €. Az dllam megaddztatja a jovedelmet, melynek addkulcsa
71 és Ty a két id8szakban. A fogyasztd hitelt vehet fel, vagy kolcsont nydjthat fix
kamatlab mellett, ami az egyszerliség kedvéért most 0. Igy a masodik periédus
fogyasztasa a koltségvetési korlat segitségével felirhato:

C, = [(lffl)Y] 7C|]+(1 7172)Y2,

A fogyaszté maximalizalni szeretné az aldbbi hasznossagat:

a)
b)

c)

d)

U(C)+EU(G)].

Trjuk fel az els6rendi feltételt!

Mutassuk meg, hogy E(C,) = C, ha a hasznossdgi fiiggvény kvadratikus
(példéul u(C;) = C; —aC?)!

Tegyiik fel, hogy az dllam csokkenti az elsd id6szak addkulcsat, viszont
gy noveli a masodikat, hogy a bevétele [11Y] + T E (Y )] valtozatlan. Ho-
gyan véltozik ennek hatdsdra az elsd periddus fogyasztasa, ha a hasznossagi
fliggvény kvadratikus?

7.z

Hogyan véltozik az els6 periédus fogyasztdsa az el6z6 esetben, ha a hasz-
nosségi fiiggvény CRRA tipusi?
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Az el6z6 fejezetben endogenizaltuk a jovedelembd] megtakaritani és fogyasztani kivant
hanyadot a fogyaszt6i optimalizécié beépitésével. Ennek eredményeként a valtozok ro-
vid tdvid mozgdsdban jelentSs eltéréseket lattunk a korabbi modellekhez képest, de a
hosszi tdvi dinamika nem médosult.

A Ramsey-modellben minden fogyaszté ugyanolyan preferencidkkal és korldtokkal
rendelkezett és végtelen idGhorizonton maximalizalta hasznossagat. Az elébbi feltevés
kovetkeztében nem johettek 1étre interakcidk a haztartdsok kozott, az utdbbi pedig azt
jelentette, hogy nem érkeznek tj fogyasztk a gazdasdgba, a meglévdk pedig sohasem
hagyjak azt el.

Ebben a fejezetben a gazdasdg tovabbra is végtelen iddszakig mikodik majd, de koz-
ben a szereplSk véges ideig élnek. Minden periddusban sziiletik egy uj, fiatal generacid,
illetve minden periédusban meghal egy id6s. Latni fogjuk, hogy ennek a latszélag egy-
szer( valtoztatdsnak 1ényeges kovetkezményei lesznek. Ezek a modellek az egyiittéld
nemzedékek (overlapping generations, OLG) modellcsalddhoz tartoznak, hiszen tobb-
féle korosztalyt tartalmaznak egyszerre. Els6ként Samuelson (1958) és Diamond (1965)
alkalmazta oly médon, hogy a fogyasztdok életpalyajanak hosszat elére meghataroztik.
Késdbb Blanchard (1985) folytonos id6ben felirt modelljében a haldlozdsi valdszint-
ség bevezetésével biztositotta a véges id6horizontot, Auerbach és Kotlikoff (1987) pe-
dig realisztikusabbd tette az eredeti modellt a fogyasztdk életpalydjanak részletesebb
felirdsaval.

Az egyiittél6 nemzedékeket tartalmazé modellek tobb szempontbdl is hasznosak.
Egyrészt lehetévé teszik a generdcidk kozotti interakcidkat a piacokon. Mdasrészt al-
kalmasak a demogréfiai valtozdsok és a tdrsadalombiztositdsi rendszer vizsgélatdra.
Harmadrészt pedig pontosabb képet adnak a fiskélis politikai beavatkozdsok gazdasara
gyakorolt hatdsar6l, mint a Ramsey-modell.

7.1. A modell felépitése

A fejezet els6 részében a modell két reprezentativ szerepelGt tartalmaz: véllalatot és fo-
gyasztdt. A vdllalat viselkedése megegyezik a korabbi modellekben tanultakkal, vagy-
is termelési tényezSk — téke és munkaerd — felhaszndldsdval, profitjat maximalizdlva

allitja el végtermékét. Mind az eldallitott termék, mind a termelési tényezSk drai a
tokéletesen versenyz6 piacokon a kereslet és kindlat egyenstlydban hatdrozédnak meg.

A fogyasztok két periddusig élnek, €s a teljes a életpalydn maximalizaljdk hasznos-
sagukat. Az elsd életszakaszban munkaképes fiatalok, a masodikban pedig id6sek, akik
mar nem dolgoznak. Egy periédus hosszit nem egy évként értelmezziik, hanem az élet
vagy a felndttkor felének (koriilbeliil 30-40 évnek) tekintjiik. Mivel munkédbdl szarmazé
jovedelmet csak fiatalkorban szerezhetnek, az idéskori fogyasztasukat a kordbbi megta-
karitasaik felhaszndldsval tudjak csak biztositani, ha nincsenek mas generaciotdl vagy
az allamtol kapott transzferek.
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A fejezet masodik részében egy kizdrdlag fiskdlis politikai funkcidkat ell4t6 dllammal
bovitjiik a modellt, mely kormdnyzati kiaddsait el§szor csak addkkal, majd kotvény-
kibocsatassal is finanszirozhatja. Végiil kétféle nyugdijrendszer mellett jellemezziik a
gazdasdg novekedését.

Vallalat

A reprezentativ véllalat t6két és hatékony munkaerdt haszndl fel a termelés soran, mely-
nek eredményeként ¥; terméket hoz 1étre a termelési fiiggvény éltal meghatdrozott mo-
don:

Yt :F(KlaA[LI)7

ahol L, mar nem a teljes népességet jeloli, hanem a t. periddus elején sziiletettek, azaz
a munkaképesek szamat.

A fiiggvény allandé mérethozadékd, teljesiti az Inada-feltételeket, valamint a téke és
a munka hatarterméke csokkend. A fiatal generdcio 1étszdma és annak tuddsa exogén
iitemben emelkedik, melyek novekedési ratdi n és g:

L
=1 7.1
I, +n, (7.1)
Ars1
=1 . 7.2
A, +g (7.2)

A villalat a felhaszndlt munka utdn bért, a t6ke utdn pedig bérleti dijat fizet, és az
alabbi profitfiiggvényt maximalizalja minden periédusban a dontési valtozdi szerint:

T =F(K,L)—wlL —rkK, — max..

Az elsérendii feltételek alapjan a tényezddrak a hatdrtermékekkel egyeznek meg opti-
mumban:

JdF (K;,Ly) K
T = rt B (73)
IF(K.L) _

oL, r

A modell levezetéséhez hasznéljuk a Cobb-Douglas tipusu termelési fiiggvényt:

Y, = K (AL)' %!
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Fogyaszto

Minden periédus elején L; fiatal sziiletik, ahol a f idSindex a sziiletés idejére utal. Eletiik
els szakaszaban dolgoznak, amiért cserébe a vdllalattél munkabért kapnak. Munkaki-
ndlatuk rugalmatlan, mindannyian egységnyi munkakindlattal rendelkeznek. Jovedel-
miiket fogyasztdsra koltik, illetve bizonyos hanyadat megtakaritjak. A masodik életsza-
kaszban, az id6skorban médr nem véllalnak munkdt, csak elfogyasztjdk a megtakarita-
suk, illetve az utdna kapott kamatok értékét. A gazdasdgban igy két generdcio él egymads
mellett, és a teljes népesség a . periédusban:

L+ L,

ahol L; a fiatal, L, pedig az id6sek szdma, miutdn az elébbiek a ¢., az utébbiak pedig
at — 1. periédusban sziilettek. Mivel a sziiletések szdma exogén n litemben novekszik,
igy L,_1 = L;/(1 + n). Megmutathat6, hogy ekkor a teljes népesség novekedési ritdja
isn:

Lip+L (1+n)L+L  (2+n)L, l4n

Li+Li, L,—i—lLﬁ %Lt ‘

A fogyasztok az életpalya-hasznossdgukat maximalizaljak a koltségvetési korlatok
mellett, igy a fogyasztdsi és megtakaritisi hanyad a Ramsey-modellhez hasonl6an en-
dogén, és a kiilonb6z6 generdcidk kozott eltérhet.

Az adott periédus hasznossaga az akkori fogyasztds fiiggvénye. Jeloljiik U;-vel egy t.
periédusban sziiletett egyén életpalya-hasznossagait, a fiatalkori és id6skori fogyasztas
pedig legyen cy; €s ¢y, utalva arra, hogy az els6 €letszakaszdban (a t. periddus-
ban) fiatal, a masodikban (f + 1-ben) pedig idGs! Az életpdlya hasznossdga az egyes
idészakok hasznossaganak silyozott atlaga:

U =u(cr,)+ u(c2,14+1)s 7.4

I+p
ahol 1/(1+ p) a személyes diszkontrétéﬂ és p > —1, hogy értéke pozitiv legyen. Ha
p > 0, akkor a fogyaszté szdmdra fontosabb az aktudlis fiatalkori hasznossdga, mint a
késébbi idskori, p < 0 esetén pedig forditva. A periédusbeli hasznossagi fiiggvények
pozitivak és konkdvok, mert a magasabb fogyasztds magasabb hasznossdgot biztosit,
de a fogyasztds hatarhaszna csokkend:

u/(clly,) >0 u"(cu) <0,

“/(CZ.HI) >0 M”(¢‘2,z+1) <0.

Kovessiik végig a fogyaszté €letpalyajat! Tegyiik fel, hogy egyelSre nincs 6roklés a
modellben, igy sziiletésekor nem rendelkezik vagyonnal! Fiatal kordban felkinélja egy-
ségnyi munkaerejét, melyért cserébe w; bért kap. Ennek egy részét fogyasztasra for-
ditja, a tobbit pedig megtakaritja idés kordra (s;), igy az els6 életszakasz koltségvetési

'Hasonl6képpen értelmezhetd, mint a Ramsey-modell paramétere, vagyis B = 1/(1+p).
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korlatja:
wr =c1;+ 5. (7.5)
A kovetkezd periddusban id6sként mar nem dolgozik, csak feléli kordbbi megtakari-
tasat annak kamataival egyiitt:

C2141 = (T47r41)81- (7.6)

Ha érvényes a nincs Ponzi-jdték feltevés, akkor az életpilya végén addssdgot nem hal-
mozhatnak fel, és mivel utédaikrél nem gondoskodnak, nem raciondlis dontés a megta-
karitds az életpdlya végén, vagyis fenndll a transzverzalitasi feltétel.

Behelyettesitve a (7.6) egyenletbdl kifejezett megtakaritdst a (7.3) egyenletbe, meg-
kapjuk a fogyaszt intertempordlis koltségvetési korlatjat, miszerint a bevétel és a ki-
adas jelenértéke megegyezik:

C2t+1
1+ t+1 '

A fogyaszt6 a (T-4) életpdlya-hasznossdgat maximalizélja a (7.7) koltségvetési korlat
mellett. Problémdjat a Lagrange-mddszer segitségével oldjuk meg, ahol a Lagrange-
fuggvény:

W =Clt + (77)

L = célfiiggvény + Lagrange-multiplikator - (a korlat O-ra rendezve).

Beirva az életpdlya hasznossdgét, illetve a nulldra rendezett korlétot, és A-val jelolve a
multiplikétort:

C
L=ulcis)+ ﬂ}

1
I+p L+rp

A Lagrange-fiiggvényt a fogyaszt6 dontési valtoz6i (cq 1,2 441) szerint maximalizdl-
va az elsérend( feltételek:

”(02,t+1) +A [Wt —Clt—

2L /
— = —-A=0
acl,t u (Cl-,t) )
L | 1
— = -2 =0
dcayd 1+Pu (c241) L+rp
melyekbdl kifejezve A értékét az aldbbi osszefiiggésekhez jutunk:
Z’ = M/(Cl .1)7
= 1+p“/(6‘2,z+1)(1 +ri41)
Ez utébbiakat felhaszndlva megkapjuk a fogyaszt6 Euler-egyenletét:
! =——u 1+ , 7.8
u'(cry) 1" (c2r+1)(L+r141) (7.8)

mely megegyezik a Ramsey-modellben levezetettel. A fogyaszténak dontenie kell,
hogy vagyondnak egy egységét fiatal kordban elfogyasztja, ami u’(c1 ) hasznossdgot
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jelent neki, vagy pedig megtakaritja azt, €s id6s kordban — mikor kamatokkal egyiitt
visszakapta — fogyasztja csak el. Ez utébbi (1 + r,y1)u’(c2441) hasznossdgot jelent,
mert a kapott kamatot is felhasznélhatja, de mivel a kovetkez6 idGszak most kevésbé
fontos szdmdra, mint a jelenlegi, igy 1/(1+ p)-val silyozza azt. A szerint te-
hat akkor dont optimdlisan a fogyasztd, ha az els6 és mdsodik életszakasz hatdrhaszna
megegyezik.

Az el6z6 fejezeben mar megismert CRRA tipusi hasznossagi fiiggvény:
R 7

1-6 1+pl1-06’

U; 0>0 (7.9)

mellett az Euler-egyenlet
_9 1 4
1 = T pC2en (47,

vagy atrendezve

€241 _ [1+Vz+1 ] 1/6 (7.10)

Cly I+p

A @) Osszefiiggésbdl latszik, hogy ha r;1 > p, akkor a fogyasztasi palya novekvd,
i1 < p esetén csokkend és r; 1 = p mellett simitott. Az intertempordlis helyettesitési
rugalmassédg (1/0) hatdrozza meg, hogy mennyire érzékeny a fogyasztds a kamat és a
személyes diszkontfaktor megvaltozasara.

Az Euler-egyenletet a médsodik periddus fogyasztdsira rendezve, majd beirva azt
a @) intertempordlis koltségvetési korlatba, megkapjuk az els6 periddus fogyaszta-
sdnak képletét:

1
_ (1+p)e "

(14+p) % +(1+7r41)7 "
melybdl adédik az elsd periddus megtakaritdsa:

Jt

(1+Vt+1)$71
(14p)7 +(147r51)0!

Sp=wp—cip = wr, (7.11)
miszerint a jovedelem megtakaritani kivant hdnyada, azaz a megtakaritasi rata a kamat-
14b tiiggvénye:

(I+r41) o
(14p)7 + (1 rip)o "
Nézziik meg, hogyan befolyasolja a kamatldb emelkedése a megtakaritasi ratat! Egy-

o

szer(sitések utdn addédik, hogy

s(ryq) = (7.12)

dsrian)  (B=1)(I+r)s2(1+p)8

- ((p)b+ (1 rnas)

Irii
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ahol minden tényez§ pozitiv, kivéve a szdmldléban 1év6 1/6 — 1, melynek elGjele 6
értékétdl fiigg. A kapcsolat irdnya azért nem egyértelmd, mert egyszerre jelentkezik két
ellentétes hatds: a jovedelemi és helyettesitési hatds. Az el6bbi szerint a kamat emelke-
désével nd a fogyaszt6 kamatjovedelme, melyet a megtakaritdsai utdn kap, {gy mindkét
periédus fogyasztasat noveli, vagyis a megtakaritdsat csokkenti. Az utébbi szerint a ka-
mat emelkedése arra 6sztonzi a fogyasztét, hogy relative tobbet fogyasszon a kdvetkezd
periédusban, és kevesebbet a jelenlegiben, ami pedig noveli megtakaritisat. A kamat és
a megtakaritdsi rata kozti 0sszefiiggés az aldbbiak szerint alakul.

. Ha 6 < 1, akkor 1/6 > 1, igy (r'*‘) > 0. A kamatldb és a megtakaritdsi rdta
kozott pozitiv irdnyd a kapcsolat azaz ha a kamatldb nd, akkor a fogyaszté a
jovedelem nagyobb hanyadat teszi félre. Ekkor a helyettesitési hatds az erGsebb.

2. Ha 0 > 1, akkor 1/6 < 1, igy Y(r‘:') < 0. A kamatlab és a megtakaritdsi rata
kozott negativ irdnyd a kapcsolat, azaz ha a kamatlab nd, akkor a fogyaszté a
jovedelem kisebb hdnyadét teszi félre. Ekkor a jovedelmi hatds az er6sebb.

3. Ha 0 =1 (logaritmikus hasznossagi fiiggvény), akkor w = 0. A kamatlab
novekedése nem viltoztatja meg a megtakaritdsi ratat, vagyis a két hatds eredgje
0.

Piacok

A vallalat illetve a fogyasztdk a piacokon keriilnek egymadssal kapcsolatba, melyeken a
kereslet és a kindlat egyenl8sége mellett alakul ki az egyenstily.

1. Kolesondzhetd forrdsok (vagyoneszkozok) piaca. A fiatalok egyféle vagyonesz-
kozben képesek csak megtakaritani, t6kében, igy a fiatalok kovetkez6 idészakra
atvitt 6sszes megtakaritdsa megegyezik a kovetkezd periddus aggregalt t6kedllo-
manyéval:

Kt =Ly (7.13)

2. Arupiac. A vallalat felkinalja az elGéllitott terméket, a fogyasztok pedig fogyasz-
tasi, és beruhdzdasi céllal vasdroljak azt meg:

Yi=G+1, (7.14)

ahol C; = cy 4L + cp L, az aggregalt fogyasztas, azaz a két egyiittél6 gene-
raci6 fogyasztasdnak az Osszege. Az egyensuly feltételét dgy is megkapjuk, ha
aggregdljuk a ¢. periddusban €16 két generaci6 tagjainak koltségvetési korlatait:

weLy + (14 1)1 Li—y = 1Ly +co L1 + 5Ly,

majd behelyettesitjiik a vagyoneszk6zok piacdnak egyenstlyi képletét és az agg-
regalt fogyasztast:
wile +(1+r)K =Cr + Ky 1.
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Végiil kihasznaljuk, hogy 1+ 7, valGjdban a t6ke netté hozama, mely X +1 — §:
wily + 1 K = G+ K1 — (1= 8)Ky,
ahol w,L, + KK, =Y, és K;.1 — (1 — 8)K; = I,.

3. Munkapiac. A fiatal generdcié tagjai felkinaljdk egységnyi munkaerejiiket, igy
az aggregélt munkakindlat L7, amit a vallalat felhasznal a termelés soran (LP):

Ly =1P.

4. Tékepiac. Az id6s fogyasztok felkinaljak az dltaluk birtokolt t6két, mely Ossze-
sen K3, és a villalat felhasznalja azt a termelés sordn (KP):

K5 =KP.

7.2. A modell dinamikaja és egyensulya

Adott kezdeti értékek mellett barmely periddusdban kiszdmithatk az endogén valtozok
értékei a szerepldk elsérendd feltételeit, korlatait valamint a piaci egyensilyi feltétele-
ket felhaszndlva. Feltessziik, hogy a gazdasdg vizsgdlatdnak kezdetekor Ly az idGsek
szama, akik osszesen K| t6két birtokolnak (mindkét érték exogén). Miutdn az idGsek
nem gondoskodnak utédaikrél, életiik végén mar nem halmoznak fel vagyont, hanem
felélik az Osszes megtakaritdsukat. Mivel t6kében takaritottak meg, ez gy lehetséges,
hogy eladjdk a ndluk 1évs tokét a fiataloknak, akik hajlandék ezt megvenni, mert abban
tudjak csak atvinni vagyonukat a kovetkezd periddusra. A folyamat késbb tovabb foly-
tatodik a kovetkez$ generdciok kozott. Lathatjuk, hogy ellentétben a Ramsey-modellel
a Diamond-modellben lehetséges a fogyasztok kozti tranzakcid.

A modell dinamikaja

A fiatalok teljes megtakaritdsa a kovetkezd periddusban felhaszndlhaté tSkedllo-
madnnyal egyezik meg a (7.13) szerint, és egy fiatal megtakaritdsat a (7.11) egyenlet

alapjan szdmithatjuk ki:
(1+r1) !

1 1 WtLt- (715)
(1+p)0 + (1 +7r1)0 !

Kiv1=s:ily =

[rjuk 4t ezt hatékonysagi egységre esé valtozékra! A definici6 ugyanaz, mint a korabbi
modellekben, vagyis a valtozok egy hatékony munkaerére esd értékét A;L;-vel vald
osztas utdn kapjuk meg, példaul:
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A (TT3) egyenlet ekkor:

1
kiv1 = ! . (L+r1)o " w
(I4+m)(1+8) (14p)o +(1+r41)57 14,
ahol Cobb-Douglas tipust termelési fliggvény esetén

Wy = KEAL (1 - )L,

igy w
X; =K2A;7%(1 — o)L, % = (1 — o)k,
A fajlagos t6kedllomany dinamikdjat meghatdrozé egyenlet tehat:
1
. 1 14r4q)s ! 5
- L
(A+m)(1+8) (14p)7 +(1+71)7

ahol

Fryl = ’tK+1 -6= ‘XKZO.SI(AHILHI)I*“ —-0= alzto.f]l —4.
Az egyszertiség kedvéért a levezetést logaritmikus hasznossagi fiiggvénnyel (6 = 1)

folytassuk, mert ekkor az 4tmenetegyenlet az aldbbi alakra egyszer(isodik:
1 1

1+n)(1+g) 2+p

A (T16) egyenletet dbrdzoljuk egy megfelel§ koordindta-rendszerben (lasd[7-1)dbra)!

A fiiggvény az orig6bdl indul — ha feltessziik, hogy a t6kedllomany nem lehet negativ
— valamint novekvé és konkav:

kip1= ( (1—a)k?. (7.16)

dk, 1 1 -
AR : (1—a)ak®" >0,
dk, (1+n)(1+g) 2+p
dz]}tﬂ 1 1 zo—2
= . l—a)(a—1)ak* =<0,
2k (+n)(1+g) 2+p( I Jak' " <
ki1 —o0, ha k —0,
dk;
ki1 —0, ha k — o
dk;

Lithat6, hogy a fiiggvény és a 45°-0s egyenes a k* pontban metszi egymésﬂ Ettdl
alacsonyabb indulé hatékonysdgi egységre jutd tékedllomany esetén az dbra alapjdn a
tke értéke periédusrél periédusra né, mig el nem éri a k* pontot, etté] magasabb kezde-
ti érték esetén pedig folyamatos csokkenést tapasztalunk k*-ig. k* teht egy globélisan
stabil egyensulyi pont, hiszen barmely pozitiv indulé fajlagos t6kedllomanybdl inditva
a gazdasdgot, az mindig ebbe a pontba konvergél.

2 Az origé is kozos pontjuk, de a k; = k; 41 = O esettel nem foglalkozunk.
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kit
kit =k

1 1 7
g zrp (1~ 0K

7.1. bra. Atmenetdiagram a Diamond-modellben

Allandésult allapot

Egyenstilyban a hatékonysagi egységre es6 tokedllomany nem véltozik (k;, = I~c,+1 ), és
allandésult allapotbeli értéke a egyenletbdl megkaphato:

. - .
= arareaas)

(7.17)

Ennek kovetkeztében a hatékonysagi egységre esd kibocsatds sem vdltozik:

o

- 1—-a T
v [<l+n><1+g><2+p>] '

Eszerint abban a gazdasdgban érhet$ el alladésult dllapotban magasabb hatékonysagi
egységre esd kibocsitds, ahol lassabb a népességnovekedés és a technikai haladés (a
Solow-modellhez hasonléan), illetve ahol p kisebb, vagyis ahol a fogyaszték szdmara
relative fontosabb az idGskori hasznossag.

s

Az allandésult dllapotbeli értékek szamszer(isitésénél figyeljiink arra, hogy ebben a
modellben egy periédus nem egy évnek, hanem az élettartam felének felel meg! Igy
példaul ha egy periddus 30 évet foglal magaba, akkor egy 40%-os népességnovekedés
egy periédus alatt évi /1,4 = 1,0113, azaz 1,13%-o0s novekedést jelent.
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Egyensulyi novekedési palya

% z

Jeloljiik kisbetiivel az egy munkasra esd értékeket, példaul:

_ K,

=7

Ne feledjiik, hogy ebben a modellben — az el6z8ekt6l eltéréen — az egy fére és az egy

munkdsra juté érték nem ugyanazt jelenti, hiszen az id6s generdcié mar nem dolgozik!
Ha a hatékonysagi egységre juté értékek (k;, ¥, 17,,5,) nem vdaltoznak egyensulyban,

akkor az egy fére es6 véltozok (k;,yr, i, ;) egyensilyi novekedési liteme a technikai ha-

laddssal egyezik meg, az aggregalt valtozok (K;,Y;, 1, Cy) pedig (1+n)(1+ g) iitemben

novekednek, példdul:

ki

kvt k1A
e e (NP
ks A, &

Kivi kil
— = —=(1 1 .
o= = () ()
A redlbérleti dij egyensulyban konstans, a redlbér novekedését pedig a munka haté-
konysdgdnak fejlédése hatdrozza meg:

@ _ oK (A1 L)' _ (IE,H)oH .
& aK* (A L) - %

)

Wi+l KtojrlAtIIIaU - Ot)Lt_ﬁ _ Art1 <]~<1+] >a 1+
Wi KA (1 — o)L ® A\ K &

A megtakaritdsi rata mar nem exogén, hanem a fogyasztdi optimalizacié alapjan hata-
rozédik meg, mint a Ramsey-modellben, és a egyenletben mdr levezettiik a fiata-
lokét. Mivel a megtakaritds hozama egyenstlyban konstans, a megtakaritdsi ratdjuk sem
véltozhat akkor, de a konvergencia id6szakdban igen, mint a Ramsey-modellben. Loga-
ritmikus hasznossagi fiiggvény esetén azonban minden periédusban konstans 1/(2+p)
az értéke. Az dlland6 megtakaritdsi rata a Solow-modellhez hasonld, de a ratat itt a pa-
raméterekbdl vezetjiik le, azaz endogén.

A modell hosszu tavi kovetkeztetései megegyezenek a Solow-modellben tapasztal-
takkal, és logaritmikus hasznossagi fiiggvény esetén a rovid tdvi dinamika is hasonlé.

A konvergencia sebessége

A kordbbi modellekben is alkalmazott mddszerrel meghatdrozhatjuk, milyen gyorsan
kozelit az egyensilyi novekedési pdlya felé a gazdasdg, ha még nem érte azt el (leveze-
tését 1dsd a[7.A]fiiggelékben). A konvergencia sebességét megadé egyenlet:

Ing;41 —Ing; = (¢ —1)(In§; — Iny").

Eszerint ha az aktudlis hatékonysédgi egységre esé kibocsatds magasabb az allandésult
allapotbeli értékénél, akkor negativ a novekedési rata (az egyenlet bal oldala), vagyis
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csokken, ha pedig alacsonyabb a jelenlegi szint, mint az dllanddsult dllapotbeli, akkor
a novekedési rata pozitiv, azaz novekedni fog a hatékonysagi egységre esd kibocsatds.
Ebbdl is lathatd, hogy barmely kezdeti értékbdl indulva a gazdasig az egyensulyi pont
felé konvergdl, ahogy azt mar kordbban is megmutattuk.

A konvergencia sebessége a téke termelési rugalmassdganak fiiggvénye, igy példaul
o = 1/3 esetén az dllandésult dllapottdl vett tavolsag 2 /3-dval kozelit a fajlagos jovede-
lem az egyensiilyi pontja felé minden periddusban. Emlékeztet6iil, a Solow-modellben
az egyiitthat6 (a — 1)(n+ g+ &), igy a konvergencia ott ettSl lassabb.

Ennek oka, hogy a Solow-modellben a teljes jovedelembdl megtakaritani kivant ha-
nyad konstans volt, itt pedig a tke fiiggvényében valtozik. A Diamond-modellben a
gazdaség egészének megtakaritdsa Sy = I, = K; 1| — (1 — 8)K;, ahol K| a fiatalok meg-
takaritdsa, (1 — 8)K; pedig az idGsek altal birtokolt t6ke amortizécié utdn fennmaradé
hanyada, melyet fogyasztasi cikkek vasdrldsdra forditanak (megtakaritasukat felélik az
életpalya végén).

A teljes megtakaritds aggregalt jovedelemhez viszonyitott ardnya igy:

St K K

Y, Ty 7(176)2.

Felhasznélva, hogy a fiatalok megtakaritasa logaritmikus hasznossagi fiiggvény esetén
Ki+1 = 5Ly = 1/(24 p)wiLy, ahol a redlbér a munka hatdrtermékével egyenld, lathat-
juk, hogy a fiatalok megtakaritdsa a teljes jovedelem konstans hanyada:

Kyt mipKfATC(1-a)L %L 1 —g

Y, Y, C 2+4p°

Ezzel szemben az id6sek "negativ megtakaritdsi" ratdja a hatékonysdgi egységre esd
toke fiiggvényében viltozik, igy csak allandésult dllapotban konstans:

&:]”clfa
y, "

A fentiek alapjan tehat a teljes megtakaritds aggregalt jovedelemhez viszonyitott ara-

nya k; csokkend fiiggvénye:

S 1—o -

I T (1-8)k

Y, 2+p
Ez azt jelenti, hogy az egyensulyihoz képest til magas t6kedllomdny mellett a meg-
takaritdsi hanyad alacsonyabb az allandésult dllapotbeli értékénél, tul alacsony tékedl-
lomany esetén pedig magasabb anndl. Ennek eredménye, hogy a Diamond-modellben
gyorsabb a konvergencia, mint a Solow-modellben.

Aranyszabaly és hatékonysag

A Ramsey-modellben azt tapasztaltuk, hogy nem lehetséges a tilzott tékefelhalmozas,
mert a fogyasztok megtakaritdsi dontése optimdlis, és nem exogén adottsdg, mint a
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Solow-modellben. A Diamond-modellben ezzel szemben lehetséges, annak ellenére is,
hogy a fogyasztdk itt is az optimdlis megtakaritdst vdlasztjdk. Ez annak koszonhetd,
hogy a szereplSk véges, két id6szakig tartd életpdlydn maximalizaljak hasznossdgukat,
mikozben a gazdasdg végtelen id6horizonton mikodik.

Ahhoz, hogy ezt megmutassuk, vezessiik le a maximdlis hatékonysdgi egységre
es6 fogyasztast biztositd, vagyis az aranyszabdly szerinti egyensilyi fajlagos t6keéllo-
manyt! A gazdasdg drupiaci egyenstlyabdl kifejezhetd az aggregélt fogyasztds, illetve

atalakitds utdn a hatékonysdgi egységre esd értéke is dllanddsult dllapotban:
G=Y -1

=7 —(n+g+8+ngk* =k — (n+g+8+ng)k*

A hatékonysdgi egységre es6 fogyasztidst maximalizdlva ugyanazt az aranyszabdélyt biz-
tosito feltételt kapjuk, mint a Solow-modellben, miszerint a t6ke hatarterméke a potlas-
sal egyezik meg:

k" = (n+g+8+ng),

melybdl levezethetd az aranyszabaly szerinti fajlagos tokedlloméany (k) értéke:

. g
o= (rararn)

Osszevetve ezt a hatékonysagi egységre jutd tokedllomany dllandésult dllapotbeli ér-
tékével, nem tudjuk egyértelmtien megéllapitani melyik a nagyobb:

ke < k.

1 1

T—a 1- T
(revsrme) S lmmnzoas)

Ha « elég alacsony, akkor eléfordulhat, hogy k* > kg, vagyis tilzott a tSkefelhal-
mozds az egyensilyi novekedési palyan. Belathat6, hogy ez nem hatékony. Pareto-
hatékonynak nevezziik azt az egyensulyt, mikor nem lehetséges ugy javitani valamely
szerepld jolétén (jelen esetben hasznossagan), hogy kézben masoké ne csokkenjen.

Ha 1étezne egy tarsadalmi tervezd, aki atrendezhetné a szereplSk erSforrasait ugy,
hogy annyival csokkentené a megtakaritast, hogy a hatékonysagi egységre esd tékedllo-
many a kovetkez6 periddusban az aranyszabdly szerinti értékére keriiljiink, és tartdsan
ott is maradjon, akkor a kés6bbi idészakokban magasabb hatékonysagi egységre esd
fogyasztds és igy magasabb j6lét lenne elérhetd, mint a beavatkozas el6tt.

Az elsd joléti tétel szerint azonban a versenyzoi egyensuly Pareto-hatékony, vagyis
versenyzdi piacok mellett, ahol nincsenek externdlidk, a kialakult egyenstlynak Pareto-
hatékonynak kellene lenni. Ez azért nem teljesiil a Diamond-modellben, mert a gene-
raciok szama nem véges, igy a tarsadalmi tervezd képes tigy gondoskodni az idGsek
fogyasztasardl, ahogy az a piacokon nem lenne megvaldsithatd. Mivel az idések mun-
kajovedelemben mdr nem részesiilnek, ugy biztositjadk iddskori fogyasztdsukat, hogy
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fiatal korukban t6keeszkozokben megtakaritanak. Erre akkor is rakényszeriilnek, ha a
t6ke hozama nagyon alacsony. A tdrsadalmi tervezd ezzel szemben képes arra, hogy az
elérhet$ forrdsokat wjraossza a fiatal és az id6s generacié kozott. Vegyiik példdul azt
az esetet, mikor minden fiataltdl elveszi a munkajovedelme egy egységét, és transzfer-
ként az id6seknek adja az abbdl befolyt 0sszeget! Ha L, a fiatalok szdma, L,_| pedig az
id6seké, akkor az egy idGsre juté transzfer (¢t7;) értéke:

I'Lt
try = s
t—1

ahol L, _| = L;/(1+n) az n iitemd népességndvekedés miatt, igy egy idGs 1+ n egy-
ségnyi transzferben részesiil. Ha a jovedelem egy egységét fiatal kordban megtakaritotta
volna, akkor az utdn most 1 4 r; kamatot kapna. Ha n > r;, akkor a tdrsadalmi tervezd
altal nagyobb idGskori fogyasztas biztosithat6, mint mikor a fogyasztok a piaci kamat-
14b mellett takaritanak meg. A fiatalok fogyasztdsa nem csokken, mert amit a tervezd
beszed toliik, azt egyébként is megtakaritandk, és nem fogyasztdsra forditandk, az id6-
sek fogyasztasa pedig novekszik, igy a Pareto-javitds lehet6sége miatt az egyensuly
nem Pareto-hatékony.

Ha a tarsadalmi tervezd ezt az ujraosztast a kovetkezd generaciok kozott is elvég-
zi az Osszes jovGbeli periddusban, akkor azzal nem ront egyik fogyaszté életpalya-
hasznossdgdn sem. Mivel a modellben lehetség van arra, hogy gy noveljiikk bizo-
nyos generacidk fogyasztasat, hogy kozben a tobbié sem csokken le, az egyenstly nem
hatékony. Ez a hatékonysdg viszont kiilonbozik a fentebb definidlttdl, mert a késébbi
periédusokat is figyelembe veszi, igy dinamikus hatékonysdgnak nevezzik. A tilzott
t6kefelhalmozds esetére tehdt a dinamikus hatékonysdg sem all fenn.

Ezzel ellentétben a Ramsey-modell egyenstlya mindig Pareto-hatékony volt, mert a
végtelen id6horizonzon optimalizalé fogyasztok ugyanolyan korlatokkal és preferenci-
akkal rendelkeztek, igy a tarsadalmi jolét egybeesett a reprezentativ haztartds jolétével,

a tdrsadalmi tervezd dltal meghatdrozott optimum pedig a fogyaszték optimalizdcidja-
bdl ad6dé egyensiillyal.

Abel, Mankiw, Summers és Zeckhauser (1989) az Amerikai Egyesiil Allamok és ma-
sik hat fejlett gazdasdg (Anglia, Franciaorszag, Japan, Kanada, Németorszdg és Olasz-
orszag) adatait felhaszndlva vizsgaltdk, hogy 1étrejohet-e a valésdgban is dinamikusan
nem hatékony helyzet. Ez akkor dllna fenn, ha a hozamok alacsonyabbak lennének,
mint a ndvekedési rata. Azt talaltak, hogy a rovid lejaratd dllamkotvények redl kamat-
laba alacsonyabb volt a gazdasagi nvekedésnél az Egyesiilt Allamokban, tehat fenn-
allhatott a tilzott t6kefelhamozds lehetsége.

Felhivtdk azonban a figyelmet arra, hogy a valdsagban nem csak egy megtakaritasi
eszkoz all a szereplSk rendelkezésére, hanem tobbféle, melyek hozama és kockdzata
eltérS. Mas tipust hozam felhasznaldsa mellett mar a dinamikus hatékonysag 1étezését
tdmasztottak ald az Osszes vizsgalt orszagban. Még Japanban is, ahol a tobbi orszaghoz
képest magas volt a beruhdzési rata 1960 és 1984 kozott.
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7.3. A személyes diszkontfaktor valtozasanak hatasa

A modell hosszu tdvd dinamikdja hasonl6képpen alakult, mint a Ramsey- és a Solow-
modellben. Nézziik meg, hogy a sokkokra adott vdlaszok és a valtozdk rovid tdvi moz-
gdsa mennyiben tér el ezektSl!

Tegyiik fel, hogy az altalunk vizsgélt gazdasdg mar egyensulyi novekedési palyan
haladt, mikor megvdltoztak a fogyasztok preferencidi, és a fiatal generdcié szdmdra
fontosabba vdlt a jov6 (p lecsokkent)! Az idéskori hasznossag felértékel6dése miatt
jovedelmiik nagyobb hdnyadat takaritjdk meg, hogy magasabb fogyasztdsi szintet tud-
janak a mdsodik életszakaszukban biztositani.

]}Hl 7‘[+1 :i{t

! 1 1 7
| Trmirg Zep (L~ @K

7.2. dbra. A személyes diszkontfaktor valtozasanak hatasa

A hatékonységi egységre juté téke dinamikdjat leiré (7.16) fiiggvény a[7.2]dbrén lat-
hat6é médon feljebb tolddik, igy a l}’{ eredeti dllanddsult allapotban 1év6 gazdasdgban a
t6kedllomany folyamatosan, de egyre csokkend titemben novekedni kezd, mig el nem
éri az dj, IEE egyenstlyi szintet. A hatékonysdgi egységre esd fogyasztds a véltozas pil-
lanatdban lecsokken a hirtelen megemelkedett megtakaritdsi rdta miatt, majd az egyre
nagyobb fajlagos t6kedllomany egyre magasabb hatékonysagi egységre juté jovedelmet
biztosit, mely — az akkor mar konstans megtakaritdsi rdta mellett — egyre magasabb faj-
lagos fogyasztast tesz lehetdvé. Az egy f6re jutd kibocsatds novekedési iiteme emiatt
csak atmenetileg gyorsul fel, elérve az Uj egyensulyi novekedési pdlydt djra a technikai
haladéssalal egyezik meg.
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A folyamat tehét hasonl6 ahhoz, amit a Ramsey-modellben tapasztaltunk § emelke-
désének hatdsdra, illetve amit a Solow-modellben littunk az exogén megtakaritdsi rata
novekedésekor.

7.4. Fiskalis politikaval bovitett modell

Bdovitsiik a modellt egy fiskdlis politikai funkcidkat elldté dllammal! Tegyiik fel, hogy
G; kormanyzati kiadast eszkozol a ¢. periédusban, amit az els§ verziban a fiatal fo-
gyasztoktol beszedett T; értékii adobol, a masodikban pedig adébdl és dllamkstvénybdl
finansziroz!

Adofinanszirozas

A kormdnyzat a G, értéki vasarlasat teljes egészében a fiatal fogyasztokra kivetett egy-
Osszegd, osszesen T; értékd adobol finanszirozza, igy koltségvetése minden periddus-
ban kiegyensulyozott. Az id6s generacionak mar nincs addfizetési kotelezettsége. A t.
periédusban az dllam koltségvetési korlatja:

G[:T}.

Mivel a kormanyzati kiaddsok nem produktivak, ad6t pedig nem fizetnek a vallalatok,
a fiskdlis politika exogén valtozdi nem befolydsoljdk sem a termelési fiiggvényét, sem
a kiaddsait, igy a vdllalat viselkedése megegyezik az dllam nélkiili esetben levezetettel.

A fogyaszté hasznossdgdba szintén nem keriilnek be ezek az aggregatumok, igy az
tovdbbra is csak a két életszakasz fogyasztdsanak fliggvénye. Véltozas a fiatal fogyasztd
koltségvetési korlatjaban van, mert a kiadasi oldal a fizetend$ egydsszegii ad6val boviil,
melynek egy fiatalra esé értéke t; = T; /L;:

Wy =cC1s+ S+

Id6s korban mar nem fizetnek addt és transzfert sem kapnak az dllamtdl, igy korlat-
juk véltozatlan, vagyis idskori fogyasztdsukat csak kordbbi megtakaritdsaikbdl finan-
szirozhatjak: (1+r,41)s; = ¢2441. A fogyaszt6 Euler-egyenlete szintén nem viltozik,
mely logaritmikus hasznossagi fiiggvény esetén:

1 1

1
e (14r . 7.18)
Cly 1+P( t+1)C2ﬁr+1 (

Az id6skori koltségvetési korldtot €s az Euler-egyenletet ¢, -re kifejezve, majd
azokat egyenl6vé téve egymadssal az aldbbi sszefiiggéshez jutunk:

—— (I +rq1)cry = (M +re41)se,
1+P( t+1) 1t ( t+1)t

ahol a megtakaritds a fiatalkori munkajovedelem adéfizetés és fogyasztds utin megma-
rad6 része: s; = wy —t; — ¢ ;. Egyszer(sités és dtrendezés utdn megkapjuk a fiatalkori
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fogyasztast, ami a rendelkezésre all6 (ad6zds utdni) jovedelem (1+p)/(2+ p) hénya-
da:

— (W —1), (7.19)

igy a megtakaritas:
1

— 5 ), (720)

St
vagyis a megtakaritdsi rata maradt 1/(2 + p), mint az dllam nélkiili esetben.
Tovébbra is egyféle megtakaritasi eszkoz éll a fogyasztok rendelkezésére, a toke, igy
a kovetkezd periddusban felhaszndlhaté t6kedllomdny a fiatalok aggregdlt megtakarita-
saval egyezik meg:
Kyt =s:Ly,

ami egy hatékony munkaerd egységére vetitve:

1 i_ 1 Wy — 1
1+n)(1+g) A (1+n)(1+g)(2+p) A

/}t+1 = (

A hatékony munkaerdre esd, rendelkezésre all6 jovedelem az aldbbiak szerint szamit-
haté ki, ha tudjuk, hogy a vallalat elsérendii feltétele alapjan a redlbér a munka hatdrter-
mékével egyezik meg, i; =1, /A; pedig a hatékonysagi egységre es6 add, ami az dllam
kiegyensulyozott koltségvetése miatt ; = g;:

1

Trairaagp (O -2 (7.21)

7‘:+1 = (

A modell dinamikdjat meghatarozé egyenlet tehdt ugyanaz, mint az dllam nélkiili eset-
ben, azzal a kiilonbséggel, hogy a rendelkezésre ll6, hatékonysagi egységre esé jove-
delem itt (1 — ot)k* — g a kordbbi (1 — ot)k* helyett az ad6zds miatt.

A Ramsey-modellben azt lattuk, hogy a kormdnyzati kiaddsok permanens emelése
csak a fogyasztast csokkentette le pontosan annyival, amennyivel a kiaddsok — és emiatt
az adok — nottek. A tdkére, a kibocsatasra €s a kamatokra viszont nem volt hatassal.
Ezzel szemben az ideiglenes emelés kisebb mértékben vetette vissza a fogyasztast, és a
magas kormanyzati kiadasok idején a t6kedllomany csokkent, a kamatok pedig n&ttek.

Nézziik meg, hogy reagdlnak a valtozék a Diamond-modellben hasonl¢ fiskdlis po-
litikai beavatkozasokra! A korményzati kiaddsok tartés emelésének hatdsdra a (7.21)
fiiggvény a[7.3]dbran lthaté médon lefelé toldik.

Ha kezdetben a gazdasag a I}T melletti dllandésult dllapotban volt, akkor a kormany-
zati kiaddsok emelésének hatdsara a kovetkez6 periddusok fajlagos t6kedllomanya en-
nél egyre alacsonyabb lesz, mig el nem éri az uj, l~<§ egyenstlyi értéket. A magasabb
kiaddsokat az dllam magasabb adokbdl képes finanszirozni. Bar adét csak fiatalkor-
ban fizetnek a fogyasztok, annak emelése hatdssal van idGskorukra is. Mivel simitani
szeretnék fogyasztasi palydjukat, ezért nem az addvaltoztatds mértékével megegyezben
csokkentik le fiatalkori fogyasztdsukat, hanem attdl kevésbé, ezért megtakaritdsukat is
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]EtJrl I;tJrl :]}t

mﬁ[(l — o)k — &]

7.3. dbra. A kormanyzati kiadadsok permanens ndvelésének hatdsa

visszafogjdk. Az alacsonyabb megtakaritds miatt csokken a gazdasag tSkedllomdnya, a
hozamok pedig nének. A Ramsey-modellel ellentétben itt tehdt a korményzati kiaddsok
permanens emelésére is a t6keallomany csokkenésével és a kamatlab novekedésével re-
agdl a gazdasag.

Tegyiik fel, hogy a kiaddsok — és az adék — emelése csak ideiglenes, és bizonyos
id6 elteltével az allam visszaallitja azokat a kiindulé szintjiikre! A modell dinamikdja
megint a (7.21) egyenlet dltal adott, ahol g; jeldli a kezdeti kiaddsokat, illetve amire
késbbb ujra visszatérnek, g, pedig az ideiglenesen magas értékiik:

- 1 o
~ 1 .

Mivel a fogyasztok életpalydja csak két periddusig tart, nem befolyasolja Gket, ha
tudjak, hogy a jovében egy ismert idSpontban djra alacsonyak lesznek a kiaddsok és az
adok (ellentétben a Ramsey-modellel). A magas kiaddsok mellett a @) Osszefiiggés
szerint miikodik a gazdasdg, igy a[7.3]dbran az alacsonyabban 1év6 gorbe az érvényes.
Ekkor a permanens esethez hasonléan a hatékonysagi egységre esd tékedllomany folya-
matosan csokken, a kamatldb pedig n6. Amint visszadll a kiadas az eredeti értékére, djra
a ([7.22) 4ltal adott a dinamika, az dbrdn pedig a magasabban 16vS gérbe a meghatérozo.
Emiatt a fajlagos t6kedllomany djra novekedni kezd, a kamat pedig csokken.
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Adoé- és kotvényfinanszirozas

A Ramsey-modellben azt tapasztaltuk, hogy érvényes a ricardidi-ekvivalencia, azaz
adott kiaddsok addval illetve dllamkotvénnyel vald finanszirozdsa egymassal ekviva-
lens. Egy addécsokkentésbol szarmazo pétldlagos rendelkezésre all6 jovedelmet az els-
relaté fogyaszté nem koltotte el, hanem teljes egészében megtakaritotta, szdmitva arra,
hogy késébb csak adéemeléssel tudja majd az dllam az adéssdgat visszafizetni.

Bévitsiik a modellt allamkotvényekkel és nézziik meg, érvényes-e a fenti megélla-
pitas az egyiittéld nemzedékekkel bdvitett modellre is! A tovabbiakban a koltségve-
tésnek nem kell kiegyensulyozottnak lennie, megengedjiik az dllam eladdsoddsat, igy
a korményzat kiadasait az ad6k mellett a haztartdsoknak eladott allamkotvényekkel is
finanszirozhatja. A koltségvetési korlatja igy

Gi+(14+r)Dy =T, + Dy,

ahol D, a t. periddusban kibocsatott dllamkotvény, mely utdn a ¢t + 1. periédusban
kamatot fizet. A véllalat és a fogyaszté magatartasi egyenletei €s korlatai nem véltoznak
az el6z0, csak addfinanszirozasos esethez képesﬂ igy egy fiatal fogyaszt6 fogyasztdsa
és megtakaritdsa megegyezik a ésa egyenletekben kapott értékekkel.

A kiilonbséget az jelenti, hogy a megtakaritdsok elhelyezésére mar két eszkoz all a
szereplSk rendelkezésére: toke és dllamkotvény, {gy a fiatalok aggregdlt megtakaritdsa
e kettd osszegével egyezik meg:

Ki+1+ Dty = siLy,

ahol a (7.20) alapjén s, a rendelkezésre 4ll6 jovedelem 1/(2+ p) hanyada:

Kiy1+Dyy1 = (wr —t1)Ly.

2+p

Atvezetve ezt hatékonysagi egységre juté véltozokra, és felhaszndlva, hogy a redlbér
a munka hatdrtermékével egyezik meg, #; pedig a hatékonysdgi egységre esd add, ami
most nem feltétlen egyenld a korményzati kiaddsokkal az eladésodés lehetSsége miatt:

1

EDEED (1— o)k — 7. (7.24)

ky1+dig =

Lathatd, hogy ebben a modellben az adé- illetve kotvényfinanszirozds mar nem ekvi-
valens egymadssal és nem érvényes a ricarddi-ekvivalencia sem. Ha az dllam adott kiada-
sok mellett ad6t csokkent, és azt kotvénykibocsatdssal finanszirozza, akkor a kotvények
kivondsa a jovGbeli generdcidkra kivetett magasabb adok mellett lesz lehetséges. A ké-
s6bbi adéemelés azonban nem befolydsolja a most €16 fiatalokat, igy az alacsonyabb
adok mellett n6 a hatékonysagi egységre esd fogyasztds és csokken a tékedllomdny.

3A fiatal fogyaszté munkajévedelmét most is fogyasztasra, adofizetésre és megtakaritdsra forditja: w, =
c1s +1 + 5, idéskordban pedig feléli megtakaritdsait az érte kapott kamatokkal egyiitt: (1+r41)s; = c241-
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7.5. Nyugdijrendszerek

)

Az egyiittéld nemzedékekkel bdvitett modellcsaldd lehetséget nyujt a kiilonféle nyug-
dijrendszerek vizsgdlatdra, ezért bovitsiik az alapmodellt t6kefedezeti, illetve feloszto-
kir6v6 nyugdijrendszerrel. Az elbbiben a fiatalok nyugdijjarulékat t6kébe fektetik,
melyet a hozamokkal egyiitt id§skorukban nyugdijjaradékként visszakapnak. Az utéb-
biban pedig a fiatalok 4ltal befizetett 6sszegbdl az akkori ids generacié nyugdijat fede-
zik. Az egyszeriiség kedvéért az dllam most csak a nyugdijakkal kapcsolatos feladatokat
latja el, korményzati kiaddsai nincsenek és dllamkotvényeket sem bocsdt ki.

Tokefedezeti nyugdijrendszer

Tegyiik fel, hogy az allam minden fiataltdl ¢, Osszegli adot szed be, melybdl t6keesz-
kozoket vasdrol! A t6két és annak hozamat id6skorukban nyugdijként kapjdk vissza a
fogyasztok, mely egy fogyaszté esetén (1 + r,11)f; értékd, ha a t6ke netté6 hozama a
kamattal egyezik meg.

Egy két id6szakig €16 fogyasztd ekkor az aldbbi koltségvetési korlatok mellett ma-
ximalizalja életpalya hasznossdgat. Fiatal kordban munkajovedelmet szerez, melyet fo-
gyasztdsra, addfizetésre és megtakaritdsa fordit, id6s kordban pedig nyugdijban része-
stil, melyet a megtakaritdsdval egyiitt fogyasztdsra kolt:

Wy =C1¢+ 8+ 1,

(] +rt+1)s, +(] +r,+1)tt = 02,t+1'

A fogyaszté Euler-egyenletét nem vdltoztatja meg a nyugdijrendszer, mert a fo-
gyasztds hatdrhaszndt és a személyes diszkontfaktort nem befolydsolja, igy logaritmi-
kus hasznossdgi fliggvény mellet az Euler-egyenlet a egyenlet dltal adott. Az
Euler-egyenlet és a koltségvetési korlatok felhaszndldsdval a kordbbiakhoz hasonlé-
an levezethetjiik a fiatal fogyaszté fogyasztasat és megtakaritasat, melyek t6kefedezeti
nyugdijrendszer mellett:

Cc 71+pW
1t = 1y
E 2+p
St—2+th t-

A kovetkez6 id6szakban felhasznalhat6 tékedllomdny a fiatalok megtakaritdsabol és
az 4ltaluk befizetett nyugdijjarulékbol adddik, hiszen azt t6keeszkozokbe fekteti az 4l-
lam:

K1 =s:Le +11 Ly,

mely hatékony munkaegységre normalva:

1 1 Wy ~ ~
— I +l}},

Fooy =
T U (1+g) L2+ p 4
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mely a munka hatdrtermékével megegyezd bérek mellett:

1
1+n)(1+g)2+p)

]’;t+l = ( (I—Oc)lz,a

Lathatd, hogy a t6kefedezeti nyugdijrendszer bevezetése nem befolydsolja a téke di-
namikdjiat meghatarozé Osszefiiggést. A fiatalok éppen annyival csokkentik le megta-
karitasukat, amennyi nyugdijjarulék befizetésére kotelezettek, igy Osszességében a fel-
halmozott tékedllomédny nem véltozik.

Feloszt6-kir6vo nyugdijrendszer

A felosztdé-kir6vé nyugdijrendszerben szintén #; 6sszegli nyugdijjarulékot szed be az
allam minden fogyaszt6tdl, de abbdl nem vasdrol tékeeszkozoket, hanem még abban a
periédusban kifizeti azt az akkori id6seknek nyugdijként.
Ha 6sszesen #,L; értéki bevételt kell szétosztani L, id6s kozott, akkor egy nyugdi-
jasra ebbdl
trLy
Ly

transzfer jut. Egy fogyaszt6 két életszakaszanak koltségveti korlétja ekkor:

=1(1+n)

Wy =Clt + 8¢ +t[,

(I +r1)s+ (A +n)t =cop1s

az Euler-egyenlete pedig tovdbbra is valtozatlan. Ez utébbi hdrom 6sszefiiggésbdl leve-
zethetd a fiatalkori fogyasztds és megtakaritds, melyek:

R o A e e
617,72+p[w, ttHrm], (7.25)
1 2+p)A+r11) = (1+p)(re1—n)
- Wt 7.26
T2 | @+p) (T +7141) J (7:20

abban az esetben, ha nyugdijjarulék mértékén nem véltoztat az dllam az id6 mulasaval
ést; =t;41. Jeloljiik a megtakaritds egyenletében az ad6 egyiitthatéjat ;-vel:

1
= ——w; — ;!
St B +th 134t
A kovetkezd id6szakban felhasznédlhaté tSkedllomédny a fiatalok megtakaritdsabol
adodik:

Ki1 =s:L = { Wit *tht]Lt,

2+p
mely fajlagos véltozokkal felirva:

1 [ 1
1+n)(14+g)24+p

IEH’] = ( (1 —a)/},o‘—Q,f,],
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ha felhasznéljuk, hogy w, /A, = (1 — a)k*. Ha Q;7; # 0, akkor a feloszté-kirévé nyug-
dijrendszer alacsonyabb tSkedllomdnyhoz vezet, mint a nyugdij nélkiili egyensilyban
vagy a tSkefedezeti rendszer mellett, mert Q; > 0. Az ilyen tipust nyugdij bevezetése
kevésbé 0sztonzi megtakaritdsra a fiatalokat, mert idéskorukban az dllam biztositja fo-
gyasztdsuk egy részét. Mivel a befizetett nyugd{jjarulékbdl itt nem védsdrolnak t6két, az
egyéni megtakaritas csokkenése az aggregalt t6kedllomany csokkenését eredményezi.

Abban az esetben, mikor a nyugdij bevezetése elbtti egyensily dinamikusan nem volt
hatékony, mert til sok t6két halmoztak fel a gazdasdgban, akkor a feloszté-kirévo rend-
szer akdr Pareto-javitdshoz is vezethet. Ahogy kordbban megmutattuk, ;| < n esetén
alakul ki tdlzott t6kefelhalmozds, és ilyenkor a t6kedllomany csokkentésével magasabb
fogyasztési szint vilik elérhet6vé (aranyszabily). A ([7.25) egyenletbdl latszik, hogy
ri+1 < n esetén magasabb fogyasztds biztosithaté a nyugdijrendszer mellett, mint nél-
kiile, mert a Osszefiiggés szerint ekkor Q; > 1, vagyis a nyugdijjarulék dsszegénél
nagyobb mértékében csokken a fiatal fogyaszté megtakaritdsa.

7.6. Osszefoglalas

1. Ebben a fejezetben egy véges ideig €16, optimalizdl6 fogyasztokat tartalmazo
modellel foglalkoztunk. A Diamond-modellben minden periédusban sziiletetik
egy Uj generdcid, mely fiatalkorban dolgozik és munkajovedelmét kiaddsai fi-
nanszirozdsara és megtakaritasra forditja. [d6skorban munkajovedelmet mar nem
szerez, csak feléli az el6z6 id6szak megtakaritdsat a kamatokkal egyiitt. Hasonl6-
képpen a Ramsey-modellhez, a fogyasztdk hasznossdgukat maximalizdlva don-
tenek endogén valtozdik palydjardl, de életpilydjuk nem végtelen, és egyszerre
tobb generaci6 él egymads mellett.

2. A modellnek egy globdlisan stabil egyenstlyi pontja van, hiszen barmely indulé
t6kedllomany melldl oda konvergdl a gazdasdg logaritmikus hasznossagi fiigg-
vényt feltételezve, de a konvergencia gyorsabb, mint a Solow-modellben. Az
egyenstlyi novekedési iitemek megegyeznek a Solow- és a Ramsey-modellével,
igy az exogén technikai haladds hatdrozza meg az egy munkdsra es6 jovedelem
novekedését.

3. A modellben lehet6ség van tilzott tékefelhalmozasra, de megmutattuk, hogy ez
nem lehet hatékony egyensily, hiszen lehetséges tigy javitani bizonyos szerepl6k
helyzetén, hogy mdsé ne romoljon se akkor, se az elkdvetkezend6 periddusok-
ban. Itt a Pareto-hatékony egyensily fogalma mellett bevezettiik a dinamikus
hatékonysdgot is.

4. A személyes diszkontfaktor valtozdsdra hasonl6képpen reagdlt a gazdasdg, mint
a Ramsey-modellben, illetve a Solow-modellben a megtakaritdsi rdta médositd-
sakor. Csak rovid tdvon hatott a novekedési iitemekre, hossza tdvon nem befo-
lydsolta azokat.
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5. A fiskdlis politikdval bovitett modell eredményei viszont eltértek a Ramsey-
modellétd]l, mert a kormdnyzati kiaddsok permanens és ideiglenes emelése is
lecsokkentette a tSkedllomanyt és megemelte a kamatokat a fogyasztok véges
életpalydjanak koszonhetden. Szintén ebbdl eredben a ricarddi-ekvivalencia sem
volt érvényes, és az ad6- és kotvenyfinanszirozds sem ekvivalens egymadssal.

6. Az egyiittél6 nemzedékekkel bdvitett modell lehet6séget teremt a nyugdijrend-
szerek vizsgalatdra, igy t6kefedezeti, majd feloszt6-kirévé nyugdijrendszert tet-
tiink a modellbe. Az el6bbi bevezetése nem valtoztatta meg a modell dinamikajat
és dllandosult dllapotat, de az utdbbi kevesebb megtakaritdsra 0sztonozte a fiata-
lokat, és ebbdl adéddan alacsonyabb tékedllomanyt eredményezett. Megmutat-
tuk, hogy ez Pareto-javitishoz is vezethet, amennyiben a gazdasidg egyenstlya
dinamikusan nem hatékony.

7.7. Feladatok

1. Hogyan befolyasoljik az alabbi véltozasok k. alakuldsat &, fiiggvényében a
Diamond-modellben:

a) nnd
b) ané

c) atermelési fiiggvény alakja a kovetkezs: y; = BI;,“ és a B teljes tényezGter-
melékenység csokken?

2. Vegyiik a Diamond-modellt logaritmikus hasznosségi fiiggvénnyel, ahol a fiata-
lok a munkajovedelmiik (w;) egyik részét fogyasztasra (cy,) koltik, mdsik ré-
szét pedig megtakaritjak idéskorukra. Az idGsek életpalydjuk végén elfogyaszt-
jak osszes jovedelmiiket, azaz a fiatalkori megtakaritdsaikat kamatokkal egyiitt.
Bovitsiik a modellt a kovetkez8képpen! A fiatalok munkajovedelmére adét vet
ki az dllam, melynek addkulcsa 77, (tehdt nem egyosszegii az add). Az addbevé-
telt az dllam kormdnyzati kiaddsokra kolti, és egyik generdcionak sem folydsit
transzfereket, valamint dllamkotvényket sem bocsdt ki.

a) Vezesse le a fogyaszté Euler-egyenletét!
b) Irja fel a fiatalok megtakaritast!
c) Vezesse le az dtmenetegyenletet (azaz k. j-et k; fiiggvényében), és adja

meg a fajlagos tokeallomany egyenstlyi értékét (k*)!

3. Bovitsiik a modellt mas tipusd adékkal! Az dllam most a fogyasztast addztat-
ja (id6skorit és fiatalkorit egyarant), melynek addkulcsa (7¢). Az addbevételt az
allam korményzati kiaddsokra kolti, és egyik generdcidnak sem foly6sit transz-
fereket, valamint dllamkotvényeket sem bocsat ki.
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a) Vezesse le a fogyaszté Euler-egyenletét!
b) Irja fel a fiatalok megtakaritasat!

¢) Vezesse le az dtmenetegyenletet (azaz k,, | -et k; fiiggvényében) és adja meg
a fajlagos tSkedllomény egyensilyi értékét (k*)!

4. Tegyiik fel, hogy a fogyasztok életpdlydjat nem korlatozzuk két idGszakra, ha-

nem haldlozési val6szintségekkel bdvitjilk a modellt! Minden periédusban szii-
letik egy Uj generdcid, melynek mérete egységnyi (L = 1 minden ¢-re), azaz
nincs népességnovekedés. Minden fogyaszté ¢ valdszintiséggel éli meg a kovet-
kez§ id6szakot és 1 — ¢ valdszintiséggel hal meg. fgy a fogyasztok életpalya-
hasznossdganak varhat6 értéke a kovetkez6:

(Bo)'ulcr).

D18

U=

t

Adja meg ¢ fiiggvényében, mekkora a teljes népesség mérete a t. periédusban!

. Vegyiik a Diamond-modellt logaritmikus hasznossdgi fiiggvénnyel:

Uy =Inci;+1Incypqq!

A termelési oldal viszont legyen egyszeriibb, mint az érdn vett modellben, vagy-
is tegyiik fel, hogy minden évben adott A mennyiségii terméket kapnak a fiata-
lok, amit elfogyaszthatnak (c) vagy elraktdrozhatnak (F)! Egységnyi elraktdro-
zott mennyiség utdn x > 0 mennyiségi terméket kapnak idGskorukban.

a) Jellemezziik a gazdasdg egyensulyi dllapotat!

b) Tegyiik fel, hogy az elraktirozott mennyiség A-hoz viszonyitott ardnya
konstans (f)! Hogyan alakul az egy munkdsra es6 fogyasztds f fliggvé-
nyében? Ha x < 1+ n, mekkora f maximalizdlja az egy munkaerSre jutd
fogyasztast? A fenti egyensily Pareto-hatékony? Ha nem, novelheti-e a j6-
1étet egy tarsadalmi tervezs?

7oz

. Médositsuk az el6z6 feladatot a kovetkezSképpen! Tegyiik fel, hogy x < 1+n, és

a0.1d6szak id6s generdcidjanak tagjai fejenként M egységnyi oszthato, raktaroz-
hat6 "pénzhez" jutnak, ami nem fogyaszthatd, igy kozvetleniil nem tartalmazza
a hasznossdg fliggvényiik sem!

a) Vegyiink egy t. periédusban sziiletett szerepl6t! Legyen egy joszdg dra a .
periédusban P és t + 1-ben P, | pénzegység! A szerepld eladhatja egység-
nyi termékét P; pénzegységért, majd a kovetkezd periddusban felhasznalva
a pénzt, vasarolhat a kvetkezd generaciotol. Hogyan viselkedik a fogyasz-
t6 P /P, fiiggvényében?

b) Mutassa meg, hogy P11 = P;/(1 +n) esetén 1étezik egyensily (minden
t > 0-ra) a pénzpiacon, ahol nincs raktarozas és a pénznek koszonhetGen
elérhet$ az aranyszabdly szerinti fogyasztds!
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¢) Végiil magyardzza el, miért egyensily a P, = oo (a pénz értéktelen) eset is,
és véges id6horizont esetén miért ez az egyetlen egyenstly!

7. Modositsuk az el6z6 feladatot a kovetkezSképpen! Legyen x = 0, és a logaritmi-
kus hasznossag helyett haszndljunk CRRA tipusut! Végiil vegyiik a kovetkezd
egyszertsitést: n = 0!

a) Hogyan viselkedik a fogyaszté P /P, fiiggvényében?

b) Tegyiik fel, hogy Py/P; < 1! A 0. periédusban sziiletettek mekkora mennyi-
ségti terméket kivdnnak vasdrolni az 1. periédusban a fiatalokt61? Mekkora
legyen Py /P, hogy az 1. periédus fiataljai el is adjak nekik ezt a mennyi-
séget?

¢) Hogyan viltozik az id6 muldsaval P, /P, ? Lehet ez egyensily?

d) Lehet egyensilyban Py/P; > 1?
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7.A. A konvergencia sebessége
Vegyiik a (7.16) mozgdsegyenletet, €s frjuk fel annak elsrendii Taylor-kozelitését a
k; = k* pont koriil:

I-o)o
(I+n)(1+¢)(2+p)

kep1 ~ B+ ko (k — k). (7.27)

Atrendezve és felhaszndlva, hogy a viltozé természetes alapi logaritmusainak kiilonb-
sége kozelitSleg a novekedési rataval egyezik meg:

N o kg —k*
Ink, . —Ink* = ’*T
N o kK
Ink, —Ink* = 21—
k*
a (7.27) egyenlet étirhat6 az aldbbi alakra:
~ ~ I-o)o - ~ -
Ink,, | —Ink* = ( F*1(Ink, — Ink*).
B eI I

A hatékonysagi egységre esd tékedllomdny allandésult dllapotbeli értékét — melyet
a (7.17) egyenletben adtunk meg — behelyettesitve

(I-a)a l-a

Ink; 1 —Ink* = (I+n)(1+2)(2+p) [(1+n)(1+g)(2+19)] HX(

Ink, —Ink*),

amibdl az egyszertsitések utdn egy joval rovidebb Osszefiiggés adodik:
Ink; | —Ink* = a(Ink, — Ink*).

A termelési fiiggvény intenziv forméjanak logaritmizalt alakjat (In¥; = ctInk;) felhasz-
nélva a hatékonysagi egységre jutd jovedelem novekedési ratdjara is felirhaté hasonlé
Osszefliggés:

InF ;1 —Iny* = a(Ilnk; | —Ink*) = aa(Ink —Ink*),

ami egyszer{ibben

41 —Ing* = a(Ing; — Iny*).
Végiil vonjunk ki az egyenlet mindkét oldalabdl In;-t és adjunk hozzd Iny*-ot, hogy
megkapjuk a konvergencia sebességét meghatarozo egyenletet:

Iny, 41 —Ing; = (& —1)(Iny — Iny*)!
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Miért olvassam el?

Hogyan vdltak az évek sordn bizonyos orszdgok gazdag-
gd, mdsok pedig szegénnyé? Miért ilyen nagyok az or-
szdgok kozti jovedelmi kiilonbségek? Miért nem képesek
egyes orszdgok gyors gazdasdgi novekedésre, ha mdsok
igen? Egydltaldn mi kell ahhoz, hogy a GDP emelkedjen?

Ezek a makrookondmia taldn legizgalmasabb kérdései.
A konyv kiilonféle elméletek segitségével prébdl valaszt
kapni arra, hogy mi lehet a fejlédés f6 mozgatdérugdja,
és miként biztosithaté hosszi tdvon a névekedés. Célja,

hogy az egyszerli 6sszefiliggésektél indulva, lépésrél-
lépésre haladva jussunk el a bonyolultabb modellekig,
melyek egyre jobban teljesitenek empirikusan. Egy
haladé makro6kondédmia kurzus keretein beliil megfelelé
eszk6z lehet a keziinkben a novekedési modellek
logikdjdnak elsajdatitdsdhoz.
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