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Eloszo

Adam Smith kordnak gazdasdgat vizsgédlva arra a — ma mar kozszdjon forgé — felisme-
résre jutott, hogy a gazdasdg szerepldi bar csupdn sajit, egymadstol kiillonbozs egyéni
céljaikat kovetik, és nem torddnek a tarsadalom érdekével, mindennek ellenére egy /dt-
hatatlan kéz altal vezetve a kozos célokat mégis a leghatékonyabban mozditjdk eld.

Ezt a titokzatos és kissé paradox Osszefiiggést az 1776-ban publikalt Wealth of Na-
tions cim{ munkdjaban (IV. konyv, IL. fejezet, IX. paragrafus) irta le [20]:

»Every individual endeavours . .. to employ his capital . .. so that its produce may be
of gretaest value. ... He generally neither intends to promote the public interest, nor
knows how much he is promoting it. ... He intends only his own security, ...only his
own gain. And he is in this . .. led by an invisible hand to promote an end which was no
part of his intention. ... By pursuing his own interest, he frequently thus promotes that
of society more effectually than when he really intends to promote it.”

Ezt a gondolatot a tapasztalatok néha igazoljdk, néha viszont ugy tlinik, hogy az el-
lenkezdjét erdsitik, mindenesetre ez mélyen meghatdrozza a kozgazddszok gondolko-
dédsat mind a mai napig. Er6sen meg is osztja a kozgazdasz-tarsadalmat. Sokan keresik
az elmélet hidnyossagait és ellentmonddsait, sokan pedig feltétlen kovetdi, és igyekez-
nek minél precizebb matematikai modellel aldtdmasztani a fenti gondolatot.

Adam Smith tudniillik nem adott pontos lefrdst arrdl, hogy a lathatatlan kéz hogyan
irdnyit, €s nem adott elfogadhaté indoklast sem ennek 1étér6l. Szaz évet kellett varni
arra, hogy Léon Walras felismerje, miszerint az drrendszerek a lathatatlan kéz miko-
désének az elemei. Az drrendszerek miikodése vezeti a kiilonbozd szereplSket azaltal,
hogy elegendd informdcidval latnak el mindenkit a sziikos javak eléréséhez sziiksé-
ges kovetkezetes vfiselkedéshez. Walras 1874-ben az ,,Elements d’économie politique
pure” cimii konyvében vezette be az dltaldnos egyensiily fogalmat, amit egy nemli-
nedris egyenleterendszer megolddsaként definidlt. Az dltaldnos jelz6 azt jelenti, hogy
az egyensuly egyidejileg az Osszes piacon, azaz ltaldnosan fennall. Az egyenletek
szamdnak és a véltozok szdmdnak az egyenlGsége alapjan 6 és kovetdi azon a véle-
ményen voltak, hogy az egyenletrendszernek létezik megolddsa, a gazdasdgnak tehét
létezik egyensilya. Ismeretes azonban, hogy egy egyenletrendszernek nem feltétleniil
van megolddsa, még linedris esetben sem.
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Majdnem tjabb szdz évnek kellett eltelnie ahhoz, hogy Neumann Jénos a jatékel-
mélet keretei kozott bevezesse a nyeregpont fogalmat, és a nevét visel6 novekedési
modellben igazolja ennek 1étezését. A megoldas matematikai kulcsa a Brouwer-féle
fixponttétel dltala tortént altaldnositdsa. A nyeregpont fogalmat késébb John Nash al-
taldnositotta, ez a Nash-féle egyensilyfogalom tette aztdn lehet6vé Arrow és Debreu
szdmdra, hogy az Adam Smith gondolatai altal motivalt modellben pontos allitast fo-
galmazzanak meg az egyensily 1étezésére, és megadjdk ennek matematikailag korrekt
bizonyitdsat is. A Neumann-féle fixponttétel bizonyitdsdnak a leegyszerisitésére iga-
zolta Kakutani a halmazértéki leképezésekre vonatkozé fixponttételét, amely maéra az
0 megfogalmazasaban valt kozismertté. Ennek a tételnek a segitségével Arrow és Deb-
reu nagyon elegdns felépitést tudott adni az dltaldnos egyenstily 1étezésére [1]].

Az 4ltaldnos egyenstlyelméleti modell a kbzgazdasdgtan egyik legjelentSsebb, egy-
szersmind legaxiomatizaltabb eredménye, amihez a legkivalobb matematikusok uttord
munkdjdra volt sziikség. E modell azéta is mintdul szolgél a gazdasagrdl valé gondol-
koddsra minden elméleti kozgazddsz szdmdra. Ugyanakkor a matematika alkalmazasi
korét is kibdvitette, lehet6vé téve, hogy a matematikai modellezést ne csak a sziikebb
értelemben vett természettudomanyokban, hanem a tarsadalomtudoményokban is hasz-

néalni lehessen.

Tapasztalataink alapjdn gy tlinik, hogy egy kdzgazdasagi elmélet elsajétitdsanak a
nehézsége nem a kozgazdasdgi osszefiiggések bonyolult voltdban gyokerezik, hanem a
felhasznalt matematikai eszkoztar mélységébdl kovetkezik. Ezek ismerete nélkiil csu-
pan felszines és ingatag kovetkeztetésekhez juthatunk. A sziikséges matematikai esz-
kozok hidnytalan birtokaban ugyanakkor a kozgazdasagi alkalmazasok meglepden ro-
viddé és attekinthetdvé is valnak. Tehat még a kozgazdasagi aspektusbdl vett egysze-
riséget sem leljiilk mdsban, mint az igényes matematikai megalapozdsban. Ahogy a
régi mond4s tartja: Ha hat ordm van egy fa kivdgdsdra, akkor ebbdl az elsé négyet a
fejsze élesitésére forditom. Az dltalanos egyensilyi modell esetében a fejsze €1ét a mar
emlitett Kakutani-féle fixponttétel jelenti. Ahhoz, hogy hasznélni tudjuk ezt a fixpontté-
telt, tisztdban kell lenniink a halmazértéki leképezések folytonossagdval. Ahhoz pedig,
hogy az tgynevezett tilkeresleti leképezés folytonossdgat megértsiik, ismerniink kell a
feltételes szélsdérték-feladatok elméletét.

Mind az egyenl8séggel korldtozott feltételes szélsGérték-feladat megolddsdra vo-
natkozé Lagrange-féle multiplikator-tétel, mind pedig az egyenlStlenséggel korléato-
zott feltételes szélsoérték-feladat megoldasara vonatkozé Kuhn—Tucker—Fritz John-féle
multiplikdtor-tétel bizonyitdsa igen mély analizisbeli ismereteket igényel. Emiatt az el-
s fejezetben a szemléltetés kedvéért csupdn kétvaltozds fiiggvényekre mutatjuk be a
felmeriilé problémékat, és igyeksziink minél tobb feladaton (mintegy iskolapéldakon)
keresztiil megismertetni a tételek alkalmazdsat. A kétvaltozos fliggvényekre adott bi-
zonyitdsok pedig j6 dtmutatéul szolgdlnak az altaldnos eset technikailag 1ényegesen
Osszetettebb bizonyitdsainak megértéséhez.

A madsodik fejezetben szerepelnek a multiplikator-tételek bizonyitdsdhoz felhasznalt
matematikai eszkozok: az implicitfiiggvény-tétel, a Ljusztyernyik-tétel, a Farkas-tétel



El6sz6 vii

és a szeparacios tételek. A harmadik fejezetben pedig djra a multiplikator-tételek kertil-
nek sorra, immadr dltaldnos esetben.

A negyedik fejezetben ismertetjiik a halmazértéki leképezések folytonossagi fogal-
mait, ezek kapcsolatdt, a feltételes széls6értékfeladatok értékfiiggvényének és megol-
désleképezésének a folytonossdgat jellemzb Berge-tételt.

Az 6todik fejezetben targyaljuk a Brouwer-féle fixponttételt. Ez a fixponttétel a tobbi
sorra keriil$ fixponttételnek (a kontrakcios és Tarski-féle tételek kivételével) jol elkiilo-
nithetd alapjat képezi, egyszersmind a bizonyitdsa azokéhoz képest mélyebben fekvd,
ezért keriilt eléjilk egy kiilon fejezetbe. A tobbi fixponttételt pedig a hatodik fejezet
tartalmazza.

Végiil a hetedik fejezet az dltaldnos egyensilyelméleti modell matematikai szempon-
ti osszefoglaldsa.

A konyv tobb évtized munkdjanak lenyomata. A megszerzett tuddsért sokaknak tar-
tozunk koszonettel. Koziiliik kiemeljiikk Czach LaszI6t, aki a matematikai gondolkoda-
sunkra nagy hatdssal volt, és Dancs Istvéant, akinek a kézirataibol (a teljesség igénye
nélkiil [6] [7], [8]) sok ismeretre tettiink szert, tovabba akinek strukturalis szemlélete e
konyv sok-sok lapjardl visszakdszon, €s aki a matematikan és kozgazdasdgtanon kiviil
egész tudomanyos vilagképiinkre nézve is meghatdrozoé volt.

Budapest, 2017. marcius Szab6 Imre és Kdnnai Zoltdn
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A feltételes szélséérték-feladatok elmélete a kozgazdasagtan taldn legfontosabb mate-
matikai eszkoze. Az egyenlséggel korlatozott feltételes szélsdérték-feladat megolddsa-
nak sziikséges feltétele, a Lagrange-féle multiplikator-tétel, valamint a bizonyitdsdhoz
felhasznalt implicitfiiggvény-tétel nem csak azért fontos, hogy segitségiikkel konkrét
problémakat tudjunk megoldani, hanem ezek a tételek teszik lehetévé a mikrookoné-
mia alapvetd fogalmainak a bevezetését, tovabba a koztiik fenndllé kapcsolatok atte-
kinthet6 értelmezését. Az egyenlStlenséggel korldtozott feltételes szélsGérték-feladat
megolddsdnak sziikséges feltétele, a Kuhn-Tucker-tétel pedig még életszer{ibb model-
lek tanulméanyozasat teszi lehetové.

7y

1.1. Feltételes szélsoérték-feladatok a kétvaltozos
fuggvényekre

A fent elmondottak alapjan a mikrookonémia bevezet6 kurzusa sorén is sziikség volna
az implicitfiiggvény-tétel és a Lagrange-féle multiplikdtor-tétel ismeretére, ugyanak-
kor ezek matematikai szempontbdl nehéznek szdmitanak, a matematikai analizis mé-
lyebben fekvé teriiletéhez tartoznak, mar kimondasuk megértése is komoly ismereteket
igényel. A konnyebb érthetdség végett elsd 1épésben a kétvaltozds fliggvényekre vonat-
koz¢6 esetiiket mutatjuk be. Ismeretiik nemcsak a mikrookondémia fogalmainak alapos
megértéséhez nyujtanak nélkiilozhetetlen segitséget, hanem ezen tételek altaldanosabb
targyaldsahoz is j6 alapot adnak azaltal, hogy az emlitett kétvaltozos eset szemléltetd
vazét alkotja az dltalanos eset technikailag jéval bonyolultabb felépitésének.

Szintvonal és szintvonal érintoje

A probléma

Az aldbbiakban arra a kérdésre keressiik a vdlaszt, hogy egy adott kétvéltozos fiiggvény
szintvonala fiiggvényt alkot-e? Nevezetesen, legyen f: R xR — R egy kétvéltozds
fliggvény és ¢ € R egy adott szdm; kérdés pedig, hogy az

F O ={(xy) 1 flxy)=c} CR?

szintvonalhoz van-e olyan g : R — R fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy

ey =s.
Masképpen megfogalmazva: az

flry)=c
egyenl8ségbdl az y véltozo kifejezheté-e az x véltozd y = g(x) alaku fiiggvényeként
explicit alakban, azaz a fenti egyenl6ség tekinthet6-e egy implicit médon megadott
figgvénynek.
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1.1.1. Példa (Egy specialis eset: a linedris fiiggvény szintvonala). Abban az esetben,
amikor az f: R xR — R fiiggvény linedris, azaz

fxy) =nix+nyy

(aminek a gréfja egy origét tartalmaz6 sik), akkor a védlasz nyilvanvalé. Ugyanis ekkor
az f(x,y) = c egyenlGség az
nx+ny=c
alakot olti, ami az (n,n;) normélvektori egyenes egyenlete, s ebbdl, feltéve, hogy
ny # 0, kapjuk, hogy az y valtozo kifejezhet$ az x véltozoé figgvényeként:
ny

c
y=gl)= "ty =
ny ny

Mivel az f fiiggvény linedris, igy differencidlhat6 V (x,y) € R x R pontban, és

f/(xvy) = [alf(xvy)7a2f(x7y)] = [nlanﬂ s

tovabbd a g fiiggvény is differencidlhaté V x € R pontban, és g'(x) = Z—;, amikbdl
adddik a kovetkezd Osszefiiggés:

g/(x) — _alf(x7y) .
A f(x,y)
Mivel a differencidlhat6sag linedris fiiggvénnyel val6 kozelitést jelent, ezért ezek alap-
jan az vérhat6, hogy ha egy differencidlhaté f: R x R — R fiiggvényre egy ¢ € R
szam mellett van olyan g : R — R differencidlhat6 fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy

=g,
akkor 21 F ()
! — 1 x7y
§) hf(xy)

Ez az osszefiiggés valéban igaz, mint késébb latni fogjuk az implicitfiiggvény-tételben.

1.1.2. Példa (A paraboloid szintvonala). Legyen f:R xR — R kvadratikus fiiggvény,
nevezetesen

fley) =2+,
aminek a grafja egy paraboloid. Ennek a ¢ > 0 konstanshoz tartozé szintvonalai korok.
Ugyanis ekkor az f(x,y) = ¢ egyenl8ség a ¢ = r> mellett az

2oy =1
kor egyenlete. Ez természetesen nem fiiggvény, de a felsé illetve az alsé fele mar az:

y=g() =V -2 & y=h(x)=—Vr 2.
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Lathat6, hogy az f fiiggvény differencidlhaté V (x,y) € R x R pontban, és

F'y) = [01f(x,5), 02 (x,y)] = [2x,2y] ,
tovébbd a g és h fiiggvények is differencidlhatk V x € (—r,r) pontban, és példdul

—2x 2x X

EEN T

amikbdl ebben az esetben adédik a fent mar felvazolt 6sszefiiggés:

/ _ _alf(x7y)
8 (x) B aZf(xvy) .

Ebben a példdban még egy szabdlyt fedezhetiink fel. A g fiiggvény érintdjének a nor-
malvektora

g (x)

(8'(x),=1) = (=x/y,—1).

Ekkor viszont normalvektora a

(=) - (=x/y,—1) = (x,y)

vektor is, ami azt jelenti, hogy az (x,y) ponthoz tartozé sugdr merdleges az (x,y)
pontbeli érintdre, mint az egyébként is ismert.
Tovabba normalvektora a

(—Zy) ' [_x/yv_]] = [2x,2y] - [alf(xty)valf(x?y)} = f,(x7Y)

derivalt (gradiensvektor) is, ami azt jelenti, hogy az f fliggvény derivéltja, ami egyéb-
ként, ismeretesen az f fiiggvény legnagyobb novekedésének az irdnya, merSleges az f
figgvény szinthalmazanak az érintGjére.

A fentiek megismételhetSk egy hajszdlnyival dltaldnosabban az f: R xR — R,
flry) =022 +ay’

kvadratikus fiiggvényre, ami tovdbbra is egy paraboloid, csak valamilyen irdnybdl
,08sze van nyomva”. Ennek a szintvonalai ellipszisek. Ugyanis ekkor az f(x,y) = ¢
egyenlGség a ¢ = a?b? mellett az

2y

2t

ellipszis egyenlete. Ez sem fiiggvény természetesen, de a felss illetve az alsé fele mar

az:
b b
y=—-Va*—x* é y=——Va>—x%.
a

a
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A probléma pontositasa

A fenti esetekbdl kiindulva a feliiletes szemlél6 szamadra az a latszat keletkezhet, hogy
a fenti probléma nem tdlsdgosan mély, csupan az iigyességiinkon mulhat, hogy az
f(x,y) = c egyenlGségbdl az y viltozét kifejezziik. Tekintsiik azonban az

flry)=e+xty
fuiggvénynek a ¢ = 1 melletti szintvonaldt, azaz prébéljuk meg az
MV pxty=1

egyenl&ségbdl kifejezni az y véltozot az x véltozo fiiggvényeként. Ez az eddigi eszko-
zokkel nem sikeriilhet. (Bicskdval nem faraghat6 ki a megoldds, komolyabb szersza-
mokra van sziikségiink.)

A kvadratikus fiiggvények esete mar sejteti, hogy globélis megoldast dltaldban nem
is varhatunk, csak lokalisat. Konny( elképzelni olyan ,,domborzatot”, amelynek a szint-
vonalai messze nem fliggvények, de az adott pontjaik valamely kornyezetében mar 4l-
taldban azok. Pontositsuk ezért a fenti probléma felvetést az alabbi médon:

Legyen f:R xR — R egy kétvaltozés fiiggvény, valamint legyen

(x0,0) € Z(f)

egy adott pont. Tekintsiik ezutdn az

F (f(x0.v0) = {(x,y) © f(x,y) = f(x0,0)} C R

szintvonalat. Kérdés, hogy ez a szintvonal az (xq,yo) egy kornyezetében fiiggvényt
alkot-e? Pontosabban, van-e olyan g : R »— R fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy az
(x0,¥0) egy kornyezetében

S (F(x0,30)) = ¢
1.1.3. Példa (A linearis fiiggvény szintvonalai). Tekintsiik ismétaz f: R xR — R,

f(xvy) =npx+nyy= <(n17n2)7(x7y)>

linedris fuiggvényt, aminek a derivaltja

f/(x7y) = [alf(xvy)782f(x7y)] = [nlvnﬂ .

Egy adott (xg,y0) € R xR pont mellett az f(x,y) = f(xp,y0) egyenlSség azt jelenti,
hogy

mx+nay = nyxp +n2yo,
ami az (xp,yo) ponton dtmend (n1,ny) normélvektord egyenes egyenlete, s ebbl ny #
0 esetén az y valtozo kifejezhetd:
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ez pedig az (xp,yp) ponton dtmend

77!7] _ 7alf(x07y0)

ny o f(x0,¥0)

meredekségli egyenes egyenlete.

1.1.4. Példa (A paraboloid szintvonala és egy tovabbi kérdésfelvetés). Tekintsiik ismét
afenti f:RxR — R,

fly) =22+,

kvadratikus fiiggvényt, aminek a grifja egy paraboloid. Ez a fiiggvény differencidlhat6
minden pontban, és a deriviltja

f,(xvy) = [alf(x7y)782f(x7y)] = [2X,2y} .

Egy adott (xg,y0) € R xR pont mellett az f(x,y) = f(xp,y0) egyenlSség azt jelenti,
hogy
4y =25 +35,

ami egy r = 4 /x% +y(2) sugart kor egyenlete, aminek az alsé és felso felei fiiggvények:

y=g() = VP22 & y=h(x)=—vr2—x.

Lattuk, hogy ha xo € (—r,r), akkor a g (illetve a h) fiiggvény, azaz a kor érintGjének a
normdlvektora az (xg,yo) pontban a fiiggvény deriviltja:

f'(x0,y0) = [2x0,2y0] ,
ezt felhaszndlva a szintvonal érintGjének az egyenlete az (xg,yo) pontban:
2x0x + 2ygy = 2x0X0 + 2Y0Y0 -

Magénak az f fiiggvénynek az érintdje (érintdsikja) az (xg,yo) pontban

f(x0,50) + f' (x0,50) ((x,y) — (x0,¥0)) , azaz
z— f(x0,y0) = 2x0(x—x0)+2y0(y—y0),

Z

ennek a z = f(xq,yo) értékhez tartozd szintvonala pedig
2x0(x —x0) +2y0(y — y0) = 0.

Ezek szerint a szintvonal érintGje megegyezik az érintd szintvonaldval.
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Szintvonal érintoje altalaban

Az el6z6 példa alapjan felvetddik az a kérdés, hogy igaz-e éltaldban, hogy a fuiggvény
derivéltja a szintvonal érint6jének a normdlvektora. Ez az 4llitds is igaz, mint kés6bb
latni fogjuk a Ljusztyernyik-tételben.

A szemléletre tdmaszkodva ezt a kovetkez6 médon erésithetnénk meg: Egy f : R x
R »— R differencidlhat6 kétvaltozds fiiggvény

(x0,y0) € Z(f)
pontbeli érintdsikjanak az egyenlete

z = f(x0,y0)+f (x0,50) (x,y) — (x0,50)) , azaz
z—f(x0,50) = dif(x0,50)(x —x0) + Aaf (x0,50) (y — Yo),
aminek a z = f(xp,yo) értékhez tartozé szintvonala
0 = 91 f(x0,¥0)(x —x0) + A2 f (x0,50)(y —¥0), azaz
d1.f (x0,Y0)x + 02.f (x0,¥0)y = 91.f(x0,0)X0 + 2.1 (x0,¥0)¥0 , (1.1

illetve masképpen:

((d1f(x0,¥0), 92 (x0,¥0)), (x,y) = (x0,¥0)) = 0. (1.2)
Ha feltessziik, hogy > f (xo,y0) # 0, akkor a fentieket ugy is irhatjuk, hogy
91f (%0, Y0)
vy = — —x0) . 1.3
0779 f(x0.y0) (=) a3

A szemlélet alapjan dgy tiinik, hogy a szintvonal érint§je nem lehet mds, mint az érint6
szintvonala. Amennyiben ezt elfogadjuk, akkor a fentiekbdl az kovetkezik, hogy az

N (fx0,30)) = {(x,) + f(x.y) = f(x0,30)} € R?
szintvonal érintGje az (xp,yo) pontban nem mds az (1.1) szerint, mint az
' (x0,50) = [91(x0,30), 92.f (x0,30)] € R"*
normélvektori egyenes. Az @) szerint pedig dgy fogalmazhatunk, hogy a derivalt
ortokomplementuménak az (xp,yo) pontba valg eltoltja:
1
(/' (x0,50)) ™ =+ (x0,¥0) -

Ez utébbit gy is értelmezhetjiik, hogy egy (x,y) pont az érintének pontosan akkor a
pontja, ha

(X,y) - (.X(),y()) € kerfl(x07y0) .
A szemléletre valé tdmaszkodds azonban meglehetSsen gyenge labakon all, hi-
szen érint§ csak egy differencidlhat6 fiiggvény grafjdhoz huzhatd, ugyanakkor az
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FY(f(x0,y0)) szintvonalrél pedig még azt sem tudjuk, hogy fiiggvényt alkot-e. Ha
tudndnk, hogy ez igaz, azaz van olyan g : R — R differencidlhat6 fiiggvény, amelyre
teljesiil, hogy az (xg,yo) egy kornyezetében

£ (x0,30)) =g
akkor ennek az érintdje az
y =0 =g (x0)(x—x0)

egyenes volna. Ha még azt is elfogadnank, hogy a szintvonal érint§je megegyezik az
érint8 szintvonaldval, akkor ebbdl is kovetkezne (T3) alapjan, hogy

_ 91f(x0,y0)

§/(x) = o f(x0,y0)

Mindez azonban nem magatdl értet6ds. Az aldbbiakban az implicitfiiggvény- és a
Ljusztyernyik-tételek korrekt tdrgyaldsat kovetjikk, ami logikailag a fenti szemléletes
bevezetéssel pont ellentkezd irdnyd, s ennek végkovetkeztetéséiil fogjuk kapni a szem-
lélet szamadra olyan nyilvanvaldnak 14tsz6 tényt, hogy a szintvonal érintGje megegyezik
az érintd szintvonaldval.

A kétvaltozés implicitfiiggvény-tétel

1.1.5. Allitas (implicitfiiggvény-tétel). Legyen D C R x R nyilt halmaz, az egyszeriiség
kedvéért tegyiik fol, hogy D =1 x J, ahol 1,J C R nyilt intervallumok.

Haegy f:D — Z fiiggvényre egy (xo,y0) € D pontban teljesiil, hogy
(1) folytonosan differencidlhato,

(2) A f(x0,y0) #0,

akkor az xo € I ponmak 3 U = (xg — 6,x0 + 8) C I kirnyezete, és 3! g : U — R
fiiggvény, hogy

(a) ¥ x €U esetén f(x,g(x)) = f(x0,¥0),

(b) az (x9,y0) € D pontnak 3 G = (xg — 8,x0+ 0) X (Yo — €,y0 + €) kdrnyezete,
hogy
G (f(x0,00)) = ¢,

(c) g(x0) = yo,
(d) a g:U —Y fiiggvény differencidlhato, és ¥ x € U esetén

L afne)
8§ =5 Fre)
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Bizonyitds. Mivel d»f(xg,y0) # 0, ezért feltehetd, hogy példaul 0, f(xg,yo) > 0. Mi-
vel a d,f parcidlis derivéltfiiggvény folytonos az (xg,yp) pontban, ezért 3y, € >0
szdmok, hogy

VY (x,) € (x0 —¥,X0 +7) X (yo — &,50 +€) esetén A f(x,y) >0.
Emiatt V x € (xo — 7,xp + 7) esetén az
) o—&yo+e =R
filggvény szigordian monoton novs. Legyen f(xg,yo) = ¢, ekkor

f(x0,y0—€) <c és f(xo,y0+€)>c.

Mivel az f fiiggvény folytonosan differencidlhaté az (xg,yp) pontban, igy folytonos
annak egy kornyezetében, ezért a fenti € megvalaszthato ugy, hogy az

f('»)’O*E) és f('7)’0+£)

filggvények is folytonosak legyenek az xo pont egy kornyezetében. Ekkor 3 6 € (0,7),
hogy

Vxe (xp—8,x+0) esetén f(x,yo—€) <c és f(x,yo+€)>c. 1.4

Mivel az f fiiggvény folytonos az (xq,y) pont egy kornyezetében, ezért a fenti & és
€ megvalaszthatdk gy, hogy az V x € (xo — 8,x9+ 0) esetén az

fx,):vo—¢&yo+€l =R

filggvény folytonos legyen. Emiatt (1.4) alapjan a Bolzano-tétel szerint Vx € (a—6,a+
8) esetén

Jyx € (Yo —&,y0+€), hogy f(x,yx) =c= f(x0,0)- (1.5)

Sét mivel V x € (xg — 8,x9+ 0) esetén az f(x,-) : [yo — €,y0 + €] — R fiiggvény szi-
gordan monoton novd, azért az y, létezése egyértelmd.

Legyen g: (xo — 8,xp+ 6) — R az a fiiggvény, amelyre V x € (xog — §,x9 + &) esetén

g(x) = yx.

Az y, egyértelmtisége miatt a g fliggvény létezése is egyértelmdi.

Lassuk ezutdn a g fliggvény tulajdonsdgait:
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(a) A g definiciGjabol és az (T.5) egyenlségbdl kovetkezik, hogy
Vxée€(a—8,a+8) esetén f(x,g(x)) = f(x,yx) =c = f(x0,y0)-
(b) A fenti (a) tulajdonsdgot ugy is irhatjuk, hogy
Vxe(a—8,a+8) esetén (x,g(x)) € f (f(x0,y0)),

ami azt jelenti, hogy
g < f~ (f(x0,30))-

Mivel viszont V x € (xg — ¥,x0+7Y) esetén az yy € (yo —€,y0 +€) létezése egyértelm,
ezértha y € (yo — €,y9 + €) valamint f(x,y) = c = f(x0,y0), akkor
y=y:=8),
amit Ugy is frhatunk, hogy
V (x,y) € (xo— V%0 +7) X (yo—&y0+€) NS (f(x0,50)) esetén g(x) =y,
ami azt jelenti, hogy az (xp,yg) € D pontnak a
G=(x0—6,x9+8)x (yo—&y0+€)

kornyezetére teljesiil, hogy

GN S (f(x0,30) C 8
ami a fentiekkel egyiitt azt jelenti, hogy

GNf ! (fxo.30) = 8-

(c) Mivel
(x0,50) € GN S~ ((x0,30)).
ezért (b) szerint
yo =8(xo).

(d) Megmutatjuk, hogy a g: U — R fiiggvény differencialhatd, amihez el&szor belatjuk,
hogy folytonos. A Lagrange-kozépértéktétel szerint

Vx,z€ (xg—8,x0+06) esetén Ju € (x,z) és Ive (g(x),28(z)), (1.6)
(az egyszeriliség kedvéért persze feltéve, hogy g(x) < g(z)), amikre teljesiil, hogy

0 = f(z8()—f(xgx))

= (f(z,8(2) — f(x,8(2)) + (f(x,8(2)) — f(x,8(x)))
91 f(u,8(2)) (z—x) + . f(x,v) - (8(z) —g(x)),
innen 0, f(x,v) # 0 miatt

8(z)—glx) _  dif(ug(z) 17

7—x o f(x,v) ’
(Ha most tudnank, hogy a fenti egyenl&ség jobboldala korlatos, akkor abbdl mar adéd-
na, hogy a g fiiggvény folytonos. Ez sajnos az eddigiekbdl nem kovetkezik, de konnyen
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lathat6, hogy ha a bizonyités elején koriiltekintSbben vdlasztjuk meg a §-t és az -, ak-
kor a fenti egyenl6ség jobboldala korlatos lesz.)

Mivel a d1f és a dpf fiiggvények az (xp,yp) pontban folytonosak, tovdbba
A1 ((x0,y0)) > 0, ezért 8, € > 0 gy is megvalaszthatdk, hogy V (x,y) € (xg — 8,x0+
6) x (yo—€,y0+€) esetén

A f(xy) >

210020 g 13y p(x.y)] < 0 Fla0.30)] +1.

ezért V (x,v), (u,y) € (xg — 8,x0+ ) x (yo — €,y0+ €) esetén
= X,

‘ 91f(x’y)’ < 5. 1910, y0)[ +1

O f(u,v) 9 f(x0,0)

igy Vx, z€ (xg—0,x0+6) esetén

‘g(Z) —8(»)

— | S azz [g(z)—g()| < A |z,

ami azt jelenti, hogy a g : U — R fiiggvény (Lipschitz-)folytonos.

Legyen x € (xg — 8,x0 + 0) tetszSleges pont. Mivel a 9 f és a d»f, valamint a g
fiiggvények folytonosak, azért V o > 0 esetén 3 8 € (0,6), hogy Vz€ (x—f,x+f3)
esetén az (1.6)-beli u € (x,z) és v € (g(x),g(z)) pontokra

I f(x,g(x))  dif(u,g(2))

rf(x,g(x))  hflx,) ’ =
igy (I77) szerint

8x) —glx) | Aflxgl))

’ —x a2f<x,g(x>>‘ =

Mivel ez V z € (x — B,x+ ) esetén igaz, ezért a g fiiggvény differencidlhaté az x
pontban és

— d
g/(x) — hm g(Z) g('x) — _ lf(x>g(x)) .
oz 9 f(x,8(x))
Ebbdla d; f ésa o, f, valamint a g fiiggvények folytonossédga alapjdn kovetkezik, hogy
a g : U — R derivéltfiiggvény folytonos az (xp,yo) pontban. O

1.1.6. Megjegyzés. Az y valtozo kifejezhetSségét nem algebrai értelemben kell érte-
niink, tehat el6fordulhat, hogy a g fiiggvény létezését igazolni tudjuk, de azt explicit

P

formdban nem tudjuk eldallitani.
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Példak és feladatok az implicitfliggvény-tételre

1.1. Feladat. Fejezziik ki az
fly) = taty=1

egyenletbdl az y véltozot az x fiiggvényeként.

Megoldds: Az f fiiggvényre példdul a (0,0) pontban teljesiilnek az implicitfiiggvény-
tétel feltételei, ugyanis f(0,0) = 1, tovdbbd az f fiiggvény parcidlisan differencidlhaté
mindkét valtozdja szerint:

81_f(x,y) :ex+)'+1 és azf()gy): )C'*)Li,l7

amely parcidlis derivalt fiiggvények folytonosak, igy az f fiiggvény folytonosan diffe-
rencidlhatd, végiil

3 £(0,0) =2 #0.

Az implicitfuggvény-tétel szerint taldlhat6 egy olyan a 0 pont egy kornyezetében értel-
mezett g fliggvény, amelyre

(a) afenti egyenlet ebben a kdrnyezetben azonossag,

(b) afenti szintvonal a (0,0) egy kornyezetében megegyezik ezzel a g fiiggvénnyel,

(c) g(0)=0,
(d) g differencidlhato, és

Parity +1

Tyl -

gx) =

A (d) szerint g(x) = —x+ ¢, a (c) szerint pedig g(0) = 0, amibdl az adédik, hogy
g(x) = —x, amelyet y-ba helyettesitve irva valéban azonossdghoz jutunk.

1.2. Feladat. Fejezziik ki az

e —2cosy=1

egyenletbdl az y véltozot az x fliggvényeként.

7 oz

Megoldds: Az el6z6 feladathoz hasonléan lathatd, hogy ez az egyenlet a (0,0) pont
kornyezetében egy olyan g differencidlhat6 fiiggvényt definidl, amelyre

T8 _2cosg(x) =1

de ez explicit formdban nem tudjuk megadni.
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1.1.7. Példa (Egy mikrookonémiai példa: a helyettesitési hatdrarany). A mikrodko-
némidban a hasznossagi fliiggvény a joszdgtéren értelmezett olyan fliggvény, amely a
fogyaszt6 preferenciait fejezi ki. Feltéve, hogy két joszagunk van, legyen u : ]R%_ —R
egy hasznossagi fiiggvény. Egy adott & € R hasznossagi szinthez tartoz6 szinthalmazt
kozombosségi gorbének szokds nevezni:

uil(a) ={(x1,x2) € RZ: u(xy,x)=a} C Ri.

Ez a halmaz (reldcié) nem feltétleniil fiiggvény, de ha az u hasznossdgi fiiggvényre
teljesiilnek az implicitfiiggvény-tétel feltételei, akkor van olyan g: U — R, x, = g(x1)
fiiggvény, és olyan G kornyezet, hogy

Gnu'(a) =g,
tovdbba a g fiiggvény differencidlhat? is, és

dyu(xy,g(x1))

B  diu(xy,x2)
dhu(xi,g(x1))

‘o1 . X2
, masképpenirva — =-—-—————-5.
dx Au(xy,x2)

g (x) =

Kozgazdasagi értelemben ez az Osszefiiggés azt jelenti, hogy a helyettesitési hatdrardny
megegyezik a hatdrhasznok hanyadosanak az ellentettjével.

Ebbdl az osszefiiggésbdl adodik, hogy ha u : Ri — R fiiggvény monoton noveke-
dé (tehat parcidlis derivaltjai nemnegativok), akkor a g fiiggvény monoton csokkend.
Konnyen lathaté tovabbd, hogy ha az u : R%r — R fiiggvény még konkayv is, akkor a g
fiiggvény konvex, igy a ¢’ derivélt fiilggvény monoton nd, a negativ eldjel miatt pedig
abszolutértékben csokken, azaz a helyettesitési hatdrardny abszoldtértékben csokken.

Ugyanez mondhaté el egy f : ]R%_ — R termelési fiiggvény esetében is. Ekkor a

dxy  dif(x1,%2)

dx;  Orf(x1,x%2)

Osszefiliggés ugy interpretdlhatd, hogy a technikai helyettesitési hatdrardny megegyezik
a hatartermékek hanyadosdnak az ellentettjével.

1.1.8. Példa (Egy makrodkonémiai példa: az IS és az LM gorbék). 1. Az IS
(investment—saving) gorbe:

Jelolje I a beruhazast (investment), S a megtakaritdst (saving), i a kamatlabat (interest
rate), ¥ a kibocsétdst (output). Tegyiik fel, hogy a beruhdzds a kamatlab fiiggvénye:
1(i), valamint azt, hogy a beruhdzds a kamatlab névekedése esetén csokken, mésképpen
I'(i) < 0. Tegyiik fel tovdbb4, hogy a megtakaritds a kibocsatas fiiggvénye: S(Y), vala-
mint azt, hogy a megtakaritds a kibocsdtds ndvekedése esetén n8, méasképpen S'(Y) > 0.
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Az (Y,i) kamatlidb—jovedelem part egyensilyinak nevezziik, ha a hozzdjuk tartozé
megtakaritds és beruhdzds egyenld, azaz

Jelolje F : RZ — R azt a fiiggvényt, amelyre V (Y, i) € R% esetén
F(Y,i):=SY)—1(i).
Ekkor az egyensiilyi (Y,i) kamatldb—jovedelem parok halmaza megegyezik az
F~10)={(v,i) eR2 : F(v,i)=0} CR%

szinthalmazzal.

Ha az F fuiggvényre teljesiilnek az implicitfiiggvény-tétel feltételei, akkor 1étezik egy
olyan kornyezet, amelyben ez a szinthalmaz, azaz az egyensilyi kamatldb—jovedelem
parok halmaza egy fiiggvényt alkot, amely rdaddsul még differencidlhaté is. Kérdés,
hogy milyen ennek a fiiggvénynek az alakja? Mivel

di 01F(Y,i) S'(Y)

M=y =" i)  —I)’

valamint a feltevések szerint S'(Y) >0 és I'(i) < 0, ezért i/ (Y) < 0, igy az i(Y) csok-
kend fiiggvény.
2. Az LM (liquidity—money) gorbe:
Tegyiik fel, hogy a pénzkereslet a kibocsitds és a kamatldb fiiggvénye: Mp(Y,i),
valamint azt, hogy a pénzkereslet a kibocsitds novekedése esetén nd, masképpen
d1Mp(Y,i) > 0, tovébbd azt, hogy a pénzkereslet a kamat novekedése esetén csokken,
madsképpen dhMp(Y,i) < 0. Tegyiik fel azt is, hogy a pénzkindlat dllandd, és megegye-
zik a pézmennyiség és a pénz forgdsi sebességének a hdnyadosédval: Mg =M /P.
Az (Y,i) kamatldb—jovedelem pért egyensilyinak nevezziik, ha a hozzdjuk tartozé
pénzkereslet megegyezik a pénzkinalattal, azaz
Mp(Y,i)=M/P.

Jelolje F : Ri — R azt a fiiggvényt, amelyre V (Y,i) € Ri esetén

F(Y,i):=Mp(Y,i)—M/P.
Ekkor az egyensilyi (Y,i) kamatldb-jovedelem parok halmaza megegyezik az

F7Y0)={(v,i) eR% : F(Y,i)=0} CR%

szinthalmazzal. Ha az F fiiggvényre teljesiilnek az implicitfiiggvény-tétel feltételei,
akkor 1étezik egy olyan kornyezet, amelyben ez a szinthalmaz, azaz az egyensilyi
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kamatldb—jovedelem parok halmaza egy fiiggvényt alkot, amely még differencidlhat6
is. Kérdés, hogy milyen ennek a fiiggvénynek az alakja? Mivel

,/(Y) . ﬁ . alF(Y,i) . alMD(Y,i)

PTAY T T aR) T aMp(Y,i)
valamint a feltevések szerint o1 Mp(Y,i) > 0 és dMp(Y,i) <0, ezért i (Y) > 0, igy
az i(Y) novekvd fiiggvény.

Gyakorlatok az implicitfiiggvény-tételre

Az alabbi gyakorlatokban a megadott fiiggvényekre igazoljuk az implicit fliggvény 1éte-
z€sét a megadott pontok koriil, és derivaltjukra is frjuk fol az implicitfliggvény-tételben
szereplS formulat!

1.3. Gyakorlat. f(x,y) = x> +x%y+—2y*> — 10y, (x0,y0) = (2,1)
Megoldds: Mivel £(2,1) =0, ezért az f~'(0) szintvonaldt vizsgaljuk. Mivel

A1 f(x,y) =3x> +2xy és dhf(x,y) =x>—4y—10,
ezek folytonosak és d»f(2,1) = —10 # 0, ezért ez a szintvonal egy kornyezetben egy
g fiiggvény, amelyre még az is teljesiil, hogy

gdx) = _);)124%’ specidlisan  g(2) = 8

1.4. Gyakorlat. f(x,y) = & - 2x—4y, (x0,y0) = (0,1)
Megoldas: Mivel f(0,1) = —3, ezért az f~!(—3) szintvonalét vizsgaljuk. Mivel
flxy) =y —2 & dhf(xy) =V 2ay—4,
ezek folytonosak és d, f(0,1) = —4 #£ 0, ezért ez a szintvonal egy kornyezetben egy g
fuiggvény, amelyre még az is teljesiil, hogy
_ e’ )
e 2xy—4

1
g = . specidlisan /(0 =~
1.5. Gyakorlat. f(x,y) = e%*x+2x7y7 (x0,y0) = (1,2)

Megoldds: Mivel £(1,2) =0, ezért az f~'(0) szintvonaldt vizsgaljuk. Mivel
y 1 »
Af(xy)=—er " +2x—y—1 é dhf(x,y) = Ee’rx, 1

ezek folytonosak és d,f(1,2) = % # 0, ezért ez a szintvonal egy kornyezetben egy g
fiiggvény, amelyre még az is teljesiil, hogy

—ed T 4 2x—y— 1
gx)= 7% , specidlisan g'(1)=2.
jef_x—l

1.6. Gyakorlat. f(x,y)=¢e" +2x2, (x0,y0) = (1,0)
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A Ljusztyernyik-tétel

1.1.9. Allitas (Ljusztyernyik-tétel). Legyen D C R x R nyilt halmaz, az egyszeriiség
kedvéért tegyiik fol, hogy D =1 x J, ahol 1,J C R nyilt intervallumok.

Ha egy f: D — R fiiggvényre teljesiilnek az implicitfiiggvény-tétel feltételei egy
(x0,¥0) € D pontban, azaz

(1) folytonosan differencidlhato,

(2) 2f(x0,y0) #O0,

akkor az
SN (f(x0,30)) = {(x,y) = fx,y) = f(x0,0)} CR?

szintvonal érintdje az (xq,yo) pontban nem mds, mint az

£/ (x0,30) = [91.f(x0,0), £ (x0,0)] € R *?

gradiens normdlvektorii egyenes:

A1.f (x0,Y0)x + 2.f (x0,¥0)y = 91.f (x0,50)x0 + 921 (x0,¥0)¥0 ,
ami vektorosan irva:
<f/(x03y0)7 (x,y) - (Xo,yo» = 07

azaz a derivdlt ortokomplementumdnak az (xo,yo) pontba valé eltoltja:

1
(" (x0,50)) ™ + (x0,¥0) -

Ez utdbbit vigy is megfogalmazhatjuk, hogy egy (x,y) pont az érintdnek pontosan akkor
a pontja, ha

(x,y) = (x0,y0) € ker f'(x0,0)-
Bizonyitds. Mivel teljesiilnek az implicitfiiggvény-tétel, azaz az[[.1.5] 4llitds feltételei,
ezért az xo € I pontnak 3 U = (xg — 8,x9 + 6) C I kornyezete, és 3! g: U — R
fliggvény, hogy

(@) VxeU esetén f(x,g(x)) = f(x0,¥0).
(b) az (xg,y0) € D pontnak 3 G = (xg — 8,x0 + 8) X (yo — €,y0 + €) kornyezete,
hogy
G (f(x0,00) = ¢,
(©) g(x0) =0,
(d) a g:U —Y fiiggvény differencialhatd, és V x € U esetén

L afne)
8§ == 5 )
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Mivel a g fiiggvény differencidlhaté az x¢ pontban, ezért van érint6je ebben a pontban,
ami azon (x,y) pontokbdl 4ll, amelyekre

y—glx) =¢'(x0) (x—x0),
amibe a fentieket behelyettesitve azt kapjuk, hogy

1 f(x0,Y0)

% f(x0,30) (x=x0),

y—=Yo=

amibdl
91f(x0,¥0)x + 2 f (x0,¥0)y = 91 f (x0,y0)x0 + 2. f (x0,¥0)¥0 - O

1.1.10. Megjegyzés. Egy f : R x R — R differencidlhaté kétvaltozds fiiggvény
(x0,¥0) € 2(f) pontbeli érintGjének az egyenlete:

z= f(x0,50) + f (x0,50) (x,y) = (x0,30)) ,

aminek a z = f(xp,y0) értékhez tartozé szintvonala skaldris szorzatos jel5léssel:

(f'(x0,50) (x,y) — (x0,¥0)) =0,

ami a tétel szerint megegyezik a szintvonal érintGjével.
Maisképpen megfogalmazva: Az f fiiggvény (xg,yo) pontbeli érintGjének a normal-
vektora

(f/()C(),y()),—l) € R? x R,

aminek az R2-re val6 projekcidja, azaz az érintd szintvonaldnak a normalvektora

! 2
f'(x0,y0) €R?,
ami a tétel szerint megegyezik a szintvonal érint&jének a normdlvektordval.

e

Egyenloséggel korlatozott feltételes széls6érték-feladat: a
Lagrange-féle multiplikator-tétel

Ebben az alfejezetben az egyenl6séggel korldtozott sima feltételes széls6érték-feladat
megolddsdra adunk sziikséges feltételt. Mivel a célfiiggvénynek egy adott fiiggvény
szintvonaldra val6 leszoritasat vizsgaljuk, ezért a bizonyitds sordn fontos szerepet jat-
szik a szintvonalhoz tartoz6 érintd, amit a Ljusztyernyik-tétel jellemez.

1.1.11. Definicié. Legyen D C R x R adott halmaz, fy,f; : D — R adott fiiggvé-

nyek. A kovetkezd feladatot egyenldséggel korldtozott feltételes szélsbérték-feladatnak

nevezzik:
Sfo(x,y) — max (min)

filx,y)=0 . (1.8)
(x,y)eD

Az fy fiiggvényt a feladat célfiiggvényének nevezzik.
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A feladat feltételi halmaza vagy mas néven a lehetséges megolddsok halmaza:

{(y) €D = filxy) =0} = f;'(0).

1.1.12. Definicié. Egy (xo,y9) € D pontot az (1.8) feladat (optimdlis) megolddsdnak
nevezzilk, ha az fo| ;-1 (g) £71(0) = R fiiggvény maximumhelye (minimumbhelye),
azaz

(1) (x0,y0) lehetséges megoldas,

(2) ¥ (x,y) lehetséges megoldds esetén fo(xo,y0) > fo(x,y) (minimumfeladat esetén
pedig forditva).

Erre a feladatra az fé (x0,y0) = O feltétel mdr nem feltétleniil sziikséges feltétele a
szélsGértéknek, hiszen elképzelhets, hogy az fy fiiggvény a szélsGértékét a f~1(0)
halmaz hatdréan veszi fel.

Tekintsiik példdul az fy(x,y) =x+y fiiggvényt, és keressiik a maximumat az 24y? =
1 egységsugard koron. Konnyen ldthatd, hogy a megoldds (xq,yo) = (1,1), de az f
figgvény derivaltja természetesen sehol sem nulla a feltételi halmazon.

Mint a feltételes szélsGérték-feladatokat dltalaban, az egyenldségekkel korlatozott felté-

teles szélsértékfeladatot tigy oldjuk meg, hogy visszavezetjiik a feladatot a Lagrange-
fiiggvénye feltétel nélkiili sz&lsdértékének a vizsgdlatdra.

1.1.13. Definicio. Az (1.8) feladat Lagrange-fiiggvénye az az ¥ : D x R — R fiigg-
vény, amelyre V (x,y) € D és V A € R esetén
f(x7y7ﬂ’) :fo(xuy) -2 "fl (x7y) .

A A € R szdmot Lagrange-multiplikdtornak nevezziik.
Minimumfeladat esetén a feltételi rész hozzaadasa célszer(:

‘Z(xayv)') :f()(x7y)+)~ 'fl(xay)'

1.1.14. Megjegyzés. Ha az fy, f1 fiiggvények differencidlhatk egy (x,y) € D pont-
ban, akkor V A € R esetén az (x,y) viltozé szerinti parcidlis derivalt

81,23()67)]72')) = f(,)(xvy) -2 fll(xvy) .
Tovédbbd V (x,y) € D és V A € R pontban a A véltozo szerinti parcialis derivélt

333()57)’770 = _fl (X,y) .

1.1.15. Megjegyzés. A feladat megolddsdnak sziikséges feltételére vonatkozé tétel, a
Lagrange-féle multiplikdtor-tétel bizonyitdsa a Ljusztyernyik-tételen alapul. Felhaszna-
lunk még egy késdbbiekben bebizonyitott linedris algebtai 4llitast, a 2.3.1} 4llitdst, az
un. kovetkezménytétel speciélis esetét, miszerint tetszSleges (X,+,-) F feletti vektor-

térben az f és g € X’ linedris funkcionalokra

kerfCkerg < JAEF, amelyreg=A1-f.
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1.1.16. Allitas (Lagrange-féle multiplikdtor-tétel). Legyen D C R x R nyilt halmaz, az
egyszeriiség kedvéért tegyiik fol, hogy D =1 x J, ahol I,J C R nyilt intervallumok.

Legyenek az fy, f1 : D — R fiiggvények differencidlhaték egy (xg,yo) € D pontban.
Tegyiik fel, hogy az f1 : D — R fiiggvényre teljesiilnek az (xo,yo) € D pontban az
implicitfiiggvény-tétel feltételei, azaz teljesiil a kovetkezd két regularitdsi feltétel (const-
raint qualification):

(1) folytonosan differencidlhato,
(2) d2fi(x0,y0) # 0.

Ha (xq,y0) € D megolddsa az egyenléséggel korldtozott (1.8)) feltételes szélséértékfel-
adatnak, akkor 3 A € R Lagrange-multiplikdtor, hogy

£ (x0,50,4) = (0,0,0),
ami részletesen azt jelenti, hogy

(a) fo(x0,y0) =4~ fi(x0,y0) = (0,0), azaz  fo(x0,y0) = A - f](x0,¥0),
(Euler-Lagrange-egyenlet), koordindtdnként kiirva:

1 fo(xo,y0) — A - 91 f1(x0,y0) =0,
A fo(x0,¥0) — A - A2 f1(x0,y0) =0,
(b) fi(x0,y0) =0.

Ha feltessziik még, hogy az fo: D — R fiiggvényre is teljesiilnek az (xo,yo) € D pont-
ban az implicitfiiggvény-tétel feltételei:

(1) folytonosan differencidlhato,

(2) 92 fo(x0,50) #0,
akkor A # 0, tovdbbd az

fo ' (folxo.y0)) és f7'(0)
szintvonalak érintik egymdst az (xq,yo) pontban.

Bizonyitds. Az (xg,yo) pont nyilvan pontosan akkor az feladat megoldésa, ha az
Jolg10): f ~1(0) = R fiiggvény maximumhelye.

Mivel az f; : D — R fiiggvényre az (xg,y9) € D pontban teljesiilnek az implicit-
fiiggvény-tétel (az[1.1.5] dllitds) feltételei, ezért az f;'(0) szintvonal az (xo,yo) egy
kornyezetében egy g : (xg — 8,x0+ 0) — R differenciélhaté fiiggvény. Ezek szerint, ha
(x0,¥0) a feladat megoldésa, akkor x( az

h=fpo(id,g): (xo—6,x0+6) = R,

azaz a h(x) = fy(x,g(x)) fiiggvény maximumhelye.
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Belatjuk, hogy
ker f{(x0,Y0) C ker fo(x0,0) -
Legyen (u,v) € ker f] (x0,y0) , azaz
(,v) = (x0,0) + (u,v) — (x0,¥0) € ker fi (x0,¥0) -
Mivel az f : D — R fiiggvényre az (xp,y9) € D pontban teljesiilnek a Ljusztyernyik-
tétel (1.1.9} dllitds) feltételei, ezért az (xp,yo) + (u,v) pont az
o) cRr?

P

szintvonal (xo,yo) pontbeli érintSjének, azaz a g: (xg —8,x0+ 6) — R differencidlhat6
figgvény xo pontbeli érint§jének egy pontja, ami azt jelenti, hogy

(o+v)—yo=g"(x0)- (xo+u) —xo), azaz v=g(x0)-u.

Ezek alapjén a g fiiggvény xo pontbeli differencidlhatsdga azt jelenti, hogy V A € R
esetén

glxo+Au) = yo+g (x0)- (xo+Au—x0)+r(xo+Au—xp)
= yo+A-g(x0) u+tr(Au)
= yo+Av+r(du),
ahol limy _,, @ =0.Legyen ¢ : R — R az a fiiggvény, amelyre V 1 esetén
o(A) = hixo+Au)

fo (xo+ Au,g(xo+ Au))
fo (xo+Au,yo 4+ Av+r(Au))
So ((x0,y0) +2A(u,v) +(0,r(Au))) .

A fentiek alapjén, ha (xg,yo) a feladat megolddsa, akkor a A =0 pont a @ fiiggvény
maximumhelye, ezért a széls6érték sziikséges feltétele szerint ¢’(0) = 0. Ez viszont az
el6zbek szerint a lancszabdly alapjan azt jelenti, hogy

0 = ¢'(0)
fo ((x0,y0) +0(u,v) 4 (0,7(0))) - %((XOJ’O) + A (u,v) +(0,r(Au))) 20

(fo(x0,50), (u, ).
Ezek szerint (u,v) € ker f}(xo,y0) , amivel beldttuk, hogy

ker f{ (x0,y0) C ker f;(x0,y0) -

Ebbdl viszont, mint ismert, kovetkezik, hogy 3 A € R, hogy
fox0.y0) = A - f1(x0.y0), azaz  fy(x0,y0) — A - fi(x0,50) = (0,0).

Az fi(xp,y0) = 0 feltételt a megolddsnak automatikusan teljesitenie kell.
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Tegyiik fel még, hogy az fy: D — R fiiggvényre is teljesiilnek az (xq,yq) € D pontban
az implicitfiiggvény-tétel feltételei. Mivel ekkor d» fo(xo,¥0) # 0, igy f;(x0,y0) # 0,
ezért az fj(xo0,y0) = A - f](x0,¥0) egyenlSség miatt A # 0.

Tovabba ekkor a Ljusztyernyik tétel szerint az

fo ' (foxo.y0)) és f71(0)

szintvonalak (x,yo) ponton dtmend érintSinek a normalvektorai

foxo,y0) illetve  fi(x0,0),

emiatt pedig, szintén az f{(xo,y0) = A - f] (x0,y0) egyenlSség alapjan, a két szintvo-
nal érintSinek normdlvektorai azonosak, ami azt jelenti, hogy a két szintvonal érinti
egymast. g
1.1.17. Megjegyzés. A Lagrange-féle multiplikator-tétel szerint a feltételes
széls6érték-feladatra vonatkozé elsérendid sziikséges feltétel megegyezik a feladat
Lagrange-fiiggvényének a feltétel nélkiili széls6értékére vonatkoz6 elsérendii sziiksé-
ges feltétellel. Ez egy harom ismeretlent tartalmazé harom egyenletbdl dll6 egyenlet-
rendszer, nevezetesen

I fo(x,y) —A-d1fi(x,y)
azf()(xay) - 2’ : aZfl (xvy)
fi(x,y)=0,

amit megoldva megkapjuk a feladat lehetséges megolddsait.

0,
0

)

1.1.18. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy a maximumfeladat Lagrange-fiiggvénye az
(x,y) véltozéban konkév, azaz az
(6y) = Z(x,y,4)

fliggvény konkdv, ami azzal ekvivalens, hogy az fj célfiiggvény konkdyv, az f; feltételi
figgvény pedig konvex. Ekkor a megoldds Lagrange-féle multiplikator-tételbeli
Z"(x0,50,4) = (0,0,0)
sziikséges feltétele a megolddsnak egyben elégséges feltétele is.
Ugyanis: Mivel 9} 2.2 (xg,y0,A) = (0,0), ezért az (xg,yo) az (x,y) — Z(x,y,A) kon-
kév fiilggvény maximumhelye, igy V (x,y) lehetséges megoldds esetén
fO(x()’yO) = fo(x()JO)_)L'fl (x07y0):$(x07y0a}1’)
> g(x7y7z’):fo(xay)ia"fl(x7y):fo(xay)'
Ugyanez mondhat6 el, ha a minimumfeladat Lagrange-fiiggvénye az (x,y) valtozéban
konvex, azaz az
(6,y) = Z(x,y,4)
fiiggvény konvex, ami azzal ekvivalens, hogy az fj célfiiggvény és az f; feltételi fuigg-
vény is konvex.
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Példak és feladatok a Lagrange-féle multiplikator-tételre
1.7. Feladat. Hatdrozzuk meg az
- xy+ y2 =3

ellipszisnek az origéhoz legkozelebbi és legtdvolabbi pontjait. A feladat a kovetkezd
feltételes széls6értékfeladat megolddsara vezet:

24,2 :
{ x*+y* — max (min) (1.9)

xz—xy—ﬁ—y2 =3

Megoldds: A fenti tétel jeloléseivel fo(x,y) =x2+3? és fi(x,y) =x> —xy+)y* —3. A
feladat Lagrange-fiiggvénye

Ly A) =3 +y = A (xF —xy+y* —3),
tovabbs

81f0(x,y) =2x és aZfO(x7y) :2_)/',
i fi(x,y) =2x—y és dfi(x,y) = —x+2y.

Ezért ha (x,y) megolddsa az (1.10) feladatnak, akkor a Lagrange-elv szerint 34 € R,
hogy x,y,A kielégitik a kvetkezd egyenleteket:

2x—A-(2x—y) =0,
2y—A-(—x+2y)=0,
xz—xy—l—y2 =3.

Az els6 két egyenletbdl:

(x+y)(2-4)=0.
Ha x+y#0, akkor A =2, és (x,y) = (v/3,/3) illetve (—v/3,—/3).
Ha x4y =0, akkor A = %, és (x,y) = (1,—1) illetve (—1,1).

Kérdés, hogy ezek a vektorok megoldésai-e a feladatnak? A Weierstrass-tétel alapjan a
folytonos célfiiggvény a kompakt feltételi halmazon (ellipszisen) felveszi a maximuméat
és a minimumdt, ezért a feladatoknak léteznek megolddsai, és ezek a Lagrange-feltétel
megoldasai kozott vannak. Mivel

fo(vV3,V3) = fo(—V/3,—V3) =6, tovabba fo(1,—1) = fo(—1,1) =2,

ezért (x,y) = (v/3,v/3) illetve (—/3,—+/3) a maximumfeladat megoldasai, tovabba
(x,y) = (1,—1) illetve (—1,1) pedig a minimumfeladat megoldésai.
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1.8. Feladat. Oldjuk meg a kovetkez6 feladatot a > 0 esetén:

{ X-y — max (1.10)

x>+ y2 =a
Megoldis: A fenti tétel jeloléseivel fo(x,y) =x-y és fi(x,y) =x% +y* —a. A feladat
Lagrange-fuiggvénye
LEyA) =x-y=A-(F+y —a),
tovabba
difolx,y) =y és dfolx,y) =x,
Aifi(x,y) =2x és A fi(x,y) =2y.

Ezért, ha (xg,yp) megolddsa az (1.10) feladatnak, akkor a Lagrange-elv szerint 3 A €
R, hogy kielégitik a kovetkezd egyenleteket:

y—A-2x=0,
x—A-2y=0,
x2+y2:a.

Az els6 két egyenletbdl

x=A-2y=24-2:-1-2x=4A%x,
a harmadik egyenlet szerint a # 0 esetén x és y # 0, ezért

1
4A% =1, azaz l::ti,
tehdt
X=y vagy x=—y.
A harmadik egyenletbe helyettesitve mindkét esetben azt kapjuk, hogy
22 = a,

azaz a megolddsok csak a

() (D () (5D

pontok koziil keriilhetnek ki. Az fy(x,y) = x-y fiiggvény értéke az elsd két helyen 5, a
masodik két helyen —4 . A fenti els6 két szdmpdr valéban a megolddsokat szolgaltatja.
A masik két szdmpdr a minimumfeladat megolddsa. Lathaté tovdbba, hogy mindkét
szinthalmaz (szintvonal) érinti egymadst ezekben a pontokban, példaul a (/5,1/%)
pontban mindkét szintvonal meredeksége

<59
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1.1.19. Példa (Egy mikrookonémiai példa: a haszonmaximalizalas). A mikrookonémi-
aban kozponti szerepet jatszanak a feltételes szélséérték-feladatok, igy a Lagrange-féle
multiplikdtor-tétel, ugyanis a fogyasztok illetve a termelSk viselkedése ilyen feladatok-
kal irhato le.

Tekintstink egy olyan gazdasdgot, amelyben egy fogyaszté rendelkezik egy fogyasztasi
halmazzal, mds néven jészagtérrel, azaz a vélasztasi lehet6ségek halmazdval. A ko-
vetkezSkben tegyiik fel, hogy kétféle j6szdg van, a jészdgteret jelenitse meg R2 , egy
fogyasztasi joszdagkoteget (fogyasztasi kosarat) jelsljon egy (x1,xp) € ]R%_ vektor.

Kiindulasként feltessziik, hogy a fogyaszt6 rendelkezik azzal a képességgel, misze-
rint képes ,,raciondlisan” vélasztani, amit tgy fogalmazunk meg (matematikai eszko-
zokkel), hogy a fogyaszté rendelkezik egy R C ]R%_ X Ri_ tranzitiv és teljes reléci-
Oval, azaz preferenciarendezéssel. Azért, hogy egy ilyen széls6értékfeladatot az ana-
lizis eszkozeivel tudjunk vizsgdlni, a preferenciareldcit egy ,,preferenciaindikator-
figgvénnyel”, mas néven ,,hasznosséagi fiiggvénnyel” kell helyettesiteni, azaz egy olyan
u: Rﬂ — R fiiggvénnyel, ami reprezentdlja az R preferenciareldciot. Ezen azt értjiik,
hogy V (x1,x2), (y1,y2) € R%r jOszég esetén

(x1,2)R (y1,y2) & u(x1,x2) > u(y1,y2)-

Ezek utdn azzal a feltevéssel éliink, hogy a fogyaszt6 rendelkezik egy u : Ri —-R
hasznosségi fiiggvénnyel.

Tegyiik fel, hogy a javak drai pozitivak. Ezek szerint jelenitse meg Ri . a lehetsé-
ges arvektorok halmazat. Feltesszilk még, hogy az druk dra a fogyaszté szamadra kiilsd
adottsag, azaz az 6 egyéni fogyasztdsa nem hat vissza az drakra. Ezt a feltevést ugy
nevezziik, hogy a fogyaszté drelfogado.

Végiil feltessziik, hogy a fogyaszt6 rendelkezik egy m € Ry, nagysdgu pozitiv jo-
vedelemmel.

A fogyaszté a fogyasztési javainak u(x1,x;) vektordt igy hatdrozza meg, hogy maxi-
malizdlja az u(x,x;) hasznossagét a py - x| + pa -xp = m koltségvetési feltétel mellett,
azaz a viselkedését a kovetkezd, un. haszonmaximalizdldsi feladat irja le:

(1.11)

{ u(xy,x) — max
D1 X1 +pr-xp=m

A feladat Lagrange-fiiggvénye az az % : ]R%_ xR — R fiiggvény, amelyre V (x1,x) €
Ri, A € R esetén
L, x0,A) ==u(xy,x2) = A~ (p1-x1+p2-xo—m).

Legyen az (x(l)7xg) € R% | vektor a (1.11) feladat megoldésa, és tegyiik fel, hogy a fel-
adat fiiggvényeire fenndlnak a Lagrange-féle multiplikator-tétel feltételei, akkor esze-
rint a tétel szerint

du(x},x9) = A-p1 =0,

du(x],x9) = A - py =0,
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tovdbba

alu(x?,xg) B 32u(x?,x(2))
pi 22

Ezekbdl az kovetkezik, hogy az optimalis pontban

2=

Aru(x9,x9) _n

= . 1.12
azu(xl,xz) P2 ( )

o Kozgazdasdgi szempontbdl ez azt jelenti, hogy optimdlis pontban a két termék
hatdrhaszndnak az ardnya megegyezik az draik ardnydval.

e Matematikai szempontbdl pedig azt jelenti, — mint ahogy a Lagrange-féle
multiplikdtor-tételben mdr lattuk —, hogy az u hasznossdgi fliggvénynek az
(x(]),x(z)) € Ri_ . optimdlis ponthoz tartozé szinthalmazit, k6zombosségi gorbé-
jét érinti a koltségvetési egyenes. Ezek szerint az optimdlis pont meghatdrozasat
gy szemléltethetjiik, hogy a hasznossagi fliggvény k6zombosségi gorbéit addig
toljuk, amig a koltségvetési egyenes nem érinti.

Mivel a feladat célfiiggvényére, az u : R%r — R hasznosségi fiiggvényre fenndllnak
az implicitfijggvény-tétel feltételei, ezért — mint a [[.1.7] példdban mar lattuk — az
u- (u(x?7x(2))) C R2 kozombosségi gorbe az x? egy kornyezetében egy differencidl-
hato fiiggvény, és

dxy 81u(x(1),x3)

dx) Hu(x9,x3)”
ami azt jelenti, hogy a helyettesitési hatdrarany megegyezik a hatarhasznok hanyadosa-
nak az ellentettjével.
Tovédbba az (x1,x2) — pi -x1 + pa - xp fiiggvénynek az m-hez tartz6 szintvonala fiigg-
vény, azaz a

P1-X1+p2-xp=m
egyenletbdl az x, véltoz6 kifejezhet6 x| valtozé fiiggvényeként:

1
xZ:,ﬂ X1+ —-m.

P2 P2
Ez a fiiggvény nyilvan differencidlhatd, és a derivalt minden pontban az egyenes mere-
deksége:
a8
P2’
Az (T.12) 6sszefiiggés alapjan ebbdl kovetkezik a mikrodkonémia egy sarkalatos tor-
vénye, amely szerint

ax _ p

dxi  py’
ami azt jelenti, hogy az (x(l),xg) optimdlis pontban a helyettesitési hatdrarany abszoltt-
értéke megegyezik az drardnnyal.
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1.1.20. Példa (Egy mdsik mikrodkonémiai példa: a koltségminimalizélds). Tekintsiink
egy gazdasdgot, amelyben tegyiik f6l ugyanazokat a feltételeket, mint a haszonmaxima-
lizalas esetén. Roviden, tegyiik fel, hogy egy fogyasztonak van egy fogyasztdsi halma-
za, ez legyen R Jelolje (x1,x2) € R? a fogyasztdsi javaknak, (p1,ps) € R%, pedig
ezen fogyasztdsi javak drainak a vektordt. A fogyaszté rendelkezik egy u : Ri —-R
hasznosségi fiiggvénnyel.

A fogyaszté a fogyasztdsi javainak vektorat azonban ebben az esetben ugy hatdrozza
meg, hogy minimalizdljaa py - x| + py - xp koltségét, mikozben egy 1y megkivant hasz-
nossagi szintet ér el, azaz a viselkedését a kovetkez8, Un. koltségminimalizdldsi feladat
irja le:

{ p1 X1+ p2-Xxp — min . (1.13)
u(xy,x) = ug
A feladat megolddsa sordn ugyanazokat az eredményeket kapjuk, mint a haszonma-
ximalizdlasi feladat esetén. A feladat Lagrange-fiiggvénye az az & : ]Ri xR — R
fiiggvény, amelyre V (x1,x2) € RZ, A € R esetén

L(x1,x2,A) == p1-x1+p2-x0+ A (u(xy,x2) —up) .

Legyen az (x1 ,xz) € R2 44 vektor a 3) feladat megolddsa, és tegyiik fel, hogy a fel-
adat fiiggvényeire fenndlnak a Lagrange -féle multiplikator-tétel feltételei, akkor esze-
rint a tétel szerint

pL+A- 31u(x1,x2)

0,
pr+A- azu(xl,xz) 0,

tovabba
P )

Au(x,x9) B DHu(x9,x9)”

azaz a ([.TT) feladat Lagrange szorzGjdnak a negativ reciproka, amibsl most is az ko-
vetkezik, hogy az optimdlis pontban

Au(x9,x9) _n

. 1.14
Hu(x9,x9)  p2 (114

Mint a haszonmaximalizalasnal lattuk:

o Kozgazdasigi szempontbdl a kapottak azt jelentik, hogy optimdlis pontban a két
termék hatarhaszndnak az ardnya megegyezik az draik ardnyaval.

e Matematikai szempontbdl pedig azt jelenti, — mint ahogy a Lagrange-féle
multiplikator-tetelben maér lattuk —, hogy az u hasznossagi fiiggvénynek az
(x17x2) € R? ., optimdlis ponthoz tartozé szinthalmazt, kozombosségi gorbé-
jét érinti a koltsegvetési egyenes. Ezek szerint az optimdlis pont meghatdrozasat
ugy szemléltethetjiik, hogy a a koltségvetési egyeneseket addig toljuk, amig nem
érintik a hasznossagi fliggvény kozombosségi gorbéjét.
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Végiil most is megkapjuk a mikrookondmia sarkalatos torvényét, amely szerint

v _ p1
dxy P2’

ami azt jelenti, hogy az (x(l)7xg) optimdlis pontban a helyettesitési hatdrardny abszoltit-
értéke megegyezik drardnnyal.

1.1.21. Megjegyzés. Meglepdnek tlinhet, hogy annak a roppant egyszeri rajzolgatds-
nak, ami a mikrookonémia egyik kiindulépontja, milyen nehéz a matematikai héttere.

2 2

Vegyiik észre azonban, hogy az olyan egyszeriinek tind fogalomnak, mint az érint6-
nek a bevezetése hozta 1étre az analizist, tovdbba a valés szdmegyenesnek a gondos
bevezetése az analizis egyik legmélyebb teriilete.

Gyakorlatok a Lagrange-féle multiplikator-tételre

Py

1.9. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szélsdérték-feladatot:

X-y — max
{ Xhy=2 . (1.15)

1.10. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd paraméteres feltételes szélsGérték-feladatot:

X-y — max
{ Yty=m (1.16)

1.11. Gyakorlat. Oldjuk meg a kdvetkezd feltételes szélsdérték-feladatot:

12x-,/y — max
{ 3x+4y=12 ’ (.17

1.12. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd paraméteres feltételes szélséérték-feladatot:

2,2 :
{ x> +y?> = min (1.18)
x+2y=a
1.13. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szélsdérték-feladatot:
242 :
{ 2x> +y* — min (1.19)
x+y=1
1.14. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szélsdérték-feladatot:
x2 +3xy+y* — max (1.20)
x+y=100 ’
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1.15. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkez6 paraméteres haszonmaximalizéldsi feladatot:

1o
u(x,y) =10-x2 -y3 — max . a21)
k(x,y) =2x+4y=m

1.16. Gyakorlat. Oldjuk meg a kdvetkezd paraméteres haszonmaximaliz4ldsi feladatot:

= —e t—eY
{ u(x,y) =100—e¢ e™Y — max (1.22)
k(x,y) = px+qy=m
1.17. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd koltségminimalizalasi feladatot:
rK +wL — min
o1 (1.23)
F(K,L)y=K2-Li=Q

ahol K a rendelkezésre all6 t6ke, aminek az dra r, és L a rendelkezésre all6 munka,
aminek az dra w.

oy

1.2. Feltételes szélsoérték-feladatok a tobbvaltozos
fiUggvényekre

Az implicitfiiggvény-tétel tobbvaltozés fiiggvényekre

A normalt terek kozotti fliggvényekre vonatkozé implicitfiiggvény-tétel egyenes alta-
lanositasa annak amely a kétvaltozos fiiggvényekre vonatkozik, mégis tanulsidgos az
n-véltozos fliggvényekre vonatkoz6 implicitfiiggvény-tételt kozelebbrdl is megvizsgal-
ni.
Legyen f:R" — R egy fiiggvény, ahol m < n, és b € R™ egy adott vektor, kérdés,
hogy az

) ={x : f) =} CR"
szinthalmazhoz van-e olyan g : R"~" »— R fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy

) =s.

Erdemes a bevezetSbeli linedris eset altaldnositdst dttekinteni.

1.2.1. Példa (Egy specidlis eset: a linedris fiiggvény szintvonala). Abban az esetben,
amikkor az f : R" — R™ fiiggvény linedris, azaz

f(x)=Ax, ahol AeR™"
akkor egy adott b € R™ vektor mellett az f(x) = b egyenlSség az

Ax=b
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inhomogén linedris egyenletrendszert jelenti, amelynek jol ismert a (bels6 reprezenta-
last) megolddsi médja. Ez roviden, az implicitfiiggvény-tételhez igazitott megfogalma-
zasban a kovetkezd:

Tegyiik fel, hogy az A € R™*" matrix sorai linedrisan fiiggetlenek, igy m darab linedri-
san fiiggetlen oszlopa van, és képzeljiik el gy a matrixot, hogy ez az utolsé m oszlop.
Az A bazisfaktorizacidja:

A=[A[,A)]=A;[D,E], ahol A, e R™ invertdlhatd,

D=A;'A; e R0,

Az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer megoldésai olyan

|: X :| c R™™ x R™
Xk

vektorok, amelyekre
xx=—Dxs, ahol x;€R"™™ tetszlleges.

Tovabba tetszSleges adott b € R™ esetén 3! d € R™, hogy Ard = b, ekkor az Ax =b
inhomogén linedris egyenletrendszer megolddsai olyan

{ , } ER" " xR"
Xp.
vektorok, amelyekre

xy=d—Dxg, ahol x;eR"™™ tetszlleges,

masképpen kifejezve

Ail(b)z{{ ;C; } ER"XR™ : xk:dexs,xseRnfm}.

Legyen g: R"™™ — R™ az a (linedris) fuiggvény, amelyre V x; € R"™ esetén
g(xs) =d—Dxs= d—A;lAl - X,

ekkor az el6zbek alapjan
ATl b) =g,

tovdbbd a g fiiggvény deriviltja V x; € R"™ pontban

§(x)=-D=-A;"A.
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1.2.2. Allitas (implicitfiiggvény-tétel a tobbvaltozos fiiggvényekre). Legyen f :
R"™™ x R™»— R™ egy fiiggvény (m < n), tegyiik fel, hogy egy (xo,y0) € Z(f) pontban
teljestiil, hogy

(1) folytonosan differencidlhato,

(2) az f'(x0,y0) € R™*" derivdltmdtrix sorai linedrisan fiiggetlenek,

tegyiik még fel, hogy a derivdltmdtrix utolsé m oszlopa linedrisan fiiggetlen, ami
azt jelenti, hogy az

F'(x0,50) = [01 f(x0,70), 82.f (x0,¥0)] € RM™X(n=m) 5 grmxm

derivdltban a

92 (x0,y0) € R™™
parcidlis derivdlt invertdlhato, igy a derivdlt bdzisfaktorizdcicja:
f'(x0,30) = [01.f(x0,¥0), 2.f (x0,50)] = I2.f (x0,¥0) - [D, EJ ,

ahol
D = [02f(x0,30)] " - 91.f (x0,0) -

Ekkor az xy € R"™™ pontnak 3 U kiornyezete, és 3! g : U — R™ fiiggvény, hogy

(a) Vx €U esetén f(x,g(x)) = f(x0,y0),

(b) az (x9,y0) pontnak 3 G kirnyezete, hogy

G (f(x0.30)) =g,

(c) g(x0) =Yo,

(d) a g:U =Y fiiggvény differencidlhato, és ¥ x € U esetén
g(0) = =[Sy flxy).

1.2.3. Megjegyzés. 1. A tétel bizonyitdsat 1dsd késGbb (2.1.22] allitas).

2. Fontos kiemelniink, hogy bdr a g fiiggvényt dltaldban explicit médon nem tudjuk
meghatdrozni, de xo-beli derivaltjt igen.
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Feladatok a tobbvaltozos fliiggvényekre vonatkozod
implicitfliggvény-tételre

1.18. Feladat. Legyen f:R* — R? az a fiiggvény, amelyre V (x,y,u,v) esetén

u+ e +sin(xu) + yv
f(x7y7u7v): { ( ) y } .

u+xyu—yv

Fiiggvényt alkot-e az (x,y,u,v) = (0,1,1,0) € R* ponthoz tartozé szinthalmaza ennek
a pontnak egy kornyezetében?

Megoldds: ;
£(0,1,1,0) = [ iigjosmoqto } _ [ ? } |
tovabba
Fyu,v) = [ ucos(xu) v 1+ eyt xcos(xu) eVuty ] |
yu xu—v 1+xy —y
amibdl

, 1t o1 2
f (0,17170)_|: 1 0 1 -1

Lathatd, hogy a derivaltnak két fiiggetlen oszlopa van, azaz a sorai linearisan fiiggetle-
nek:

c R2X4 .

\ a1 az a3z a4 ‘ aip a4z anz
el 1 0 2 = as 1 0 2
el 10 1 -1 e 0

Ezek szerint az implicitfiiggvény-tétel alapjan 3 g : R> — R? fiiggvény, hogy a
(0,1,1,0) pont egy kdrnyezetben

Fr0.,1,0) =12 =s.
Mivel a szdmolds sordn az utolsé két oszlopot vittiik be a bazisba, ezért a

1 2

au.vf(o,l,l,O):{1 ) | eR¥?

parcidlis derivalt invertalhat6, emiatt pedig az implicitfiiggvény-tétel alapjan az utolsé
két koordinata az els6 két koordindtdnak a fiiggvénye:

(u,v) = g(x,y).
Tovéabbad a g fliggvény derivdlhatd is, és

g0,1) = —[3uuf(0,1,1,0)] "3y f(0,1,1,0) = —D

)
R HHREHES
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1.19. Feladat. Legyen f:R* — R? az a fiiggvény, amelyre V (x,y,u,v) esetén

2 2
| yu+xv+yu
flryuv) = { Xy2v+xtu ]
Fiiggvényt alkot-e az (x,y,u,v) = (1,—1,2,1) € R* ponthoz tartozé szinthalmaza en-
nek a pontnak egy kornyezetében?

Megoldds:
24141 )]
tovabba 5 5
/ | oyuA2xv xu+2yu xy+yc x
f(X,y,M,V) - I: 2xy2v+1 szy\/ 1 x2y2 :| ’
amibdl

y 10 =2 0 1 2x4
10(1,71,2,1)_[3 o 1}6]1% :

Lathato, hogy a derivaltnak két fiiggetlen oszlopa van, azaz a sorai linedrisan fiiggetle-
nek:

‘ ay az a4z dag a; ajp

ei ] 0 2 0o [1] = Tas| 0 -2, ezel D:{g _H~
| 3 -2 [1] 1 az| 3 0

Ezek szerint az implicitfiiggvény-tétel alapjan 3 g : R2 — R? fiiggvény, hogy az
(1,—1,2,1) pont egy kirnyezetben

fﬁl(f(17_17271)):f71(174):g'

Mivel a szdmolds sordn az utolsé két oszlopot vittiik be a bazisba, ezért a

Ouvf(1,—-1,2,1) = [ ? i ] e R2*2

parcidlis derivélt invertdlhatd, emiatt az implicitfiiggvény-tétel alapjdn az utols6 két
koordinéta az els6 két koordinatanak a fiiggvénye:

(u,v) = g(x,y).
Tovabba a g fliggvény derivalhaté is, és

gl(lafl) = [all,v.f(17717271)]71’axﬁyf(lvflvzvl)sz

{ 30 } € R?*2,

0 2
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1.20. Feladat. Legyen f:R?> — R az a fiiggvény, amelyre ¥V (x,y,z) esetén

fx,2) = (xy2)> + ()2 +.

Fiiggvényt alkot-e az (x,y,z) = (1,1,1) € R3 ponthoz tartozé szinthalmaza ennek a
pontnak egy kornyezetében?

Megoldis:
f(1,1,1) =3,
tovabba
£ (xy.2) = B2y’ +2x2% 3%y + 1,30y 2 + 207
amibdl

f(1,1,1) = [5,4,5] e RT3,

A derivéltnak nyilvan egy fiiggetlen oszlopa van, azaz linedrisan fiiggetlen sorvektor.
Tovéabba a bazisba barmely oszlopvektor bevihetd:

ap dapz as ay an .
1 — = D= 1,4 5 5
(1) ] 5 4 [5] as | 1 45 0 & [1,4/3]
aip a4z as a as .
2 s ] s s s D=1[5/4,5/4
() e 5 5 as 5/4 5/4 ) 12y [/ ) /]a
ajp ajz as a aj p
3 — — D=1[4/51].
( ) 61 4 5 a.l 4/5 1 lgy [ / ]

Ezek szerint az implicitfiiggvény-tétel alapjan az (1,1,1) pont egy kdrnyezetében a

f_l(f(lvlvl)) :f_](3) C R3

szinthalmaz fliggvényt alkot, méghozza az x,y,z barmelyike kifelyezhet6 a mésik ket-
tének a derivalhat6 fiiggvényeként. Mindhdrom eset szamitasait elvégezve,

(1) d.f(1,1,1) =[5] invertalhat6, ezért z=g;(x,y), tovabbd
L) =[0.£(1,1,1)] 7 0y f(1,1,1) = =D = [—1,-4/5] e R'*2,

(2) dyf(1,1,1) =[4] invertdlhatd, ezért y=gs(x,z), tovdbbd
(1,1 = [0,f(1,1,1)] "0 f(1,1,1) = =D = [~5/4, -5 /4] e RV*2

(3) ocf(1,1,1) =[5] invertlhatd, ezért x=g3(y,z), tovédbba
g5(1,1) = [0/ (1,1, D] 10y f(1,1,1) = =D = [4/5, 1] e RVZ.
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1.21. Feladat. Legyen f:R?> — R az a fiiggvény, amelyre V¥ (x,y,z) esetén

yz

f(x,,2) = sin(xy) +e %,

Fiiggvényt alkot-e az (x,y,z) = (0,1,0) € R3 ponthoz tartozé szinthalmaza ennek a
pontnak egy kornyezetében?

Megoldis:
f(07 170) = 1 7
tovabba
f'(x,,2) = [ycos(xy) ,xcos(xy) — ze**, —ye ],
amibdl

£1(0,1,0) = [1,0,1] e RP*3.

A derivéltnak nyilvan egy fiiggetlen oszlopa van, azaz linearisan fiiggetlen sorvektor.

7z 2z

Tovabba az els6 és a harmadik oszlopvektora bevihets:

ayp ajp as aip aj .
1 - , D=[1,0],
S I az| 1 o0& 1.0

. 3 . as . .
(2) el 0 1 — a ‘ 0 1 1gy D= [07 1] .

Ezek szerint az implicitfiiggvény-tétel alapjan a (0,1,0) pont egy kdrnyezetben az

FHA0,1,0) = (1) CR?

szinthalmaz fliggvényt alkot, méghozza az x illetve a z vdltozé kifejezhetd a mésik két
véltozo derivéalhato fiiggvényeként. A masodik oszlop viszont nem vihet§ be, tehat az
y véltoz6 nem 4ll el a masik kettd fiiggvényeként. A szamitdsokat elvégezve,

(1) d;f(0,1,0) =[1] invertdlhat6, ezért z=g;(x,y), tovabbd
€1(0,1) = [3,£(0,1,0)] " 35, £(0,1,0) = =D = [1,0] e R'*2,

(2) oxf(0,1,0) =[1] invertdlhatd, ezért x=g3(y,z), tovdbba
85(1,0) = [0:£(0,1,0)] "+ 9,.£(0,1,0) = —D = [0, 1] e R'*Z,

(3) dyf(0,1,0) =[0], ami nem invertdlhatd, ezért
Pgr:R>2 >R fiiggvény, amelyre y = gr(x,2).
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e

Egyenloséggel korlatozott feltételes széls6érték-feladat: a
Lagrange-féle multiplikator-tétel

Ebben az alfejezetben a Lagrange-féle multiplikdtor-tétel tobbvaltozés fiiggvényekre
vonatkoz6 alakjit mutatjuk be.

1.2.4. Definicié. Legyen D C R" adott halmaz, fy, fi,...,fm : D — R adott fiiggvé-
nyek. A kovetkezd feladatot egyenldségekkel korldtozott feltételes szélséértékfeladat-
nak nevezziik:

fo(x) — max (min)

fi(x)=0,....fmx)=0 . (1.24)

xeD

Az fo fiiggvényt a feladat célfiiggvényének nevezziik.
A feladat feltételi halmaza vagy mas néven a lehetséges megolddsok halmaza:

1.2.5. Definicié. Egy xo € D pontot az (1.8) feladat (optimdlis) megolddsdnak nevez-
ziik, ha az fo\mql1 )¢ N, fi_1 (0) — R fiiggvény maximumhelye, azaz

(1) xp lehetséges megoldas,
(2) V¥ x lehetséges megoldds esetén fj(xo) > fo(x).

Mint a feltételes széls6értékfeladatokat dltaldban, az egyenléségekkel korldtozott felté-

teles széls6értékfeladatot tigy oldjuk meg, hogy visszavezetjiik a feladatot a Lagrange-
fuggvénye feltétel nélkiili szEélséértékének a vizsgalatdra.

1.2.6. Definici6. Az (1.8) feladat Lagrange-fiiggvénye az az £ : D x R™ — R fiigg-
vény, amelyre Vx €D és V1= (Ay,...,An) € R™ esetén

Az 1= (Ay,...,hn) € R™ vektort Lagrange-multiplikdtornak nevezziik.
Minimumfeladat esetén a feltételi rész hozzaadasa célszer(:

Ld) = L0 e ) = fol) +ixi i)
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1.2.7. Megjegyzés. Ha az fy, f1,..., fm fluggvények differencidlhatdk egy x € D pont-
ban, akkor VI = (4,...,A,) € R™ esetén az x valtozo szerinti parcidlis derivalt

L (x, (M-, Am)) :f(’)(x)—il,--ﬁ(x).

Tovabbd Vx €D és V1= (Ay,...,Ay) € R™ pontban Vi=1,...,m esetén a A; véltozé
szerinti parcidlis derivalt

0L (%, (M- s lm)) = — ().

1.2.8. Allitas (Lagrange-féle multiplikdtor-tétel). Legyen D C R” nyilt halmaz halmaz.
Legyenek az fo, f1,.--,fm : D — R fiiggvények differencidlhatok egy xo € D pontban.
Tegyiik fel, hogy az

h

F=|: :D—R"

Jm
fiiggvényre teljesiilnek az xo € D pontban az implicitfiiggvény-tétel feltételei, azaz tel-
Jesiil a kivetkezd két regularitdsi feltétel (constraint qualification):

(1) az f1,...,fm: D — R fiiggvények folytonosan differencidlhatok az xo € D pont-
ban

(2) az f{(x0),. .-, fi(x0) € RV vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Ha xog € D megolddsa az egyenldségekkel korldtozott (1.24)) feltételes szélséértékfel-
adatnak, akkor 31 = (Ay,...,4n) € R™ Lagrange-multiplikdtor, hogy

L (x0,1) =0,
ami azt jelenti, hogy
(a) fi(x0) —XI, Ai- fl(x0) = Ogixn (Euler-Lagrange-egyenlet), amibél
foxo) €1in{f{ (x0),... fu(x0)}.
(b) fi(x0) =0,..., fm(x0) =0.
1.2.9. Megjegyzés. 1. A tétel bizonyitdsat 1asd késGbb allitas).

P

2. A Lagrange-féle multiplikdtor-tétel szerint a (T.24) feltételes szélséérték-feladatra
vonatkoz6 sziikséges feltétel megegyezik a feladat Lagrange-fiiggvényének a feltétel

P

nélkiili sz€ls6értékére vonatkozo elsdrendi sziikséges feltételével.

3. Ez a sziikséges feltétel egy n+ m ismeretlent tartalmazo, n+m egyenletbdl allé

{ ajfo(xo)_ :’1:11131]01()60):07 j:17...7i’l
fi(x0) =0,..., fin(x0) =0,

egyenletrendszer, amit megoldva kapjuk meg a feladat lehetséges megoldésait.
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1.2.10. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy a maximumfeladat Lagrange-fiiggvénye az x
véltozéban konkdyv, azaz az

x—= 2L (x,1)
figgvény konkdv, ami azzal ekvivalens, hogy az f; célfiiggvény konkav, az f,..., fi
feltételi fiiggvények pedig konvexek. Ekkor a megoldds Lagrange-multiplikdtor-
tételbeli

L (x0,1) =0
sziikséges feltétele a megolddsnak egyben elégséges feltétele is.
Ugyanis: Mivel 0% (xo,l) = 0, ezért az xg az x — .Z(x,l) konkdv fiiggvény maxi-
mumbelye, igy V x lehetséges megoldds esetén

folxo) = folxo)— i Ai fi(x0) = £ (x0,1)
=

(\Y

L) = folx) - i&- i) = fol).

Ugyanez mondhat? el, ha a minimumfeladat Lagrange-fiiggvénye az x valtozéban kon-
vex, azaz az

x— Z(x,1)

fiiggvény konvex, ami azzal ekvivalens, hogy az fj célfiiggvény és az fi,..., fi, felté-
teli fiiggvények is konvexek.

Feladatok a Lagrange-féle multiplikator-tételre

1.22. Feladat. Oldjuk meg a kovetkez6 feltételes szélsoérték-feladatot:

{ *2y3z — max (1.25)

x+y+z=12
Megoldaés: A fenti tétel jeloléseivel

folxyz) = &z,
fileyz) = x+y+z—12.
A feladat Lagrange-fiiggvénye
Ly A)=xyz—A (x+y+z—12).

Ha (x,y,z) megoldésa az (1.10) feladatnak, akkor a Lagrange-elv szerint 3 A € R,
hogy x,y,z,A kielégitik a kovetkezs egyenleteket:

2y’z—A =0
3x%y2z -4 =0
Py —A=0

x+y+z=12



38 Szabé Imre, Kannai Zoltan: Az altalanos egyensulyelmélet matematikai eszkdzei

amikb6l
(x,3,2) = (4,6,2) .
Kérdés, hogy ez a vektor valéban megoldédsa-e a feladatnak? A pozitiv térnyolcadban

ez valéban maximumhely. Altaldban véve azonban a célfiiggvény a feltételi halmazon
nem feliilr6l korlatos. Példdul tetszSleges y > 0, x = —y, z = 12 mellett

2yz= 12y,

ami akdrmilyen nagy lehet.

P

1.23. Feladat. Oldjuk meg a kovetkez6 feltételes szélsGérték-feladatot:
x?+y?+2% — min
x+2y+z=1 . (1.26)
2x—y—3z=4
A feladat geometriai interpreticidja: Keressiik meg a feltételi linedris fiiggvények altal
definidlt hipersikok metszetének a legkisebb normdju pontjat.

Megoldds: A fenti tétel jeloléseivel

folxyz) = xX+y*+7,
Ay, = x+2y+z-1,
Ly = 2x—y—3z—4.

A feladat Lagrange-fliggvénye
ZL(x,y,A) =24y +2 A (x4+2y+z—1)—A-(2x—y—3z—4).
Ha (x0,y0,20) megolddsa az (1.10) feladatnak, akkor a Lagrange-elv szerint 34;, A, €
R, hogy kielégitik a kovetkez6 egyenleteket:
2x — ll — 212 =0
2y—241+2 =0
2z—A1+34 =0

x+2y+z=1
2x—y—3z=4
amikbdl
{ M:%x—i-%y
lzzgix—gy
igy
x—y+z=0
x+2y+z=1
2x—y—3z=4
ezért
np_ (165 11
Y= 5115 )

mivel a Lagrange-fiiggvény konvex, ez valéban minimumbhely.
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Gyakorlatok a Lagrange-féle multiplikator-tételre

1.24. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szélsdérték-feladatot:

2,22 :
X“+y°+2z° — min (1.27)
x+y+z=1
1.25. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szEls6érték-feladatot:
x+y+z — max(min)
2y +2=1 . (1.28)
x—y—z=1
1.26. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szélsdérték-feladatot:
X+ y — max(min)
P2 4+2=1 . (1.29)
x+y+z=1
1.27. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szélsdérték-feladatot:
x? = 2x+2y? + 7% +z — min
xt+yt+z=1 . (1.30)
2x—y—z=35
1.28. Gyakorlat. Oldjuk meg az[T.7] példa kovetkezd altalanositast:
(x,x) — max(min)
{ (6.Ax) = 1 , (1.31)
ahol A € R"™*" adott pozitiv definit szimmetrikus métrix.
1.29. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szélsérték-feladatot:
n 2,2 :
", a; - x; — min 132
{ Yixi=1 (132

ahol ay,...,a, € R adott paraméterek.
1.30. Gyakorlat. Oldjuk meg az[1.1.19] haszonmaximalizéldsi példa kovetkezd altald-
nositdsat:
u(x) — max
(1.33)
{ (px)=w

a) Specialisan legyen

u(xy,...,x,) = Ax{" .. xin

ahol A, ay,...,04 > 0 adott paraméterek.
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b) Specidlisan legyen

u(xy, ... %) =x{" +...+ x5,
ahol «ay,...,a, > 0 adott paraméterek.

¢) Specidlisan

, (1.34)

{ oy Inx; + oplnxy + (1 — o — o) In(L — 1) — max
pix1+paxy = p3l+w

ahol a fogyaszt6 [ 6rat dolgozik p3 drabérért, valamint &) + o < 1 paraméterek.

Egyenlotlienséggel korlatozott feltételes szélsoérték-feladat:
a Fritz John-Kuhn-Tucker-multiplikator-tétel

A fenti (T.24) feladatnak tekintsiik azt a médositdsét, amelyben a feltételek nem egyen-
16ségek, hanem egyenlGtlenségek. Ebben az alfejezetben ennek a feladatnak a megol-
dédsdra adunk feltételeket.

1.2.11. Definicié. Legyen D C R" adott halmaz, fy, f1,...,fm : D — R adott fiigg-
vények. A kovetkez feladatot egyenldtlenségekkel korldtozott feltételes szélséértékfel-
adatnak nevezziik:

fo(x) — max (min)

A <0, fux) <O . (1.35)

xeD

Az fy fuggvényt a feladat célfiiggvényének nevezziik.
A feladat feltételi halmaza vagy mas néven a lehetséges megolddsok halmaza:

m

{xeD 1 filx) <0,... fu(x) <O} = fi '(R-).

i=1

1.2.12. Definicié. Egy xo € D pontot az (1.35)) feladat (optimdlis) megolddsdnak ne-
vezziik, ha az f0|r]’-’i R N, fi_1 (R-) — R fiiggvény maximumbhelye, azaz

(1) xo lehetséges megoldas,

(2) V x lehetséges megoldas esetén fy(xo) > fo(x).
Mint a feltételes szélsGértékfeladatokat altaldban, az egyenlGtlenségekkel korlato-
zott feltételes szélsGértékfeladatot igy oldjuk meg, hogy visszavezetjiik a feladatot a

P

Lagrange-fiiggvénye feltétel nélkiili sz&ls6értékének a vizsgélatara.
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1.2.13. Definicié. Az (1.35) feladat Lagrange-fiiggvénye az az £ : D x R™ — R fiigg-
vény, amelyre Vx € D és V1= (Ay,...,An) € R esetén

m

f(xvl) :f()@(l]?,.,?lm)) if()(x)_ ;lzfl(x)

Az 1= (Ay,...,An) € R™ vektort Lagrange-multiplikdtornak nevezziik.
Minimumfeladat esetén a feltételi rész hozzaadasa célszer(:

L) = L e An)) = fol2) + ixi i)

1.2.14. Megjegyzés. A feladat megolddsdra vonatkoz6 multiplikdtor-tétel a Lagrange-
féle multiplikator-tételhez nagyon hasonld, persze bizonyos kiilonbségekkel.

1.2.15. Allitas (Fritz John-féle multiplikdtor-tétel). Legyen D C R" nyilt halmaz. Le-
gyenek az fo, fi,...,fm: D — R fiiggvények differencidlhatok egy xo € D pontban.
Tegyiik fel, hogy az xo € D pontban teljesiil a kovetkezd regularitdsi feltétel (constraint
qualification): az

F1(x0),- -, fr(x0) € R

vektorok kiipfiiggetlenek.
Ha xo € D megolddsa az egyenldtlenségekkel korldtozott (1.35)) feltételes szélséérték-
feladatnak, akkor 31 = (Ay,...,Ay) € R nemnegativ Lagrange-multiplikdtor, hogy

(a) fo(xo) =X, Ai- fl(x0) = Ogixn (Euler-Lagrange-egyenlet), amibél
fo(x0) € con{f{(x0),..., fu(x0)}.

(b) A1~ f1(x0) =0,....,4n - fin(x9) =0 (komplementaritdsi feltétel).

1.2.16. Megjegyzés. 1. A tétel bizonyitésat 1dsd késGbb (3.1.6] allitds).
2. A Fritz John-tétel a Lagrange-tételét6l a kovetkezSkben kiilonbozik:

o A feltételben szerepl$ tin. reguldris feltétel nem linedris, hanem tn. kipfiigget-
lenséget kovetel meg, ami azt jelenti, hogy csak a nemtrividlis kip-kombindcié
allitja el§ a zérus vektort, 1dsd a[2.3.18] definiciot.

o Az dllitas szerint a multiplikdtorok csak nemnegativak lehetnek. Egyébként emi-
att fontos, hogy maximumfeladat esetén levonjuk, minimumfeladat esetén hozz4-
adjuk a feltételi részt. Az Euler-Lagrange egyenlet ezek szerint azt jelenti, hogy
a célfliggvény derivaltja a feltételi fliggvények derivaltjainak a kipburkdban van.

o A feladat feltételei most egyenlStlenségek, de a komplementaritasi feltétel azt
jelenti, hogy ha a feladat megolddsdban egy egyenlStlenség szigorian teljesiil,
akkor a hozz4 tatozé multiplikator nulla.
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P

3. A Fritz John-féle multiplikdtor-tétel szerint az (T.33) feltételes szélséérték-feladatra
vonatkoz6 sziikséges feltétel egy n+ m ismeretlent tartalmazé n+m egyenletbdl 4116

djfolxo) — XM, Ai- 9;fi(xg) =0,
A’l 'fl(xo) :07~-~:)Lm'fm(x0) =0
A’l 207"'72471 203

j=1,....n

egyenletrendszer, amit megoldva kapjuk a feladat lehetséges megolddsait. A komp-
lementaritdsi feltételek ellendrzése azonban lényegesen Osszetettebb feladat, mint a
Lagrange-féle multiplikator-tétel alkalmazdsakor. Szemben az ottani esettel, most 2™
esetet kell diszkutdlnunk.

1.2.17. Megjegyzés. Tekintsiik most az egyenlGtlenséggel korlatozott (1.35)) feltételes

P

sz€ls6érték-feladatnak azt a specidlis esetét, amikor csak maximumot kerestink:

Jfo(x) — max
f1(x) <0,..., fin(x) <0 . (1.36)
xeD

P

Ha az egyenl6tlenségekkel korldtozott (T.36) feltételes szélsdértékfeladatban szerep-
16 fuggvények konvexek, akkor a megoldas fenti sziikséges feltételei elégségesek is.
Ebben az esetben a Fritz John-tételbeli regularitasi feltétel egy sokkal konnyebben el-
lendrizhetd feltétellel, a Slater-feltétellel helyettesithetd.

1.2.18. Allitas (Kuhn-Tucker-Fritz John-féle multiplikator-tétel). Legyen D CR" nyilt,
konvex halmaz. Legyenek a — fy, f1,- .., fm : D — R fiiggvények konvexek, tovdbba dif-
ferencidlhatok egy xo € D pontban. Tegyiik fel, hogy az xo € D pontban teljesiil a
kovetkezd regularitdsi feltétel (constraint qualification), amit ebben az esetben Slater-
feltételnek szokds nevezni:

3xeD, amelyre fi(%)<0,...,fm(%) <O0.

Egy xo € D vektor pontosan akkor megolddsa az egyenlétlenségekkel korldtozott (|1.36))
feltételes szélsdértékfeladatnak, ha 3 1 = (Ay,...,An) € R} nemnegativ Lagrange-
multiplikdtor, hogy

(a) 01Z(x0,1) =0, ami az jelenti, hogy
fo(x0) =X Ai- f1(x0) = Ogixn (Euler-Lagrange-egyenlet), amibél
fo(xo) € con{f{(x0),- -, frn(x0)},

(b) A1 -f1(x0) =0,..., A fm(x0) =0 (komplementaritdsi feltétel).

1.2.19. Megjegyzés. A tétel bizonyitédsat 1dsd késGbb (3.2.4] 4llitas).
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1.2.20. Megjegyzés. Az dllitds (a) része, az Euler-Lagrange-egyenlet roviden gy {r-
hatd, hogy
81,,?()(’071) = 0Rl><n ;

ami a kovetkez8 nyeregponti alakban is megfogalmazhaté:

max 2 (x,1) = L (xp,l) = mﬂian Z(x0,5).
RIS

xeD

Ugyanis: Az allitas feltétele szerint az — fy, f1,..., fin : D — R fiiggvények konvexek,
ezért a feladat .£(.,1) : D — R Lagrange-fiiggvénye konkav (az x véltozéban), tovdbba
01.% (x0,1) = Opixn , azaz a derivaltja az xy pontban Ogix. , ezért az xp maximumbhelye:

VxeD esetén Z(x,1)<.ZL(xo,1).

Tovébbd legyen s = (07,...,0m) € R tetszSleges, ekkor Vi=1,...,m esetén a komp-
lementaritdsi feltétel szerint

0= 2% fi(x0) > oi- fi(x0),

amibdl

L(x0,1) = fo(x) = Y. A fi(x) < fo(x) = Y 0 fi(xo) = L (x0,9) .
i=1 i=1
Feladatok a Fritz John-féle multiplikator-tételre

1.31. Feladat. Oldjuk meg a kovetkez6 feltételes széls6érték-feladatot:

xy+yz — max (min)
2=y +2<2 ) (1.37)
P4y 4+72<10

Megoldés: A fenti tétel jeloléseivel

folx,y,z) = xy+yz=y(x+z),
flyz) = =y +7-2,
Hxyz) = x*+y*+22-10.

A feladat Lagrange-fiiggvénye
Ly A) =xy+yz—Ap- (2 =y + 22 =2) = A - (P +y* + 22— 10).
A regularitési feltételek teljestilése:
AGyz) = [2x,-20,22),  fo(x,5,2) = [2x,2y,27] € RV

tovabbd ha ezen vektorok pozitiv egyiitthatokkal vett kip kombinaciéja a 0 vektor,
akkor x=z=0.
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A feladat megolddsainak a megkeresése: Ha (x,y,z) megolddsa a feladatnak, akkor
a Fritz John-féle multiplikdtor-tétel szerint 3 A;, A; € Ry nemnegativ Lagrange-
multiplikdtorok, hogy x,y,z,41, 4, kielégitik a kovetkezs egyenleteket:

y—2A1x—2Ax=0
x+z+2Ay—2X4y=0
y—2Az—24z=0

M- =y +2-2)=0
Ao (2 +y*+22-10)=0

A Lagrange-feltétel az els6 harom egyenlet, ezeket dtalakitva:

y=2(A +22)x
x+z=2L-N)y .,
y=2(M +2A2)z

A komplementaritasi feltétel az utols6 két egyenlet:

M=y +22-2)=0
(X +y?+2-10)=0 ~

ennek ellendrzése 22 eset vizsgalatat jelenti.
1. eset:
-y 4 -2=0
{ Ky +2-10=0

Ez az eset pontosan az egyenldséggel korlatozott feltételes szélséérték-feladat, a meg-
oldasa azonos a Lagrange-multiplikator-tétel alkalmazasaval. Ekkor

292 =8, xz#0, x=z, é 4*=12,

ezért
(x,3.2) =+(v3,2,V3), lletve +(V3,-2,V3),
valamint
fo(£(V3,2,V3)) =4v3, lletve fo(+(v/3,-2,v/3)) = —4V3
2. eset:
=y +2-2<0 . L =0
24y +2-10<0 7 B h=0

Ekkor a Lagrange feltételb6l
y=0-x=0, {gy x+z=0, azaz x=-—z,

ezért
(x7y7z) = (x707 —X) )
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valamint
So(x,0,—x)=0.
3. eset: o
xX°—y"+z--2<0 . .
{ 2y -10=0 @ & M =0

Ekkor a Lagrange-feltétel:

y=2Ax

x+z=Ay ,

y =2z

Ha A, =0, akkor
y=0.-x=0, igy x+z=0, azaz x=-—z,

ezért
(%,,2) = (x,0,—x), valamint fy(x,0,—x) =0.

Ha A, # 0, akkor

1
x=z, igy lezy:ZLZZx, ezért lgzﬁ, emiatt y=/2x,

tovdbbd a méasodik komplementaritési feltételbdl 4x2 = 10, ezek szerint

(6, 3,2) = :t(\/%v \/57 \/5%)7 valamint f()(:t(\/%v \67 \/%)) =5V2.

4. eset: 2
X" =y +z7—-2=0 . 2
=0 .
{ Py P-10<0 0 82
Ekkor a Lagrange-feltétel:
y=2Mx
xtz=-ky ,
yZZA]Z

y=0-x=0, gy x+z=0, azaz x=—z,
ezért
(%,,2) = (x,0,—x), valamint fy(x,0,—x) =0.
Ha A; # 0, akkor
. 2 . 1
x=z, igy x=MAy=-2A{x, ezért A} =——=<0,

V2

ami nem lehet .
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Osszehasonlitva fy-nak a a kapott pontokban vett értékeit, a maximumfeladat megol-

désai:
(x.,y,z) = i(\/5/727\/53 \/5%)7

a minimumfeladat megoldésai pedig:

(x,y,2) = £(v/3,-2,V/3).

P

1.32. Feladat. Oldjuk meg a kovetkez§ feltételes széls6érték-feladatot:
*2 4y? 4 72 — 4z — min (max)

P42 4+72<3 . (1.38)
< xy

Megoldés: A fenti tétel jeloléseivel

folx,y) = x2+y2+22—4z,
fi(x, = x2+y2+z2—3,
fLxy) = z—xy.

A feladat Lagrange-fiiggvénye, mivel minimum-feladatot vizsgalunk:
Loy A) =+ + 2 —dz+ A - (P 4y + 2 =3)+ A (z—xy).

Ha (x,y,z) megoldésa a fenti feladatnak, akkor a Fritz John-féle multiplikétor-tétel sze-
rint 3 A1, 4, € Ry nemnegativ Lagrange-multiplikdtorok, hogy x,y,z,A;, 4, kielégitik
a kovetkezd egyenleteket:

2x+20x— Ay =0
2y4+241y—Ax=0
27—442A1z+ 2, =0
M4y +22-3)=0
Ar-(z—xy)=0

1. eset:

<2y , (1.39)

{ P4+y2+2<3
ekkor A = A, =0, tovdbbd x =y =0, z =2, de ez ellentmond az elsG egyenl&tlen-
ségnek.

2. eset:
{ P4y 42 =3

< xy , (1.40)

ekkor A, =0, tovabbd x =y =0, z=—+/3, de A4; < 0, ami nem lehet.
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3. eset: s oo

{x—i—y +72<3 ’ (141)
z=xy

ekkor A; =0, tovabbd x =y =2z=0, és A, =4. A célfiiggvény értéke: f(0,0,0) =0.

4. eset:

{ 4y +72=3 (1.42)

=Xy
ekkor
(x—y)- (24241 +24,) =0.

Mivel 24+ A1 4225 >0, ezért x=7y,igy (x*)2+2x>—=3=0,amibél x=y=+1,z=1,
tovdbbd A; =0, A, =2. A célfiiggvény értéke: fy(1,1,1) = —1 és fo(—1,—1,1) =
—1.

Ezek szerint a minimumfeladat megolddsai
(x7y7z) = (17 17 1) és (_13 _17 1) .

1.33. Feladat (Kuhn-Tucker-Fritz John-féle multiplikdtor-tételre). Oldjuk meg a kovet-
kez6 feltételes szélsoérték-feladatot:

2,20 .
{x+y +y—1— min (1.43)

X2 +y2 <1
Megoldas: A fenti tétel jeloléseivel
Yy 4y-1,
fl(xvy) = x2+y27la

>
=
=
=
[

ezek mindketten konvex fiiggvények, igy a minimumfeladatra vonatkozd sziikséges fel-
tételek egyben elégséges feltételek is.

A feladat Lagrange-fiiggvénye, mivel minimumfeladatot vizsgalunk:
Ly A)=x+y +y—1+A-(F+y* —1).

Ha (x,y) megoldésa a fenti feladatnak, akkor a Fritz John-féle multiplikator-tétel sze-
rint 3 A € Ry nemnegativ Lagrange-multiplikator, hogy x,y, A kielégitik a kovetkezd
egyenleteket:

2x+2Ax=0

2y+142y=0 ,

A-(P+y—1)=0

amikbdl

(x,y) =(0,1), 4 :f%; (x,y)=(0,—-1), A = f%; (x,y) = (07,1> ,A=0.
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Mivel egyediil a harmadik esetben igaz az, hogy A > 0, ezért csak (x,y) = (0,—1)
lehet a minimumfeladat megolddsa, de a tétel szerint valéban az is. Ez latszik a cél-
figgvény értékeibdl is:

FO,1)=1, f(0,—1)=—1, £(0,1/2) = =5/4.
Egyébként (0, 1) a maximumfeladat megoldésa.
Gyakorlatok a Fritz John-féle multiplikator-tételre

1.34. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szélsdérték-feladatot:

{ x% +2y? — x — max (min) (1.44)

P+y2 <1
1.35. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szélsdérték-feladatot:

1x—y — max (min)
x+e <y . (1.45)
0<x

1.36. Gyakorlat. Oldjuk meg a kdvetkezd feltételes sz€lsdérték-feladatot:

x% — 2y — max (min)
x2 +y2 <5 . (1.46)
0<x, 0y

1.37. Gyakorlat. Oldjuk meg a kovetkezd feltételes szélsdérték-feladatot:

x2 42y — max (min)
x4y <5 ) (1.47)
0<y

1.38. Gyakorlat. Oldjuk meg a kdvetkezd feltételes sz€lsdérték-feladatot:

Inx+y+z — max (min)
x+y+z<1

1<x

24y <2

(1.48)
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2.1. Az implicitfiiggvény-tétel

Normalt terek direkt szorzata

2.1.1. Allitas. Legyenek (X, ||.||x) és (Y,||.|y) ugyanazon K test feletti normdlt terek.

Ismert, hogy az X XY Descartes-szorzaton értelmezett
(6,y) +(u,v) = (x+uutv) és A-(xy)=(A-x4-y)

miiveletekkel (X X Y,+,-) vektortér K felett.

Ertelmezziik ezen a vektortéren a kovetkezd ||.||xxy : X XY — R ,,normdt”: legyen
Y (x,y) € X XY esetén

|G, ) x <y = max{]|x||x, [[ylly}-
Ekkor a ||.||xxy : X XY — R fiiggvény valéban norma.
Bizonyitds. (1) Elgszér is nyilvan V (x,y) € X x Y esetén
1 3) v = max{{lx]lx, [[y[ly} >0,

tovabba

0= [|(x,y)llxxy = max{||x[|x, [[y[ly} =0
< xllx =0, [ylly =0 & x=0x, y=0y < (x,y) =0xxy.

(2)V A €K esetén V (x,y) € X x Y pontban

1A Cellxxy = 1(A x4 y)[lxxy = max{[|A - xl|x, 2 -ylly }
max{|A|- [lxllx,|A[- Iylly} = [A]-max{|lx[lx, [¥[ly }
AL 1 Geay)llxc -

(3) A hdromszog-egyenlStlenség: V (x,y) és (u,v) € X X Y esetén

[1Ge,3) 4 () [[x sy = (| e,y +9)[xxy
max{||x+ul[x, [y +vlly}

max{{|x]lx + [lullx, Y[y +[Ivlly }
max{||x][x, [[ylly } +max{ul[x, v/l }
[1Ges ) ey 11 (s v) [[xxy -

ININA
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2.1.2. Definicié. Az (X,||.||x) és (Y,].|ly) ugyanazon K feletti normalt terek direks
szorzatdnak nevezziik az el6z6 allitdsban definidlt (X x Y, ||.||xxy) normdlt teret, az-
az amikor az (X X Y,+,-) vektortéren azt a ||.|xxy : X X ¥ — R normat definidljuk,

amelyre V (x,y) € X x Y esetén

1106 3)[[x v = max{lxl|x, [lyl[¥ }-

2.1.3. Megjegyzés. Egyszeri szdmoldssal ellendrizhetd, hogy az (X X Y, ||.||xxy) szor-
zat normélt tér gombjei megegyeznek az (X,|.|[x) és (Y, ||.]|ly) normalt terek ugyan-
ilyen sugari gombjeinek a Descartes-szorzatdval:

Bxxy ((va)ar) :BX(xvr) X BY(Y7r)7
specidlisan az egységgombokre:
Bxxy (Oxxy,1) =Bx(0x,1) x By (0y,1).

2.1.4. Megjegyzés. 1. A normdlt terek szorzatdnak a definicidjdban a szorzat-
normit tulajdonképpen az R%-beli ||.|| norma segitségével definialtuk:

G lxr = Il 1lly) oo = max{flflx, 1ylly } -

Ugyanilyen j6 lett volna a definiciéban barmelyik R2-beli p-norma is, ahol p > 1 szam:

Cllellc 11, = {711l + vl -

Azért érdemes mégis a ||.|| normdt valasztani, ahogy a metrikus tereknél is, mert
emellett teljesiil, hogy a szorzattérbeli gombok a kiindulé normalt térbeli gombok szor-
zatai, ami a bizonyitdsokat esetenként gordiilékennyé teszi.

2. A fentiekhez hasonléan definidlhaté n darab normalt tér direkt szozata is.

Regularis leképezések

2.1.5. Definicié. Legyenek (X, ||.||x) és (Y,||.]ly) normalt terek. Egy A: X — Y leké-
pezést reguldrisnak, neveziink, ha

(1) izomorfia, azaz linedris bijekcié az X és Y vektorterek kozott,
(2) homeomorfia az (X, 7, ) és (¥, 7| ,) topologikus terek kozott, azaz

azA:X —Y é Al Y = X fiiggvények folytonosak.

Az (X,].|lx) és (Y,|.]ly) normélt tereket izomorfaknak nevezzik, ha 3A: X —Y
reguldris leképezés.
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2.1.6. Jelolés. Reg(X,Y)={A:X —7Y : Areguldris} C L(X,Y), valamint
Reg(X) =Reg(X,X).

2.1.7. Megjegyzés. Az izomorf normadlt tereket mind algebrai, mind topolégiai szem-
pontbdl azonosnak tekintjiik.

2.1.8. Allitas. Legyen (X,|.|[x) Banach-tér. Ha egy A € L(X) folytonos linedris
transzformdciora ||A||p(x) < 1, akkor

(1) az I —A € L(X) folytonos linedris transzformdcio reguldris: A € Reg(X),

(2) teljesiil, hogy
1

7_ A <—
[(T=A)" ) < 1= Allx)

Bizonyitds. ElGszor belatjuk, hogy az I — A € L(X) folytonos linedris transzformdci6
bijektiv:
VyeXesetén 3l x € X hogy (I —A)x=y.

Ugyanis: Legyen y € X tetsz6leges. Legyen F =A+y: X — X, tehdt az az affin
leképezés, amelyre V x € X esetén

F(x)=Ax+y.
Az F leképezés kontrakcid, ugyanis: V x1,x, € X esetén
[F(x1) = F(x2)|| = [|Ax1 +y —Axz =] = [AGx1 —x2) || < [|Al[|x1 — 2],

és a feltétel szerint [|A]| € (0,1).
Mivel az (X,]|.||x) normélt tér teljes (azaz Banach-tér), ezért a Banach-féle fixponttétel

(6-33] allitds) szerint létezik pontosan egy fixpontja:

I x € X hogy F(x) =x, azazAx+y=x, tehat ([ —A)x=1y.

Mivel az A € L(X) lineéris transzforméci6 folytonos, igy az I —A € L(X) is az, ezért
az | — A regularitdsdhoz mar csak azt kell beldtni, hogy az (I —A)*1 : X — X inverz
linedris transzformécid is folytonos. Ehhez azt latjuk be, hogy Vy € X esetén

(7 =A)"yllx < - AIyllx -

-
Al cx)

Legyen e célb6l y € X tetsz&leges, tovabbd x = (I —A) ™!y, amivel y = (I — A)x.
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Ekkor a norma haromszog-egyenlStlensége és a folytonos linedris leképezések szub-
multiplikativitdsa szerint

(1 =A)x]| = [lx—Ax|

[l = llAx]|

(el = Al = (1= flAl) - fl«l
(1= fAlD -z =A)~"y].

Mivel ||A|| < 1, azaz 1 — ||A|| > 0, ezért

¥

VANV

1
17 =2l < - Iyl
1Al

Ebbdl egyrészt adédik, hogy az (I —A)~! inverz linedris transzforméci6 is folytonos,
tehdt az I — A linedris transzformdcid reguldris, mdsrészt az operdtornorma ekvivalens
definici6ja alapjan az allitas (2) része is kovetkezik. d

2.1.9. Allitas. Legyenek (X,||.|x) és (¥,||.|y) Banach-terek. Ha egy A € Reg(X,Y)
reguldris leképezésre és egy B € L(X,Y) folytonos linedris leképezésre teljesiil, hogy

1
A= Bllx,y) < 7‘|A71HL(Y,X) ;
akkor
(1) a B leképezés is reguldris: B € Reg(X,Y);
(2)

—112
1A Iz v x)

1 gt
1B~ —A yx) < —JA NA=Blrxy)-

) - 1A =Bl p
Bizonyitds. Tekintsiik a B leképezés kovetkezo eldallitasat:
B=A—(A-B)=A-[I-A""-(A-B)].
(1) A szubmultiplikativitdsi tulajdonsag és az allitas feltétele szerint
JA™" - (A=B)| < A7"|-(A-B)| <1,
ezért az el6z6 allitas (1) pontja alapjan
I—A""-(A—B) € Reg(X,X).
Mivel A reguldris, ezért a szorzatuk is az, azaz

B=A-I-A""-(A-B)] €Reg(X,Y).
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(2) A B folytonos linedris leképezésnek a fenti elSdllitdsa, valamint az el6z6 2.1.8]
allitas (2) pontja szerint:

B = Jz-a""-(A-B)] ATl
< Jz-a"-@A=B)] a7t
1 _
< TfMif@jEmWMIH
lA~"]

A JA—B]"
Felhaszndlva, hogy B~! —A~! = B~!1(B—A)A~!, a fentiek alapjin

-1 -1 -1 -1 -1 -1

1B A7l =[BT (B=A)AT [ <[B7[|-[[B—Al-[lA"]
A~

IRt 2 RICE: ]|

|IB—A]- a7

2.1.10. Allitas. Legyenek (X,|.|x) és (¥, ||.|ly) Banach-terek, ekkor
(1) a Reg(X,Y) C L(X,Y) halmaz nyilt;
(2) az inv:Reg(X,Y) — Reg(Y,X),
VA €Reg(X,Y) esetén inv(A)=A"",

leképezés folytonos.

1
=T

Bizonyitds. (1) Az el6z6 allitds (1) értelmében V A € Reg(X,Y) ,,pont”
sugard gombi kornyezetének minden eleme reguldris, azaz

flA

Buxy) (4.1/147") S Reg(x,Y),

ahonnan A € intReg(X,Y). Emiatt Reg(X,Y) C L(X,Y) nyilt halmaz.

(2) Legyen A € Reg(X,Y) tetszdleges, tovdbba legyen (A,) olyan Reg(X,Y)-beli
sorozat, amelyre A, — A az ||.[| (x,y) normédban. Ekkor az & = 1/|A~Y| szdmhoz
3 ng € N, kiiszobindex, hogy V n > nq esetén ||A, —A| < 1/||A7"||. Ezért az el6z6

219 4llitas (2) pontja szerint
A~")?
I [1A = An|

-1 -1

amib6l ||A — A, || — O alapjén kovetkezik, hogy A;! — A~!, azaz inv(A,) — inv(A)
az ||.||(yx) normdban. Ez azt jelenti, hogy az inv : Reg(X,Y) — Reg(Y,X) leképezés
folytonos az A € Reg(X,Y) ,,pontban”. O
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2.1.11. Allitas. Legyenek (X1, |.]1), (X2,|.12), (Y1, Il.1h), (Ya,||.||2), normailt terek,
tekintsiik ezek szozatait, az (X1 X Xa,||.||) és az (Y1 x Ya,||.||) normdlt tereket. Ha az

A 0p2 }
A= € L(X; X Xa,Y; X Y
{ Ayl Aoy (X1 X X2,Y1 X 12)
Solytonos linedris leképezés esetén A1y € Reg(X1,Y1) és Axp € Reg(Xa,Y2), Ay €

L(X1,Y») pedig tetsz0leges linedris leképezés, valamint 015 az L(X,,Y1) tér nulleleme,
akkor A € Reg(X) x X»,Y; X Y2), tovdbbd

Al 0
A71=|: S £2 :|€LX1><X2,Y1><Y2 .
_A221A21A111 Azzl ( )
Bizonyitds. A métrixokat mindkét sorrendben Osszeszorozva egységmatrixot kapunk,
példaul:
A O | Ayl 012
Ay Ax —AynAnALl A
_ [ ANAY —02AL AAT A0+ 01045, } _ { L, 0 }
Az]Aﬂl 7A2721A21A]711A]711 A21092 +A22A;21 0 I

2

Diffeomorfizmusok

A kovetkezSkben legyenek (X, ||.||x) és (Y,||.|ly) normalt terek.

2.1.12. Definicié. Legyenek D C X és C C Y nyilt halmazok.

1. Egy f:D — C fiiggvényt homeomorfizmusnak neveziink, ha f: D — C bijekcid,
valamint az f: D — C fiiggvény és az £~ : C — D inverzfiiggvény is folytonos.

2. Bgy f:D — C fliggvényt diffeomorfizmusnak neveziink, ha f: D — C bijekcid,
valamint az f : D — C fiiggvény és az £~ : C — D inverzfiiggvény is differencilhato.

3.Egy f:D — C fiiggvényt C!-diffeomorfizmusnak neveziink, ha f : D — C bijekcid,
valamint az f : D — C fiiggvény és az f~' : C — D inverzfiiggvény is folytonosan
differencidlhaté (C'-beli).

A normdlt terekben val6 differencidlds sordn megismert inverzfiiggvény derivdldsanak
a globdlis szabdlyat az e fogalmakkal adott dj keretek kozott a kovetkez6képpen fogal-
mazzuk 4t:

2.1.13. Allitas (inverzfiiggvény derivdldsa, globdlis véltozat). Legyenek D C X és C C
Y nyilt halmazok.
Ha egy f: D — C fiiggvényre teljesiilnek az aldbbi feltételek:



56 Szabé Imre, Kannai Zoltan: Az altalanos egyensulyelmélet matematikai eszkdzei

(1) homeomorfizmus,

(2) differencidlhato,

(3) Vx €D esetén f'(x) € Reg(X,Y) reguldris folytonos linedris leképezés,
akkor az f: D — C fiiggvény diffeomorfizmus.

2.1.14. Definicio. Egy f: D — Y (D C X) fiiggvényt egy a € D pontban lokdlis
homeomorfizmusnak, lokdlis diffeomorfizmusnak illetve lokdlis C'-diffeomorfizmusnak
neveziink, ha 3 U nyilt kdrnyezete az a pontnak és V nyilt kérnyezete az f(a) pont-
nak, hogy az f|y : U — V fiiggvény rendre homeomorfizmus, diffeomorfizmus illetve
C!-diffeomorfizmus.

A lokdlis homeomorfizmus definiciéjaban az U € t(a) és V € 7(f(a)) kdrnyezetek
nyiltsdga elhagyhat6:

2.1.15. Allitas. Legyenek U € t(a) és V € ©(f(a)) tetszbleges kirnyezetek.

Ha az fly : U —V fiiggvény homeomorfizmus, azaz f|y : U — V bijekcid, valamint
az fly:U =V ésaz (fly)~' :V = U fiiggvény is folytonos, akkor 3 Uy € t(a) és
Vo € T(f(a)) nyilt kérnyezetek, hogy az f|u, : Uy — Vo fiiggvény is homeomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen G = intV , ekkor G € 7(f(a)) nyilt kérnyezet, ezért f~1(G)NU
az U halmazban nyilt, de az X halmazban nem feltétleniil nyilt. Emiatt legyen Uy =
int(f~1(G)NU) és Vo = f(Up). Mivel f~! folytonos, ezért a Vo € ©(f(a)) nyilt kor-
nyezet a G = intV halmazban, ezért az X halmazban is. |

Az inverzfliiggvénytétel

A kovetkezd dllitds, az inverzfiiggvénytétel hasonlit a 2-I.13] allitashoz abban, hogy
egy fliggvény diffeomorfizmus voltardl sz6l, ugyan csak lokélis diffeomorfizmus vol-
tardl. Ugyanakkor az a nagy kiilonbség a két allitds kozott, hogy nem kell feltenni az
inverzfiiggvény létezését, sbt az inverzfiiggvénytétel igazi mondanivaldja az, hogy ele-
gendé feltételt ad nyilt halmazon értelmezett inverzfiiggvény 1étezésére, ami egyébként
differencidlhato is lesz.

2.1.16. Allitas (inverzfiiggvénytétel, lokalis diffeomorfizmus-tétel). Legyenek (X, ||.)
és (Y,||.|l) Banach terek, tovdbbd D C X adott halmaz.

Haegy f:D —Y fiiggvényre teljesiilnek az aldbbi feltételek:
(1) folytonosan differencidlhaté egy a € intD pontban,
(2) f'(a) € Reg(X,Y), azaz reguldris folytonos linedris leképezés,

akkor az f fiiggvény lokdlis diffeomorfizmus az a pontban, ami azt jelenti, hogy:

3 U € 1(a) nyilt kérnyezete az a poninak és V € t(f(a)) nyilt kérnyezete az f(a)
pontnak, hogy az fly : U — V fiiggvény bijektiv, valamint az f|y fiiggvény és az
(flu)~" inverzfiiggvény is differencidlhato.
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Bizonyitds. Jelolje
A= f'(a) € Reg(X,Y).

Az f fiiggvény folytonosan differencidlhaté az a pontban, ez azt jelenti, hogy 3 Uy €
7(a) kornyezet, hogy az fly, : Up — Y fiiggvény differencidlhatd, és az f’: Uy —
L(X,Y) derivaltfuggvény folytonos az a pontban. Emiatt az € = W > 0 szdmhoz
36 >0, hogy az a pont U = B(a,d) € t(a) gombi kdrnyezete V x € U pontja esetén

1
/
£ (x) = Al < T ER 2.0

Tekintsiik az
F=Alofly=[f(a] 'oflu:U—X
fiiggvényt, ami nyilvan differencidlhatd, és V x € U esetén
F'(x)= (A7 (f@)-f'x) =Aa7"- f'(x) € L(X).
Legyen
G=%(F)=A"'(f(U) CX.
Belatjuk, hogy az F : U — G fiiggvény homeomorfizmus. Mivel sziirjektiv, tovabba
differencidlhat6, igy folytonos is, ezért ehhez elég beldtni, hogy
(1) injektiv,
(2) az F~!': G = U inverzfiiggvény folytonos.
Legyen g =1I|y — F : U — X (ahol [ =idy), azaz V x € U esetén
g(x) =x—F(x) =x—A"!(f(x)).
Mivel F differencidlhatd, ezért g is differencidlhatd, és V x € U esetén
) =1-F(x)=1-A""-f'()=4"" (A~ f'(x)) € LX),
igy a (2.1) egyenl6tlenség alapjan V x € U esetén

/ - / _ / _ 1 1
Il = 1A~ 4= DI < I~ I £l < A1 iy = 5.

azaz V x € U esetén |
@)l < 5 - 2.2)

Legyenek xj ésx; € U tetsz6leges pontok. Mivel U C X konvex halmaz, ezért
[x1,x%2] = co{xj,x} CU.Mivel ezen g-re fenndllnak a Lagrange-egyenlGtlenség felté-
telei, ezért

lg(x1) =gl < sup [Ig" ()] [lx1 —x2.

XE[x1,x2)
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ebbdl pedig (2:2) alapjan kovetkezik, hogy

1
lg(xi) = gle2) | < 5 -l =], (2.3)

ami azt jelenti, hogy a g fliggvény kontrakci6. Mivel a g fliggvény definicidja szerint
F=Ily—g:U— X, ezért ebbdl a egyenlbtlenség alapjan adédik, hogy

[F(x1) = F@)l = [[(x1 —x2)— (g(x1) —g(x2))ll
>l —x2ll = llg(xr) —g(x)ll
1
>l x| —5'||x1 — x|

Sl =l
5 X1 — X2 -
Ebbdl az egyenl6tlenségbdl két dolog is kovetkezik:
egyrészt az F : U — G fiiggvény injektiv, azaz
Vxp,x €U, x1 #xp esetén  F(x) # F(x2),

mésrészt V y; és yo € G esetén x; = F~L(y;) és xo = F~1(y,) mellett

Iyt =32l 2 51 o) = F ),
azaz

IF~ ) = F~ 02 <2+ [ly1 =2l
ez pedig azt jelenti, hogy F~! : G — U fiiggvény Lipschitz-folytonos, igy folytonos is.
Belétjuk, hogy a G = Z(F) C X halmaz nyilt.

Legyen yy € G tetsz8leges. Ekkor 3! xg € U = B(a, ), hogy yo = F(xp). Legyen
0<y<6—|xo—al tetszbleges, ekkor B(a,y) C B(a,8) =U.

Azt fogjuk belétni, hogy B(yy, %) C G, amibdl kovetkezik, hogy yo € intG, amib8l
pedig az kovetkezik, hogy G C X nyilt halmaz.

Legyen tehdt y € B(yo, %’) tetsz8leges pont.
Legyen h: B(xp,y) — X az a fiiggvény, amelyre V x € B(xq,y) esetén

hx) = g(x) +.

A 7y szdm vélasztdsa miatt B(xg,y) C B(a,8) =U, ezérta egyenlGtlenség szerint
Y x1,x2 € B(xg,Y) esetén teljesiil, hogy

[1h(x1) = h(2) || = llg(x1) +y —g(x2) =yl = llg(x1) —glx) || < % |l = x2l,

ami azt jelenti, hogy & is kontrakcid.
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Tovébba % (h) C B(xo,7)-
Ugyanis g(xq) = xo — F (xg) = x0 — Yo, emiatt ¥V x € B(xg, ) esetén

h(x)—xo = gx)+y—x0=g(x)—glxo)+glxo)+y—x0
= (g(x)—glxo)) +xo—yo+y—xo
= (g(x)—g(x0))+y—yo-

Mivel ||lx—xo|| < 7 és [ly— ol < . ezért a most kapottak alapjén, djra a (2.3) egyen-
16tlenség szerint

1h(x) =xoll < lg(x) —g(xo)ll +ly = oll

1
< 5o lxoll+ly—yol < X+

A

r,
azaz h(x) € B(xo,7).

A (B(xo,7).d| | |B(xo,y) xB(xo,y)) metrikus tér nyilvanval6an teljes, hiszen az (X, ||.)
normdlt tér (azaz az (X,d|||) metrikus tér) teljes, és a B(xo,y) € X halmaz zdrt.
Mindezek szerint a i : B(xg,y) — B(xo,y) filggvény egy teljes metrikus téren értelme-

zett kontrakcid, ezért a Banach-féle fixponttétel szerint 1étezik pontosan egy fixpontja,
azaz

3! z9 € B(xg,7), hogy h(z0) = 20,
ami azt jelenti, hogy

20 = 8(z0) +y =20 — F(20) +y, azaz F(z0) = y.
Ezek szerint y € Z(F) = G, igy B(yo, %’) C G, emiatt yg € intG, tehata G C X halmaz
nyilt.
Jeldlje V = A(G) = [f'(a)](G).
Lathat6, hogy az f|y : U — V leképezés homeomorfizmus, ugyanis:
Elgszoris F =A" o (f|y): U — G, emiatt fly =AoF :U — V(=A(G)).
Tovdbbd A € Reg(X,Y) és G C X nyilt, ezért

(flv)(U) = (Ao F)(U) =A(F(U)) = A(G)) =V

nyilt halmaz.
Mivel A és F folytonos, ezért f|y = AoF is folytonos. Mivel A és F invertlhatd,
ezért fly =AoF is invertdlhatd, és

(flo) '=F oA :v 5 U.
Mivel pedig A~! és F~! folytonos, ezért (f|y)~"! is folytonos.

Hatravan még annak a bizonyitdsa, hogy az (f|y)~!:V — U inverzfiiggvény differen-
cidlhat6. Ehhez belatjuk, hogy az f|y : U — V fiiggvényre teljesiilnek inverzfiiggvény
derivdldsdnak globalis véltozatdra vonatkozé 2.1.13} dllitds feltételei, mely szerint e
fliggvény
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(1) homeomorfizmus,
(2) differencialhato,
(3) Vx €U esetén f'(x) € Reg(X,Y) reguldris folytonos linedris leképezés.

Az (1) feltételt az elGbb lattuk be. A (2) feltétel az Uy halmaz valasztasabol kovetkezik.
A (3) feltétel a Reg(X,Y) halmaz nyiltsdgabél adédik. Ugyanis ¥V x € U esetén a

szerint
1 1

< )
2A1=t ALt
és A € Reg(X,Y), ezérta allitds (1) szerint f'(x) € Reg(X,Y).
A2.1.13] 4llitds alapjdn pedig az f|y : U — V fiiggvény diffeomorfizmus. a

£ (x) —All <

2.1.17. Megjegyzés. 1. AP2.1.16] 4llitds (2) feltételében nem kellett feltenni, miszerint
az a pont egy Uy kornyezetében teljesiil, hogy V x € Uy esetén f'(x) € Reg(X,Y),
mert a bizonyitdsban lattuk, hogy ez kivetkezik a Reg(X,Y) halmaz nyiltsdgabol.

2. AR.1.16} 4llitas (1) feltételébdl az f’ derivaltfiiggvény a pontbeli folytonossdga nem
hagyhat6 el, mint ahogy ezt a kdvetkez6 példdban latni fogjuk:

2.1.18. Példa. Tekintsiik azt az f: R — R fiiggvényt, amelyre V x € R esetén

[ x+2x%-sinl, ha x#0
f(x)_{ 0,  ha x=0"

ekkor f differencidlhat6é R-en, és

JN - 1+4x-sin%f2cos%, ha x#0
f(x)_{ 1, ha x=0 -

Az f fiiggvényre a 0 pontban teljesiilnek a[2.1.16] dllitds feltételei annak a kivételével,
hogy az f' derivéltfiiggvény 0 pontban folytonos. Mivel az f’ derivéltfiiggvény O pont
minden kornyezetében végtelen sokszor tlinik el, ezért az f fiiggvény a O pont egy
kornyezetében sem invertdlhato.

2.1.19. Megjegyzés. A|2.1.16| allitas lokalis jellegli. Abbdl, hogy egy f:D—Y, (DC
X) figgvényre egy G C X halmaz minden pontjdban fenndllnak a[2.1.16} 4llitds felté-
telei, még nem kovetkezik, hogy az f|g fiiggvény invertdlhato:

2.1.20. Példa. Legyen X =R? és G=R, x R. Tekintsiik azt az f : G — R? fiigg-
vényt, amelyre V (x,y) € R? esetén

F(x,y) = (x-cosy,x-siny).

Erre a fiiggvényre V (x,y) € G pontban teljesiilnek a[2.1.16} 4llitds feltételei, ugyanak-
kor globdlisan nem injektiv.
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A beagyazasi tétel és az implicitfliiggvény-tétel

Arra a kérdésre keressiik a vdlaszt, hogy ha az x és y (vektor)valtozok kozotti kapcso-
latot adott a és b pontok mellett egy (x,y) — f(x,y) ,.kétvéltozds” (két vektorvaltozos)
figgvénnyel kifejezett

fx,y) = f(a;b)
egyenlet adja meg, akkor az y véltozé tekinthetS-e az x valtozd ,,implicit médon” meg-
adott figgvényének?
Masképpen fogalmazva, egy f: X x Y — Z fiiggvénynek egy (a,b) ponthoz tartozd

T (fa,b) ={(x,y) €X XY : f(x,y)=f(a,b)} CX xY

szintvonala fiiggvényt alkot-e , azaz van-e olyan g fiiggvény, amelyre fenndll az

N (flab) =g
egyenlGség?

Az implicitfiiggvény-tétel bizonyitdsdnak az els6 része onmaga is fontos eredmény,
aminek szdmos kovetkezménye van, ezért kiilon megfogalmazzuk.

2.1.21. Allitas (bedgyazasi tétel). Legyenek (X, |.
D C X XY adott halmaz.

Ha egy f: D — Z fiiggvényre teljesiilnek az aldbbi feltételek:

), (Y1) és (Z,]|.]]) Banach terek,

(1) folytonosan differencidlhaté egy (a,b) € intD C X XY pontban,
(2) 02f(a,b) € Reg(Y,Z),

akkor 3 F : D — X x Z fiiggvény, amely lokdlis diffeomorfizmus az (a,b) pontban,
valamint

f=0s0F,
ahol 0y € L(X X Z,Z) az X X Z térnek a Z térre vals projekcidja.

Bizonyitds. Legyen P, € L(X xY,X), az X x Y térnek az X térre val6 projekcidja,
azaz amelyre V (x,y) € X XY esetén

Pl(x>y):x‘

Mivel P; € L(X x Y,X) folytonos linedris leképezés, ezért V (x,y) € X x Y pontban
differencialhatd, s6t folytonosan differencialhatd, és matrixos frasmdéddal

Pl/(xvy) = [alpl (x7Y)782P1 (x7Y)] = [IX70L(X7Y)} .

Legyen
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tehdt az a fiiggvény, amelyre V (x,y) € X X Y esetén

F(x7y) = (x7f(x7y)) .

Nyilvén V (x,y) € D esetén

f(xvy) = QZ(xvf(xvy)) = QZ(F(xvy))v
f=0Qz0F.

Mivel a P projekcié folytonosan differencidlhatd, valamint a feltétel szerint az f :
D — Z fiiggvény folytonosan differencidlhaté az (a,b) pontban, ezért az F fiiggvény
is folytonosan differencidlhaté az (a,b) pontban, tovdbba

Pi(a,b) | _ [ diPi(a,b) I Pi(a,b)
|: f’((l,b) :| |: alf(aab) 82f(a7b) :|
{ Ix 07 (x.y) }

F'(a,b)

alf(a7b) aZf(avb)

Mivel pedig Ix € Reg(X,X) és a feltétel szerint 0> f(a,b) € Reg(Y,Z), ezért aR.1.11]
allitds szerint F'(a,b) € Reg(X x Y,X x Z). Ezek alapjdn az F : X x Y — X x Z fiigg-
vényre az (a,b) pontban fenndllnak az inverzfiiggvénytétel allitas) feltételei,
ezért lokélis diffeomorfizmus az (a,b) pontban. O

2.1.22. Allitas (implicitfiiggvény-tétel). Legyenek (X,|.|), (Y,|.|) és (Z,|.]|) Ba-
nach terek, D C X XY adott halmaz.

Ha egy f: D — Z fiiggvényre teljesiilnek az aldbbi feltételek:
(1) folytonosan differencidlhaté egy (a,b) € intD C X XY pontban,
(2) d>f(a,b) € Reg(Y,Z), azaz reguldris folytonos linedris leképezés,
akkor az a € X pontnak U € t(a) kirnyezete, és 3! g: U — Y fiiggvény, hogy
(a) ¥V x €U esetén f(x,g(x)) = f(a,b),
(b) az (a,b) € D pontnak 3G € t(a,b) kirnyezete, hogy

Gnf ' (flab) =g,

(c) gla) =b,
(d) a g:U —Y fiiggvény differencidlhato, és ¥ x € U esetén

g'(x) = ~102f(x,g(x)] " 91 f(x,8(x)).
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Bizonyitds. Az éllitds feltételei azonosak a bedgyazdsi tétel (2-1.21] 4llitds) feltételeivel.
Tekintsiik annak a bizonyitdsdban bevezetett

F:{I}l }:XXY—LXXZ

filggvényt, azaz amelyre V (x,y) € X x Y esetén

Fx,y) = (6, f(x,)).
Léttuk, hogy F lokdlis diffeomorfizmus az (a,b) pontban, ami azt jelenti, hogy az
(a,b) € D C X xY pontnak 3 G € 1(a,b) nyilt kirnyezete valamint az F(a,b) =
(a,f(a,b)) € X x Z pontnak 3 H € t(a, f(a,b)) nyilt kornyezete, hogy
F|G :G—H

diffeomorfizmus. Feltehet8, hogy H = U x W, ahol U € t(a) az a € X pont nyilt
kornyezete, W € ©(f(a,b)) pedig az f(a,b) € Z pont nyilt kdrnyezete.
Ekkor
h
alakd, ahol p: U XxW =X és h:U xW —Y.
Ezek szerint V (x,z) € H=U x W esetén

(X,Z) = F(Fil(xvz)) :F(p(x,z),h(x,z))
= (p(x,z),f(p(x,z),h(x,z))), (2.4)

igy x=p(x,z),azaz p=Q0; € L(X X Z,X) az X X Z térnek az X térre valo projekcidja.

F—‘:[” } UXW XY,

Emiatt egyrészt
Fl= { %1 ] UXW =X XY
alakd, azaz V (x,z) e H=U x W C X X Z esetén
F'(x,2) = (x,h(x,2)).
Masrészt gy frhatd, hogy V (x,z) € U x W esetén
(%,2) = (x, f(x,h(x,2))), amibdl  f(x,h(x,z)) =z,
specidlisan a z = f(a,b) € W pontra Vx € U esetén
f(xh(x, f(a,b))) = f(a;b). 2.5)

Legyen g = h(.,f(a,b)): U — Y, azaz az a fiiggvény, amelyre V x € U esetén

8(x) = h(x, f(a,b)).

Gondoljuk meg ezek utdn a g fiiggvény tulajdonsagait.
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ElGszor is (2.3) szerint V x € U esetén
f(x.8(x) = fla,b),

ezzel belattuk a g fliggvény (a) tulajdonsdgat. Ez masképpen fogalmazva azt jelenti,
hogy Vx € U esetén

(x,g(x)) € f~1(fa,b)), azaz gC f~'(f(a,b)).

Ugyanakkor az F és az F~! leképezések mdsik sorrendii inverzkapcsolata szerint
Y (x,y) € G esetén

FU(F(xy) =F ' (x, f(x,y)
= (xvh(xvf(x7y)))v

(x,y)

igy
h(x, f(x,y)) =Y.
Emiatt V (x,y) € G pontra, amelyre f(x,y) = f(a,b), fenndll, hogy

g(x) = h(xvf(avb)) = h(xvf(x7y)) =Y, (2.6)

miésképpen fogalmazva V (x,y) € GN f~1(f(a,b)) esetén (x,y) € g, ami pedig azt
jelenti, hogy
Gl (fla.b)) Cs.

Ebbdl és a g fiiggvény (a) tulajdonsdgabol kovetkezik a g fiiggvény (b) tulajdonsaga:
GNf (flab) =g

Specidlisan ebbdl a g fliggvény egyértelmiisége is adodik.
Tovabba (2.6) az (x,y) = (a,b) pontra a

g(a) = h(a, f(a,b)) = b

egyenldséget adja, amivel belattuk a g fliggvény (c) tulajdonsagat.
Hatravan még a g fiiggvény (d) tulajdonsdganak a bizonyitdsa.

Mivel az F~! fiiggvény differencidlhat6, ezért a h fiiggvény is differencidlhatd, emiatt
viszont a g fiiggvény is az. Ezek szerint fo(/,g) differencidlhaté fiiggvények kompo-
zicidja, igy 6nmaga is diffrencidlhato.

A mir igazolt (a) szerint Vx € U esetén

(fo(l,8))(x) = f(x,g(x)) = f(a,b),

tehdt az fo(I,g) fiiggvény konstans, ezek szerint a derivéltja minden pontban 0 €
L(X,Z).Ezek szerint V x € U esetén



2. fejezet: A multiplikator-tételek eszkdzei 65

0 = (Foll,g) () =r(xg®)- (g )
= [01f(x,8(x),02f (x,8(x) 1{2((
= [Oif(x.g(x)), DS (x,8(x) J[g{x
= Af(x,g(x)+hf(x,g(x) ¢ (x),
ahonnan
N[ (x,8(x)) + [ (x,g(x)) - &' (x) = 0. @7

Mivel o, f(a,b) € Reg(Y,Z), és a Reg(Y,Z) halmaz nyilt, ezért az (a,b) = (a,g(a))
pontnak van olyan kdrnyezete, hogy V (x,y) pontra ebbdl a kornyezetbdl o5 f(x,y) €
Reg(Y,Z). Mivel a g fiiggvény folytonos, ezért az a pontnak van olyan kdrnyezete —
feltehetS, hogy az U kornyezetet mér eleve ennek megfeleléen valasztottuk —, hogy
Vx e U esetén

82f(x,g(x)) € Reg(sz) .

Ezek szerint az egyenldség alapjan V x € U esetén

§'(x) = —[02f(x,8(x))] " 91 f(x.8(x). O

2.1.23. Megjegyzés. A tétel f6 mondanivalGja az, hogy ha az x és y (vektor)valtozdk
kozotti kapesolatot adott a és b pontok mellett egy (x,y) — f(x,y) ,kétvaltozds” (két
vektorvaltozods) fiiggvénnyel kifejezett

f(xy) = f(a,b)
egyenlet adja meg, akkor a fenti feltételek teljesiilése mellett az (a,b) egy G kornye-
zetében az y valtoz6 az x valtozo fiiggvénye:
V(x,y) €G esetén y=g(x).

Ezek szerint ebben az esetben az f(x,y) = f(a,b) egyenlet az x és y kozotti fiiggvény-
kapcsolatot implicit médon adja meg.

A g fiiggvényt az f fiiggvény és az (a,b) pont dltal meghatdrozott implicit fiiggvény-
nek nevezzik.

A fentieket masképpen is megfogalmazhatjuk: Egy f fiiggvénynek egy (a,b) pont-
hoz tartozé

N (f(a,b)) ={(xy) €XXY = flxy) = fla.b)} CX xY

szintvonala (ami egy reldcio) a tétel értelmében lokdlisan egy fiiggvény, ami azt jelenti,
hogy 3 G kornyeze az (a,b) pontnak, hogy

GNf ' (flab) =g

ahol g az a € X egy kornyezetében értelmezett fliggvény.
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Az viszont nem igaz, hogy az egész f~'(f(a,b)) C X x Y szintvonal fiiggvény, csak
egy kornyezetben az.

A tétel csak azt allitja, hogy van ilyen g fiiggvény, de nem adja meg explicit médon
az y = g(x) osszefiiggést.

A tételbdl az is ismert azonban, hogy a g fliggvény differencidlhaté is, s6t a g deri-
véltja és f parcidlis derivéltjai kozott egy jolmeghatdrozott 6sszefiiggés all fenn:

g'(x) = —[02f (x,8(x))] " 91 f(x,8(x)).

Ebbdl az 6sszefiiggésbdl esetenként a g fiiggvény explicit médon is meghatarozhazé.
Ugyanakkor ebbdl az 6sszefiiggésbdl az a pontban g'(a) explicite is ismert, ugyanis
g(a) = b alapjan
¢'(a)=—[0f(a,b)] " -1/ (a.b).
2.1.24. Megjegyzés. A g fiiggvény (b) tulajdonsdga egy kicsit akkurdtusabban is meg-

fogalmazhat6, miszerint feltehetd, hogy az (a,b) pont G kérnyezete U X V szorzat ala-
ki, nevezetesen:

az a € X pontnak U € 7(a) kornyezete, és a b € Y pontnak 3V € 7(b) kdrnyezete,
valamint 3! g: U — V fiiggvény, hogy

U xV)nf(flab)=g.

Ugyanis: Az (a,b) pont G kdrnyezetéhez az a € X pontnak 3 U; € 7(a) kornyezete,
ésa b eY pontnak 3V € 1(b) kornyezete, hogy

UIXVQG.

Littuk, hogy a g : U — Y fiiggvényre teljesiil, hogy GN f~!(f(a,b)) = g, ezért Vx €
U; esetén (x,g(x)) € G. De lehet olyan x € U;, amelyre (x,g(x)) ¢ U; XV, azaz
g(x) ¢ V. Mivel a g fiiggvény differencidlhat6, igy folytonos, ezért az a € X pontnak
3 U, € 1(a) komyezete, hogy g(Uz) CV, igy V x € U, esetén (x,g(x)) € Uy x V.
Ezek szerint a gy, : Up — V fiiggvényre teljesiil, hogy

(U2 x V)N S (f(a,b)) = glu,
2.2. Az érintohalmaz és a Ljusztyernyik-tétel

Az érintohalmaz

7 2

A differencidlhaté fiiggvények grafjahoz hizott érinté altalanositdsa az érint6halmaz
fogalma.

Ebben a szakaszban legyen (X, ||.||) normalt tér.
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2.2.1. Definicié. 1.Egy r: R — X fiiggvényt a O pontban kisrendiinek neveziink, ha
(1) r(0) =0x,és
(2) limy_,o5r(A) =0x.

Mivel az r fiiggvénynek csak a O pont egy kornyezetében vald viselkedése érdekes,
ezért elég, ha r: (—05,0) — X, ahol 6 > 0.

2. Egy r: R — X fliggvényt a O pontban jobbrdl kisrendlinek neveziink, ha
(1) r(0) =0y, és
(2) limy_,0; 57(A) = 0x.

Mivel az r fuggvénynek csak a O pont egy jobboldali kdrnyezetében valé viselkedése
érdekes, ezért elég, ha r: [0,0) — X, ahol & > 0.

2.2.2. Definicié (érintGvektor, érinthalmaz). Egy v € X vektort egy A C X halmaz
x € A pontjahoz tartozé érintévektordnak nevezziik, ha 3 r : Ry — X a 0 pontban
jobbrdl kisrendd fliggvény, hogy

VA eRy esetén x+Av+r(d) €A.

Mivel az r fliggvénynek csak a 0 pont egy jobboldali kornyezetében val6 viselkedése
érdekes, ez ekvivalens a kovetkezbvel:

Egy v € X vektoregy A C X halmaz x € A pontjdhoz tartozé érintévektora,ha 36 >0
szdam és 3 r:[0,8) — X a 0 pontban jobbrdl kisrendd fiiggvény, hogy

VA €[0,6) esetén x+Av+r(d) €A.

Egy A C X halmaz x € A pontjdhoz tartozé érintéhalmazdnak nevezziik az érintévek-
torainak a halmazit:

Tp(x)={veX :3r:Ry - X, jkr, VAR, x+Av+r(d) € A}.

Ha egy érint6halmazrdl ismert, hogy altér, akkor az érintévektor definicidja a kovetke-
z8képpen alakul:

2.2.3. Allitas (ekvivalens definici6 specidlis esetben). Tegyiik fel, hogy egy A C X hal-
maz egy x € A pontjdhoz tartozé Ty(x) C X érintéhalmaza altér. Ezesetben egy v € X
vektor pontosan akkor érintévektor, ha 3 r: R — X a 0 pontban kisrendif fiiggvény,
amelyre

VA ER esetén x+Av+r(d) €A.

Mivel az r fiiggvénynek csak a 0 pont egy kornyezetében valo viselkedése érdekes, ez
ekvivalens a kovetkezovel:
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36 >0 szdmés Ir:(—38,8) — X a0 pontban kisrendii fiiggvény, amelyre
VAe(—6,0) esetén x+Av+r(d)€A.

Bizonyitds. Az elégségesség nyilvanval6. Sziikségesség: Legyen v € Ty (x) tetszSleges,
ami azt jelenti, hogy 3 | : Ry — X a 0 pontban jobbrdl kisrend fiiggvény,

VA eRy esetén x+Av+r(d) €A.

Mivel a Ty (x) C X érintShalmaz most altér, ezért —v € Ty (x) is teljesiil, ami azt jelenti,
hogy 3 r; : Ry — R™ a0 pontban jobbrdl kisrendi fiiggvény, azaz amelyre r,(0) =0,
és limy o, %Q(/’L) =0y, hogy

VA eRy esetén x+A(—v)+r(d)=x+(—A)v+r(d) EA.
Legyen r: R — R™ akovetkezd fiiggvény:

. (b)) :A>0
’(“:{ r;(—l) L A<0

Ekkor a fentiek szerint  a 0 pontban kisrendi fiiggvény, és V A € R esetén

xo+Av+r(d) €A. O

Az érint6halmaz a derivalhat6 fiiggvény érintGjének az dltaldnositdsa:

2.2.4. Allitas. Legyenek (X,|.||) és (Y,|.||) normdlt terek. Ha f:X —Y egy ac X
pontban differencidlhaté fiiggvény, akkor a grdfja (a, f(a)) pontjdhoz tartozd érintd-
halmaza megegyezik az (a, f(a)) pontbeli érintéjének az origdba valé eltoltjdval (ami
az f'(a) leképezés grdfja):

Toraph f(a, f(a)) = {(u, [f"(a)]u) : weX}.

Bizonyitds. Az f figgvény (a, f(a)) pontjdhoz tartozé érintGjének a grafja:

(a,f(a)) +{(u,[f"(@)]u) = ueX},

aminek az origéba val6 eltoltja

{(,[f (@)]u) : ueX},

tovabba teljesiil, hogy

fla+u) = fa)+[f (@)]u+r(u),

ahol az r fiiggvény a 0x pontban kisrendd.
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Az f figgvény (a, f(a)) pontjdhoz tartozé Typh r(a, f(a)) érintShalmaza pedig olyan
(u,v) pontokbdl &ll, amelyekhez 3 ry = (ry,r2) : Ry — X XY a 0 pontban jobbrdl
kisrendd fiiggvény, hogy V A € R esetén

(a,f(a))+A(u,v) +(r1,r2)(A) € graph f,
ami pedig azt jelenti, hogy

fla+Au+ri ()= fla)+Av+r(A).

Legyen (u,v) az érint6 origéba valé eltoltjdnak a pontja. Legyen V A € Ry esetén
r1(A) = Oy, valamint (A1) = r(Au), ekkor r; és r, a 0 pontban jobbrdl kisrendd
fiiggvények, tovdbbd V A € R esetén

flatdutri(Q) = fla+Au) = f(a)+[f (@)](Au) +r(Au)
fl@)+Av+r(A),

ami viszont azt jelenti, hogy (u,v) az érint6halmaznak is pontja.

Megforditva, tegyiik fel, hogy (u,v) az érint6halmaznak a pontja. Ekkor az iménti jel-
lemzés miatt (az f fliggvény a-beli differencidlhatésdgara vonatkozé fentebbi egyenls-
séget is haszndlva) V A € R, esetén

fla)+Av+n(4) flatAu+ri(4))
f@+[f (@] (Auri(A)) +r(Au+ri(2))

= fla)+Alf (@u+[f'(@)]ri (1)) +r(Au+ri (1)),

azaz V A € Ry esetén

rl(l)) N r(lu—;rl(l)) rzgl) '

s= @l @] (7

Mivel az r(Au+ri(A)) kifejezés a ldncszabély értelmében a A = 0 pontban jobbrdl
kisrendd, ezért innen A — O+ hatdrdtmenettel kapjuk, hogy v = [f/(a)]u, ami viszont
azt jelenti, hogy (u,v) az érint6halmaznak is pontja. d

2.2.5. Allitas. Egy A C X halmaz x € A pontjdhoz tartozé Ty(x) érintéhalmaza a
kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

(1) ha x € intA, akkor Ty (x) =X ;

(2) a Ty(x) halmaz (nem feltétleniil konvex) kiip:
ha v € Ty(x), akkor ¥ o0 > 0 esetén av € Ty(x).

(3) ha A C X konvex halmaz, akkor Ty(x) halmaz konvex kiip.
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Bizonyitds. (1) és (2) a definiciobdl kozvetleniil kovetkeznek.

(3) Beldtjuk, hogy T4 (x) konvex halmaz, amibdl (3) alapjan kovetkezik, hogy konvex
kap.
Legyenek u,v € Ty(x), azaz 3 ri,ry : Ry — X a 0 pontban jobbrdl kisrendi fiiggvé-
nyek, hogy VA € R esetén

x+Au+ri(A) €A, és x+Av+r(L)€A.

Legyen o € [0,1] tetszSleges, valamint r = ory 4+ (1 — a)rp : Ry — X, ez a fiiggvény
is jobbrdl kisrendd a 0 pontban. Mivel az A halmaz konvex, ezért ¥V A € R, esetén

x+A(qu+(1—o)v)+r(d)=a(x+Au+r(A)+(1—a)(x+Av+nrn(1)) €A. O

Az érintohalmaz tavolsagfiiggvénnyel valo jellemzése

2.2.6. Definicio. Legyen A C X egy adott halmaz. Egy x € X pontnak a tdvolsdga az
A halmaztél:

dp(x) = inf [[x—a]|.
acA
Az A halmaztdl valé tavolsdg fiiggvénye: dy : X — R, x— da(x).
2.2.7. Megjegyzés. A definiciobdl kozvetleniil kvetkeznek az alabbi tulajdonsagok.
1. da(x) =daa(x)

2. xe€clA & dy(x) =0, ezek szerint
ha A C X zért halmaz, akkor x € A < dy(x) =0.

2.2.8. Allitas. A dy: X — R tdvolsdgfiiggvény Lipschitz-folytonos o = 1 dllandéval:
Vx, y€X esetén |da(x)—da(y)| < [lx—yl-

Bizonyitds. Legyen x, y € X és € > 0 tetsz8leges, ekkor 3 a € A, hogy |y —al| <
da(y)+ €, ezért

da(x) <|lx—all < [lx=yl[+[ly—all <llx—yl[+da(y) + &,
amibdl € > 0 tetsz6leges volta miatt adédik, hogy
da(x) —da(y) < llx =yl
Az x és y szerepét felcserélve adodik az allitas. |

2.2.9. Allitas. Ha A C X konvex halmaz, akkora dy : X — R tdvolsdgfiiggvény konvex.
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Bizonyitds. Legyen x, y € X és A € [0,1] tetsz6leges. Ekkor V € > 0 esetén
Ja€A, hogy |[x—a| <da(x)+€,ésIbeA, hogy |ly—Db| <da(y)+¢
Mivel Aa+ (1 —21)b €A, ezért

Adp (x) + (1= 2A)da(y) Ape=al+ (1 =2)[ly=bl = (A + (1= 1))e
1A% =Aall+[[(1 =A)y = (1 = 2)b|| — €
[(Ax+(1—=A)y) = (Aa+(1—A)b|| — €

dy(Ax+(1—A)y)—¢.

vV IV IV V

Mivel ez V € > 0 esetén végigvihetd, ezért
Adp(x) + (1= A)da(y) = da(Ax+(1=A)y). O

2.2.10. Allitas (az érint6halmaz ekvivalens definiciéja). Egy A C X halmaz x € A
pontjdhoz tartozo érintéhalmaza megegyezik a kovetkezdével:

Ta(x) ={vEX : dds(x) =0},

ahol dfd(x) a da(x) tdvolsdgfiiggvény x pontbeli jobboldali v irdnymenti derivdltjdt
Jjeloli.

Bizonyitds. Sziikségesség: Legyen v € Ty (x) tetszGleges érintGvektor, azaz I r: Ry —
X, limy o, %r(/l) = 0y fiiggvény, hogy V A € R esetén

x+Av+r(d) €A, igy da(x+Av) <|r(A)]],
emiatt

0< 11m IdA(x+)LV)< 11m *” M=

ezért

drda() = lim ~(dy(x+Av) —da (x)) = Jim

1
—d, Av)=0.
A—0+ A 0+ A A(x+ V)

Elégségesség: Legyen a v € X vektor olyan, amelyre teljesiil, hogy

dfdy(x) = 11m IarA(er,lv)

A dy tévolsdgfiiggvény definicidja szerint V A > 0 esetén Ju) € A, hogy
o+ Av —uy || < dg(x+Av)+ A2,
Legyen r: Ry — R az a fiiggvény, amelyre ¥ A > 0 esetén

rA)=—=(x+Av—uy),
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ekkor egyrészt nyilvan
X+Av+r(A)=x+Av—(x+Av—uy) =uy €A,

madsrészt az r fiiggvény a 0 pontban jobbrdl kisrendd, ugyanis 7(0) = 0x , tovabbd a
fentiek szerint

1

k(dA(x—l—?Lv)—l—)LZ):O. O

1 1
0< lim —|[r(A)||= lim —|x+Av—uy|| < lim
*/H(H)LH @I /H0+)LH Al T A—0+

2.2.11. Allitas. Egy A C X halmaz x € A pontjdhoz tartozé Ty (x) érintéhalmaza meg-
egyezik a lezdrdsdnak az érint6halmazdval:

Tx(x) = Taa(x)-

Bizonyitds. Az érint6halmaz ekvivalens definicidja alapjan abbol kovetkezik, hogy egy
halmaztol vett tavolsdgfiiggvény megegyezik a halmaz lezardsatol vett tavolsagfiigg-
vénnyel: dg =d.4 - O

Leképezés szinthalmazanak az érintohalmaza

Az egyenlbséggel korlatozott feltételes szélsdérték-feladat megolddsdhoz sziikséges
egy fliggvény szintvonala érint6halmazanak a jellemzése, amelyet a Ljusztyernyik tétel
ad meg.

A Ljusztyernyik-tétel az implicitfliggvény-tételbol

A Ljusztyernyik-tételt az aldbbiakban az implicitfiiggvény-tétel segitségével fogjuk bi-
zonyitani. Az alkalmazhatésagahoz vagy azt kell feltenniink, hogy az értékkészlet egy
véges dimenzids térben van, vagy azt, hogy az értelmezési tartomany egy Hilbert-tér
egy részhalmaza. Az allitas egyébként igaz tetsz6leges Banach-terek kozotti leképezé-
sekre, de akkor a bizonyitdsban az imlicitfiiggvény-tétel alkalmazdsa helyett egy joval
bonyolultabb technikdji felépitést szokas kovetni, amit a kovetkez§ szakaszban tesziink
meg.

LegelGszor tegyiink egy linedris algebrai észrevételt:

2.2.12. Allitas. Legyenek X és Y (ugyanazon test feletti) vektorterek. Ha egy A : X —
Y linedris leképezés im(A) képtere véges dimenzids, akkor 3 M C X olyan véges di-
menzios altér, amelyre

kerA®eM =X.
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Bizonyitds. Legyen {vi,...,v,} C im(A) egy bézis. Ekkor V i = 1,...,m esetén
Ju; € X, amelyre A(u;) =v;. Legyen B:Y — X az az (egyértelmiien 1étezG) line-
aris leképezés, amelyre Vi=1,...,m esetén B(v;) = u;. Ekkor nyilvin

A0 B = Iima),

emiatt viszont révid tton

kerA®im(B) =X,
tehat M = im(B) valasztdssal teljesiil az dllités. O
2.2.13. Allitas (Ljusztyernyik-tétel, szinthalmaz érintGhalmaza). Legyenek (X,||.|) és

(Y,]].l) Banach-terek, D C X adott halmaz. Tegyiik fel még tovdbbd a kovetkezd felté-
telek egyikét:

(a) (Y,|I.]) véges dimenzids,
(b) (X,(.,.)) Hilbert-tér.
Haegy F : D —Y fiiggvényre teljesiilnek az alabbi feltételek:

(1) folytonosan differencidlhato egy xo € intD pontban,

(2) az F'(xp) € L(X,Y) folytonos linedris leképezés sziirjektiv:
imF’ (XO) =Y,
akkor az

F™!(F(x)) ={x €D : F(x)=F(xo)}

szinthalmaz xy pontjdhoz tartozd érintéhalmaza az F'(xg) € L(X,Y) folytonos linedris
leképezés magtere:

Tr1(F (x)) (X0) = ker F'(xo).
Bizonyitds. Mivel az F fiiggvény folytonosan differencidlhaté az xo pontban, ezért

Xo € intD, emiatt feltehetd, hogy D =X .

,,C”: (Ez az irdny konnyen lathatd.)
Legyen v € TF—I(F(X»(X()) tetszdleges érintdvektor, ami a definicé szerint azt jelenti,
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hogy 3 r; : Ry — X a 0 pontban jobbrdl kisrendi fiiggvény, azaz amelyre r(0) = 0x
és limy o, %r(l) =0yx, hogy V A € R, esetén

xo+Av+ri(A) e FY(F(xg)), azaz F(xo+Av+ri(A)) =F(x).

Mivel az F fiiggvény differencidlhat6 az xy pontban, ezért 3 : X — Y, a Oy pontban
kisrendi fiiggvény, hogy V A € Ry esetén

0 = F(xo+Av+r(1))—F(x)

= [F'x)(Av+ri(R) +ra(Av+ri(R))
A[F! (x0)lv+ [F'(x0)]r1(A) + ra(Av+r1(R))
ebbdl
A[F! (x0)]v = =[F'(x0)]r1(A) = r2(Av +r1(R)),,
azaz

([F" (x0)]r1 (A) + 2 (Av+r1(4)))

1
A
= —[F'(x)] (h;’l)) - rZ(M—;rl () ;

ezigaz V A € Ry esetén. Mivel a lancszabély alapjén

lim ([F’(xo)] (r' (’l)) + vt (M)) = [F'(x0)]0x 40y = 0y,

A—0+ A A

ol = -

ezért [F'(xo)]v =0y, azaz v € ker F/(x).

Ehhez a tartalmazdshoz nem hasznaltuk az Y véges dimenzids voltdt, valamint az
F'(xq) folytonos linedris leképezés sziirjektivitdsat sem.

,»2": (Ezt az irdnyt nehezebb belatni, ehhez hasznéljuk fel a pluszfeltételeket.)

1. 1épés: Belatjuk, hogy az (a) és (b) feltételek barmelyikének a teljesiilése esetén I M C
X zart altér, amelyre
kerF/(xo) DM =X .

(a) Abban az esetben, amikor az (Y,||.||) normaélt tér véges dimenzids, akkor az
F'(x) € L(X,Y) folytonos linedris leképezés im (F'(xg)) képtere nyilvdn véges di-
menzids, ezért az el6z0 linedris algebrabeli[2.2.12} 4llitds szerint 3 M C X olyan véges
dimenzids, emiatt zart altér, amelyre

kerF'(xog) @M =X .
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(b) Abban az esetben, amikor (X, (.,.)) Hilbert-tér, akkor ismert, hogy minden zért alt-
érnek van zdrt ortokomplementuma. Mivel F’(xg) € L(X,Y) folytonos linedris leképe-
7€s, {gy a ker F/(xg) C X altér zart, ezért ebben az esetben is az M = (kerF'(xo))L cx
zart altérre

kerF'(xg) @M =X .

2. 1épés: Belatjuk, hogy az F’(xo)|sy € L(M,Y) folytonos linedris leképezés reguldris:

F'(x0)|p € Reg(M,Y). (2.8)

Mivel feltettiik, hogy imF’(xp) = Y, ezért a direkt Osszeg reldcié miatt teljesiil az is,
hogy

im (F'(x0)|m) = imF'(xp) =Y,
azaz az F'(xo)|m € L(M,Y) folytonos linedris leképezés is sziirjektiv. Tovdbbd injektiv
is, ugyanis nyilvan

ker(F'(xo)|p) = ker F' (xg) "M = {0} .

Ezek szerint linedris bijekcid, azaz izomorfia.

(a) Abban az esetben, amikor az (Y,||.||) normalt tér véges dimenzids, akkor lattuk,
hogy az M C X altér is véges dimenzids, ekkor az (F'(xo)|p) ™" € L(Y,M) linedris
leképezés is folytonos.

(b) Abban az esetben, amikor az (X,(.,.)) Hilbert-tér, akkor az F'(xq)|y € L(M,Y)
sziirjektiv folytonos linedris leképezés a Banach-féle nyiltleképezés-tétel szerint nyilt
leképezés, ezért az inverze, az (F'(xo)|y) ! € L(Y,M) leképezés is folytonos.

3. 1épés: Az implicitfiiggvény-tétel alkalmazasa:
Legyen h:kerF'(xg) x M — Y az aleképezés, amelyre V (u,v) € ker F'(xg) X M esetén

h(u,v) =F(xo+u+v).

Ez azt jelenti, hogy h = F o (xg +C), ahol C € L(kerF’(xy) x M,X) az a folytonos
linedris leképezés, amelyre V (u,v) € ker F’(xg) X M esetén

Cu,v) =u+v.

A h fliggvény definici6jabol és abbdl, hogy az F fiiggvény folytonosan differenci-
alhaté az xp pontban, kovetkezik, hogy a h fliggvény folytonosan differencidlhaté a
(OerFr(xy),Om) € ker F'(xo) x M pontban, és

1(0,0)=F'(xp)-C.
Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy

211(0,0) = F'(x0) |xer Filx) =0 € L(kerF'(xp),Y), (2.9)



76 Szabé Imre, Kannai Zoltan: Az altalanos egyensulyelmélet matematikai eszkdzei

valamint, (2.8)-et is felhaszndlva,
2 h(0,0) = F'(xg)|ar € Reg(M,Y). (2.10)

Ezek szerint a h fliggvényre a (Oper 7(xy):Onm) € ker F'(xo) x M pontban fenndllnak az
implicitfiiggvény-tétel feltételei:

(1) folytonosan differencidlhaté a (0,0) € ker F’(xo) x M pontban,
(2) A1h(0,0) € Reg(Y,Z), azaz reguldris folytonos linedris leképezés.

Ezért az 0 € ker F/(xo) pontnak 3 U C ker F’(xo) kornyezete, és 3 g: U — M fiigg-
vény, amelyre

(@) g(0)=0,
(b) YVueU esetén h(u,g(u)) = h(0,0),
(c) a g fiiggvény differencidlhatd, és V u € U esetén
§'(u) = —[Orh(u, g(u))] ™" - dih(u,g(u)).
A h fiiggvény definici6ja szerint (b) részletesen azt jelenti, hogy V u € U esetén
F(xo+u+g(u)) =F(xy), azaz xo+u+g(u) € F-(F(xp)). (2.11)

Tovabbd a (c) specidlisan a 0 € ker F/ (xg) pontban

g (0)=0c LkerF'(x0),M), (2.12)
ugyanis az (2.9) alapjan:
§0) = —[0:h(0,50))]""-314(0,5(0))
= —[02h(0,0)]7"-3,h(0,0)
= —[02h(0,0)] " Op s () v)

= OL(kerF’(xo),M) .
4. 1épés: A tartalmazas beldtdsa: Legyen v € ker F/(x() tetsz8leges. Beldtjuk, hogy
veETp (F(x0)) (xo) .

Mivel az U halmaz a 0 € ker F/(xy) pont kérnyezete, ezért 3 5 > 0, hogy V A €
(—6,0) esetén Av € U, ezért (2.11)) szerint

xo+Av+g(Av) € F1(F(x)).
Legyen r: (—0,0) — X az a fuggvény, amelyre V A € (—6,0) esetén
r(A)=g(Av)eMCX.

Belatjuk, hogy az r fiiggvény a 0 pontban kisrendd.
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Ugyanis: El§szor is

r(0) =g(0) =0.
Tovédbbd, mivel a g: U — M filiggvény differencidlhatd, ezért 3 r) : U - M a 0 €
ker F'(xp) pontban kisrendd fiiggvény, hogy V Av € U esetén, azaz ¥V A € (—§,9)
esetén

g(Av) = g(0) +&'(0)(Av) + 71 (Av).

Mivel a g fiiggvényre egyrészt teljesiil, hogy g(0) = 0, mésrészt az (2.12)) szerint
gl(o) = OL(kerF’(XO),M) , ezért

g(Av)=ri(Av).
Ezek szerint

1 ! 1
Jim 7r(A) = Jim 75(Av) = lim 7ri(Av) =0.

Osszefoglalva: azt kaptuk, hogy 3 r: (—8,8) — X a 0 pontban kisrendd fiiggvény,
hogy VA € (—6,0) esetén

xo+Av+r(d) € F1(F(xp)),
ami az érintGvektor definiciGja szerint azt jelenti, hogy v € Tp-1(p(x)) (x0). O
A Ljusztyernyik-tétel Banach terek kdzott

A Ljusztyernyik-tételt az aldbbiakban tetszSleges Banach-terek kozotti leképezésekre
latjuk be. Sajnos az implicitfiiggvény-tétel most nem hasznélhat6, pedig egyel6re az
tlinik a bizonyitds természetes eszkozének. A bizonyitds sordn az implicitfiiggvény-
tétel bizonyitdsdban hasznalt Banach-féle fixponttétel helyett a vele analég Nadler-féle
fixponttételt hasznaljuk.

El6szor a Ljusztyernyik-tétel egy absztrakcidjat bizonyitjuk be, aminek specidlis esete-
ként adddik a Ljusztyernyik-tétel.

2.2.14. Allitas (a Ljusztyernyik-tétel absztrakcidja). Legyenek (X,||.|) és (Y,].||)
Banach-terek, D C X adott halmaz.
Haegy F : D —Y fiiggvényre teljesiilnek az aldbbi feltételek:

(1) folytonosan differencidlhato egy x( € intD pontban,

(2) az F'(xp) € L(X,Y) folytonos linedris leképezés sziirjektiv:
imF'(xg) =Y,

akkor létezik az xo-nak olyan U C D kiornyezete, és olyan o > 0 szdm, valamint ¥ u €
U esetén olyan x, € X pont, amelyre

(a) Flu+x,)=F(xo), azaz u+x,€F Y(F(x0)),
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(D) [xull < 0~ [[F(u) = F(x0)|-
Bizonyitds. A tovabbiakban a rovidség kedvéért jelolje
A=F'(xp) eL(X,Y).

sziirjektiv, ezért a [6.5.15] 4llitds szerint az A=1 : ¥ — X /kerA inverzoperdtor (ami
linedris bijekcid) folytonos is, igy értelmezhetd annak

Mivel (X,]|.|) és (¥,]|.||) Banach-terek, és az A € L(X,Y) folytonos linedris leképezés
ﬂ

-1
IA™ |2y x /kera) € R
normdja. Legyen 6 > 0 olyan szdm, amelyre

1

1
0< ——— A8 < <.
< AT azaz || |-6 < 3

Mivel az F leképezés folytonosan differencidlhaté az xo pontban, ezért 3 U; € T(xp),
U; CintD konvex kornyezet, hogy V x € U; esetén

IF'(x) = Al = [|F" (x) = F'(xo) || < &.

A Lagrange-egyenlStlenséget az FF —A : U; — Y leképezésre alkalmazva kapjuk, hogy
Y x1,x € Uy esetén
IF(x1) =A(x1) = (F) —A@) < sup ([F'(2) = A+ [lx1 —x2)
ze[x1 ,Xz]

O lx1 —x2). (2.13)

IA

Legyen r > 0 olyan, hogy B(xp,2r) CU,.

Mivel az F' leképezés differencidlhaté xg-ban, ezért ott folytonos is. Ezek szerint xy-nak
3 U, C B(xg,r) kdrnyezete, hogy V x € U, esetén

HA”lwsgg IF(x) = F(xo)[| < - (2.14)

N~

Ekkor
Uy € B(xp,r) € B(x0,2r) CU; CD.

Legyen u € U, tetszSleges rogzitett pont, és legyen W, : B(0,r) — X /kerA az a leké-
pezés, amelyre V x € B(0,r) esetén

W, (x) =x— A" (F(u4x) — F(xg)).

Mivel u € Uy C B(xg,r), igy Vx € B(0,r) esetén u+x € B(xp,2r) C D, ezért F(u+x)
értelmes. Mivel pedig imA =Y, ezért

AT F(u+x) — F(x0)) £0,
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valamint A € L(X,Y) folytonos linedris leképezés volta miatt zart affin halmaz. Ezek
szerint ¥V x € B(0,r) esetén W,(x) C X nemiires zért affin halmaz, méghozzd a kerA
eltoltja, azaz az X /kerA faktortér eleme. Ekkor V x;, xp € B(0,r) esetén

dx/M( u(x1), Wu(x2)) = [P (1) = Wu (2

= vt —ATH(F(utx1) = F(xo)) =22 +A7 (Futx2) = F (x0))|

= Ja! ((xl)* (u+x1) +F(x0) = A(x2) + F(u+x2) — F(x0)) |
= AT (A@) = F(utx1) —A(x) + F (u+x)) |

< AT IAGH) = F(utxi) —A(n) + F(utx)|

= AT AG) +Aw) = F(utx1) —A(x) —Au) + F(u+x)
= AT A+ x1) = Futxp) = Alu+x) + F(u+2)]|

< A8 =l = AT 8 dy (k1 x2),

ahol felhasznaltuk, hogy u+x, u+x, € B(xp,2r) C Uy, igy fenndll a egyenl&t-
lenség. Ez azt jelenti, hogy W, leképezés kontrakcid, ugyanis a

A=]A7")-8€(0,1/2)
dlland6 mellett ¥ x1,x, € B(0,r) esetén

dX/M("I"M(xl),"Pu(xz)) Sl-dH.H(xl,xz). (2.15)

Tovabba felhasznélva (2.14)-et, és azt, hogy A < % , azt kapjuk, hogy

. (0,%,(0) = [0 (0)]| = [A~ (F(u+0)+F (x0))]|
< AT IF () + F(xo)) |
< L<(-2r.
Ez azt jelenti, hogy
d 10, %,(0) < A7 [|F () + F (x0))[| < (1= A)r. (2.16)

A [ZT3) és @2T6) osszefiiggések szerint fenndllnak a Nadler-féle fixponttétel (6.5.16]
allitas) feltételei, ezért a W, : B(0,r) — X /kerA halmazértéki leképezésnek 3 x, €
B(0,r) fixpontja:

Y, (xy) =x,, azaz

W, (x,) =x,+kerA, részletesen

xu— AN (F(u4x,)—F(x0)) = x, +kerA, azaz

AN (F(u+x,)—F(xg)) =kerA, ami azt jelenti, hogy

F(u+x,) = F(xp).
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Tovébbi a ([2.16) sszefiiggést djra felhaszndlva a Nadler-féle fixponttétel masodik ré-
sze alapjdn az x, € B(0,r) fixpontra teljesiil, hogy

llxull = dn.u(xu,O)S%d”.u(ov‘f’m))

< AP~ F )|

o [|F(xo) = F(u)]].

ahol o = 2 -[|A~ 1. O

Ezek utan bizonyitsuk be a Ljusztyernyik-tétel Banach terek kozotti valtozatat.

2.2.15. Allitas (Ljusztyernyik-tétel, szinthalmaz érintGhalmaza). Legyenek (X,||.||) és
(Y,|I.|l) Banach-terek, D C X adott halmaz.
Haegy F : D —Y fiiggvényre teljesiilnek az aldbbi feltételek:

(1) folytonosan differencidlhato egy xy € intD pontban,

(2) az F'(xo) € L(X,Y) folytonos linedris leképezés sziirjektiv:
imF’(xo) =Y,

akkor az
F'(F(x0)) ={xeD : F(x)=F(x)}

szinthalmaz x pontjdhoz tartozd érintéhalmaza az F'(xy) € L(X,Y) folytonos linedris
leképezés magtere:

Tr1(F (x)) (X0) = ker F'(xo).

Bizonyitds. ,,C”: Ez az irdny konnyen lathat6, és ugyantigy adddik, mint a kordbbi
Ljusztyernyik-tétel (a[2:2.13] 4llitds) bizonyitdsdban.

2" Legyen v € ker F/(xg) tetszbleges.

Mivel az dllitds feltételei megegyeznek az el6z8[2.2.14] allitds feltételeivel, ezért U €
T(x9), U C D kornyezet, 3 o > 0 szdm, tovdbbd V u € U esetén I x, € X pont,
amelyre

(@) F(u+x,)=F(xo), azaz u+x,€F '(F(x)),
(0) lxul| < o [|F (u) = F (x0) | -

Ekkor 36 >0, hogy V 4 € (—0,0) esetén xo+Av € U, ezért I x, 1, € X, pont,
amelyre

@ F(xo+Av+xgia,) =F(x0), azaz  xo+Av+x, 2, € F 1 (F(x)).

() [[xygavll < @ [[F(xo+Av) = F(xo)]|.
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Legyen r: (—8,8) — X az aleképezés, amelyre V A € (—0,08) esetén
r(l) ixxo#»lv‘
Ekkor (a) azt jelenti, hogy V A € (—8,0) esetén
xo+Av+r(d) € F1(F(xp)).

Az r:(—0,0) — X fiiggvény a 0 pontban kisrendd.
Ugyanis: A (b) szerint egyrészt

[rO) = [lx | < € |F(x0) = F(x0)l| =0 fgy r(0) =0,

masrészt, felhaszndlva azt is, hogy v € ker F’ (xg),

1 1
lim — - ||r(A = lim — - ||x,
fim 2l = gim g
1
< lim—--a-|F Av)—F
< Jim -0 [F(xo +Av) = F (x|
= o-|dF(x)] (ez3, mert I F'(xp))
= a:[|F'(xo)v] =0.
Ezek szerint v € Tp-1(p(x,)) - O

2.3. A kovetkezménytétel és a Farkas-tétel

Latni fogjuk, hogy az egyenl&ségekkel korlatozott feltételes sz&lsértékfeladatra vonat-
koz6 Lagrange-féle multiplikator-tétel bizonyitdsa a Ljusztyernyik-tételen és a homo-
gén linedris egyenletekre vonatkoz6 kovetkezménytételen alapszik.

Szép észrevétel [13]], hogy ehhez hasonlé médon az egyenlStlenségekkel korldtozott
feltételes szélséértékfeladatra vonatkozé Fritz John-tétel a homogén linedris egyenlGt-
lenségekre vonatkozé kovetkezménytétel segitségével igazolhatd. A kovetkezménytétel
pedig a homogén linedris egyenletekre vonatkozé tétel bizonyitdsdval analég médon bi-
zonyithatd. Ez a kovetkezménytétel nem mds, mint a véges kipok poldrisdra vonatkozé
nevezetes Farkas-tétel, ezek alapjan nem tdlzds azt allitani, hogy ily médon ennek a
fontos tételnek a lehet legegyszeriibb bizonyitdsat nyer;jiik.

Tovabbi szép eredmény az is, hogy a Fritz John-tételben szerepl regularitasi feltétel
a Lagrange-multiplikatortételbeli regularitasi feltételhez hasonlé médon fogalmazhaté
meg.

Koévetkezménytétel a homogén linearis egyenletekre

Az aldbbiakban attekintjilk a homogén linedris egyenletekre és egyenlStlenségekre vo-
natkozé kovetkezménytételeket.
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2.3.1. Allitas. Legyen (X,+,) tetszdleges T test feletti vektortér.
Az f és g € X' linedris funkciondlokra

kerf Ckerg < JAEF, amelyreg=A-f.
Bizonyitds. Sziikségesség:

1. eset: ker f =X, ekkor f=g=0yx.
2.eset: 3v € X, amelyre f(v) #0. Ekkor Vx € X esetén

FUEEx =) =Fv)fx) = f(x)f(v) =0,

azaz
fx—f(x)vekerf, igy f(v)x—f(x)v€kerg,
0=g(f(v)x—f(x)v) = f(v)g(x) — f(x)g(v),
amibdl

ami azt jelenti, hogy A = % mellett fenndll a g = A - f egyenl3ség.

Elégségesség: Nyilvanvalo. g
2.3.2. Allitas (kovetkezménytétel a homogén linedris egyenletekre). Legyen (X,+,-)
tetszbleges T test feletti vektortér. Az f,fi,...,fm €X' linedris funkciondlokra

m

(\kerfi Ckerf, azaz fi(x)=0,...,fu(x) =0= f(x) =0,

i=1

akkor és csak akkor, ha

fehn{fh,fm}
Bizonyitds. Elégségesség: (Ez nyilvdnvald.) Ha 3 A4,..., 4, € R, hogy

f:ZA'lfu
i=1

m
akkor V x € ﬂ ker f; esetén
i=1

f(x):ili'fi(x):()., azaz x € kerf.
i=1

Sziikségesség: m-re vonatkozo teljes indukciéval.
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m = 1: Ez éppen a[2.3.1] 4llitds.
Tegyiik fel, hogy az 4llitds m-re igaz. Beldtjuk, hogy m + 1-re is igaz. Tegyiik fel, hogy

m+1

ﬂkerfigkerf.

i=1

1. eset:
m

ﬂ kerf; Ckerf.

i=1

ekkor az indukciés feltétel szerint

fe lin{fla"’ufm} C lin{f17-~-7fm7fm+1}~
2. eset:

m
(\kerf; ¢ kerf.
i=1
m+1
Mivel viszont ﬂ ker f; C ker f, ezért
i=1

m ker (fi|kerfm+1) = kerfuy1N (ﬂ kerfi)

i=1 i=1

m+1
= kerfpr1N ( ﬂ kerfi>

i=1

C  ker fiu41 Nker f
= ker(f|kerfm>l>'

Ezért az indukcios feltevés miatt

Flier furr € W f1lker frp1s -+ flker fopr T
ami azt jelenti, hogy 3 44,..., 4, € R, hogy

f‘kerf,,H. :Al 'fl‘kerf,,,ﬂ +~~-+}~m 'fm'kerf,,,H s

azaz
(fZM'fi) lker frr =0
=

Ez azt jelenti, hogy V x € ker f,,11 esetén

(f—ilrﬁ) (x) =0,
i=1
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azaz
Ker fyu41 C ker (f -y f) :
i=1

ezért az el6z6[2.3.1| dllitds értelmében 3 4,1 € R, hogy
m m+1
ff;),i-fl-:lmﬂ-fmﬂ, azaz f:i;/l,wf;. O
A kévetkezménytétel skalaris szorzatos térben
Erdemes a allitast megfogalmazni specidlisan skaldris szorzatos térben is.
2.3.3. Allitas (kovetkezménytétel skaldris szorzatos térben). Legyen (X, (.,.)) skaldris

szorzatos tér. Az a,ay,...,ay, € X vektorokra

a Cat, azaz ((a;,x) =0,...,(an,x) =0= (a,x) =0)

s

i=1

akkor és csak akkor, ha
a€linf{ay,...,am}.

Idézziik fel a véges dimenzids alterekre vonatkoz6 ortogonalitdsi tételt.

2.3.4. Allitas (véges dimenzids alterek ortogonalitasi tétele). Legyen (X, (.,.)) skaldris
szorzatos tér. Ha L C X véges dimenzios altér, akkor

L=r't.

Bizonyitds. ,,C”: (A definiciébdl kovetkezik.) Legyen x € L tetszSleges, ekkor V y €
Lt esetén (y,x) = 0. Mivel

L ={zeX : (y2)=0,yeL"},
ezért x € L+,
»2": Legyen x € LM cx tetszleges. Mivel L C X véges dimenzids altér, ezért x-nek
Ixo=P(x)eLC Lt
ortogondlis projekciéja, ekkor persze x —xo € L. Mivel x és xg € L+, ezért x —x €
L+t fgy
x—xp € LT NLH = {0},

azaz x = xp, emiatt viszont x € L. O
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2.3.5. Allitas. A homogén linedris egyenldségekre vonatkozo kovetkezménytétel skald-
ris szorzattérbeli alakja és a véges dimenzios alterek ortogonalitdsi tétele (pontosabban
ezek nemtrividlis irdnyai) ekvivalensek, amin azt értjiik, hogy egy (X,{.,.)) skaldris
szorzatos térben az aldbbi dllitdsokat egymdsbaol bebizonyitjuk:

(1) Az a,ay,...,ay, € X vektorokra

a Cat = a€linf{ay,...,am}.

(2) Ha L C X véges dimenzios altér, akkor
Hcr.
Bizonyitds. Az
L=lin{ay,...,an}
jeloléssel L véges dimenzi6s altér, amelyre

m
Lt = (linfay,...,am})*" ={a1,...,am}* = ﬂalJ‘
i=1

(1) = (2): Legyen a € L+ = (N, ai)L, ekkor felhaszndlva a tényt, hogy M C

i

M+ tovibbd, hogy a € M = M+ C a', azt kapjuk, hogy

ezért a kovetkezménytétel szerint
a€lin{ay,...,an}=L.

(2) = (1): Tegyiik fel, hogy

aiLQaL.

s

1

Ez azt jelenti, hogy L+ C a', ezért a feltevés szerint
acatt CLM CL=lin{a;,...,an}. O

2.3.6. Megjegyzés. A fentiekkel a homogén linedris egyenldségekre vonatkozé kovet-
kezménytételre, illetve az ortogonalitasi tételre djabb bizonyitast adtunk azaltal, hogy
az ekvivalencidjuk miatt a bizonyitdsaik a masik allitast is igazoljak.
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A kovetkezménytétel R"-ben

Erdemes a allitast megfogalmazni speciélisan R"-ben is. Ebben az esetben ez az
allitas a rangtétel segitségével is bebizonyithaté volna.

2.3.7. Allitas (kovetkezménytétel R"-ben). Az a,ay,...,a, € R" vektorok mellett az

{a;,x)=0

.(am7x) =0

homogén linedris egyenletrendszernek pontosan akkor kovetkezménye az {(a,x) =0 ho-
mogén linedris egyenlet, ha

a€linfay,...,an}.
Bevezetve az
aj
A - . e Rmxn
ap,

Jelolést a tétel a kovetkezd modon fogalmazhato dt:
(Ax=0= (a,x) =0) akkor és csak akkor, ha Iy € R™, hogy y'A=a' .
Az allitas a kovetkez6 alternativa-alakban is megfogalmazhat6.

2.3.8. Allitas (alternativa-tétel). Legyen A € R™*" és ¢ € R". Az aldbbi dllitdsok kéziil
pontosan az egyik teljesiil:

(1) 3yeR™ yTAa=,T,

(2) 3xeR", Ax=0, (c,x) #0.

Madsképpen (az A mdtrix transzpondltjdra felirva):

Legyen A € R™" és b € R™. Az aldbbi dllitdsok kiziil pontosan az egyik teljesiil:
(I’) AxeR", Ax=0>,
(2)) IyeR™ yIA=0, (y,b) #0.

Bizonyitds. A fenti kovetkezménytétel azt mondja, hogy (1) ekvivalens (2) tagaddsaval.
O
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Kovetkezménytétel a homogén linearis egyenlotlenségekre

A homogén linedris egyenl6tlenségekre vonatkozé tétel bizonyitdsdt a homogén linedris
egyenldségekre vonatkozd tétel bizonyitdsdval teljesen analég mdédon végezhetjiik el.

2.3.9. Allitas (kov.-tétel a hom. lin. egyenl6tlenségekre, Farkas-tétel). Legyen (X, +,-)
R feletti vektortér. Az f, fi,..., fm € X' linedris funkciondlokra
m
NATR)C SR, azaz (i) <0,..., fulx) <O= f(x) 0)
i=1
akkor és csak akkor, ha
fecon{fi,...,fm}-

Bizonyitds. Elégségesség: Nyilvanvalé: Ha 3 Ay,..., A4, € Ry, hogy

i=1

m
akkor Vx € ﬂ fl._1 (R_) esetén
i=1

m+1

flx)= Z Ai- fi(x) <0, azaz xe f(R_).
i=1

Sziikségesség: m-re vonatkozé teljes indukciéval.
m=1:Ha f =0y, akkor nyilvdn f =0-f].
Tegyiik fel, hogy f # 0y, tovdbba fl_1 (R_) C f~Y(R_). Ekkor

ker f1 Ckerf.
Ugyanis: Legyen x € ker f}, azaz f)(x) =0. Mivel ker f; = ffl (0) C Y (R), ezért
f(x) <0. Ugyanakkor 0 = fj(x) = —f1 (x) = f1(—x), ezért a feltétel szerint — f(x) =

f(—x) <0, amibsl f(x) = 0.
Tehat ker f] C ker f, ezért a allitds szerint 3 A € R, hogy

f=2Af1.

Mivel f#0x és f=Af1,ezért fi #0x, azaz 3 x € X, hogy fi(x) <0, ekkor a
feltétel szerint f(x) <0, 1igy A - fi(x) <0, emiatt A > 0.
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Tegyiik fel, hogy az éllitds m-re igaz. Belatjuk, hogy m + 1-re is igaz. Tegyiik fel, hogy

m+1

NfFR)CF IR,
i=1

1. eset:

ekkor az indukcids feltétel szerint

fe Con{f17-~-7fm} c Con{flv"'valaferl}'

2. eset:
m
NA R LR,
i=1
azaz
Jx€X, hogy Vi=1,...,m esetén fi(x) <0, de f(x)>0. (2.17)
m+1

Mivel ker fu1 € £, 1 (R2),és [ i '(R2) € fH(R), ezért
i=1

(fi|kerfm+1 ) - (R*)

s

ket f 1N (ﬁ fMR))

i=1

m+1
ker fip 10 < ﬂ f,l(R))
i=1

ker f 1 N f 7 (R-)
(f|kerfm+1 )71 (R—)'

N

Ekkor az indukcids feltevést alkalmazva
Slker fer € CON{ filker frs- - s Smlker fyer >
ami azt jelenti, hogy 3 Aq,..., 4, € Ry, hogy

f‘kerf,,,Al = Al i |kerf,,,+1 +... +)vm 'fm‘kerf,,,ﬂ )

azaz

m
(f_ Z li ﬁ) |kerfm+l = 0‘kerfrrﬁ»l :

i=1
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Emiatt
m
ker fu1 Cker | f=Y Ai-fi ],
i=1

ezért a[2.3.1| dllitas értelmében 3 A, | € R, hogy
m m+1
F=Y X fi =Dy i1, azaz f=Y Xi-fi.
i=1 i=1
Belatjuk még, hogy
2'erl >0.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy A,, 11 < 0. Mivel (2.17) szerint
m+1 m
Y A filx) = flx) > 0> ) A filx),
i=1 i
ezért Ayt - fint1(x) > 0. Mivel pedig A, <0, ezért f,41(x) < 0, emiatt viszont
m+1
xe (V' R) SR,
i=1
azaz f(x) <0, ami ellentmondds. Tehdt A, > 0. O
A kovetkezménytétel skalaris szorzatos térben
Erdemes a allitast megfogalmazni specidlisan skaldris szorzatos térben is.
2.3.10. Allitas (kovetkezménytétel skaldris szorzatos térben). Legyen (X, (.,.)) skald-
ris szorzatos tér. Az a,ay,...,am € X vektorokra

m
ﬂ(l; g a77 azaz <a17x> S 07-'-7<am7x> S 0= <a7x> S 0
i=1

akkor és csak akkor, ha
a€con{ay,...,an}-

E kovetkezménytételbdl a véges kipokra polaritdsi tétele is konnyen igazolhat6.

2.3.11. Allitas (véges kipok polaritési tétele, Farkas-tétel). Legyen (X, (.,.)) skaldris
szorzatos tér. Ha C C X véges kiip, akkor

C=C".



90 Szabé Imre, Kannai Zoltan: Az altalanos egyensulyelmélet matematikai eszkdzei

Bizonyitds. ,,C”: (A definiciébdl kovetkezik.) Legyen x € C tetszbleges, ekkor V' y €
C~ esetén (y,x) <0. Mivel

C T ={zeX : {(»b9<0,yeC},
ezért x€ C~ .
,2": Az aldbbi[2.3.17) dllitdsbol fog kivetkezni. O

2.3.12. Allitas. A homogén linedris egyenléilenségekre vonatkozo kivetkezménytétel-
nek a skaldris szorzatos térbeli alakja és a véges kiipok polaritdsi tétele (pontosabban
ezek nemtrividlis irdnyai) ekvivalensek, amin azt értjiik, hogy egy (X,(.,.)) skaldris
szorzatos térben az aldbbi dllitdsokat egymdsbol bebizonyitjuk:

(1) Az a,ay,...,a; € X vektorokra

s

a; Ca = accon{ay,...,an}.
1

(2) Ha C C X véges kiip, akkor
c T CcC.

Bizonyitds. A
C=con{ay,...,am}

jeloléssel C véges kiip, amelyre

m

C™ =(con{ay,...,am})” ={ay,...,am}~ = ﬂai’.
i=1

()= (2):Legyena € C~~ = ((";a; ), ekkor

ezért a kovetkezménytétel szerint
a€con{ay,...,ant=C.

(2) = (1): Tegyiik fel, hogy

ez azt jelenti, hogy C~ C a™, ezért a feltettek szerint

a€a - CC ~ =CCcon{ay,...,an}. O
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2.3.13. Megjegyzés. Az ekvivalencia miatt jogos, hogy mind a véges kidpok polarita-
si tételét, mind a homogén linedris egyenlStlenségekre vonatkozé kovetkezménytételt

Farkas-tételnek nevezziik.

A fentiek szerint a véges kupok polaritdsi tételét a homogén linedris egyenlStlen-
ségekre vonatkozd kovetkezménytétellel bizonyitottuk. Szdmos egyéb bizonyitdsa is
ismert, példaul a zart kipok polaritasi tételén keresztiil. Meggy&z6désiink, hogy a most

bemutatott bizonyitas a legegyszertibb igazoldsa a Farkas-tételnek.

A kovetkezménytétel R"-ben

Erdemes a allitast megfogalmazni specidlisan R"-ben is.

2.3.14. Allitas (kévetkezménytétel R”-ben). Az a,aj,...,an € R" vektorok mellett az

(a1,x) <0

<am7-x> <0

homogén linedris egyenldtlenség-rendszernek pontosan akkor kovetkezménye az

(a,x)y <0
homogén linedris egyenldtlenség, ha
a€con{ay,...,an}-
Bevezetve az
T
q
A= . c Rmxn
ap

jelolést, a tétel a kovetkezd modon fogalmazhato dt:
(Ax < 0= (a,x) <0), akkor és csak akkor, ha 3y >0, hogy yla=al.
Az éllitas a kovetkez0 alternativa-alakban is megfogalmazhat6.

2.3.15. Allitas (alternativa-tétel, Farkas-tétel). Legyen A € R™*" és c € R".
Az aldbbi dllitdsok koziil pontosan az egyik teljesiil:

(1) IyeR™ y>0,y7A=,T,
(2) 3IxeR", Ax <0, (c,x) > 0.

Mdsképpen (az A mdtrix transzpondltjdra felirva):

Legyen A € R™" és b € R™. Az aldbbi dllitdsok kiziil pontosan az egyik teljesiil:
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(I') 3xeR", x>0, Ax=b,
(2’) IyeR™ yTA <0, (y,b) > 0.

Bizonyitds. A fenti kovetkezménytétel azt mondja, hogy (1) ekvivalens (2) tagaddsdval.
d

2.3.16. Megjegyzés. 1. Ez tulajdonképpen a legismertebb alakja a Farkas-tételnek,
mert a linedris programozdsban ennek a segitségével lehet a dualitési tételeket beldtni.
Egyébként éppen azért fogalmaztuk meg az A madtrix transzpondltjra is felirva, mert
ebben az alakban szoktak felhaszndlni a linedris programozasban.

2. Az allitas a véges kuipok polaritasi tétele segitségével is igazolhato:

Jelolje C az A matrix sorvektorainak a kipburkat:
c={dl,....al}={"TA : y>0}.

Ekkor vagy ¢! € C, vagy ¢T ¢ C.
A T € C feltétel nyilvan (1)-et jelenti:

JyeR", y>0,y7a=c".
A cT ¢ C pedig (2)-t jelenti, ugyanis a polaritasi tétel szerint
T ¢C=C""={peR" : Ax<0= (bx) <0},

azaz
JxeR", Ax <0, {(c,x) >0.

A kévetkezménytétel élesitése
2.3.17. Allitas (kovetkezménytétel a hom. lin. egyenlStlenségekre, €lesitett valtozat).

Legyen (X,+,-) R feletti vektortér, és legyenek f, f1,..., fm €X' linedris funkciondlok.
Tegyiik fel, hogy

Ha

m

fe€con{fi,....fu}.
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Bizonyitds. Belatjuk, hogy teljesiilnek a homogén linedris egyenltlenségekre vonat-
koz6 kovetkezménytétel (2.3.9] allitds) feltételei, nevezetesen

amibdl kovetkezik a tétel.

Legyen x € N2, fi_l (R_) tetszGleges. A feltevés szerint 3 v € ML, fi_] (R__), ami
azt jelenti, hogy Vi=1,...,m esetén

fi(v) <0.
Legyen A > 0 tetsz6leges szdm. Ekkor Vi=1,...,m esetén
filx+Av) = fi(x)+A- f;(v) <0, azaz x+Av efi’l(]R,,)7
ezek alapjan, és az allitas feltétele szerint
m
xtave (RS (R,
i=1

ami azt jelenti, hogy

f)+A-f(v)=f(x+2Av) <0.

Mivel ez igaz V A > 0 szém esetén, ezért

f(x) <0, azaz xe f(R_). O

Kupfliggetlenség

2.3.18. Definicié. Legyen (X,+,-) R feletti vektortér. Az xi,...,x, vektorokat kip-
fiiggetleneknek, masképpen szektoroid helyzetiieknek nevezziik, ha a 0 € X vektor nem
all el6 nemtrividlis kipkombindcidként:

n
le”xi:o, Myl €RL = 41 =0,...,4,=0.
i=1

2.3.19. Megjegyzés. A definiciébdl nyilvanvald, hogy ha az xi,...,x, vektorok kip-
fuggetlenek, akkor
0¢ {x1,....x,}.

2.3.20. Allitas (ekvivalens definicié). Az x| ,- .y Xn € X nemnulla vektorok kiipfiigget-
lensége ekvivalens a kovetkezd két feltétel mindegyikével:

(1) A kiipburkuk nem tartalmaz egyenest:

BacX,a#0, hogy lin{a} Ccon{x|,...,x,}.
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(2) A konvex burkuk nem tartalmazza az origot:
0 ¢ co{xy,...,xn}.
Bizonyitds. (1) Sziikségesség: Indirekt mddon tegyiik fel, hogy
JaeX,a#0, hogy lin{a} Ccon{xy,...,x,}.

Ekkor

a,—a€con{xy,...,xy},

ezek szerint I Ay,..., Ay, Ui,..., U, € Ry nem mind nulldk, hogy

n n
a=Y Ai-xiés —a=)Y Wix,
i=1 i=1

amibdl kovetkezik, hogy

=

0=a+(—a)=Y (Ai+ ) x,

i=1

ahol Ay +y,...,Ay+ Uy € Ry és nem mind nulldk, ami azt jelenti, hogy az x,...,x, €
X vektorok kuposszefiiggok.

Elégségesség: Indirekt médon tegyiik fel, hogy az xp,...,x, € X vektorok kipossze-
fiiggdk, azaz 3 A1,..., A, € Ry nem mind nulldk, hogy

n
Z l,‘ -xi=0
Tegyiik fel, hogy példdaul A; > 0, ekkor azonnal

X1,—X] € COH{X],. .. ,x,,},

ezért
lin{x; } C con{xy,...,x,},

ahol x; # 0, ami ellentmondés.

(2) Konnyen lathatd, hogy (1) ekvivalens (2)-vel. O

2.3.21. Megjegyzés. Az (1) ekvivalens definicidbeli jellemzés a sikon gy szemléltet-
het6, hogy a kupfiiggetlen vektorok egy o < 7 szogtartomanyba esnek. Ezért nevezziik
a kipfiiggetlen vektorokat szektoroid helyzetlieknek.
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Linearis funkcionalok kupfliggetlenségének a jellemzése

2.3.22. Allitas. Legyen (X,+,-) R feletti vektortér. Az fi,. .., fn €X' linedris funkci-
ondlok pontosan akkor kiipfiiggetlenek, ha

mdsképpen:
dveX, amelyre Vi=1,...,m esetén fi(v) <O0.

Bizonyitds. Sziikségesség: El6szor belatjuk, hogy V k= 1,...,m esetén

m

N f ' (R2) & ker fi..

i=1
Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 k=1,...,m, amelyre

m

N £ (Ro) Ckerfi € (—fi) ™' (R-).

i=1
Ekkor a homogén linedris egyenlStlenségekre vonatkozé kovetkezménytétel (2.3.9] 4l-
litas) szerint
_fk S COl’]{fl,.A ~>fm}7
ami azt jelenti, hogy 3 4,..., 4, > 0,4 > 0, hogy
MA+...+1-fit.  +Aufn=0.

gy az fi,...,fn € X’ linedris funkcionalok nem kipfiiggetlenek, ami ellentmondss.

Ezek szerint Vk=1,...,m esetén
m
Ivee (Vi (Ro)\ker fr,
i=1
ami azt jelenti, hogy
Vi=1,...,m esetén f;(vy) <0, rdaddsul fi(v;) <O0.

Legyen
V=yi+...4+Vp,

ekkor Vi=1,...,m esetén

fiv)=fivi+...+vn) = filvi)+...+ filvi) +... + filvm) <O.
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Elégségesség: Tegyiik fel, hogy Ay,...,A, > 0 nemnegativ szdmokra
llfl +~~+lmfm =0,

ekkor azon v € X vektorra, amelyre Vi = 1,...,m esetén fi(v) < 0, szintén teljesiil,

hogy
0= (Afi+- FAnfu) V) =201 (V) + - A A fin (V)

amibdl kovetkezik, hogy A, =0,...,4, =0. O
2.4. A szeparacios tétel véges dimenzidban

Szeparacio Hilbert-térben

2.4.1. Definicié. Legyen (X,d) metrikus tér.
1. Egy x € X pontnak egy nemiires A C X halmaztdl val6 tdvolsdga:

da(x) = gggd(x,a).

2. Egy x € X pont mellett azt az a, € A pontot, amelyre
d(x,ay) =da(x),

az A halmaznak az x ponthoz legkozelebbi pontjdnak nevezziik, feltéve, hogy 1étezik
pontosan egy ilyen pont.

2.4.2. Allitas (legkozelebbipont-tétel, Riesz-tétel). Legyen (X,(.,.)) teljes skaldris
szorzatos tér, azaz Hilbert-tér. Ha A C X nemiires, zdrt, konvex halmaz, akkor ¥V x € X
ponthoz létezik legkozelebbi pontja:

VxeX esetén 3l ax €A amelyre d(x,ay) =ds(x).

Bizonyitds. Ismert, hogy tetsz6leges skaldris szorzatos térben teljesiil az igynevezett
paralelogramma-szabdly: V x,y € X esetén

b= Y11+ e+ y11% = 20l + 11y]1%)-

Belatjuk, hogy V a,a’ € A és V x € X esetén
' —al® < 2(|x—alP + |x—a|?) — 4-d3 (v). 2.18)
Ugyanis: Alkalmazzuk a paralelogramma-szabélyt az x —a és az x—a’ € A vektorokra:

v —a) = (v —=d) P+ | (x—=a) + (x =) > = 2(|x —a* + [Jx—d'|]?),
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azaz

2(|x—alf* + [lx—d'||*) = |2~ a —d'||?
2(|x—all + lx—d'[?) =4 |x = (1/2)a— (1/2)d'||*
2(|lx—alf* + [lx—d'||*) —4-d3 (x),

la' —al®

IA

ahol felhasznaltuk azt, hogy mivel az A C X halmaz konvex, ezért

(1/2)a+(1/2)d € A, emiatt d3(x) < ||x—(1/2)a—(1/2)d"||*.

Mivel dy(x) = inf,ca d(x,a), ezért 3 (a,) A-beli sorozat, amelyre
dy(x) = limd(x,a,) = lim|jx — ay]|| . (2.19)

Lathat6, hogy (a,) Cauchy-sorozat. Ugyanis V € > 0 esetén 3 ny € N, hogy V n > ng

esetén
2

€
k- anll? < i)+ =,

ezért a fenti (2.18) Osszefliggés szerint V m,n > ngy esetén
llan — anl|* < 2(|x = am|[* + |lx = an]|*) —4-dx (x) < €,

azaz
lam —anl| < €.

Mivel az (X,(.,.)) skaldris szorzatos tér teljes, ezért az (a,) Cauchy-sorozat konver-
gens, azaz Jay =lima, € X .

Mivel az (a,) sorozat A-beli, és az A C X halmaz zért, ezért a, = lima, € A.

Mivel pedig a d(x,.) = |[x—.|| : X — R tdvolsagfiiggvény folytonos, ezért

dy(x) =limd(x,a,) = d(x,lima,) = d(x,ay).
Végiil megmutatjuk, hogy egyetlen ilyen a, € A pont van. Ugyanis tegyiik fel, hogy
egy d’ € A pontra dy(x) = d(x,d'). Ekkor Gjra a fenti (2.18)) dsszefiiggés szerint

o' —a® < 2(x—d'|? + |lx —ax]?) —4-di (x)

= 2(dj(x)+di(x) —4-di(x) =0,
azaz a' = ay. Tehit a, € A egyértelm(i. O

2.4.3. Allitas (tompaszogtétel). Legyen (X,(.,.)) teljes skaldris szorzatos tér, azaz
Hilbert-tér. Ha A C X zdrt, konvex halmaz, akkor ¥ a € A pont, valamint ¥ x € X
és az x-hez legkozelebbi ax € A pont esetén

(x—ayx,a—ay) <0.
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Bizonyitds. Az el6z6 legkozelebbipont-tétel (2.4.7] 4llitds) szerint
VxeX esetén 3!ay € A amelyre d(x,ax) =da(x).
Legyen o € (0,1). Mivel az A C X halmaz konvex, ezért aa+ (1 —a)a, € A, ezért
d3() < [x— (aa+ (1 - @)ay)|?
I(x— ax) + ax(ay —a)||?

<(x7ax) + a(ax 7Ll), (xfax) + a(ax *a)>
foaxHZ +20(x—ay,ay—a)+ OcZHaX faHz,

b — ax]?

emiatt
0 < 200(x — ay,ay —a) + o?|jay —a|*.

Mivel o > 0, ezért
0 < 2(x—ay,ay —a) + aljay —al|?,

ez pedig V o0 > 0 esetén igaz, ezért
0 < (x—ay,ay—a) azaz (x—ay,a—ay) <0. O

2.4.4. Allitas (zart konvex halmaz és kiilsG pont szigord szeparicidja). Legyen
(X,(.,.)) teljes skaldris szorzatos tér, azaz Hilbert-tér. Ha A C X zdrt konvex halmaz
és x € A€ tetszdleges pont, akkor hipersikkal szigoriian szepardlhaték, ami azt jelenti,
hogydye X, y#0 vektorés 3o € R szdm, hogya H={z€ X : (y,z) = a} hipersik
szigoriian szétvdlasztia az A halmazt és az x pontot:

Vac€A esetén (ya) <o < (yx),
azaz

sup (y,a) < (y,x).
acA

Bizonyitds. Ez tulajdonképpen a tompaszogtétel (2.4.3] 4llitds) dtfogalmazdsa. Ugyanis
a tompaszogtétel szerint V a € A pont, valamint V x € A, és az x-hez legkozelebbi
a, € A pont esetén

(x—ayx,a—ax) <0, azaz (x—ay,a) < (x—ay,ay).
Ugyanakkor mivel x € A€ és ay € A, igy x—ay # 0, ezért
0< x—ax|® = (x—an,x—ay), azaz (x—ay,ay) < (x—day,x).

Ezek szerint
(x— ax,a) < (x—ay,ay) < {(x—ay,x).

Jelolje y =x—ay és a = (x —ay,ay), ekkor y # 0, és ¥V a € A pont esetén

(y,a) < o < (y,x). O
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2.4.5. Allitas. Legyen (X,(.,.)) teljes skaldris szorzatos tér, azaz Hilbert-tér. Egy

A C X halmaz pontosan akkor zdrt és konvex, ha elddll zdrt félterek metszeteként, ne-
vezetesen

A= ﬂ{ZGX : <yX7Z>§a}7
XEAC

ahol ¥ x € A€ és az x-hez legkizelebbi ax € A pont esetén y, =x—ay és O = (x —
Ay, Ay).

Bizonyitds. Sziikségesség: Legyen x € A€ tetszGleges pont, ay € A az x-hez legkoze-
lebbi A-beli pont, y, =x—ay és Oy = (x—ay,ay) . Ekkor a zart konvex halmaz és kiilsg
pont szigord szeparaciGja (2.4} 4llitds) szerint

AC{zeX : (yr,2) <oy}, valamint x ¢ {z€ X : (yy,z) < Ok},

ezek szerint egyrészt

AC N {zeX : (w2 <al,
VEAC

masrészt

x¢ (N{zeX : (2 <ol

VEAC

Mivel itt x € A€ tetszGleges, ezért ebbdl kovetkezik, hogy

AN ( (N {zeX : (2 < a‘,}> =0, azaz

VEA®

AD m{zEX s w,2) <oyt

vEA®
Osszevetve
A= ({zeX : () <o},
VEAC
Elégségesség: A zart félterek zart és konvex halmazok, igy a metszetiik is az. ]

2.4.6. Megjegyzés. Az allitds erGsithet$ azzal, hogy a metszet indexhalmaza gyanant
az A° tetszGleges siir( részhalmaza is valaszthato.

Szeparacio véges dimenzids térben
A kovetkezSkben legyen (X, +,-) R feletti véges dimenzids vektortér. Nyilvdn X-ben

3 (.,.) skaldris szorzat, amellyel (X,(.,.)) teljes skaldris szorzatos tér is, igy a fenti
allitasok érvényben maradnak.
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2.4.7. Megjegyzés. Ha {by,...,b,} C X bdzis, valamint {f},...,f,} C X’ az ehhez
tartoz6 dudlis bazis, akkor V x € X esetén

X = Zfl(x)bt
i=1

A reprezentdcids f; = (a;,.) Osszefiiggések alapjdn ez tgy irhatd, hogy

™=

(ai, x)b; .

X =
1

2.4.8. Allitas. Ha A C X konvex halmaz és 0 ¢ A, akkor 3 (x,) (clA)¢-beli sorozat,
amelyre limx, =0, azaz lim||x,|| = 0.

Bizonyitds. A 0 ¢ clA eset x, = 0 vélasztdssal nyilvanvalg.

Tegyiik fel, hogy 0 € clA. Legyen {by,...,by,} CA a linA altér egy bazisa, valamint
{f1,--,fm} C (linA)’ a hozzétartoz6 dulis bdzis. Mivel linA véges dimenzids, ezért
Vi=1,...,m esetén f; folytonos.

Belatjuk, hogy V o > 0 esetén
(—a)-(by+---+by) ¢clA.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 o > 0, hogy
v=(—a) - (b1+--+by) €clA.

Ekkor 3 (y,) A-beli sorozat, amelyre limy, =v. Legyen 1 <i <m tetsz6leges. Mivel
fi folytonos, ezért

limfi(y,) = fillimyn) = fi(v) = fi((=@) - (b1 + -+ +bm))
= (=) (filbr) +---+ filbm)) = —a <0,

emiatt viszont 3 n; € N, hogy V n > n; esetén fi(yn) < 0. Ezek szerint

YV n > max{ny,...,ny,} esetén, V i = 1,...,m mellett fj(y,) < 0. Legyen n >
max{ny,...,n,} tetszélegesen rogzitett. Ekkor az
1 —fi0n) —fm(yn)
I_Z,;‘n:lfi(yn)7 1_2?1:1ﬁ(Yn)’ ’ I_Z;m:lfi(yn)
szamok nemnegativak és az osszegiik 1, ezért az y,,by,...,b, € A vektoroknak az

altaluk képzett kombindcidja konvex kombinacié:

m

fk y;z

1
S b
1=X", fi(yn) Y +Zl— i)

1

= T vm N n i\Yn 'bj =0.
=Y 7Om) (y [:Zif(y) )
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Mivel az A C X halmaz konvex, ezért 0 € A, ami ellentmondas. Tehat V a > 0 esetén
(—0)- (b1 4+ +bm) ¢ clA.
Legyen Vn € N esetén
1
Xy = f;v(b1+~-~+b,,) ¢ clA.

A fentiek szerint (x,) (clA)°-beli sorozat, és nyilvéan limx, =0. O

2.4.9. Allitas (szepardci6 véges dimenziéban). 1. Ha A C X nemiires, konvex halmaz
és 0 ¢ A, akkor hipersikkal szepardlhatok:

Iy e X, y#0 vektor, hogy a y* ={z€ X : (y,z) =0} hipersik (maximdlis altér)
szétvdlasztia (in. gyenge modon) az A halmazt és a 0 pontot:

VaeA esetén (y,a)y <0 (=(y,0)),

mdsképpen

sup (y,a) <0.
acA

2. Ha A,B C X nemiires, diszjunkt és konvex halmazok, akkor hipersikkal szepardlha-
tok:

JyeX, y#0 vektor és I a0 € R szdm, hogy a {z € X : (y,2) = a} hipersik szétvd-
lasztja az A és B halmazt:

VaecA, beB esetén (y,a) < (a<)(yb),

mdsképpen
sup (y,a) < inf (y,b).
acA beB

7oz

Bizonyitds. 1. Az el6z6 [2.4.8] dllitds szerint 3 (x,) (clA)“-beli sorozat, amelyre
limx, =0, azaz lim ||x,|| =0.

Mivel X véges dimenzids vektortér, igy (X,(.,.)) teljes skaldris szorzatos tér is, ezért
a zdrt konvex halmaz és pont szigord szepardciGjira vonatkozé 244 éllitds szerint
VneN esetén az x, € (clA) pontés a clA C X zdrt konvex halmaz szigordan szepa-
ralhat6k:

VneNesetén Iy, € X, y, #0, igy feltehets, hogy ||yu|| = 1, vektor, hogy

VacclA esetén (yy,a) < (Yn,Xn)- (2.20)

Mivel (X,(.,.)) véges dimenzids skaldris szorzatos tér, és V n € N esetén |y,| =
1, ezért a Bolzano—Weierstrass-féle tétel szerint az (y,) sorozatnak 3 (y, ) |.||-ban
konvergens részsorozata, jelolje ekkor y = limyj, .



102 Szabé Imre, Kannai Zoltan: Az altalanos egyensulyelmélet matematikai eszkdzei

Ekkor egyrészt ||y|| = 1, mésrészt V a € clA esetén (de igy nyilvdn V a € A esetén is)
a (2.20) és a Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenség szerint

(va) = (limyy,,a)=1im(y, a)
< lHmyn,,Xn,)
< lim ||y, || - ||, | =0,

ugyanis V n € N esetén ||y, || = 1, valamint lim ||x,, || = 0.

2. Alkalmazzuk 1-et az A — B halmazra:
Mivel A és B konvex halmazok, ezért A — B is konvex, mivel pedig ANB = 0, ezért
0 ¢ A—B. Igy a mar igazolt 1. pont szerint 3y € X, y # 0 vektor, hogy

Va€A, beB esetén (y,a—b) <0, azaz (y,a) < (y,b). O
2.5. Szubderivalt. Félig folytonos fliggvények

Kiterjesztett valos értéki fiiggvények

2.5.1. Definici6. Legyen X tetsz6leges halmaz. Egy f:X — R, fiiggvény effektivitdsi
tartomdnydnak nevezziik a kovetkez$ halmazt:

Domf={x€X : f(x) < 4oo}.

2.5.2. Definicié. Legyen X tetszbleges halmaz. Egy f: X — R fiiggvényt valddinak
neveziink, ha

—oo EA(f) # {+eo},
részletesebben: V x € X esetén —oo < f(x), valamint 3 x € X hogy f(x) < +eo, azaz
Dom f # 0.

2.5.3. Definicié. Legyen X egy tetszSleges alaphalmaz. Egy A C X halmaz indikdtor-
fiiggvényének nevezziik azt a 84 = 6(.]A) : X — R fiiggvényt, amelyre V x € X esetén

. 0 ,ha x€cA

5A(X)_{ IS ,ha X¢A

2.5.4. Megjegyzés. A definiciobol kozvetleniil adédnak:
1. Domég, = A.

2. Egy A C X halmaz pontosan akkor nemiires, ha a §4 : X — R indikatorfiiggvénye
valodi.
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2.5.5. Megjegyzés. Egy f:X — R fiiggvénynek egy A C X halmazra val6 lesziikitése
lényegében az -
f+064:X—R,

filggvény, ugyanis ekkor Dom(f+ 64) C A.
Ez a lesziikitési fogalom formalisan kiilonbozik a klasszikustdl, mert Z(f +64) =X,
mig 2(f]A) CA.

2.5.6. Definicié (fiiggvény epigrafja és hipografja). Egy f:X — R, fiiggvény epigrdf-
Jdnak (graf feletti halmazéanak) illetve hipogrdfjdnak (graf alatti halmazénak) nevezziik
a kovetkezd halmazokat:

epif ={(x,a) eX xR : x€X, a>f(x)} € XxR,

illetve
hypof ={(x,a) eX xR : xeX, a < f(x)} C X xR.

A konvex fliggvények folytonossaga

2.5.7. Allitas. Legyen (X,|.||) normdlt tér, tovibbd f: X — R konvex fiiggvény.

Ha 3 xg € X, hogy f(xg) = —oo, akkor ¥ x € int(Dom f) esetén f(x) = —oco. Atfogal-
mazva:

Ha 3 xg € int(Dom f), hogy f(xg) # —co, akkor ¥ x € X esetén f(x) # —co.

Bizonyitds. Ha 3 xp € X, hogy f(xg) = —eo, akkor V x € int(Dom f) esetén 3 6 > 1,
hogy az
y=xo+06(x—x9) €Domf, azaz f(y) < -oo.

Mivel % €(0,1), ésx = %er (1— %)xo, ezért f konvexitdsa miatt

f) = <§y+ (1 - g) xo) <L)+ (1 - g) f)=—=. O

2.5.8. Megjegyzés. Az illitds alapjan érthetS, hogy miért zartuk ki a valédi figgvények
értékkészleteibdl a —oo értéket. Konkdv fliggvényekre éppen forditott a helyzet. Mivel
elég az egyik tipust vizsgdlni, és koziilik a konvex fiiggvényeket valasztottuk, ezért
definidltuk gy a val6di fuiggvényt.

2.5.9. Definicié. 1. Egy f: X — R fiiggvényt lokdlisan feliilrél korldtosnak neveziink
egy xo € X pontban, ha 3 @ € R szdm és 3 U kornyezete az x( pontnak, hogy Vx e U
esetén f(x) < .

2. Egy f:X — R fiiggvényt lokdlisan feliilrél korldtosnak neveziink egy D C X hal-
mazon, ha V x € D pontban lokdlisan feliilrdl korlatos.

2.5.10. Allitas (konvex fiiggvények folytonossdga). Legyen (X,||.||) normdit tér, to-

vabbd f:X — R konvex fiiggvény. Ekkor a kivetkezd dllitdsok ekvivalensek:
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(1) Az f fiiggvény lokdlisan feliilrél korldtos valamely xo € X pontban.

(2) int(Dom f) # 0, és az f fiiggvény lokdlisan feliilrél korldtos az int(Dom f) hal-
mazon.

(3) Az f fiiggvény folytonos valamely xy € X pontban.
(4) int(Dom f) # 0, és az f fiiggvény folytonos az int(Dom f) halmazon.
(5) int(epif) #0.
A fentiek fenndlldsa esetén az is teljesiil, hogy
int(epif) = {(x,a) : x € int(Dom f), f(x) < at}.
Bizonyitds. (2) = (1) és (4) = (3): nyilvanvald.

(1) = (2): Legyen az f fiiggvény lokalisan feliilr6l korldtos egy xo € X pontban, azaz
J o € R szdm és 3 U kornyezete az xo pontnak, hogy Vx € U esetén f(x) < ct.

int(Dom f) # 0: A fentiek szerint V x € U esetén f(x) < @ < +oo ez azt jelenti, hogy
U C Dom f, ezért xo € int(Dom f), igy int(Dom f) # 0.

Lokalis feliilr6l korldtossdg az int(Dom f) halmazon: Legyen x € int(Dom f) tetszg-
leges pont, ekkor 3 § > 1, hogy
y=xp+06(x—xp) € Domf, azaz f(y) < +oo.

Jelolje v = %, ekkor y € (0,1). Tekintsiik az x pont x+ (1 —7¥) (U —xp) kornyezetét,
éslegyen z € x+ (1 —y) (U —xp) tetszdleges. Ekkor Ju € U, hogy z=x+(1—7) (u—
Xo), valamint

w+1-yu = Yxo+6(x—x0))+(1-y)u
= x—(1=px+(1-7)u
= x—(1=-7)(u-x)=2z.

Mivel az f fiiggvény konvex, és y € (0,1), ezért

F@=fy+A=7u) <yfO)+A=Nf) <yfO)+1-na=a eR.
Ezek szerint V z € x+ (1 — ) (U —xo) esetén f(z) < a.

(3) = (1): Legyen az f fliggvény folytonos egy xo € X pontban, azaz V € > 0 esetén
U kornyezete az xy pontnak, hogy Vx € U esetén |f(x)— f(xo)] < &.Ekkor VxeU
esetén

Fx) <|f@)| < |f(xo)| +e= .

(1) = (3): Ha f(xp) = —oo, akkor a allitds szerint V x € int(Dom f) esetén
f(x) = —oo, ezért folytonos az xy pontban, s6t az egész int(Dom f) halmazon.
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Tegyiik fel, hogy f(x) € R. Toljuk be az f fiiggvényt az (xo, f(xo)) pontbél az origé-
ba, azaz legyen g: X — R az a fiiggvény, amelyre V x € X esetén

g(x) = fx+xp) — f(x0) -

Nyilvédn a g fuggvény lokdlisan feliilrSl korldtos a 0 pontban, azaz 3 o € R szdm és
3 U kornyezete a 0 pontnak, hogy Vx € U esetén g(x) < a.
Belatjuk, hogy V0 < € < o esetén a 0 pont

. (€ €
Ve (Su)n(--u)
o o
kornyezete mellett V x € Ve esetén
lg(x)l <&, azaz |f(x+x0)—f(xo)| <€,

ami azt jelenti, hogy az f fliggvény folytonos az xy pontban.
Ugyanis: Legyen x € V¢ tetszdleges.
Ekkor egyrészt x € £U, azaz $x € U, ezért a fentiek szerint g(%x) < a.. Mivel

x=£ <gx)+(1—£>0, ahol £ € (0,1),
o \E o o

ezért a g figgvény konvexitasa miatt

=8 (G (59 + (1-5)9) <58 () + (1-3)s0 < Ga=e.

Misrészt x € —£U, azaz —%x € U, ezért a fentiek szerint g(—<%x) < or. Mivel

1 £
0—1+§x+1_ﬁ‘8<7—x>, ahol
1 £ 1 s
>0 @ =1
1+£71+£ ’1+§+1+§ '
ezért a g fliggvény konvexitdsa miatt
1 s «
0 = g0)=g(er+ L (~ox)
s(0) g(1+§x+1+§ e
1 & o 1 &
< o (——)< & o
S ezt ey St
1 €

amibdl
€ €
>——_ (1 f) S
8 14+ £ ( + €
(2) & (4): Mivel (1) < (3), valamint a (2) illetve a (4) 4llits az (1) illetve a (3) allitds
kiterjesztése az int(Dom f) halmazra, ezért (2) < (4).
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(1) = (5): Legyen az f fiiggvény lokalisan feliilr6l korldtos egy xp € X pontban, azaz
J a €R szdm és 3 U kornyezete az xy pontnak, hogy V x € U esetén f(x) < a,
emiatt

U x [ot,4o0) Cepif,

ezért V B > a esetén (xq, ) € int(epif), igy int(epif) #0.

(5) = (1): Legyen int(epi f) # 0, ekkor I xo € X pont és U kornyezete az xy pontnak,
valamint a, § € R, a < B, hogy

Ux(a,B)Cepif,

ekkor V x € U esetén f(x) < a, azaz az f fiiggvény lokdlisan feliilr6l korldtos az
Xo € X pontban.

Végiil belatjuk, hogy az (1)-(5) tulajdonsagok teljesiilése esetén
int(epi f) = {(x, ) : x €int(Dom f), f(x) < ot}.

»C”:Ha (x, ) € int(epi f), akkor az x pontnak 3U C X kornyezete,és B € R, f <
o, hogy U x (B,o0) Cepif, ezért Vx € U esetén f(x) < B, igy U C Dom f. Ezek
szerint x € int(Dom f), és f(x) < ct.

»=2": Ha x € int(Dom f), és f(x) < @, akkor 3 € R, f(x) < B < o. Mivel a (4) felté-
tel értelmében az f fiiggvény folytonos az x pontban, ezért 3 U C X kornyezete, hogy
VxeU esetén f(x) < B, emiatt U x (B,0) C epi f. Ezek szerint (x, o) € int(epi f).
d

A szubderivalt

Ebben a szakaszban legyen (X, ||.||) normalt tér.

2.5.11. Definicié (szubderivélt). Egy f:X — R valédi konvex fiiggvény egy x €
Dom f pontbeli szubderivéltja a

df(x)={x"eX" : (x,z—x) < f(z) - f(x), VzeX} CX*
halmaz.
A szubderivalasi szabalyok

2.5.12. Megjegyzés. A szubderivalttal valé szimoldshoz hasonlé szamoldsi szabalyok-
ra lenne sziikségiink, mint a differencidlhaté fiiggvények korében ismert derivéldsi sza-
balyok:

(1) homogenités: (A-f)' (x) =4 - f'(x),
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(2) additivitds: (f+g)'(x) = f'(x) + ¢ (x).

A szubderivdlas is rendelkezik hasonld tulajdonsdgokkal. Egyrészt pozitiv homogén,
mdsrészt szuperadditiv. E tulajdonsagok konnyen beldthatok. Nem til erds feltétel mel-
lett azonban igaz az additivitds is. A bizonyitdshoz felhasznaljuk a normadlt terekre vo-
natkozé Hahn-Banach-tételt.

2.5.13. Allités (a szubderivalt pozitiv homogenitdsa). Legyen f:X — R valddi konvex
fiiggvény. Ekkor ¥ A > 0 eseténa A-f: X — R fiiggvény szubdifferencidltja egy x €
Dom f pontban

A f)(x) =2-9f(x).

Bizonyitds. A definiciébdl kovetkezik. O

2.5.14. Alll’téj (Moreau-Rockafellar-tétel, a szubderivalt additivitdsa). I. Legyenek
f és g: X — R valddi konvex fiiggvények.
(1) Ekkor ¥ x € X pontban

I(f+28)(x) 2 9f(x) + Ig(x).

(2) Ha 3 x9 € Dom f NDomg pont, hogy az egyik (példdul az f) fiiggvény folytonos az
Xo pontban, akkor ¥ x € X pontban

I(f+g)(x) = 9f(x) +g(x).

II. Legyenek fi,..., fu: X — R valddi konvex fiiggvények.
(1) Ekkor ¥ x € X pontban

A fi+...+fm)x)2dfi(x)+...+ I fu(x).

(2) Ha 3 xo € Dom f1 N...NDom f;, pont, hogy az legfeljebb egy kivételével mindegyik
fiiggvény folytonos az xo pontban, akkor ¥ x € X pontban

Afi+ A f)X) =0fi(x)+... 4+ fn(x).

Bizonyitds. Mivel 1.=1I. konnyen bizonyithat6 teljes indukcidval, ezért csak az I.-t
bizonyitjuk. Legyen x € X tetsz8leges pont.

(1) Legyen x* € df(x) + dg(x) tetszleges, azaz
dxj€df(x) és 3Ix;€dg(x), hogy x*=x]+x5,
azaz a definicid szerint V z € X esetén
(@ z2=x) < f(R)—f(x), & (x,2-x)<g(x)—g(x), hogy x"=xj+x,
ekkor pedig
(he=x) = (Wtx,z—x)=z-x0)+(5,2-x)
< FR)—f)+elR)—glx) = (f+8)(=) - (f+8)x),

azaz az ekvivalens definici6 szerint x* € d(f +g)(x).

A
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(2) Elég belatni (1) miatt, hogy
I(f+g)(x) Caf(x)+dg(x).

Legyen x* € d(f + g)(x) tetszGleges, ekkor a szubderivélt definicija szerint V z € X
esetén

(z—x) < (f+8)@) — (f+8) ).
Legyen

G = epif—(x/f(x)
= {(va)eXxR : a>f(x+v)—f(x)} CXxR.

Mivel az f fiiggvény konvex, azaz az epi f halmaz konvex, ezért a C; halmaz is kon-
vex. Mivel feltettiik, hogy az f fiiggvény folytonos egy xy pontban, ami a konvex fiigg-
vények folytonossagardl sz616 [2.5.10] éllitds (5) pontja szerint ekvivalens azzal, hogy
intepi f # 0, ezért intCy # 0.

Legyen

Cy = hypo(—g+x")\graph(—g+x") — (x,(=g +x")(x))
= {(na)eXxR:a<—gx+v)+{&*,v)+g(x)} CX xR.

Mivel a g és a —x* fiiggvény konvex, igy a hypo(—g+ x*) \ graph(—g +x*) halmaz
konvex, ezért a C; halmaz is konvex.

Gondoljuk meg, hogy C;NCy = 0.
Ugyanis: Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 (v, ot) € C; NC;, ekkor

flr+v) = f(x) S a < —gx+v)+{x",v) +g(x), azaz
(") > fla+v) +glr+v) = f(x) —gx),

ekkora z=x+v € X vektorra
(=) > (f+8)@) - (f+8) ),
ami azt jelenti, hogy x* ¢ d(f + g)(x), ami ellentmondas.

Mindezek alapjan a Hahn-Banach-tétel szerint a C| és C; C X x R konvex halmazok
szepardlhatdak, azaz 3 (y*,8) C X* x R nemnulla folytonos linedris funkciondl, hogy

sup ((y*7V>+ﬁ'OC)§ inf (<y*7v>+ﬁ.a). 2.21)
(na)eC (na)eC;

Gondoljuk meg, hogy 8 #0.
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Ugyanis: Indirekt médon tegyiik fel, hogy B = 0. Ekkor az y* nemnulla linedris funk-
ciondl, azaz 3 yp, hogy (y*,yo) > 0. Az el6z8 (2.21) kifejezés a kovetkez alakot olti:

sup (y*,v) < inf (y",v).
(v.a)€Cy (na)eC,

Mivel
veDomf—x < I, hogy (v,a) € Cy,

hasonléan
veDomg—x < Ja, hogy (v,a) € Gy,

ezért a fenti egyenlStlenség azzal ekvivalens, hogy

sup  (y',v) < inf o (yF,v). (2.22)
veDom f—x veDomg—x

Feltettiik, hogy 3 xop € Dom f NDomg pont, amelyben az f fiiggvény folytonos.
Ekkor az f fiiggvény az xo pont egy egész kornyezetében is feliilrdl korldtos, igy

X0 € intDom f. Ezért 3 A > 0, amelyre xo + Ayg € Dom f, kévetkezésképp

inf — (y"v) < (%0 —x)

veDomg—x
< (a0 +Ayo—x)
< sup  (v",v),
veDom f—x

ami ellentmond (2:22)-nek.

Ezek utén gondoljuk meg, hogy 8 < 0.
Ugyanis: Indirekt médon tegyiik fel, hogy > 0. Ekkor a (2.21) kifejezés baloldala
+o0, mert a baloldalon o tetszSleges nagy lehet, ez pedig ellentmodas.

Osszuk el a 1l kifejezést |B|-kel. Mivel % = —1,ezérta (|B|7'y*,—1) € X* xR

(nemnulla) linearis funkcional szeparélja a C; és C, halmazokat:

sup ((1BI™y" ) —a) <

(V,&)EC]

inf ({1817 )~ ).

(na)et;
Mivel pedig

(va)eC < veDomf—x és a> f(x+v)—f(x),
hasonléan

(va)eCy & veDomg—x és a< —g(x+v)+ (x*,v)+g(x),
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ezért

IN

sup  ({1BI7!y" ) = (£(x+v) = f()))
veDom f—x
sup ({1817 v — @)
Lot (81 ) - @)
inf  ((BI71y" ) = (—glev) + (6" ) +8(x) ) -

(v,o)eCy
veDomg—x

IN

IA

Mivel x € Domg, ezért ennek az egyenl6tlenség-sorozatnak a végén az infimum mo-
gotti kifejezés specidlisan v =0 € Dom g —x esetén 0, emiatt ennek az egyenlStlensé-
gsorozatnak az elején a szuprémum mogotti kifejezésre Vv € Dom f — x esetén teljesiil,

hogy
(BI7'y*v) = (f(etv) = f(x) 0, azaz (|B| 7'y, v) < flx+v) = f(x),
ami a szubderivdlt definicidja azt jelenti, hogy
BI~'y" € af(x).

Mivel pedig x € Dom f, ezért a szébanforgd egyenltlenség-sorozatnak az elején a
szuprémum mogotti kifejezés specidlisan v = 0 € Dom f —x esetén 0, emiatt ennek
az egyenlGtlenség-sorozatnak a végén az infimum mogotti kifejezésre Vv € Domg — x
esetén teljesiil, hogy

(B v) = (=glx+v) +(x*,v) +g(x)) > 0, azaz

&= 1B ) <glr+v) —glx),

ami a szubderivélt definicidja szerint azt jelenti, hogy
X —[B"y" € dg(x).
fey
=BT+ (= BIT1Y) € 9f (x) + g (x). O
Specialis fliggvények szubderivaltjai

2.5.15. Példa (abszolutérték). A |.|: R — R abszolitérték szubderivaltja:

1 ,ha x>0
a|.|(x) = [-1,1] ,ha x=0
-1 ,ha x<0

Ugyanis: Ha x # 0, akkor |.| differencidlhat6.
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Legyen x = 0, ekkor a szubderivalt definici6ja szerint V z € R esetén
IALI0)={x"eR : x"-z2< 7], Vze R} = [-1,1].

Itt felhaszndltuk, hogy z > 0 esetén x*z <z < x* <1, illetve z < 0 esetén x*z <
—7 & xF>—1.

2.5.16. Példa (norma). Legyen (X,||.||) normdlt tér. A ||.|| : X — R norma szubderi-
véltja:

A= F@D={cx <1} ha x=0
. Fext =1, (a0 =2}, .ha x#0

Ugyanis: Legyen x = 0. A szubderivalt definicidja szerint

ILNO) = {Fex®: (&z=0) < z] 0], Vze X},
= eXxt (W< vzeXy,
. 1
= {X*GX* : <X*7HZ>SLVZ€X\{0}}7

= {XFeXx*:|x| <1}
Az utols6 1épéshez felhaszndltuk, hogy [|x* || = sup,—; (x*,2).

Legyen x # 0.
Tegyiik fel, hogy x* benne van a jobboldali halmazban, azaz legyen ||x*|| =1 és
(x*,x) = ||x]| , ekkor V z € X esetén

@ 2) < I Hlzlh = el

ezek szerint
(@ z=x) = (%,9) = (& x) <zl = |1+l
ami a szubderivalt definicidja szerint azt jelenti, hogy x* € d|.||(x).

Megforditva, most tegyiik fel, hogy x* € d||.||(x) . Ekkor

=[xl = [0l =[x =" 0—x)=—(x",x),
Ixl = 2] =[x = &"2x—x) = (x%,x),
ezek szerint
[[x]| = (", %) (2.23)

Tovabba Vz € X és A > 0 esetén
Ax*,z) = (", Az) < |lx+Az] — |Ix]|,  azaz

(&2 <N/ A)x+2ll = (1/2) 1]l
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innen A — oo mellett azt kapjuk, hogy V z € X, z # 0 esetén
(x"2) <llzll, azaz (x*,(1/]z])2) <1,
ezért ||x*|| = sup— (x*,z) < 1. Ugyanakkor alapjan
o, (1/[1ellx) = (1/11xl]) - G, x) = (1/llxl]) - [Ixll = 1,

Osszességében tehat ||x*|| =1.

2.5.17. Megjegyzés. Ha (X,(.,.)) Hilbert tér, akkor az X = X™ azonositds alapjan a
kapottakbdl konnyen lathatd, hogy

B(0,1) ,ha x=0
i ={ = 15

Halmaz normalis kupja
Legyen (X, ||.]|) normalt tér.

2.5.18. Definicié. Legyen A C X adott halmaz, x € A pedig adott pont.

1. Egy x* € X* folytonos linedris funkcionalt az A halmaz x pontbeli tdmaszfunkcio-
ndljdanak nevezziik, ha

Vz€A esetén (x*,z) < (x",x).

Ha x* nemnulla folytonos linedris funkcional, akkor ez azt jelenti, hogy gyengén sze-
parélja az A halmazt az x ponttdl.

2. Az A halmaz x pontbeli normdlis halmaza:
Na(x) ={x" X" : (x*,2) < (x",x), Vz€A}.
2.5.19. Allitas. Tetszéleges x € A C X esetén az Ny(x) C X* halmaz
(1) zdrt,
(2) konvex kiip,
(3) ha x € intA, akkor Ny(x) = {0%}
Bizonyitds. A definiciébol kovetkeznek. a

2.5.20. Allitas. Ha A C X affin halmaz, azaz A = L+ xg, ahol L C X altér, xg € A
tetszOleges, akkor ¥ x € A esetén

Na(x)=L™ ={x" X" : (x*,v) <0,Vvel}.
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Bizonyitds.

Ny (x)

{F*eX* : (x",z) <{(x",x),VzeL+x}
{xfeX* : (x',z—x)<0,Vz, z—xg €L}
= {xXfeX": x*v)<0,VveL}.

d

2.5.21. Példa (indikdtorfiiggvény). Legyen (X, |.][) normdlt tér. Egy A C X halmaz
84 : X — R indikétorfiiggvényének V x € Dom sy = A pontban a szubderiviltja:

A8 (x) ={x" €X* : (x",2) < (x",x), VZEA} = Ny(x).
Ugyanis: A szubderivalt definicidja szerint:
84(x) = {XeX: (¥ z-x) <8s(2) —balx), VzEX}

= {XeX": (x',z—x)<0,VzeA}
{x*eX* : (x",z) < (x*,z), VZEA} = Na(x).

Az alulrdl és fellilrol félig folytonos fiiggvények

A Kkiterjesztett valés szamok also és felso topologiai

2.5.22. Definicié (a kiterjesztett valés szamok topologizaldsa). Az R kiterjeszett vals
szamok halmazan — kitiintetve a tobbi késGbb bevezetett topoldgia k6zott — kozonsé-
ges topologidnak nevezziik azt a T topoldgiat, amelyet a

{(avﬁ)v ((x7ooL [7°°aﬁ) L a, B € R}U{@}U{@},
halmazrendszer mint bazis general.

Az el6z8ekben bevezetett kozonséges topoldgia mellett, azzal szoros kapcsolatban 1€v6,
két mdsik topoldgidt is bevezetiink.

2.5.23. Definicié (az alsé és felsS topoldgidk a kiterjesztett valds szamokon). 1. Az
R kiterjeszett valés szdmok halmazan alsé topolégidnak nevezziik azt a 7, topoldgidt,
amelyben a nyilt halmazok dsszessége:

Ty = {(0, 4] : a e R}U{R}U{0}.

2. Az R Kkiterjeszett valés szamok halmazin felsé topolgidnak nevezziik azt a Tr
topoldgidt, amelyben a nyilt halmazok Osszessége:

1= {[~,a) : @ € R}U{R}U{0}.
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2.5.24. Megjegyzés. 1. Konnyen lathatd, hogy a definiciéban megadott halmazrend-
szerek val6ban topoldgidt adnak, azaz zdrtak a tetsz6leges uni6 és véges metszet kép-
zésére.

Ugyanis: Az alsé topoldgia egyrészt végesmetszetzart:

n

() (i, +oo] = (max o, +oo] € 7,
i=1 -

masrészt tetszdleges szamu unidra nézve zart:

Qy, 400 = (inf Ay, +o0] € 7.
yeUF( Y ] (yeF Y ] a

2. A fenti topolégidk a kovetkez6képpen is felirhatok:
T ={(a,+=] : a eR}U{R},

illetve - .
7r ={[-,0) : @ e R}U{R},

ugyanis az iires halmaz el6dll @ = (oo, 49| illetve ) = [—o0, —c0) alakban.
A fenti topolégidk egy-egy bazisa pedig:

{(a,+] : o €R},

illetve -
{[=,0) : xR},

ugyanis R = U(ct, +oo] illetve R = U[—oo0, — ).

3. Az alsé és fels6 topoldgidk a rendezés megforditdsaval kaphatdk meg egymasbol,
amit gy is fogalmazhatunk, hogy az x — —x leképezés bijekciéja az R egyenesnek,
tovabbd az alsé topoldgiat a felsSbe viszi, és megforditva. Emiatt a tovdbbiakban csak
az alsé topoldgidval foglalkozunk részletesen, mert minden konnyen atfogalmazhat6 a
felsd topoldgidra.

4. A Kkiterjesztett valds szamok az alsé illetve a fels§ topoldgidval ellitva nem
Hausdorff-terek.

Ugyanis: Példdul a 0 € R pont minden 7,-kornyezete tartalmazza az 1-et, mert tartal-
maz egy (—o,+o], (o0 > 0) félegyenest.

5. Mivel ezek a topologikus terek nem Hausdorff-terek, ezért nem is metrizalhatdk.

2.5.25. Allitas (az alsé és fels§ topoldgidk egyiitt a kozonséges topoldgia). Az R ki-
terjesztett szamokon definidlt T, also és Ty felsd topoldgidk unidja, mint szubbdzis dltal
generdlt T,V Ty topoldgia megegyezik az @ definicioban megadott kézonséges T
topologidval.
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Bizonyitds. Az als6 és fels6 topoldgidk nyilt halmazai nyilt halmazok a kozonséges
topoldgidban, ezért elégséges azt megmutatnunk, hogy az unidjuk 4ltal generdlt topo-
l6gia tartalmazza a kozonséges topoldgia egy bdzisat. Ez viszont egyszertien lathato,
hiszen két [—oo, B) és (0] félegyenes metszeteként minden (¢, 8) nyilt intervallum
megkaphatd, a —oo és oo koriili félegyenesek pedig benne vannak az alsé illetve felsé
topoldgiaban. g

Konvergencia az alsé és felso topoldgiaban

A kiterjesztett valos szdmok az alsé illetve a felsd topoldgiaval ellatva nem Hausdorff-
terek, ezért ezekben a terekben a hatdrérték nem egyértelmd, emiatt pedig a sorozatok
vizsgdlatandl 6vatosan kell eljarni.

2.5.26. Allitas (Konvergencia az als6 topolégidban). Legyen (x,) tetszbleges sorozat
az R kiterjesztett valos szamok halmazdban. Ekkor az alsé topoldgidban valo konver-
gencidra az aldbbiak igazak.

(1) Az (xn) sorozat tart a —oo értékhez:

—oo € T, — limx,, .

(2) Ha az (x) sorozat tart az x szdmhoz, akkor tart minden, az x-nél kisebb szdmhoz:

XE T, —limx,, y<x = y€1,—limx,.

(3) Az xy sorozat alsé topolégidban vett hatdrértékei kozott van maximdlis:

3 max (7, — limxy,).

(4) Az x, sorozat alsé topoldgidban vett hatdrériékeinek a maximuma megegyezik a
sorozat limesz inferiorjdval:

max (7, — limx,) = liminfx, .

(5) Az (xn) sorozat alsé topoldgidban vett hatdrértékeinek a maximuma megegyezik
a torloddsi pontjainak a minimumdval.

(6) Osszefoglalva:
T, — limx, = [—co, liminfx;,].

Bizonyitds. (1): A —oo (egyetlen) kdrnyezete a T, topolégidban az R, és ebbe a kor-
nyezetbe az (x,) sorozat minden tagja beleesik.

(2): Legyenaz x € 7, —limx,, y <x.Haaz (a,+o]| tetsz8leges kornyezete az y pont-
nak, akkor y € (o, +o0]. Megmutatjuk, hogy ebbe a kiornyezetbe beleesnek a sorozat
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tagjai véges soktdl eltekintve: Mivel y < x, ezért x € (a, +o9] , tehdt (a, o] kornye-
zete az x pontnak is. Mivel x € 7, —limx, , ezért beleesik a sorozat minden tagja, véges
soktol eltekintve.

(3): A sorozat 7, limeszei halmazdnak van fels6 hatdra, és azt kell megmutatnunk, hogy
ez a fels6 hatdr is 7,-limesz. Jelolje o = (sup 7, —limx,) € R.

Ha ot = —oo, akkor a —oo az (1) szerint limesz.

Ha o € R, akkor legyen f < & tetszSleges szam, ekkor egyrészt a fels6 hatér definicié-
jaszerinta B szdmnél van nagyobb limesz, ezért a (f3,+oo| egy limesz kérnyezete, igy
a sorozatnak véges soktdl eltekintve minden tagja beleesik ebbe a kornyezetbe, mas-
részt a (f3,+o0] intervallum tetszSleges kdrnyezete az o pontnak, tehét az o maga is
limeszpont.

Ha végezetil o = +o, azaz tetszOlegesen nagy szdm limeszpont, akkor minden
(o, 40| kornyezetbe beleesnek a sorozat tagjai véges sok indexiitdl eltekintve, ami
viszont azt jelenti, hogy +oo limeszpont.

(4): Egy (x,) sorozat limesz inferiorjat a kovetkez6képpen értelmeztiik:

liminfx,, = supinf{x,,, x, ...} = lim inf{x,,,x
e n mP { myrAm+1, } oo { myrAm+1; }a

ahol a limesz a kozonséges topoldgidban vald limeszt jeloli.

Az allitas igazoldsdhoz azt latjuk be, hogy
(a) liminfx, € 7, —limx,, masrészt

(b) a liminfx,, szdmnal nincs nagyobb 7, limesze a sorozatnak.

(a): Tekintsiik a liminfx, szdmnak egy tetszSleges (a,+oo] 7,-kornyezetét, ekkor
o < liminfx,, ezért a liminfx, definiciéja és az (inf{x,,,x;+1,...}) sorozat mono-
ton novekedése miatt 3 m € N, hogy a < inf{x,;,xp+1,...}, igy az x, sorozat tagjai

is véges sok indexiitdl eltekintve elemei az (¢, +oo] kirnyezetnek. Ez ut6bbi pedig azt
jelenti, hogy a liminfx, 7,-limesz.

(b): Indirekt mddon tegyiik fel, hogy

3B €1,—limx, amelyre liminfx, < f3.

Legyen liminfx, < o < f3 tetsz6leges szam. Ekkor az (¢, +o0] a § kornyezete, ezért az
(xn) sorozatnak minden tagjét tartalmaznd véges soktdl eltekintve, emiatt eléggé nagy
m-re o <inf{xp,Xpmi1,-..}, gy & <liminfx,, ami ellentmondas.

(5): Ismert, hogy egy sorozat limesz inferiorja megegyezik a sorozat minimadlis torl6-
dési pontjaval, ezért ez (4) dtfogalmazasa.

(6): Ez a fentiek 0sszefoglaldsa. O
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2.5.27. Allitas (Konvergencia a felsé topoldgidban). Legyen (x,) tetszdleges sorozat
az R kiterjesztett valds szamok halmazdban. Ekkor a felsd topoldgidban valé konver-
gencidra az aldbbiak igazak.

(1) Az (xn) sorozat tart a +oo értékhez:
+oo € Ty —limx, .

(2) Ha az (x,) sorozat tart az x szdmhoz, akkor tart minden, az x-nél nagyobb szdm-
hoz:
x €t —limx,, x<y, = y€ 7, —limx,.

(3) Az x, sorozat felsd topoldgidban vett hatdrériékei kézott van minimdlis.

(4) Az x, sorozat felsé topoldgidban vett hatdrértékeinek a minimuma megegyezik a
sorozat limesz szuperiorjdval:

min 7y — limx, = limsupx; .

(5) Az (xn) sorozat felsd topoldgidaban vett hatdrértékeinek a minimuma megegyezik
a torloddsi ponjainak a maximumdval.

(6) Osszefoglalva:
Ty — limox, = [limsupx,, +o].

Bizonyitds. Az el6z6hoz szorul-széra hasonldan lathato. O

2.5.28. Allitas (Konvergencia a kozonséges topoldgidban). A kiterjesztett valos szdmok
egy (x,) sorozata pontosan akkor konvergens a kozonséges topoldgidban, ha a sorozat
also topologidban vett hatdrértékeinek a maximuma megegyezik a sorozat felsd topolo-
gidban vett hatdrértékeinek a minimumdval.

Bizonyitds. A Kiterjesztett val6s szamok egy (x,) sorozata pontosan akkor konvergal a
kozonséges topoldgidban, ha a limesz szuperiorja megegyezik a limesz inferiorjaval,
ezért az allitds kovetkezik az el6z6 két allitasbol. g

Kompakt és 6sszefiiggd halmazok az also és fels6 topologiaban

Minden konkrét topologikus térnél alapvetd két kérdés: mely halmazok kompaktak és
melyek Osszefiiggbek. Az alsé topoldgia mellett erre ad vélaszt a kovetkez6 két allitas.

2.5.29. Allitas (Kompakt halmazok az alsé topolégia mellett). A kiterjesztett valds
szdmok egy nemiires K C R részhalmaza pontosan akkor kompakt az also topologia
esetében, ha van minimdlis eleme, azaz tartalmazza az also hatdrdt:

K € 1,-kompakt < 3 minK.
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Bizonyitds. Legyen K C R nemiires halmaz.

Ha az alsé hatar eleme a K halmaznak, akkor az a nyilt halmaz (félegyenes), amelyik
tartalmazza az alsé hatart, lefedi a K halmazt is, tehat a K halmaz kompakt.

Ha pedig az alsé hatdr nem eleme a K halmaznak, akkor véve egy inf K-hoz szigordan
fogyolag tarté (x,) sorozatot, az (x,,—+oo| félegyenesek lefedik a K halmazt, de ezekbdl
nem valaszthat6 ki véges sok, amelyek lefednék a K halmazt. |

2.5.30. Allitas (Osszgﬁiggé halmazok az als6 topoldgia mellett). A kiterjesztett valds
szdmok minden A C R részhalmaza 0sszefiiggd az also topologia mellett.

Bizonyitds. Egy A C R halmaz nem fedhetd le két diszjunkt nemiires nyilt halmazzal,
hiszen az alsé topoldgidban nem létezik két diszjunkt nemiires nyilt halmaz.

(Ha két nem tires nyilt halmazt, azaz példaul két jobbrol végtelen félegyenest tekintiink,
akkor a metszetiik nem {ires, k6zos elemiik példdul a +oo. |

A felsd topoldgia esetében is megfogalmazzuk az allitdsokat. A bizonyitdsok az els-
z6khoz teljesen hasonldk.

2.5.31. Allitas (Kompakt halmazok a felsd topoldgia mellett). A kiterjesztett valds szd-
mok egy nemiires K C R részhalmaza pontosan akkor kompakt a felsd topologia eseté-
ben, ha van maximdlis eleme, azaz tartalmazza a felsé hatdrdt:

K € 1y-kompakt < J maxK.

2.5.32. Allitas (Ossziﬁiggé halmazok a fels§ topoldgia mellett). A kiterjesztett valds
szdmok minden A C R részhalmaza Osszefiiggd a felsd topoldgia mellett.

Az alulrol és feliilrdl félig folytonos fliggvények

A Kkiterjesztett valés értéki fiiggvények korében a szuprémum operacié akarhdny tag
mellett is nagyon reguldrisan viselkedik. Hasonléan: a pontonként monoton ndvekedd
vagy fogyo fiiggvénysorozatoknak mindig van limesze. A folytonossag tulajdonsiga
azonban problémat vet fel: példdul a kozonséges folytonossdg a monoton konvergencia
révén nyert limeszre nem 6roklédik. Lassunk erre egy kozismert példat. Vegyiik a R
kiterjeszett valés szamokon az[2.5.22] definiciéban megadott kozdnséges topoldgiat, és
tekintsiik az

0 ,ha x<O0

fa(x)=¢ X" ,ha x€]0,1]

1 ,ha x>1

folytonos fiiggvényekbdl 4116 monoton fogy6 sorozatot. Ennek a pontonkénti (monoton

fogyd) limesze az

0 ,ha x<1
f(x)i{l ,ha 15x

figgvény, amely az 1 pontban nem folytonos.
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Latni fogjuk, hogy a kozonséges topoldgidval szemben az alsé illetve fels6 topoldgi-
4k harmonikusabban illeszkednek a kiterjesztett valds értéki fiiggvényeken bevezetett
szuprémum és infimum miveletekhez, monoton konvergencidhoz és egyéb operaciok-
hoz. Olyan f:X — R fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyek abban az értelemben foly-
tonosak, hogy a kiterjesztett valés szimokon az alsé vagy a fels6 topoldgidkat vessziik.
Az elsé definicidban rogzitjiik az elnevezéseket.

2.5.33. Definici6 (alulrdl illetve feliilrdl félig folytonos fliggvények). Legyen (X,T)
topologikus tér.

1. Egy f:X — R, fiiggvényt egy xo € X pontban illetve az X halmazon alulrél félig
folytonosnak (roviditve: a.f.f.-nak) nevezziik, ha (7, 7,)-folytonos az xy pontban illetve
az X halmazon.

2. Egy f:X — R, fiiggvényt egy xo € X pontban illetve az X halmazon feliilrél félig
folytonosnak (roviditve: f.f.f.-nak) nevezziik, ha (7, 7y)-folytonos az x( pontban illetve
az X halmazon.

Megjegyezziik, hogy a ,.félig” elnevezés félrevezets, mert ,,rendes” folytonos fiiggvény-
6l van sz0, csak a kiterjesztett valds szamokon nem a kozonséges topoldgia, hanem az
alsé topoldgia van megadva. A ,,félig” elnevezés oka az, hogy az alulrdl és feliilrdl vald
folytonossag egyiittesen adja a kozonséges topoldgia melletti folytonossagot:

2.5.34. Allitas (folytonossdg és félig folytonossdgok). Egy f:X — R. fiiggvény pon-
tosan akkor folytonos egy xo € X pontban illetve az X halmazon, ha alulrol és feliilrol
félig folytonos az xy pontban illetve az X halmazon.

Bizonyitds. Ha f folytonos, akkor alulrdl és feliilrdl is folytonos, mivel az alsé és felsé
topoldgidk durvabbak, mint a kozonséges topoldgia. Megforditva: ha f folytonos a 7,
és Ty topoldgidk mellett, akkor folytonos az unidjuk dltal generalt kzonséges topoldgia
mellett is. ]

Az alulrol félig folytonos fliggvények jellemzése

2.5.35. Allitas (a pontbeli alulrél félig folytonossag ekvivalens definiciéja). Egy f :
X — R fiiggvény pontosan akkor alulrdl félig folytonos egy xo € X pontban, ha

(a) amennyiben f(xg) € R (véges), ligy ¥ € > 0 esetén U € 1(xy) kdrnyezete az
X0 pontnak, hogy ¥ x € U esetén f(x) > f(xo) — €,

(b) amennyiben f(xg) = +oo, tigy V ot € R esetén 3 U € t(xg) kornyezete az xg
pontnak, hogy ¥ x € U esetén f(x) > a.,

(c) amennyiben f(xg) = —oo, akkor automatikusan.

Bizonyitds. A definici6 szerint az f fiiggvény pontosan akkor alulrdl félig folytonos
az xo pontban, ha az f(xp) € R pont V V € 1,(f(xp)) kornyezetéhez 3 U € 7(xp)
koérnyezete az xp € X pontnak, amelyre f(U) C V.
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Egy f(x9) € R pont nemtrividlis 7,-kornyezetei (ct,+oo], @ < f(xp) alakidak, mds-
képpen (f(x) — €,4o0], alakdak, ahol € >0, igy az f(U) C V tartalmazds azt jelenti,
hogy Vx € U esetén f(x) > f(xg) —€.

Az f(xp) = +oo pont nemtrividlis 7,-kornyezetei (o, +oo] alakdak, ahol @ € R, igy az
f(U) CV tartalmazds azt jelenti, hogy V x € U esetén f(x) > «.

Az f(xp) = —oo pontnak csak egyetlen 7,-kdrnyezete van, méghozzd az R,ésVUEC€
T(xg) kornyezet esetén f(U) C R. O

Az (a)-beli tulajdonsag miatt kapta az alulrél félig folytonossag az ,,alulrdl” jelzSt, mert
a folytonossdg definicidjdban szerepld f(xg) — e < f(x) < f(xo) — € egyenlStlenségbil
csak az also teljesiilését koveteljik meg.

A kovetkez§ allitdsban a globdlisan alulrdl félig folytonos fiiggvényeket jellemezziik.
Nem tesziink mdst, csak lefrjuk azt, hogy az alsé topoldgidban nyilt halmaz inverz képe
nyilt. Ezek a karakterizaciok definiciéként is szolgdlnak akkor, amikor nem vezetik be
az also és felso topoldgidkat.

2.5.36. Allitas (az alulrél félig folytonossdg ekvivalens definiciéja). Egy f:X — R.
fiiggvény pontosan akkor alulrdl félig folytonos, ha az aldbbi feltételek barmelyike tel-
Jesiil:

(1) Va €R eseténaz f~ (o, +o0]) = {x €X : f(x) > a} fels6 nivéhalmaz nyilt,
(2) Vo €R eseténaz f~'([—oo,a]) = {x €X : f(x) < &} alsé nivéhalmaz zdrt.

Bizonyitds. (1): A ,nyilt halmaz inverzképe nyilt” 1ényegében azt jelenti, hogy V oo € R
esetén az (¢,o0] halmaz

F (o)) = fxeX 1 flx) > a}
inverzképe nyilt.
(Az £71(0) = 0 és az f~!(R) = X halmaz nyiltsaga minden fiiggvényre teljesiil.)
(2): Az (1) allitds komplementer megfogalmazdsa, tehat ekvivalens (1)-gyel. O

7 2

A kovetkezd allitdsban szerepld jellemzés kiilonosen fontos, mert a fiiggvény alulrél
félig folytonossdgét az epigrafjaval jellemezziik. Emiatt az ekvivalens jellemzés miatt
az alulrdl félig folytonos fliggvényeket alulrdl zdrt fiiggvényeknek is szoktdk nevezni.

2.5.37. Allités (az alulrél félig folytonossag ekv. definiciéja: zért epigraf). Egy f:X —
R. fiiggvény pontosan akkor alulrdl félig folytonos, ha alulrol zdrt, amin azt értjiik,
hogy az epif C X xR epigrdf zdrt halmaz.
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Bizonyitds. Az[2.5.36] éllitassal (ekvivalens definici6val) val6 ekvivalencidt bizonyit-
juk. Lassuk be el6szor azt, hogy a fiiggvény felsd nivéhalmazainak a nyiltsdgabol ko-
vetkezik az epigrafjanak a zartséga, azaz az (epi f)¢ C X x R komplementum nyiltsdga.
Legyen (x,a) € (epi f)€ tetszGleges pont, azaz o < f(x).Ekkor 3 & >0, hogy o+ € <
f(x) azaz x € f~! (0t + €,+o0]. Mivel az f~!(at + &, 400 halmaz nyilt, azért 3 U
kérnyezete az x pontnak, hogy U C f~! (a4 ¢&,4], azaz ¥V z € U esetén o+ € <
f(z), amibdl kovetkezik, hogy az (x,a) pont U x (o0 — €,0 + €) kornyezete benne
van az (epif)¢ halmazban.

A masik irdnyhoz megmutatjuk, hogy a fliggvény epigrafjanak a zartsagabol kovetkezik
a fels6 nivohalmazainak a nyiltsdga.

Legyen o € R tetszGleges, és tekintsiik az f~!(a,4o0] C X halmazt. Err6l kell be-
latnunk, hogy 7-nyilt, azaz minden pontjdnak kornyezete. Legyen x € f’l(a;l-w}
tetszGleges, azaz f(x) > o. Ekkor (x,o) ¢ epif, azaz (x,c) € (epif)¢, ahonnan
(epif)¢ C X x R nyilt volta miatt 3 U x (ot — &,0t + &) C (epif)¢ kornyezete az
(x,a) pontnak, ezzel pedig U x {o} C (epif)°, igy V z € U esetén o < f(z), ezért
UCfa,+o]. O

2.5.38. Allitas (az alulrél félig folytonossig halmazértéki jellemzése). Egy f:X — R,
fiiggvény pontosan akkor alulrdl félig folytonos, ha az az F : X — P (R) halmazériékii
leképezés, amelyre ¥ x € X esetén

Fx)={aeR : f(x)<a},
zdrt értékii és felsdzdrtkonvergencia-folytonos.
Bizonyitds. Sziikségesség: Legyen K C R tetszdleges nemiires kompakt halmaz, ekkor
{xeX : Fx)NK =0}

{xeX : {aeR : f(x) <a}nNK=0}
= {xeX :maxK< f(x)},

ami nyilt halmaz.

Elégségesség: A zart értékiiség miatt nyilvanvald. g

7z 2z

Az af.f. leképezések néhany tulajdonsagat gy(jtottiik egybe a kovetkezd 4llitasba.
2.5.39. Allitas (az alulrdl félig folytonos leképezések tulajdonségai). Legyen az (X,7)
topologikus tér.

1. Haegy f:X — R, fiiggvénynek egy xo € X pontban lokdlis minimuma van, akkor
ott alulrol félig folytonos.

2. Haaz (X,7) topologikus tér kompakt, és az f : X — R fiiggvény alulrdl félig foly-
tonos, akkor létezik minimuma (felveszi az infimumdt).
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3. Egy A C X halmaz pontosan akkor nyilt, haa ys : X — R karakterisztikus fiiggvénye
alulrol félig folytonos.

4. Egy A C X halmaz pontosan akkor zdrt, ha a 84 : X — R indikdtor-fiiggvénye
alulrol félig folytonos.

Bizonyitds. 1. Az[2.5.33] éllitds (a) részét kell ellendrizni, ami trividlisan teljesiil:
Mivel az xp € X pontban az f fiigvénynek lokdlis minimuma van, ezért V € > 0 esetén
3U € 1(xo) kornyezete az xy pontnak, hogy Vx € U esetén f(x) > f(xp) —€.

2. Legyen az f a.f.f. fiiggvény. Ha a K C X kompakt, akkor az f(K) képe is kompakt
az als6 topoldgidban, ami az[2.5.29] dllitds szerint azt jelenti, hogy az als6 hatdra eleme
a halmaznak, azaz minimuma van.

3. Az A C X halmaz x4 : X — R karakterisztikus fiiggvényére

X ,ha a<0
X (o) ={x€X : pu(x) € (a, =]} ={ A ,ha 0<a<l
O ,ha a>1

Ebbdl pedig lathatd, hogy a karakterisztikus fiiggvény pontosan akkor alulrdl félig foly-
tonos, ha az A halmaz nyilt.

4. Az A C X halmaz §, : X — R indikdtorfiiggvényére

X ,ha a<0
SA’I(((x,oo]):{xeX D 0a(x) € (a0} =49 A° Lha 0< o< +oo
0 ,ha a=+o

Ebbdl pedig adddik, hogy az indikator fiiggvény pontosan akkor alulrdl félig folytonos,
ha az A€ halmaz nyilt, azaz az A halmaz zart. |

2.5.40. Megjegyzés. Az alulrdl félig folytonossag a hatarértékkel is jellemezhetS. Mint
ismert az alsé (és felsd) topoldgidban a limesz nem egyértelm, de ez nem okoz gondot,
mert a limesz inferior (és szuperior) haszndlata ezt pétolja.

Vezessiik be egy f fiiggvény egy x pontban vett limesz inferiorjat a kovetkez6képpen:

imint 7= sup  inf 1/0) : ye U\ )}

ahol % az x pont egy kornyezetbazisa (vagy a kornyezetrendszere).

Egy f:X — R fliggvény pontosan akkor alulrél félig folytonos egy xo € X pontban,
ha

f(xo) <liminf f(x).

X—rX0
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A fellilrol félig folytonos fiiggvények jellemzése

Az alulrdl félig folytonos fiiggvényre vonatkozd éllitdsokat a — f fiiggvényre alkalmaz-
va a feliilr6l félig folytonos fiiggvényekre vonatkozé analdg éllitdsokat kapunk.

2.541. Allitas (a pontbeli feliilrdl félig folytonossag ekvivalens definicidja). Egy f:
X — R fiiggvény pontosan akkor feliilrdl félig folytonos egy xy € X pontban, ha

(a) amennyiben f(xg) € R (véges), ligy ¥ € > 0 esetén U € 1T(xg) kdrnyezete az
xo pontnak, hogy ¥ x € U esetén f(x) < f(xo)+€,

(b) amennyiben f(xg) = —oo, tigy V o0 € R esetén 3 U € 1(xg) kornyezete az x
pontnak, hogy ¥ x € U esetén f(x) < «,

(¢) amennyiben f(xg) = oo, akkor automatikusan.

2.5.42. Allitas (a feliilr6l félig folytonossdg ekvivalens definiciéja). Egy f:X — R
fiiggvény pontosan akkor feliilrdl félig folytonos, ha aldbbi feltételek barmelyike telje-
siil:

(1) Vo €R eseténaz f~([~o,a)) = {x€X : f(x) < a} alsé nivéhalmaz nyilt,
(2) Vo €R eseténaz f~ ([, 4o]) = {x €X : f(x) > a} felsé nivéhalmaz zdrt.

2.5.43. Allitas (a feliilrd] félig folytonossdg mdsik ekvivalens definiciéja: zdrt hipog-
raf). Egy f:X — R fiiggvény pontosan akkor feliilrél félig folytonos, ha feliilrdl zdrt,
amin azt értjiik, hogy a hypo f C X x R hipogrdf zdrt halmaz.
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3.1. Egyenloséggel korlatozott feltételes
szélsoérték-feladat

Véges sok egyenloségi feltétel

3.1.1. Definicié. Legyen X (egyelSre) tetszSleges halmaz, D C X adott részhalmaz,
tovabbd Vi =0,1,...,m esetén f; : D — R adott fiiggvény. A kovetkezd feladatot
egyenldséggel korldtozott feltételes szélsdérték-feladatnak nevezziik:

fo(x) — min (max)
fix)=0,....fu(x) =0 . (3.1)
xeD

Az fo fiiggvényt a feladat célfiiggvényének nevezziik.
A feladat feltételi halmaza vagy mas néven a lehetséges megolddsok halmaza:

{XED : fl(x):07“‘7fm(x) :O}: ﬁ‘f;l(o)
i=1

A feladatot simdnak nevezziik, ha (X,||.||) valés normdlt tér, D C X nyilt halmaz,
valamint Vi=0,1,...,m esetén f;: D — R differencidlhat6 fiiggvény.

3.1.2. Megjegyzés. Bevezetve az

h
F=|: :D—R"
S
jelolést, azaz ahol Vi=1,...,m esetén f;: D — R az F fiiggvény i-edik koordinata-

figgvénye, akkor a fenti feladat a kovetkez6 alak:
fo(x) — min (max)

Fx)=0
xeD

A feladat feltételi halmaza:
{xeD : F(x)=0}=F 1 (0y).

Ezek szerint a (3.1) feladat nem mds, mint a célfiiggvényt egy fiiggvény adott szinthal-
mazdra lesziikitjiik, és ennek a fiiggvénynek keressiik a széls6értékét:

folp-1(0) — min (max).
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3.1.3. Definicié. Egy xo € X pontot a (3.1) feladat (optimdlis) megolddsdnak neve-
ziink, haaz fo|p-1(g) : F~1(0) — R fiiggvény minimumbhelye (illetve maximumhelye),
azaz

(1) xo lehetséges megoldds, vagyis xog € (2, flfl (0),
2 YxeNi, ffl (0) lehetséges megoldds esetén fy(xg) < fo(x) (illetve fo(xp) >
Jo(x)).

P

Mint a feltételes széls6érték-feladatokat dltalaban, az egyenléségekkel korlatozott fel-

tételes szélsGérték-feladatot is Ugy oldjuk meg, hogy visszavezetjiik a feladatot a
Lagrange-fiiggvénye feltétel nélkiili széls6értékének a vizsgdlatdra.

3.1.4. Definicié. Az (3.1) feladat Lagrange-fiiggvénye az az £ : D x R™ — R fiigg-
vény, amelyre Vx €D és VI = (Ay,...,An) € R™ esetén

LD = LM Am))
folx)+ ; Ai- fi(x) = fo(x) + (I, F (x))..

Az 1= (Ay,...,Ay) € R™ vektort Lagrange-multiplikdtornak nevezzik.

Maximumfeladat esetén a feltételi rész levonasa célszerii:

ZLxD) = LA, )
fo(x)—;/li~ﬁ(x):fo(x)—<l7F(x)>.

3.1.5. Megjegyzés. 1.Ha Vi=0,1,...,m mellett az f; fuggvény differencidlhaté egy
x € D pontban, akkor VI = (4y,...,4,) € R esetén

AL (x0.1) = AL (e, (s ) = Fo0) + Y A £
i=1

2. Nyilvan Vx € D és V1= (A,...,Ay) € R™ pontban Vi=1,...,m esetén

03, ZL (%, (M- Am)) = filx).

Multiplikator-tétel a sima szélsoérték-feladatra, véges sok
egyenloségi feltétel mellett

Ebben az alfejezetben az egyenl&séggel korlatozott sima feltételes szélsGérték-feladat
megoldasdra adunk sziikséges feltételt.

Mivel a célfiiggvénynek egy adott fiiggvény szintvonaldra vald lesziikitését vizsgal-
juk, ezért a bizonyitds sordn fontos szerepet jatszik a szintvonalhoz tartozé érintShal-
maz, amit a Ljusztyernyik-tétel jellemez.
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3.1.6. Allitas (Lagrange-féle multiplikator-tétel). Legyen (X, ||.|) Banach-tér, D C X
nyilt halmaz, legyen ¥ i =0,1,...,m esetén f; : D — R egy xo € D pontban diffe-
rencidlhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy teljesiil még a kdvetkezd két regularitdsi feltétel
(constraint qualification):

(1) Vi=1,...,m esetén az f;: D — R fiiggvény folytonosan differencidlhaté az
X0 € D pontban,

(2) az f{(x0),-..,fi(x0) € X* vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Ha xo € D megolddsa az egyenldséggel korldtozott (3.1) sima feltételes szélséérték-
feladatnak, akkor 31 = (A1,...,Ay) € R™ Lagrange-multiplikdtor, hogy

Z’(X(%l) = (OX*70R'") )
ami azt jelenti, hogy

(a) 01.Z(x0,1) =0x- (Euler-Lagrange-egyenlet), részletesen:
m
folxo) + Z Aif!(x0) = Ox-, mdsképpen megfogalmazva:
i=1

fo(xo) €1in{f{(x0),- -, fu(x0)},
(b) 0,.L(x0,1) = Orm, részletesen:
Vi=1,...,m esetén 9y, 2" (x0,(A1,... An)) = fi(x9) = 0.

Bizonyitds. A bizonyitds sordn csak a minimumfeladatra szoritkozunk.

7.z

Az el6z6ekben bevezettiik az
h
F=|: :D—R"
S
jelolést, ahol Vi=1,...,m esetén f;: D — R az F fiiggvény koordindtafiiggvénye,
ekkor
fi(x0)
Fllxo)= | : € L(X,R™),
Jm(%0)
tovabbd a regularitdsi feltételek a kovetkezdkkel ekvivalensek:

(a) az F : D — R™ fiiggvény folytonosan differencidlhaté az xy € R™ pontban,

(b) az F'(xp) € L(X,R™) folytonos linedris leképezés sziirjektiv:
imF'(xg) =R™.
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1. 1épés: Belatjuk, hogy
m
ﬂ ker f(xp) C ker f}(x0) , (3.2)

i=1

ami az el6z0 jelolést haszndlva azt jelenti, hogy
ker F'(xg) C ker f}(x0) -
Legyen v € ker F/(x)) tetszdleges. Mivel a regularitdsi feltételek szerint teljesiilnek a
Ljusztyernyik-tétel (2.2.13] allitds) feltételei, ezért
ker F'(x0) = T 1 (5 (xy)) (X0) = Tp-19) (%0) - (3.3)

Emiatt v € Tp-1(g)(x0) . Mivel szerint a Tp-1(g)(xo) €rintShalmaz most altér,
ezért az érintShalmaz [2.23] éllitasbeli ekvivalens definicidja szerint ez azt jelenti,
hogy 3 r: R — X a 0 pontban kisrendi fiiggvény (ami azt jelenti, hogy r(0) =0,
és lim, _,q %r(?t) = 0yx), amelyre

VA ER esetén x+Av+r(d) € F1(0).

Legyen ¢ : R — R az a fiiggvény, amelyre V A € R esetén
Q(A) = folxo+Av+r(A)).

Mivel egyrészt az xy pont a feladat megolddsa, azaz az fy|p-1 0) fliggvény mi-
nimumhelye, masrészt ¥ A € R esetén xo+Av+r(A) € F~1(0), ezérta A = 0 pont
a ¢ :R — R fiiggvény minimumbhelye, igy a széls6érték sziikséges feltétele szerint
¢'(0) = 0. Ez viszont az €l8z8ek szerint a lancszabély alapjdn azt jelenti, hogy

0 = ¢(0)
= f(')(xo-i—Ov-i—r(O))-%(xo—i-lv—i-r(lu))u:o
= [folxo)lv-

Emiatt v € ker f(xo), amivel beldttuk, hogy
ker F'(xg) C ker f}(x) -
2. lépés: A multiplikdtor-szabdlyok leolvasdsa. A (B.2) tartalmazds szerint az

1o(x0), f1(%0),- - -, fin(x0) € X* folytonos linedris funkciondlokra teljesiilnek a homo-
gén linedris egyenletekre vonatkozd kovetkezménytétel ([2.3.2] dllitds) feltételei, ezért

fo(xo) € lin{f](x0),- .., frm(x0)}
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ami nyilvan azzal ekvivalens, hogy 3 41,..., 4, € R szdmok, hogy
m
f(/)(xo) + Z ;Lifi/(xO) = OX* .
i=1
AB.1.3] megjegyzés 1. pontja szerint ez azt jelenti, hogy
m
1% (xp,1) = f(/)(xo) + Z /lifl-/(xo) =0y .
i=1

Tovabbd mivel V i =1,...,m esetén fi(xg) =0, ezért a megjegyzés 2. pontja
szerint

alif(xo., (),1,.. ,}Lm)) = f,‘(XQ) =0.

Emiatt
L' (x0,1) = (0x+,0pn). O

Végtelen sok egyenldségi feltétel

A fenti (3.I)) feltételes szélsGérték-feladatnak felirhaté egy olyan 4ltaldnositdsa, amely
a végtelen sok egyenlGségi feltétel esetét is magaba foglalja.

3.1.7. Definici6. Legyen X egyelore tetszSleges halmaz, D C X adott részhalmaz,
(Y,+,-) R feletti vektortér, valamint fo: D — R és F : D — Y adott fiiggvények. A
kovetkezd feladatot szintén egyenldséggel korldtozott feltételes szélséérték-feladatnak
nevezziik:

fo(x) — min (max)

F(x)=0 . (3.4)

xeD

Az fo fiiggvényt a feladat célfiiggvényének nevezziik.
A feladat feltételi halmaza vagy mas néven a lehetséges megolddsok halmaza:

{xeD : F(x)=0}=F~'(0y).
A feladatot simdnak nevezziik, ha (X,||.]|) és (Y,]|.||) val6s normdlt terek, D C X nyilt
halmaz, valamint fy: D — R és F : D — Y differencidlhat6 fiiggvények.

3.1.8. Megjegyzés. Ezek szerint a (3.4) feladat nem mds, mint a célfiiggvényt egy adott
fliggvény szinthalmazdra lesz{ikitjiik, és ennek a fiiggvénynek keressiik a széls6értékét:

folp-1(0) — min (max).

3.1.9. Definicié. Egy xo € X pontot a (3.4) feladat (optimdlis) megolddsdnak neve-
ziink, ha az fo|p-1() : F ~1(0) — R fiiggvény minimumhelye (illetve maximumhelye),
azaz
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(1) xo lehetséges megoldds, vagyis xo € F~1(0),

2)VxeF *1(0) lehetséges megoldds esetén fy(xo) < fo(x) (illetve fo(xp) >
fo(x)).

3.1.10. Definicié. A (3.4) feladat Lagrange-fiiggvénye az az £ : X x Y* — R fiigg-
vény, amelyre V x € X vektor és V[ € Y* folytonos linedris funkciondl esetén

Z(x,1) = folx) + (L F(x))

Az [ € Y* folytonos linedris funkcionélt Lagrange-multiplikdtornak nevezziik.

Maximumfeladat esetén a feltételi rész levondsa célszerii:
L(x,1) = folx) = (I, F(x)).

3.1.11. Megjegyzés. 1.Ha fy és F differencialhatk egy x € D pontban, akkor VI €Y*
folytonos linedris funkciondl esetén

AL (x1) = i) +[F ()1, azaz

{LFQ) () = [F'(x)]"L.
Ugyanis: (I,F(.)) = (l,.)oF, igy a ldncszabaly miatt
(LFC) ()= ({1,) o F)'(x) = {I,.) (F(x)) o F'(x) = (I,.) o F'(x)..

Mivel pedig Vv € X esetén

(Lo F'(x))(v) = [([F' (x)]v) = (L[F'(x)]v) = ([F'(0)]"L,v),
ezért ([,F(.)) (x) = [F'(x)]*I.
2. Nyilvan V x € D vektor és V[ € Y* folytonos linedris funkcional esetén
»L(x,1) = {,Fx)) () =F(x).

3.1.12. Megjegyzés. A (3.1) feladat nyilvan a (3.4) feladat specidlis esete ¥ = R™
mellett. Ekkor a feltételben szerepl6 fliggvény

h
F=|: :D—R"
S
alakd, ahol V i =1,...,m esetén f; : D - R az F fiiggvény i-edik koordinata-
figgvénye.
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Multiplikator-tétel a sima széls6érték-feladatra,
végtelen sok egyenloségi feltétel mellett
3.1.13. Allitas (Lagrange-féle multiplikator-tétel). Legyenek (X,|.||) és (Y,].||)
Banach-terek, D C X nyilt halmaz, legyenek fo:D — R és F:D —Y egy xo € D

pontban differencidlhato fiiggvények. Tegyiik fel, hogy teljesiil még a kovetkezd két re-
gularitdsi feltétel (constraint qualification):

(1) az F: D —Y fiiggvény folytonosan differencidlhaté az xo € D pontban,
(2) az F'(xp) € L(X,Y) folytonos linedris leképezés sziirjektiv: imF'(xp) =Y.

Ha xg € D megolddsa az egyenldséggel korldtozott (3.4)) sima feltételes szélséérték-
feladatnak, akkor 31 € Y* Lagrange-multiplikdtor, hogy

L' (x0,1) = (0x~,0y),
ami azt jelenti, hogy
(a) 0L (x0,l) =0x+ (Euler-Lagrange-egyenlet), részletesen:
Jo(xo) +[F" (x0)]"y* = Ox-,
(b) 2L (x0,1) = F(x0) =0y.
Bizonyitds. A bizonyitds sordn csak a minimumfeladatra szoritkozunk.
1. 1épés: Beldtjuk, hogy
fo(xo0) € (kerF'(x)) ", 3.5)
(ahol L az annulldtorhalmazra utal), ami azt jelenti, hogy
ker F'(xo) C ker f}(x) -
Legyen v € ker F/(x)) tetszdleges. Mivel a regularitdsi feltételek szerint teljesiilnek a
Ljusztyernyik-tétel (2.2.13] 4llitds) feltételei, ezért
ker F'(x0) = i1 (5 (xy)) (X0) = Tp-19) (%0) - (3.6)

Ezek szerint v € Tp-1(g) (xo) - Mivel (3.6) szerint a Tp-1(g)(xo) €rintShalmaz most al-
tér, ezért az érintShalmaz 2.2.3] allitasbeli ekvivalens definiciGja szerint ez azt jelen-
ti, hogy 3 r: R — R™ a 0 pontban kisrendii fiiggvény, tehdt amelyre r(0) = 0, és
lim, %r(l) =0y, hogy

VA ER esetén x+Av+r(d) e F1(0).
Legyen ¢ : R — R az a fiiggvény, amelyre ¥V A € R esetén
?(A) = folxo+Av+r(2)).

Mivel egyrészt az xy pont a 1} feladat megolddsa, azaz az f| F-1(0) figgvény mi-
nimumhelye, masrészt ¥ A € R esetén xo +Av+r(1) € F~1(0), ezérta A = 0 pont
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a ¢ : R — R fiiggvény minimumbhelye, igy a széls6érték sziikséges feltétele szerint

¢'(0) = 0. Ez az el8z8ek szerint a ldncszabély alapjén azt jelenti, hogy
0 = ¢'0)
fo (xo+0v+7(0))

[fo(x0)]v.
Ezek szerint v € ker f{(xo) , amivel belattuk, hogy

d
d—l(xo +Av+r(Au))|r—o

ker F'(xg) C ker f}(x0) -

2. 1épés: A multiplikator-szabalyok leolvasdsa. Az annullatortétel szerint
(kerF'(x0)) " = im[F’ (xo)]*,
ezért a (3.3) tartalmazés szerint
folo) € imlF'(x0)]",
ami azt jelenti, hogy 37 € Y*, hogy
folxo) = —[F'(xo)]*1, azaz fj(xp)+ [F'(x0)]*] = Ox- .
A[B.I.T]] megjegyzés 1. pontja miatt ez pedig azt jelenti, hogy
L (x0,0) = Ao~ f(x0) + [F' (x0)]"1 = Ox- .

Tovabbd mivel F(xg) = Oy, ezért az megjegyzés 2. pontja értelmében

hZL(x,1)=F(xy) =0y.

Emiatt
Z"(x0,1) = (0x-,0y). O

3.2. Egyenlotlenséggel korlatozott feltételes
széls6érték-feladat

3.2.1. Definicié. Legyen X egyelGre tetszSleges halmaz, D C X adott részhalmaz,
Vi=0,1,...,mesetén f;: D — R adott fliggvény. A kovetkezd feladatot egyenlitlen-

s

séggel korldtozott feltételes szélsdérték-feladatmak nevezziik:

fo(x) — min (max)
Ji(x) 0., fu(x) <0 . (3.7
xeD

Az fy fiiggvényt a feladat célfiiggvényének nevezzik.
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A feladat feltételi halmaza vagy mas néven a lehetséges megolddsok halmaza:
m
{xeD : fi(x) <0,...,fm(x) <0} = ﬂfifl(R,).
i=1

A burkoléfiiggvény felhaszndldsdval a feltétel egyetlen egyenlStlenséggel is felirhato:

(\%) <0,
i=1

ez a felirds azonban nem egyszer(siti a megoldast.
A feladatot

1. simdnak nevezziik, ha (X, ||.||) valés normalt tér, D C X nyilt halmaz, valamint
Vi=0,1,....,mesetén f;: D — R differencialhaté fiiggvény.

2. konvexnek nevezzilk, ha (X,+,-) R feletti vektortér, D C X konvex halmaz, va-
lamint Vi=0,1,...,m esetén f; : D — R konvex fiiggvény,

Ez a feladat a linedris programozasi feladat ltaldnositasa, ezért matematikai programo-
zdsi feladatnak is szoktak nevezni, sima esetben sima programozdsi feladatnak, konvex
esetben pedig konvex programozdsi feladatnak.

3.2.2. Definicié. Egy xo € X pontot a (3.7) feladat (optimdlis) megolddsdnak nevez-
ziik, ha az fo\m:_n: R N, fi_] (R-) — R fiiggvény minimumbhelye (illetve ma-
ximumbhelye), azaz

(1) xo lehetséges megoldds, vagyis xo € (2, fi_] (R-),

@ Vv xent ffl(]R,) lehetséges megoldds esetén fy(xg) < fo(x) (illetve
fo(xo0) > fo(x)).

P

Mint az egyenl&ségekkel korldtozott feltételes szélséérték-feladatokat, az egyenlStlen-

P

ségekkel korldtozott feltételes szélsGérték-feladatot is igy oldjuk meg, hogy visszave-
zetjiik a feladatot a Lagrange-fiiggvénye feltétel nélkiili szElsGértékének a vizsgalatdra.

3.2.3. Definicié. A (3.7) feladat Lagrange-fiiggvénye az az £ : D x R™ — R fiiggvény,
amelyre Vx €D és V1= (Ay,...,A4y) € R™ esetén

L&) = LA A))
fo@) + Y, A fi(x).
i=1

Az 1= (Ay,...,hn) € R™ vektort Lagrange-multiplikdtornak nevezzik.
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Maximumfeladat esetén a feltételi rész hozzaadasa célszer(:

L) = LM, )
Jo(o)+ ). A fi(x).
i=1

Multiplikator-tétel a sima programozasi feladatra

3.2.4. Allitas (Fritz John-féle multiplikdtor-tétel). Legyen (X,|.||) valds normadilt tér,
D C X nyilt halmaz, legyen tovdbbd ¥ i =0,1,...,m esetén f; : D — R egy x9 € D
pontban differencidlhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy teljesiil még a kovetkezd regulari-
tdsi feltétel (constraint qualification): az

{fl0) €X" ¢ filxg) =0, i=1,...,m} CX*

folytonos linedris funkciondlok kiipfiiggetlenek.

Ha xo € D megolddsa az egyenldtlenséggel korldtozott feltételes szélsdérték-
feladatnak (a sima programozdsi feladatnak), akkor 31 = (A1,...,Ay) € R} nem-
negativ Lagrange-multiplikdtor, hogy

(a) 01%(xq,1) =0x~ (Euler-Lagrange-egyenlet), részletesen:
m
fo(xo) + Z Aif!(x0) = Ox+ ami azt jelenti, hogy:
i=1
—fo(xo) € con{f{(x0),.... fm(x0)}),
(b) Vi=1,...,m esetén A;- fi(xo) =0 (komplementaritdsi feltétel).

Bizonyitds. A bizonyitds sordn csak a minimumfeladatra szoritkozunk.
Vezessiik be a kovetkezd indexhalmazokat:

L = {i=1,....m: fi(xg) =0},

L = {i=1,....m: fi(xg) <0}.

A regularitdsi feltétel ezeket felhaszndlva tigy irhatd, hogy az
{filx) ex* sien} X

folytonos linedris funkcionélok kupfiiggetlenek. Ez a linedris funkciondlok kipfiigget-
lenségét jellemz6[2.3.22] 4llitds szerint azzal ekvivalens, hogy

A o))~ (R--) #0. (38)
i€l
Belatjuk, hogy
(1 xo)] ™' (R——) € [~ fo(x0)] T (R-). (3.9)

i€l

Legyen v € () [f/(x0)] "' (R__) tetszSleges vektor.
il



136 Szabé Imre, Kannai Zoltan: Az altalanos egyensulyelmélet matematikai eszkdzei

LegyenVi=0,1,...,m esetén ¢; : U; = R a 0 € R pont egy U; kornyezetén értelme-
zett fiiggvény, amelyre V A € U; esetén

@i(A) = fi(xo+Av).

Ekkor egyrészt
$i(0) = fi(x0),

masrészt mivel f; differencidlhatd xp-ban, ezért ¢; differencidlhaté 0-ban, és
@/(0) = [fi (xo)]v-
Legyen i € I} tetszleges. Mivel v € [f!(xo)] "' (R__), ezért
9i(0) = [£i (xo)Jv <0,
emiatt pedig 3 [0, &;) jobboldali kdrnyezet, hogy V A € (0, §;) esetén
fio+4v) = ¢i(4) < 9i(0) = fi(x0) = 0.
Legyen &' = rzgll? 8;. Ekkor Vi€ I} esetén V A € (0,8') pontban
filxo+Av) <0.
Legyen i € I, tetszbleges. Ekkor
¢i(0) = fi(x0) <0.

Mivel ¢; differencidlhaté 0-ban, ezért folytonos is 0-ban, emiatt pedig 3 (—&;, §;) kor-
nyezet, hogy V A € (—6;,8;) esetén

fixo+ Av) = @i(R) <0.
Legyen §" = milnﬁi. Ekkor Vi € I, esetén V A € (—8"”,8") pontban
1€h
filxo+Av) <O0.
Legyen 8 = min{&’,8"}, ekkor Vi=1,...,m esetén V A € (0,8) pontban
filxo+2v) <0,

ez pedig azt jelenti, hogy V A € [0,5) mellett xyo + Av lehetséges megoldds. Mivel x
megolddsa a feladatnak, ezért V A € [0,8) esetén

fo(xo) < folxo+2Av), azaz @o(0) < @o(4),
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ami azt jelenti, hogy a A =0 pont a ¢ fiiggvény jobboldali minimumbhelye. Mivel ¢y
differencidlhat6 O-ban, ezért

0< 90(0) = [fo(x0)]v, azaz [—fo(xo)]v <0,

tehat
ve [~ )] (R).

A (B8) és (B9) formuldk szerint teljesiilnek a homogén linedris egyenlStlenségekre
vonatkozd kovetkezménytétel élesitésének (2:3.17} allitds) feltételei, emiatt

—f{(x0) € con{f](xo) €X* : ich},
azaz Vi€ I} esetén 3 A; > 0 szdmok, hogy

foxo)+ Y Aifi (xo) = 0x- .

i€l

Legyen Vi€ I, esetén A; =0, ekkor
m
foxo)+ Y Aif! (xo) = O .
i=1

Ha i € I}, akkor fj(xp) =0, hapedig i € I, akkor A; =0, igy Vi=1,...,m esetén
A+ fi(xo) = 0. 0

3.2.5. Megjegyzés. Ahogy mar a bizonyitas sordn is emlitettiik, a tételbeli regularitdsi
feltétel, miszerint az

{filxo) X i=1,...,m, fi(xo) =0} C X"

folytonos linedris funkciondlok kupfiiggetlenek, a kovetkezd ekvivalens médon is meg-
fogalmazhat6 a linedris funkciondlok kipfiiggetlenségét jellemz5[2.3.22] llitds szerint:

N A '(®R-)#0,
{i: fi(xo)=0}
azaz részletesebben:

JveX, hogyVi=1,...,m, ha fi(x0) =0 = d,fi(xo) = [f](x)]v < 0.

3.2.6. Megjegyzés. 1. A Fritz John-féle multiplikator-tétel nagyon hasonlit a Lagrange-
féle multiplikator-tételre. A kiilonbség kozottiik tulajdonképpen csak annyi, hogy els-
szor is a regularitasi feltételben a feltételi fiiggvények derivaltjainak a linedris fiigget-
lensége helyett a joval gyengébb kupfiiggetlensége szerepel, tovdbba az éllitdsban a
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célfiiggvény derivéltjanak a —1-szerese nem a feltételi fiiggvények derivaltjainak a line-
aris burkdban, hanem a kiip-burkdban van, valamint a feltételi fiiggvények nulla voltit
a komplementaritési feltétel helyettesiti. Ez utobbi kissé megneheziti a Fritz John-féle
multiplikdtor-tétel alkalmazdsat a Lagrange-féle multiplikdtor-tételhez képest.

2. A (3.7) feladat Lagrange-fiiggvényének a definiciéjdban fontos, hogy a minimumfel-
adat esetén hozzdadjuk, maximumfeladat esetén pedig levonjuk a feltételi részt, mert a
multiplikdtorok nemnegativitdsa ezéltal biztosithato.

Multiplikator-tétel a sima és konvex programozasi feladatra

Ha a célfiiggvényre feltessziik, hogy konvex (illetve konkdv), akkor csak a minimum-
feladat (illetve csak a maximumfeladat) relevans. Ebben a szakaszban konvexitasi felte-
véseket vizsgalunk, ezért az egyenlStlenséggel korlatozott feltételes szélsGérték-
feladatban csak minimumot kerestink:

fo(x) — min
Ji(x) 0., fu(x) <0 . (3.10)
xeD

Ha a feladatban szerepld fiiggvények mindegyike konvex és differencidlhatd, akkor a
Fritz John-féle multiplikdtor-tételben a megolddsra vonatkoz6 sziikséges feltételek egy-
ben elégségesek is. Ebben az esetben a Fritz John-tételbeli regularitdsi feltétel egy sok-
kal konnyebben ellendrizhetd feltétellel, a Slater-feltétellel helyettesithets. A kovetkezd
allitas a sima és egyben konvex programozasi feladatra vonatkozé multiplikator-tétel.

3.2.7. Allitas (Kuhn-Tucker-Fritz John-féle multiplikator-tétel). Legyen (X, ||.|) valés
normdlt tér, D C X nyilt, konvex halmaz, legyen tovdbbd ¥ i = 0,1,...,m esetén f;:
D — R konvex fiiggvény, amely egy xy € D pontban differencidlhato fiiggvény. Tegyiik
fel, hogy teljesiil még a kovetkezd regularitdsi feltétel (constraint qualification), amit
Slater-feltételnek is neveznek:

3xeD, amelyreVi=1,...,mesetén f;j(X) <0.
Egy xo € D vektor pontosan akkor megolddsa az egyenlétlenséggel korldtozott (3.10)
feltételes szélsdérték-feladatnak, pontosabban a sima és konvex programozdsi feladat-
nak, ha 31=(A1,...,An) € R} nemnegativ Lagrange-multiplikdtor, hogy
(a) 01.ZL(xg,l) =0x~ (Euler-Lagrange-egyenlet), részletesen:
m
folxo) + Z Aif! (x0) = Ox+ mdsképpen megfogalmazva:
i=1
—fo(xo0) € con{f{(x0),-.., fm(x0)}),

(b) Vi=1,...,m esetén A;- fi(xo) =0 (komplementaritdsi feltétel).



3. fejezet: Feltételes szélsbérték-feladatok, multiplikator-tételek II. 139

Az (a), (b) feltételek a kovetkezd nyeregponti alakban is megfogalmazhatok:

min.Z(x,1) = £ (x¢,1) = max £ (xg,s).
min.# (x,1) (x0,1) max (x0,5)
Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy az (a) feltétel, az Euler-Lagrange-egyenlet a
nyeregpont 1. egyenlGségével, a (b) feltétel, a komplementaritas pedig a nyeregpont 2.
egyenldségével ekvivalens.

Mibvel feltettiik, hogy Vi=0,1,...,m esetén az f; : D — R fliggvény konvex, ezért a
feladat Lagrange-fiiggvénye az x véltozdjaban konvex, azaz az

m
L) =fo+Y Ai-fi:D—R
i=1
fiiggvény konvex. Ekkor az (a) feltétel, az Euler-Lagrange-egyenlet, miszerint

01Z(x0,1) = Ogixn, azaz a Lagrange-fiiggvény derivdltja az xo pontban Ogix., azzal
ekvivalens, hogy xp a Lagrange-fiiggvény minimumhelye:

min.Z (x,l) = L (xg,l), azaz VYxeD esetén ZL(xg,l) < L(x,1).

xeD
A (b) feltétel, a komplementaritdsi feltétel, miszerint Vi=1,...,m esetén A; - fi(xp) =
0 pedig azzal ekvivalens, hogy V s = (07,...,0,) € R mellett Vi=1,...,m esetén

Ai- fi(xo) =0>0;- fi(xo), azaz

L(x0,1) = folxo) + f‘, i fi(x0) = fo(xo0) < fo(xo) + i oi- filxog) = ZL(x0,s),
i=1 i=1

masként irva

Z(xp,1) = min Z(xo,s).
seR™

Térjiink most a 1ényegi rész bizonyitdsara.

Sziikségesség: Beldtjuk, hogy a Slater-feltételbd] kovetkezik a[3.2.4] dllitdsban megkd-
vetelt regularitdsi tulajdonsag, azaz belatjuk, hogy az

{filxo) eX* 1 i=1,...,m, fi(xo) =0} S X"

folytonos linedris funkciondlok kipfiiggetlenek.
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Indirekt médon tegyiik fel, hogy kip-osszefiiggéek. Bevezetve az
I={i=1,...,m : fi(xo) =0}

indexhalmazt, mint a fentiekben, ez azt jelenti, hogy 3 (A4; € Ry : i € I) nem mind
nulldbdl all6 véges nemnegativ egyiitthaté-sorozat, hogy

!
0=Y Aifl(x)= (Z%fi) (x0) -
i€l il

Mivel Vi=0,1,...,m esetén f;: D — R konvex fiiggvény, ezért a

Y Aifi:D—R

icl

fliggvény konvex, emiatt a derivaltja nulla voltabdl kovetkezik, hogy xp a minimumhe-
lye, amibdl a Slater-feltétel alapjan adédik, hogy

0=Y 4-0=Y Aifi(x) < Y Aifi(¥) <Y} 4:-0=0,
icl i€l icl i€l

ami ellentmond4s. Tehdt a mondott funkciondlok kiipfiiggetlenek. Ezek alapjan a Fritz-
John-tételbdl kdvetkezik az (a) és (b) feltétel.

Elégségesség: Lattuk, hogy az (a) feltétel, az Euler-Lagrange-egyenlet, azzal ekviva-
lens, hogy xo a Lagrange-fiiggvény minimumhelye:

VxeD esetén Z(xp,l) < ZL(x,1),

a (b) feltétel, a komplementaritdsi feltétel szerint pedig V i = 1,...,m esetén A; -
fi(x0) = 0. Ezek szerint V x € D lehetséges megoldés esetén

folxo) = fo(x0)+i/li~ﬁ(xo):$(x0,l)S.i”(x,l)
=1

m

Jo@)+ Y Ai- fi(x).
=

Mivel Vx € D lehetséges megoldds mellett Vi=1,...,m esetén f;(x) <0,ezért 4; >0
volta miatt

Ai- fi(x) <0.
Ezek alapjdn V x € D lehetséges megoldds esetén

folwo) < fol)+ Y- A i) < fol).
i=1

ami azt jelenti, hogy xo optimdlis megoldas. ]
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3.2.8. Megjegyzés. Ennek az dllitdsnak a linedris programozésbeli nyeregponttétel a
specidlis esete. Ugyanis: Tekintsiik a standard maximumfeladatot:

(€, x) — max
Ax<b , G.11)
0<x

a feladat Lagrange-fiiggvénye az az .% : R" x R” — R fiiggvény, amelyre V/ x € R" és
Vy=(M1,...,Mm) € R™ esetén

Mi- (@i x) = Bi) = (e.x) —y" Ax+ (1.b).

™=

,E,”(x,y) = <C7x> -

1

A tétel szerint egy xg € R" vektor pontosan akkor megoldésa a (3.11) standard maxi-
mumfeladatnak, ha 3 yg € R” nemnegativ Lagrange-multiplikdtor, hogy

max <<C7x> —ygAer(m-,b)) (c,x0) — Y4 Axo + {yo,b)

xeR%

= min ((C,x0> *yTAx0+<y,b>) :
yeRY

Tekintsiik a standard minimumfeladatot:

(y,b) — min
yTA>¢ , (3.12)
0<y

a feladat Lagrange-fiiggvénye az az .Z : R" x R™ — R fiiggvény, amelyre V y € R™
és Vx=(&,...,&) € R" esetén

Llxy) = b) + fléj (= {eag) = (b —y A+ {ex)
L

azaz a fenti fiiggvény, azzal a kiilonbséggel, hogy a valtozok és a Lagrange-
multiplikdtorok helyet cseréltek. A tétel szerint egy yg € R™ vektor pontosan akkor
megolddsa a fenti standard minimumfeladatnak, ha 3 xo € R nemnegativ
Lagrange-multiplikétor, hogy

max ((c,x) —ygAx—Q— (yo.,b>> = {c,x0) —ygAxo + (yo,b)
xeR1

. T

= min ((C,x0>*y Ax0+<y,b>) ~
yeRY

Mivel a nyeregponti feltétel sziikséges és elégséges, valamint a maximum- és mini-

mumfeladatra vonatkoz6 nyeregponti feltételek azonosak, ezért ezek szerint az xo € R”

vektor megolddsa a fenti (3.11) standard maximumfeladatnak, és az yo € R vektor
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megoldésa a fenti (3.12) standard minimumfeladatnak pontosan akkor, ha (xg,yo) €
R” x R™ nyeregpontja a feladatok kozos Lagrange-figgvényének:

max <(c,x> —ybAx+ (yo,b>) = {c,x0) — yo Axo + (yo,b)

xeR%

= min ((c,xo> —yTAxo + (y,b)) .

yeR™

Multiplikator-tétel a konvex programozasi feladatra

Az el6z6 szakaszban mar emlitettiik, hogy ha a célfiiggvényre feltessziik, hogy konvex
(illetve konkav), akkor csak a minimumfeladat (illetve csak a maximumfeladat) rele-
véans. Ebben az alfejezetben az egyendtlenséggel korlatozott feltételes szélsGérték-
feladat fiiggvényeire feltessziik, hogy konvexek, ezért csak a minimumfeladatra szorit-
kozunk. Tehét az egyenl6tlenségekkel korldtozott feltételes széls6érték-feladat,

azaz a
fo(x) = min

f1x) <0, fun(x) <O
xeD

feladat megoldasara konvex esetben, azaz a konvex programozasi feladat megolddsara
adunk sziikséges illetve elégséges feltételeket.

Az optimalitas geometriai feltétele

A tovdbbiakban az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a (3.10) feladat optimalis
értéke nulla, azaz ha az xo € D pont a (3.10) feladat megoldasa, akkor

Jo(xo) =0.
(A fo fiiggvény helyett tekintsiik az x — fo(x) — fo(xo) fiiggvényt.)
3.2.9. Megjegyzés. Vezessiik be a

fo

f= _fl :D— R™!

fm
jelolést, azaz ahol Vi=0,1,...,m esetén f; : D — R az f fiiggvény koordinatafiigg-
vénye.
Legyen tovabba

W= {y=M0M M) ER™ 1o <0,m1 <0,...,mn <0}
= R__xR™.

Lathat6, hogy a W C R™+! halmaz
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(1) konvex,

(2) intW =R™*! | fgy nemiires
3) W =R"™H,

@) 0¢w.

3.2.10. Allitas (az optimalitds geometriai feltétele). Egy xo € D ponta 1) feladatnak
pontosan akkor megolddsa, ha

(1) f(xo) € AW =R™ ! azaz f(xy) <0,
(2) f(D)NW =0.

Bizonyitds. Egy xo € D pont a (3.7) feladatnak pontosan akkor megolddsa, ha

egyrészt xo lehetséges megoldas, ami xp € D miatt azzal ekvivalens, hogy

fl(x()) S 07-~-7fm(x0) S 07 azaz (fl(x0)7~-~7fm(x0)) G RT7

ez pedig fo(xp) = 0 miatt azzal ekvivalens, hogy

F(x0) = (fo(x0), f1(x0), .- -, fm(x0)) € R,

ami éppen az (1) feltétel;

masrészt V x lehetséges megoldds esetén fy(xg) < fo(x), ami azzal ekvivalens, hogy
7 x lehetséges megoldds, amelyre fo(x) < fo(xo), ez pedig azt jelenti, hogy

PxeD, amelyre fi(x) <O0,...,fu(x) <0 és fo(x) < fo(xo) =0,
azaz
P xeD, amelyre f(x) €W, mésképpen Vx€ D, esetén f(x) ¢ W,
ezek szerint f(D)NW = 0, ami pedig éppen a (2) feltétel. O

3.2.11. Megjegyzés. A fenti allitds szerint, ha xy € D megoldésa a (3.7) feladatnak,
akkor
f(D)Nw =0.

A W halmaz konvex, ezért ha az f(D) halmaz is az volna, akkor a szeparicids tétel
szerint el lehetne vdlasztani &ket hipersikal. Mivel ez dltaldban nem 4ll fenn, ezért ha
haszndlni akarjuk a szepardciot, akkor konstrudlni kell egy olyan V halmazt, amelyre
teljesiil, hogy

(1) konvex,

(2) VAW =0,
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G) f(D)cv

3.2.12. Megjegyzés. A multiplikator-tétel bizonyitasiban a szeparicids tételt
allitast) fogjuk hasznalni, melynek sordn a feladat . : D x R™ — R Lagrange-
figgvényének egy mddositasat vizsgéljuk, nevezetesen azt a fiiggvényt, amelyre V x €
D és ¥V (29,0) = (Ag, Als-- -, Am) € R esetén

((R0,0), f(x)) Ao fo(x)+ A1 fr(x) + ...+ A - fin(x)
Ao fol(x +Zl filx

A Lagrange-fiiggvény ennek a fiiggvénynek a Ay = 1 helyen felvett értéke:
m
f(x,l) = <(1,l),f(X)>:f0(X)+lefl(X)
i=1

Ezekbdl kovetkezben a multiplikdtor-tétel bizonyitdsdban fontos lesz annak az igazo-
lasa, hogy A9 = 1. A Lagrange-féle és a Fritz John-féle multiplikator-tétel bizonyitdsa
sordn erre nem kellett kiilon kitérniink. Els6 1épésben tehat a multiplikdtor-tétel egy
gyengébb viltozatat igazoljuk.

3.2.13. Allitas (Karush-féle multiplikdtor-tétel). Legyen (X,4+,-) R feletti vektortér,
D C X konvex halmaz, legyen tovdbbd ¥ i = 0,1,...,m esetén f;: D — R konvex
fiiggvény.

Ha xy € D megolddsa az egyenlétlenségekkel korldtozott feltételes szél-
séérték-feladatnak (azaz a konvex programozdsi feladatmak), akkor 3 (Ag,1) =
(Ao ALy s Am) € Rﬂ“ \ {0} nemnegativ és nemnulla vektor (ami azt jelenti, hogy
a Ay, A, ..., A szdmok nemnegativak és nem mind nulldk), hogy

(1) {((Ao,1),f(x0)) = mm (A, 1), f(x)) (Kuhn-Tucker-feltétel), részletesen:

o+ foxo) + Y- A~ (o) = min (xo fol +fo, )
i=1

(2) Vi=1,...,m esetén A;- f;(xo) =0 (komplementaritdsi feltétel).

Bizonyitds. Legyen xo € D megoldésa a (3.7 feladatnak.
Elsé lépés: Konvexifikdcio. Legyen

W=R__xR".
a[3.2.9] megjegyzésbeli halmaz, tovdbbd a[3.2.11] megjegyzésbeli V halmaz legyen
V= f(D)+RH

Belatjuk, hogy az f(D) +R7! C R"+! halmaz
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(1) konvex,

@) (f(D)+RYTHNW =0,

(3) f(D)C (f(D)+RYT).
Ugyanis:

(1) (Ez éppen az f fiiggvény un. Ky Fan-konvexitdsa.) Legyenek y;, y» € f(D) +
R’frl tetszGlegesek, ekkor I x1, xp € D, vy, vy € R’}r'*l , hogy

yi=fx)+vi, y2=flx)+va, ezért flx) <y, f(x2) <y2.

Mivel az f fliggvény konvex, pontosabban minden koordindtafiiggvénye konvex, ezért
Yoy, op € Ry, o +0p =1 esetén

flon-xi+o-x2) <o flx)+on-flx).
A fentiek miatt ebbdl kovetkezik, hogy
flon -xi1+0n-x2) <ap-yr+a-ya,

ezért
o1 -y +ap-yr € f(D)+RYTL

(2) Indirekt médon tegyiik fel, hogy
3y=(0,11,-...1m) € (fD)+RETHNW,
ez azt jelenti, hogy egyrészt y € f(D) —HRﬁ“ ,azaz 3x € D, hogy
f(x) <y, azaz fo(x) <mo, filx) <M1, ooy fin(x) < N,
mdsrészt
yeW=R__xR"  azaz 19 <0= fo(xo), m <0, ,...,0m <0,

ezekbdl pedig
Jo(x) <mo < folxo), fi(x) <M <0, ..., fin(x) <M <0, azaz

Jo(x) < folxo), f1(x) <O, ..., fu(x) <0,
igy xo nem megoldésa az (3.7) feladatnak. Ez ellentmondas.

(3) Mivel 0 € R'ﬁ“ , ezért ez nyilvén teljesiil.
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Mdsodik lépés: Szepardcio. A fentiek szerint az
FD)+RT & W
R™*+1_beli diszjunkt, konvex halmazok, igy hipersikkal szétvdlaszthaték. Mivel
D) C (f(D)+R™1 ¢ cw =R"H,
+

ezért az
f(D) és R™!
halmazok szintén szétvdlaszthatok ugyanezen hipersikkal, ez azt jelenti, hogy
3 (A0,1) = (Ao, ALy- - Am) € RN {0} vektor és 3 o € R szdm, hogy
VyeR™! esetén ((Ag,1),y) < c,
Vyé€ f(D) esetén o < ((Ag,l),y), azaz
VxeD esetén a < ((A,!),f(x)).

Mivel a 3.2.10: allitas (1) feltétele szerint f(xp) € R"™!  valamint nyilvan f (xo0) €
f(D),ezért ((Ag,1), f(x0)) = o, eszerint a fenti egyenlStlenségek a kovetkezs alakiiak:

VyeR™ ! esetén ((Ag,1),y) < ((Ao,1), f(x0)), (3.13)
VxeD esetén ((Ag,1),f(x0)) < ((Ao,1), f(x)). (3.14)

Gondoljuk meg, hogy (Ag,!) > 0. Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 A; < 0, ekkor
lim <(2051)7 - ei) =

Oo——o0

de ¥V o < 0 esetén a-¢; € R™T! | ezért az (3.13) egyenlStlenség szerint

<(207l)7a'ei> < <(A(),l),f()€())>,

ami ellentmondas.

Harmadik lépés: A multiplikdtor-szabdlyok leolvasdsa.
(1) A (3T4) egyenlStlenség éppen azt allitja, hogy

{(%0,1), £ (x0)) = min ((A0,1), f(x)) -

(2) Elészoris Vi=1,...,m esetén A; >0 és f;(xo) <0, emiatt
Ai- fi(xp) <0.
Tovabbd a[3.2.10] 4llitds (1) pontja szerint

flxo) e R™H
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igy Vi=1,...,m esetén

F(00) = 3 iCx0) € = o), 130), - 3 Fi50) - i) € BT,

ezért a fenti (3.13) egyenlStlenség miatt

(o), £30) = 3 i) -€i) < (R0, 1), f (),

amibdl :
7§<(A'Ovl)7fl(x0) : €i> < 07 azaz A’i 'fi(X()) > 0.
Ez a fentivel egyiitt azt jelenti, hogy Vi=1,...,m esetén

Ai- fi(xg) =0. O

3.2.14. Allitas (Kuhn-Tucker-féle multiplikétor-tétel). Legyen (X,+,-) R feletti vek-
tortér, D C X konvex halmaz, legyen tovdbbd ¥ i=0,1,...,m esetén f;: D — R konvex
fiiggvény. Tegyiik fel, hogy teljesiil még a kiovetkezd regularitdsi feltétel (constraint qu-
alification), amit Slater-feltételnek is neveznek:

Jxe D, amelyreVi=1,...,mesetén f;(¥) <0.

Egy xo € D vektor pontosan akkor megolddsa megolddsa az egyenlétlenségekkel kor-
ldtozott (3.10) feltételes szélsGérték-feladatnak (a konvex programozdsi feladatnak), ha
Ii1=(A1,...,An) € R nemnegativ Lagrange-multiplikdtor, amelyre

(1) ZL(xo,1) :Iréilr)l.i” (x,1) (Kuhn-Tucker-feltétel), részletesen:
X

foso) + Y- A+ () = min (fo(x) B ~ﬁ(x)) :
i=1 i=1

(2) Vi=1,...,m esetén A;- fi(xo) = 0 (komplementaritdsi feltétel).
A fenti feltételek a kovetkezd nyeregponti alakban is megfogalmazhatok:

min.Z (x,1) = £ (xp,l) = max .Z(xq,s) -
min.% (x,1) = 2 (x,) max (x0,5)
Bizonyitds.  Sziikségesség: Az allitds azzal ekvivalens, hogy az el6z6 Karush-
féle multiplikdtor-tétel, a [3.2.13] 4llitds (1) és (2) feltételét kielégits (Ag,l) =
(Ao A1y Am) € ]Rﬂ“ \ {0} nemnegativ és nemnulla vektorok kozétt van olyan,
amelyben

Ao >0,

igy (alkalmas osztdssal) Ay = 1-nek vélaszthato.
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Indirekt médon tegyiik fel, hogy a regularitési feltétel teljesiilése esetén is a[3.2.13] 4l-
litas (1) és (2) feltételét kielégitd V (Ao,l) = (Ag,AL,. .., Am) € R’f’l \ {0} nemnegativ
és nemnulla vektorra az 4ll fenn, hogy

Ao =0.
Az (1) feltétel, a Kuhn-Tucker-feltétel azt jelenti, hogy V x € D esetén

<(A{),l),f()€0)> < <()‘07l)7f(x)>7

azaz részletesen:
Ao~ foxo)+ Y Ai- fi(xo) < Ao fo(x)+ Y Ai- fi(x).
i=1 i=1
Mivel A9 =0, ezért
Y i filxo) <Y A filx),
i=1 i=1

tovébbd a (2) komplementaritdsi feltétel szerint V i =1,...,m esetén A;- fi(xg) =0,
emiatt

m
0< Y A fix).
i=1
Legyen x € D lehetséges megoldds, ekkor Vi=1,...,m esetén fi(x) <0, igy A, >0

volta miatt

)Li fl(x) S 03
amibdl

m
Y i filx) <0.
i=1
Ez az el6z6ekkel egyiitt azt jelenti, hogy V x € D lehetséges megoldds esetén
m
Y i fi(x) =0.
i=1

Specidlisan a regularitdsi feltételbeli ¥ € D lehetséges megoldédsra is, amelyre V i =
1,...,m esetén f;(¥) < 0, szintén teljesiil, hogy

m
i=1
ez pedig csak dgy lehet, hogy Vi=1,...,m esetén A; =0, igy

(AOJ) = (10>117~-~7/1m) :07

ami ellentmondds. Tehét feltehets, hogy A9 = 1.
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Az (1) feltétel nyeregponti alakja csak az elsd egyenl6tlenséggel b6vebb, de ez volta-
képpen nyilvanvalé. Ugyanis, mivel Vi=1,...,m esetén fi(xp) <0, ezért felhaszndlva
a (2) komplementaritési feltételt, az adédik, hogy V (o1,...,0n,) € R’} esetén

Jo(xo) + i ;- filxo) < fo(xo) = fo(xo) + i Ai+ fi(xo).
‘ i=1

i=1

Elégségesség: Ha 31 = (A1,...,4,) € R'! nemnegativ Lagrange-multiplikétor, amely
kielégiti az (1), (2) feltételeket egy xo € D pontban, akkor V x € D esetén

fo(xo) = ZL(x0,1) < Z(x,1) = fo(x) + i A+ fi(x).
i=1

Legyen x € D tetszleges lehetséges megoldds, ekkor Vi=1,...,m esetén f;(x) <O,
igy A; > 0 miatt
A’i . fl (X) < 0 )

amibdl

m
Y A filx) <0.
i=1

Ezek szerint V x € D lehetséges megoldds esetén

Jo(xo0) < fo(x),
ami azt jelenti, hogy xo optimélis megoldas. g

3.2.15. Megjegyzés. A megjegyzésben littuk, hogy a linedris programozas nye-
regponttétele kovetkezik a Kuhn-Tucker-Fritz John-tételbdl. A fentiek alapjdn viszont
vildgos, hogy mar a Kuhn-Tucker-tételbdl is kovetkezik.

3.2.16. Allitas. A[3.2.14| dilitdsbeli regularitdsi feltétel (constraint qualification) mds
alakban is megfogalmazhato, nevezetesen a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

(a) 3 olyan X € D, amelyre Vi=1,..., m esetén f;(X) <O (Slater-feltétel).

(b) A feltételi halmazon ¥ i =1,...,m esetén az f; fiiggvény nem azonosan nulla,
azaz ¥V j=1,...,m esetén Ax; € D, amelyre Vi=1,...,m esetén

f,-(xj) §07 és fj(Xj) <0.

Bizonyitds. (a) = (b): Nyilvanvalé. Ugyanis mivel az ¥ € D pontban Vi=1,...,m
esetén fj(¥) <0, ezért f; nem azonosan nulla a feltételi halmazon.
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(b) = (a): Ha teljesiil az (b) feltétel, akkor V j = 1,...,m esetén 3 x; € D, amelyre
Vi=1,...,m esetén

filxj) <0, és fi(x;) <0,

ezért

ﬁ L

= m
Mivel Vi=1,...,m esetén a f; fliggvény konvex, ezért az ¥ = ] | xj pontra

n 1 m 1

@ =fi Y =% | <Y —filxj) <0

= j=1

igy Vi=1,...,m esetén
fi(®) <0. O

Multiplikator-tétel a sima és konvex programozasi feladatra

Ha a feladatban szerepld fliggvényekrdl feltessziik, hogy még differencidlhatok is, ak-
kor a Kuhn-Tucker-féle multiplikdtor-tételnek természetes kovetkezményeként kap-
juk a sima és egyben konvex programozdsi feladatra vonatkozé Kuhn-Tucker-Fritz
John-féle multiplikdtor-tételt, amit méar egyszer bebizonyitottunk a Fritz John-féle
multiplikator-tétel kovetkezményeként. Lassuk tehdt djra a[3.2.7] 4llitast.

3.2.17. Allitas (Kuhn-Tucker-Fritz John-féle multiplikétor-tétel). Legyen (X, ||.||) va-
16s normdlt tér, D C X nyilt halmaz, legyen tovdbbd ¥ i=0,1,...,m esetén fi: D — R
konvex fiiggvény, amely egy xoy € D pontban differencidlhato. Tegyiik fel, hogy teljesiil
még a kovetkezd regularitdsi feltétel (constraint qualification), amit Slater-feltételnek is
neveznek:

3xeD, amelyreVi=1,...,mesetén f;(¥) <0.
Egy xo € D vektor pontosan akkor megolddsa az egyenlétlenségekkel korldtozott
13.7) feltételes szélséérték-feladamak (a sima programozdsi feladatnak), ha 3 1 =
(Ms-.., Am) € R nemnegativ Lagrange-multiplikdtor, hogy
(1) 01Z(x0,1) =0x~ (Euler-Lagrange-egyenlet), részletesen:
m
folxo) + Z Aif! (xo) = Ox+, mdsképpen megfogalmazva:
—fo(x0) € con{f{(x0), ..., fu(x0)}).

(2) Vi=1,...,m esetén A;- fi(xo) =0 (komplementaritdsi feltétel).



3. fejezet: Feltételes szélsbérték-feladatok, multiplikator-tételek II. 151

Bizonyitds. Mivel feltettik, hogy V i =0,1,...,m esetén az f; : D — R fuggvény
konvex, ezért a feladat Lagrange-fiiggvénye az els6 véltozdjdban konvex, azaz az

Z(.,l):fo+ili~ﬁ:D—>R
i=1

fliggvény konvex. Ezért az (1) Euler-Lagrange-egyenlet, miszerint
1L (xp,1) = 0x-~,

azzal ekvivalens, hogy
Z(x0,l =min.Z(x,1).
xeD

Ezért az dllitas adédik a Kuhn-Tucker-multiplikdtor-tételbdl (3.2.14] allitds). O

Multiplikator-tétel a konvex programozasi feladatra,
szubderivalt alak

3.2.18. Megjegyzés. Ismert, hogy egy konvex fiiggvénynek egy pontban pontosan ak-
kor van minimuma, ha a nulla linedris funkciondl eleme az ehhez a ponthoz tartozé
szubderivaltjdnak. Ez a tény médot ad arra, hogy a fenti (3.10)

So(x) — min
fi(x) <0,..., fin(x) <0
xeD

konvex programozasi feladatra vonatkozé eredményeket a szubderivalt segitségével is
megfogalmazzuk.

Ebben az esetben még arra is lehetdségiink nyilik, hogy az x € D korlatozas teljesii-
1ésére is feltételt adjunk. Ehhez mddositsuk tgy a feladat Lagrange-fiiggvényét, hogy
hozzdadjuk a D halmaz Jp indikdtorfiiggvényét.

3.2.19. Definicié. A (3.7) feladat mddositott Lagrange-fiiggvénye az az £p : X x
R™ — R fiiggvény, amely az eredeti Lagrange fiiggvény és a D halmaz indikatorfiigg-
vényének az Osszege, azaz amelyre Vx € X és VI=(Aq,...,4y) € R™ esetén

z(x7 (llvvz’m))+6D(x)
fO(x)+ll 'fl(x)+-~-+)tm 'fm(x)+5D(X)

m

Jo(x)+ Y A« fi(x) + p(x).
=

Lp(x, (A1, Am))

3.2.20. Allitas (Kuhn-Tucker-féle multiplikdtor-tétel, szubderivalt alak). Legyen
(X, \I.Il) valdés normdlt tér, D C X konvex halmaz, legyen ¥ i =0,1,...,m esetén
fi : D— R konvex fiiggvény, amelyek mindegyike folytonos legaldbb egy % € D pontban.
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Tegyiik fel, hogy teljesiil még a kdvetkezd regularitdsi feltétel (constraint qualification),
amit Slater-feltételnek is neveznek:

3xeD, amelyreVi=1,...,mesetén f;(X) <0.

Egy xyg € X vektor pontosan akkor megolddsa az egyenldtlenségekkel korldtozott
(3.10)) feltételes szélséérték-feladatmak (a konvex programozdsi feladatnak), ha 31 =
(M- .o, Am) € RY nemnegativ Lagrange-multiplikdtor, amelyre

(1) Ox+ € 01.%p(x0,1) (Kuhn-Tucker-feltétel), részletesen:

Ox- € dfo(x0) + Y A9 fi(x0) + Np(x0),
i=0

(2) Vi=1,...,m esetén A;- fi(xo) =0 (komplementaritdsi feltétel).

Bizonyitds. A Kuhn-Tucker-tétel (3.2.20] 4llitds) szerint egy xo € D vektor pontosan
akkor megoldédsa a . ) konvex programozasi feladatnak, ha 3 / € R nemnegativ
Lagrange-multiplikdtor, amelyre

(1) Z(xp,1) = mingep L (x,1) (Kuhn-Tucker-feltétel),
(2) Vi=1,...,mesetén A;- fi(xo) = 0 (komplementaritasi feltétel).

Emiatt egy xo € X vektor pontosan akkor megoldédsa a (3.7)) konvex programozasi
feladatnak, ha egyrészt xy € D, ami azzal ekvivalens, hogy 6p(xg) = 0, masrészt tel-

jesiilnek az el6z6 feltételek. A Kuhn-Tucker-feltétel az indikatorfiiggvény definicidja
szerint azzal ekvivalens, hogy

Z(x0,1) + 6p(xg) = min.Z(x,1) + 6p(xg), azaz Lp(xg,l) = min.Lp(x,1).
xeX x€D

Mivel Vi=0,1,...,m eseténa f;: D — R fiiggvény konvex, tovabbd a D C X halmaz
konvexitdsa miatta 8p : X — R indikétorfiiggvény is konvex, ezért az .Zp(.,1) : D — R
Lagrange-fiiggvény is konvex, emiatt pedig a Kuhn-Tucker-feltétel azzal ekvivalens,
hogy
Oy € alfA (X(),l) .

Mivel Vi=0,1,...,m esetén az f;: X — R fiiggvény folytonos ugyanazon £ € D C X
pontban, tovabba £ € Dom dp, azaz az indikétorfiiggvény effektivitdsi tartoméanyanak
is pontja, ezért a Moreau-Rockafellar-tétel szerint

91%p(x0,1) (Zlfz (x0) + 8p(x0) ) Zlafz (x0) +98p(x0),
i=0 i=0
amibdl kovetkezik, hogy

Oy: € Zlafz (x0) +96p(x0) Zﬂu?fz (x0) +Np(xo) - O
i=0 i=l
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Multiplikator-tétel a sima programozasi feladatra
a szeparacios tétel felhasznalasaval

Ebben az alfejezetben az egyenlStlenséggel korldtozott feltételes szélsoérték-
feladat, azaz a

fo(x) — min (max)

Fi(5) S0, funlx) <O

xeD
feladat megoldasédra sima esetben, azaz a sima programozasi feladat megolddsara vo-
natkozé Fritz John-féle multiplikatortételt a Kuhn-Tucker-féle multiplikator-tétel bizo-
nyitdsdval analég mddon, a szepardcids tétellel bizonyitjuk. Ugyanigy, mint a Kuhn-
Tucker-féle multiplikdtor-tételnél, elsé 1épésben csak egy gyengébb véltozatot igazo-
lunk. Itt is €éljiink [3.2.9] megjegyzésbeli jelcléssel:

fo
fi

:D — R

S
ahol Vi=0,1,...,m esetén f; : D — R az f fiiggvény koordinatafiiggvénye.
3.2.21. Allitas (Fritz John-féle multiplikétor-tétel, gyenge valtozat). Legyen (X,]|.||)
valds normadlt tér, D C X nyilt halmaz, tovdbbd legyen ¥ i=0,1,...,m esetén f;:D —
R egy xo € D pontban differencidlhato fiiggvény.
Ha xy € D megolddsa a egyenldtlenségekkel korldtozott feltételes szélsoérték-
feladatnak, akkor 3 (Ag,1) = (Ag,A1,-- -, Am) € R'ﬁ“ \ {0} nemnegativ és nemnulla

vektor (ami azt jelenti, hogy a Ay, A, ..., Ay szdmok nemnegativak és nem mind nul-
ldk), hogy

(1) {(0,1), ()Y (x0) = O0x+ (Euler-Lagrange-egyenlet), részletesen:
m
Ao~ folxo)+ Y Ai- fi(x0) = Ox-,
i=1
(2) Vi=1,...,m esetén A;- fi(xo) =0 (komplementaritdsi feltétel).

Bizonyitds. A bizonyitds sordn csak a minimumfeladatra szoritkozunk.
FeltehetS, hogy a D nyilt halmaz konvex, ugyanis vehetS helyette az xy pont egy D
halmazba esd nyilt gombi kornyezete.

Elsd lépés: Konvexifikdcio. Legyen
W=R__xR".
a[3.2.9] megjegyzésbeli halmaz, tovibbd a[3.2.11] megjegyzésbeli V halmaz legyen
V = f(x0) + f'(x0) (D —xo) -
Beldtjuk, hogy a V = f(xo) + f'(x0)(D — xo) € R™+! halmaz
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(1) konvex,
() VNintW =0, azaz (f(x0)+f (x0)(D—x0)) "R = 0.

Ugyanis:
(1) Az f(xp) + f'(x0)(D — x9) € R™*! halmaz egy konvex halmaz affin képe, ezért
konvex.

(2) Mivel az f : D — R™*! fiiggvény differencialhaté az xo € D pontban, ezért 3 g :
D — R™! xp-ban folytonos, g(xg) =0, igy lim, .y, ¢(x) = 0 tulajdonsdgd fiiggvény,
hogy V x € D esetén

f(x) = f(x0) + £ (x0) (x — x0) +g(x) - [x — x| .
A tovabbiakban, a pont bizonyitdsa sordn, az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy
x0 = 0x.
Ekkor a fenti egyenlGség szerint ¥V x € D esetén
Fx) = £(0x) + ' (0x) (x) +q(x) - [|x] - (3.15)
Indirekt médon tegyiik f6l, hogy

(f(x0) + f (x0)(D—x0)) NintW # @, azaz
(f(0x) + £'(0x) (D)) NR™! £0, azaz
Jx €D, hogy f(0x)+f (0x)(x) < Opmi .

Mivel lim g(ax) =0, ezért 3 o € (0,1), hogy
a—0

F(0x) + f'(0x) (x) + g(ax) - [lx]| < 0.
Mivel o > 0, ezért
a(f(0x) + f'(0x) (x) +g(ax) - [x]|) <0, azaz
af(0x) + f'(0x)(ax) +g(ax) - [ox]| <0,

mivel pedig a[3.2.10| 4llitds (1) pontja szerint f(0x) € R™*! | ezért a fenti o € (0,1)
esetén f(0x) < af(0x), igy az el6zGek szerint

£(0x) + f'(0x) (ax) + g (o) - [|eex]| < 0.
Mivel a D halmaz konvex, ezért ax € D, ekkor (@) szerint
flax) = f(0x) + f'(0x) (ax) + g (o) - || e[
ezért a fentiek alapjan
flox) <0, azaz f(ax) € intW CW,

de a|3.2.10} 4llitds (2) feltétele szerint f(D)NW = @, ami ellentmondas.
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Mdsodik lépés: Szepardcio. A fentiek szerint
o)+ £ (x0)(D—x0) és intw =R"F!

R beli diszjunkt konvex halmazok, ezért hipersikkal szétvélaszthatdk, igy az
f(x0)+ f (x0)(D—x0) és clW =R"T!

halmazok szintén szétvdlaszthatok ugyanezen hipersikkal, ez azt jelenti, hogy
3 (Ao, ) = (Ao Ay ey Am) ERMHL (29, 1) #£0, és o € R, hogy

VyeR™! esetén ((Ag,1),y) <,
Vy € f(x0) + f'(x0)(D—x0) esetén ((Ao,l),y) > o, azaz
VxeD esetén ((Ag,1),f(x0) + f'(x0)(x—x0)) > .

Mivel a|3.2.10} 4llitds (1) pontja szerint f(xg) € R”*! valamint nyilvan xo € D, ezért
o < ((A0,1), f(x0) + f'(x0) (x0 — x0)) = (A0, 1), f(x0)) < &,

ezért
<()L()7l)7f(x0)> =0,

eszerint a fenti egyenlStlenségek a kovetkezd alakuak:

VyeR™ ! esetén ((o,1),y) < ((A,1), f(x0)), (3.16)
VxeD esetén ((Ao,1),f(x0) + f(x0) (x —x0)) > ((A0,1), f(x0)), azaz
Vx €D esetén ((Ag,0),f (xo)(x—x)) >0. 3.17)

Nyilvan (Ag,!) > 0. Ugyanis indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 A; < 0, ekkor

lim <(}.(),l),a'€i> =9,

o——o00
ugyanakkor V o < 0 esetén o -e; € R+ igy a (3.16) egyenl6tlenség szerint

(o, 1), - ei) < ((A0,1), f(x0))

ami ellentmondas.

Harmadik lépés: A multiplikdtor-szabdlyok leolvasdsa.
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(1) Mivel D az x( pont kérnyezete, ezért 3 B(xp, ) C D, ekkor V x € B(0,6), azaz
V x+xp € B(xo,8) esetén —x—+xo € B(xg, 8) , ezért a fenti (3.17) egyenlStlenség szerint

((R0,0), ' (x0) (x+2x0 —x0)) = ((A0,1), f' (x0) (x)) > 0,

valamint
<(%71)7f/(x0)(_x+x0 _x0)> = _<(%7Z)7f,(x0)(x)> > 07

ezért

0 = ((A,0),f (x0)(x))
(R0, A1, ), (1o (x0)] (x), [ (x0)] (), - - [ (%0)] (1))

f;ozi ()
= (o). [P (o))

ezigaz V x € B(0,8) esetén, ezért

((A0,1), £(1)) (x0) = Ox-, azaz Ay~ fy(xo) + in: i fi (x0) = Ox- .
i=0

(2) Mivel 0 € R ezért a (3.16) egyenldtlenség szerint
0= ((%,1),0) < ((%0,1), f(x0)) -
Mivel pedig (Ag,/) > 0, tovabbd a[3.2.10} 4llitds (1) pontja szerint f(xq) € R”! ezért

0= ((A0,0),f(x0))

ami a fentiekkel egyiitt azt jelenti, hogy
m
0= ((A0,1),f(x0)) = ¥ Aifi(xo).
i=0

Tovabba (Ag,1) >0,és Vi=1,...,m esetén f;(xp) <0, emiatt
Ai- fi(xo) <0,
ezekbdl pedig kovetkezik, hogy Vi=1,...,m esetén
i+ fi(x0) =0. O

3.2.22. Allitas (Fritz John-féle multiplikator-tétel). Legyen (X,||.||) valds normdlt tér,
D C X nyilt halmaz, legyen tovdbbd ¥ i =0,1,...,m esetén f; : D — R egy x9 € D
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pontban differencidlhatd fiiggvény. Tegyiik fel, hogy teljesiil még a kovetkezd regulari-
tdsi feltétel (constraint qualification): az

{fl(xo) €X* 1 i=1,....,m, fi(xg) =0} CX*

folytonos linedris funkciondlok kiipfiiggetlenek.

Ha xy € D megolddsa a egyenldtlenségekkel korldtozott feltételes szélséérték-
feladatnak (a sima programozdsi feladatnak), akkor 31 = (A1,...,Ay) € R nemne-
gativ Lagrange-multiplikdtor, hogy

(1) 1 ZL(x0,(A1,-..Am)) =0x+ (Euler-Lagrange-egyenlet), részletesen:
m
folxo) + Z Aif!(x0) = Ox+ ami azt jelenti, hogy:
i=1
—folxo) € con{fi(x0),-.. fn(x0)}).
(2) Yi=1,...,m esetén A;- fi(xo) =0 (komplementaritdsi feltétel).

Bizonyitds. A bizonyitds sordn csak a minimumfeladatra szoritkozunk.
Az dllitas ekvivalens azzal, hogy a[3.2.21] dllitas (1) és (2) feltételét kielégits (Ag,/) =
(X0, A1, - A) € RN\ L0} nemnulla vektorok kozott van olyan, amelyben

Ao >0,

igy Ay = 1-nek vdlaszthaté. Az aldbbiakban ezt bizonyitjuk be.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy a regularitési feltétel teljesiilése esetén is a[3.2.21] 4l-
litds (1) és (2) feltételét kielégits V (Ao, l) = (Ag,A1,. .., Am) € RT“ \ {0} nemnegativ
és nemnulla vektorra az all fenn, hogy

Ao =0.

Ebben az esetben az (1) Euler-Lagrange-egyenlet a kovetkez6 alak:

Ox- = Y Aif! (x0) = Y Aif! (x0).
i=0 i=1

L={i=1,...,m: fi(xo) =0} és L={i=1,....,m : fi(xo) <0}.

A (2) komplementaritési feltétel szerint, ha i € I, azaz f;(xg) <0, akkor A; =0, ezért
a fenti egyenl8ség a kovetkezdképpen irhaté:

Y Aifi(xo) = Ox- . (3.18)

i€l
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A regularitasi feltétel pedig tigy fogalmazhaté meg, hogy az
{fl(x) eX* :ieh}CX*

folytonos linedris funkciondlok kipfiiggetlenek, ez a linedris funkcionalok kipfiigget-
lenségét jellemz§[2.3.22] 4llitds szerint azzal ekvivalens, hogy

ﬂ [fl',(X())]71 (R**) 7é 07
iel

azaz
JveX, hogyViel esetén [f](xp)]v<O.

A (3T8) egyenlSség miatt erre a v € X vektorra is

¥ Aif (o) v = 0.

i€l

Mivel V i€ I esetén [f](xp)]v < 0, valamint (Ag,l) > 0, ezért V i € I; esetén
Ai - [f] (x0)]v < 0, igy a fenti egyenlSségben nempozitiv szdmokat adunk Ossze, emi-
att viszont V i € Iy esetén A; - [f!(xo)]v = 0. Ujra felhaszndlva, hogy V i € I; esetén
[f!(x0)]v < 0, kapjuk, hogy A; = 0. Ezek szerint

Vi=0,1,...,m esetén A; =0, azaz (A9,l)=0,

ami ellentmondas. O



IV.

HALMAZERTEKU LEKEPEZESEK

o
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Az (X,1x) és (Y,1y) topologikus terek kozotti f: X — Y fiiggvényt egy a € X pont-
ban kozismerten akkor neveziink folytonosnak, ha

az f(a) pont VV € 1y (f(a)) kornyezetéhez 3 U € 1x(a) kornyezete az a pont-
nak, hogy Vx € U esetén f(x) €V,

vagy ezzel ekvivalens médon:

V G € 1y nyilt halmaz esetén, amelyre f(a) € G, 3U € 1x(a) kornyezete az a
pontnak, hogy V x € U esetén f(x) € G.

Ennek az anal6gidjaraegy F : X — Z2(Y) halmazértéki leképezés folytonossdgdra egy
a € X pontban tobbféle értelmezés is adédik:

(a) ¥V G € 1y nyilt halmaz esetén, amelyre F(a)NG # 0, 3 U € 1x(a) kornyezete
az a pontnak, hogy V x € U esetén F(x) NG # 0, illetve

(b) V G € 1y nyilt halmaz esetén, amelyre F(a) C G, 3U € tx(a) kornyezete az a
pontnak, hogy Vx € U esetén F(x) CG.

Kérdés, hogy tekinthets-e a fenti két értelmezés valamelyike valoban folytonossagnak,
azaz lehet-e az Y részhalmazain olyan topolégiat definidlni, amely melletti folytonossag
éppen a fentiek valamelyikét adja.

Ismert tovdbbd, hogy az tigynevezett 4tviteli elv szerint az (X,dx) és (Y,dy) metrikus
terek kozotti f: X — Y fiiggvény egy a € X pontban pontosan akkor folytonos, ha

Y (xn) X-beli limx, = a sorozat esetén lim f(x,) = f(a).

Ennek az analégidjdraegy F : X — 22(Y) halmazértékii leképezés folytonossdgara egy

a € X pontban sorozatokkal a kovetkezd értelmezés adédik:

(a) Y (x,) X-beli limx, = a tulajdonsdgi sorozat, valamint b € F(a) esetén 3y, €
F(x,) sorozat, amelyre limy, = b,

illetve egy masik lehetség a zartgrafisdggal val6 analdgia:

(b) ¥ (xn) X-beli limx, = a tulajdonsdgt sorozat, valamint y, € F(x,), limy, =b
sorozat esetén b € F(a).

Kérdés, hogy tekinthetd-e ezen értelmezések valamelyike valoban folytonossagnak, to-
vabba ekvivalens-e a fenti feltételek egyikével valamilyen feltétel mellett.
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4.1. Részhalmazrendszerek topologizalasa

Az aldbbiakban a halmazértéki leképezések természetes folytonossdgi fogalmait ve-
zetjiik be. Ebbdl a célbdl egy X topologikus tér részhalmazainak a &?(X) rendszerén
szeretnénk topoldgidkat definidlni. Topoldgia megaddsdra sok lehetdség van, hiszen a
,topolégidnak lenni” burokképz6 tulajdonsag, ezért a & (X) részhalmazai tetszGleges
rendszerének metszetzart és felszall6 burka general egy topoldgiat. Emiatt a kovetkezd
topoldgidkat egy bazisukkal vagy egy szubbazisukkal adjuk meg.

Vietoris- és zart-konvergencia-topolégiak

Az aldbbiakban legyen (X, T) topologikus tér.

4.1.1. Jelolés. Mint szokdsos, jelolje az X halmaz részhalmazainak az Osszességét
P(X), illetve roviden Z7; zért részhalmazainak az Gsszességét F (X), illetve rovi-
den Z ; nyilt részhalmazainak az 9sszességét 4 (X), illetve roviden ¥ ; ezek szerint
¢ = 1, végiil kompakt részhalmazainak az 6sszességét % (X), illetve roviden 7.

Az X halmaz részhalmazainak egy o7 C #?(X) rendszere esetén V H C X halmaz mel-
lett jelolje

gy = {Aed : ANH#0},

M = {Acod ANH=0={Ac o/ ACH}=o/ \y.

Szavakban: Az oy az </ azon elemeinek a Osszességét jelenti, amelyek metszik a H
halmazt. Az /¥ pedig az <7 azon elemeinek az Ssszességét jelenti, amelyek diszjunk-
tak a H halmazt6l, masképpen mondva, azon elemeinek az 6sszességét, amelyek részei
a H halmaz komplementumanak.

Vietoris-topologiak

Az aldbbi topoldgidk a leggyakrabban hasznaltak k6zé tartoznak. Elsé bevezet&jiikrdl
[21] Vietoris-topolégidknak fogjuk Sket nevezni, de haszndlatos még az exponencidlis
topoldgia elnevezés is. Az elsd részletes és mdig erdsen hivatkozott tirgyalds E. Michael
dolgozataban taldlhat6 [18].

A tovébbiakban egy 7 topoldgia egy bézisdra a B szimbdlumot, mig egy szubbazi-
sdra a o szimbdlumot fogjuk haszndlni.

4.1.2. Definici6 (als6-Vietoris-topoldgia). Az X-beli részhalmazok 2 (X) = & dsszes-
ségén also-Vietoris-topologidnak, roviden a-V-topoldgidnak nevezzik azt a t,_y C
P(P(X)) topolbgiat, amelynek egy szubbazisa
Oy—y = {(@G : Geg}
= {{CeZ :CNG#0} : Ge¥}
{Z\{Ce P : CCF}: FeZF} C 2(2(X)).
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4.1.3. Megjegyzés. 1.E halmazrendszerek 6sszessége nem metszetzart, a topoldgidnak
egy bdzisa:
{9(;] ﬂ...ﬂ:@gn : G,...,.G, €9, nGN}

2. Egy A € & halmaz egy 7,_y-szubbdziskornyezete egy olyan & halmazrendszer,
amelyre G € 4, A € #, részletesebben

{Ce? : CNG#0}, ahol GEY, ANG #0.

3.Egy A € & halmaz egy 7,_v-bdziskornyezete egy olyan g, N...N Fg, halmaz-
rendszer, amelyre Gy,...,G, €9, A€ P N...NFg, , részletesebben

{Ce P : CNGy,...,CNGy #0}, ahol Gy,...,Gy €9, ANGy,...,ANG, £ 0.
4.1.4. Definicié (felsd-Vietoris-topoldgia). Az X-beli részhalmazok Z(X) = &

Osszességén felsd-Vietoris-topologidnak, roviden f-V-topologidnak nevezzik azt a
Tr_y € P(Z(X)) topoldgiat, amelynek egy bazisa
Brv = {2 :Fe7}
= {{CeZ :CNF=0}:FeZF}
{{CeZ :CCG}: Ge¥} C Z(2(X)).
4.1.5. Megjegyzés. 1. E halmazrendszerek Osszessége metszetzart, ugyanis lathato,

hogy V Fy, F, € F esetén 251 N = FYF  valamint Fy UF, € % . Ezért Br—v
bazis, és nem csak szubbazis.

2. Egy A € & halmaz egy T;_y-bdziskornyezete egy olyan P halmazrendszer,
amelyre F € F, A € PF , részletesebben

{Ce P : CNF=0}, aholF € #, ANF =0, masként
{CeP : CCG), ahol GEY, ACG.

4.1.6. Definicio (Vietoris-topolégia). Az X-beli részhalmazok &2 (X) = & 6sszességén
az alsé-Vietoris-topoldgia szubbdzisa és a fels6-Vietoris-topoldgia bdzisa 4ltal egyiitte-
sen generalt topoldgiat Vietoris-topoldgianak, roviden V-topoldgidnak nevezziik.

Zartkonvergencia-topologiak

4.1.7. Definici6 (alsé- és felsé-zartkonvergencia-topoldgia). 1. Az alsé-zdrtkonvergen-
cia-topologia, roviden a-ZK-topologia megegyezik az alsd-Vietoris-topoldgidval.

2. Az X-beli részhalmazok & (X) = & Osszességén felsd-zdrtkonvergencia-topoldgid-
nak, roviden f-ZK-topoldgidnak nevezziik azt a ty_y C & (2 (X)) topolégiét, amely-
nek egy bazisa

BffzK = {WK : Kex'}
{{CeZ :CNK=0} : Ke.x}.
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4.1.8. Megjegyzés. 1.E halmazrendszerek dsszessége metszetzart, ugyanis V Ky, K €
K esetén 22K N 2K = KiVKe yalamint K UK, € % . Ezért By—v bazis, és nem
csak szubbazis.

2. Egy A € & halmaz egy Ty_zg-bdziskornyezete egy olyan 2K halmazrendszer,
amelyre K € JZ, A € PK | részletesebben

{CeZ : CNK=0}, aholK e ', ANK =0.

4.1.9. Definicié (zart-konvergencia-topolégia). Az X-beli részhalmazok Z(X) =
P Osszességén az als6-Vietoris-topoldgia szubbézisa és a felsG-zartkonvergencia-
topoldgia bazisa altal egyiittesen generalt topoldgiat zartkonvergencia-topoldgidnak,
roviden ZK-topoldgidnak, masképpen Kuratowski-topoldgidnak nevezziik.

Hausdorff-topolégiak

Az aldbbiakban legyen (X,d) metrikus tér.

4.1.10. Definicié. Egy x € X pontnak egy A C X halmaztdl val6 tavolsdga:
da(x) = igg d(x,a).

Az A C X halmaztdl val6 tavolsdg fiiggvénye: dg : X — R.

4.1.11. Allitas. Tetszdleges A C X halmaz esetén a dy : X — R tdvolsdgfiiggvény
Lipschitz-folytonos o = 1 dllandéval:

Vx,y€X esetén |da(x)—da(y)| <d(x,y).

Bizonyitds. Legyen x, y € X és € > 0 tetszGleges, ekkor 3 a € A, hogy d(y,a) <
da(y) + €, ezért

da(x) <d(x,a) <d(x,y)+d(y,a) <d(x,y)+da(y) +€,
amibdl € > 0 tetszSleges volta miatt adédik, hogy
da(x) —da(y) <d(x.y).
Az x és y szerepét felcserélve adddik az allitds. ]

Paralleltartomany

4.1.12. Definicié. Egy A C X halmaz € > 0 melletti £-sugard paralleltartoménya az A
halmaz , koriili” e-sugard ,,gomb”:

B(A,€)

{xeX : dy(x) <€}
{xeX : JacA, dx,a) <€}

U B(x,¢).

xX€EA
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4.1.13. Allitas. Ha A C B(B, ;) és BC B(C, &), akkor AC B(C,&| +&).
Bizonyitds. A definici szerint

ACB(B,g) & VacAesetén 3b e B, d(a,b) < g,

BCB(C,e) & VbeBeseténdceC, d(b,c) <&,
ekkor V a € A esetén J ¢ € C, hogy

d(a,c) <d(a,b)+d(b,c) <& +&,

igy a definici6 szerint A C B(C, €1 + &). d
4.1.14. Allitas. Tetszdleges A C X halmaz esetén

A=) B(A,e).
e>0

Bizonyitds. ,,C”: Gondoljuk meg, hogy V € > 0 esetén
clACB(A,¢).
Ugyanis: V € >0 és V x € clA esetén Ja € A, hogy x € B(a,€), emiatt x € B(A,€),

ezzel pedig clA C B(A,€).
Mivel ez igaz V € > 0 esetén, ezért

clAC () B(A,e).
e>0

»27: Legyen x € (NgwoB(A,€) tetszbleges, ekkor V € > 0 esetén x € B(A,€), azaz
B(x,€)NA #0,ezért xclA. O

Tualnyulas

4.1.15. Definicio. Egy A C X halmaz egy B C X halmaz feletti tilnyiildsa:

e(A,B) = supdp(a)=supinfd(a,b) 4.1)
acA acAbEB
= inf{p>0:ACB(B,p)}. “2)

A definicidk ekvivalencidja:
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@.1) < @.2): Ha A C B(B,p), akkor V a € A esetén dp(a) < p, igy

supdp(a) <p,
acA

amibdl

supdp(a) <inf{p : ACB(B,p)}.

acA

#2) < @I): Mivel V € > 0 esetén V ap € A mellett

dp(ag) < supdg(a) < supdp(a)+¢€,
acA acA

ezért A C B(B,sup,cy da(b) + €), eszerint pedig

inf{p : ACB(B,p)} <supda(b)+¢,

acA
amibdl € > 0 tetsz6leges volta miatt
inf{p : ACB(B,p)} <supda(b). O
acA

4.1.16. Definicio. Az A,B C X halmazok Hausdorff-tdvolsdga:

dp(A,B) = max{e(A,B),e(B,A)}.

Hausdorff-topologiak

4.1.17. Megjegyzés. Emlékeztetiink rd, hogy az (X,dx) és (Y,dy) metrikus terek ko-
zotti f: X — Y fliggvényt egy a € X pontban folytonosnak neveziink, ha

Ve >0esetén 3 & >0, hogy V x € X, dx(x,a) < § pontra teljesiil, hogy
dy(f(x), f(a)) < &, masképpen ezzel ekvivalens médon:

Ve>0esetén 38 >0, hogy Vx € B(a,0) esetén f(x) € B(f(a),€).

Ennek az analdgidjara egy F : X — P (Y) halmazértékii leképezés folytonossdgat egy
a € X pontban tobbféleképpen is értelmezhetjiik. E16szor a tilnyilds fogalmat felhasz-
ndlva:

(@) Ve>0esetén 3 6 > 0, hogy V x € X, dx(x,a) < & pontra teljesiil, hogy
ev (F(x),F(a)) <,

illetve a tdlnyidlds aszimmetridja miatt forditva:

(b) Ve >0esetén 3 6 >0, hogy V x € X, dx(x,a) < § pontra teljesiil, hogy
ey(F(a),F(x)) <e.

Majd ugyanez a paralleltartomany fogalmat felhaszndlva:
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(a) Ve >0esetén 36 >0, hogy Vx € X, dy(x,a) < 8 esetén F(x) C B(F(a),€),
illetve forditva:
(b) Ve>0esetén 36 > 0, hogy Vx € X, dx(x,a) < 8 esetén F(a) C B(F(x),€).

Kérdés, hogy tekinthetS-e a fenti értelmezések valamelyike valdban folytonossignak,
azaz lehet-e az Y részhalmazain olyan topolégiat definidlni, amely melletti folytonossag
éppen a fentiek valamelyikét adja.

4.1.18. Definici6 (als6-Hausdorff-,.kornyezetbazis”). 1. Egy A € &(X) halmaznak
egy adott € > 0 melletti alsé-Hausdor(f-bdziskornyezete:

Us—n(A,e) ={Ce P (X) : ACB(C,e)} C Z(X).
2.Egy A € Z(X) halmaz alsé-Hausdorff-kornyezetbdzisa:
Ba-n(A) = {%a-n(Ae) : e>0}
= {{CeZ(X): ACB(C,e)} : €>0} C 2(Z(X)).

4.1.19. Allitas. Tetszéleges A € P (X) halmaz esetén a By_p(A) € P (P (X)) hal-
mazrendszer

1. ldncot alkot a (P (P (X)), C) parcidlisan rendezett halmazban,

2. az A halmazra ileszkedd rdcsot (filterbdzist) alkot:

(1) illeszkedik az A halmazra,
(2) metszetzdrt.
Bizonyitds. 1. Legyen 0 < & < &,ha A C B(C,¢;), akkor A C B(C, &), ezek szerint
Ua-11(A,€1) C U-n(A &).

2. (1) Nyilvan V & > 0 esetén A C B(A,€), emiatt A € %,_p(A,€).
(2) V €1, & > 0 esetén, feltéve példaul, hogy € < &, az 1. pont szerint teljesiil, hogy
Uy_H (A781) CUY-n (A782), ezért

%H,H(A,E])Q%Q,H(A,Sz) Z%Q,H(A,Sl). O

4.1.20. Allitas. Legyen T, p: P(X) — P(P (X)) az a leképezés, amelyre ¥ A €
P(X) halmaz esetén

[Ban(A))/
(% CP(PX) : Fe>0, U yAe) CULC P(P(X)).

Ta-n(A)

1. VA€ P(X) halmaz eseténa Ty g (A) = [Bo_n(A)) € P(P (X)) halmazrendszer
az A halmazra illeszkedd sziird (filter):
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(1) felszdllo,

(2) metszetzdrt,

(3) az A halmazra illeszkedik,
tovdbbd teljesiil a T-axioma (a topoldgia axiomdja):

(4) YU € Ty_p(A) esetén 3V € T,_p(A), hogy VB eV esetén U € Ty_p(B).
2.3 1y C P (P (X)) topoldgia, amelyre ¥ A € P (X) halmaz esetén

Ta-t(A) = Ta-n(A) = [Ba-r(A)) azaz
(ta-1)))) = Ta-rt(A) = [Ba-n(A)) .

Bizonyitds. 1. Legyen A € P (X) tetszéleges. Az el6z6 dllitds szerint B,—p(A) az
A halmazra illeszked§ récs, ezért [B,_p(A)]/ az A halmazra illeszkedd sziir. Ezzel
teljesiil (1)-(3).

(4) Legyen % € [Bo_m(A)) tetszbleges kornyezet, ekkor a definicié szerint
I3 U—n(A,e) CU . Legyen

U Ua—H(A, D).

0<d<e
Ekkor egyrészt 3 %,_p(A,8) C V', ezért
¥ € Ba-n(A) = ta-n(A),
madsrészt az el6z3 4llitds 1. pontja szerint V 0 < § < € esetén teljesiil, hogy
Ua—H(A,8) C Ua—r(A,€),

ezért

= U %-n(A8) CU-nAe) Cu.
0<d<e

Beldtjuk, hogy V B € ¥ esetén
¥ € [Ba_p(B)), amibdl % € [B,_y(B) =1, u(B).

Ugyanis: Legyen B € ¥ tetsz8leges, ekkor 30 < 6 < €, hogy B € %, (A, ), azaz
ACB(B,d).Ekkor 3a>0,hogy 0<d<d+a<e.
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Gondoljuk meg, hogy
Uu—H(B,ot) TV .
Legyen
Co € U-n(B,a)={Ce Z(X) : BCB(C,a)},
ami azt jelenti, hogy B C B(Cp, ). Mivel A C B(B,0), ezért aj4.1.13] 4llitds alapjén
A C B(Cy,0+a), tehit Cp € - (A, 8+ o). Mivel pedig 0 < § + o < €, ezért

Co € U %afH(A,S) =v.

0<d<e
Ezzel meggondoltuk, hogy %,y (B,ot) C ¥, viszont %,y (B, &) € Bs—u(B), ezért
¥ € [Ba-n(B) .
2. Kovetkezik 1.-bdl (a topoldgidk szokdsos felépitése alapjan). (|

4.1.21. Definicié (als6-Hausdorff-topolégia). Az X-beli részhalmazok Z7(X) osszes-
ségén értelmezett 7,y C P (7)) topoldgidt alsé-Hausdorff-topoldgidnak, réviden
a-H-topologidnak nevezziik.

4.1.22. Definicié (fels§-Hausdorff-kornyezetbdzis). 1. Egy A € &2(X) halmaznak egy
adott &€ > 0 melletti felsé-Hausdorff bdaziskornyezete:

Ur—u(A,€) {Ce Z(X) : CCB(A )}

— P(BA.E) C 2(X).
2.Egy A € & (X) halmaz felsd-Hausdorff kérnyezetbdzisa:
Br-n(A) = A{%-u(Aeg) : e>0}
{{Ce 2(X) : CCB(A,e)} : €>0}
= {Z(B(A,g)) : € >0} C Z2(L2(X)).
4.1.23. Megjegyzés. Az als6-Hausdorff-topoldgia bevezetéséhez belatott |4.1.20} 4lli-
tdshoz hasonl6an lathaté, hogy 3! 77_p € &(Z?(X)) topolégia, amelyre VA € & (X)
halmaz esetén
uA) = [Bru(A)

(% CP(PX)) - Te>0, U _ylAe) CUYC P(P(X)).

4.1.24. Definici6 (felsG-Hausdorff-topoldgia). Az X-beli részhalmazok &(X) sszes-

ségén a Tr_y C P(F)) topolégidt fels6-Hausdorff-topoldgidnak, roviden f-H-
topologidnak nevezziik.
4.1.25. Definicié (Hausdorff-topolégia). Az X-beli részhalmazok Z2(X) 6sszességén

az als6- és a felsd-Hausdorff-topoldgia dltal egyiittesen generdlt Ty C P (4)) topolé-
gidt Hausdorff-topologidnak, roviden H-topoldgidnak nevezzik.

4.1.26. Megjegyzés. A Hausdorff-topoldgidt a .# (X) halmazrendszeren éppen a
Hausdorff-tdvolsag mint metrika indukdlja.
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A topoldgiak 6sszehasonlitasa

Ebben az alfejezetben a fenti topoldgidk kozotti kapcsolatokat vizsgaljuk meg.

4.1.27. Allitas. Legyen (X,d) metrikus tér. Az X-beli részhalmazok P(X) dsszessé-
gén az a-V-topoldgia durvdbb, mint az a-H-topoldgia:

Ta—v S Ta—H -

Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy V A € 22(X) halmaz esetén az A halmaz egy adott
a-V-kornyezetszubbdzisinak tetszSleges eleme egyittal a-H-kornyezete is:

Oq—v (A) g Ta—H (A) )
amibdl kovetkezik, hogy
[[GH,V(A)]m]f C1,—p(A), azaz 1,_y(A) C1,_p(A).

Legyen A € #(X) tetszbleges halmaz, tekintsiik az A halmaznak egy tetszSleges a-V-
szubbaziskornyezetét, azaz egy olyan

PG ={Ce P(X):CNG#0}

halmazrendszert, ahol G € ¢4 olyan nyilt halmaz, amelyre ANG # 0. Mivel ANG # 0,
azért 3x € ANG,. Mivel G € ¢ nyilt, ezért 3 & > 0, hogy

B(x,&) CG.
Tekintsiik az A € &7(X) halmaznak a kovetkezd a-H-baziskornyezetét:

{Ce P(X) : ACB(C,&)} € Ban(A).

Megmutatjuk, hogy
{Ce P(X) : ACB(C.&)} C {Ce P(X) : CNG#0},

igy a {C€ Z(X) : CNG # 0} halmazrendszer az A € &(X) halmaznak a-H-
kornyezete is:

{Ce2(X) : CNG#0} € [Bun(A) =T n(A).

Ugyanis: Legyen Cy € {C € Z(X) : A C B(C, &)} tetszdleges, azaz Cy € (X)) tet-
sz6leges olyan halmaz, amelyre A C B(Cy, &y). Mivel x € ANG C A, ezért

XEB(C(),S()):{ZEX : dCo(Z) <80}, amibdl
dc,(x) =inf{d(x,c) : c€C} < &.

Ezek szerint 3y € Cy, hogy d(x,y) < &, azaz y € B(x,&y). Mivel B(x,&) C G, ezért
y€EG,igy ye CyNG, ezért CyNG # 0, azaz Cy € {C € P :CNG # 0} d
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4.1.28. Allitas. Legyen (X,d) metrikus tér. Az X-beli kompakt részhalmazok # (X)
osszességén az a-V-topologia megegyezik az a-H-topoldgidval:
Ta—v| . (x) = Ta-H| 2 (x) -

Bizonyitds. Az el6z6[F1.27]llitasban mér l4ttuk, hogy az a-V-topol6gia durvabb, mint
az a-H-topoldgia:
Ta—v S Ta—H -

Az ellenkez{ irdny azt jelenti, hogy
Ta—H| 2 (x) € Ta—v] 7 (x)-

Ehhez azt mutatjuk meg, hogy V A € ¢ (X) halmaz esetén az A halmaz egy a-H-
baziskornyezete egytttal a-V-kornyezete is:

Ba-r(A) C [Ba-v(A)) = 7—v(4).

Legyen A € J (X) tetszOleges kompakt halmaz, és tekintsiik egy tetszGleges a-H-
baziskornyezetét:

{Ce#(X): ACB(C,e)}, ahole >0 tetszGlegesen adott.

Mivel az A halmaz kompakt, ezért teljesen korlétos, igy 3 {x1,...,x,} C A véges hal-
maz, hogy

=

A C | JB(xi,e/3).
i=1
Mivel egyrészt B(xi, €/3) nyilt halmaz, masrészt A NB(x;,€/3) #0, ezért a

1

ﬁ{c € #(X):CNB(x,e/3) £ 0}
k=1

halmazrendszer az A € # (X) halmaznak a-V-béziskornyezete.
Megmutatjuk, hogy
n
ﬂ {Ce X (X):CNB(x,€/3)#£0} C {Ce X (X): ACB(C,¢e)},
k=1

igya {Ce #(X) : ACB(C,¢)} halmazrendszer az A € J#(X) halmaznak a-V-
kornyezete is:

{C € %(X) tAC B(C,S)} € [ﬁa—V(A)]f = Ta—V(A)~

Ugyanis: Legyen Cy € (;_,{C € # (X) : CNB(xx,&/3) #0}, azaz Cy € Z(X) olyan
halmaz, amelyre Vi=1,...,n esetén

CoNB(xi,e/3) #0.
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Azt kell beldtnunk, hogy Cp € {C € #(X) : ACB(C,¢€)}, azaz
A C B(Co,€).

Legyen e célbdl x € A tetszbleges. Mivel a fentiek szerint A C 7, B(x;,€/3), ezért
31 <k <n index, hogy x € B(xy,€/3), azaz d(x,x;) < €/3. Mivel CoNB(xy,€/3) #
0, ezért 3y € Cy hogy d(xy,y) < €/3. Ezek szerint

2
d(x,y) <d(x,x¢) +d(x,y) < FE<E,

amibdl kovetkezik, hogy x € B(Cy, €). O
4.1.29. Allitas. 1. Legyen (X,T) T2 topologikus tér. Az X-beli részhalmazok 2(X)
osszességén az f-ZK-topoldgia durvdbb, mint az f-V-topologia:

Tr-zk C Tf-v -
2. Legyen (X,d) metrikus tér. Az X-beli részhalmazok P (X) Osszességén az f-H-
topoldgia durvdbb, mint az f-V-topologia:

Tf—H S Tf-v -
3. Legyen (X,d) metrikus tér. Az X-beli zdrt részhalmazok F (X) 0sszességén az f-ZK-
topologia durvdbb, mint az f-H-topoldgia:

Tr—zklzx) € Tr-nlzx) -
Bizonyitds. 1. Azt mutatjuk meg, hogy V A € &(X) halmaz esetén Br_zx(A) C
B/ v(4). Legyen
{Ce2(X):CNK=0}, aholKe€ ¥ (X), ANK=0

az A halmaz egy tetsz8leges f-ZK-baziskornyezete. Mivel T2 topologikus térben
minden kompakt halmaz zart, ezért ez a halmazrendszer az A halmaznak f-H-
baziskornyezete is.

2. Azt mutatjuk meg, hogy V A € &2(X) halmaz esetén Br_p(A) C Br_v(A). Legyen
{Ce Z(X) : CCB(A,e)}, ahole>0

az A halmaz egy tetszGleges f-H-baziskornyezete. Mivel B(A,€) € 4(X) nyilt halmaz
és A C B(A,€), ezért ez a halmazrendszer az A halmaznak f-V-kirnyezete is.

3. Azt mutatjuk meg, hogy V A € #(X) zért halmaz esetén

Br-zk(A)| zx) € Br-nAV | #x0) = T u(A)| 7 (x) -

Legyen
{Ce ZF(X):CNK =0}, aholK € # (X), ANK=10

az A zart halmaz egy tetsz6leges f-ZK-bdziskornyezete.
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Belatjuk, hogy az A zart halmaznak 1étezik olyan
{Ce Z(X) : CCBA)} €BrulA)rx)
f-H-baziskornyezete, amelyre
{CeF(X) : CCB(A,g)} C{CeF(X): CNK=0},

amibd] kovetkezik, hogy {C € F(X) : CNK =0} € [Br—p (A 7(x)-
l.eset: K #0.Mivel A € .7 (X) zdrtés K € ¢ (X) kompakt halmaz, valamint ANK =
0, ezért

= inf d >0.
= inf (x,y)

Ezek szerint V C C B(A, &) esetén CNK = @, emiatt
{CeF(X) : CCB(A,g)} C{CeF(X): CNK=0}.

2.eset: K=0.Mivel {Ce F(X) : CNO=0} =.F(X), ezért nyilvan V & > 0 esetén
fenndll a fenti tartalmazas. O

4.1.30. Allitas. Legyen (X,d) metrikus tér. Az X-beli kompakt részhalmazok (X )
osszességén az f-V-topoldgia megegyezik az f-H-topoldgidval:

vl x) = Tl x)-

Bizonyitds. A fenti [f1.29]dllitds 2. pontjdban mér ldttuk, hogy az f-H-topoldgia dur-
vabb, mint az f-V-topoldgia.

Az ellenkezd irdnyhoz azt mutatjuk meg, hogy V A € . (X) kompakt halmaz esetén
Br—v(A) e x) S Br—a (A | x) = Tr—n(A)Lp (x) -

Tekintsiik e célbdl az A kompakt halmaz egy tetszSleges
{Ce X (X):CNF =0}, aholF € Z(X), ANF =0

f-V-baziskornyezetét.
Belatjuk, hogy az A kompakt halmaznak 1étezik olyan

{Ce A (X) : CCB(A,&)} € Brn(A)lxx)
f-H-béaziskornyezete, amelyre
{Ce X (X): CCBA,g)}C{Cex(X): CNF=0},
amibdl kovetkezik, hogy

{Cex(X): CnF =0} € Br u(A) |-
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l.eset: F # 0. Mivel A € ¢ (X) kompakt és F € .7 (X) zart halmaz, valamint ANF =
0, ezért
&= inf d(x,y)>0.

XEA,yeF
Ezek szerint V C C B(A, &) esetén CNF = 0, emiatt
{Ce X (X): CCB(A,g)}C{Cex(X): CNF=0}.
2.eset: F =0. Mivel
{CeX(X): CNO=0}=¢(X),

ezért nyilvan V & > 0 esetén fenndll a fenti tartalmazas. d
4.2. A halmazértéki leképezések folytonossagai

A halmazértékii leképezések alapveto fogalmai

Az aldbbiakban legyenek X és Y tetsz6leges halmazok.

4.2.1. Megjegyzés (ismétlés). Egy R C X x Y reldci6 esetén ismertek a kovetkezd
fogalmak.

1. Az R C X x Y relécid szerinti

(1) direktképe egy A C X halmaznak:

R(A)={yeY : Ix€A, xRy},

(2) inverzképe egy B C'Y halmaznak:
R (B)={xeX : 3yeB, xRy},

ami nem mds, mint az R~! C X x Y inverz rel4cié szerinti direkt képea BCY
halmaznak.

2. Az R C X xY relacid

(1) ¥V x € X melletti vertikdlis metszete (szelete, felsé nivéhalmaza):

Ri=R(x)={y€Y : xRy} CY,

(2) VyeY melletti horizontdlis metszete (szelete, also nivéhalmaza):

R=R'(y)={xeX : xRy} CX.
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4.2.2. Definicié. Egy F : X — P (Y) leképezést halmazértékiinek neveziink.

4.2.3. Definicié. Egy F : X — Z(Y) halmazértékii leképezést valddinak neveziink, ha
nemiires értékid: V x € X esetén F(x) #0.
(

4.2.4. Definicié. 1. Egy F : X — Z(Y) halmazértékii leképezéshez tartozé Rp C X X
Y relécio:
Rr={(x,y) eXxY : x€X, yeF(x)}.
2. Egy R C X x Y reldcidhoz tartozé Fg: X — Z(Y) halmazértéki leképezés az a
leképezés, amelyre V x € X esetén
Fr(x) =R, ={y€Y : xRy}.
4.2.5. Megjegyzés. A fenti megfeleltetések bijekcick a (Y )X -beli halmazértéki le-
képezések valamint az X x Y-beli reldcidk kozott:
FRF =F és RFR =R.
4.2.6. Megjegyzés. Mint minden leképezésre, specidlisan a halmazértéki leképezések-
re is értelmezettek a kovetkezd fogalmak:
1. Az F : X — Z(Y) halmazértékii leképezés klasszikus értelemben vett grdfja:
{(x,B)eXxP(Y) : x€X,B=F(X)} CXxY,

ami nem mads, mint maga az F' halmazértékd leképezés.
2. Az F : X — Z(Y) halmazértéki leképezés szerinti inverzképe vagy dsképe egy
P C P(Y) halmazrendszernek:

F Y #)={xeX : Fx)e B} CX,
specidlisan: Az F : X — £ (Y) halmazértéki leképezés szerinti inverzképe vagy dsképe
egy B CY halmaznak, pontsabban egy {B} C #(Y) egyelemi halmazrendszernek:
F'B)={xeX : Fx)=B}CX.

E fogalmakat azonban nem nagyon haszndljuk, hanem ezek helyett konnyebben ke-
zelhet$ fogalmakat vezetiink be a halmazértéki leképezéseknek megfeleltetett reldciok
segitségével.

4.2.7. Definicio. 1. Az F : X — Z2(Y) halmazértékd leképezés gyenge értelemben vett
grdfjdnak nevezziik a leképezéshez tartozo reldciot:
graphF = Rp={(x,y) €XxY : xRpy}
= {(xy)eXxY :xeX,yecF(x)} CXxY.

2. Az F: X — 2(Y) halmazértékii leképezés szerinti gyenge értelemben vett inverz-
képe vagy dsképe egy B C 'Y halmaznak a reldci6 szerinti inverzképe:

F~(B) = R;'(B)={xe€X : 3ycB, xRry}
= {xeX : Fx)NB#0} CX.
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A halmazértékii leképezések folytonossagai a fenti
topoldgiakban

Az aldbbiakban legyen (X, Tx) topologikus tér, valamint néha (Y, ty) topologikus tér,
néha pedig (¥,d) metrikus tér.

A halmazértékid leképezéseknek annyiféle folytonossagi fogalma definidlhatd, ahdny
topoldgia definidlhat6 a részhalmazrendszereken.

4.2.8. Definici6. Egy F : X — Z(Y) halmazértékii leképezést egy a € X pont-
ban illetve az X halmazon als6-Vietoris-, fels6-Vietoris-, Vietoris-folytonosnak, alsé-
zartkonvergencia-, fels6-zartkonvergencia-, zartkonvergencia-folytonosnak, tovabbd
als6-Hausdorff-, fels6-Hausdorff-, Hausdorff-folytonosnak (réviden a-V-, f-V-, V-, a-
ZK-, f-ZK-, ZK-, a-H-, f-H-, H-folytonosnak) neveziink, ha az F' halmazértékd leké-
pezés folytonos az a € X pontban illetve az X halmazon, mikézben az Y-beli rész-
halmazok £ (Y) dsszességén rendre az a-V-, f-V-, V-, a-ZK-, {-ZK-, ZK-, a-H-, {-H-,
H-topoldgia van definidlva.

4.2.9. Megjegyzés. A fentiek szerint lathatd, hogy egy F : X — Z(Y) halmazértékid
leképezés egy a € X pontban illetve az X halmazon

1. pontosan akkor Vietoris-folytonos, ha alsd-Vietoris- és fels6-Vietoris-folytonos,

2. pontosan akkor Hausdorff-folytonos, ha als6-Hausdorff- és fels6-Hausdorft-
folytonos.

4.2.10. Allitas. Legyen (X,Tx) topologikus tér és (Y,d) metrikus tér.
1.Egy F :X — P(Y) halmazértékii leképezés egy a € X pontban illetve az X halma-
zon

(1) ha also-Hausdorff-folytonos, akkor also-Vietoris-folytonos is,
(2) ha felsé-Vietoris-folytonos, akkor felsé-Hausdorff-folytonos is.

2. Egy F:X — 2 (Y) kompakt halmaz értékii leképezés egy a € X pontban illetve az
X halmazon

(1) pontosan akkor also-Vietoris-folytonos, ha alsé-Hausdorff-folytonos,
(2) pontosan akkor felsd-Vietoris-folytonos, ha fels6-Hausdorff-folytonos,
(3) pontosan akkor Vietoris-folytonos, ha Hausdorff-folytonos.

Bizonyitds. 1. (1) Az allitas szerint az a-V-topoldgia durvdbb, mint az a-H-
topoldgia.

1. (2) Az[A.1.29]4llitas 2. pontja szerint a f-H-topolégia durvabb, mint az f-V-topolégia.
2. (1) Az[E.T.28]4llitds szerint a kompakt halmazokon az a-V-topolégia megegyezik az
a-H-topoldgidval.
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2. (2) Az[E130] llitds szerint a kompakt halmazokon a f-V-topolégia megegyezik a
f-H-topoldgidval.
2. (3) A fenti megjegyzés alapjan kovetkezik 1.-bol és 2.-bél. |

A kovetkezSkben a fenti folytonossagi fogalmakat jellemezziik.
A Vietoris-folytonossagok jellemzése

4.2.11. Allitas (az a-V-folytonossdg ekvivalens definiciéja). Legyenek (X, Tx) és
(Y, ty) topologikus terek.

1.Egy F : X — P(Y) halmazértékii leképezés egy a € X pontban pontosan akkor also-
Vietoris-folytonos, ha ¥ G CY ty-nyilt halmazra, amelyre F(a)NG#0, 3U, € tx(a)
kornyezete az a € X pontnak, hogy ¥ x € U, esetén F(x)NG # 0.

2. Egy F: X — P(Y) halmazértékii leképezés az X halmazon pontosan akkor also-
Vietoris-folytonos, ha ¥ G CY ty-nyilt halmaz F-szerinti gyenge értelemben vett

F7(G)={xeX : Fi)NG#0} CX
inverzképe tx-nyilt halmaz.

Bizonyitds. 1. Egy F : X — Z2(Y) halmazértékii leképezés egy a € X pontban ponto-
san akkor als6-Vietoris-folytonos, ha az F(a) € 2 (Y) halmaz

VP(Y)g={CePY): CNG£0}, GEL(Y), F(a)NG #0

a-V-szubbéziskornyezetéhez 3 U, € t(a) kornyezete az a € X pontnak, hogy V x € U,
esetén az F(x) halmaznak a Z(Y)g = {C € Z(Y) : CNG # 0} halmazrendszer
szintén kornyezete, azaz V x € U, esetén F(x) NG # 0.

2. Egy F: X — Z(Y) halmazértékii leképezés az X halmazon pontosan akkor alsé-
Vietoris-folytonos, ha V 22(Y)-beli a-V-nyilt halmaz F-szerinti inverzképe Tx-nyilt
halmaz, ami, mint ismert, ekvivalens azzal, hogy a Z?(Y)-beli a-V-szubbazis barmely
elemének F'-szerinti inverzképe Ty-nyilt halmaz. A definici6 szerint ez azt jelenti, hogy
Y G e€¥9(Y) ty-nyilt halmaz esetén a

PY)g={Ce2(Y) : CNG#0}
halmazrendszer F~!(22(Y)g) C X F-szerinti inverzképe tx-nyilt. A definicidk szerint
azonban
FY(2(Y)s) = {xeX :F(x)e2(Y)s}
= {xeX: Fx)NG#0}=F (G),
ezek szerint a fentiek azzal ekvivalensek, hogy V G C Y 7ty-nyilt halmaz esetén az

F~(G)={xeX : F(x)NG # 0} C X halmaz F-szerinti gyenge értelmben vett in-
verzképe Ty-nyilt halmaz. ]



4. fejezet: Halmazértéki leképezések 177

4.2.12. Allitas (az f-V-folytonossdg ekvivalens definiciGja). Legyenek (X,tx) és
(Y,ty) topologikus terek.

1. Egy F : X — P(Y) halmazériékii leképezés egy a € X pontban pontosan akkor
felsd-Vietoris-folytonos, ha

YV Z CY ty-zdrt halmazra, amelyre F(a)NZ =0, 3 U, € tx(a) kirnyezete
az a € X ponmak, hogy ¥ x € U, esetén F(x)NZ =0, illetve ezzel ekvivalens
mddon:

YV G CY ty-nyilt halmazra, amelyre F(a) C G, 3 U, € tx(a) kirnyezete az
a € X pontnak, hogy ¥ x € U, esetén F(x) CG.

2. Egy F:X — P(Y) halmazértékii leképezés az X halmazon pontosan akkor felsd-
Vietoris-folytonos, ha

YV Z CY ty-zdrt halmaz esetén az {x € X : F(x)NZ =0} halmaz tx-nyilt,
illetve

YV G CY 1y-nyilt halmaz esetén az {x € X : F(x) C G} halmaz tx-nyilt.

Bizonyitds. 1. Egy F : X — Z(Y) halmazértéki leképezés egy a € X pontban ponto-
san akkor fels6-Vietoris-folytonos, ha az F(a) € &(Y) halmaz

VRYY ={CeP(Y):CNZ=0},Zc F(Y), FlanNZ=0

f-V-baziskornyezetéhez 3 U, € 7(a) kornyezete az a € X pontnak, hogy V x € U,
esetén az F(x) halmaznak a £(Y)? = {C € #(Y) : CNZ =0} halmazrendszer
szintén kornyezete, azaz V x € U, esetén F(x)NZ =0.

Az el6z6eknek a G = Z¢ nyilt halmazokkal valé atfogalmazasdval kapjuk a masik jel-
lemzést.

2.Egy F:X — Z(Y) halmazértékii leképezés az X halmazon pontosan akkor felss-
Vietoris-folytonos, ha V Z2(Y)-beli f-V-nyilt halmaz F-szerinti inverzképe Ty -nyilt
halmaz, ami, mint ismert, ekvivalens azzal, hogy Z?(Y)-beli f-V-bazis barmely ele-
mének F-szerinti inverzképe Ty-nyilt halmaz. A definicié szerint ez azt jelenti, hogy
VZe F(Y) ty-zért halmaz esetén a

PYY={CecP¥):CNZ=0}
halmazrendszer F~!(22(Y)?) C X F-szerinti inverzképe tx-nyilt. A definiciék szerint
azonban
F U 20)¥)={xeX : Fx)e ZX)?}={xeX : Fx)NZ=0},
ezek szerint a fentiek azzal ekvivalensek, hogy V Z C Y ty-zart halmaz esetén az {x €
X : F(x)NZ =0} halmaz tx-nyilt.

Az el6zbeknek a G = Z¢ nyilt halmazokkal val6 dtfogalmazdsaval kapjuk a masik jel-
lemzést. g
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4.2.13. Megjegyzés. A fentiek szerint sikeriilt vdlaszolni a fejezet elején feltett els
kérdésre, miszerint a topologikus terek kozotti (pontértékii) leképezések folytonossdga
analégidjara a halmazértéki leképezésekre bevezetett kétféle folytonossagi fogalomhoz
sikeriilt az Y részhalmazain olyan topoldgidkat definidlni, amely melletti folytonossag
éppen a fenti fogalmakat adja.

EmlékeztetGiil, egy F : X — Z2(Y) halmazértéki leképezés egy a € X pontbeli foly-
tonossdgat a kovetkezd médon szerettiik volna értelmezni:

(a) V G € 1y nyilt halmaz esetén, amelyre F(a)NG # 0, 3 U € 1x(a) kornyezete
az a pontnak, hogy V x € U esetén F(x) NG # 0, illetve

(b) V G € 1y nyilt halmaz esetén, amelyre F(a) C G, 3U € 1x(a) kiryezete az a
pontnak, hogy V x € U esetén F(x) C G.

Ezek szerint az (a)-beli fogalom az alsé-Vietoris-folytonossdg, amit szoktak alulrél fé-
lig folytonossdgnak is nevezni, a (b)-beli fogalom pedig a fels6-Vietoris-folytonossag,
amit szoktak feliilr6l félig folytonossagnak is nevezni.

Erdekes tartalma van még a globdlis alsé-Vietoris-folytonossdgnak. Egy topologikus
terek kozott értelmezett fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha barmely nyilt halmaz
inverzképe nyilt. Egy halmazértéki leképezés pedig alsd-Vietoris-folytonos, ha bér-
mely nyilt halmaz gyenge értelemben vett inverzképe nyilt.

A Vietoris-folytonossagok jellemzése sorozatokkal

4.2.14. Allitas (az a-V-folytonossdg ekv. definici6ja sorozatokkal, dtviteli elv). Legye-
nek (X,dx) és (Y,dy) metrikus terek.

Egy F : X — P(Y) halmazériékii leképezés egy a € X pontban pontosan akkor also-
Vietoris-folytonos, ha ¥ (x,) X-beli limx, = a sorozat, valamint b € F(a) esetén
Iyn € F(xn) sorozat, amelyre limy, = b.

Bizonyitds. Sziikségesség: Legyen (x,) X-beli sorozat, amelyre limx, = a, valamint
b € F(a) adott. A halmaztdl valé tivolsdg definicidja szerint V n € N esetén 3y, €
F(xy), amelyre
1
d(b,yn) <d(b,F(xn))+ .

Legyen € > 0. Mivel az F halmazérték{i leképezés az a € X pontban alsé-Vietoris-
folytonos, valamint b € F(a)NB(b,€/2),ezért 3ng € N, hogy ¥V n > ng esetén F(x,)N
B(b,e/2) # 0, emiatt

d(b,F(xn)) <

N m

Ezek szerint V n > max {no, %} esetén
€

1
d(b,y,) <d(b,F(xy))+ . < >

1
+-<E.
n

Ez azt jelenti, hogy, limy, = b.
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Elégségesség: Indirekt médon tegyiik fel, hogy az F' halmazértéki leképezés az a €
X pontban nem alsé-Vietoris-folytonos, ami azt jelenti, hogy 3 G € 1y nyilt halmaz,
amelyre F(a)NG # 0, de az a pont V U € tx(a) kornyezetében 3 x € U, amelyre
F(x)NG=0.Legyen b € F(a)NG, ekkor G € 1y(b), azaz a b pont kornyezete. A
fentiek szerint V n € N esetén 3 x, € U, = B(a,1/n), amelyre F(x,) NG =0, ezek
alapjan limx, = a, de ¥V y, € F(x,) esetén y, ¢ G, emiatt pedig 3 y, € F(x,) sorozat,
amelyre limy, = b, ami ellentmondas. O

Kompakt metrikus téz zart részhalmazaiba képez6 halmazértéki leképezések esetén az
f-V-folytonossdgra nagyon egyszeri jellemzés 1étezik:

4.2.15. Allitas (az f-V-folytonossdg ekvivalens definicidja sorozatokkal). Legyen
(X,dx) retszbleges metrikus tér, (Y,dy) kompakt metrikus tér.

1. Egy F : X — F(Y) zdrt halmaz értékii leképezés egy a € X pontban pontosan akkor
fels6-Vietoris-folytonos, ha ¥ (x,) X-beli limx, = a sorozat, valamint y, € F(xy,),
limy, = b sorozat esetén b € F(a),

2. Egy F:X — Z(Y) zdrt halmaz értékii leképezés az X halmazon pontosan akkor
felsé-Vietoris-folytonos, ha ¥ (x,) X-beli és (y,) Y-beli konvergens sorozat esetén,
amelyre ¥ n € N esetén y, € F(x,), teljesiil, hogy

limy, € F(limx,), azaz lim(x,,y,) € graphF .

Bizonyitds. 1. Sziikségesség (ehhez az irdnyhoz nem kell az ¥ kompaktsdga): Indirekt
médon tegyiik fel, hogy 3 (x,) X-beli sorozat, amelyre limx, = a, és 3y, € F(x,)
Y-beli sorozat, amelyre limy, = b, de b ¢ F(a).

Mivel F(a) CY zart halmaz, azaz (F(a)) CY nyilt, ezért 3 B(b, €) zért gomb, amely-
re B(b,€) C (F(a))¢, azaz F(a) NB(b,e) = 0. Mivel az F halmazértéki leképezés az
a € X pontban felsg-Vietoris-folytonos, ezért 3 U € tx(a) kornyezete az a pontnak,
hogy V x € U esetén F(x)NB(b,e)=0.

Mivel limx, = a, ezért I ng € N, hogy V n > ng esetén x, € U, igy F(x,) NB(b,€) =
0, emiatt limy, # b, ami ellentmondas.

Elégségesség: Indirekt médon tegyiik fel, hogy az F halmazértéki leképezés az a €
X pontban nem felsd-Vietoris-folytonos, ami azt jelenti, hogy 4 Z C Y zart halmaz,
amelyre F(a)NZ =0, de az a pont ¥ U € 1x(a) kdrnyezetében 3 x € U, amelyre
F(x)NZ # 0, specidlisan V n € N esetén 3 x, € U, = B(a,1/n), amelyre F(x,)NZ #
0.

Legyen V n € N esetén y, € F(x,). Mivel Y kompakt, igy sorozatkompakt, ezért az
(yn) sorozatnak 3 (yy,) konvergens részsorozata, jeldlje b = limy,, .

Mivel limx, = a, ezért limx,, = a, valamint y, € F(x,,), amelyre teljesiil, hogy
limy,, = b, emiatt a feltétel szerint b € F(a). Tovabbd y,, € Z, limy, =b,és ZCY
zért halmaz, ezért b € Z. Ezek szerint b € F(a) NZ, ami ellentmondas.

2. nyilvanval6an kovetkezik 1.-b6l. ]
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4.2.16. Megjegyzés. Ha (Y,dy) nem kompakt metrikus tér, akkor nem igaz az ekviva-
lencia. Példdul az .
Fl) = {;}, ha x#0
{0}, ha x=0
fiiggvényre teljesiilnek az allitas feltételei, de nem felsd- Vietoris-folytonos a 0-ban.

4.2.17. Megjegyzés. A fentiek szerint sikeriilt vdlaszolni a fejezet elején feltett masik
kérdésre is, miszerint a metrikus terek kozotti (pont értékii) leképezések sorozatokkal
megfogalmazott folytonossdgdnak analdgidjdra a halmazértéki leképezésekre beveze-
tett kétféle értelmezés koziil az egyik az alsé-, a masik a felsd-Vietoris-folytonossag.
Egy F : X — Z(Y) halmazértékii leképezés egy a € X pontbeli folytonossagat soro-
zatokkal a kovetkezd médokon szerettiik volna értelmezni:

(a) V (x,) X-beli limx, = a sorozat, valamint b € F(a) esetén 3y, € F(x,) sorozat,
amelyre limy, = b, illetve

(b) ¥ (xn) X-beli limx, = a sorozat, valamint y, € F(x,), limy, = b sorozat esetén
beF(a).
A fentiek alapjan az (a)-beli fogalom az alsé-Vietoris-folytonossdggal, a (b)-beli foga-

lom pedig specidlis esetben a fels6-Vietoris-folytonossdggal ekvivalens.

Erdekes tartalma van még a globalis fels6-Vietoris-folytonossdgnak. Ez azt jelenti,
hogy a halmazértékii leképezés gyenge értelemben vett grafja zart halmaz. A kovet-
kez§ szakaszban ezt részletesebben is megvizsgéljuk.

Zart grafa halmazértékii leképezések

4.2.18. Definicié. Legyenek (X,1x) és (Y, Ty) topologikus terek. Egy F : X — 22 (Y)
halmazértékd leképezést zdrt grafinak nevezziik, ha a

graphF = {(x,y) eX xY : x€X, yeF(x)} CXxY
gyenge értelemben vett grafja zart halmaz.

4.2.19. Megjegyzés. Haegy F : X — (YY) halmazértéki leképezés zart grafi, akkor
zart érték is.
Ugyanis: V x € X esetén az

firY X %Y, fily)=(xy)

folytonos fiiggvényre

F(x) = f; '(graphF),
ami zart halmaz.
Az allitas forditva nem igaz.

Példdul kompakt ¥ eseténegy f:X — Y nem folytonos fiiggvény mint f: X — 2(Y)
szingleton értéki leképezés zart értékd, de nem zart grafu.
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4.2.20. Allitas (f-V-folytonossag és zért grafisag). Legyen (X,dy) tetszdleges metri-
kus tér, (Y,dy) pedig kompakt metrikus tér.

Egy F:X — F(Y) zdrt halmaz értékii leképezés az X halmazon pontosan akkor felsd-
Vietoris-folytonos, ha zdrt grdfii.

Bizonyitds. AJ4.2.15] allitds 2. éppen ezt dllitja, ugyanis az, hogy V (x,) X-beli és (yn)
Y-beli konvergens sorozat esetén, amelyre V n € N esetén y, € F(x,), teljesiil, hogy

limy, € F(limx,),
azzal ekvivalens, hogy V (xy,y,) graphF-beli konvergens sorozat esetén
lim(xp,,y,) € graphF
ami pedig éppen a graph F' C X x Y halmaz zartsagat jelenti. g

4.2.21. Allitas (f-V-folytonossdg és zart grafiisdg topologikus térben). Legyenek
(X,7x) és (Y,1y) topologikus terek.
1. Legyen (Y,ty) reguldris topologikus tér. Ha egy F : X — F(Y) zdrt halmaz értékii
leképezés felsd-Vietoris-folytonos, akkor zdrt grdfii.
2. Legyen (Y,ty) kompakt topologikus tér. Ha F : X — P (Y) zdrt grdfui halmazértékit
leképezés, akkor felsd-Vietoris-folytonos.
3. Legyen (Y,ty) kompakt és reguldris topologikus tér. Egy F : X — F (Y) zdrt (az-
az kompakt) halmaz értékii leképezés pontosan akkor felsd-Vietoris-folytonos, ha zdrt
grdfi.
Bizonyitds. 1. Megmutatjuk, hogy a (graphF)¢ C X x Y halmaz nyilt.
Legyen (x,y) € (graph F)° tetszGleges pont, azaz y ¢ F(x). Mivel F(x) CY zart hal-
maz, és az (Y, Ty) topologikus tér reguldris, azért 3V € 1y (y) zért kornyezet, hogy
F(x)NV = 0. Mivel pedig az F : X — .%(Y) halmazértéki leképezés f-V-folytonos,
ezért az f-V-folytonossdg 4.2.12| allitdsbeli ekvivalens definicidja szerint 3 U € Ty (x)
kornyezet, hogy

VzeU esetén F(z)NV =0.

Ezek szerint Vu € U és Vv eV esetén v¢ F(u), azaz (u,v) € (graphF)¢,igy U xV C
(graph F)¢. Ez azt jelenti, hogy (graphF)¢ C X x Y nyilt halmaz.

2. Legyen x € X tetszGleges. Belatjuk, hogy az F : X — Z2(Y) halmazértékii leképezés
f-V-folytonos az x pontban.

Legyen Z € .% (Y) 1y-zéart halmaz, amelyre F(x)NZ = 0. Belatjuk, hogy 3 U, € 7x(x)
kornyezete az x € X pontnak, amelyre

VzeUy esetén F(z)NZ=0,

azaz teljesiil az f-V-folytonossag[#.2.12} éllitasbeli ekvivalens definicidja.
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Tekintsiik az (Y, 7y) topologikus térnek a kovetkezs Ty -nyilt halmazokbdl 4116 lefedé-
sét:
{(clF(U)NZ)® : U etx(x)}U{z}.
Ez a halmazrendszer valéban lefedése az Y halmaznak:
U @FU)nz)uz-=y.
Uety (.X)

Ugyanis: Legyen y € Y tetsz6leges.

Tegyiik fel el8szor, hogy y € F(x). Mivel F(x)NZ =0, ezért y € Z°.

Tegyiik fel masodszor, hogy y ¢ F(x). Ebben az esetben (x,y) ¢ graphF, azaz (x,y) €
(graph F)¢. Mivel graph F C X x Y zéart halmaz, azaz (graphF)¢ C X x Y nyilt halmaz,
ezért az (x,y) pontnak 3 W € txy(x,y) kornyezete, amelyre W C (graph F)¢, emiatt
U € tx(x) és IV € 1y(y) nyilt kornyezet, hogy

UxV CW C (graphF)°.
Ezek szerint Vz € U, v € F(z) esetén v ¢V, tehat F(U) C V¢, azaz

C(FU)).

Mivel V C Y nyilt halmaz, ezért V C int(F(U))“, azonban

)
int(F(U)) = (clF(U))° C (clF(U)NZ)°,
ezek miatt
V C (F(U)NZ)".
Mivel pedig V € 1y (y), igy y € V, ezért
ye(lF(U)NZ) .

Ezek szerint 3 U € 1x(x) kornyezet, hogy y € (clF(U)NZ)°.

Az (Y,1y) topologikus tér kompakt volta miatt, a fenti lefedésbél kivélaszthat6 véges
lefedés, azaz Uy, ...,U, € tx(x) véges sok kornyezet, hogy

n n
Y =J(F(U)nZ)uzt C U (U)NnZz)cuze.

i=1

Innen NF(U;) 2 F(NU;) miatt

®—<O(F(U,»)mz uzf) (n] F(U)NZ)N ZDF(ﬁUl)ﬂZ.

i=1 i=1

Ezek szerint az Uy =, U; € tx (x) kornyezetre teljesiil, hogy F(Ux)NZ =0, azaz
Vz e Uy esetén F(z)NZ=0.

3. Kovetkezik 1.-b6l és 2.-bdl. (|
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A Hausdorff-folytonossagok jellemzése

4.2.22. Allitas (az a-H-folytonossdg ekvivalens definici6ja). Legyen (X,Tx) topologi-
kus tér, (Y,d) metrikus tér.

Egy F : X — P(Y) halmazériékii leképezés egy a € X pontban pontosan akkor also-
Hausdorff-folytonos, ha

(1) Y &>0 esetén, AU, € tx(a) kirnyezete az a € X pontnak, hogy ¥ x € U, esetén
F(a) C B(F(x),€), illetve ezzel ekvivalens mddon:

(2) V&> 0 esetén, AU, € 1x(a) kdrnyezete az a € X pontnak, hogy ¥ x € U, esetén
e(F(a),F(x)) <e.

Bizonyitds. (1) Egy F : X — Z(Y) halmazértékii leképezés egy a € X pontban pon-
tosan akkor als6-Hausdorff-folytonos, ha az F(a) € &(Y) halmaz

V{Ce P(Y) : F(a) CB(C,e)}

a-H-bdziskornyezetéhez 3 U, € t(a) kornyezete az a € X pontnak, hogy V x € U,
esetén
F(x)e{Ce2(Y) :F(a) CB(C,¢)},

ami azt jelenti, hogy F(a) C B(F(x),€).
(2) A tilnydldsFT13] definicidjanak [@:2)) ekvivalens megfogalmazdsa szerint
e(F(a),F(x))=inf{p >0 : F(a) CB(F(x),p)}.
Ezek szerint egyrészt, ha F(a) C B(F(x),€), akkor
e(F(a),F(x)) <€),
madsrészt, ha e(F(a),F(x)) < €/2), akkor
Fla) C B(F(x).¢),
ezekbdl pedig kovetkezik (1) és (2) ekvivalencidja. d

4.2.23. Allitas (az f-H-folytonossag ekvivalens definiciéja). Legyen (X,tx) topologi-
kus tér, legyen (Y,d) metrikus tér.

Egy F : X — P(Y) halmazériékii leképezés egy a € X pontban pontosan akkor felsé-
Hausdorff-folytonos, ha

(1) Y &>0 esetén, AU, € 1x(a) kirnyezete az a € X pontnak, hogy ¥ x € U, esetén
F(x) C B(F(a),¢€), illetve ezzel ekvivalens mddon:

(2) V&> 0 esetén, U, € 1x(a) kirnyezete az a € X pontnak, hogy ¥ x € U, esetén
e(F(x),F(a)) <e€.
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Bizonyitds. (1) Egy F : X — £(Y) halmazértékii leképezés egy a € X pontban pon-
tosan akkor fels6-Hausdorff-folytonos, ha az F(a) € &?(Y) halmaz

v{Ce P(Y) :CCB(F(a)e)}
f-H-bdziskornyezetéhez 3 U, € T(a) kornyezete az a € X pontnak, hogy V x € U,
esetén
F(x)e{Ce 2(Y) :CCB(F(a),e)},
ami azt jelenti, hogy F(x) C B(F(a),€).
(2) A tilnyulas[@T.13] definicidjanak @-2) ekvivalens megfogalmazasa szerint
e(F(x),F(a))=inf{p >0 : F(x) CB(F(a),p)}-

Ezek szerint egyrészt, ha F(x) C B(F(a),€), akkor

e(F(x),F(a)) <€,
mésrészt, ha e(F(x),F(a)) < €/2, akkor

F(x) C B(F(a),e),
amikbdl kovetkezik (1) és (2) ekvivalencidja. O

4.2.24. Megjegyzés. Egy F : X — Z7(Y) halmazértéki leképezés egy a € X pontban
pontosan akkor Hausdorff-folytonos, ha

V&> 0 esetén, 3 U, € tx(a) kirnyezete az a € X pontnak, hogy V x € U,
esetén
d(F(x),F(a)) = max{e(F(x),F(a)),e(F(a),F(x))} < €.

Ugyanis: Mivel F' pontosan akkor Hausdorff-folytonos, ha alsé-Hausdorff- és fels6-
Hausdorff-folytonos, ezért ez kovetkezik az el6z6 allitasokbdl.

4.2.25. Megjegyzés. A fentiek szerint sikeriilt vdlaszolni a megjegyzésben fel-
tett kérdésre, miszerint a metrikus terek kozotti (pontértéki) leképezések folytonossiga
analdgidjara a halmazértékii leképezésekre a tilnyulds segitségével bevezetett kétfé-
le folytonossagi fogalomhoz, illetve a paralleltartomdny fogalma segitségével kétféle
folytonossdgi fogalomhoz sikeriilt az Y részhalmazain olyan topoldgidkat definidlni,
amely melletti folytonossag éppen a fenti fogalmakat adja:

Egy F : X — Z(Y) halmazértékii leképezés egy a € X pontbeli folytonossdgira a
kovetkezd definicidkat adtuk: El§szor a tilnyulds fogalmat felhaszndlva:

() Ve>0esetén 3 6§ >0, hogy V x € X, dx(x,a) < d pontra teljesiil, hogy
ey(F(x),F(a)) < &, illetve a tilnyilds aszimmetridja miatt forditva:

(b) V€ >0esetén 3 6 > 0, hogy V x € X, dx(x,a) < § pontra teljesiil, hogy
ey(F(a),F(x)) < e.



4. fejezet: Halmazértéki leképezések 185

Masodszor a parallel tartomany fogalmat felhasznalva:

(a) Ve>0esetén 36 >0, hogy Vx € X, dx(x,a) < 0 esetén F(x) C B(F(a),€),
illetve forditva:

(b) Ve>0esetén 36 >0, hogy Vx € X, dx(x,a) < esetén F(a) C B(F(x),€).

Ezek szerint az (a)-beli fogalmak mindkét esetben a fels6-Hausdorff-folytonossagot, a
(b)-beli fogalmak pedig mindkét esetben az alsd-Hausdorff-folytonossagot adjak.

4.2.26. Allitas. Legyen (X,7) topologikus tér, és legyenek (Y1,|.]1);--., Y, ||.|ln),
normdlt terek. Ha ¥ i = 1,...,n esetén az F; : X — P (Y;) halmazériékii leképezés
felso-Hausdorff-folytonos, akkor az

(1) ®...Q0F: X > 2 x...xYy,),
ahol (A ®...QF,)(x) =F(x) X...x F|(x), illetve az

(2) Fi4...4+F X > 2(Y1 x...xY,)

halmazértékii leképezések is felsd-Hausdorff-folytonosak.

HaVi=1,...,n eseténaz F;: X — J¢ (Y;) kompakt halmaz értékii leképezés, akkor a
felsé-Hausdorff-folytonosdg helyett felsd-Vietoris-folytonossdag mellett is igaz marad.
Bizonyitds. Elég n = 2-re igazolnunk.

Legyen a € X tetsz6leges pont. Legyen € > 0 tetszdleges, ekkor a fels6-Hausdorff
folytonossag fenti ekvivalens definicidja szerint esetén, 3 Uy,U, € 1x(a) kornyezetei
az a € X pontnak, hogy

VxeU; esetén Fi(x)
VxeU, esetén F(x)

C B(Fl(a),s), és
C B(F(a),€).
Ekkor V x € U NU, esetén
F(x) X Fy(x) C B(Fi(a),€) X B(F>(a),€) C B(Fi(a) X F>(a),¢),

ami a fenti ekvivalens definici6 szerint azt jelenti, hogy az F| ® F, halmazértékd leké-
pezés fels6-Hausdorff-folytonos az a € X pontban, igy ennek tetszleges volta miatt az
egész X halmazon is az.

Mivel
F+F=+0(Fxh),
ezértaz F| + F> halmazértéki leképezés folytonos leképezések kompozicidja, igy maga
is fels6-Hausdorftf-folytonos.
Végiil, a[f.2.10] 4llitds szerint egy kompakt halmaz érték( leképezésekre pontosan ak-

kor fels6-Hausdorff-folytonos, ha fels6-Vietoris-folytonos, ezért marad igaz az allitas
ekkor. g
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4.3. A Berge-tétel

Legyenek (T,77) és (X,7x) topologikus terek. Legyen H : T — Z?(X) egy hal-
mazértéki leképezés, ezt a tovdbbiakban feltételi leképezésnek nevezziik; legyen f :
graphH — R egy fiiggvény, ezt a tovdbbiakban célfiiggvénynek nevezziik; valamint
tekintsiik a kovetkezd, ¢ € T paraméterrel paraméterezett feladatsereget:

f(t,x) — max
{ x€H() “3)

Az .3) feladatsereg értékfiiggvényének azt az f¥ : T — R fiiggvényt nevezziik,
amelyre V¢ € T paraméter esetén

fYe)=sup f(r,.) = sup f(t,x).
H(r) xeH(t)
Az (4.3) feladatsereg megoldasleképezésének nevezziik azt az 2 : T — Z2(X) hal-
mazértékd leképezést, amelyre V ¢ € T paraméter esetén

Z(t) = argmaxf(t,.)
H(r)

= {xeH@): fex) =0} =r" {0
Ha 2 (t) # 0, akkor nyilvan fV(t) = f(t,x), ahol x € Z(1).

4.3.1. Allitas (Berge-tétel). l.a. Haa H: T — 2 (X) halmazértékii leképezés also-
Vietoris-folytonos, valamint az f : graphH — R fiiggvény alulrdl félig folytonos, akkor
az fV : T — R értékfiiggvény is alulrdl félig folytonos.

1.b. Haa H: T — X (X) kompakt értékii leképezés és felsd-Vietoris-folytonos, va-
lamint az f : graphH — R fiiggvény feliilrél félig folytonos, akkor az f¥ : T — R
értékfiiggvény is feliilrdl félig folytonos.

l.c. Haa H: T — 2 (X) kompakt értékii leképezés és Vietoris-folytonos, valamint az
f: graphH — R fiiggvény folytonos, akkor az fV : T — R értékfiiggvény is folytonos.

2.a.Haa H:T — 2 (X) kompakt értékii leképezés és felsd-Vietoris-folytonos, az f :
graph H — R fiiggvény feliilr6l félig folytonos, valamint az ¥ : T — R értékfiiggvény
folytonos, akkor az 2 : T — P(X) megolddsleképezés is kompakt értékii és felsd-
Vietoris-folytonos.

2.b.Haa H:T — J(X) kompakt értékii leképezés és Vietoris-folytonos, valamint az
f:graphH — R fiiggvény folytonos, akkor az 2 : T — 22(X) megolddsleképezése is
kompakt értékii és felsd-Vietoris-folytonos.

Bizonyitds. 1.a. Azt mutatjuk meg, hogy V o € R esetén az (f¥)~'((a,0]) C T hal-
maz nyilt.
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Legyen a € R tetsz6leges. Legyen to € (fY)~!((a,]) tetszSlegesen adott, azaz

a<f'(to)= sup f(t,x).
XGH([[))

Ekkor Jxp € H(tg) , amelyre o < f(to,x0), azaz
(t0,%0) € f " ((et,20]).
Mivel f a.ff., ezért IW € 17y x(t9,x0) kornyezet, hogy
V (1,x) € graph H NW esetén (,x) € £~ (o, 0], azaz o < f(1,x). 4.4

Ekkor U € 17(fy) és 3V € 1x(x) nyilt kdrnyezet, hogy U xV CW.

Mivel xg € H(tg) és xg € V, ezért VN H(tp) # 0. Mivel feltettiik, hogy a H : T —
Z(X) halmazértéki leképezés a-V-folytonos, tovdbbd a V C X halmaz nyilt, ezért
3 Uy € 1r(ty), Up C U kornyezet, hogy V1 € Uy esetén VNH(t) #0, igy Ix €
VNH(t). Ezzel

(t,x) € graphHN (Uy x V) C graphHN (U x V) C graphHNW |
emiatt (4.4) alapjan o < f(t,x). Ezek szerint V ¢ € Uy esetén 3 x € H(t), hogy

o< f(t,x) < sup f(t,z)=f"(t).

z€H(t)
Ezek szerint a ty pont Uy € 77 (fg) kornyezetére teljesiil, hogy
Uo € (f) " ((ar,e2]).

Ez azt jelenti, hogy fy € int (f¥)~!((,]), és ezt akartuk l4tni.

1.b. Azt mutatjuk meg, hogy V o € R esetén az (fV)~!([—eo, ) C T halmaz nyilt.
Legyen o € R tetszdleges. Legyen 1y € (V)™ ([—o,at)) tetszdlegesen adott, azaz

(o) = sup fltg,x) <ex.
x€H (1)

1. eset: H(fg) = 0. Mivel a H : T — 2 (X) halmazértékd leképezés f-V-folytonos,
H(tp) C 0, és az 0 halmaz nyilt, ezért a fenti ekvivalens definicié szerint 3 U € 17 (1p)
kornyezet, hogy V¢ € U esetén H(t) C 0, azaz H(t) = 0. Ezért V¢ € U esetén

fv(t) = sup f(t,x)=—<a.
xeH(t)

Ezek szerint a ty pont U € 77 (fy) kornyezetére teljesiil, hogy
UC () (o).

Ez azt jelenti, hogy fo € int (fV)~!([~e,)).
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2. eset: H(tp) # 0. Ekkor 3 B € R, hogy

fY()= sup flto.x) <P <a,
x€H (1)

igy Vx € H(tg) esetén f(t9,x) < B, azaz
(t0,x) € f~" ([0, B)).

Mivel f f.f.f., ezért V x € H(fy) esetén 3 Wy € Trxx (f9,x) kornyezet, hogy

¥ (t,z) € graph H N Wy esetén (1,2) € £~ ([—e0, B)), azaz f(t,2) <. 4.5)
Ekkor persze esetén 3 Uy € tr(fy) és 3 Vi € Tx(xp) nyilt kdrnyezet, hogy Uy x Vi C
Wy
Mivel

{Vy : x€H(1p)}

nyilt fedése a H(fy) C X kompakt halmaznak, ezért 3 xi,...,x, € H(fy), hogy
n
H(ty) C | Vi, -
k=1

Mivel a H : T — ¢ (X) halmazértéki leképezés f-V-folytonos, ezért a fenti ekvivalens
definici6 szerint 3 Uy € 1r(t9) kornyezet, hogy V¢ € Uy esetén

n
H(t) C |J Vs,
k=1

Legyen
U=UNUy,N...NU,,.

Mivel Uy, Uy,,...,Uy, € tr(ty) és tr(ty) véges metszetzart, ezért U € tr(tg) . Mivel
pedig U C Uy, ezért Vit € U esetén is

n
H(t) C | Vi
k=1

ezért Vx € H(t) esetén 3 1 <k <n, hogy x € V,, igy
(t,x) €U x Vi, C Uy X Vi, TWy, .
Ezek szerint V¢ € U és V x € H(t) esetén

(t,x) € graphHNW,, ,
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emiatt pedig alapjan f(t,x) < B. Ebb6l kovetkezik, hogy V ¢ € U esetén

(6= sup f(t,x)<B<a,
xeH(1)

Ezek szerint a t) pont U € 77 (fy) kornyezetére teljesiil, hogy

UC () ([eo ).

Ez pedig azt jelenti, hogy 1o € int (f¥) ™! ([0, @t)).

(A B < a szamot azért vezettiik be, mert kozvetleniil csak azt tudtuk megmutatni, hogy
aty pontnak 3 U € 7r(ty) kornyezete, hogy Vit € U esetén fY(t) < fB,ésa f' (1) < a
nem lett volna elég.)

1.c. Ez kovetkezik 1.a.-bél és 1.b.-bol.

2.a. El6szor is megjegyezziik , hogy az ¥ : T — R értékfiiggvényrdl elég lenne az
alulrdl félig folytonossdgot feltenni, de a tobbi feltételbdl az 1.b. alapjan kovetkezik a
feliilrdl félig folytonossag is.

Kompakt értékiiség: Legyen t € T tetszGleges pont. A definicié szerint

20 =)W O =171 ([0, 4e)]) SH),

ami f(¢,.): H(t) — R feliilrgl félig folytonos volta miatt zdrt részhalmaza a H(r)
kompakt halmaznak, igy maga is kompakt.

Fels6-Vietoris-folytonossag: Legyen #y € T tetszSleges pont. Legyen G C X tetszd-
leges olyan Tyx-nyilt halmaz, amelyre 2 (f9) C G. Beldtjuk, hogy 3 U € t7(19) kor-
nyezet, hogy V't € U esetén 2 () C G, ami a allitasbeli ekvivalens definicié
szerint azt jelenti, hogy az 2~ halmazértéki leképezés felsG-Vietoris-folytonos a 7y
pontban.

L.eset: 2 (19) = H(1p).
Mivel H(ty) = Z (to) CG ésa H: T — Z?(X) halmazértékii leképezés f-V-folytonos,
ezért 3U € tr(ty) kornyezet, hogy Vi € U esetén H(t) C G, igy

Z(t)CH(t)CG.

2.eset: 2 (tp) # H(tp).
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Legyen x € H(tg) \ Z (tp) tetsz6leges, ekkor

flto,x) < sup f(to,.) = f"(to0),

H(1)

ezért 3 o0 € R, hogy
f([Oax) <a< fv(to) .

Mivel az f fiiggvény feliilr6 félig folytonos a (9, x) pontban, ezért az ekvivalens defi-
nicié szerint AW € Tr«x (fo,x) kornyezet, hogy V (¢,z) € W NgraphH esetén

flt.zg) <a.

Ekkor 3 U; € 17(fp) és 3 Vy € tx(x) nyilt kérnyezet, hogy U; x Vx CW.
Mivel az fV fiiggvény a.f.f. a fy pontban, ezért az ekvivalens definicié szerint 3 U, €
77 (t9) kornyezet, hogy V ¢ € U, esetén

a< fY().
Legyen U, =U; NU, € 17 (ty), ekkor V (£,2) € (Uyx x Vi) Ngraph H esetén
f(t,2) < fY(0). (4.6)

Mivel 2 (t9) C G, ezért H(to) C (H(1o)\ 2 (t0)) UG. igy

H(t) C U w]|ug,
XEH (10)\ 2 (t0)

ahol Vx € H(tg) \ Z (to) esetén Vy € Tx(x) a fent definidlt kornyezet.
Mivel Vx € H(tg) \ Z (1p) esetén Vy € tx (x) nyilt halmaz, igy a

{Va:xe Hlio) \ 2 (t0) } U{G}

halmazrendszer nyilt lefedése a H(fp) C X kompakt halmaznak, ezért kivalaszthaté
belble véges lefedés, azaz

n
Ixp,...,x € H(tg) \ Z'(19) , hogy H(1p) C UkaUG.
k=1

Mivel az J;_; Vo, UG C X halmaz nyilt, valamint a H : T — J#(X) halmazértékd
leképezés felsG- Vietoris-folytonos 7y-ban, ezért 3 U € tr(fy) kornyezet, hogy V ¢ € Uy
esetén
n
H(t) C |J Vi UG.
k=1
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Mivel pedig 2 (t) C H(t), ezért

2 (1) C | J Vi UG.
k=1

Legyen
U=UyNUy,N...NUy, € 17r(t0),

ahol V x; € H(tg) \ Z (tp) esetén Uy, € Tx(x;) a fentebbiekben definidlt kornyezet.
Ekkor Vt € U esetén
n
2 (1) C |J Vi UG.
k=1

Beldtjuk, hogy V¢ € U esetén 2 (1) CG.
Ugyanis: Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3¢ € U, amelyre 3z € Z'(r),de z ¢ G.
Mivel

n
2 (1) C |J Vi UG,
k=1

ezért 3 1 < k < n, hogy z € V. Mivel t € U C Uy, , ezért (t,z) € Uy, X Vy, . Mivel
pedig z€ Z'(r) CH(r), ezért

(t,2) € (Uy, x Vi) NgraphH
igy (.6) szerint £(t,z) < fV(t), emiatt z ¢ 2 (t), ami ellentmondds.

2.b. Ez kovetkezik 2.a.-bdl és 1.c.-bol. g

4.3.2. Megjegyzés. Az dltalanos egyensulyelméleti alkalmazasok sordn az éllitdsnak a
2.b részére hivatkoznak a leggyakrabban.

4.4. Approximacios szelekciok

4.4.1. Definicié. Egy F : X — Z?(Y) nemiires halmaz értékii leképezés, azaz valddi
halmazértéki leképezés szelekcidjdnak nevezziik azt az f: X — Y (pontértéki) leké-
pezést, amelyre

VxeX esetén f(x) € F(x),

illetve ezzel ekvivalens médon, amelyre
graph f C graphF'.

4.4.2. Megjegyzés (kivéalasztasi axioma). A halmazelméletben szereplS kivélasztasi
axi6ma éppen azt mondja ki, hogy egy F : X — Z?(Y) nemiires halmaz értékii leképe-
zésnek 3 f : X — Y szelekcidja.
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Ezt az axiémat gyakran halmazértékii leképezés helyett halmazcsaldddal szoktak meg-
fogalmazni:

Tetsz6leges (F(x))xex € & (Y) halmazcsalddra teljesiil, hogy

VxeX esetén 3 f(x)e€F(x).

Ez azonban csak megfogalmazasbeli kiilonbség, hiszen egy (F(x))xex € Z(Y) hal-
mazcsaldd megegyezik az F : X — Z2(Y) halmazértéki leképezéssel.

A felso-Vietoris folytonos halmazértéki leképezések
approximacios szelekcioi

4.4.3. Megjegyzés. Egy felsG-Vietoris folytonos halmazértéki leképezésnek nem fel-
tétéleniil 1étezik folytonos szelekcidja.

Legyen példaul
0 1x<0
F(x)=< [0,1] :x=0 |,
1 :x>0

ez a halmazértékd leképezés felsG-Vietoris-folytonos, de nyilvan nincs folytonos sze-
lekcidja.

4.4.4. Definicié. Az (X,dx) és (Y,dy) metrikus terek direkt szorzatdnak azt az (X x
Y,dx «y) metrikus teret nevezziik, ahol dxxy : (X xY) x (X xY) — R az a metrika,
amelyre V (x,y), (u,v) € X XY esetén

dx xy ((x,y), (#,v)) = max{dx (x,u),dy (y,v)}.

4.4.5. Megjegyzés. 1. Konnyen ellendrizhetd, hogy dy«y val6ban metrika.

2. A fenti definiciéban a R?-beli d., metrika helyett tetszGleges dg» metrikdt haszndl-
hatnank:

dx xy ((xvy)v (uvv)) =dp2 (dX(x>y)7dY(uvv)) .

4.4.6. Definicié. Legyenek (X,dx) és (Y,dy) metrikus terek. Egy F : X — Z2(Y)
nemiires halmaz értéki leképezés, azaz valédi halmazértéki leképezés egy adott € > 0
melletti €-kozelitd (approximdcios) szelekciojanak, roviden €-szelekcidjdanak neveziink
egy olyan f¢ : X — Y (pontértéki) leképezést, amelyre

graph f¢ C By «y(graphF,€),

azaz ezzel ekvivalens médon:
VxeX esetén az (x, fe(x)) € X xY ponthoz 3z€ X és Iy € F(z), hogy

dXXY((x7f$(x))7 (Zvy)) <E.
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4.4.7. Megjegyzés. 1.Lényegesen erdsebb lenne a kovetkezd feltétel:
VxeX esetén fe(x) € B(F(x),€),

de ilyet nem tudunk garantdlni.

2. Az g-szelekci6 1étezése még zart grafi halmazértéki leképezések esetén sem jelenti
a szelekci6 16tezését, mert mds-mds € > 0 esetén mds-mds x € X melletti (x, fe(x))
lesz kozel graph F-hez, ezért egy adott x € X esetén egy (g,) sorozat sorozat melletti
(fe, (x)) sorozat nem feltétleniil konvergens.

Az egységosztas

4.4.8. Definici6. Egy tetszOleges X halmazon értelmezett f : X — R valds értékd
figgvény tartdja (support):

suppf = {x € X : f(x) #0}.

Aza definici6 mintéjéra tetszSleges (X,d) metrikus térben is értelmezhetd pont
halmaztél vett tdvolsdga.

4.4.9. Definicié. Legyen (X,d) metrikus tér és A C X egy adott halmaz. Egy x € X
pontnak a tdvolsdga az A halmaztdl:

da(x) = igg d(x,a).

Az A halmaztdl val6 tavolsdg fiiggvénye: dy : X — R, x— da(x).
4.4.10. Megjegyzés. A definici6bdl kozvetleniil kovetkeznek az alabbi tulajdonsdgok:
1. da(x) = daa(x)

2. x€clA & dy(x) =0, ezek szerint
ha A C X zért halmaz, akkor x € A < d4(x) =0.

Tovébbé érvényben marad a[2.2.8] 4llitds is, a bizonyitdsa teljesen analég médon megy.
4.4.11. Allitas. A dy:X —R tdvolsdgfiiggvény Lipschitz-folytonos o =1 dllandoval:
Vx,y€X esetén |da(x)—da(y)| <d(x,y).

4.4.12. Definicio (egységosztds). Egy (X,7) topologikus tér egységoszidsdnak neve-
ziink egy
{frelo.1]* : yer}

figgvényhalmazt (I" tetsz6leges nemiires indexhalmaz), ha
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(1) VyeT eseténaz fy: X — [0,1] fliggvény folytonos,

2) Yyerfy=1,

(3) a {suppfy : yeT'} C #(X) halmazrendszer az X halmaz lokélisan véges lefe-
dése: V x € X esetén véges sok y € I' kivételével fy(x) =0.
(Emiatt a (2)-beli 6sszeg minden egyes pontban véges sok tag 0sszegét jelenti.)

4.4.13. Allitas (véges egységosztas). Legyen (X,d) metrikus tér, valamint K C X nem-
iires, korldtos halmaz. Tegyiik fel, hogy az x1,...,x, € K és 81,...,8, > 0 mellett

K< | )B(:.8).

-

1

15

Ekkor 3 {g; : K — [0,1] : i=1,...,n} e fedésnek aldrendelt véges egységosztdsa a
(K,dgxx) metrikus térnek, ami azt jelenti, hogy

(1) Vi=1,...,n eseténa g;: K — [0,1] fiiggvény folytonos,

(2) Z?:]gi =1,

(3) Vi=1,...,n esetén suppg; = Bk (x;,8;), azaz gi(x) # 0 < x € Bx(x;, 6;).
(Nyilvan {suppg; : i=1,...,n} C P(K) a K halmaz véges lefedése.)

Bizonyitds. LegyenVi=1,...,n esetén
di = dK\BK(xi,Si) K — R, azaz VYV x € K esetén d,-(x) = dK\BK(xi,Si) (x) .

El6fordulhat, hogy valamelyik K \ B (x;,6;) = 0, emiatt az iires halmaztél val6 tdvol-
sdgot jelen esetben értelmezzikk a K korldtos halmaz dtmérGjének: Legyen V x € K
esetén

dp(x) = diam(K).
A allitds szerint V A C X esetén a dy : X — R tdvolsdgfiiggvény Lipschitz-
folytonos, igy Vi=1,...,n esetén a d; : X — R fiiggvény folytonos.
Mivel a Bg(x;, ;) C K halmaz nyilt, igy a K \ Bx(x;, 6;) C K halmaz zért, ezért

dk\BK(x,,ﬁ,,)(x) =0 & x€K\Bk(x;,6), azaz di(x)#0 < x€Bk(x;,6).
Mivel K C U Bx(x;,8;), ezért Vx € K esetén Y d;(x) >0.Legyen Vi=1,...,n
esetén

. d;
g,':nild_:K—ﬂO,l].
i=1"

A fentiek szerint:

() Vi=1,...,n esetén a d; : X — R fiiggvény folytonos, igy a g; : X — [0,1]
figgvény folytonos,
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d; _
@ YLigi=Yi gty =1,

(3) Vi=1,...,n esetén g;(x) #0 < dij(x) #0 < x € Bx(x;,6;).

A Cellina-féle approximaciés szelekcios tétel

4.4.14. Allitas (Cellina-féle approximdci6s szelekcids tétel). Legyen (K,d) kompakt
metrikus tér, (Y,.|]) normdlt tér. Ha F : K — Pco(Y) nemiires konvex halmaz értéki,
felso-Hausdorff-folytonos (specidlisan felsd-Vietoris-folytonos) leképezés, akkor ¥ € >
0 esetén 3 fe : X — Y folytonos g-szelekcidja:

graph fe C By xy(graphF,€).

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszSleges.
Mivel az F : K — P, (Y) halmazértéki leképezés fels6-Hausdorff-folytonos, ezért
VxeK esetén 30 < §; < €, amelyre V z € B(x, &) esetén

F(z) CB(F(x),€). 4.7

Mivel pedig a (K,d) kompakt metrikus térnek a {B(x,0y/2) : x € K} halmazrendszer
nyilt lefedése, ezért 3 xq,...,x, € K, hogy

n

K=|JB(xi,8./2).
i=1

Ekkor az egységosztisra vonatkoz6 [4.4.13| dllitas szerint a (K,d) kompakt metrikus
térnek 3 {g; : K — [0,1] : i=1,...,n} olyan egységosztdsa, amelyre

(1) Vi=1,...,neseténa g; : K — [0, 1] fiiggvény folytonos,

2 Xig=1,

(3) Vi=1,...,neseténa gj(x) #0 & x € B(x;,6y,/2).
Legyen Vi=1,...,n esetén y; € F(x;)(# 0) tetszGleges. Legyen

n
fe=Y gi-yi:K—Y,
=1

i=

azaz V x € K esetén

=Y a@yi= Y sy
i=1 8i(x)#0

Mivel Vx € K esetén Vi=1,...,n mellett g;(x) >0 és Y7, gi(x) =1, ezért

fe(x) €co{yr,...,yn}, 6t fe(x)€colyi : gi(x) #0}. 4.8)



196 Szabé Imre, Kannai Zoltan: Az altalanos egyensulyelmélet matematikai eszkdzei

Legyen ezek utdn x € K tetsz6leges adott. Legyen k olyan index, amelyre
Oy =max{dy : gi(x) #0,i=1,...,n}.
Ekkor Vi=1,...,n esetén, amelyre g;(x) # 0, azaz amelyre x € B(x;, 0y, /2), fennall,

hogy

1) S, 1)
d(xi,x) <d(xi,x)+d(x,x;) < % + % <2 % =0y, azaz

Xi € B(xy, Oy, ) -
Emiatt szerint Vi=1,...,n esetén, amelyre g;(x) # 0, teljesiil, hogy
F(X,’) gB(F(xk)vs)a igy yi € B(F(xk)7£)'

Mivel az F konvex halmaz értéki leképezés, igy az F(x;) C Y halmaz konvex, emiatt
pedig a B(F(x;),€) C Y halmaz is az, ezért miatt

Sfe(x) € co{y; : gi(x) #0} CB(F(xy),€).
Ezek szerint 3y € F(x;), hogy
dy (fe(x),y) = [[fe(x) =yl < €.
Ugyanakkor x € B(xy, Oy, ), azaz d(x,x;) < Oy, , ezért

i (5 fe(0) @raphF) < diy (5, fe (). (509))
= max{d(x,xk),dH,H(fe(x)aY)}
< max{0, €} =€.

Ezek alapjdn V x € K esetén az (x, f¢(x)) ponthoz I x; € K és Iy € F(xy), hogy
dmax((xvf&‘(x))v (xkvy)) <Eg,
ami éppen azt jelenti, hogy

graph f¢ C By «y(graphF,€). O



V.

A BROUWER-FELE FIXPONTTETEL

o
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5.1. Bevezetés

Az aldbbiakban a matematikai analizis egyik legalapvetSbb tételét, a Brouwer-féle fix-
ponttételt bizonyitjuk be. E tétel a mindenki éltal tanult klasszikus analizis bevezetd
tételeihez képest hatdrozottan nehezebb fajsilyd nak szamit, jéllehet maga a tétel ki-
monddsa abszoldte nem nehéz, amely a kovetkez6: Legyen K egy véges dimenzios X
euklideszi térnek nemiires konvex kompakt részhalmaza. Ekkor a K halmaz tetszdleges
folytonos f : K — K transzformdcidjdnak van fixpontja, azaz olyan x € K pont, amelyre
flx)=x

Tehat ha példaul a sik egy korlapjat egy folytonos leképezés onmagdba transzfor-
malja, akkor e transzformacidnak van legaldbb egy fixpontja. (Egynél tobb mér nincs is
feltétleniil, gondoljunk pl. a k6zéppont koriili valamilyen elforgatdsra.) Az éllitas korlap
helyett négyzetlappal vagy hdromszoglappal is igaz. De ugyantigy igaz hdromdimenzi-
6ban gdombre, kockdra vagy tetraéderre, stb.

A bizonyitdsban lényegében a Harold W. Kuhn 1960-ban megjelent dolgozatdban
[[15] szerepld, az elsGsorban a formalizmus aspektusabdl vald egyszertiséget és ele-
gancidt megcélozé gondolatmenetet kovetjikk. (Ez nem feltétleniil esik egybe a képi
megjelenitéshez kothetd gondolatmenet igényével!) Kuhn eredeti dolgozata érett ma-
tematikusok szdmdra irt, tomor kombinatorikai nyelvezetli publikacié. Ehhez képest
mi azt tekintjiik els6dleges célunknak, hogy ez a Kuhn 4ltal valéban szépen kicsiszolt
gondolat az undergradudlis oktatdsban megszokott, és abban potencidlisan hasznalhaté
kirészletezettséggel jelenjék meg, de még inkdbb, hogy mindezen tilmenden ne csak
a kombinatorikdban, de a matematikai analizisben szokdsos igényesség is teret kapjon.
Ki kell emelniink, hogy egy oktatdsi anyagban a kombinatorikai igényesség nem potol-
Jja az analizisbeli igényességet, plane ha elssorban a matematikai analizisben lépten-
nyomon alkalmazott tételrdl van sz6. A ,steril” grafelmélet tételei tehdt barmennyi-
re szépek, benniinket Snmagukban nem fognak kihizni a csdvabdl. Ha azonban elég
»igyesek” vagyunk, akkor nem csak a kombinatorikai, de a ,,strukturdlis” nehézségeket
is sikeriilhet oly kicsire redukdlnunk, hogy elkeriiljiikk azon logikai csapddkat, amelyek-
be kiilonosen ezen a teriileten amugy is nagyon konnyi beleesni.

Koncepcidnk tehdt els6dlegesen az, hogy a szemléletesen nyilvdnvalé igazsdgokat a
matematikai analizisben megszokott egzaktsagi szinten jelenitsiik meg a szimunkra el-
érhetd leglényegretor6bb mdédon; akdr annak drdn is, hogy e megjelenités a maga helyén
tavol is keriiljon a konvenciondlis szemléletmddtdl, és legaldbbis e felépités tartamara
feliil is frja a szimplexek hagyomanyos definiciéjat.

Azaz a hangsuly a szemlélettel valé 0sszhang atlathatésagardl a formdlis egzaktsdg
aspektusdbol valo atlathatésagra és elegancidra tevddik 4t. Fontos odafigyelniink arra,
hogy ha maér egyaltalan annyi igaz, hogy nem kinalja ol eleve magat egy a szem-
l1életet kivetd természetes gondolatmenetii egzakt bizonyitds, akkor nincs is értelme
a szemlélettel valé 0sszhangot erdltetniink, sokkalta inkdbb olyan gondolatokat keres-
niink, amelyek matematikailag ligyesen és egyszerlien megragadhatok.

Nem hallgathatjuk ugyanakkor el, hogy maga a ,,szemléletes” kifejezés is nagyon
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viszonylagos; a kialakult koztudatban leginkabb ,,geometriailag lathat6”-t jelent, jolle-
het sokkal inkdbb azt kellene szemléletesnek nevezniink, amely a nyiladozé gyermeki
értelem szdmdra leginkdbb megragadhatd. Tehat példdul a jatékos logika ,,igen-nem”,
,.bal-jobb” nyelvezetét inkdbb lehetne szemléletesnek nevezniink, mint a fejlett térla-
tast. Ebbdl a szemszogbdl az aldbb tdrgyalandé felépités sokkal ,,szemléletesebb”, mint
példaul a Sperner- és Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz-lemmadkra épiils, amugy is
joval tobb logikai buktatéval jaré ut.

A tétel egydimenzidban persze banalitds: a klasszikus Bolzano-féle kozbiilsGpontté-
tel egy varidnsa csupan. Tanulsdgos lehet, ha az aldbb targyalandé felépitést valaki két
dimenzi6ban, dbrakon szemléltetve kiilon is megvizsgdlja. Am mivel felépitésiink nem
szemléletkovetd, s a geometriai 1atdsmadd helyett az algebrai és reldciéelméleti nyelve-
zet hatékonysdgat igyekszik kihaszndlni, nem érdemes a specidlis esetekkel tdl sokat
veszOdni. Ennek esetleg akkor nShetne meg a szerepe, ha ezt a felépitést valamikor
valamilyen mddon ,.k6zépiskolds fokon” is meg szeretnénk jeleniteni.

Zarjuk le bevezetésiinket az egydimenzids esettel, amely a mi jelen aspektusunkbol
nem igazdn érdemel kiilon alcimet. A szamegyenes konvex kompakt részhalmazai ép-
pen a korldtos zart intervallumok.

5.1.1. Allitas. Legyen h: [a,b] — [a,b] folytonos fiiggvény. Ekkor h-nak van fixpontja,
azaz létezik olyan x € [a,b] pont, amelyre h(x) = x.

Bizonyitds. A @ : [a,b] = R,
0 () = h(x)—x

fiiggvény folytonos, tovabba h (a) ,h (b) € [a,b] alapjan trividlisan ¢ (a) > 0és @ (b) <
0. fgy a Bolzano-tétel szerint van olyan x € [a, b] pont, amelyre ¢ (x) = 0; ezzel persze
h(x)=nx. O

5.2. Rendezés és szimplexek Z"-ben

E szakasz elején el6rebocsdtjuk, hogy a szimplexek (hdromszogek, tetraéderek stb.)
aldbbi bevezetése messze nem a szokdsos definiciét takarja; abbdl éppen csak annyit
emel ki, amennyi elegendd lesz a Brouwer-tétel (relative) konnyed igazoldsdhoz. Az
aldbbiakban geometriai szemléletmddtdl az algebrai irdnydba torténd elmozdulds is az
egzakt bizonyitds gordiilékenységét szolgélja.

Legyen n € N. A tovdbbiakban x € R” esetén automatikusan
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tehat az x(/) szamok (1 < j < n) az x vektor komponensei. @ € R esetén legyen

o

o
o= cR".

5.2.1. Definicié. x,y € R" esetén

x<y ha V1< j<n-re x) Sy(j) :
x<y ha x<y és x#y ;
x<y ha V1< j<nrexl) <yl

A forditott irdnyu reldcidkat természetszertileg hasznéljuk mint inverz reldcidkat. Az x
vektor nemnegativ, ha x > 0. x szemipozitiv, ha x > 0. x pozitiv, ha x > 0.

Innentdl kezdve egy j6 darabig R” helyett a Z" C R” halmazban dolgozunk. (Z"
elemeinek neve: rdcspontok.) A tovdbbiakban egy véges H halmaz elemszamdt |H |-
kel jeloljiik.

5.2.2. Definicio. Egy H C Z" halmazt szimplexnek mondunk, ha

e mindenx,y € H esetén x <y vagy y <x;

e vanolyan x € H, hogy mindeny € H-rax <y <x+1.

Ha 0 < |H| = k, akkor azt is mondjuk, hogy H egy (k — 1)-szimplex Z"-ben.

5.2.3. Példa. n =2 esetén a fenti definicié szerinti szimplexek mindig a rdcspont csicsi
egységoldali négyzetekben jelennek meg. Egy rdcspont csicst egységnégyzetben négy
0-szimplex van: éppen a négyzet csticsai; 1-szimplexbdl 6t van: a négyzet oldalai és az
y = x egyenessel parhuzamos 4tl6ja. (Itt szakasz alatt persze a végpontjai halmazat
értjiik.) 2-szimplexbdl pedig kettd van: az a két haromszog, amely a négyzetbdl az
y = x egyenessel parhuzamos atléval valo szétvagaskor keletkezik. (Haromszog alatt is
persze a cstcsai halmazat értjik.)

5.1. Feladat. Keressiik meg az n = 3 esethez tartoz6, egy racspont csticsu egységkocka-
ba es6 szimplexeket! (0-szimplexbdl nyolc van, 1-szimplexbdl tizenkilenc, 2-szimplex-
bdl tizennyolc, mig 3-szimplexbdl hat.)

5.2.4. Megjegyzés. Mivel egy H C Z" szimplex elemei racspontok, ezért novekedés
szerinti felsorolaskor H egy elemérél a kovetkezore térve

1. mindig valamely komponens(ek)ben torténik ugrds (egyszerre akar tobb kompo-
nensben is);
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2. azx<y<ux +1 feltétel miatt minden komponensben legfeljebb egyetlen 1épés
sordn johet szoba ugrds, mégpedig egységnyi ugras;

3. H emiatt legfeljebb n+ 1 elemi (azaz n-szimplex).

5.2.5. Kovetkezmény. Ha H = {xo < x| < --- < x} C Z" n-szimplex, akkor sziikség-
szeriien x, = X +1. Tovdbbd nincs olyan 1 < j < n index, hogy H minden elemének
Jj-edik komponense ugyanaz a szam volna.(A szimplex elemeinek novekedés szerinti
felsoroldsakor minden lépésben mds-mds komponensben torténik ugrds, s ez most az
osszes komponenst érinti.)

5.2.6. Kovetkezmény. Egy Z"-beli H (n— 1)-szimplex esetén legfeljebb egyetlen olyan
1 < j < nindex létezik, hogy H minden elemének j-edik komponense ugyanaz a szdm.
Ez pontosan akkor torténik, ha H elemein novekedés szerint haladva minden 1épés-
ben egyetlen komponensben torténik ugrds. (Az n — 1 lépés ekkor nyilvdn érintetleniil
hagy egy komponenst.) Ilyenkor H legnagyobb és legkisebb elemének kiilonbsége n — 1
komponensben 1, mig a fennmaradé komponensben 0. Ezesetben hivjuk a H (n—1)-
szimplexet masodrendiinek. A mdsik eset az, hogy H elemein novekedés szerint halad-
va van olyan lépés, ahol egyszerre két komponensben torténik ugrds; az o0sszes tobbi
lépésben pedig egy-egy komponensben. (Ekkor az ugrdsok osszességében mind az n
db komponenst érintik, tehdt H elemei egyik komponensben sem alkotnak konstans n-
hosszi sorozatot.) Ilyenkor sziikségszeri, hogy H legnagyobb és legkisebb eleme kozti
kiilonbség éppen 1 legyen. Ezesetben mondjuk azt, hogy a H (n— 1)-szimplex els6ren-
dd.

Az R™-beli standard bézist (az egységmatrix oszlopaibdl allé bazist) jelolje
(e1,e2,...,en). Persze e vektorok Z"-beliek is.

5.2.7. Allitas. Legyen H C 7" (n—1)-szimplex és x = m<in H. Ekkor H pontosan két kii-
lonbozé médon terjeszthetd ki n-szimplexszé, tovdbbd az aldbbi két eset koziil pontosan
az egyik teljesiil:
1. m<axH =x+1. Ezesetben H elsérendii (n—1)-szimplex, tovdbbd H-nak mindkét
n-;zimplexszé valo kiterjesztésének legkisebb eleme x, legnagyobb pedig x +1.
2. van olyan 1 < j < n index, hogy m<aXH =x4+1-— e;j. Ezesetben H mdsodrendii

(n—1)-szimplex, tovdbbd H egyik n-szimplexszé vald kiterjesztését x +1 hozzd-
vételével nyerjiik, a mdsikat pedig x — e hozzdvételével.

Bizonyitds. Elegend6 meggondolnunk, hogy H elsérendlisége maga utdn vonja 1.-et,
masodrendiisége pedig 2.-t (mindkét esetre kimutatva, hogy a kiterjesztés pontosan két-
féleképpen torténhet).

Ha H els6rendd, akkor legyen H = {x| < --- < x,}; H-nak ekkor van olyan x, ele-
me, hogy a sorban kovetkezd eleme x; + ¢ + ¢ alaku (alkalmas kiilonbozd 1 < j,k <n
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indexekkel). fgy H U {xg +e j} és H U {xp+ e} két kiilonb6zs n-szimplex. A fenti ko-
vetkezmény értelmében m<axH = x+ 1. Ezért H-nak barmely n -szimplexsz¢ vald ki-

terjesztését x és x +1 fogja kozre; igy aztdn novekedés szerinti elsS £ eleme is sziikség-
szerlien ugyanaz, mint H-nak; és utolsé n — ¢ eleme is ugyanaz, mint H-nak. (Egészen
egyszeriien nem fér kdzbe Wj rdcspont.) No de xy €s x¢+ e + e k6z¢ a mar felsoroltakon
kiviil szintén nem illeszthet racspont, igy a felirt két n-szimplexszé vald kiterjesztésen
kiviil nincs is tobb.

Ha H maésodrendd, akkor a 2. pont elsd 4llitdsa a fenti kovetkezménybdl adédik. Per-
sze, hogy ekkor HU {x} és HU {x—I—T} két kiilonb6z8 n-szimplexszé vald kiterjesztés.
Mivel H elemeit a legkisebb x-t8l a legnagyobb x +1-e j-ig n — 1 db kiiléonb6z6 kom-
ponensben valé ugrassal kapjuk meg, ezért kozéjiik nem fér djabb racspont. Csak x ald
vagy x +1 folé. No de a szimplex definicidja miatt minden ,,4j” rdcspontnak is x —e;
(= x+1-— ej) — T) és x+ 1 kozé kell esnie. Ilyenek tényleg csak x — ej és x +1,
amelyekkel valo kiterjesztéseket mar folirtuk. |

5.3. A nullkomponens-lemma

Jelolje tetszSleges n, p € N esetén
{0,...,p}":= {xGZ”ZGSXSﬁ} .

{0,...,p}" neve: n-dimenziés p-kockardcs. A tovdbbiakban legyen n, p € N rogzitett.

5.3.1. Allitas. Legyen H C {0,...,p}" (n—1)-szimplex, x = m<inH ésy= m<axH, Ek-

kor az aldbbi négy eset koziil pontosan az egyik teljesiil:

1. van olyan 1 < j < n index, hogy ym = 0, ekkor persze minden a € H-ra is
al¥) = 0. Tovdbbd H _egyértelmiien terjeszthetd ki {0, ..., p}"-ben fekvd szimp-
lexszé, mégpedig x + 1 hozzdvételével.

2. vanolyan 1 < j <nindex, hogy x) = p, ekkor persze minden a € H-ra is ali) =
p. Tovabbd H megint csak egyértelmiien terjeszthetd ki {0,...,p}"-ben fekvs
szimplexszé, mégpedig y — 1 hozzdvételével.

3. van olyan 1 < j < nindex és 0 < q < p egész, hogy minden a € H-ra aA(j) =q.
Ekkor H-nak mindkét n-szimplexszé valo kiterjesztése (x+ 1, illetve y — 1 hozzd-
vételével) {0, ..., p}"-ben fekszik.

4. H elemeinek egyetlen 1 < j < n index mentén vett komponensei sem alkotnak
konstanst. Ekkor is H-nak mindkét n-szimplexszé valo kiterjesztése {0,...,p}"-
ben fekszik.
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Bizonyitds. A fenti négy éllitds elsé mondatai teljes esetfelsoroldst alkotnak. Igy csak
azt kell igazolnunk, hogy mindegyik allitds els6 mondatabdl a tobbi is kovetkezik.

1.: mivel H elemei nemnegativak és y koztiik a legnagyobb, ezért valéban minden
a € H-rais al/) = 0. Ezzel viszont H masodrendi (n — 1)-szimplex. A legut6bbi dllitds
2. pontja alapjdn ekkor H egyik n-szimplexszé valo Kiterjesztése egy x — e; alaki vektor
hozzévételével torténik, ami nincs {0, ..., p}"-ben. A mdsik Kiterjesztés viszont x + 1
hozzdvételével torténik, ami eleme {0, ..., p}"-nek. gy H-nak egyetlenegy olyan n-
szimplexszé val6 kiterjesztése 1étezik, amely {0,..., p}"-ben fekszik.

2.: ez a p— H szimplexre az el6z6 eset; marpedig az M — p — M involdcié k-
szimplexnek k-szimplexet feleltet meg (és forditja a rendezést).

3.: Ekkor 0 < g < p miatt x —ej, y+e¢; € {0,...,p}". No de H megint csak
mdsodrendd, igy a legutdbbi dllitds 2. pontja alapjin y = m<axH =x+1—e j, az-

azx+1=y+ ej €{0,...,p}". Emiatt H mindkét n-szimplexsz€ val6 kiterjesztése
{0,..., p}"-ben fekszik. (S ekkor persze y — T=x— ej.)

4.: Az el6z6 szakasz masodik kovetkezménye alapjan H elsérendi. Igy a legutGbbi
allitds 1. pontja alapjén y = m<axH =x+1.Ezzel x, x+1€{0,..., p}" , igy ugyanezen

1. pontra hivatkozva H-nak mindkét n-szimplexszé val6 kiterjesztése {0,...,p}"-ben
fekszik. -

5.3.2. Definicié. Legyen H C {0,...,p}" (n— 1)-szimplex. Ha H a fenti llités 1. pont-
jénak felel meg, akkor {0,..., p}"-beli alsé hatdrmintdnak, ha a 2. pontnak felel meg,
akkor {0, ..., p}"-beli felsé hatdrmintdnak nevezziik, ha pedig az 4llitds 3. vagy 4. pont-
janak felel meg, akkor {0, ..., p}"-beli belsd mintdnak hivjuk.

Tehdt egy {0,...,p}"-beli (n— 1)-szimplex vagy hatdrminta, vagy bels§ min-
ta; tovdbbd egy {0,...,p}"-beli hatdrminta pontosan egyetlen {0,...,p}"-beli n-
szimplexnek lesz részhalmaza, egy {0, ..., p}"-beli belsé minta pedig pontosan két kii-
16nbéz6 {0, ..., p}"-beli n-szimplexhez tartozik.

5.3.3. Megjegyzés. Legyen f:{0,...,p}" — {0,1}". Ekkor nyilvdnvaléan ekvivalen-
sek az alabbiak:

1. ag(x) :=x—2f(x)+ 1 hozzdrendelésre g ({0,..., p}") C {0,...,p}";

2. minden x € {0,...,p}" esetén ”127"? <fl) <2t

3. havalamely x € {0,..., p}" valamely komponense 0, akkor f (x) megfelel kom-
ponense is 0; hasonléan ha valamely x € {0,...,p}" valamely komponense p,
akkor f (x) megfelel6 komponense 1.

E 3. pont szemléletes tartalma az, hogy az x rdcspont valahdnyszor a {0,...,p}"
kockaricsnak megfelel$ kocka valamely extremalis részhalmazdra ( ami n = 1 esetben
a szakaszvégpontokat, n = 2 esetben a négyzet csucsait és oldalait, n = 3 esetben a



204 Szabé Imre, Kannai Zoltan: Az altalanos egyensulyelmélet matematikai eszkdzei

kocka csucsait, éleit és lapjait jelenti stb.) illeszkedik, akkor f(x) is az egységkocka
megfelel$ extremadlis részhalmazdba esik.

5.3.4. Definicié. Egy f:{0,...,p}" — {0,1}" fiiggvényt illeszkeddnek mondunk, ha
minden x € {0,...,p}"-re

x+1-p x+1
L e < -
s sf=—

(azaz a fenti megjegyzés 1., 2. 3. pontjainak barmelyike teljestil).

A szakasz 6 technikai lemmdjdhoz sziikségiink lesz egy fontos kombinatorikai ész-
revételre:

5.3.5. Megjegyzés (transzparitds elve). Legyenek A, B véges halmazok és
A C A x Brelacié. Ekkor az

Ap:={acA:{beB:a#b} paratlan}
By:={beB:{acA:aZ#b} paratlan}
halmazok azonos paritdsiak.

Bizonyitds. n db paratlan szdm Osszege n-nel azonos paritdsd; n db paros szam Osszege
pedig pdros. Emiatt #Z N (A; X B) azonos paritdsi Aj-gyel, Z N ((A\A;) x B) pedig
péros. Ezért A| azonos paritdsi Z-rel. Ugyanigy B azonos paritdsi %~ '-gyel. No de
R és B~ elemszdma azonos. O

5.3.6. Lemma (nullkomponens-lemma). Legyen f :{0,...,p}" — {0,1}" illeszkeds
fiiggvény. Jelolje x € {0,...,p}"*\ {6} esetén

N(x)::min{lSjgn:xm;éO}—l

és N (6) :=n. (Tehdt N (x) azt méri, hogy az x mint szdm-n-es hdny 0-val kezdédik.
N (x) pontosan akkor 0, ha x nem 0-val kezdddik.) Ekkor

{H CH0,...,p}" : H egy n-szimplex és N (f (H)) = {0,1,...,n}}
pdratlan elemszdmii halmaz.

Bizonyitds. n-re vonatkozé teljes indukciéval bizonyitunk. Az n = 1 eset a kovetkez6: a
0,...,p egész szamok mindegyikére rafrjuk a 0 és az 1 szdmok valamelyikét gy, hogy
a(0-ra 1-et frunk, a p-re pedig 0-t. (Azért forditva, mert N most éppen megcseréli a 0-t és
az 1-et.) Azt kell latnunk, hogy azon egységszakaszok szdma pdratlan, amelyek egyik
végpontjara 0, a masikra pedig 1 van {rva. Pasztazzuk végig 0-tdl p-ig az egészeket,
azon szempontbol, hogy 0 vagy 1 van-e rdjuk {rva. Szdmunkra az osztészakaszok koziil
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pont azok az érdekesek, ahol véltds torténik a cimkében. Am 1-gyel inditva csak gy
juthatunk 0-val val6 befejezéshez, ha kdzben pdratlan sokszor véltottunk. Nota bene: a
keresett szakaszok szdma tényleg pdratlan.
Most tegyiik fol, hogy az allitds n — 1-re igaz, és ebbdl bizonyitsunk n-re (n > 1).
Legyen f:{0,...,p}" — {0,1}" illeszkedd fiiggvény. TetszSleges 1 < k < n esetén
nevezziink egy H C {0,...,p}" k-szimplexet f-teljesnek, ha

N(f(H))=1{0,1,....k} .

Emiatt az llitdsban szerepld halmazrendszer éppen az f-teljes n-szimplexek Osszes-
sége. El8szor gondoljuk meg, hogy ha egy {0, ..., p}"-beli H n-szimplexen N o f nem
injektiv, akkor a H-ban fekv§ f-teljes (n — 1)-szimplexek szdma péros. ValGban, ezeset-
ben van két kiilonb6z6 x,y € H, hogy N (f (x)) = N(f (y)). H-nak persze igy {x,y}-t
tartalmazé részhalmazai kozott nincs f-teljes, ezért H-ban f-teljes (n — 1)-szimplex
csak H \ {x} és H\ {y} koziil keriilhet ki. Igen dm, de N (f (x)) = N (f (y)) miatt

N(f(H\{x})) =N (f (H)) =N (f (H\{y})) -

ey H\ {x} és H\ {y} koziil vagy mindkett5 f-teljes, vagy egyikiik sem. Azaz tényleg
ilyenkor a H-ban fekv§ f-teljes (n — 1)-szimplexek szdma vagy 2, vagy 0.

Ha most H C {0,...,p}" olyan n-szimplex, amely pératlan sok f-teljes (n— 1)-
szimplexet tartalmaz, akkor a fentiek miatt N o f injektiv H-n, azaz H trividlisan f-
teljes. Megforditva, ha H-rdl azt tessziik fol, hogy f-teljes n-szimplex, akkor persze
pontosan egyetlen f-teljes (n — 1)-szimplexet tartalmaz.

Osszefoglalva: egy {0,...,p}"-beli n-szimplex pontosan akkor f-teljes, ha pdrat-
lan sok f-teljes (n—1)-szimplexet tartalmaz. Alkalmazzuk most a fenti megjegy-
zést a {0,...,p}"-beli n-szimplexek A halmazdra, a {0,...,p}"-beli f-teljes (n— 1)-
szimplexek B halmazéra és azon Z C A x B reléciéra, amelyre minden (H,K) € A x B
esetén

H#K <= K CH .

A legutébb kapottak éppen azt jelentik, hogy a megfelel6 A; halmazt éppen az f-teljes
n-szimplexek alkotjak. A hatdrmintdk definicidja utdn kozvetleniil irtak szerint viszont
a megfeleld By halmaz éppen a {0, ..., p}"-beli f-teljes hatdrmintak 6sszessége. E két
halmazrendszer a transzparitds elve szerint azonos paritdsd; tehdt most mar elegendd
megmutatnunk, hogy a {0,..., p}"-beli f-teljes hatdrmintdk szdma paratlan.

El6szor is gondoljuk meg, hogy az alsé hatdrmintdk nincsenek Bj-ben. Legyen
ugyanis H egy alsé hatarminta. Ekkor van olyan 1 < j < n index, hogy H elemeinek a
Jj-edik komponense 0. f illeszkedd volta miatt ekkor f (H) elemeinek j-edik kompo-
nense is 0. Ezért f (H) egyetlen eleme sem kezdddhet pontosan j—1 db 0-val, azaz
Jj—1¢N(f(H)), amiért is H nem f-teljes. Tehdt az alsé hatdrmintdk kozott nincs
f-teljes.

Most mar tehat csak az f-teljes felsé hatarmintak kozott valogatunk. Legyen H egy
f-teljes fels6 hatdrminta. Ekkor van olyan 1 < j < n index, hogy H elemeinek a j-edik
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komponense p. Innen f illeszked§ volta miatt f (H) elemeinek j-edik komponense 1.
No de az f-teljesség miatt f (H)-nak olyan eleme is van, amelynek az els6 n — 1 kom-
ponense 0. Igy sziikségképp j = n. Tehit azt kaptuk, hogy az f-teljes fels6 hatarmintak
minden elemének n-edik komponense p.

Jelslje most f: {0,...,p}" ' = {0,1}" !,

)
S
Il
=
/N
A TS
N~
©

Cr TV
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E definici6 szerint magatdl értetddden fegy az n— 1 esetnek megfeleld illeszked? fiigg-
vény. Tovabba az f-teljes felsé hatdrmintdkra legutébb latottak miatt azonnal adddik,
hogy H pontosan akkor f-teljes felsé hatdrminta, ha H = K x {p} alakd, ahol K f—
teljes (n— 1)-szimplex. Tehdt az f-teljes felsd hatdrmintdk szdma azonos az f—teljes
(n—1)-szimplexek szdmdval. Az indukci6s feltétel miatt e szam pératlan; ezért By pa-
ratlan elemszami halmaz. gy a transzparitds elve szerint A| is paratlan, azaz az f-teljes
n-szimplexek valdban pdratlan sokan vannak. 0

5.3.7. Lemma (Kuhn-Sperner). Legyen f : {0,...,p}" — {0, 1}" illeszkedd fiiggvény.
Ekkor van olyan H = {xy <x; <--- <xp} C{0,..., p}" n-szimplex, amelyre

0< fxo)+f(x1)++f(r)<ntl.

Bizonyitds. Az el6z8 lemma jeldléseit hasznédlva, maga a lemma miatt az N (f (H)) =

{0,1,...,n} tulajdonsdgd H n-szimplexek szdma pdratlan. Tehét 1étezik legaldbb egy

ilyen tulajdonsdgui H n-szimplex. Gondoljuk meg, hogy ez teljesiti az allitdsban fog-

laltakat. TetszSleges 1 < k < n egészre a fentiek szerint az n+ 1 elemi f (H)-nak

n—k—+1 eleme legaldbb k db 0-val kezdddik, azaz legalabb n — k+ 1 elemnek lesz

a k-adik komponense 0. Igy ¥ f(x) k-adik komponense legfeljebb k (hiszen f (H)
x€H

elemei csupa 0-1 rdcspontok). Ezért Y f(x) < n/+\1 Ugyanakkor minden 1 <k <n

xeH
mellett kK — 1 € N (f (H)) miatt van olyan z € f (H), amelynek k-adik komponense 1.
Ezért Y f(x) k-adik komponense legaldbb 1. Azaz Yy f(x) >1>0. a
xeH xeH

5.4. A Brouwer-tétel az n-dimenzidés kockara

Az aldbbiakban legyen
[0,1]":= {XGR" :6§x§T}
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az n-dimenziés egységkocka. Innentdl kezdve ismertnek tételezziik fel az euklideszi
norma és tdvolsdg, valamint a gdmbok, a kornyezetek, nyilt, zart, korldtos és kompakt
halmazok, korlatos és konvergens sorozatok fogalmat, tovabba az euklideszi terekre
vonatkoz6 Bolzano-Weierstra3-féle kivalasztasi tételt. Azt is ismertnek tételezziik fol,
hogy R"-ben a természetes euklideszi struktira mellett [0, 1]" kompakt halmaz. Mind-
ezeken tilmenden, ismertnek tételezziik fol az euklideszi terek kozotti fiiggvények foly-
tonossaganak fogalmat, az ahhoz kapcsolddé legelemibb ismeretekkel (formalis szaba-
lyok, nivéhalmazok nyiltsdga, zartsdga, dtviteli elv, kompakt halmazok képe) egyiitt.

5.4.1. Tétel (Brouwer). Legyen f :[0,1]" — [0,1]" folytonos fiiggvény. Ekkor f-nek
létezik x € [0,1]" fixpontja.

Bizonyitds. Tetsz8leges p € N mellett jelolje g, : {0,...,p}" — {0,1}",

0 b (r(2)7 =20

1 egyébként.

(g () =

Innen tiistént latszik, hogy az x — x — 2g, (x) +1 hozzérendelés a {0,..., p}" kocka-
rdcsot nmagaba képezi. Tehdt g, illeszked6 fiiggvény. A Kuhn-Sperner-lemma miatt
ekkor van olyan H, C {0,..., p}" n-szimplex, amelyre

0< Y gpx)<ntl.
x€H,

Jelolje H, legkisebb elemét x,, legnagyobb elemét pedig y,. Ezt minden p-re elvégezve
nyerjik az (xp) és (yp) sorozatokat. Ekkor ( > [0,1])" miatt a Bolzano-WeiersrtaB-
féle kivlasztasi tétel alapjan van olyan szigortian n6vs (py) indexsorozat és x. € [0,1]"
vektor, hogy az R" euklideszi térben ﬁ tart x,-hoz. Innen y,, = xp, + 1 alapjén pr: is
tart x,-hoz.

Indirekt tegyiik fol, hogy f (xs) # x., azaz valamely 1 < j < n indexre (f (x*))(J ) #
Xy
Ha most (f (x*))(j) < xﬂj), akkor f folytonossdga miatt x.-nak egy 6 > 0 sugard
[0,1]"-beli kdrnyezetében levs x-ekre is (f (x ))(’) < x< ). Ugyanakkor ”kk — Xy 68
¥
e
mlvel . - Hp, minden elemét ezek fogjak kozre, ezért k > ko esetén az egész - - Hp, a

1) sugaru kornyezetben fekszik. Emiatt minden k > ko és x € Hp, esetén

G <)

y”‘ — x, alapjdn egy ko index utdn lfk és az Xy W sugard kornyezetébe esik, s
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azaz (g, (x))(j ) — 1. Eszerint viszont

0)
Z gpk(x) :I’l-‘rl,

xEH,,k

ellentétben a Hp, halmazok Y gp, (x) < n+1 tulajdonsdgaval.
xeHp,
Ha pedig (f (x*))U ) > iU ), akkor a fentihez teljesen hasonlé médon az adédik, hogy
egy index utdn
()
Z 8px (x) =0,

XEHPk

ellentétben a H,, halmazok Y. gp, (x) > 0 tulajdonségdval. Tehdt mégis f (x,) = x..

x€H), "

O

5.4.2. Definicié. Legyen X euklideszi tér. Egy H C X halmazt n-dimenzids paralele-
pipedonnak neveziink, ha van olyan A : R” — X injektiv linedris leképezés és y € X,
hogy H =y+A([0,1]").

Egy paralelepipedon nyilvadn konvex és kompakt halmaz.

5.4.3. Kovetkezmény. Legyen X euklideszi tér és H C X (valamilyen dimenzids) para-
lelepipedon. Ekkor tetszdleges f: H — H folytonos fiiggvénynek létezik x € H fixpontja.

7 oz

Bizonyitds. Kolcsonvéve a fenti definicié jeloléseit, alkalmazzuk az el6z6 tételt a
h(x):= A~ (f (y+Ax) —y) fiiggvényre, hasznalva a linedris leképezések folytonos-
sdgat. |

5.5. A Brouwer-tétel legklasszikusabb alakjai

Az eddigieken tul innét ismertnek tételezziik fol az euklideszi térbeli véges ortonor-

malt rendszerek és bazisok fogalmat és az ortonormalt bazisokra vonatkozé Parseval-

formulat, a halmazoktdl vett tdvolsagot, valamint Riesz Frigyes legkozelebbipont-

tételét és az Un. tompaszog-lemmat: egy véges dimenzids X euklideszi térben egy nem-

tires konvex zdrt M halmaznak tetszoleges x € X vektorhoz (egyértelmiien) létezik leg-

kozelebbi Py (x) pontja. Ezzel tetszdleges y € M mellett (y — Py (x) | x — Py (x)) < 0.
A tovabbiakban legyen X véges dimenzids euklideszi tér.

5.5.1. Allitas. Terszéleges @ = M C X konvex zdrt halmaz esetén a Py - X — M, x —
Py (x) leképezés folytonos.
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Bizonyitds. Tetsz6leges x,y € X esetén a tompaszog-lemmadt is hasznalva,

ly =Py ()|

1= Pu () = (Pu (x) = Pu (0) > =
ly—Pu ()I> =2 (= Pu () | Pu (x) = Pur (v)) +

+ 1P () =Py ) =
>y =Pu )P+ 1P () = Pu )
ahonnan
1Py (0) = Pu OIP < lly=Pu @I =y —Pu O)]* <
< (d M)+ |ly—xll)* —d* (M) |
tehdt ||y — x|| < d(x,M) esetén

1Py (¥) = Pu O)IP < (d (e, M)+ [ly = (1) = (d (. M) — [ly = x]])?
< 4d (e M)-ly—x]

mig ||y —x|| > d (x,M) esetén trividlisan
2 2 2
[1Pbr () = Prr )17 < 21y —x[1)" = 4ly—x[|" 5
tehdt mindegyik esetben
1Phr (x) = Pog ()1 < 4l (x, M) - |y = x[| + 4Ly — x]|* .
Ebbdl mar azonnal adddik a Py, fliggvény x-beli folytonossaga. ]

5.5.2. Megjegyzés. Legyen (uj,up,...,u,) C X ortonormdlt bézis. Jelolje U : R" —
X azt az unitér leképezést, amely az R" tér standard bézisvektorainak rendre az
up, Uy, ..., uy vektorokat felelteti meg. Jeldlje ¢ = w Azonnal latszik, hogy a
H :=U ([0,1])") paralelepipedon tartalmazza a B (c, %) euklideszi gombot. (Ugyanis a
gomb tetszSleges pontjanak az adott bazisra vonatkozdé barmely koordinataja trividli-
san 0 és 1 kozé esik.) Innen alkalmas eltoldssal és nagyitdssal adédik, hogy tetszSleges
K C X korlatos halmaz belefoglalhaté egy X-beli paralelepipedonba.

5.5.3. Tétel (Brouwer). Legyen K C X nemiires konvex kompakt halmaz és f : K — K
folytonos fiiggvény. Ekkor f-nek létezik x € K fixpontja.

Bizonyitds. Foglaljuk be a K halmazt egy H C X paralelepipedonba. Mivel Px foly-
tonos, ezért az f o Py fliggvény H-ra vald lesztikitése egy folytonos H — H transz-
formdcid. A paralelepipedonokra vonatkozd, mdr igazolt Brouwer-tétel (a legutbbi
kovetkezmény) miatt e folytonos transzformécionak van fixpontja. Azaz létezik x € H
pont, hogy x = f (Px (x)). No de f értékei K-bdl valdk, ezért x € K. Emiatt viszont
Pg (x) =x. Azaz x = f(x). O

A tovédbbiakban legyen Z az X tér zdrt egységgombje és S ennek feliilete, azaz az
X-beli egységszféra.
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5.5.4. Tétel (Bohl). Tetszdleges f : BB — X folytonos fiiggvénynek vagy van % belse-
Jében fixpontja, vagy van olyan x € S pont és 0 < ot < 1 szdm, hogy x = ¢t - f (x).

Bizonyitds. Pgo f folytonos transzformdci6ja a % konvex kompakt halmaznak. Igy a
Brouwer-tétel szerint van olyan x € 2 pont, amelyre x = P (f (x)). Ha most ||x| =
1P (f (x))|| < 1, akkor f (x) nem lehet a Z halmazon kiviil, tehdt Py (f (x)) = f(x),
igy x valéban a Z belsejében fekv fixpontja f-nek. Ha pedig x = P (f (x)) € S, akkor
trividlisan || f (x)|| > 1 és

fx)
x=Pg(fx)= ;
I1F
igy az o = 1< vélasztds igazolja is dllitdsunkat. ]

ISl

5.5.5. Tétel (Borsuk). Nincs olyan f : % — S folytonos fiiggvény, amelyre fis =1ds
teljestilne.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik f6l, hogy mégis 1étezik egy a szébanforgé tulajdonsagu f.
Ekkor formélisan —f : 28 — 4 folytonos fiiggvény, amelynek a Brouwer-tétel miatt
van egy x € 4 fixpontja. A —f (x) = x feltétel miatt persze x € S, ahonnan —x = x,
azaz x = Oy, ami ellentmondas. O

A Borsuk-tétel szerint tehdt példdul egy tomor gomb nem vetithetd rd folytonosan
a feliiletére (azaz nem képezhetd rd a feliiletre folytonosan tgy, hogy a feliilet minden
pontja helyben maradjon). Ezzel a matematikai analizisben szokdsos egzaktsagi szinten
mutattuk meg azon szemléletesen nyilvanvald, s6t a szemléletben tautolégidva olvadé
tényt, miszerint egy tomor anyagban egy lyuk képz6dése nem irhat6 le folytonos fiigg-
vénnyel. A fenti tényt egyébként ugy is ki szoktak fejezni, hogy egy véges dimenzids
euklideszi térbeli gomb feliilete nem retraktuma maganak a gombnek.

5.5.6. Megjegyzés. A legutobbi megdllapitdsok anndl is inkdbb érdekesek, mert vég-
telen dimenzids terekben mar nem maradnak érvényben, jollehet rendszerint e terek
vizsgdlatakor is szemléletiink vezérfonaldt szoktuk kovetni. Az aldbbi példa szépen
mutatja, hogy nagyon is helyteleniil. Alaposan szdmot kell hat vetniink azzal, hogy
a szemléletiink mikor jelent szamunkra mankét és mikor korlatot.

5.5.7. Példa. Tekintsiik a négyzetesen felosszegezhet§ valds sorozatok £ vektorterét,
amely a szokdsos skaldrszorzattal kozismerten val6s Hilbert-tér. Legyen a ¢2 Hilbert-tér
egységgombje A. Jeldlje x € A,

X:(xl7x27x37'“ )
esetén

f(x)::( = P o . )

Ezzel definidltunk egy f : & — 9 transzformdciét. f nyilvan folytonos. Indirekt tegyiik
f6l, hogy f-nek van egy x = (x1,x2,x3,... ) fixpontja. EKkor persze f(x) =X, ami a
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definici6 alapjan azt vonja maga utdn, hogy az (x j) sorozat konstans. Ez a négyzetes
felosszegezhetSség miatt azzal egyenértéki, hogy mindegyik x; = 0. No de ekkor [|x|| =
0, ahonnan szintén f (x) = x miatt

xo=y1-|x|? =1,

ami ellentmondas. Tehat f-nek nincs fixpontja. (Azaz az £% egységgdmbjére nem mii-
kodik a Brouwer-tétel.) Namost jelolje g : 8 — X,

2
1= x|
2
x—f ()]l
Persze g folytonos és ||x|| = 1 esetén g(x) = x. Az f(x) = 1 azonossdg segitségével
leellendrizhetS, hogy minden x € Z esetén ||g(x)|| = 1. Legyen S a & egységgdomb

feliilete. Ezzel g : 28 — S folytonos retrakcid. Létezik tehat folytonos ,lyukképzddés”,
még ha véges dimenzidéban nem is!

g(x) :=x+ (x=f(x) -

Véges dimenzidban a kovetkez6 tétel is igaz (a fenti példa szerint végtelen dimenzi-
Oban mar nem):

5.5.8. Tétel. Ha f : % — X olyan folytonos fiiggvény, amely az S szférdt bijektiven
képezi sajdtmagdra, akkor  C f(A).

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fol, hogy van olyan y € Z pont, amely nincs f értékkész-
letében. Persze f(S) = S miatt ||y|| < 1. Jelolje ekkor 7 : B — R,

01y FE)+ /0 ly= 7 P+ = I (1- bIP)
Iy=r P |

Ez persze folytonos fiiggvénye x-nek. A médsodfoku egyenlet megoldéképlete értelmé-
ben nyilvan minden x € % mellett t =7 (x) egyértelmii megoldédsa az

" { I+t

t

t(x):=

1
0

Vol

feltételrendszernek. fgy persze minden x € Z esetén ||y +1 (x)- (f (x) —y)|| = 1, azaz
g:AB—S,
g(x) :=y+1(x)- (f(x) =)
folytonos fiiggvény. Namost x € S esetén ||f (x)|| =1 és igy
+1-(f @) -»I* =1,

ahonnan az (1) feltételrendszerre megfogalmazott egyértelmiiség miatt sziikségképp
t (x) = 1, innen azonnal

g =y+1-(f(0)=y) = (%),
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azaz g|s = f|s- Namost legyen & az fis bijekci6 folytonos S — S inverze. Ekkor hog :
% — § olyan folytonos fiiggvény, amelyre (ho g)IS = idg, ami ellentmondésban all
Borsuk tételével. |

5.5.9. Megjegyzés. A legutdbbi tétel trividlisan implikdlja Borsuk tételét. E legutobbi
tétel bizonyitdsdahoz hasonléan egyszertien adédik (a fenti képletekben f (x) helyébe x-
et, majd y helyébe f (x)-et irva), hogy Borsuk tétele is elemi médon implikdlja Brouwer
tételét, legaldbbis a % halmazon. Innen persze tetsz6leges K C % konvex kompakt
halmazra is adédik a Brouwer-tétel, a legutdbbit az f o Py fiiggvényre alkalmazva.

5.5.10. Megjegyzés. A legutdbbi tételnél taldn elsSre azt gondolnank, hogy egy f :
P — X folytonos fiiggvénynél az S C f(A) feltétel mér implikdlja a B C f(A) fel-
tételt. Ez nyilvanval6an nem igaz: tekintsiik példaul az f : Bp. — R2,

/ X | cosmx
’ y | sinmx
figgvényt. Ennek értékkészlete éppen az egységkorvonal.

5.5.11. Tétel. Egy f: X — X folytonos és korldtos transzformdcionak létezik fixpontja.

Bizonyitds. A korldtossdg miatt van olyan o > 0 szdm, hogy f(X) C o - A. fgy Brou-
wer tétele alkalmazhaté az fi,.4 lesziikitésre. g

5.6. A Brouwer-tétel egyensulyi alakja

Legyen X véges dimenzids euklideszi tér.

5.6.1. Definicié. Legyen @ # K C X és x € K. Egy v € X vektort a K halmaz egy x-beli
érintévektordnak mondunk, ha

d(x+1-vK)

liminf =0.

t—0+

A K halmaz x-beli érintévektorainak osszességét jelolje Tk (x). Ezen Tk (x) halmazt a
K halmaz x-beli Bouligand—féle érintbkiipjanak nevezziik.

5.6.2. Megjegyzés. Ha x bels6 pontja a K halmaznak, akkor trividlisan T (x) = X.

5.6.3. Példa. Egy [a,b] C R intervallum érintSkipja az intervallum bels6 pontjaiban
R, mig az a pontban [0, +c0), a b pontban pedig (—oe,0].

5.6.4. Példa. Tekintsiik az X tér
PB={xeX: |x| <1}
zart egységgombjét. Ekkor 4 tetsz6leges x hatarpontjara

T(x)={veX:(x]1) <0} .
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Bizonyitds. Tetsz6leges u € X vektorra nyilvan d (u, %) = (||u|| — 1), , ahol tetsz&leges
o val6s szdmra oty := % (|| + &) az o szam pozitiv része. igy barmely v € X ést > 0
esetén ||x|| = 1 miatt

dixtt-vK)  (xtev[=D,  f fxrevP-1)
t t t-(Jx+1-v||+1) .
(2w el
IIx+2-v]|+1 ’
+
ami 7 — 0+ hatdratmenettel a (Hz)g\)m > értékhez tart. Ez pontosan (x | v) < 0 esetén
+
lesz 0, azaz Tz (x) pontosan azon v € X vektorokbdl 4ll, amelyekre (x | v) <O0. O

5.6.5. Lemma. Legyen 0 # K C X nemiires zdrt halmaz, tovdbbd x € K,y € X olyanok,
hogy
yeEx+Tx(x) és x=Pg(y) .

Ekkor sziikségképpen x = y.

Bizonyitds. Elegend6 igazolnunk, hogy d(y,K) = 0. Indirekt tegyiik fol, hogy
d(y,K) > 0. Mivel y —x € Tk (x) , ezért

d(x+t-(y—x),K)

liminf —————~"— =0,
t—0+ t
ezért 30<t<%,hogy
d(y,K
dx+r-(y—x),K) < ()72 )-t.
Ekkor van olyan z € K, hogy
d(y,K
et o) < 120

ahonnan ||y —x|| = d (y,K) alapjén

d(y,K)

IN

ly—zl <lly—G+t-G—x)l+x+2-(y—x) =2 <
d(y,K) d(y,K)

2 2

IN

(1—=1)-[ly =l +

(17%).61(%1(),

< (1—1)-d(»K)+

t=

ami ellentmondas. O
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5.6.6. Tétel (egyensulyi tétel). Legyen K C X nemiires konvex kompakt halmaz és f :
K — X olyan folytonos fiiggvény, amelyre minden x € K mellett

f(x) €Tk (x) -
Ekkor f-nek létezik egyensiilyi pontja, azaz olyan x € K pont, amelyre f (x) = 0x.

Bizonyitds. A g(x) := Px (x+ f(x)) nyilvan folytonos transzformécidja a K hal-
maznak. A Brouwer-tétel miatt igy van olyan x € K pont, amelyre g(x) = x, azaz
Pg (x+ f (x)) =x. Ezérty := x+ f (x) vélasztdssal tételiink feltétele és a legutobbi lem-
ma alapjan x = x+ f (x), azaz f (x) = Ox. O

5.6.7.Megjegyzés. A fenti tételben szerepld ,.egyenstilyi pont” elnevezést az indokolja,
hogy egy f(x) = Ox feltételi x € K pont az x’ = f (x) differencidlegyenlet-rendszernek
éppen egy konstans (egyensulyi) megolddsat jelenti. Tehét az f (x) € Tk (x) ,.érintSfel-
tétel” garantdlja a dinamikai egyensily l1étezését.

5.6.8. Megjegyzés. A fenti tétel X = R és K = [a, b] specidlis esetben (az egyik fenti
megjegyzés értelmében) €ppen a Bolzano-tétel klasszikus alakjit adja vissza: ha f:
[a@,b] — R olyan folytonos fiiggvény, amelyre f (a) > 0 és f(b) < 0, akkor olyan x €
[a,b] pont is létezik, amelyre f (x) = 0.

5.6.9. Megjegyzés. K = A speciilis esetben a fenti tétel a kovetkezs alaki: Legyen f :
2% — X olyan folytonos fiiggvény, amelyre minden x € X, ||x|| = 1 esetén (x | f (x)) <O0.
Ekkor van olyan x € £ pont, amelyre f (x) = 0x.

5.2. Feladat. Az egyensiilyi tételb8l hozzuk ki a Brouwer-tétel klasszikus alakjat! (Ot-
let: g (x) := f(x) —x.)



VL.

TOVABBI FIXPONTTETELEK

o
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6.1. A Schauder- és a Kakutani-féle fixponttétel

A Schauder-féle fixponttétel

6.1.1. Allitas. Legyen (X, ||.|) normdit tér, valamint K C X konvex és teljesen korldtos
(specidlisan kompakt) halmaz. Ekkor ¥ € > 0 esetén 3K’ " C K konvex, kompakt halmaz,
amelyre linK’ C X véges dimenzids altér, és 3 g : K — K' folytonos fiiggvény, amelyre

llidg — gllc(x) = supllx—g(x)|| <€, azaz
xekK

VxeK esetén |x—g(x)| <e.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy K # 0 . Legyen € > 0 tetszGleges. Mivel a K C X halmaz
teljesen korldtos, ezért 1étezik véges sok xi,...,x, € K, hogy K C UL |B(x;,€), igy
K =U! |Bg(x;,€). Legyen

Mivel xi,...,x, € K, és K C X konvex halmaz, ezért

K' =co{x,...,x,} CK.

Mivel tovabba

linK’ =linco{xy,...,x,} =lin{xy,....x,},

ezért linK’ C X véges dimenzi6s altér.

A K' = co{xy,...,x,} halmaz nyilvdn konvex, korldtos és zért, emellett benne van a
linK’ C X véges dimenzi6s altérben, ezért kompakt is.

A K halmaznak a[4.4.13] 4llitds szerint 3 {g;: K —[0,1] : i=1,...,n} egységosztdsa:

(1) Vi=1,...,neseténa g; : K — [0,1] fiiggvény folytonos,
(2 Xisi=1,
(3) Vi=1,...,n esetén g;(x) #0 < x € Bg(x;,€).

Legyen

n n
g= Zx,wg,-:KﬁX azaz Vx € K esetén g(x) = Zg[(x)~xi.
i=1 i=1

Mivel Vi=1,...,n esetén g; folytonos, ezért g folytonos.
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Mivel pedig V x € K pontban Vi=1,...,n esetén
n
gi(x)>0 és Zg,-(x) =1,

ezért
#(g) CK' =co{xi,...,x,}, azaz g: K - K'.

Ekkor V x € K pontban

x—gx)=x-1—-gx)=x- Zg,-(x) - Zx,- -gi(x) = Z(x—xi)~ i(x),
i=1 i=1 i=1
ezért
[x=g@) = Y x—x) @l <Y [Ix—xl-gilx)
i=1 i=1
< Y  l—xlla+ Y x—xil-gi®)
{i : xeB(x;,€)} {i : x¢B(x;,€)}
= Y r—xll gt
{i : x€éB(x;,€)}
< Y eaw=e )Y a<e,
{i : xéB(x;.€)} {i : xeB(x;,€)}
osszefoglalva: ||x—g(x)|| < €. O

6.1.2. Allitas (Schauder-Leray-Tyihonov-féle fixponttétel). Legyen (X,||.||) normdlr
tér. Ha K C X nemiires, konvex és kompakt halmaz, valamint f : K — K folytonos
fiiggvény, akkor az f fiiggvénynek létezik fixpontja:

Jx0 €K, hogy f(xo)=xo.

Bizonyitds. Legyen (g,) egy R, -beli, limg, =0 tulajdonsdgi szamsorozat. Az el6z8
[6:1:1] 4llités szerint V &, esetén 3 K, C K konvex, kompakt halmaz, amelyre linK,, C
X véges dimenzids altér, és 3 g, : K — K,, folytonos fliggvény, amelyre

VxeK esetén [|x—gu(x)|| <&,. 6.1)

A Brouwer-féle fixponttétel (5.5.3| dllitds) szerint V n € N esetén a g, o f|k, : Ky — Kn
folytonos fligvénynek létezik fixpontja:

Ix, €Ky, hogy gn(f(xn)) = (gnof)(xn) =xn. (6.2)

A fenti (6.1) egyenlStlenség szerint V n € N esetén az f(x,) pontra is

[/ (en) = 8n(f ()| < &,
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igy (6.2) szerint

f (%) —xal < & 6.3)

Tekintsiik az (x,) K-beli sorozatot. Mivel a K halmaz kompakt, igy sorozatkompakt,
ezért az (x,) sorozatnak 3 (x,, ) K-ban konvergens részsorozata:

Jxp = limx,, € K.
Ekkor az f fliggvény folytonossdga miatt

lim f(x,) = f(x0),

k—so0
igy az (6.3) egyenl6tlenség alapjan

1 60) =30l = Jim [ )~ | < Jim € =0,
tehdt f(xg) =xo. a

A Schauder-féle fixponttétel altalanositasa

6.1.3. Allitas (Mazur-lemma). Legyen (X,|.||) normdit tér. Ha egy K C X halmaz
teljesen korldtos, akkor a coK C X konvex burka is teljesen korldtos.

Bizonyitds. FeltehetS, hogy K # 0. Legyen € > 0 tetszdleges. Belatjuk, hogy 1étezik
véges sok by,...,b, € K, hogy

N

coK C | ) B(bj,e).
j=1

Mivel a K C X halmaz teljesen korlatos, ezért 1étezik véges sok ay,...,an € K, hogy

K C | )Blaie/2).

s

i=1

Lathato, hogy a co{ay,...,a,} C X halmaz teljesen korlatos.

Ugyanis: Egyrészt nyilvan teljesiil, hogy co{ay,...,anm} C lin{ay,...,an}, masrészt
a co{ay,...,a,} halmaz korlétos, ezek szerint egy véges dimenzids térbeli korlatos
halmaz, ezért teljesen korlatos.
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Ezek szerint létezik véges sok by,...,b, € coK, hogy

n
co{ai,...,am} C U B(b;,€/2).
j=1

Belatjuk, hogy

n

coK C U B(bj,€).

j=1
Ugyanis: Legyen x € coK tetszleges. Ekkor I xq,...,x; €K, ay,...,05 € Ry, oy +
..+ o5 =1, hogy
s
X = Z Oy~ X -
k=1

Mivel K C UL B(a;,€/2),ezért Vk=1,...,s esetén 3 1 < iy < m index, hogy x; €
B(aj,,€/2). Legyen

s
yi Z(Xk~a,‘k.
k=1

Ekkor egyrészt nyilvan y € co{ay,...,an}, masrészt

lx=yll = | Zak X — Zak ai |l = |l Zo‘k el
N N 8 N
Y ol —a <Y o EZ
k=1 k=1 k=1

Mivel y € co{ay,...,am} CUj_ B(bi,€/2), ezért 3 j=1,...,n,hogy y € B(b;,€/2),
azaz ||ly—bj| < €/2.
Ezek szerint

IA
mm

Ix=bjll < llx=yll+1ly=bjll <e/2+e/2=¢,
azaz x € B(bj,€), igy x € Uj_; B(bj,€). O

6.1.4. Definici6. Legyenek (X, 7x) és (Y, ty) topologikus terek. Egy f: X — Y leké-
pezést kompaktnak neveziink, ha folytonos, tovabbé a c1Z(f) C Y halmaz kompakt.

6.1.5. Allitas (Schauder-Leray-Tyihonov-féle fixponttétel, élesitett forma). Legyen
(X, ||I-I) Banach-tér. Ha F C X nemiires, konvex és zdrt halmaz, valamint f : F — F
kompakt fiiggvény, akkor az f fiiggvénynek létezik fixpontja:

Jxp €K, hogy f(xo)=x0.

Bizonyitds. Legyen
K=clcoZ(f)CY

Mivel az f fiiggvény kompakt, azaz a clZ(f) C Y halmaz kompakt, vagyis az
Z(f) CY halmaz teljesen korldtos, ezért az el6z6 [6.1.3] éllitds (Mazur-tétel) szerint
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a coZ(f) CY halmaz is teljesen korldtos, emiatt a K = clcoZ(f) halmaz teljesen
korlatos és zért. Mivel az (X, ||.||) normélt tér teljes, ezért a K = clcoZ(f) halmaz
kompakt, valamint nyilvan konvex is. Mivel pedig az f: F — F fiiggvény folytonos,
ezért az flg : K — Z(f) C K fiiggvény is folytonos, ezért az allitds (Schauder-
tétel) szerint 3 xg € K C F fixpontja: f|x(xo) = xo. Ez az xy nyilvén az eredeti f-nek
is fixpontja. |

A Kakutani-féle fixponttétel

6.1.6. Definicié. Legyen X tetszSleges halmaz. Egy F : X — £ (X) fiiggvény fixpont-
Jjdanak nevezziik az xp € X pontot, ha

X0 € F(x0).

6.1.7. Allitas (Kakutani-féle fixponttétel). Legyen (X,|.||) normdilt tér. Ha K C X
nemiires, konvex és kompakt halmaz, valamint az F : K — & (K) halmazértékii leképe-
z€s

(1) nemiires, konvex, kompakt halmaz értékii (F : K — J#¢0(K)\ {0}),
(2) felsé-Vietoris folytonos,
akkor az F halmazértékii leképezésnek létezik fixpontja:
Jxp € K, hogy xo € F(xp).

Bizonyitds. Mivel az (X,||.]|) normélt tér, igy reguldris topologikus tér is, ezért az
F: K — P(K) f-V-folytonos és zart halmaz értékii leképezés zart grafu.

Tovabbd az F : K — Z?(K) halmazértékii leképezés f-V-folytonos, emiatt f-H-
folytonos is, tovdbbd nemiires, konvex értékdi, ezért a Cellina-féle szelekcids tétel
(@414 allitds) szerint V € > 0 esetén 3 f¢ : K — K folytonos e-szelekcidja:

graph fe C B(graphF,€). (6.4)

Mivel pedig K C X konvex és kompakt halmaz, ezért V € > 0 esetén az fe : K — K
folytonos fiiggvénynek a Schauder-féle fixponttétel (6.1.2] éllitds) szerint létezik fix-
pontja:

Jxeg €K, hogy fe(xe) =x¢.

Emiatt (6.4) alapjdn
(xg,xe) € graph fe C B(graphF,€).

Ezek szerint V n € N esetén (specidlisan &, = % mellett) 3 x, € K, hogy

(xnvx") € B(graphF7 1/”) ’
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ezért 3 (zn,yn) € graph F, hogy

1
[ Gensxn) = (205 Yn) I max = max{|lxn — znll, [|X2 — yul|} < e (6.5)

Mivel K C X kompakt halmaz, ezért az (x,) K-beli sorozatnak 3 (x,, ) K-ban konver-
gens részsorozata:
Jxo = limx,, € K.

Tovébba
I |- llmax — Um(xy, ,xn, ) és = (x0,X0) -
Ugyanis:

H(x"k'/‘xnk) - (x07x0)HmHX = H'xnk 7X0H .

A (zn,yn) graphF-beli sorozat (z,ys,) részsorozatira

3 ||~Hmax _1im(an7yn1<) és = (X(),XQ) .

Ugyanis:

|(an7ynk) - (X(),XQ) Hmax

< H(an7y”k) - (Xﬂkvxnk)”max + H(xﬂkvxﬂk) - (anxO)Hmax )
és az egyenlStlenség jobboldala az el§z8 limesz és az (6.5) egyenlStlenség szerint nul-
lahoz tart.

Mivel az F halmazértékii leképezés zart grafi, azaz a graphF C X x X zart halmaz,
ezért

(x0,%0) = ||-||max — Hm(zp,,yn,) € graphF, azaz xp € F(xp). O
6.2. A Ky Fan-féle metszettétel

A Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz-tétel

El6szor az eredeti Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz-tételt, roviden: KKM-tételt is-
mertetjiik, és megmutatjuk, hogy ekvivalens a Brouwer-féle fixponttétellel. A KKM-
tételt eredetileg arra szantak a szerzSk, hogy a Brouwer-tételre egyszerlibb bizonyitast
adjanak. Ez kevésbbé sikertilt, de a KKM-tétel nagyon jé szolgalatot tesz az alkalmazas
technikdjdban.

6.2.1. Jelolés. Az R’ -beli standard szimplex:

Su=cofer,....en} = {x ER" 1 &1+ +E =1} CR".
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6.2.2. Definicié. Az S, C R’} standard szimplex zart részhalmazaibél 4116
{F1,....,F,} CF(S)

halmazrendszert Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz-tulajdonsdgiinak (réviden: KKM-
tulajdonsdginak) nevezziik, ha

VIC{l,...,n} esetén Co{e,-:iEI}QUF,-. (6.6)
il
6.2.3. Megjegyzés. A definici6 szerint Vi=1,...,n esetén ¢; € F;, igy F; # 0.

6.2.4. Allitas (Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz-tétel). Ha az {Fi,...,F,} € .F(Sy)
halmazrendszer KKM-tulajdonsdgu, akkor

n
(Fi#0.
i=1

Bizonyitds. A Brouwer-tételbdl bizonyitjuk:
Indirekt médon tegyiik fel, hogy az {F},...,F,} € Z(S,) zéart halmazokbdl 4ll6 rend-
szerre (\_; F; =0, azaz

U(Sll\E):Sn\mE:Sn-

i=1 i=1

A kompakt metrikus tér egységosztdsdhoz hasonlé egységosztast konstrudlunk. Tekint-
sik Vi=1,...,n esetén a kovetkez tavolsagfiiggvényt:

dr, 1Sy, = R, azaz amelyre V x € S, esetén df,(x) =d(x,F).
Mivel Vi=1,...,n esetén a KKM-tulajdonsdg miatt F; # 0, ezért a2.2.8] allitds szerint
a df, : X — R tdvolsagtiiggvény Lipschitz-folytonos.
Mivel pedig Vi=1,...,n az F; C S, halmaz zart, ezért

dp(x) >0 & x¢ F.

Tovdbbd S, =L (Sp\ F;), ezért V x € S, esetén

Legyen Vi=1,...,n esetén

A fentiek szerint:
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(1) Vi=1,...,neseténa g; : S, — R4 fiiggvény folytonos,
(2 Xis8i=1,
(3) Vi=1,...,nesetén gi(x) >0 & x ¢ F;.

Legyen

n n
f= Zei~g,~:S,,—>Sn, azaz Vx € S, esetén f(x)iZgi(x)-ei.
i=1 i=1

Mivel Vi=1,...,n esetén Vx € S, pontban g;(x) >0 és Y7 | gi(x) =1, ezért valéban
%(f) C co{el,...,en} =Sn.
Tovabbd Vi=1,...,n esetén g; folytonos, igy f:S, — S, folytonos fiiggvény, vala-

mint S, C R" konvex kompakt halmaz, ezért a Brouwer-féle fixponttétel (5.5.3] allitas)
szerint 1étezik fixpontja:

3x0 €Sy, hogy f(x0) =xp-

Tekintsiik a kovetkezd indexhalmazt:

1= {i : gi(xo) >0}

Mivel Y;c;8i(x) =1, ezért

x0 = f(x0) =

™-

gi(x)~ei:Zgi(x)~eiECo{ei riel}.

i=1 iel

Ugyanakkor a fentiek szerint, ha i € I, azaz g;(xp) > 0, akkor xo ¢ F;, ezért

x0 ¢ JF

iel
Ezek szerintaz I C {1,...,n} indexhalmazra
cofe; - iel} ¢ | JF,
iel
azaza {Fy,...,F,} C.%(S,) halmazrendszer nem KKM-tulajdonsagt, ami ellentmon-
das. d

6.2.5. Allitas (KKM és a Brouwer-fixponttétel ekvivalencidja). A Knaster-Kuratowski-
Mazurkiewicz-tétel ekvivalens a Brouwer-fixponttétellel, amin azt értjiik, hogy mindket-
t6t bebizonyitjuk a mdsik dllitdsbol.
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Bizonyitds. A KKM-tételt a Brouwer-féle fixponttételbdl bizonyitottuk be.

A forditott irdnyhoz megmutatjuk a KKM-tétel segitségével, hogy ha f: S, — S, foly-
tonos transzformdcid, akkor van fixpontja.

Legyen f:S, — S, folytonos transzformacid, ekkor f = (fi,...,fn), ahol V i =
l,...,nesetén f;:S, — R folytonos fiiggvény.

Definidljuk Vi=1,...,n esetén az F; halmazokat a kdvetkez6képpen:

Fr={x=(81,...,&) €S : filx) <&} CSn.

Mivel Vi=1,...,n esetén az f; fiiggvény folytonos, ezért az F; halmaz zart.

Beldtjuk, hogy az {Fi,...,F,} halmazrendszer KKM-tulajdonsdgu.
Ugyanis: Indirekt médon tegyiik fel, hogy valamilyen nemiires 7 C {1,...,n} index-
halmazra

co{e; 1 iel} ¢ UF,-7
iel
ekkor van olyan X € co{e; : i € I', amelyre X & J;c; F}, azaz X € ;o Ff , azaz

Vielesetén & < fi(%).

Az = (& boee ,&,) vektor vilasztasa miatt Vi ¢ I esetén & = 0, ugyanakkor Vi € I
esetén 0 < & < f;(%), ezért ezeket Osszegezve azt kapjuk, hogy:

- iéi Y E<Y &) < ifi(&» 1,

icl icl
ami ellentmondds. Tehét az {F},...,F,} halmazrendszer KKM-tulajdonsagu.

A[6.2.4, KKM-tétel szerint 3 xo € (., F;, azaz
Vi=1,...,n esetén fi(xo) <E&L.
Erre az x( pontra teljesiil, hogy
fxo) =x0, azaz Vi=1,...,n esetén fi(xp) =&>.
Ugyanis: Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3i=1,...,n, hogy fi(xo) < &, ekkor

L= fi(x0) + .-+ falxo) <& +...+&) =1,

ami ellentmondds. Tehat val6ban f(xg) = xq . a
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A KKM-leképezési elv

Ebben az alpontban a KKM-tételnek egy olyan éltaldnositdsat {rjuk le, amely igen el6-
nyoOsen alkalmazhatd. Az alkalmazhatdsag felfedezése, €s a tételnek egy ehhez megfe-
lel6 formaban val6 atfogalmazasa, Ky Fan érdeme [[10]. Enélkiil a megkozelités nélkiil a
KKM tételnek nem lenne olyan centrilis a szerepe, és alkalmazasa joval korldtozottabb
lenne.

6.2.6. Definicié (halmazértéki leképezés KKM-tulajdonsdga). Legyen (X,+,-) R fe-
letti vektortér, tovabba A C X egy nemiires halmaz. Egy F : A — Z(A) halmazértéki
leképezést KKM-tulajdonsagunak neveziink, ha V {xy,...,x;} C A véges részhalmazra
teljesiil, hogy

co{xy,...,xn} C UF(x,»). 6.7)
i=1

6.2.7. Allitas (KKM-tulajdonsag affinfiiggetlen pontokra, ekvivalens definici6). Egy
F: A — P(A) halmazériékii leképezés pontosan akkor KKM-tulajdonsdgu, ha
V{x1,...,xn} C A affinfiiggetlen véges halmaz esetén teljesiil az tartalmazds.

Bizonyitds. A sziikségesség nyilvanvald.

Elégségesség: Legyen {xy,...,x,} C A tetsz0leges véges részhalmaz. Ekkor a
Caratheodory-tétel szerint

co{xy,..., %}
= U{co{xi riely:1C{l,...,n}, {x;: i € I} affinfiiggetlen} .

Haa tartalmazas affinfiiggetlen részhalmazokra teljesiil, akkor a most kapottakbol

co{xy,..., %}
c U{UF(x,») S IC{l,....n}, {xi s iel} afﬁnﬁiggetlen} ,
icl
ami viszont nyilvdnvaléan része az J!_ F(x;) uniénak. O

6.2.8. Definici6 (végesen zart halmaz). Legyen (X,+,-) R feletti vektortér. Egy A C X
halmazt végesen zdrtnak nevezziik, ha V L C X véges dimenziés affin halmaz esetén
az LNA C L metszethalmaz zart, ahol az L C X véges dimenzids affin halmazokon
természetesen a véges dimenzids terek szokdsos norma-topoldgidjat vessziik.

6.2.9. Megjegyzés. Mivel minden véges dimenzids affin halmaz zart, ezért ha valami-
lyen vektortér-topolégia mellett az A C X halmaz zart, akkor az AN L metszet is zart.
Igy a végesen zértsag fogalma altaldnosabb barmely vektortér-topolégiabeli zdrtsagnal.
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6.2.10. Definicié (véges metszet tulajdonsiag). Legyen X egy tetszGleges halmaz és I
egy tetszbleges indexhalmaz.

1. Egy {Ay CX : yeT} C #(X) halmazrendszert véges metszet tulajdonsdgiinak
(centraltnak) neveziink, ha V {y;,..., 1} C T véges részhalmaz esetén teljesiil, hogy

n
Ay #0.
i=1

2.Egy F:X — Z(X) halmazértékii leképezést véges metszet tulajdonsdgiinak neve-
ziink, ha az értékkészlete véges metszet tulajdonsagu:
Y {x1,...,x,} C X véges részhalmaz esetén teljesiil, hogy

6.2.11. Allitas (KKM-leképezési elv). Legyen (X,+,:) R feletti vektortér, tovdibbd
A C X egy nemiires halmaz. Ha egy F : A — P (A) halmazértékii leképezés végesen
zdrt értékii és KKM-tulajdonsdgii, akkor véges metszet tulajdonsdgii.

Bizonyitds. Legyen {xi,...,x,} C X egy tetszGleges véges halmaz. Beldtjuk, hogy
n
()F(x)#0.

i=1

Legyen e célbdl f: S, — co{xy,...,x,} azafiiggvény, amelyre VI=(11,...,4,) €S,
esetén

F) =Axp 4+ 4 Ayxy .

Ekkor
R(f)=co{xy,....xy} Clin{xy,...,x,} CX.

Tekintsiik a lin{xy,...,x,} C X véges dimenzids teret, valamint az S,, C R” halmazt is
a szokdsos topoldgidval. Az f fliggvény nyilvan folytonos.

Megmutatjuk, hogy az
U F ) f (Fxa))} € 2(50)
halmazrendszer KKM-tulajdonsagu, nevezetesen:
(1) Vi=1,...,n esetén f~'(F(x;)) zart halmaz,

(2) VIC{1,...,n} esetén co{e;:ie€l} T Fi-
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(1): Mivel az F halmazértékii leképezés végesen zart értékd, ezért Vi=1,...,n esetén
F(x;)Nlin{xy,...,x,} Clin{xy,...,x,} zdrt halmaz, ezért az

F)Neofu,. .} C linfxr, - 00}
halmaz zart. Tovabbd az f : S, — co{xy,...,x,} fiiggvény folytonos, ezért az
FUFC) = £ (Fa) Neofxi,. o)) € S

halmaz is zart.

(2): Legyen I C {1,...,n} tetszGleges. Mivel az F halmazértékii leképezés KKM-
zulajdonsdgu, ezért

co{x; : iel} C UF(x,')7
iel

amibdl
N eolx; iery) Cf! (UF(x») =Usr ' F).
icl iel

Mivel Vi=1,...,n esetén f(e;)=1-x; =x;,igy ¢; € f~1(x;), valamint az ! (co{x; :

i € I'}) halmaz konvex, ezért az el6zGek szerint

co{e; :icl} C f (co{n; s iel}) C Uf_l(F(xi)).

i€l

Ezért a
{FHFE®)), o U F )} € 2(Sn)
halmazrendszer KKM-tulajdonsagd. Emiatt a KKM-tétel (6.2.4] 4llitds) szerint

n n
! (m F(x:»)) =/ (Fx)) #0,
i=1 i=1
amibdl (7, F(x;) #0. O
A Ky Fan-féle metszettétel
6.2.12. Allitas. Legyen (X, 7) topologikus tér és T tetszbleges indexhalmaz.
1. Ha {Fy CX : yeT'} C F(X) zdrt halmazokbdl dllé halmazrendszer, amely vé-

ges metszet tulajdonsdgi: ¥ {y,...,Yn} C T véges részhalmaz esetén teljesiil, hogy
| Fy, # 0, valamint 3y €T, hogy Fy, C X kompakt halmaz, akkor
i=1"% Y

() Fy #0.

yer
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2.Ha F :T' — % (X) zdrt halmaz értékii leképezés, amely véges metszet tulajdonsdgii:
VA{Y,.... %} CT véges részhalmaz esetén teljesiil, hogy

n

(F(r) #0,

i=1

valamint 3y €T, hogy F(y) C X kompakt halmaz, akkor
(N F(y) #0.

yel'

3. Legyen specidlisan (X,{.,.)) Hilbert-tér.
Ha F :T — % (X) konvex és zdrt halmaz értékii leképezés, amely véges metszet tulaj-
donsdgii: ¥ {y1,...,m} CT véges részhalmaz esetén teljesiil, hogy

n

(F(%) #0,

i=1

valamint 3y €T, hogy F(y) C X korldtos halmaz, akkor

() F(y) #0.

yer'

Bizonyitds. 1.Indirekt médon tegyiik fel, hogy (Nyer Fy =0, azaz Uyer Fy = X . Emiatt
Fyy CUyer Fy . Mivel V ¥ € T esetén az Fy halmaz zdrt, igy az Fy halmaz nyilt, ezért
az {Fy : y €T} halmazrendszer az Fy, halmaz egy nyilt lefedése. Mivel pedig az Fy,
halmaz kompakt, ezért 3 {yi,...,%} C T véges részhalmaz, hogy Fy, € Uy F(7).
Emiatt

C

0=F,n | JF| =Fn | FW | =|NF)
r=1 y=1 ¥=0

Ezek szerintaz {Fy CX : yeTI'} C #(X) zdrt halmazokbdl 4116 halmazrendszer nem
véges metszet tulajdonsdgud, ami ellentmondas.

2. Ez csak 1. tfogalmazasa.

3.Haaz (X,({.,.)) Hilbert-teret a gyenge topoldgidval latjuk el, akkor ennek vonatko-
zasaban fenndllnak a 2. pont feltételei: a konvex és zart halmazok gyengén is zértak, a
konvex, zdrt és korldtos halmazok pedig gyengén kompaktak. (]

A KKM-leképzési elvnek azonnali kovetkezménye Ky Fan aldbbi nevezetes és jol al-
kalmazhat¢ tétele. Az allitdst normalt térben és Hilbert-térben is megfogalmazzuk.

6.2.13. Allitas (Ky Fan-féle metszettétel, 1961). 1. Legyen (X, ||.||) normdilt tér. A C X
egy nemiires halmaz.
Haaz F : A — Z (A) halmazértékiileképezés
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(1) zdrt értéki,
(2) KKM-tulajdonsdgi,
(3) 3xp €A, amelyre F(xy) C X kompakt halmaz,

akkor
ﬂ F(x)#0.

X€EA

2. Legyen (X,(.,.)) Hilbert-tér. A C X egy nemiires halmaz.
Haaz F : A — F(A) halmazértékiileképezés

(1) konvex és zdrt értékii,
(2) KKM-tulajdonsdgii,
(3) 3xp €A, amelyre F(xy) C X korldtos halmaz,

akkor
(] Flx)#0.

XEA

Bizonyitds. Az (1) és (2) feltételek alapjan a KKM-leképezési elv (6.2.11] éllitds) sze-
rint az F halmazértéki leképezés véges metszet tulajdonsagu.

Az 1. illetve 2. pont (3) feltétele alapjdn az el6z6 [6.2.12) dllitds 2. illetve 3. pontja
szerint (g F(x) #0. O

6.3. A Ky Fan-féle metszettétel alkalmazasai

6.3.1. Definicié (reldcié metszete, ismétlés). Legyenek X és Y tetszOleges halmazok.
Egy R C X XY relacié

1. V x € X melletti metszete (szelete, felsé nivéhalmaza):
Re={yeY : xRy},
2. Vy €Y melletti metszete (szelete, also nivohalmaza):
R ={xeX : xRy},
3. az Fg: X — 2(Y) halmazértékii leképezése az a leképezés, amelyre V x € X

esetén
Fr(x) =Ry ={y€Y : xRy}.
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Ky Fan-féle fixponttétel
6.3.2. Allitas (Ky Fan-lemma). Legyen (X,+,-) R feletti vektortér.
1. Legyen K C X nemiires konvex halmaz. Ha egy R C K X K reldcio
(1) irreflexiv,
(2) Vy €K esetén R” C K konvex,

akkor az R komplementer reldcichoz tartozd Fge : K — 22 (K) halmazértékii leképezés
KKM-tulajdonsdgii: ¥ {x1,...,x,} C K véges részhalmazra teljesiil, hogy

n n
CO{)C],. .. ,xn} - U FR(-(x,-) = U R;’, .
i=1 i=1
2. Legyen K C X nemiires konvex halmaz. Ha egy R C K X K reldcio
(1) reflexiv,

(2) komplementer-konkdv: ¥ {x1,...,x,} C K halmaz,V o,...,0, ER4, 01 +...+
a, = 1 szdmok esetén

n n n
Z a,-Rfﬁ - (R):’rl:l ot,'xi)L azaz Z (X,'FRr (x,-) - FRc <Z a,-xi> s

i=1 i=1 i=1

akkor az R reldcichoz tartozé Fg : K — P2(K) halmazériékii leképezés KKM-
tulajdonsdgii: ¥ {xy,...,xs} C K véges részhalmazra teljesiil, hogy

n
cofxi,....xa} C |JFr(x)=JRy-
i=1 i=1

Bizonyitds. 1. Indirekt médon tegyikk fel, hogy 3 {xi,...,x,} C K, tovdbbd
Jog,...,0 Ry 0 +... 4+, =1, hogy

n n ¢ n
y=Y aixi€ <U(Rx,)c> =R,
i=1 i=1 i=1

azaz Vi=1,...,n esetén
Yy E€Ry,, azaz xRy, azaz x; € R”.

Mivel az R¥ halmaz konvex, ezért y = Y, a;x; € R”, azaz yRy, de az R reldci6 irref-
lexiv, ezért ez ellentmondas.
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2. Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 {xi1,...,x,} C K, tovdbbd 3 oy,..., 04, € R4,
o +...+ o, =1, hogy

n ¢ n
yizaixl <URX,> = ﬂ x,)C7
i=1

i=1

azaz Vi=1,...,n esetén y € (Ry,)¢, igy az R reldcié komplementer-konkdv volta miatt
y= Z oy € Z ai(Ry,) R):” lot,x,) = (Ry)",

azaz yRCy, de az R reldci6 reflexiv, ezért ez ellentmondds. g

6.3.3. Allitas (Ky Fan-egyenldtlenség). Legyen (X, |.||) normadit tér. Ha K C X nem-
tires, konvex, kompakt halmaz, valamint f: K — X folytonos leképezés, g: K x X — R
Jolytonos fiiggvény, amelyre teljesiil tovdbbd az is, hogy ¥z € X eseténa g(.,z): K —R
fiiggvény konvex, akkor 3 xo € K, amely a g(.,f(xp)) : K — R fiiggvény minimumbhe-
lye:

Vx €K esetén g(xo, f(x0)) < g(x, f(x0)).
Specidlisan: A g = dH~H |k xx fiiggvény esetén 3 xo € K, amelyre

VxeK esetén ||xg— f(x0)] < |lx— f(xo)ll,
ami azt jelenti, hogy az f(xo) € X ponthoz legkozelebbi K-beli pont az x.

Bizonyitds. Legyen R C K x K a kovetkezd reldcio:

R={(x,y) EKxK : g f(y) > g, f(¥)}

Az R reldcid irreflexiv, ugyanis a > reléci6 irreflexiv.
Az R relaciénak Vy € K melletti metszete:

R ={xeK : xRy} ={xecK : g f(y)) >glx,f(»)}

Lathat6, hogy V' y € K esetén az R” C K halmaz konvex.
Ugyanis: Legyen y € K tetsz6leges, legyenek x;,x; € RY, azaz

8 f() > glx1, f(v) és gy, f(¥) > g(x2, f(¥))-
Mivel az g(., f(y)) fiiggvény konvex, ezért V A € [0, 1] esetén

g f) = g, f)+(1=2)gl,f(¥))
> Ag(x1, f(3) + (1=2A)g(x1, £(¥))
> g(Ax1+(1=L)x2, f(),

ami azt jelenti, hogy Ax; +(1—2A)x; € R.
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Tekintsiik az Fge : K — Z2(K) halmazértéki leképezést, azaz amelyre V x € K esetén
Fre(x) = (R)x={yeR®: xR}
= {yek: g0 /() <elnfO))}
= {yek :[g(.f() =gl f()]() <0}

Mivel az R relacid irreflexiv, €s Vy € K esetén az R¥ C K halmaz konvex, ezért a Ky
Fan-lemma @ allitas) szerint az Fge halmazértéki leképezés KKM-tulajdonsdgu.
Mivel az f és g fiiggvények folytonosak, ezért az Fre(x) C K halmaz zart. Mivel pedig a
K C X halmaz kompakt, ezért az Fge (x) C K halmaz kompakt. Ezek szerint teljesiilnek
az Fre halmazértéki leképezésre teljesiilnek a Ky Fan-féle metszettétel (6.2.13] 4llitds)
feltételei, ezért

N Fre=({eEK : s f(y) <glx f(y)} #0,

xeK xek

ami azt jelenti, hogy 3 xq, hogy V x € K esetén g(xq, f(x0)) < g(x, f(x0)) - d

6.3.4. Megjegyzés. Az el6z6 éllitas specidlis esete és a tompaszogtétel alapjan igaz a
kovetkezd allitds:

Legyen (X,(.,.)) Hilbert-tér. Ha K C X nemiires, konvex, kompakt halmaz, valamint
f: K — X folytonos leképezés, akkor 3 x¢ € K, amelyre

VxeK esetén (f(xg)—xp,x—x0) <O0.

6.3.5. Allitas (Ky Fan-féle fixponttétel). Legyen (X,||.||) normdilt tér. Ha K C X nem-
iires, konvex, kompakt halmaz, valamint f: K — X olyan folytonos leképezés, amelyre

Vx€eK,x# f(x) eseténaz [x,f(x)]NK halmaz legaldbb két elemii,
akkor az f leképezésnek létezik fixpontja:
Ixp €K, hogy f(xo)=x0-
Bizonyitds. A Ky Fan-egyenlStlenség (6:3.3 4llitds) szerint 3 xp € K, amelyre
VxeK esetén |xo— f(x0)|| < |lx—f(x0)]l- (6.8)
Belatjuk, hogy f(xp) =xo.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy f(xo) # xo. Az éllitds feltétele értelmében emiatt
Ix € [x0, f(x0)]NK, x # x9. Ekkor A € (0,1), hogy x = Axg+ (1 —A)f(x0).
Mivel x € K, ezért az egyenlStlenség szerint, valamint A € (0,1) volta miatt
o~ o)l <l £l
= JAx+(1-2)f(0) - fl)l
= s - AfGxo)]
= Allxo— f(xo)l|
< |lxo = f(xo)ll,

ami ellentmondas. O
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A minimaxtétel

A Ky Fan-féle koincidencia-tétel

6.3.6. Allitas (Ky Fan-féle koincidencia-tétel). Legyenek (X,||.||) és (Y,]|.||) normdlt
terek, C C X és D CY nemiires, konvex, kompakt halmazok, legyenek A C C x D és
B C C x D olyan reldciok, amelyekre

Vx € C esetén Ay C D nyilt, By C D nemiires, konvex halmaz,
Vy € D esetén AY C C nemiires, konvex, B C C nyilt halmaz.

Ekkor
3 (x0,y0) €Cx D, hogy (xo,y0) €EANB, azaz xpAyg és xoByo,
dtfogalmazva: 3 xy € C, hogy
AyyNByy #0, azaz Iyp € Ay, N By, .

Bizonyitds. Legyen (u,v) € C x D tetszSleges.

Mivel B, # 0, ezért 3y € D, hogy y € B, azaz uBy, azaz u € B”.
Mivel AY # 0, ezért 3x € C, hogy x € AV, azaz xAv, azaz v € Ay.
Ezek szerint (u,v) € B x A .

Mivel (u,v) € C x D tetszSleges, ezért

CxD= U B x Ay,
(x,y)ECxD

emiatt

s
Il

(Cx D)\ U BY x Ay
(x,y)eCxD

= (CxD)N U B xA
(x,y)eCxD

(CxD)N (| (B xAy"
(x,y)eCxD
(1 (CxD)N(B" xA).
(x,y)eCxD

Legyen F :Cx D — Z(C x D) az a halmazértékii leképezés, amelyre V (x,y) € C x D
esetén
F(x,y) = (CxD)N (B’ x Ay)° .
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Az el6zbek szerint
(| Flxy) =0. (6.9)
(x,y)eCxD
Lathatd, hogy V (x,y) € C x D esetén F(x,y) C X x Y kompakt halmaz.
Ugyanis: Mivel C C X és D CY kompakt, ezért C x D C X x Y kompakt halmaz. Mivel
Y (x,y) € Cx D esetén Ay CY és BY C X nyilt halmazok, ezért BY x A, C X XY nyilt,
igy (BY xAy)¢ CX xY zért halmaz. Ezért (C x D) N (BY x Ay)¢ C X x Y kompakt
halmaz.
Az F halmazértéki leképezés nem KKM-tulajdonsdgi. Ugyanis ellenkez8 esetben
fenndllndnak a Ky Fan-féle metszettétel, azaz az [6.2.13]4llitds feltételei, amely értel-
mében
N Flxy) #0.
(x,y)eCxD
volna, ami (]5;9'[) szerint ellentmondas.
Ez azt jelenti, hogy 3 {(x1,¥1),--.,(Xn,yn)} CC x D, hogy

co{(x1,y1),---, (¥n,yn) } % UF(xi7Yi)7

i=1

azaz 3 oy,...,0,, Q] +...+ 0y =1, hogy
c
F(xi:)’i)> =

[(€x D) (B x Ay )¢

a;(xi,y) € (F (x5 1))

=y

It
N
Cs=

i i=1

Il
s

1

(CxD)U (ﬂ (B” xAx,.)> .

i=1

Mivel Vi=1,...,n esetén (x;,y;) € C x D, valamint C és D konvex halmazok, ezért
Y oi(xi,y;) € Cx D, igy az el6z6ek szerint

n

i o (xi,yi) € ﬂ (B xAy,),
i=1

i=1

ezek szerrint pedig Vi=1,...,n esetén
n
Z j(xj, ;) € B XAy .

Jelolje

n n
XQZZ(XI‘XI‘ €S y():ZOtjyj.
J=1 J=1
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Az el6z6ekbll Vi=1,...,n esetén
xo € B, azaz (xo,y;) € B, azaz y; € By,

illetve
Yo €Ay, azaz (x;,y9) €A, azaz x; €A,
Mivel By, és A’ konvex halmazok, ezért
n
Yo= ) 0jyj € By, azaz xoBy,
j=1
illetve

ajxj € A, azaz xpAy,

n
X0 =

j=1
ami bizonyitja az allitést. O
Kvazikonvex fliiggvények
A tovébbiakban legyen (X,+,-) R feletti vektortér.
6.3.7. Allitas. Ha egy f:X — R fiiggvény konvex, akkor ¥ o € R esetén az
Sl (eos0) = {xeX : f(0) <@} CX
halmaz konvex.

Bizonyitds. Legyen o € R tetsz6leges. Ekkor V x,y € f~!(—oo, ], azaz f(x) < ot és
f(y) <o, valamint V A € [0,1] esetén

fAx+(1=A)y) SAf(x)+(1-A)f(y) <Aa+(I1-A)a=«a,
azaz Ax+ (1 —A)y € f~1 (=, 0. O
6.3.8. Definicié. Egy f: X — R fiiggvényt kvdzikonvexnek neveziink, ha V o € R

esetén az

halmaz konvex.

6.3.9. Allitas (ckvivalens definicié). Egy f:X — R fiiggvény pontosan akkor kvdz-
ikonvex, ha ¥ o € R esetén az

fl(=eo@)={xeX : fx)<a}CX

halmaz konvex.
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Bizonyitds. Sziikségesség:

f o) = U (=Bl = U /' (=B,

B<a B<a

és konvex halmazok b6viild uniéja konvex.
Elégségesség:

== N (- = () £ (==,B),

a<p o<p
és konvex halmazok metszete konvex. O

6.3.10. Allitas (ckvivalens definicié). Egy f:X — R fiiggvény pontosan akkor kvdz-
ikonvex, haV x,y € X és ¥V A € [0,1] esetén

FAx+(1-24)y) <max{f(x),f(»)},
dtfogalmazva:
J) <f) = fAx+(1=2)y) < f().

Bizonyitds. Sziikségesség: Legyenek x,y € X tetszOlegesek, legyen tovabbad o =
max{f(x), f(y)},ekkor x,y € f ! (—oo, ], mivel az f~!(—oo, ] halmaz konvex, ezért
YA €[0,1] esetén Ax+(1—A)y € £~ (—o,q], azaz

SAx+(1=-2)y) < o0 =max{f(x),f(y)}

Elégségesség: Legyen o € R tetszdleges, ekkor V¥ x,y € f~1(—o0,a] és ¥V A € [0,1]
esetén

FAx+(1=21)y) < max{f(x),f(»)} < a.
igy Ax+(1—A)y € f~(—e,q]. O

6.3.11. Megjegyzés. Nagyon sokféle fiiggvény lehet kvazikonvex. Példdul, ha egy va-
16s fiiggvény monoton névd, akkor kvdzikonvex. Specidlisan, ha monoton n6vd és kon-
kav, akkor is kvazikonvex.

A minimax-tétel

6.3.12. Allitas (minimax-allitas). Legyenek C és D tetszdleges halmazok, f:Cx D —
R tetszdleges fiiggvény, ekkor

sup inf f(x y) < mf SUPf(X ).
xecYeD Dxec
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Bizonyitds. (Konnyen lathaté.) Legyen yg € D tetszdleges, ekkor V x € C esetén
inf f(x,y) < f(x,50)-
yeC

Ezért V yg € D esetén
sup inf f(x y) <sup f(x,y0),

xeCcYeD xeC
emiatt
sup inf f(x y) < mf supf(x - O
xecyeD Dyec

6.3.13. Allitas (Sion-féle minimax-tétel). Legyenek (X, ||.||) és (¥, ||.||) normdi terek.
Ha CC X és D CY nemiires, konvex, kompakt halmazok, és egy f:CxD — R

fiiggvényre

(1) Yx €C esetén f(x,.): D— R alulrdl félig folytonos és kvdzikonvex fiiggvény
(Y o € R esetén f~1(x,.)(—o0,a] C D zdrt és konvex halmaz),

(2) Yy €D esetén f(., ) C — R feliilrdl félig folytonos és kvdzikonkdv fiiggvény
(Y o € R esetén f~1(.,y)[a,0) C D zdrt és konvex halmaz),

akkor

maxmin j(x mlnmax X
maxmin f(x.y) = mipmas f(x,).

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy

3 maxmlnf(x y) és mlnmaxf(x y).
xeC yeD yeD x

Ugyanis: Lathat6, hogy

sup 1nff(x y) = sup /\ 7, ) (x).

xecyeD x€C \yep

Mivel ¥y € D esetén az f(.,y) figgvény f.£.1., ezért az Ayep f(.,y) als6 burkoldja is
f.Lf. Mivel a C C X halmaz kompakt, ezért 3 maxyec Ayep f(.,), azaz 3 xp € C,

hogy
sup (y&f(-w)) =)Q)f(~7y)(m) =)@En£f(xO,y)~

Mivel az éllitds feltételei szerint f(xp,.) fiiggvény a.f.f.,, ésa D CY halmaz kompakt,
ezért 3 minyep f(xo,y), azaz 3 yy € D, hogy

inf ,¥) = f(x0,)0) -
yeDf(XO y) f( 0 yO)
Ezek szerint

sup inf f(x,y) = inf f(x0,) = f(x0,30), azaz 3 maxmin f(x.y).
xecyeD yeD xeC yeD

Hasonl6an lithat6, hogy 3 minycp max,ec f(x,y).
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Az el8z8,[6.3:12] 4llitds szerint

maxmin f(x < minmax f(x
xec)eDf( ) minm 1x f(x,)

Belatjuk, hogy

max min X mmmax X
xec)eDf( y) = minm Cf( ,y)-

Ugyanis: Indirekt mddon tegyiik fel, hogy

maxmln X <m1nmax X
max min fxy) min mas flxy).

Ekkor 3 a € R, hogy

maxmin f(x,y) < o < mmmaxf(x y).

xeC yeD €D xeC
Legyen
A = fNa,e)={(x,y)eCxD : f(x,y)>al,
B = fl(—w,a)={(xy)€CxD: f(x,y)<a}.

Ekkor fennallnak a Ky Fan-féle koincidencia-tétel (6.3.6] allitds) feltételei:
Feltettiik, hogy C C X és D CY nemiires, konvex, kompakt halmazok.
Tovabba V x € C esetén

Ax {yeD: (xy)eA}={yeD: flxy)>a}
(f(x) (et e0),
B, = {yeD:(xyeBt={yeD: flxy) <a}
= (f(xv'))il(foova)'
Mivel V x € C esetén az f(x,.) : D — R fiiggvény egyrészt a.f.f., ezért az A, halmaz
nyilt, masrészt kvazikonvex, ezért a B, halmaz konvex.
Mivel 3 (xp,y9) € C x D, hogy

X = maxmin f(x
f(x0,y0) = max yeDf( ¥

ezért az indirekt feltétel szerint V x € C esetén f(x,yo) < f(x0,¥0) < o, azaz yy € By,

igy Bx # 0.
Lathat6, hogy Vy € D esetén

A = {xeC: (xy)eAt={xeC: f(x,y)>a}
() (@,00),

{xeC: (x,y)eB}={xeC: f(x,y) < a}
= (f(x)) " (—eo ).

Mivel V y € D esetén az f(.,y) : C — R fiiggvény egyrészt kvazikonkdv, ezért az A”
halmaz konvex, masrészt f.f.f., ezért a B’ halmaz nyilt.

B
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Mivel 3 (xp,y9) € C x D, hogy
S (x0,y0) = gglgrjlgeagf(x,yh

ezért az indirekt feltétel szerint V'y € D esetén f(xo,y) > f(x0,y0) > o, azaz xy € A”,
igy AY #0.

Mindezekkel fenndllnak a Ky Fan-féle koincidencia-tétel (6.3.6] 4llitds) feltételei, ezért
3 (x0,y0) EANB azaz

3 (x0,y0) €EC X D, hogy f(x0,y0) < 0tf(x0,¥0),

ami ellentmondds. Tehdt max,cc minyep f(x,y) = minyep max,ec f(x,y) . a
Egy relacio jellemzése

6.3.14. Allitas. Ha egy R C R" x R" reldcié
(1) teljes,
(2) monoton: x Ky = YR‘x, azaz mivel R teljes, ezért xRy,
(3) Vxe€R" esetén Ry CR”" konvex,
(4) ¥V x € R" esetén R, CR" zdrt,
akkor az R reldcichoz tartozé Fg : R" — P(R") halmazériékii leképezés KKM-
tulajdonsdgii: ¥ {x1,...,xs} CR" véges részhalmazra teljesiil, hogy
n
cofxi,....xa} C [JRy,.
i=1

Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 {xj,...,x;} CR" és I x €
co{xy,...,xs}, hogy x ¢ U | Ry,, azaz

n
xe RS .
i=1

Mivel (4) szerint Vi=1,...,n esetén Ry, CR" zirt, ezért Ry, CR" nyilt, igy N} Ry,
nyilt, emiatt 3y € R", x <y, hogy y € (V| RS, , azaz
Vi=1,...,n esetén y € Ry, azaz x;Ry.

Mivel (1) szerint R teljes, ezért ez ekvivalens azzal, hogy

Vi=1,...,n esetén yRx;, azaz x; €Ry.
Mivel (4) szerint R konvex, ezért co{xi,...,x,} C R,. Tovdbbid mivel x €
co{x1,...,x,}, ezért x € Ry, azaz yRx. Mivel x < y, és (3) szerint R monoton, ezért

YR x, ami ellentmondés. O
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6.3.15. Allitas. Ha egy R C R" x R" reldci6 teljes, monoton, ¥ x € R" esetén Ry C
R"™ konvex és zdrt halmaz, valamint egy K C R" halmaz nemiires, konvex, kompakt
(korldtos és zdrt), akkor a K C R" halmaznak létezik az R reldcio szerinti maximdlis
eleme:

Jxo € K hogy ¥ x € K esetén xRxy.

Bizonyitds. Legyen F : K — Z2(K) az a halmazértékd leképezés, amelyre V x € K
esetén
F(x) =Fr(x)NK =R:NK.

Mivel az R reldcidra fenndllnak az el6z6 [6.3.14] éllitds szerint az Fg : R" — 2 (R")
halmazértéki leképezés KKM-tulajdonsdgu: V {x1,...,x;} CR" véges részhalmazra

n
co{xy,...,xy} C URX,..

i=1
Mivel K halmaz konvex, ezért V {x,...,x;} C K véges részhalmazra

n

co{xy,...,x,} C <ORX,> NK = CJ(RX,.DK) =JFx).

i=1 i=1 i=1

ami azt jelenti, hogy az F halmazértékii leképezés KKM-tulajdonsagu.

Mivel V x € K esetén R, zart halmaz, valamint a K halmaz kompakt, ezért F(x) =
RN K kompakt halmaz.

Ezek alapjdn fennalnak a Ky Fan-féle metszettétel, azaz az[6.2.13] dllitds feltételei, ezért

ﬂF(x);é(Z), azaz I x € ﬂF(x): ﬂRXﬂK,

xekK xek xekK
azaz Jxg € K, hogy Vx € K esetén xg € R, azaz xRx. ]

6.3.16. Megjegyzés. Nincs feltéve, hogy R tranzit{v, hanem az, hogy monoton.

A variacios feladat

6.3.17. Definicié. Legyen (X,(.,.)) skaldris szorzatos tér, K C X nemiirers halmaz
valamint f: K — X leképezés.

A (K, f) part varidcids feladatnak nevezzik.

Egy xo € K pontot a (K, f) varidci6s feladat megolddsdnak neveziink, ha kielégiti a
kovetkezd varidcios egyenlétlenséget:

VxeK esetén (f(xg),xo—x)<0.

Jelolés: xo € VI(K, f).
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6.3.18. Definicié. Legyen (X,(.,.)) skaldris szorzatos tér. Egy f: K — X leképezést
monoton névének neveziink, ha V x,y € X esetén

(fO) = f(x),y—x) >0,

masképpen

(fx),y—2) < (F ),y —x) .

6.3.19. Megjegyzés. 1. Az X halmazon nem definidltunk rendezést.

2. Egy f:D— R (D CR) fiiggvény pontosan akkor monoton névé, ha V x,y € D
esetén

(fO) = f(x)-(y—x) = 0.

6.3.20. Definicié. Legyen (X,(.,.)) skaldris szorzatos tér. Egy f: K - X (K CX)
leképezést linedrisan (egyenesek mentén) folytonosnak neveziink, ha V x,y € K mellett
az

A=aff{x,y} ={Ax+(1-21)y : L € R} =x+lin{y—x}
egyenesen (egydimenzids affin halmazon) az f|4 : ANK — X leképezés folytonos.
6.3.21. Allitas. Legyen (X,(.,.)) Hilbert-tér. Ha K C X nemiires, konvex, korldtos

és zdrt halmaz, valamint f : K — X monoton és linedrisan folytonos, akkor a (K, f)
varidcios feladatnak létezik megolddsa:

Jxp €K, hogy VxeK esetén (f(xp),xo—x) <0

Bizonyitds. 1. 1épés: Legyen G : K — Z(K) az a halmazértéki leképezés, amelyre
V x € K esetén

Gx)={yeK : (f(y),y—x <0}.
Azt 14tjuk be, hogy
ﬂ G(x) #0, azaz I xp € ﬂ G(x),

xek xek

amibdl kovetkezik az allitas, mert ekkor G definicidja szerint
VxeK esetén (f(xp),xo—x)<0.

Ehhez el6szor is gondoljuk meg, hogy a G : K — Z?(K) halmazértéki leképezés KKM-
tulajdonsagu.
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Ugyanis: Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 {x1,...,x,} C K véges halmaz, hogy

cofx,....x} € |J G,

xeK
azaz 3 aq,...,0, Ry og+...4+ 0 =1 hogy
n n ¢ n
y= Z oix; € <U G(x,-)) = m(G(xi))C,
i=1 i=1

i=1

azaz Vi=1,...,n esetén y ¢ G(x;), ami azt jelenti, hogy (f(y),y —x;) > 0, igy

0< Y alf()y—x) = (F3)y— ¥ ) = (£(3),0) =0,
i=1 i=1

ami ellentmondas.

Mivel az f fiiggvényrdl nem tettiik fel, hogy folytonos, csak azt, hogy lineérisan foly-
tonos, ezért még nem biztos, hogy G-re fenndllnak a Ky Fan-féle metszettétel feltételei.

2.16pés: Legyen H : K — Z?(K) az a halmazértéki leképezés, amelyre V x € K esetén
Hx) = {yeK : (f(x),y—x) <0} = (f(x),.) ! (o0, (f(x), )] K.

A H halmazértéki leképezés a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

(1) Vx €K esetén G(x) C H(x),
(2) Nrex G(x) =Nyex H(x) (persze most még nem tudjuk, hogy nemiiresek),
(3) KKM-tulajdonsagu,

(4) Vx €K esetén a H(x) C X halmaz konvex, korlétos és zart.

Ugyanis: (1) Legyen y € G(x) tetsz8leges, azaz (f(y),y —x) < 0. Mivel az f fiigvény
monoton névs, ami azt jelenti, hogy (f(x),y —x) < (f(y),y —x), ezért {f(x),y —x) <
0,azaz y € H(x).

(2) ,,C”: Az (1) szerint teljesiil.
.27 Ha (g H(x) = 0, akkor nyilvdn igaz a tartalmazds. Tegyiik fel, hogy
Meex H(x) # 0, és legyen y € (,ex H(x), azaz ¥V x € K esetén (f(x),y —x) < 0.
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Mivel a K C X halmaz konvex és x,y € K, igy VA € [0,1] esetén Ax+(1—A)y €K,

ezért az el6z6ek szerint
0 > (f(Ax+(1-2)y),y—(Ax+(1-21)y))
(fAx+(1=2)y), Ay —x))
= A(f(Ax+(1=2)y),(y—x)).
Ekkor ¥ A € (0,1] esetén A(f(Ax+(1—21)y),(y—x)) <0, ezért

(f(Ax+(1=2)y),(y—x)) <0,
amibdl az f fiiggvény linedrisan folytonossdga miatt
0 > lim (f(Ax+(1—=A)y),y—x)
A—0+
- < lim f(lx-i— (1=2)y),y—x)

<f( hm ' (Ax+(1=A)y))y =)

= (f(y),y—x>.
Az el6z8ek szerint V x € K esetén (f(y),y —x) <0, azaz y € G(x), ami azt jelenti,
hogy
ye Gk
xekK

(3) Mivel G KKM-tulajdonsdgt, ezért az (1) szerint ¥V {x1,...,x,} C K véges halmaz
esetén

n
co{xy,...,xy} C ﬂGx, - ﬂ (xi) -
i=1

i=1

(4) Mivel V x € K esetén H(x) egy zdrt féltér és a K konvex, korldtos és zdrt halmaz
metszete, ezért a H(x) halmaz is konvex, korldtos és zart.

Mivel (3) és (4) szerint az (X, (.,.)) Hilbert-térben a H halmazértkii leképezésre fenn-
dllnak a Ky Fan-metszettétel (6.2.13] allitds) 2. pontjanak a feltételei, ezért

ﬂH(x)#@

xekK

G =(H)

xeK xekK

() Gx)#0

xeK

Tovabba (2) értelmében

ezért

ami igazolja az 4llitast. g
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6.4. A Tarski-féle fixponttétel

6.4.1. Megjegyzés. A kovetkezd fixponttétel rendezett halmazok kozotti leképezésre
vonatkozik, nincs folytonossdgi és kompaktsagi feltevés.

6.4.2. Allitas (Tarski-féle fixponttétel, 1950). Legyen (X,<) teljes hdlé. Ha f: X — X
rendezéstarto (monoton novo) leképezés, akkor az f leképezésnek létezik fixpontja:

Ixp €K, hogy f(xp)=x0-
Specidlisan: Ha f : [0,1] — [0, 1] monoton névé, akkor létezik fixpontja.
Bizonyitds. Legyen b € X az X legkisebb eleme: V x € X esetén b < x. Legyen
Xo={xeX : x< f(x)}.
Ekkor Xy # 0, ugyanis: b € Xy. Emiatt 3 xo = supXp . Beldtjuk, hogy

fx0) =xo-

Ugyanis: ,,.>": Legyen x € Xy tetsz6leges, ekkor egyrészt az X definicidja szerint
x < f(x), mdsrészt x < xo(= supXp). Mivel f rendezéstartd, ezért f(x) < f(xg), ezek
szerint x < f(x) < f(xo). Mivel ez igaz V x € Xy esetén, ezért f(xg) felsd korlatja
Xo-nak, igy xo < f(xo).

»>"1 Mivel xg < f(xp), ezért f rendezéstartdsa miatt f(xo) < f(f(xo)), emiatt Xp
definicidja miatt f(xo) € Xo, igy f(x0) < supXo=xp.

Osszevetve: f(xg) = xg. O

6.4.3. Allitas (Tarski). Legyen (X,<) teljes hdld, legyen f:X — X rendezéstarté
(monoton novo) leképezés. Jelolje a fixpontjainak a halmazdt:

E={xeX : f(x)=x}.
Ekkor (E,< |pxg) teljes hdlo.
Bizonyitds. A Tarski-fixponttétel (6.4.2} 4llitds) szerint E # 0. Legyen H CE, H # 0
tetsz6leges halmaz. Ekkor 3a = supy H € X .

Belatjuk, hogy 3 supp H € E.

Lathat6, hogy a < f(a).

Ugyanis: Legyen x € H tetszdleges, ekkor x < a. Mivel az f fliggvény rendezéstarto,
ezért f(x) < f(a). Mivel H C E, ezért f(x) =x,igy x < f(a). Ezek szerint V x € H
esetén x < f(a), ezért a=supH < f(a).
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Jelolje

X,={xeX : a<x},
nyilvén ez is teljes hdld, tovdabbd a < f(a) és f rendezéstartdsa miatt teljesiil, hogy
V x € X, esetén f(x) € X,. Igy X, és f vonatkozdsiban alkalmazhat6 a Tarski-
fixponttételt (6.4.2] allitds), eszerint 3 x € X, , amelyre f(xp) = xg.

Tekintsiik a kovetkez6 halmazt:
X,NE={xeX :a<x=f(x)}.

Az el6zbek szerint xg € X, NE, igy X,NE # 0, emiatt 3 b =infX,NE.
Lithatd, hogy f(b) <b.
Ugyanis: Legyen x € X, NE tetsz6leges, ekkor egyrészt b < x. Mivel az f fiiggvény
rendezéstartd, ezért f(b) < f(x), masrészt f(x) =x, igy f(b) <x.Mivel pedig V x €
Xy NE esetén f(b) <x,ezért f(b) <inf(X,NE)=0>.
Lathatd, hogy a <b.
Ugyanis:VzeX,NE={xc€X : a<x= f(x)} esetén a < z,ezért a <inf(X,NE)=b.
Tovabbd a < f(a) < f(b) <b.
Ugyanis: Egyrészt a < b, innen az f fiiggvény rendezéstartdsa miatt f(a) < f(b).
Masrészt a kordbbiak alapjan a < f(a) és f(b) <b.
Jelolje
[a,p] ={xeX : a<x<b}.

Nyilvan

([2,0], < |[ap)x[at)
teljes hdl6. Mivel az el6z8ek értelmében f|(, 4 : [a,b] — [a,b], tovdbbd rendezéstartd,
ezért a Tarski-fixponttétel (6.4.2] dllitds) szerint 1étezik fixpontja: 3 u € [a,b], hogy
fw) —u.
Gondoljuk meg, hogy u = b, amibdl f(b) =b.azaz b€ E.
Ugyanis: Mivel u € [a,b], ezért u < b és a < u. Mivel pedig f(u) = u, ezért

ue{xeX :a<x=f(x)} =X,NE,

emiatt b = inf(X, NE) < u is teljesiil.

Léthatd, hogy Vx € H esetén x < b.

Ugyanis: Vx € H esetén x <supH =a <b.

Végiil gondoljuk meg, hogy V z € E esetén, amelyre V x € H mellett x < z, teljesiil az
is, hogy b < z.

Ugyanis: Mivel V x € H esetén x < z, ezért a = supH < z. Mivel pedig z € E, ezért
f(z) = z, emiatt viszont a < z = f(z). Ez azt jelenti, hogy z € X, NE, emiatt b =
infX,NE <z.

A hérom utolsé észrevétel azt jelenti, hogy az (E,< |gxg) részbenrendezett halmazban
supg H = b, igy 3 supg H. Ezzel (E,< |pxg) valban teljes halo. O
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6.4.4. Allitas (Cantor-Berstein-tétel, ismétlés). Legyenek X és Y tetszbleges halmazok.
Ha 3 f:X =Y injekcié és 3 g:Y — X injekcid, akkor 3h:X — Y bijekcio.

Bizonyitds. (Tarski-fixponttétellel)

Tekintsiik a (22(X), C) teljes hdl6t. (Ebben egy halmazrendszer sup-ja éppen az unidja,
inf-je pedig a metszete.) Legyen F : 2 (X) — P(X) az a leképezés, amelyre V A €
P(X) esetén

Az F leképezés rendezéstarto.
Ugyanis: Legyen A; C A;, ekkor (A1) C f(A2), igy f(A1) 2 f(Ay), amibdl
8(f(A1)9) 2 &(F(A2)€), ezek szerint g(f(A1)9)" C g(f(A2))°.
Ezért az allitds, azaz a Tarski-fixponttétel szerint 3 Ay € (X ), amelyre
Ao = F(Ao) = g(f(40))
igy Aj =g(f(A0)°) CZ%(g).Legyen h:X —Y azaleképezés, amelyre Vx € X esetén
h(x) = f(x) ha x€Ay
"1l ha xeAj(CAg)

ami nyilvdn bijekcio. U

6.5. Kontrakciok

Az inverzfuggvénytétel bizonyitdsaban felhaszndltuk a Banach-féle fixponttételt, és a
reguldris leképezéseknek azt a jellemzését, miszerint a reguldris leképezések halmaza
nyilt a folytonos linedris leképezések halmazdban. A Banach-féle fixponttételnek a hal-
mazértéki leképezésekre vonatkozé egyik altaldnositdsa a Nadler-féle fixponttétel, amit
a Ljusztyernyik-tétel legdltaldnosabb véltozatdnak a bizonyitdsdban haszndlunk fel az
implicitfiiggvény-tétel, tehat kozvetve a Banach-féle fixponttétel helyett.

A Banach-féle fixponttétel

6.5.1. Definicié (iterdcié). Legyen X tetszGleges halmaz. Egy f:X — X fiiggvény
mellett egy (x,) X-beli sorozatot iterdcionak illetve iterdcids sorozatnak neveziink, ha
tetszGlegesen adott x; € X, és Vn € N esetén

X1 = [ (%n).-

6.5.2. Megjegyzés. Legyen (X,d) metrikus tér. Ha f: X — X folytonos fiiggvény,
valamint egy (x,) X-beli, az f fiiggvény melleti iterdcids sorozat konvergens, akkor az
xp = limx, € X pontaz f:X — X fliggvény fixpontja.

Ugyanis: az f fliggvény folytonossdga alapjan

f(x0) = f(limx,) = lim f(x,) = limx, 4| = limx, = xq.
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6.5.3. Definicié (kontrakcié). Legyenek (X,dy) és (Y,dy) metrikus terek. Egy
f:X =Y fiiggvényt kontrakcionak neveziink, ha valamely A € (0,1) konstanssal
Lipschitz-folytonos:

324 €(0,1), hogy Vx,y€X esetén dy(f(x),f(y)) <A-dx(x,y).

6.5.4. Megjegyzés (specidlis eset). Legyenek (X, |.||) és (¥,]|.||) normadlt terek, D C
X konvex halmaz.

Ha f:D—Y differencidlhaté és Vx € D esetén || f'(x)|| <A < 1, akkor az f fiiggvény
kontrakcid.

Ugyanis: Kovetkezik a Lagrange-egyenlStlenségbdl.

6.5.5. Allitas (Banach-féle fixponttétel). Legyen (X,d), teljes metrikus tér.
Ha egy f: X — X fiiggvény kontrakcio, akkor

(1) ¥ (x,) iterdcids sorozat konvergens,
(2) az f fiiggvénynek létezik pontosan egy fixpontja.

Bizonyitds. Tekintsiik egy (x,) iterdcids sorozatot, azaz legyen x; € X tetszSleges,
legyen V n € N esetén

X1 = f(xn).
(1) Belatjuk, hogy ez az iteracids sorozat Cauchy-sorozat.

Mivel az f fliggvény kontrakcid, azaz
A €(0,1), hogy Vx,y€X esetén d(f(x)— f(y)) <A-d(x,y),

ezért Vn € N esetén

d(f(xa—1),f(n)) <A -d(x—1,%)
A 'd(f(xn72)af(xn71)) < 12 'd(xn72:xnfl)
A% -d(f(xa—3), f(xn—2)) < ... < A" 1 ed(x1,x2).

Emiatt V m,n € N, m < n esetén a hdromszog-egyenlStlenség szerint

d(xmanrl )

d(-xm7xn) < d(xm7xm+1)+d(xm+17xm+2)+~~~+d(xnflvxn)
< Am-l cd(xp,x0) + A" -d(xp,x0) + ... + A2 -d(x1,x2)
n=2
= d(x1,x2)- Z Ak,
k=m—1
Legyen most £ > 0 tetszSleges. Mivel A € (0,1), ezérta Y7 A¥ geometriai sor kon-

vergens, emiatt Cauchy-feltétel szerint az m > 0 szdmhoz 3 ny € N kiiszobin-

dex, hogy V m,n > ng esetén

t
M ——
:27 1+d(X],XQ)
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ebbdl a fentiek szerint
d(xp,xn) < €,

ami azt jelenti, hogy az (x,) sorozat valéban Cauchy-sorozat.

Mivel (X,d) teljes metrikus tér, ezért az (x,) sorozat konvergens.

(2) Az xg =limx, € X pontaz f:X — X fiiggvény fixpontja. Ugyanis az f fiiggvény
folytonossaga miatt

f(x0) = f(limx,) = lim f(x,) = limx, | = limx, = xq.

Egyértelmiiség: Legyen z9 € X az f: X — X fiiggvény egy tetsz6leges fixpontja:

f(z0) =20,
ekkor
d(x0,20) = d(f(x0), f(z0)) < Ad(x0,20),
ahol A € (0,1), ezért d(xo,20) =0, igy x0 =2z0.- a

6.5.6. Megjegyzés. Az dllitds nem igaz A = 1 Lipschitz-konstansi fiiggvényekre.

6.5.7. Példa. Legyen f:R — R az a fiiggvény, amelyre V x € R esetén
. T
fx)=x+ 5 —arctanx.
Ez a fiiggvény A = 1 konstanssal Lipschitz-tulajdonsdgd. Ugyanis: Mivel

1
_ >0
1+4+x2 =7

=1

ezért Vx € R esetén 0 < |f'(x)| < 1, tovabba

1 . 1
sup|f'(x)] = sup(1 — =) = lim(1 - -——) = 1,
emiatt az f fiiggvény A = 1 konstanssal Lipschitz-tulajdonsag.

Az f fliggvénynek ugyanakkor nem létezik fixpontja.
Ugyanis:

T T
fx) =x<:>x+Efarctanx:x(@arctanx= 5

és §x € R, amire ez teljesiilne.
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Normalt tér faktortere

A szokédsosos médon jelolje K =R vagy C.

6.5.8. Definici6 (vektortér faktortere, ismétlés). Egy (X,+,-) K feletti vektortér M C
X altere szerinti faktortere az az (X/M,+,-) K feletti vektortér, ahol

X/M={x+M : xe M},
(x+M)+(y+M)=(x+y)+M,
A-(x+M)=(A-x)+M.
6.5.9. Megjegyzés. Lathato, hogy
Y ex+M & ¥ —xeM & X +M=x+M.

Ezek alapjan az is lathatd, hogy a megadott miiveletek fiiggetlenek x,y € X vdlasztasa-
tol.

Ugyanis: Legyen ¥’ € x+M, y € y+M, azaz ¥ —x €M, y —y € M, emiatt (¥ +y) —
(x+y) € M, ami a fentiek szerint ekvivalens azzal, hogy

(x+y)+M = (' +Y)+M.
Hasonldan 14that6 be a szorzds joldefinidlt volta.

6.5.10. Definicié (normalt tér faktortere). Legyen (X,||.||) K feletti normalt tér, to-
vabbd M C X zért altér. Ertelmezziik az (X /M, +,-) faktortéren a kovetkezs ||.||x e
X /M — K normét: Legyen Vx+M € X /M esetén

M = inf = inf .

l+-Mil = inf [+l = _int 2]

6.5.11. Megjegyzés. 1. Konnyen ldthatd, hogy ||.||x s : X/M — K valéban norma.
2. A fenti norma dltal indukdlt metrikdra Vx+M, y+M € X /M esetén

dy(x+My+M) = |[[x+M)—+M)lx/n = [(x—y)+Mlx/m
inf ||x—y+ul|
ueM

inf{|lx' —y'|| : ¥ €x+M,y €y+M}.

3. Ebbdl az is kovetkezik, hogy Vx € X, y+M € X /M esetén
d (e y+M)=dy;y(x+M,y+M),
ugyanis:
d y+M) = inf —y|| = inf |x—y
I X,y +M) y,el;}+MHx Y= jnf x—y +ul
dym(x+M,y+M).
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Az inverzoperator

6.5.12. Definicié (inverzoperdtor). Legyen (X,||.|) és (Y,|.||) K feletti normélt
tér, A € L(X,Y) folytonos linedris leképezés, ekkor kerA C X zart altér. Legyen
A € L(X,Y) sziirjektiv folytonos linedris leképezés, azaz imA =Y, ekkor Vy € Y
esetén 3x € X, hogy

A~'(y) =x+kerA € X/kerA (ahol Ax=1y).

Az A € L(X,Y) folytonos linedris leképezés inverzoperdtordnak nevezziik a kovetkez
leképezést:
A7y X /kerA, y—AT'(y) =x+kerA.

6.5.13. Megjegyzés. Az A~' : Y — X /kerA inverzoperétor formalisan nem az A €
L(X,Y) folytonos linedris leképezés inverze, s6t ez utébbi éltaldban nem is 1étezik.
Az inverzoperator voltaképpen egy halmazértékii leképezés, csakhogy a képhalmazok
specidlisan most zért affin halmazok, azaz az X /kerA faktortér pontjai.

Specidlisan kerA = {0} mellett X /{0} = X azonositdssal visszakapjuk az eredeti in-
verzfogalmat.

6.5.14. Allitas. Legyen (X, ||.||) és (Y,|.]]) K feletti normdilt tér, A € L(X,Y) sziirjek-
tiv folytonos linedris leképezés. Ekkor az A~' 1Y — X /KerA inverzoperdtor izomorfia,
azaz linedris bijekcio.

Bizonyitds. Additiv: Legyen y1,y; € Y tetszGleges. Mivel A € L(X,Y) sziirjektiv, ezért
Jx1,x € X, hogy Ax| =y, Axy, =y, . Ekkor egyrészt

AT () =x1 +kerA, A'(yy) =xp+kerA,
masrészt
A(x) +x2) = Ax; +Axy = y1 +2,
ezek alapjdn és az 0sszeg definicidja szerint
A"y +y2) = x+xp+kerA = (x; +kerA)+ (xp +kerA)
AT ) +AT ().

A homogenitds bizonyitdsa ezzel analég. Ezzel A~! : ¥ — X /kerA linedris.

Sziirjektiv: TetszGleges x +kerA € X /kerA esetén
A" (Ax) = x+kerA.

Injektiv:
kerA™! ={y €Y : A7'(y) =0y /yern = kerA} = {0y }. O
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6.5.15. Allitas. Legyenek (X,||.|) és (Y,|.||) K feletti Banach-terek, tovibbd A €
L(X,Y) sziirjektiv folytonos linedris leképezés. Ekkor az Aliy 5 X /kerA inverz-
operdtor folytonos linedris bijekcio.

Bizonyitds. Mivel fenndllnak a Banach-féle nyiltleképezés-tétel feltételei, ezért nyilt
halmaz A-szerinti képe nyilt, példdul az

A(B(0,1) C Y
halmaz nyilt (mivel Oy € A(Bx(0x,1)), ezért belsS pont), igy 3 & > 0, hogy
B(0,8) CA(B(O,1)),

ami azt jelenti, hogy Vy €Y, |ly]| < 8 esetén Ix € X, ||x|| < 1,hogy Ax =y.Legyen
y€Y,y#0 tetsz6leges. Ekkor & - H%H €B(0,8),{gy Ix€ X, ||x|| <1, hogy

A)c=5~i7 azaz A(M~x) =y.
[yl 6

Ezek alapjén a faktortérbeli norma definicidja szerint

A~! inf ||z|| = inf ||z
A~ ) lx/kera zeA—l(y)” l AZ:yll [

1

IN

1 = 4l e

|

< bl
*5y

ami azt jelenti, hogy az A~!: ¥ — X /kerA linedris leképezés folytonos, s6t

1

AN < <.
I H_5

A Nadler-féle fixponttétel

A Banach-féle fixponttétellel rokon allitds a faktortér értéki leképezésekre vonatkozo
Nadler-féle fixponttétel.

6.5.16. Allitas (Nadler-féle fixponttétel). Legyen (X,||.||) Banach-tér, M C X zdrt al-
tér, legyen x1 € X, és r e Ry ;.

Ha egy F : B(x,r) = X /M faktortér értékii leképezés egy A € (0,1) konstanssal
(a) kontrakcio: ¥ x,y € X esetén dy y(F(x),F(y)) <A-dj(x,y),

(b) dH~H(x1’F(xl)) < (1=A)r,
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akkor létezik fixpontja:
Ix9 € B(xy,r), amelyre F(xg)=xo+M, azaz xo€ F(xp).
S6t V' ry € Ry esetén, amelyre
3
5 S Fla)) <n <(1-4)r,
az is teljesiil, hogy
(1) 3x0 € B(x1, 1) € B(xy,r) fixpont:
F(xo) =xo+M, azaz xo€F(xo),

(2) dy(xo,x1) < 727 dyp (o1, F (x)).
Bizonyitds. A bizonyitds sordn jelSlje az egyszeriség kedvéeért d =dj .
Ha d(x;,F(x;)) = 0, akkor F(x]) zdrtsiga miatt x; € F(x;), igy xo = x|, nyilvdn a
(2)-beli feltétel is teljesiil. Tegyiik fel hdt, hogy d(x1,F (xg)) > 0.

Rogzitsiink egy tetszleges olyan r| € Ry} szdmot, amelyre
% <d(x,F(x1)) <r < (1—A)r.
(1) Az x; € B(x,r) pontbdl kiindulva rekurziéval konstrudlunk egy (x,) B(xy,r)-beli
iteracids sorozatot, amelyre V n € N esetén
Xp+1 € F(xn),
d(xXp,Xpe1) < A"-rp,
Xn € B(x1, 12) € B(xq,7).

A rekurzi6 a kovetkezé: Tegyiik fel, hogy xi,...,x,-et mar kivalasztottuk az adott fel-
tételeknek megfelelden, ekkor F' kontrakcid volta miatt

Ay (F(n—1),F(xn)) < Avd(uo1,20) <A-A"Dorp =27y

Ezek szerint

dy g (F (%n—1),F (xn)) <A -y,
ezért x4 € F(x,)), amelyre

d('xnv-xn+1) < )Ln Ty,
tovabba emiatt
d(x17xn+1) S d(x17x2)+"'+d(xl‘hxn+l)

/'1,~r1+...+l”-r1
A —Antl < r
-2 ""Sioa

ami azt jelenti, hogy x, € B(xy, 1= ) € B(x1,r). Ezzel az iterdci6 kész és teljesiti a
fenti kivdnalmakat.

A
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Belatjuk, hogy (x,) Cauchy-sorozat. Legyen € > 0 tetszGleges. A fentiekhez hasonléan
Vm,n €N, m<n esetén

d(xm,xn) < d(xXmyXpg1) + .o A d(Xp—1, %)

n—1
< l”’-r1+...+k"71-r1:r1~Z?Lk.
k=m

Innen A € (0,1) alapjan a Y5 AKX geometriai sor konvergens, emiatt az &/r; > 0
szamhoz J ng € N, hogy V ng < m < n esetén

n—1
Zlk<8/r1, igy d(xpm,xn) <€.

k=m

Ezért (x,) valéban Cauchy-sorozat.
Mivel az (X, ||.||) normdlt tér (azaz az (X,d) metrikus tér) teljes, ezért az (x,) sorozat
konvergens, azaz

Jxg = limx, .

Mivel pedig ¥V n € N esetén x, € B(xq, li—‘x), azaz d(xy,x1) < 11711 , ezért a d metrika
folytonossdga miatt

r

1-2

d(xg,x1) = d(limx,,x;) = limd (x,,x1) < <r,

ami azt jelenti, hogy

X0 EB(th) C B(xy,r).

Tovabbd V n € N esetén x,,11 € F(x,) és F kontrakcié volta alapjan
d(xp11,F(x9)) = dX/M(F(xn),F(xo)) < A-d(xp,x9) — 0,
emiatt viszont d(xo,F(xo)) = 0. Innen az F(x() halmaz zart volta miatt

X0 € F(xo).

(2) Mivel az r| > 0 szamra feltettiik, hogy
2 <, Fn) <m < (1-A)r,

ezért (1) szerint 3 xo € B(xy, 17 ), amelyre xo € F(xp), amibdl

d(X(),Xl) S

< ——-2-d(x1,F(x1)). O
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A Nadler-féle fixponttétel halmazértékii leképezésre

A Nadler-féle fixponttétel tetsz6leges teljes metrikus téren értelmezett, annak nemiires,
zart halmazaiba képezd leképezéseire analég médon megfogalmazhaté a Hausdorft-
tavolsdg felhaszndldsaval, a bizonyitas is lényegében azonos marad.
6.5.17. Definici6 (iterdcié). Legyen X tetszleges halmaz. Egy F : X — Z?(X) hal-
mazértéki leképezés mellett egy (x,) X-beli sorozatot iterdcidnak illetve iterdcids so-
rozatnak nevezziink ha tetsz6leges adott x| € X, és Vn € N esetén

Xnt1 € F(x).

6.5.18. Definicié (kontrakcid). Legyen (X,dx) metrikus tér. Egy F : X — Z2(X)
halmazértéki leképezést kontrakcionak neveziink, ha valamely A € (0,1) konstanssal
Lipschitz-folytonos a Hausdorff-tdvolsdgra nézve:

32 €(0,1), hogy Vx,y€X esetén dy(F(x),F(y)) <A-dx(x,y).

6.5.19. Allitas (Nadler-féle fixponttétel). Legyen (X,d) teljes metrikus tér, legyen x| €
X, ésreRy,.

Ha egy F : B(x,r) = % (X) halmazértékii leképezés

(a) nemiires, zdrt értéki,

(b) kontrakcio,

(c) dp(x)(x1) <(1=2)r,
akkor létzik fixpontja:

Ixp € B(xy,r), amelyre xy€ F(xp).

Sot ¥V ry € R4 esetén, amelyre
5 Sdp(e) (1) <r <(1=2A)r,
az is teljesiil, hogy

(1) Ixg € B(xy, li—‘l) C B(xy,r) fixpont:

X0 € F(x0),

(2) d(x0,x1) < 125 dp(xy)(x1)-
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Bizonyitds. Ha d(x1,F(x1)) =0, akkor F(x|) zartsdga miatt x| € F (x| ), igy xo =X,
nyilvan a (2)-beli feltétel is teljesiil. Tegyiik fel hét, hogy d(x;,F (xo)) > 0.

Rogzitsiink egy tetszdleges olyan r; € R, szdmot, amelyre
r
5 Sd@Fx) <n<(1-A)r.

(1) Az xj € B(xy,r) pontbdl kiindulva rekurziéval konstrudlunk egy (x,) B(xj,r)-beli
iterdcids sorozatot, amelyre V n € N esetén

Xpt+1 € F(xn),
d(xn7xn+l) <A"-rp,
Xn € B(x1, 12) € B(x1,7).

A rekurzi6 a kovetkezd: Tegyiik fel, hogy xi,...,x,-et mdr kivalasztottuk az adott fel-
tételeknek megfelelGen, ekkor F kontrakcié volta miatt

du (F (xp—1),F (xn)) A-d(xp—1,%) < A-dy(F(x,-2),F(x,-1))
/’Lz~d(x,1,2,x,,,1) <...

Al d(x1,x) < Al Aerp=A"r.

IA A IA

Ezek szerint

dH(F(xnfl)vF(xn)) <A"or,
ezért x4 € F(x,)), amelyre
d(xmanrl) <A"- s
tovabba emiatt

d(xp,%p41) < d(xpx2) ...+ d @, Xeg1)
Ar+. A
Ailn+1 i
-2 " Sioa

A

ami azt jelenti, hogy x, € B(x1, {"5) € B(x1,r). Ezzel az iterdci6 kész, és teljesiti a
fenti kivanalmakat.
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Belatjuk, hogy (x,,) Cauchy-sorozat. Legyen € > 0 tetszdleges. A fentiekhez hasonl6an
Vm,n €N, m<n esetén
d(xm,xn) < dxmyXmy1) + -+ d(X—1,%)
n—1
< lm~r1+...+l"71-r1:r1~Zlk.

k=m

Mivel A € (0,1),ezérta Yo A* geometriai sor konvergens, emiatt az £/r > 0 szdm-
hoz 3 np € N, hogy V ng <m < n esetén Zg;']nlk <e/r,igy

d(xp,xn) < €.

Ezért (x,) val6ban Cauchy-sorozat.
Mivel az (X,d) metrikus tér teljes, ezért az (x,) sorozat konvergens, azaz

dxg = limx;, .

Mivel pedig V n € N esetén x, € B(x1, 17 ), azaz d(xp,x1) < 12 , ezért a d metrika
folytonossaga miatt

d(xg,x1) = d(limx,,x;) = limd (xp,x1) <

ami azt jelenti, hogy

onE(xl, gB(xl,r).

1
1-2 )
Tovabbd V n € N esetén x,11 € F(x,) és F kontrakcié volta alapjan

dp(x)(nt1) < S;(P )dF(xo)(x) = e(F(xn),F(x0))
x€F (x,
< dH(F(xn)vF(XO))§l'd(Xn7x0)_>Ou

emiatt viszont dp(,)(xo) = 0. Innen az F(xo) halmaz zdrt volta miatt
x0 € F(xp).

(2) Mivel az r; > 0 szamra feltettiik, hogy

E < dp(xl)(xl) <rn< (] —l)ﬁ

ezért (1) szerint 3 xo € B(xy, 17 ) , amelyre xo € F(xo), amibdl

1
4 2+ dp(y)(x1). O
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Az Arrow-Debreu modell a gazdasagi szereplSket két csoportra osztja, termelSkre és
fogyasztékra. Adam Smith elgondoldsa szerint minden szerepld a sajit egyéni céljat ko-
veti, tehat a termel6k maximadlis profitra torekednek, a fogyasztok pedig a jovedelmiik
mellett elérhetd maximalis hasznossdgra. Egyikdjiik sem torddik a tarsadalom érdeké-
vel, ennek ellenére egy lathatatlan kéz jovoltabdl, nevezetesen a piaci mechanizmuso-
kon keresztiil mégis 1étrejon tarsadalmi szinten egy joléti optimum: a megtermelt termé-
kek gazddra taldlnak, a fogyasztdsi igények pedig kielégiilnek, a gazdasag egyensilyba
kertil, tovdbbd minden termel$ maximadlis profitot, minden fogyaszt6 a rendelkezésére
4ll6 anyagi feltételek mellett maximadlis hasznot ér el.

Ez az egyensiilyi fogalom azonban nem feltétleniil jelenti a gazdaségi szerepl6k ide-
alis allapotdt, hanem egy olyan nyeregpontot, st voltaképpen csapdahelyzetet jelent
amibdl kiilsé segitség nélkiil nem lehet kitorni. Az egyensiilyban az emberek nem fel-
tétleniil boldogok, csak helyzetiikon nem tudnak javitani.

Matematikai szempontbdl az elmélet a halmazértékii leképezések fixpontjira vonat-
kozé Kakutani-féle fixponttételre van felfizve. Azt vizsgdljuk meg, hogy a gazdasdgi
modellben milyen feltételeket kell feltenni a tétel alkalmazhatésdgdhoz. Kiilon nehéz-
séget okoz a kapott halmazértékii leképezések folytonossdgdnak a vizsgdlata. A legna-
gyobb nehézséget azonban az okozza, hogy a matematikai szempontbdl elkeriilhetetlen,
kozgazdasagi szempontbdl viszont elfogadhatatlan korlatossagi feltételt hogyan lehet
kikertilni.

A modellt az elmilt évtizedek kitarté és minden részletre kiterjedd vizsgdlata sem
koptatta meg, azonban tovibbra is fennmarad az a kérdés, hogyan értékeljiik a modell
feltételeit.

7.1. A gazdasagi modell és az egyensuly

A gazdasagi modell

Egy gazdasagi modellt épitiink fel, amelyben termékek és gazdasagi szerepldk vannak.
Haromféle szerepl6t kiillonboztetiink meg, termelSket, fogyasztdkat, valamint egy fiktiv
szereplGt, a piacot.

A termékek és a termékek ara

Egy termék (dru, j6szdg) mennyiségét valés szdmmal irjuk le. Tegyiik fel, hogy a gaz-
dasdgban [ féle terméket termelnek illetve fogyasztanak.
A termékek tere: RY.

Egy termék dra egy nemnegativ valds szdm, igy a termékek dra a kovetkezd vektor,
amit drvektornak neveziink:

l
peER,.
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A modellben csak az drak egymdshoz viszonyitott ardnya fontos, ezért feltessziik, hogy
llp|l =1, igy az drvektorok halmaza a gombfelszinnek a nemnegativ térnegyedbe esd
része:

peR,NS(0,1).

Itt akdrmelyik R”-beli normét vélaszthatjuk, szokds tobbnyire az ||.||; normadt valasz-
tani. Ebben az esetben az drvektorok halmaza az /-dimenzids (standard) szimplex:

Pl={peR' : p>0, (p,x) =1} =coey,...,e;}.

A gazdasag szereplOi

1. A termeldk:

Legyen a gazdasdgban n szamd termeld, legyen j = 1,...,n tetszSleges. A j-edik ter-
meld rendelkezik egy Y; C R! termelési (stratégia-) halmazzal. Egy lehetséges terme-
1ési program: y = (11,...,1m;) €Y; C R!. Ha n; > 0, akkor a k-adik terméket termelik,
ha pedig 1y < 0, akkor a k-adik terméket felhasznaljak.

Természetes feltenniink, hogy Y; # 0, de ennél er6sebb megkotésre lesz sziikségiink,
azt tesszik fel, hogy a tétlenség lehetséges tevékenység:

OGYJ"

Az aggregilt termelési halmaz:

y=Yv;.

-

1

J

A termel8k célja adott p € P! drvektor mellett a profitjuk maximalizaldsa. Ezek szerint
a j-edik termel§ viselkedését a kovetkezd, p € P! drvektorral paraméterezett feltételes

7z

szélséérték-feladatsereg irja le:

(p,y) — max 7.1
ye Yj
Az j-edik termeld profitfiiggvényének nevezzik feladatsereg értékfiiggvényét, az-

azazta T : P! — R fiiggvényt, amelyre ¥ p € P! 4rvektor esetén

7j(p) = sup (p,.) = sup (p,y),
Y; YEY;

tehdtaz ¥; C R’ halmaz Oy, PSR tdmaszfunkciondljét.
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Mivel feltettiik, hogy 0 € Y, ezért a profit nemnegativ:
mj(p) = 0.

Az j-edik termeld kindlati (termelési) leképezésének nevezziik az (7.1) feladatsereg
megoldasleképezését, azaz azt az % : Pl Z(Y;) halmazértéki leképezést, amelyre
V¥ p € P! arvektor esetén

Zi(p) = argmax(p,.) = (p..)" ({m;(p)}) Y

J

= {yev;: (py)=mp)}CY;.

2. A fogyasztok:

Legyen a gazdasdgban m szdmu fogyaszto, és legyen i = 1,...,m tetszdleges. Az i-edik
fogyaszt6 rendelkezik egy X; C R! fogyasztési (stratégia) halmazzal. Egy lehetséges
fogyasztdsi program: x = (&;,...,&) € X; CR!. Ha & > 0, akkor a k-adik terméket
fogyasztjdk, ha pedig &, < 0, akkor a k-adik terméket szolgaltatjdk.

Természetes, feltenniink, hogy X; # 0, de ennél erGsebb megkotésre lesz sziikségiink,
azt tessziik fel, hogy a fogyaszto rendelkezik egy kezddkészlettel:
Ja;€X; C R! ,

és ez az i-edik fogyaszté tulajdona.

Az aggregdlt fogyasztdsi halmaz:

Az i-edik fogyaszt6 rendelkezik egy w; : P! — R jovedelemfiiggvénnyel (vagyonfiigg-
vénnyel). A vagyonfiiggvényt a kovetkezGképpen értelmezziik egy tetszbleges p € P!
arvektor mellett:

— egyrészt a kezdSkészlet értékébdl all:
(p.ai),

— mdsrészt V j=1,...,n esetén a j-edik termel6 7;(p) profitjdbél 0 < p;; <
1 rész illeti meg. Feltessziik, hogy a profitot teljesen szétosztjadk a fogyasztok

kozott:
m

Y pij=1.
i=1

Ezek szerint: ;
wi(p) = (p,ai) + Y pij7i(p),
j=1
amely fiiggvény
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(1) folytonos,

2) (p.ai) <wi(p).
Végiil az i-edik fogyaszt6 rendelkezik egy u; : X; — R hasznossagi fiiggvénnyel is.

A fogyasztok célja adott p € P! arvektor (és w;(p) € Ry jovedelem) esetén a hasz-
nossdguk maximalizdldsa. Ezek szerint az i-edik fogyaszté viselkedését a kovetkezd,
p € P! drvektorral paraméterezett feltételes szélsGértékfeladat-sereg irja le:

u;(x) — max

(p:x) <wi(p) - (7.2)
xeX;

Az i-edik fogyaszt6 koltségvetési leképezésének nevezziik azt a %B; : P — P(X;) hal-
mazértékii leképezést, amelyre ¥V p € P! drvektor esetén a koltségvetési halmaz:

Bi(p) = (p,.)" (=, wi(p)]NX;
= {xeXi: {px)<wi(p)} CX;.

Mivel feltettiik, hogy 0 € Y;, igy a profit nemnegativ, azaz 7;(p) > 0, ezért a w;(p)
jovedelem definici6ja szerint az a; € X; kezdSkészletre (p,a;) < w;(p). Emiatt a kez-
d6készlet benne van a koltségvetési halmazban, igy ez nemiires:

ai € #i(p), 1gy %i(p)#0. (7.3)

Ennek a segitségével a fenti feladat a kovetkezSképpen fogalmazhat6 at:

{ u;(x) — max 7.4)

x € %i(p)

Az i-edik fogyaszt6 indirekt hasznossdgi fiiggvényének nevezziik a (7.2) feladatsereg
értékfiiggvényét, azaz azt az ulv : P! - R fiiggvényt, amelyre V p € P! drvektor esetén
v

u! (p) = sup u;= sup u;(x).
%i(p) x€%;(p)

Az i-edik fogyaszto keresleti leképezésének nevezziik a @) feladatsereg megolddsle-
képezését, azaz azt az 2;: Pl — P (X;) halmazértéki leképezést, amelyre V p € P!
arvektor esetén

Zi(p) = argmaxu; =u; ' ({u(p)}) N B(p)
2(p)

= {xeB(p): wlx)=u(p)} < A(p).

Léthato, hogy ha Z;(p) # 0, akkor u(p) = u;(x), ahol x € Zi(p).
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3. A piac:

A modell legkiilonosebb szerepl6je hétkoznapi értelemben nem egy valddi, hanem a
gazdasdg miikodését, mechanizmusit megszemélyesitd ,.fiktiv” szerepld, amit Ossze-
foglal6 néven piacnak szoktunk nevezni. A modell ezen a szereplén keresztiil igyek-
szik megragadni a klasszikus kozgazdasagtannak Adam Smith-hez kothetd elképzelé-
sét, amely szerint csupan a sajat egyéni érdekeiket kovetd termelSk dltal megtermelt
és szintén csak a sajat egyéni hasznukat keres6 fogyasztok altal keresett javakat egy
ldthatatlan kéz egymdsnak megfelelteti, tirsadalmi szinten egyfajta optimumot hozva
1étre.

Egy
(X1, XmsV1s o3 Yn) € X X oo X Xy X Y X ... x ¥, C RO

vektort revékenységegyiittesnek, masképpen allokdcionak neveziink.

Egy
(KLyee ey Xms Y1y os¥n) EX1 X oo X Xy X Y] X ... X Yy

tevékenységegyiittes melletti tiilkeresleti vektor:

m

m n
I
=1 j=1 i=1

A termel6k és a fogyasztok rilkeresleti halmaza:

Ti
Xi—Y v -
1 j=1 i

™=
g

zZ= aj .

1

1

A termel8k és a fogyaszték a dontéseikkel a kivetkezd nilkeresletet keltik ¥ p € P!
arvektor esetén:

m
Z(p)=Y Zilp)- Y. %(p)- Y ai.
i = i=1
A termeldk és a fogyasztok tilkeresleti leképezése a

f:i% i% imﬂﬁﬂm

i=1 j=1 i=1

halmazértéki leképezés.
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A piac adott

m m

n
Z:in—Zyj—ZaiGZ
Py T N

tilkereslethez olyan drat rendel, hogy a tilkereslet a lehet legdragdbb legyen. Ezek
szerint a piac viselkedését a kovetkezd, z € Z tilkeresleti vektorral paraméterezett fel-

Py

tételes sz€élsdérték-feladatsereg irja le:

(p,z) — max
{ pep (1.5)

A piac drleképezésének nevezziik a (7.5) feladatsereg megoldasleképezését, azaz azt az
o Z — P(P'), halmazértéki leképezést, amelyre V z € Z tiilkeresleti vektor esetén

() = argmax(.,z):(.,z)_l({maylc(r,z)})ﬂPl
Pl rep!

{peP : (p,z)zfrrg)?}<r7z>}-

A ar-talkeresleti leképezés

A gazdaséag szerepldinek, a termelSknek, a fogyasztéknak és a piacnak a viselkedését
egyiittesen az
A DY P xZ— PP xZ)

halmazértékd leképezés, a gazdasag dr-tiilkeresleti leképezése irja le, azaz amelyre
V¥ (p,z) € P! x Z ér-tilkereslet-vektor esetén

(7 @Z)(p,2) = (2) x Z(p).
A gazdasag egyensulya

7.1.1. Definicié. Egy

(PoF1se o BmsF1s s Fn) € PP X XY X o X Xy X Yy X ... x ¥, C RUFmHR

arat és tevékenységegyiittest a gazdasidgi modell egyensiilyi megolddasdnak (roviden
egyensilydnak) neveziink, ha

(1) peP,

(2 @V j=1,...,nesetén j; € Z;(p),
b)Vi=1,...,mesetén %; € Zi(p),

G) L & <Y 3+ L @ (naturdlis mérlegegyensly),

@) (p,Xr %)= (P.X)_19;)+ (P, L  ai) (szigori értékegyensiily).
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A (2) feltételt mikroszintli egyensulynak, a (3) és (4) feltételeket makroszintl egyen-
stlynak tekinthetjiik.

7.1.2. Allitas (az egyensily ekvivalens definiciéja). Egy

(PoF1se o By F1s s Fn) € PP X XY X o X Xy X Yy X ... X ¥, C RUFmER

dr és tevékenységegyiittes pontosan akkor egyensiilya a gazdasdg modellnek, ha a

J
1 i

7=

™=
™=
M=

%i—
1 J

a €Z

i 1

tillkereslet mellett a (p,?) € P! % Z iigynevezett kereslet-kindlat egyensulyt alkot, amin
azt értjiik, hogy

(1) peP,

(2) 2 Z(p),

(3) Z <0 (mérlegegyensiily),

(4) (p,Z) =0 (szigorii értékegyensiily).

Bizonyitds. A Z definici6ja alapjan ez a[7.1.1] definicié 4tfogalmazdsa. O

7.2. Az egyensuly létezése

Az egyenstilynak a ekvivalens definiciébeli pontjai koziil az (1) teljesiilését nyil-
vén el lehet érni. Erdekes médon a tobbi pont koziil a legkdnnyebben a (4), a szigord
értékegyenstily létezése lathat6 be, bar ehhez egy tovabbi feltételnek, a lokdlis kielé-
githetetlenségnek is fenn kell dllnia. A (2) és (3) teljesiilésének a beldtdsa azonban a
fentieknél 1ényegesen magvasabb probléma, a Kakutani-féle fixponttételen mulik.

A gyenge és az eros Walras-torvény

A gyenge Walras-térvény

7.2.1. Allitas (gyenge Walras-torvény). Legyen p € P! tetszbleges drvektor. Ekkor
Vj=1,....,n melletti y; € %;(p) optimdlis termelési dontés és ¥ i =1,...,m mel-
letti x; € Zi(p) optimdlis fogyasztéi dintés esetén teljesiil az tigynevezett gyenge ér-
tékegyensiily:

». im <ip, i}m + <p,ia,->,
i= Jj= i=
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illetve ezzel ekvivalens modon fogalmazva:
m n m
Vz= Zx,- - Z yj— Zai € Z(p) nilkereslet esetén (p,z) <0,

ami réviden azt jelenti, hogy P' C (2 (p))~.
Bizonyitds. Mivel Vi=1,...,m mellett x; € Z;(p), ezért a jovedelemfiiggvény defi-
nici6jét felhaszndlva adédik, hogy
n n
(p.xi) <wi(p) = (p,ai)+ Y. pijmi(p) = (p,ai) + Y. pij(p.yi)
j=1 j=1
ahol Y7 | p;j =1, amibdl i-re val6 6sszegzéssel kapjuk, hogy

m n

m m
Z<p xp) < Z +Z ZPz;(P ¥i)
i=1 i=1 i=1j=
m
= Z )+ Z Z Pij (p,yi)
i=1 j=1
m m
= + P yl
i:I i=1
ebbdl pedig kovetkezik az 4llitas. |

7.2.2. Megjegyzés. A bizonyitds csupan a fogyasztok jovedelemének iigyes megfogal-
mazdsan mulott.

A lokalis kielégithetetlenség és az erés Walras-torvény

A szigoru értékegyensuly 1étezése egy tovabbi feltétel, a lokalis kielégithetetlenség tel-
jesiilése mellett igazolhat6. Az igazolds teljesen analdg a gyenge Walras-torvényével.

7.2.3. Definicié (lokdlis kielégithetetlenség). Azt mondjuk, hogy az i-edik (i =
1,...,m) fogyaszt6 lokdlisan kielégithetetlen (lokdlisan telithetetlen), ha nem létezik
lokdlis maximuma, azaz ¥V x € X; pont V U € 7(x) kdrnyezetében 3 x' € U NX; pont,
amelyre

ui(x) < wui(x').

7.2.4. Allitas. Ha az i-edik (i=1,...,m) fogyasztd lokdlisan kielégithetetlen, akkor
Y p € P! drvektor esetén elkdlti teljes jovedelmét: ¥ x; € Zi(p) mellett

{p,xi) = wi(p).
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Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 x; € Z;(p) megoldds, hogy

(p,xi) <wi(p).

Ekkor 3 U € t(x;) kornyezet, hogy V x € U NX; esetén

(p,x) <wi(p).

Mivel az i-edik (i = 1,...,m) fogyaszt6 lokdlisan kielégithetetlen, ezért I x' € U NX;
pont, amelyre
ui(x;) < ui(x').

Mivel az el6z8ek szerint ekkor (p,x') < w;(p), ezért x; ¢ Z;(p), ami ellentmondds. OJ

7.2.5. Allitas (erds Walras-torvény). Tegyiik fel, hogy ¥ i =1,...,m esetén az i-edik
fogyaszto lokdlisan kielégithetetlen:

V x €X; pont ¥ U € 1(x) kérnyezetében 3 x' € UNX; pont, amelyre u;(x) <
u;(x') (lokdlis kielégithetetlenség).

Legyen p € P! tetszdleges drvektor, ekkor Y j=1,....,n melletti y; € %;(p) optimd-
lis termelési dontés és ¥ i = 1,...,m melletti x; € Zi(p) optimdlis fogyasztéi dontés
esetén teljesiil a gazdasdgi egyensiily (4) pontja, a szigorii értékegyensiily:

m n m
P, Y x)=p. Y y)+{p Y a),
i=1 j=1 i=1
illetve ezzel ekvivalens mddon fogalmazva:
m n m
Vz= Zx,'f Zyj - Zai € Z(p) tilkereslet esetén (p,z) =0,
i=1 j=1 i=1

ami roviden azt jelenti, hogy P' C (% (p))*.

Bizonyitds. Mivel Vi =1,...,m mellett az i-edik (i =1,...,m) fogyaszté lokélisan
kielégithetetlen, ezért az el6z6 allitas szerint V p € P! 4rvektor esetén elkolti
teljes jovedelmét: V¥ x; € Zi(p) mellett

(p,xi) = wi(p).

Innen a bizonyitds teljesen analég a gyenge Walras-torvény, a[7.2.1] 4llitds bizonyitdsa-
val. A jovedelemfiiggvény definicidjat felhaszndlva:

n

(poi) = wilp) = (p.ai) + ilpijﬂj(l’) = () + X Pl
Jj= =
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ahol Y7 | p;;j = 1, amibdl i-re 6sszegezéssel kapjuk, hogy

m n

(pxi) = Z(P,ai>+i pij(p,yi)
1 J

i=1 =1j=1

Ips

Il
[V]s
M:

p7al +

szj) PyYi)

Il
_

1

J

S

Il
™=

(prai) + Y (p:yi),

i

_
I
R

ebbdl pedig kovetkezik az allitas. g

A gazdasag egyensulya és az ar-tulkeresleti leképezés
fixpontja
A tovabbi feltételek teljesiilését a kovetkezd igen sz€p éllitds egy fixpont problémara
transzformalja 4t. A bizonyitasdban udjra felhasznéljuk a gyenge Walras-torvényt.

7.2.6. Allités (fixpont és egyensily). Ha egy (p,%) € P! x Z pont a gazdasig o @ % :
P xZ — P(P! x Z) dr-ilkeresleti leképezésnek fixpontja:

(p,2) e (A @Z)(p,Z), azaz pe (%), € Z(p),
akkor az teljesiil az egyensiily definiciojanak (1), (2) és (3) feltétele:
(1) per,
(2) z€ Z(p),
(3) 2<0.

Bizonyitds. (1) Nyilvanvaléan j € P!.
(2) A fixponttulajdonsdg egyik fele szerint teljesiil, hogy

e Z(p).
(3) A fixponttulajdonsdg masik fele szerint pedig

ped (@)= {peP : (p2) =max(ra)},

ami azt jelenti, hogy

(p,Z) =max(p,z),
peP!

igy V p € P! esetén
(p,2) > (p.2). (7.6)
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Mivel Z € Z(p), igy a allitasbeli gyenge-Walras torvény szerint

(p,2) <0,
ezért az alapjan V p € P! esetén
(p,2) <0.
Mivel Vk=1,...,1 esetén e, € P!, ezért (e;,7) <0, azaz 7 <0. O

7.2.7. Megjegyzés. A fenti és allitasok egyiitt mar biztositjdk az egyenstly
1étezését. Az (1) feltétel nyilvanvaldan teljesiil. A (4) feltétel, a szigord értékegyensily
teljesiiléséhez fel kell még tenni a lokdlis kielégithetetlenség feltételét. A (2) és (3)
feltétel teljesiiléséhez viszont azt kell biztositanunk, hogy az

AL P xZ— PP x2Z),

a ar-tdlkeresleti leképezésnek 1étezzen fixpontja. Ehhez az 5. fejezetben megismert,
a halmazértéki leképezések fixpontjdra vonatkozé Kakutani-féle fixponttételt (6.1.7]
allitas) hasznaljuk fel.

Az afeladatunk tehdt, hogy megvizsgaljuk, hogy milyen feltételek mellett teljesiilnek
a Kakutani-fixponttétel feltételei a dr-tilkeresleti leképezésre. Azt lehet mondani, hogy
a munka igazabdl ezen a ponton kezdédik. Kiindulasul idézziik fel a tételt:

7.2.8. Allitas (Kakutani-féle fixponttétel). Legyen (X,|.||) normdlt tér. Ha K C X
konvex és kompakt halmaz, valamint az F : K — 2 (K) halmazértékii leképezés

(1) nemiires, konvex, zdrt, azaz kompakt halmaz értékii (F : K — Jco(K)),
(2) felsd-Vietoris-folytonos, (azaz felsé-Hausdorff-folytonos, azaz zdrt grdfii),
akkor az F halmazértékii leképezésnek létezik fixpontja:

Jxp € K, hogy xo € F(xp).
7.3. A Kakutani-féle fixpontétel (1) feltétele

Az arleképezés vizsgalata

Tekintsiik elészor az o7 : Z — W(Pl ), arleképezést. Erre a halmazértéki leképezésre a
Kakutani-féle fixponttétel (1) részében szerepls feltételei konnyi szerrel teljesiilnek.

7.3.1. Allitas (arleképezés). V z € Z tilkeresleti vektor esetén az drleképezés

A (z) = (,2)"! ({“5}3,‘<’7Z>}) npe CR

értéke nemiires, konvex, zdrt, sét kompakt halmaz.
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Bizonyitds. Mivel a Weierstass-tétel szerint folytonos fliggvény nemiires kompakt hal-
mazon felveszi a maximumit, tovdbba a P! C R! halmaz kompakt, a (.,2) pedig fiigg-
vény folytonos, ezért a
(»2) ' ({max(r,z)}) NP CR!
rep!
halmaz nemiires.

Mivel konvex halmaz linedris fiiggvénnyel vett 6sképe konvex, tovdbbd az egypontd
halmaz konvex, és a (.,z) fiiggvény linedris, ezért a

(.,2)71({22}3>§(r,z)}) CR

halmaz konvex. Mivel konvex halmazok metszete konvex, tovdbbd a P! C R’ halmaz
konvex, ezért a
(,2) '({max(nz) ) nP CR!
rep!

halmaz konvex.

Mivel zart halmaz folytonos fiiggvénnyel vett 6sképe zart, tovabba az egypontd halmaz
zért, és a (.,z) fiiggvény folytonos, ezért a

(297 ({max(r.)}) € R

halmaz zart. Mivel pedig zdrt és kompakt halmaz metszete kompakt, tovabbd a P! C R/
halmaz is kompakt, ezért a

{27! ({Hg;(m)}) NP CR!

halmaz is kompakt. O

A tulkeresleti leképezés vizsgalata

Tekintsiik a tovdbbiakban a
m n m
=Y 2-Y %-Y ai: P - 2(2)
i=1 j=1 i=1
tilkeresleti leképezést.

7.3.2. Allitas. Legyen p € P tetszdleges drvekior.

1.V j=1,...,n esetén teljesiilnek a kovetkezdk:

(a) HaazY; C R/ termelési halmaz konvex, akkor a kindlati leképezés %i(p) € R/
értéke konvex halmaz.
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(b) Ha az Y; C R termelési halmaz zdrt, akkor a kindlati leképezés %;(p) C R!
értéke zdrt halmaz.

(¢c) Haaz Y; C R! termelési halmaz nemiires, korldtos és zdrt, (azaz kompakt), akkor
a kindlati leképezés @]( p) C R/ értéke nemiires, korldtos és zdrt, (azaz kompakt)
halmaz.

2.Vi=1,...,m esetén teljesiilnek a kivetkezok:

(a) Ha az X; C R! fogyasztdsi halmaz konvex, akkor a koltségvetési leképezés
Bi(p) CR! értéke konvex halmaz.

(b) Ha az X; CR! fogyasztdsi halmaz zdrt, akkor a kiltségvetési leképezés B;(p) C
R! értéke zdrt halmaz.

(c) Ha az X; C R! korldtos és zdrt, (azaz kompakt), akkor a koltségvetési leképezés
Pi(p) C R! értéke korldtos és zdrt, (azaz kompakt) halmaz.

3.Vi=1,...,m esetén teljesiilnek a kovetkezok:

(a) Ha az X; C R fogyasztdsi halmaz konvex, és az u; : X; — R hasznossdgi fiigg-
vény kvdzikonkdv, akkor a keresleti leképezés 2;(p) C R értéke konvex halmaz.

(b) Ha az X; CR! fogyasztdsi halmaz zdrt, és az u; - X; — R hasznossdgi fiiggvény
folytonos, akkor a keresleti leképezés Zi(p) C R! értéke zdrt halmaz.

(c) Haaz X; CR! fogyasztdsi halmaz korldtos és zdrt, (azaz kompakt), az u; : X; —
R hasznossdgi fiiggvény folytonos, valamint a ;(p) C R! kéliségvetési halmaz
nemiires, akkor a keresleti leképezés Zi(p) C R! értéke nemiires, korldtos és
zdrt, (azaz kompakt) halmaz.

4. A tiulkeresleti halmazra és leképezésre teljesiilnek a kovetkezok:

(a) HaV j=1,...,n esetén az Y; C R! termelési halmaz, valamint ¥V i=1,...,m
esetén az X; C R! fogyasztdsi halmaz nemiires, konvex, korldtos és zdrt, (azaz
kompakt), akkor a

Ms

n
Xi- Y-

1 j=1 i

Ms

zZ= a;

i 1

tillkeresleti halmaz nemiires, konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt).

(b) HaV j=1,...,n eseténaz Y; C R! termelési halmaz, valamint ¥V i=1,...,m
esetén az X; C R! fogyasztdsi halmaz nemiires, konvex, korldtos és zdrt, (azaz
kompakt), az u; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos, valamint a ;(p) C R!
koltségvetési halmaz nemiires, akkor a tilkeresleti leképezés

(p) = i%@)— i%(m—iaigw
i= Jj= i=

értéke nemiires, konvex, korldtos és zdrt, (azaz kompakt) halmaz.
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Bizonyitds. 1. (a) Mivel konvex halmaz linedris fiiggvénnyel vett sképe konvex, és az
egypontd halmaz konvex, a (p,.) fiiggvény linedris, valamint feltettiik, hogy ¥; konvex
halmaz, ezért az

Zi(p) = (p,.) " ({m(p)})NY; CR!
halmaz konvex.

(b) Mivel zart halmaz folytonos fiiggvénnyel vett &sképe zért, és az egypontd halmaz
zart, a (p,.) fiiggvény folytonos, valamint feltettiik, hogy ¥; zart halmaz, ezért az

Zi(p) = (p,.) " ({mi(p)})NY; CR!

halmaz zart.

(c) Mivel az Y; halmaz nemiires és kompakt, az (p,.) fiiggvény folytonos, ezért a
Weierstrass tétel alapjan az

Zi(p)=(p..) " "({m;(p)})NY; CR!

nemiires, az el6z4 allitds szerint pedig zart, és nyilvan korlatos.

2. (a) Mivel konvex halmaz linedris fiiggvénnyel vett 6sképe konvex, és egy valds fél-
egyenes konvex, valamint feltettiik, hogy X; konvex halmaz, ezért az

Zi(p) = (p,.) " (—oo,wi(p)]NX; CR"

halmaz konvex.

(b) Mivel zart halmaz folytonos fliggvénnyel vett 6sképe zart, és a fenti félegyenes zart,
valamint feltettiik, hogy X; zart halmaz, ezért az

Bi(p) = (p.-)” (oo wi(P)]NXi CR"

halmaz zart.
©A
ggl(p) = <P7~>71(_°°7Wi([7)} mXi - R"

halmaz a 2.(2) szerint zart, és nyilvan korlatos.
3. (a) Mivel kvazikonkav fiiggvény felsé nivéhalmazai konvexek, és
u; ' ({u) (P)}) = ;" ([} (p), =),
valamint a 2.(1) szerint %;(p) konvex halmaz, ezért az
Zi(p) = ({w (P)}) N #(p) CR"

halmaz konvex.
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(b) Mivel zart halmaz folytonos fiiggvénnyel vett Gsképe zart, és az egypontd halmaz
zért, valamint a 2.(2) szerint %;(p) zéart halmaz, ezért az

2i(p) =u; '({u (P)}) N #(p) CR"

halmaz zart.

(c) Mivel a %;(p) koltségvetési halmazrdl feltettiik, hogy nemiires, a 2.(3) szerint pedig
kompakt, az u; hasznosséagi fiiggvény folytonos, ezért a Weierstrass tétel alapjan az

Zi(p) = u; " ({u) (p)}) N B(p) CR"

nemiires, tovabba a 3.(2) alapjan egy zart és egy kompakt halmaz metszete, igy kom-
pakt.
4. (a) Nyilvanvalé. (b) Kovetkezik az el6z6 allitasokbol. O
7.3.3. Megjegyzés. Az el6z0, allitas 3. pontja szerint, ha V j = 1,...,n esetén
az Y; C R! termelési halmaz, Valamint Vi=1,...,m esetén az X; C R fogyasztisi
halmaz nemiires, konvex, korldtos és zart (azaz kompakt), az u; : X; — R hasznossigi
fliggvény folytonos, valamint a %;(p) C R koltségvetési halmaz nemiires, akkor a
tulkeresleti leképezésre teljesiil a Kakutani-féle fixponttétel (1) feltétele.

A termelési és a fogyasztasi halmazokra valamint a hasznossdgi fliggvényekre a fenti

tulajdonsdgokat fel kell tehdt tenni, valamint biztositani kell a koltségvetési halmaz
nemiires voltat is. Ezeket foglaljuk dssze az aldbbi allitdsban.

7.3.4. Allitas (wilkeresleti leképezés). Tegyiik fel a termeldkrdl, hogy ¥ j=1,...,n
esetén

(Tl0 ) 0 €Y; (atétlenség lehetséges tevékenység, amibdl kovetkezik a nemiiresség),
(TZO) az Y termelési halmaz konvex, korldtos és zdrt, (azaz kompakt),
a fogyasztokrdl pedig azt, hogy Y i=1,...,m esetén

(Flo) a; € X; (a fogyaszto rendelkezik egy kezddkészlettel, amibdl kovetkezik a nem-
liresség),

(FY) az X; fogyasztdsi halmaz konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt),
(F30 ) azu;: X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos és kvdzikonkdv.
Ekkor a tilkeresleti leképezésre teljesiil a Kakutani-féle fixponttétel (1) feltétele:

(a) a

H[\Hﬂﬁ

tillkeresleti halmaz nemiires, konvex, korldtos és zdrt, (azaz kompakt),

HME
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(b) Y p e Pl tetszbleges drvektor esetén a nilkeresleti leképezés
m n m !
Z(p)=) Zilp) - ), Z(p)- Y a CR
i=1 j=1 i=1

értéke nemiires, konvex, korldtos és zdrt, (azaz kompakt) halmaz.

Bizonyitds. Kovetkezik a[7.3.2] dllitds 4. pontjdbol, mert a termelési és a fogyaszta-
si halmazokra feltettiik a tétel feltételeit, tovabbd, a modell definicidja sordn lattuk,
hogy aza dolog, hogy a termel$ szamadra a tétlenség lehetséges tevékenység, valamint
az, hogy a fogyaszt6 rendelkezik egy kezdSkészlettel nemcsak azt biztositjak, hogy
a termelési és fogyasztdsi halmazok nemiiresek, hanem értelmében azt is, hogy
Vi=1,...,m esetén a

Zi(p) = (p,.)” ' (—oo,wi(p)]NX; CR"

koltségvetési halmaz nemiires. g

Az ar-tulkeresleti leképezés
Az aldbbi allitdsban 0sszefoglaljuk az ar-tilkeresleti leképezés tulajdonsagait az drleké-
pezésre vonatkoz6[7:3.1] és a tiilkeresleti leképezésre vonatkoz6[7.3.4] 4llitdsok alapjan.

7.3.5. Allitas (ar-tilkeresleti leképezés). Alljanak fenn az el6z6\7.3.4] dllitds feltételei:
Tegyiik fel a termeldkrdl, hogy ¥ j=1,...,n esetén

(TIO) 0 € Y; (atétlenség lehetséges tevékenység, amibol kovetkezik a nemiiresség),
(T20 ) az Y; termelési halmaz konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt),
a fogyasztokrol pedig azt, hogy Vi=1,...,m esetén

(FIO) a; € X; (a fogyaszto rendelkezik egy kezddkészlettel, amibdl kovetkezik a nem-
liresség),

(F20 ) az X; fogyasztdsi halmaz konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt),
(F30 ) azu; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos és kvdzikonkdv.
Ekkor a gazdasdg

AL P xZ— PP xZ)

dr-tiilkeresleti leképezésre teljesiil a Kakutani-fele fixponttétel (1) feltétele:

(a) a
Pl x7Z CR¥

dr-tillkeresleti halmaz nemiires, konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt),
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(b) ¥V (p,z) € P! x Z0 dr-nilkereslet-vektor esetén az dr-nilkeresleti leképezés
(o ® Z)(p,2) = o (z) x Z(p) CR¥
értéke nemiires, konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt) halmaz.

Bizonyitds. (a) Az e16z6 4llitds (a) pontja szerint a gazdasig Z C R tilkeresleti
halmaza nemiires, konvex, kompakt, valamint a P! C R’ arszimplex nyilvdn ugyan-
ilyen, igy ezek

P xZ° CcRY

Descartes-zorzata is ilyen.

(b) A allitas szerint V z € Z C Z tilkeresleti vektor esetén az arleképezés

() = (29 (max(n ) H NP CR
rep!
értéke nemiires, konvex, korlétos és zart (azaz kompakt) halmaz, tovabbé a[7.3.4] allitds
(b) pontja szerint V p € P! arvektor esetén a tiilkeresleti leképezés

m

f(p):Z%(p)—i%(p)—iaigRl

i=1 j=1
értéke nemiires, konvex, korldtos és zdrt, (azaz kompakt) halmaz, {gy az
(o ® Z)(p,2) = (2) x Z(p) CRY
halmaz is az. (]

7.3.6. Megjegyzés. Az ar-tilkeresleti-leképezésre a Kakutani-féle fixponttétel (1) fel-
tételének a teljestilését a fenti feltételek mellett belattuk. Ezen feltételeket azonban
egyeldre nem vessziik gorcsd ald, de megemlitjiik, hogy a késdbbi vizsgdlat hoz még
fdjdalmas meglepetést. Most tovdbbhaladunk a Kakutani-féle fixponttétel (2) feltétele
teljesiilésének vizsgdlata felé.

7.4. A Kakutani-féle fixpontétel (2) feltétele

A tovébbiakban az ar-tilkeresleti-leképezés felsd- Vietoris-folytonossagat latjuk be. Mi-
vel ez a leképezés szélsoérték-feladatok megoldasleképezéseibdl tevddik Ossze, ezért a
bizonyitds 4. fejezetben megismert Berge-tételen (#.3.1] 4llitds) fog alapulni. E18sz6r
felidézziik a tételnek azt az alakjat, amelyet haszndlni fogunk:

Legyenek (7,7r) és (X,tx) topologikus terek. Legyen H : T — Z(X) egy hal-
mazértékl leképezés, ezt a tovabbiakban feltételi leképezésnek nevezziik, legyen f :
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graphH — R egy fiiggvény, ezt a tovabbiakban célfiiggvénynek nevezziik, valamint
tekintsiik a kovetkezd, ¢ € T paraméterrel paraméterezett feladatsereget:

f(t,x) — max
{ X H(r) (7.7)

Az (7.7) feladatsereg értékfiiggvényének azt az fY : T — R fiiggvényt nevezziik,
amelyre V¢ € T paraméter esetén

SV (@t) =supf(t,.) = sup f(t,x).
H()

x€H(t)

Az (1.7) feladatsereg megolddsleképezésének nevezziik azt az 2" : T — Z(X) hal-
mazértékd leképezést, amelyre V ¢ € T paraméter esetén

Z(t) = argmaxf(t,.)
H(t)

= {xeH@®): fax)=r"0y=r" )1 0.
Léthatd, hogy ha 27 (t) # 0, akkor £V (t) = f(t,x) , ahol x € 2 (t).

7.4.1. Allitas (Berge-tétel). Haa H:T — A (X) feltételi leképezés kompakt értékii
és Vietoris-folytonos, valamint az f : graphH — R fiiggvény folytonos, akkor az % :
T — P(X) megolddsleképezés felsé-Vietoris-folytonos.

Az arleképezés vizsgalata

7.4.2. Allitas (drleképezés). Az o : Z — P(P') drleképezés felsé-Vietoris-folytonos.

Bizonyitds. Az o : Z — P (P') arleképezés a piac viselkedését leir, z € Z tilkeresleti
vektorral paraméterezett
(p,z) — max
{ peP ’

P

feltételes szélsGérték-feladatsereg megoldasleképezése, azaz amelyre V z € Z tiilkeres-
leti vektor esetén
o (z) = argmax(.,z) .
P!
A feltételi leképezés aza H : Z — ,@(Pl ) konstans halmazértékd leképezés, amelyre
V z € Z tilkeresleti vektor esetén

H(z) =P,

igy ez a leképezés nyilvan kompakt értékii és Vietoris-folytonos. Tovdbba nyilvdn a
(.,.) : graph H — R célfiiggvény is folytonos. Ezért a Berge-tétel (7.4.1} 4llitds) szerint
a megoldésleképezés, azaz az drleképezés felsd-Vietoris-folytonos. g
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A tulkeresleti leképezés vizsgalata

Tekintsiik a tovdbbiakban a

m n m

52’22%7 Z@jfZa[:Plﬁgz(Z)

i=1 j=1 i=1
tulkeresleti leképezést. Ennek felso-Vietoris-folytonossagat tagonként 1atjuk be.
7.4.3. Megjegyzés. Legyen i = 1,...,m tetszlleges. A szigleton értékd konstans a; :
Pl — 2(X;) leképezések nyilvén felsé-Vietoris-folytonosak.

A kinalati leképezés

7.4.4. Allitas (kindlati leképezés). Legyen j=1,...,n tetszdleges. Tegyiik fel, hogy
(Tzo) az Y termelési halmaz korldtos és zdrt (azaz kompakt).
Ekkor az %; : P' — 2(Y;) kindlati leképezés felsé-Vietoris-folytonos.
Bizonyitds. A j-edik termels %} : P! — 2(Y;) kindlati leképezése a termel§ viselke-

dését leir, p € P! arvektorral paraméterezett

(p,y) — max
ye Yj

P

feltételes szélséérték-feladatsereg megolddsleképezése, azaz amelyre V p € P! drvektor
esetén

Zj(p) = argmax(p,.).

Y;

A feltételi leképezés az a H : P! — (Y ;) konstans halmazértékii leképezés, amelyre
V p € P! 4rvektor esetén

H(p)=Yj,
igy ez a leképezés nyilvan kompakt értékd és Vietoris-folytonos. Tovdbbd nyilvédn a

(.,.) : graph H — R célfiiggvény is folytonos. Ezért a Berge-tétel (7.4.1] 4llitds) szerint
a megoldésleképezés, azaz a kindlati leképezés felsd-Vietoris-folytonos. ]

A keresleti leképezés
7.4.5. Allitas (keresleti leképezés). Legyen i=1,...,m tetszdleges. Tegyiik fel, hogy
(F20) az X; fogyasztdsi halmaz korldtos és zdrt (azaz kompakt),
(F30 ) azu; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos,

tovdbbd tegyiik fel, hogy
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a B;: Pl — P(X;), koltségvetési leképezés Vietoris-folytonos.
Ekkor az Z; : P! — P(X;) keresleti leképezés fels6-Vietoris-folytonos.

Bizonyitds. Az i-edik fogyaszté 2 : P! — P (X;) kindlati leképezése a fogyaszté vi-
selkedését leir, p € P! arvektorral paraméterezett

{ u;(x) — max
x € %;(p)

feltételes széls6érték-feladatsereg megolddsleképezése, azaz amelyre V p € P! drvektor
esetén
Zi(p) = argmaxu; .
%i(p)

A feltételi leképezés a %; : P! — 2(X;) koltségvetési leképezés. A allitas 2.(3)
pontja szerint ez kompakt értékd, valamint feltettiik, hogy Vietoris-folytonos. Azt is

feltettiik, hogy az u; : X; — R célfiiggvény folytonos. Ezért a Berge-tétel (7.4.1] 4llités)
szerint a megoldasleképezés, azaz a keresleti leképezés felsG-Vietoris-folytonos. d

7.4.6. Megjegyzés. Az éllitds szerint a keresleti leképezés fesG-Vietoris folytonossaga-
hoz olyan feltételeket kell taldlnunk, amely mellett a koltségvetési leképezés Vietoris-
folytonos.

A koltségvetési leképezés Vietoris-folytonossaga

A fejezet legnehezebb része a koltségvetési leképezés Vietoris-folytonossdganak a be-
latasa. Tulajdonképpen azt fogjuk belatni, hogy Hausdorff-folytonos, de mint ismert,
kompakt halmaz értéki leképezésekre ezek a folytonossdgi fogalmak ekvivalensek.
Az als6- és fels6-Hausdorff-folytonossagot kiilon fogjuk belatni, ezek koziil az alsé-
Hausdorff-folytonossdg lényegesen magvasabb probléma. Ennek teljesiiléséhez a fo-
gyasztokrol az

(FIO) a; € X;, (a fogyaszté rendelkezik egy kezddkészlettel),
feltételnek egy lényeges szigoritdsat kell feltenni:

(FIO) a; € X; és db; € X;, amelyre b; < a;, (Iétminimum-feltétel, masképpen szabad
vélasztas lehetdségének a feltétele).

Mivel a jovedelmet ugy értelmeztiik hogy

wi(p) = (p,a;) + i:lpijﬂj(P)7
=

ezért ebbdl a feltételbdl kovetkezik, hogy:
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V p € P! esetén 3 b7 € X;, amelyre (p,b?) < wi(p).

Ez utébbi feltételben a 1étminimum mar nem globalis, hanem p-tdl fiigg. A koltség-

Z 2

vetési leképezés folytonossdgahoz elég ez a gyengébb feltétel is, de a késGbbiekben
kényelmesebb lesz az er6sebb feltétel haszndlata.

7.4.7. Allitas (koltségvetési leképezés). Legyen i = 1,...,m tetszbleges. Tegyiik fel,
hogy

(FY) V¥ pe Pl esetén 3bY € X;, amelyre (p,bY) < wi(p) (létminimum-feltétel),

(F20 ) az X; fogyasztdsi halmaz korldtos és zdrt (azaz kompakt),

ekkor a B; : P' — P (X;) keresleti leképezés Vietoris-folytonos.

Bizonyitds. A m dllitds szerint a koltségvetési leképezés az (Fy) feltétel mellett
kompakt értékd. Ismert, hogy kompakt halmaz értéki leképezésekre a Vietoris- és a
Hausdorff-folytonossdgok ekvivalensek. Azt fogjuk beldtni, hogy a koltségvetési leké-
pezés Hausdorff-folytonos.

1. Fels6-Hausdorft-folytonos (ehhez nem kell a létminimum-feltétel):

Legyen py € P! tetszSleges drvektor. Azt kell beldtni, hogy ¥V & > 0 esetén 38 > 0,
hogy V ||p— po|| < & drvektorra

SBi(p) C B(%i(po),€),

ami azt jelenti, hogy V x € %;(p) esetén 3 xy € Bi(po), amelyre

lx—xpl| < €.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 £ > 0, amelyre V n € N esetén 3 p, € P!, ||p—
poll < % arvektor, amelyre

dx, € %i(pn)u azaz Jx, €X;, <men> < W(pn)7

hogy
Vxo € Bi(po), azaz Y xy€X;, (po,x0) <w(pg) esetén |lx, —xoll > €.

Mivel X; kompakt, (igy sorozatkompakt), ezért az (x,) sorozatnak 3 (x,,) X;-ben
konvergens részsorozata, jelolje
xp = limxy, .

Mivel a feltétel szerint lim p, = po, ezért limp,, = po. Ezek szerint a skaldrszorzat
folytonossaga alapjan

lim <pnk7xn1<> = <p07-x0> .
Mivel a w jovedelemfiiggvény folytonos, ezért
<p07x0> = hm <pnk7xnk> S th(PnA) = W(PO) 9

ami azt jelenti, hogy xo € %Bji(po), ezért a feltevés szerint teljesiil rd, hogy Vn; € N
esetén ||x,, —xo|| > €, ami ellentmondas.
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2. Als6-Hausdorft-folytonos:
Legyen pg € P! tetszGleges arvektor. Legyen £ > 0 tetszSleges szam. Azt kell beldtni,
hogy 36 > 0, amelyre V ||p — po|| <  drvektorra

Pi(po) € B(%i(p),¢),

ami azt jelenti, hogy V xo € %;(pg) esetén 3 x € B;(p) amelyre ||x —xp|| < €.

Legyen
x0 € Bi(po), azaz xg€X;, (po,xo) <w(po)

tetszGleges. Legyen ezek utdn A € (0,1) olyan rogzitett szam, amelyre

€
<V
diamX;

tovabba legyen
x=Abi+(1—A)xp.

Belatjuk, hogy
M) [x—xf <e,

() xe %i(p).

(1) Mivel feltettiik, hogy A < &, ezért

diamX; °

x—=xoll = [[Abi+ (1—2A)x0—x0
A||bi = xo|
< A-diamX; <€.

(2) Mivel feltettiik, hogy X; konvex halmaz, x pedig két X;-beli vektor konvex kombi-
nécidja, ezért x € X;.
A legnehezebb annak a beldtdsa, hogy

(p,x) <w(p).

A 1étminimum-feltétel szerint a py € P! arvektor esetén is 3 b? € X;, amelyre

(po,bY) <wi(po),

emiatt 3 & > 0, hogy (po,b?) < wi(po) — a. Mivel w és (.,b?) folytonos fiiggvények,
ezért 38; >0,hogy V pe P, ||p—pol < & esetén

(p.bY) <wi(p) —a. (7.8)
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Tekintsiik ezek utan a kovetkezd fiiggvényeket

f(p,8) =w(po) = A(w(p) —w(po) — ),
8(p,8) =w(p)—(1-2)8.

A (po,0) pontban:
f(P0,0) =w(po) =4 — & <w(po) = &(p0,0).

Mivel ezek a fiiggvények folytonosak, ezért a (pp,0) egy egész kornyezetben is teljesiil
ez az egyenldtlenség: 38 >0, 83 >0,hogy V pe P, |[p—pol < & és V8 < &
esetén

w(po) —=A(w(p) —w(po) — &) <w(p)—(1-21)8,
azaz dtrendezve, specidlisan 83-ra, ¥ p € P!, ||p— po|| < &, esetén

A(w(p) — &)+ (1=2)(w(po) + 83) <w(p). (7.9)

Végiil (.,xo) folytonossdga miatt 3 84 >0, hogy V¥ p € P!,

P —poll < 64 esetén

(P:x0) < (Po.X0) + 63 < w(po) + 3. (7.10)

Ezek alapjan ¥V p € P!, ||p— pol| < 8 A& A&y esetén

(px) = (p,Ab)+(1—=2)xo)
Alp,bY)+(1=2)(p,x0)
< Aw(p) — )+ (1=2)(w(po) + 63)
< w(p),

ahol a harmadik egyenl6tlenséghez a és (7.10) egyenlStlenségeket hasznaltuk fel,
a negyedik egyenl6tlenség pedig éppen a (7.9) egyenltlenség. |

Az ar-tulkeresleti leképezés

Az aldbbi allitasokban osszefoglaljuk a tdlkeresleti leképezés, majd az ar-tilkeresleti
leképezés tulajdonsdgait.

7.4.8. Allitas (tilkeresleti leképezés). Tegyiik fel a termeldkrdl, hogy ¥ j=1,...,n
esetén

(1Y) az Y, termelési halmaz korldtos és zdrt (azaz kompakt),
a fogyasztokrdl pedig azt, hogy YVi=1,...,m esetén

(Flo) a; € X; és Ab; € X;, amelyre b; < a; (létminimum-feltétel),
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(F20 ) az X; fogyasztdsi halmaz korldtos és zdrt (azaz kompakt),

(F3(J ) azu; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos.

Ekkor a gazdasdg tilkeresleti leképezésére teljesiil a Kakutani-féle fixponttétel (2) fel-
tétele: a

3

m

n
=Y 2-Y%-Y a:P - 22
=7 s .

14

tillkeresleti leképezés felsd-Vietoris-folytonos.

Bizonyitds. A [T43] megjegyzés, a [T44] dllitas és a [7.4.3] dllitdsok szerint a le-
képezés minden tagja felsd-Vietoris-folytonos. A keresleti leképezés felsG-Vietoris-
folytonossdgahoz felhasznaltuk a koltségvetési leképezés folytonossdgdra vonatkozo
allitast, amely dllitdsnak a létminimumra vonatkozé (Flo) feltétele kovetkezik
ennek az dllitdsnak az (F) feltételébol.

Mivel a leképezés minden tagja fels6-Vietoris-folytonos, ezért a[£.2.26] éllitds szerint
ezek Osszege is az. g

7.4.9. Allitas (ar-tilkeresleti leképezés). Alljanak fenn az eléz6, dllitds feltételei:
Tegyiik fel a termeldkrdl, hogy ¥ j=1,...,n esetén

(1Y) az Y, termelési halmaz korldtos és zdrt (azaz kompakt),

a fogyasztokrdl pedig azt, hogy Y i=1,...,m esetén

(Flo) a; €X; és A b; € X;, amelyre b; < a; (létminimum feltétel)
(FZO) az X; fogyasztdsi halmaz korldtos és zdrt (azaz kompakt),

(F30 ) az u; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos.

Ekkor a gazdasdg dr-tiilkeresleti leképezésére teljesiil a Kakutani-fele fixponttétel (2)
feltétele: az

AL P xZ— PP xZ),
dr-tillkeresleti leképezés felsd-Vietoris-folytonos.

Bizonyitds. A 4llitas szerint az o7 : Z — P(P) érleképezés fels-Vietoris-
folytonos, af7.4.8| 4llitds szerint pediga 2 : P! — P (Z) tilkeresleti leképezés is felsG-
Vietoris-folytonos, ezért a 4llftds szerint ezek &/ ® Z : P! x Z — P (P' x Z)
Descartes-szorzata, azaz az ar-tilkeresleti leképezés is fels6-Vietoris-folytonos. ]
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7.5. A gazdasag egyensulyanak létezése a fenti
feltételek mellett

7oz

Az el6z6 két fejezetben elvégeztiik a[7.2.7] megjegyzésben magunk elé kitlizott felada-
tot, megkerestiik azokat a feltételeket, amelyek mellett az ar-tilkeresleti leképezésnek
létezik fixpontja, azaz teljesiilnek a Kakutani-fele fixponttétel feltételei, ami pedig a
gazdasig egyensulydnak a 1étezését biztositja. E16szor osszefoglaljuk ezeket a feltéte-
leket a[7.3.3] és a[7.4.9] dllitasok alapjan, majd megfogalmazzuk a gazdasdg egyensii-
lydnak létezésére vonatkozé 4llitdst.

7.5.1. Allitds (a Kakutani-féle fixponttétel az ar-tilkeresleti leképezésre). Alljanak fenn
a[733] és a[749 dllitds feltételei:
Tegyiik fel a termeldkrdl, hogy ¥ j=1,...,n esetén

(Tlo) 0 €Y; (a tétlenség lehetséges tevékenység, amibdl kovetkezik a nemiiresség),
(TZO ) az Y; termelési halmaz konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt),

a fogyasztokrol pedig azt, hogy Vi=1,...,m esetén

(Flo) a; € X; és 3 b; € X;, amelyre b; < a; (létminimum-feltétel),

(F20 ) az X; fogyasztdsi halmaz konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt),

(F30 ) az u; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos és kvdzikonkdv.

Ekkor a gazdasdg
AL P xZ— PP x2Z),

dr-tillkeresleti leképezésre teljesiilnek a Kakutani-fele fixponttétel feltételei:

(0) a
Pl x7Z CRY

dr-tillkeresleti halmaz nemiires, konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt),

(1) ¥V (p,z) € Pl x Z0 dr-tilkereslet-vektor esetén a dr-tilkeresleti leképezés
(7 ® %) (p,2) = () x Z(p) CRY
értékei nemiires, konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt) halmazok,

(2) az
AL P xZ— PP xZ),

dr-tiilkeresleti leképezés felsd-Vietoris-folytonos.

Bizonyitds. Feltettiik a[73:3] és a[7.4.9] éllitdsok feltételeit, ezért a jelen 4llitds pontjai
kovetkeznek bel6liik. (|
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7.5.2. Megjegyzés. A megjegyzés szerint ez az allitds a szigord értékegyenstly
fenndlldsdval egylitt mdr biztositja a gazdasdg egyenstlydnak a 1étezését.

7.5.3. Allitas (a gazdasag egyensilyanak 1étezése). Alljanak fenn a dllitds felté-
telei és a lokdlis kielégithetetlenség:

Tegyiik fel a termeldkrél, hogy ¥ j=1,...,n esetén

(Tlo) 0 €Y (a tétlenség lehetséges tevékenység, amibol kovetkezik a nemiiresség),
(T20 ) az Y; termelési halmaz konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt),

a fogyasztokrol pedig azt, hogy Vi=1,...,m esetén

(FIO) a; € X; és A b; € X;, amelyre b; < a; (létminimum-feltétel),

(7))

(F30 ) azu; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos és kvdzikonkdv,
FD)

(Fy

az X; fogyasztdsi halmaz konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt),

V x € X; pont ¥ U € 1(x) kérnyezetében 3 x' € UNX; pont, amelyre u;(x) <
u;(x'), (lokdlis kielégithetetlenség).

Ekkor a gazdasdgnak létezik egyensiilya.
Bizonyitds. A[7.3.] éllitds szerint az
AL P xZ— PP xZ)

ar-tilkeresleti-leképezésre teljesiilnek a Kakutani-féle fixponttétel feltételei, igy a
Kakutani-féle fixponttétel (7.2.8| illitds) alapjdn létezik egy (p,Z) € P! x Z fixpontja:

(p,3) e (T RZ)(Z,p), azaz pe (%), 7€ Z(p).

Emiatt a[7.2.6] dllitas szerint teljesiil az egyensily a[7.1.2] allitdsbeli ekvivalens defini-
cidjanak (1), (2) és (3) feltétele:

(1) pePl,
2) z2e Z(p),
(3) 7 <0 (mérlegegyensiily).

Mivel fenndll a lokalis kielégithetetlenség feltétele is, ezért a[7.2.5] llitdsbeli Walras-
torvény szerint teljesiil a szigoru értékegyenstily is:

4) (p,z) =0 (szigoru értékegyensiily).
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7.6. A gazdasag sziikitése, a relevans dontések

A gazdasdg egyensulydnak a 1étezését a fenti feltételek mellett belattuk, és ezzel gy
tlinik, hogy a feladatunkat elvégeztiik. Az maradt mar csak hétra, hogy a fenti feltéte-
leket kozgazdasdgi szempontbdl interpretaljuk. Abbéli szamitasunkat, hogy ezek utdn
kényelmesen hétraddlhetiink, azonban keresztiilhtizza egy vdratlan fejlemény: a korla-
tossag feltétele kozgazdasagi szempontbdl nem fogadhato el.

A korlatossag feltételének a megkeriilése, illetve annak mads, kozgazdasigi szem-
pontbdl elfogadhaté feltételekkel vald helyettesitése az dltaldnos egyensilyelmélet leg-
szebb, legszofisztikdltabb, mondhatni legkdrmonfontabb részének mondhaté.

A termelési halmazok korldtossagat és a fogyasztdsi halmazok feliilr6l korldtossagat
az aggregdlt termelési halmazok aldbbi tulajdonsdgaival valtjuk ki:

(T3) Y NR. = 0 (nincsen rézsa tovis nélkiil),

(Ty) YN (=Y) =0 (az aggregdlt tevékenységek irreverzibilisek),

Relevans dontési allokaciok

7.6.1. Definici6. TetszOleges j=1,...,n termelS egy y; € ¥; dontését, illetve tetszd-
leges i =1,...,m fogyaszté egy x; € X; dontését relevdansnak nevezziik, ha

(XL, Xy Ve sdn) EXI X0 X Xy XY X ... X Yy

az yj-tilletve az x;-t a megfelel6 komponensben tartalmazé tevékenységegyiittes (allo-
kicid), amelyre teljesiil a mérlegegyensily:

m n

m
Fu<Yyiya
i=1 j=1 i=1

Nyilvan a mérlegegyenstlyt teljesitd tevékenység egyiittes tobbi dontése is relevans.

Jelolje

(1) Vj=1,...,n esetén R(Y;) a j-edik termeld relevdns dontéseinek a termelési
halmazdt, illetve

(2) Vi=1,...,m esetén R(X;) az i-edik fogyaszté relevdins déntéseinek a fogyasz-
tdsi halmazdt.

7.6.2. Allitas (Arrow-Debreu-tétel). Tegyiik fel a termelési halmazokra, hogy ¥V j =
1,...,n esetén

(T1) 0 €Y} (atétlenség lehetséges tevékenység),

(Tr) az Y; termelési halmaz konvex és zdrt,



7. fejezet: Az altalanos egyensulyelméleti modell 285

az aggregdlt termelési halmazra pedig az, hogy

(T3) YNRY =0 (nincsen rozsa tovis nélkiil),

(Ty) YN(=Y) =0 (az aggregdlt tevékenységek irreverzibilisek),
tovdbbd a fogyasztokra ¥ i = 1,...,m esetén az teljesiil, hogy

(F1) a; € X; és 3b; € X;, amelyre b; < a; (Iétminimum feltétel)

(F) az X; fogyasztdsi halmaz konvex, zdrt, valamint alulrdl korldtos.

Ekkor ¥ j=1,...,n esetén az R(Y;) C R! relevins termelési halmaz, valamint ¥ i =
l,...,m esetén az R( i) C R relevdns fogyasztdsi halmaz

(1) nemiires, példdul 0 € R(Y;), valamint a; € R(X;), s6t b; € R(X;),
(2) konvex,
(3) korldtos.
Bizonyitds. (1) A (Ty) és az (Fy) feltételek szerint
(ay...;am0,...,0) €X] X ... XXy XY} X ... X ¥y
egy lehetséges tevékenységegyiittes, tovabba teljesiil rd a mérlegegyensily:

m
0+Za,~.

1 i=1

or
oh

a; <

i J

Hasonl6an a (77) és az (Fy) feltételek szerint
(b1 sy 0,...,0) €X) X oo . X Xy XY X oo X Yy

egy lehetséges tevékenységegyiittes, tovabba erre is teljesiil a mérlegegyensily:
m m n m
Zb,’ < Za,- < ZO+Zai.
i=1 i=1 j=1 =l

Ezért V j =1,...,n esetén 0 € R(Y;) relevins termelési, és V i = 1,...,m esetén
a; € R(X;) 111etve b; € R(X;) relevans fogyasztdsi dontés, azaz a relevans termelési
és fogyasztasi halmazok nemiiresek.

(2) A (1) és (F») feltételek szerint a termelési és fogyasztdsi halmazok konvexek. Ezt
felhasznalva konny(l szdmoldssal ellendrizhetd, hogy a
m

2

HMs

egyenlStlenség a konvex kombindcidra is érvényben marad, azaz a relevans termelési
és fogyasztdsi halmazok konvexek.
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(3) (a) Legyen el6szor 1 < joy < n tetsz6leges index. Belatjuk, hogy az
R(on) c R’

relevdns termelési halmaz korldtos.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy nem korldtos. Ekkor 3 (y]j‘-o) R(Y;,)-beli sorozat,
amelyre

lim [|y% || = eo. (7.11)

Mivel V k € N esetén yk € R(Y;,) relevans dontés, ezért
Jo 0
FOE KK R X X X Xy X Y XL XY,

az ylj‘-o-t (a megfelel6 komponensben tartalmazd) olyan tevékenységegyiittes, amelyre
teljesiil a mérlegegyenstily:

Mivel pedig Vi=1,...,m esetén az X; fogyasztasi halmaz alulrél korlatos, nevezete-
sen: I¢; € R, amelyre V x; € X; esetén ¢; < x;, ezért V k € N esetén

azaz
n m m
YizYe-Ya. (1.12)

Legyen V k € N esetén
. k k
Ik :maX{H}’l ||77||yn||}

Az [, szam definicidja szerint

max {
k

Mivel az (||, ||) sorozataz (Ii) sorozat minordns sorozata, ezért (7.11) szerint

|

1 g
EYn

EYI

PR

}: 1. (7.13)

lim/, = oo. (7.14)

Ekkor 3 kg € N hogy V k > ko esetén [ > 1, feltehetS, hogy ko = 1. Mivel V j =
1,...,n esetén a (T1) feltétel szerint a tétlenség lehetséges tevékenység, azaz 0 € ¥, a
(T2) feltétel szerint pedig az Y; termelési halmaz konvex, ezért V k € N esetén

1, 1, !
=i (1-~)oey;.
Yj lky-’+( lk> J
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Ezek szerint

[
(lky’)

287

Y;-beli sorozat, ami az (7.13) alapjdn korlétos, ezért a Bolzano-Weierstrass-tétel szerint
létezik konvergens részsorozata. Mivel (75) feltétel szerint az Y; termelési halmaz zdrt,

ezért (a részsorozatot ugyanigy indexelve)
0= lim Lk ey,
y] - lk y./ J
Ezt felhasznalva, (7.12) szerint

Y = thlyﬁhm Zyj
=1
lim — <Zc, Za,)—7

i=1

(\Y

ugyanis (7.14) szerint limi =0. Mivel

1=
e
m
n

J

és a (T3) feltétel szerint Y "R, = 0, ezért

o8

y?zO,

j=1

Legyen j=1,...,n tetszdleges, ekkor

—9=Y -

Wi

Mivel a (T7) feltétel szerint a tétlenség lehetséges tevékenység, azaz V h=1,...

esetén 0 € V},, ezért egyrészt
=0+...+Y9+...+0ev,

masrészt

th Z)’h+0€Y

h#j h#j

ami a fentiek szerint azt jelenti, hogy

—y? €Y, azaz y? e(-Y).

,n
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Ezek szerint

ugyanakkor a (7y) feltétel szerint Y N (—Y) =0, ezért
y? =0.

Ezzel belattuk, hogy V j =1,...,n esetén
W=o0,

ami ellentmond (7.13)-nak. Ez azt jelenti, hogy az R(Y},) C R/ relevans termelési hal-
maz korlatos.

(b) Legyen ezek utdn ig = 1,...,m tetszleges. Belatjuk, hogy az
R(X;,) C R/

relevans fogyasztasi halmaz feliilrdl korlatos.
Legyen x;, € R(X;,) tetszGleges relevéans dontés, ekkor

I (X1yee ey Xy Vs ¥n) EX1 X oo X Xy X Y] X ... X Yy,
az xj,-t (a megfelel6 komponensben tartalmazd) tartalmazé tevékenységegyiittes,
amelyre teljesiil a mérlegegyensuly:

m n

m
Lu< )yt )a
i=1 j=1 i=1
Ekkor persze V j =1,...,n esetén

yj€ R(Yio) )
azaz relevans dontés. Mivel Vi =1,...,m esetén az X; fogyasztasi halmaz alulrél kor-
l4tos, azaz 3 ¢; € R/, amelyre V x; € X; esetén ¢; < x;, ezért

m

m m n m
Xy < in*ZCi < Zyj+zai*z,ci~
i=1 i=1 j=1 i i=1

Mivel pedig a relevans termelési halmazok korldtosak, ezért az R(X;,) C R relevans
fogyasztasi halmaz feliilr6l korlatos. Mivel feltettiik, hogy alulrdl korlatos, ezért korla-
tos is. (|



7. fejezet: Az altalanos egyensulyelméleti modell 289

A sziikitett gazdasag

7.6.3. Definicié. Tegyiik fel, hogy fenndllnak a relevans termelési és fogyasztdsi hal-
mazok korldtossdgara vonatkozé Arrow-Debreu-tétel, allitas) feltételei.

Legyen K C R/ olyan konvex, kompakt (azaz korlatos és zirt) halmaz, amelyre V j =
1,...,nésVi=1,...,m esetén

R(Y}), R(X;) Cint(K).

A fenti gazdasagi modell szitkitett gazdasdgdnak nevezziik azt a gazdasagot, amelyben
V j=1,...,n esetén a termelési halmaz

0 -
Y} =Y;nK,
ésVi=1,...,m esetén a fogyasztdsi halmaz
x)=X;,NK.

A lokalis kielégithetetlenség a sziikitett gazdasagban

7.6.4. Allitas (a lokélis kielégithetetlenség a sziikitett gazdasdgban). Tegyiik fel, hogy az
eredeti gazdasdgban ¥ i=1,... ,m esetén az i-edik fogyaszto lokdlisan kielégithetetlen:

(F4) ¥V x € X; pont ¥ U € 1(x) kirnyezetében 3 x' € UNX; pont, amelyre u;(x) <
u;(x') (lokdlis kielégithetetlenség).

Ekkor a sziikitett gazdasdgban a relevdns dontésekre is fenndll a lokdlis kielégithetet-
lenség:

(F{) ¥ x € R(X;) pont Y UNX € 1y(x) X?-beli tetszdleges kornyezetében 3 x' €
UNXY? pont, amelyre u;(x) < u;(x') (lokdlis kielégithetetlenség).

Bizonyitds. Legyen i=1,..., m tetszSleges. Legyen x € R(X;) C X; és legyen az x

pontnak UNXY € 7o(x) egy X = X; N K-beli tetszSleges kornyezete, ahol U € 7(x)
egy R-beli kérnyezet. Mivel
R(X;) Cint(K),

ezért U Nint(K) € 7(x) is Ri-beli kornyezet, ezért az (F4) szerint
Jx e UNint(K)NX; pont, amelyre u;(x) < u;(x).

Mivel
UNint(K)NX; CUNKNX;=UNX?,
ezért X' € U ﬂX,-O‘ O

7.6.5. Megjegyzés. A gazdasig sziikitésének a definicidjdban az iménti éllitdsnak a
kedvéért szerepel az R(X;) C int(K) feltétel az R(X;) C K feltétel helyett.
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Az ar-tulkeresleti leképezés a sziikitett gazdasagban

Az alabbi allitdsban 6sszefoglaljuk a szlikitett gazdasag ar-tilkeresleti leképezésének a

tulajdonsdgait. Ehhez az el6z6 Arrow-Debreu-tétel feltételein kiviil felhaszndljuk még
a hasznosségi filggvényekre vonatkozo6 (F3) tulajdonsagot is.

7.6.6. Allitas (a szikitett gazdasag ar-tilkeresleti leképezése). Alljanak fenn az Arrow-
Debreu-tétel (@ dllitds) feltételei, tovdabbd legyenek a hasznossdgi fiiggvények foly-
tonosak és kvdzikonkdvok:

Tegyiik fel, hogy az eredeti gazdasdgban a termelési halmazokra ¥ j=1,...,n esetén
teljestiil, hogy

(T1) 0 €Y} (atétlenség lehetséges tevékenység),

(T») az Y; termelési halmaz konvex és zdrt,
az aggregdlt termelési halmazra pedig az, hogy

(T3) YNRY =0 (nincsen rozsa tovis nélkiil),

(Ty) YN(=Y) =0 (az aggregdlt tevékenységek irreverzibilisek),
tovdbbd a fogyasztokra ¥ i =1,...,m esetén az teljesiil, hogy

(F1) a; € X; és Ab; € X;, amelyre b; < a; (Iétminimum-feltétel)

(F») az X; fogyasztdsi halmaz konvex, zdrt, valamint alulrdl korldtos,

(F3) azu; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos és kvdzikonkdv.

Ekkor a sziikitett gazdasdg dr-tiilkeresleti-leképezésre teljesiilnek a Kakutani-féle fix-
ponttétel feltételei:

(0) a
Pl x 70 c R¥

dr-tillkeresleti halmaz nemiires, konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt),

(1) ¥V (p,z) € P! x Z0 dr-nilkereslet-vektor esetén az dr-nilkeresleti leképezés
(o ® 2°)(p,2) = o (2) x Z°(p) CR¥
értéke nemiires, konvex, korldtos és zdrt (azaz kompakt) halmaz,

(2) az
o @20 P x7° — 2P x 20,

dr-tiilkeresleti leképezés felsd-Vietoris-folytonos.

Bizonyitds. Belétjuk, hogy a sziikitett gazdaségra tetjesiilnek a[7.5.1] 4llitds feltételei:

A termelSkre V j = 1,...,n esetén
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(TIO) 0 c Y9 (a tétlenség lehetséges tevékenység), ugyanis az Arrow-Debreu-tétel
allitas) (1) pontja szerint

0ER(Y;) CY;NK=Y],

(TZO) az Y]Q termelési halmaz konvex, korldtos €s zért (azaz kompakt), ugyanis Y; kon-
vex, zart, K konvex, kompakt halmaz, igy YJQ =Y;NK konvex, kompakt halmaz.

A fogyasztékra Vi=1,...,m esetén
(Flo) a; € Xi0 ésAb; € Xl.o, amelyre b; < a;, ugyanis az Arrow-Debreu-tétel
allitas) (1) pontja szerint

ai,bi € R(X;)) CXiNK =X,

(FZO) az Xi0 fogyasztdsi halmaz konvex, korldtos és zart (azaz kompakt), ugyanis X;
konvex, zart, K konvex, kompakt halmaz, igy Xl-O = X;NK is konvex, kompakt
halmaz,

(F30) az ujyo : Xio — R hasznossdgi fiiggvény folytonos és kvdzikonkdv, ugyanis az
u; : X; — R folytonos és kvazikonkdv fiiggvény lesziikitése XI-O—ra.

g
Egyensuly a sziikitett gazdasagban

Az el6z6, 4llitas alapjan a sziikitett gazdasag ar-tulkeresleti leképezésének 1éte-
zik fixpontja, ami a[7.2.6] 4llitds szerint a szikitett gazdasdg egyensilya lesz, feltéve,
hogy fenndll ré a szigord értékegyensuly is. A[7.6.4] dllitds szerint a lokdlis kielégithe-
tetlenség csak a relevans dontésekre 4ll fenn, ezért a[/.5.3] allitdsbol nem kovetkezik
a szikitett gazdasdg egyensilydnak a létezése, de a bizonyitds azzal parhuzamosan vé-
gigviheto.

7.6.7. Allitas (a szikitett gazdasdg egyensilydnak létezése). Alljanak fenn a dl-
litds feltételei és a lokdlis kielégithetetlenség:

Tegyiik fel, hogy az eredeti gazdasdgban a termelési halmazokra ¥ j=1,...,n esetén
teljesiil, hogy

(T1) 0 €Y (atétlenség lehetséges tevékenység),
(T») az Y; termelési halmaz konvex és zdrt,

az aggregdlt termelési halmazra pedig az, hogy
(Tz) Y ﬂ]RlJr = 0 (nincsen rézsa tovis nélkiil),

(Ty) YN(=Y) =0 (az aggregdlt tevékenységek irreverzibilisek),
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tovdbbd a fogyasztokra ¥ i =1,...,m esetén az teljesiil, hogy
(F1) a; € X; és Ab; € X;, amelyre b; < a; (létminimum-feltétel),
(Fy) az X; fogyasztdsi halmaz konvex, zdrt, valamint alulrdl korldtos,
(F3) azu; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos és kvdzikonkdv,

(Fy) Vx€X; pont VU € 1(x) kérnyezetében 3 x' € UNX; pont, amelyre u;(x) <
u;(x') (lokdlis kielégithetetlenség).

Ekkor a sziikitett gazdasdgnak létezik egyensiilya.
Bizonyitds. A[T7.6.6] dllitds szerint az
o @20 P x7° — (P x2°)

ar-tulkeresleti-leképezésre teljesiilnek a Kakutani-féle fixponttétel feltételei, igy a
Kakutani-féle fixponttétel (7.2.8] 4llitds) alapjdn létezik egy (p,Z) € P! x Z0 fixpontja:

(p,2) € (M@go)(i,ﬁ), azaz pe (7)), Z € Q"O(ﬁ).

Emiatt a[7.2.6] dllitds szerint teljesiil az egyensiily a[7.1.2] allitdsbeli ekvivalens defini-
cidjanak (1), (2) és (3) feltétele:

(1) peP',
) ze 2%p).
(3) Z <0 (mérlegegyenstily).

A (3) tulajdonsag azt jelenti, hogy fenndll a mérlegegyensuly, emiatt a

J
1 i

=) Xi— — ) a;

™=
=
=

Il
=

i 1

J

tilkeresletet alkotd V j = 1,...,n melletti j; € @jo(ﬁ) optimdlis termelési dontés és

Vi=1,...,m melletti & € 2;°(p) optimdlis fogyaszt6i dontés relevans. Mivel a[7.6.4
allitas szerint a relevans dontésekre teljesiil a lokdlis kielégithetetlenség, ezért a[7.2.5
allitasbeli Walras-torvény szerint teljesiil a szigorud értékegyensuly:

4) (p,z) =0 (szigoru értékegyensiily).

Osszefoglalva, ez azt jelenti, hogy (5,Z) € P! x 70 a sziikitett gazdasdg egyensiilya. ]
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A gazdasag és a sziikitett gazdasag ekvivalenciaja

Az el6zGekben az eredeti gazdasdgra tett feltételek mellett a szikitett gazdasdg egyen-
sulydnak a létezését igazoltuk. Ennek a mi szempontunkbdl csak akkor van értelme,
ha a sztikitett gazdasig egyensilya az eredeti gazdasdgnak is egyensilya marad. Ez
igaz lesz, ha egyrészt fennéllnak a relevans termelési és fogyasztasi halmazok korlatos-
sdgdra vonatkozo Arrow-Debreu-tétel @ allitas) feltételei, tovabba a hasznossigi
figgvényekre a kvazikonkavitasndl erSsebb, szigori kvazikonkavitast tessziik fel.

7.6.8. Allitas. Alljanak fenn az Arrow-Debreu-tétel dllitas) feltételei, tovdbbd
legyenek a hasznossdgi fiiggvények szigorian kvdzikonkdvok:

Tegyiik fel, hogy az eredeti gazdasdgban a termelési halmazokra ¥ j=1,...,n esetén
teljesiil, hogy

(T1) 0 €Y, (atétlenség lehetséges tevékenység),

(Tr) az Y; termelési halmaz konvex és zdrt,
az aggregdlt termelési halmazra pedig az, hogy

(T5) YNRY =0 (nincsen rézsa tovis nélkiil),

(Ty) YN(=Y) =0 (az aggregdlt tevékenységek irreverzibilisek),
tovdabbd a fogyasztokra ¥V i=1,...,m esetén az teljesiil, hogy

(F1) a; € X; és Ab; € X;, amelyre b; < a; (Iétminimum-feltétel)

() az X; fogyasztdsi halmaz konvex, zdrt, valamint alulrdl korldtos,
(F3) u;: X; — R hasznossdgi fiiggvény szigoriian kvdzikonkdv.

Ekkor a gazdasdg és a sziikitett gazdasdg az egyensiily szempontjdbdl ekvivalensek,
amin azt értjiik, hogy

1. a gazdasdg minden egyensiilyi dr és tevékenységegyiittese egyensiilya a sziikitett
gazdasdgnak is,

2. a sziikitett gazdasdg minden egyensilyi dr és tevékenységegyiittese egyensiilya a
gazdasdgnak is.

Bizonyitds. (Az éllitas bizonyitdsa teljesen fonalas, csak a rend kedvéért szerepel rész-
letesen.)

1. Legyen
(PrF1se o BsF1s s Fn) € PP X XY X X Xy X Y] X ... x ¥, C RUFmER)!

ar és tevékenységegyiittes a gazdasagi modell egyensilyi megoldasa, ez azt jelenti,
hogy
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(1) peP,
(2 @V j=1,...,nesetén j; € Z(p),
(b)Vi=1,...,mesetén %; € Zi(p),
(3) L & <Y ¥+ L, @ (mérlegegyensiily),
@ (P XiL %) = (B, X}, 7)) + (P, L, ai) (szigord értékegyensiily).

Mivel fenndll a mérlegegyensiily, ezért a tevékenységegyiittes minden tevékenysége
relevans dontés, igy a sziikitett gazdasdg tevékenysége is:
Vj=1,....nés Vi=1,...,m esetén

FiERY)CY) & XeRX)CX.

Emiatt az (1), (3) és (4) feltételek a sztikitett gazdasdgban is fennallnak.

Ezek utdn csupén a (2) feltételt kell beldtni, azt, hogy ezek a tevékenységek a szikitett
gazdasdg kindlati és keresleti leképezés értékeiben tartézkodnak:
Vj=1,...,nés Vi=1,...,m esetén

S eP(p) & Tie20(p).
(a): Legyen j=1,...,n tetszbleges. Mivel §; € ¥; megolddsa a

{ (P,y) — max
yey;

feladatnak, és ; € YJQ =Y;NK, ezért §; € Y; megolddsa a

(p,y) — max
{ S Y]Q
feladatnak is, azaz
5 € D0 (p).
(b): Legyen i =1,...,m tetszbleges. Az el6zbek szerint V j = 1,...,n esetén a termeld

profitja a sziikitett gazdasdgban nem véltozik:

7j(p) = sup (5.y) = sup (p.y) = m(p).
yeY; erjU

ezért a fogyaszt6 jovedelme nem véltozik:

w@zmm+iwm@:mm+iwﬁ®:w@.
J= J=
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Mivel %; € X; megolddsa a
u;(x) — max
X € 93,(]3)
feladatnak, és ; € Xio = X;NK, ezek szerint

5eB(p) = {xex’: (px)<wd(p)}

1

C {xeXi: (px)<wilp)}=%ip),

N

ezért X; € X; megolddsa a

u;(x) — max
{ x€ B(p)

feladatnak is, azaz

%€ Zi(p).

2. Legyen most

(Br&1y s By 515 o9n) € PLxXPx . x X0 xY)x...xy?
R(1+m+n)l

ar és tevékenységegyiittes a szikitett gazdasdgi modell egyensilyi megolddsa. Ez azt
jelenti, hogy

() pep,
() @V j=1,...,nesetén §; € @jo(ﬁ),
b)Vi=1,...,m esetén %; € %O(ﬁ),

3 X, %< 27:1)71‘ +X", a; (mérlegegyensiily),

@ (P.Xf %) = (p. X1 7)) + (P, LJL  ai) (szigori értékegyensiily).
Nyilvan ekkor ez a tevékenységegyiittes minden tevékenysége az eredeti gazdasag te-
vékenysége is:

Vj=1,...,nés Vi=1,...,m esetén
S, 0 . de ® 0 .
Vj GYj CY; é xeX CX.
Emiatt az (1), (3) és (4) feltételek fennallnak.

Ezek utdn csupan a (2) feltételt kell beldtni, azt, hogy ezek a tevékenységek az eredeti
gazdasdg kindlati és keresleti leképezés értékeiben tartézkodnak:
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Vj=1,....nés Vi=1,...,m esetén
Jj€X(p) & X Zi(p).
(a): Legyen j=1,...,n tetsz0leges. Ekkor §; € YJQ megolddsa a

(P,y) — max
yE Y]Q

feladatnak. Indirekt médon tegyiik fel, hogy nem megolddsa a

(P.y) — max
yey;

feladatnak, azaz 3 y; € Y;, amelyre
(B,95) < (B:yj)- (7.15)
Mivel §; € Y]Q CY; és teljesiil rd a mérlegegyensiily, ezért relevans dontés, igy
¥j € R(Y;) Cint(K),

emiatt 3A € (0,1) amelyre

Aji+(1—-A)y;eint(K) CK.
Mivel pedig §;,y; € ¥; és Y; konvex halmaz, ezért

AFi+(1—2A)y; €Y;NK =Y.
Ugyanakkor (7-13) alapjan

(,3j) <P, A3j+(1=A)yj),

ami ellentmond annak, hogy ¥; € Y]Q megolddsa a

(P,y) — max
ye YJQ

feladatnak, hiszen ez utébbi azt jelenti, hogy
yi € %5(p).
(b): Legyen i = 1,...,m tetszleges. Ekkor X; € X; megolddsa a

u;(x) — max
L
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feladatnak. Indirekt médon tegyiik fel, hogy nem megoldésa a

{ u;(x) — max
x € %(p)

feladatnak, azaz 3 x; € %;(p), amelyre
ui (%) < ui(x;i). (7.16)
Mivel %; € Xi0 C X; és teljesiil ra a mérlegegyenstily, ezért relevans dontés, igy
X% € R(X;) Cint(K),
emiatt 3 A € (0,1) amelyre
AZGi+(1—-2A)x €int(K) CK.
Mivel pedig %;,x; € X; és X; konvex halmaz, ezért

AEi+(1—A)xeX,NK=Xx".

Az el6z6ek szerint V j = 1,...,n esetén a termel$ profitja a sziikitett gazdasdgban nem
véltozik:

7j(p) = sup (p,y) = sup (p,y) =) (p),
yey; yEYjQ

ezért a fogyaszt6 jovedelme sem véltozik:
n n 0 0
wi(p) = (Pai) + Y pijmj(p) = (P, ai) + Y pij7; (§) = w; (§).

j=1 J=1
Mivel (5. %) <w(p) és (B, xi) <wi(p) = w(p), ezért (p, A%+ (1 —A)x;) <wl(p).
Ezek szerint

Axi+(1=)x e B(p)={xeXx? : (p,x) <wd(p)}.

Mivel pedig az u; : X; — R hasznossagi fiiggvény szigortan kvazikonkav, ezért @)
alapjan

ui(ii) < Mi(lfi + (1 - l)x,%

ami ellentmond annak, hogy %; € #?() megolddsa a

u;(x) — max
{ x€ B(p)

feladatnak. O
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7.6.9. Allitas (a gazdasdg egyensilydnak létezése). Alljanak fenn a[7.6.7 dllitds felté-
telei, tovdbbd legyenek a hasznossdgi fiiggvények szigorian kvdzikonkdvok:

Tegyiik fel, hogy az eredeti gazdasdgban a termelési halmazokra ¥ j=1,...,n esetén
teljestiil, hogy

(T1) 0 €Y (atétlenség lehetséges tevékenység),

(T») az Y; termelési halmaz konvex és zdrt,
az aggregdlt termelési halmazra pedig az, hogy

(TIz) Y ﬂRﬁr = 0 (nincsen rézsa tovis nélkiil),

(Ty) YN(=Y) =0 (az aggregdlt tevékenységek irreverzibilisek),
tovdbbd a fogyasztokra ¥ i =1,...,m esetén az teljesiil, hogy
F1) a; € X; és Ab; € X;, amelyre b; < a; (Iétminimum-feltétel),

(
(F>) az X; fogyasztdsi halmaz konvex, zdrt, valamint alulrdl korldtos,

(F3) azu; : X; — R hasznossdgi fiiggvény folytonos és szigorian kvdzikonkdv,
(Fa)

Fi) ¥V x € X; pont ¥ U € 1(x) kirnyezetében 3 x' € UNX; pont, amelyre u;(x) <

u;(x') (lokdlisan kielégithetetlenség).
Ekkor a gazdasdgnak létezik egyensiilya.

Bizonyitds. A [1.6.7] éllitds szerint a szikitett gazdasdgnak létezik egyensilya, ami
a[7.6.8] 4llitds szerint az eredeti gazdasdgnak is egyensilya. O

7.6.10. Megjegyzés. Miutdn az 1. alfejezetben feldllitottuk azt a matematikai modellt,
amely érzésiink szerint a leghivebben tiikrozi a gazdasigrol és egyensulyrdl alkotott
kozgazdasagi gondolatainkat, a modell vizsgdlata sordn mar csupdn a matematikai esz-
kozok alkalmazhatésdga lebegett a szemiink el6tt. Az elemzés elkésziilte utan nyilik
arra mdd, hogy a felhaszndlt feltételeket értelmezziik, a kapott eredményeket pedig
kozgazdasagi szempontbdl értékeljiik, Osszevessiik a varakozdsainkkal.

Egyes feltételek kozgazdasigi nézGpontbdl is természetesnek mondhatdk, mig mas
feltételek komoly korldtozdsokat hordoznak magukban. Példdul a konvexitdsi feltétel
a javak tetszGleges oszthatosagat jelenti. Felmeriilhet az a probléma is, hogy ha til
erésnek gondoljuk a tett feltevéseket, akkor vajon tekinthetjiik-e a modellt pozitiv va-
lasznak a feltett kérdésre? Az egyes feltételek interpretdldsdba azonban nem megyiink
bele, mert meghaladnd e konyv kereteit.

Arra ellenben felhivjuk a figyelmet, hogy az dltaldnos egyensulyelmélet elegancidja-
hoz nagymértékben hozzdjdrul az a méd, amellyel a matematikai eszkdzok kozvetlen
alkalmazhatdsdgdhoz sziikséges, de a kozgazdasdgi megfontoldsok szempontjabdl el-
fogadhatatlan korlatossdgi feltételtdl sikeriilt megszabadulni.



IRODALOMJEGYZEK



[1] Arrow, K. J. and Debreu, G. (1954). Existence of an equilibrium for a competitive
economy. Econometrica, 22:265-290.

[2] Aubin, J.-P. and Cellina, A. (1984). Differential inclusions, volume 264 of Grund-
lehren der Mathematischen Wissenschaften [ Fundamental Principles of Mathemati-
cal Sciences]. Springer-Verlag, Berlin. Set-valued maps and viability theory.

[3] Berge, C. (1959). Espaces topologiques: Fonctions multivoques. Collection Uni-
versitaire de Mathématiques, Vol. III. Dunod, Paris.

[4] Brouwer, L. E. J. (1911). Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl. Math. Ann.,
70(2):161-165.

[5] Clarke, F. H. (1983). Optimization and nonsmooth analysis. Canadian Mathema-
tical Society Series of Monographs and Advanced Texts. John Wiley & Sons, Inc.,
New York. A Wiley-Interscience Publication.

[6] Dancs, I. (1980). Halmazérték leképezések analizise. kézirat.

[7] Dancs, I. (1981). Konvexitds algebra alapjai és alkalmazasai. kézirat.

[8] Dancs, 1. (1983). Konvex analizis. kézirat.

[9] Dancs, 1. (1992). Bevezetés a matematikai analizisbe. Aula Kiad6, Budapest.

[10] Fan, K. (1960/1961). A generalization of Tychonoff’s fixed point theorem. Math.
Ann., 142:305-310.

[11] Toffe, A. D. and Tihomirov, V. M. (1979). Theory of extremal problems, volu-
me 6 of Studies in Mathematics and its Applications. North-Holland Publishing Co.,
Amsterdam-New York. Translated from the Russian by Karol Makowski.

[12] Kakutani, S. (1941). A generalization of Brouwer’s fixed point theorem. Duke
Math. J., 8:457-459.

[13] Kannai, Z. (2008). The sectoroid version of the Farkas lemma. Math. Pannon.,
19(1):117-124.

[14] Kénnai, Z. and Szabd, 1. (1990). Viability theorems in Banach spaces. Pure Math.
Appl. Ser. B, 1(1):25-38.

[15] Kuhn, H. W. (1960). Some combinatorial lemmas in topology. IBM J. Res. Deve-
lop., 4:508-524.

[16] M.D. Mas-Colell, A. W. and Green, J. (1995). Microeconomic Theory. Oxford
Univ. Press, New-York, Oxford.

[17] Medvegyev, P. (1977). Egyenstilyelmélet. TDK dolgozat.



[18] Michael, E. (1951). Topologies on spaces of subsets. Trans. Amer. Math. Soc.,
71:152-182.

[19] Rockafellar, R. T. (1970). Convex analysis. Princeton Mathematical Series, No.
28. Princeton University Press, Princeton, N.J.

[20] Smith, A. (1904 (Originally published 1776)). An Inquiry into the Nature and
Causes of the Wealth of Nations. Edwin Cannan ed. London: Methuen and Co., Ltd.

[21] Vietoris, L. (1923). Monatschefte fiir Mathematik und Physik. Bereiche zweiter
ordnung, 33:49-62.



Miért olvassam el?

Az dltaldnos egyenstlyelméleti modell a kézgazdasdg-
tan egyik legjelentésebb, egyszersmind legaxiomatizdl-
tabb eredménye, amihez a legkivalébb matematikusok
uttoré munkdjdra volt szitkség. E modell azéta is mintdul
szolgdl a gazdasdgrol valé gondolkoddsra minden elmé-
leti kozgazddsz szadmdra.

A modell maradéktalan megértéséhez és elsajatitdsd-
hoz nélkiilozhetetlen a felhaszndlt meglehetésen mély
matematikai eszkoztdr ismerete. Ennek az eszkoztdrnak

a felépitésére vdllalkozott ez a konyv. Vdrakozdsunk sze-
rint nagy haszndra lesz mind a gradudlis illetve doktori
szintl kdozgazddszhallgatéknak, mind pedig az elméleti
szakembereknek.
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