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HORVATH ARON

Nemlinedris, sztochasztikus differenciaegyenletek
megoldasa Uhlig-algoritmussal

A modern kézgazdasagi elemzések soran gyakran alkalmaznak sztochasztikus, dill
namikus modelleket. A mikro6kondémiai alapokra épiil6 makrodkonémiai modellek[]
ben példaul az altalanos egyensulyi modellek megoldasaként adodoé feltételek nem[]
linearis, sztochasztikus differenciaegyenlet-rendszerrel irhatok le. Receptszerii irall
somban megmutatom, hogy az egyszeriibb rendszerek — a szamitastechnika fejl6dé[]
sének kdészénhetéen — mar gradualis szintli k6zgazdasagi tudassal megoldhatova
és elemezhetévé valtak. A Blanchard—Kahn [1980] tanulmanyhoz f(iz6d6 algoritmus
egy matrix-egyenletrendszer megoldasaként mutatja be a modellek rekurziv formall
jat. Harald Uhlig német kézgazdasz ezt alakitotta at szamitégépes alkalmazas céljal]
bdl (Uhlig [1999]), igy a felhasznalok kérében gyakran ra hivatkoznak. A modszer
alkalmazhatésaganak két fontos megszorité kritériuma van: a modelleknek létezzen
allandésult allapotuk, és legyenek linearisan kozelithet6k. Két példaval illusztraljuk,
hogy a megoldashoz sziikséges eszkdztar nem haladja meg a bonyolultabb
multiplikatorelemzések szintjét. A redl lizleti ciklusok (RBC) modelljén részletesen
sorra vessziik a Iépéseket, majd réviden egy rovid tavu alkalmazkodast megjelenitd,
ragadds aras modellt is bemutatunk.*

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: A23, C63.

Az irés célja, hogy batoritsa a kutatokat, egyetemi oktatokat és hallgatokat a modern
kozgazdasagi elméletek sztochasztikus, dinamikus rendszereinek haszndlatdra. Ennek
megfelelGen felhasznaldsi titmutat6t szeretnénk szolgaltatni az Uhlig-algoritmushoz, ezért
az elsd példaban 1épésrdl 1épésre haladva mutatjuk be a modszert.'

A modern kozgazdasagi modellek megolddsdhoz gyakran nemlineéris differenciaegyenl
let-rendszerrel kell megbirk6znunk. Ezek — még elméletiik alapjan egyszertibb modellek
esetében is — igen bonyolultak lehetnek, legtobbszor analitikusan megoldhatatlanok. Az
Uhlig-algoritmus ezt a problémat Gigy hidalja at, hogy az egyenleteket a Taylor-polinomi
jaik els6fok linedris kozelitésével helyettesiti, azaz linearis rendszerré alakitja. A Taylorl
kozelités soran hasznalt fokuszpont a modellek allandosult allapota (steady state), igy a
kozelités utdn megjelenik a valtozok allanddsult allapottdl vald eltérése. A valtozok nagyll

* Koszonettel tartozom Vildgi Baldzsnak, aki sokat segitett az Uhlig-algoritmus elsajatitisaban. Koszonet
illeti tovdbbd Szildgyi Katalint és Major Kldrdt a cikkel kapcsolatos megjegyzéseikért.

A cikkben alkalmazott vezérléfajlok letoltheték a http://www.bkae.hu/makro/macro_main.php?id=32
cimrél. Igyekeztem részletes kommentarral ellatni Gket, és tovabbi kérdésekre szivesen vélaszolok az
aron.horvath@uni-corvinus.hu cimen.

! Bizonyitasokat csak hivatkozds formdjaban szerepeltetek. A szamitisok a MATLAB programcsomag
eldre megirt segédprogramjanak felhaszndlasaval torténik. A két példa kozgazdasagi tartalma szokasos egyetemi
tananyag. Az eljards haszndlatdhoz sziikséges legbonyolultabb mddszertani eszkdz pedig a derivalés.

Horvdth Aron a Budapesti Corvinus Egyetem makrodkondmia tanszékének tanarsegédie.
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sagrendjének eltérésébdl ad6dod problémak kikiiszobolésére még gyakrabban alkalmazott
mddszer a loglinearizalds. A véltozok loglinearizaltja a fokuszponttdl vald szazalékos
eltérést mutatja meg.

Felhasznélva az egyensily kornyezetét leird loglinearizalt egyenleteket, lehet6vé valik
a rendszer alakuldsanak rekurziv form4ju meghatirozasa. Ehhez a meghatarozatlan (dell
termindlatlan) egytitthatok mddszerének alkalmazasaval egy kvadratikus (masodfokil) matQ
rixegyenlet megoldasa sziikséges. Ezt az — egyébként meglehetGsen bonyolult - 1épést teszi
mindenki szamara elérhetdvé a szamitégépes szoftver alkalmazasa.> A targyalas sorrendd
je megegyezik az Uhlig-algoritmus 1épéseinek menetével: /. felirjuk az egyensulyt jell
lemzd egyenleteket; 2. kiszamoljuk a valtozok allandosult dllapotét; 3. loglinearizaljuk
az egyenleteket; 4. meghatdrozzuk az egyenletrendszer matrixalakjat; 5. megadjuk a
paramétereket; 6. megoldatjuk a szamitdgéppel a differenciaegyenlet-rendszert; 7. imi
pulzus-valasz-fiiggvények segitségével elemezziik a megoldast. Az Uhlig-algoritmus 1é0
péseinek bemutatasat kovetGen a gazdasag rovid tavi (ragadés arak melletti) alkalmazkol

Pyl

dasat leir6 hagyomanyos modell, az IS-LM modern megfelelGjét ismertetjiik.

Reil iizleti ciklusok modellje

A sztochasztikus, dinamikus rendszerek egyik sokat emlegetett példja a redl iizleti ciklull
sok (RBC) modellje.? Itt csak roviden vazoljuk a modell alapjait, és nem részletezziik az
altalanos egyensulyt leird egyenletrendszerhez vezet§ szdmitasokat.

A reprezentativ haztartis optimalizalasi problémadja:*

max Et[z B 'U(c, lt):|, feltéve, hogy
t=1

¢, +k, +b =1, +wl +hk +(1-8)k +(1+7r_)b,_,.

A reprezentativ vallalat optimalizalasi problémadja:
maxIl, = Fi(k,,l)—hk, —w/l,.

A piacok egyensulyat leir6 egyenletek:

- zért gazdasdgrol 1évén szo, nincs kolcsondllomany: b, = 0;

- arupiac: F/(k,l)+(1-8)k, =c, +k,;

- a tékepiac és a munkapiac egyensilyat mar a jelolések egyszerisitésébe (nincs kiilon
kereslet és kindlat) belefoglaltuk.

A fenti egyenletekben a valtozok standard jelolései szerepelnek: ¢, a fogyasztds mennyill
sége a r-edik iddszakban, /, a munka mennyisége, k, a tGkedllomany nagysiga, b, a
kotvényallomany, TI, a reprezentativ véllalat profitja, w, a redlbér, h, a tSke redlhozall
ma, r, a kamatldb. A késébbiekben ugyanezen valtozék mdas formadi is feltinnek majd.
Az index nélkiili forma az adott valtoz6 allanddsult allapotbeli értékét jeloli, a hullim
pedig az allandésult allapottdl vett aktualis szazalékos eltérést.’

2 frasunk recept a megolddshoz, az egyenstly létezését, stabilitdsat, unicitasat, a linearizalhatésagot nem
vizsgaljuk. Bonyolultabb problémék esetén mindenképpen ajanlhaté a kapcsolddé irodalom mélyebb feldoll
gozdsa, kitling attekintést ad példaul a Marimon-Scott [1999] cikkgydjtemény.

3 Szintetizal6 irds a témakorben King-Rebelo [1999], valamint részletes tankonyvi leirdst nytjt Romer
[1996] 146-195. o.

4 A tomorség céljabol most nem keriilt ide a végponti, Ggynevezett transzverzalitasi feltétel.

’ Példaul: ¢, a fogyasztds redlmennyisége a t-edik idGszakban; ¢ a fogyasztds redlmennyisége az dllandol
sult allapotban, a ¢, a fogyasztds szdzalékos formdban értelmezett eltérése a r-edik idGszakban a viltozo
allandésult allapotbeli értékétdl.
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Az egyensiilyt jellemzd egyenletek

Az elsérendd feltételek felirdsaval és egyszerd atalakitidsokkal eljutunk az optimalitasi
feltételekhez. A fogyasztd intertemporalis optimalizalasat leird els6rendd feltétel, az Eulerl
egyenlet:
U,=BA+r)ElU,.,].
A fogyaszt6 intratemporalis optimalizalasi feltétele (implicit munkakindlati 6sszell
fiiggés):

A fogyaszt6 optimalis befektetési politikdjat leird portféliovalasztasi egyenlet (amely
determinisztikus formaban tulajdonképpen egy arbitrazsmentességi feltétel):

UCHI UCHI

A termel§ profitmaximalizalasat leir6 elsérendd feltételek.

- t6ketényezdben (implicit kereslet a t6kejoszag irant): h, = F, .
- munkdban (implicit munkakereslet): w, = F, .

A termékpiac egyensilya (GDP-azonossag):

C1+kt+1_(1_6)kt :F(kt’lz) (ct+it :yz)'

A Walras-torvény értelmében a fogyasztd koltségvetési korlatja egyenl§ségként teljell
risitése utan egy négy egyenletbdl 4ll6 rendszert szokds felirni.
Az Euler-egyenlet:

U, = BE,[(1+ U, 1.

Munkapiaci egyenstly (a fogyaszt6 és a termel§ intratemporéalis optimalizlasat 6sszel
vonva):

Tdékepiaci egyensily (a fogyaszté lehetséges befektetések tekintetében torténd optimal
lizalasat — a portfoliovalasztast — és a termel§ optimalis tGkefelhasznalasat stritve):

E| Yo (+r)|=E Yo (1+F, -9§)
1+1 7 — 141 _ .
t U t t U kist

A GDP-azonossag:
¢, +k,, —(1-8)k =Fk,l) (c,+i=y,).
A tovabbiakban a problémat egy additivan szeparalhatdé hasznossagi és egy Cobb-
Douglas-féle termelési fiiggvénnyel specifikaljuk:

1-o 1+¢
Ct lt

U/c,l)=

— _ ajl-a
-0 1+¢ Yo = AR
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Ennek felhasznélasaval a kdvetkezd négy egyenlethez jutunk:

¢;° = BE[(1+1)cy, 1)
l‘P
= (- Ak )
E, [ﬂcf;‘a + n)} - E{ﬂc (U+ oA, k735 =6 )} £
Ct Ct
¢+ kt+1 - (1 - 6)kt = Atktaltl_a (4)

Ez a négy egyenlet irja le a négy endogén valtozo (c,, 1, k,, r,) viselkedését. A teljes
rendszerhez hozzétartozik még egy exogén (sokk)valtozd. Az A, technoldgiai paraméter
mozgasat leir6 egyenletet a loglinearizalt rendszer felirdsakor (A linedris differenciall
egyenlet-rendszer cimd pontban) adjuk meg.

Az dllandosult dllapot kiszdmitdsa

Az Uhlig-algoritmus hasznalatdnak egyik kritériuma, hogy a véltozéknak legyen allanil
désult allapota.® Pontos meghatirozasukhoz négy statikus egyenletet kell megoldani négy
ismeretlennel: 7, ¢, [, k. A technoldgiai paraméter allandésult allapotbeli értékét A = 1-nek
definidljuk (normalizaljuk).

Az (1)-b8l: ¢ =BA+r)c° = 1=B1+r) = r =113—1,

L

o—1
a@bol: 1+r=1rafX| —s = (X0 =K
l o /

a (2)-bol: l“’c":(l—a)[k) = c=l:{(l—a)(kjl és

1 1

a (@)bol: c+k—(1-8)k=k"I"" =

{EOIRORDE

[k)"‘_s(kJ
o) l
= [ = =
kY[
ja-of]]

Innen mdr visszahelyettesitéssel konnyen megkaphat6 k[= (’; )l] és c.

® Az egyes valtozok ebben a pontban felvett értékét a tovdbbiakban index nélkiili bettivel jeloljik.
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Loglinearizdlds

Ebben a 1épésben a (1)-(4) differenciaegyenletekbdl 4116 nemlineéris rendszert az Uhligll
algoritmus részeként loglinearizalt formara alakitjuk. A Taylor-sorba fejtéshez csak derill
valas sziikséges, kis gyakorlds esetén elsajatithatok azok az tigyes triikkok is, amelyek
tovabb konnyithetik a metddust.

Nézziik, mi a teendS! Az f(x,,x,,...,xy) =0 differencidlhaté fiiggvényt az
x =(x,,X,,...,xXy) fokuszpont koriil sorba fejtve kapjuk, hogy:

Zi(xj).(xj _Xj)z(),

‘o ox

a masodrendd hibdkat kicsinynek tekintve és bevezetve Ax; = x; — X;-t:
&
24@.) -Ax; =0.
Ry

Ez az f(x) =0 egyenlet linearizalt valtozata. A kozgazdasagtanban a kiillonbdzd vall
tozok nagysagrendje sokszor eltér egymastél, ezért inkabb hasznilatos a loglinearizalt
véltozat, amelyet a kovetkez6 modon definidlunk, amennyiben x; valtoz6 fokuszpontbeli
értéke nem nulla:
J J

Ax, x. —Xxj

7

=1

X 15

Igy % mutatja a valtozé fékuszponttdl valo szazalékos eltérését. Fokuszpontként
leggyakral;)ban az allanddsult dllapot értéke haszndlatos, igy amikor ¢, = 0,03, akkor az
aktualis fogyasztas nagyjabol 3 szdzalékkal haladja meg az allandésult allapotbeli fogyaszil
tas értékét. A modszer azért kapta a loglinearizalas nevet, mert kis eltérések esetén a

X=X

természetes alapu logaritmus jol kozeliti a szazalékos eltérést: X, = A
X.
J

= log x, —log x.

Ezek utan az eredeti egyenletiink loglinearizalt forméajat a fokuszponttal vald szorzassal
és osztassal kapjuk:

& 9
zi()@.) |X;|-X; =0.
o ox;
Szovegesen értelmezve: a kdvetkezd miveleteket kell elvégezni az dsszes valtozora:

a fiiggvény adott valtozo szerinti parcidlis derivdltjanak értéke a fokuszpontban X
X a vdltozo fokuszpontbeli értéke X a loglinearizdlt valtozo,

majd Osszegezni kell az dsszes valtozora.

A GDP-egyenldség. Nézziik els6ként a GDP-egyenlGségre torténd alkalmazast!

¢, +k,, —(1-8)k — AKI =0.

t+1
A nulldra rendezett Osszefiiggésben ot véltozo van: c, k., k,, 4,, [,
l-c-C+1-k-k, —(1-8)-k-k —oAk" "™ -k -k, —

—k A A -1 -0)AK“ T 1-T =0.
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Elemi médon atrendezve és felhaszndlva az Ak®l™ =y Osszefliggést:

T +kk,,, —(1—8)kk, — [A, + ok, +(1—0)[]=0,

t+1
azaz:.
€T +kk,,, —(1-8)kk, = Y[ A, +ok, +(1—c0)]).

t+1

Euler-egyenlet. Az Euler-egyenlet esetében szorzattipusu az Osszefliggés:
= BE.[A+71)c.5

t+1
A loglinearizélés elvégzése eredmenyem a kovetkezoket:
—oc'cc = BA+r)cE[TF1-0B(+r)c '¢cE|[C,,],
ahol 7=(1 :r,) a szokasostol eltérd jelolés, mert nem a kamatlab, hanem a kamattényell
7§ szazalékos eltérését mutatja. Egyszertsitve ¢ °-val, és felhasznilva a S =1/(1+r)
allando6sult allapotra vonatkozd Osszefliggést, az Euler-egyenlet loglinearizalt form4jat

kapjuk:
—-oc¢, = E|[7 -0oc,,].

?
Munkapiaci egyenlet. A helyettesitési hatarratara vonatkozo % =c’l? =(1-0)Ak "
egyenletbdl ehhez hasonléan’ kaphato: G

oC + ol = A, +ok, —al,.

A portfoliovalasztasi egyenlet. Végiil a portfoliovalasztasi egyenlet egy kicsit problémal
sabb atalakitdsa:

1 t

E, {ﬁ”’; 1+ n)} = {ﬁcf“ (1+ 0, 5 = 6)}.
C
A linearizalasnal elttinnek a kovariancidk, hiszen a masodfoku tagokat kicsinynek tel
kintjiik, igy a sztochasztikus diszkontfaktornak nevezett ﬂcf’;l

Ct
ke — 8-bol:

17+ T+l

taghoz kapcsolodo részek

is eltinnek. Ekkor pedig 1+7, =1+04

(1+7)7 = E,[ok“ 1" A ta(l-o)ak eI, ] =

1+1

+ (o —1) Ak kk,

t+1

= 0Ak* ' I"™E [A

L+ (@ =DE + (-0,

t+1
A kovetkezdlépéshez felhasznaljuk az egyenlet dllanddsult allapotbeli forméajabdl kal
pott dsszefiiggést:

7 Vagy egy szorzatok esetében hasznalatos trikk segitségével: logaritmaljuk az egyenletet:
olnc, +oInl, =In(1-o) +In 4, +alnk, —aInl,, és ebbdl konnyedén jon a kivant forma:

1 . 1~ 1 ~ 1~ 1~ = = =
Gacc,ﬂo;ll,=O+ZAA,+a;kk,—a;ll, = oc+¢l=A +ok, —al.
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r=oAk“'I'""-§ = r+6=04k"I""

=(r+8)E[A, +(a-Dk,, +1-0)l ]

1+r’7?=E,[Z

1+1

+(a -1k

= +(1-a)T,].

r+d ”l

A linedris differenciaegyenlet-rendszer. Igy a négy - immar linearis — egyenletiink:
ot +¢l, = 4, +ak, ~al,
CT, + Kk, — (1= 8Kk, = Y4, + ok, + (1 -],
-0¢ =E[5-0c.],
1+7 - ~ ~

r=E[A, +(-1)k

r+S t 141 w1t (1 _a)lz+1]'

Es most keriiljon ide az exogén valtozot jellemzd egyenlet is! A technoldgiai sokk, A,
vektor perzisztencidjit leiré autoregresszios paramétert p, jeloli.

At+1 = pAAt +£r+1‘

A mdtrixalak felirdsa
A szamitdgép szamara a fenti linedris egyenletrendszert matrixformara kell hozni:

0=FE[Fw

t+1

+Gw, + Hw,  + Lz, +Mz,]
Zt+1 = NZ[ + wt+1’ Et[th] = O’

ahol az endogén valtozok Osszességét w,, az exogén vdltozokat pedig z, vektor jeloli,
utébbiakat az ®,,,-gyel jelolt sokk vezényli.

A fenti matrixegyenletet a meghatdrozatlan egyiitthatok médszerével megoldhatd, a
valtozok alakuldsét a kovetkez$ rekurziv formaban keressiik:

w, =Pw, , +Qz,.

Nagyobb rendszerek megolddsa még a szamitégépek szdmara is nehézséget okozhat,
ezért Uhlig egy kicsit kifinomultabb felirdst javasol:

0= Ax, + Bx,, +Cy, + Dz, (%)
0=E,(Fx,,,)+Gx, + Hx,_ + E,(Jy,,,)+ Ky, + E,(Lz,,;) + Mz, (6)
Zt+1 = NZ, + wt+1‘ (7)

Az atalakitds nem teljesen mechanikus, mert csoportositani kell az egyenlet véltozdit
és egyenleteit. Az egyenletek harom részre csoportositisa értelemszeri modon a kovetl
kezS8képpen torténik:

- varakozas nélkiili (5),
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- varakozasos (6),

- sokk (7) egyenletek.?

A valtozokat pedig kevésbé trividlisan

- endogén éllapot (x,),

- egyéb endogén (y,) és

- exogén valtozdk (z,) csoportjara kell osztani.’

A mitrixegyenlet megoldhat6sdgénak rangfeltételeib6l adodd, a felosztisra vonatkozd
szabaly a kovetkezd:

vdarakozas nélkiili egyenletek szdma (a sokkegyenlet nem értendd bele) > egyéb
endogén valtozok szdama,

ami egyet jelent a kovetkezd feltétellel:
a vdrakozdsos egyenletek szama < endogén dllapotviltozok szama.

Erdemes az egyenlGség fenntartisara torekedni, mert ekkor a matrixegyenlet megoldal
sa egyszerlibb. Az Uhlig-algorimusban a periodus mindig az Uj informdcio érkezésével
kezdddik, ezért a jelolések némileg eltérhetnek a modellek masfajta didaktikus céld indel
xeléseitdl. Jelen esetben a 7-edik periodusban felhalmozott, majd a 7 +1-edik periddusban
a termelésbe bevont tGkejoszag logaritmalt valtoz6jat szokasosan k,,,-gyel jelolik, de a
matrixegyenletiinkben az el6bbiek €rtelmében az x, vektorba tartozik. Ebben az esetben
két darab vérakozasos egyenletiink van, és lathatjuk, hogy k,,, biztosan endogén allapotl
valtozd, mert késleltetettje szerepel a varakozas nélkiili egyenletben, ami csak x, esetében
lehetséges. A helyes felirdshoz még legaldbb egy endogén allapotvéltozd sziikséges, a
megolddsban a kamatldbat (7;) vélasztottam (de ¢,-t vagy az [ -t is lehetne).

Segitséget nydjthat még a csoportositidsban a kovetkez$ hiivelykujjszabaly is: a periol
dus elején adott valtozokat célszert endogén allapotvaltozoknak vélasztani.!'”

A z, vektor tartalmazza az exogén véltozokat, ami esetiinkben egyetlenként a technolol
giai paraméter, az A,. Mindezek kovetkeztében a kovetkez$ egyenletrendszer adddik:

0 0 0 EHI o 0 E
= + +
S |
1 L)
—c (I-oy|[ L] |y
LR 4]
0 00 Vi r+06 r

8 Lathatd, hogy a varakozas nélkiili egyenletek specidlis formaji varakozasos egyenletek.

° Hasonl6képpen lathatd, hogy az egyéb endogén véltozok specidlis endogén allapotvaltozok, hiszen
elébbieknek nem szerepel késleltetettje az egyenletekben.

10 Tobb idGszakos késletetés esetén hasznos triikk lehet még uj (al)valtozok bevezetése (példaul j,_, =g, ,),
amelyek segitségével elérhetd a fenti — egy idGszakos késleltetésti — forma.
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0 0|k -0 0 ]_[c
+ koly E, Gl
0oj[7,| Lo 1-a] |7,

+° NIE +0E[Z ]+—0—E[Z ]
0 0 ‘l“t' 1 t 1+1 0 t t+1

A, =pA+e,, Elg,1=0

A fenti, altaldnos forméban az (5)-(7) egyenletekkel felirt rendszer megoldasidhoz a
kovetkezd linedris rekurziv mozgasszabily egylitthatéit keressiik meg meghatarozatlan
egyiitthatok modszerével.!!

x,=Px_ +0z

Y, =Ry, +52,.

Ekkor a valtozok kezdeti értékeinek és az exogén (sokk)valtozok alakulasat leird egyenl
letek a (7) felhasznalasaval kapott sztochasztikus rendszert konnyen vizsgalhatjuk.

A paraméterek kivdlasztdsa

Az egyenletrendszer megoldasa analitikus formdban kezelhetetlen. A numerikus megoll
dashoz pedig sziikséges az egyiitthatok szamszer(Gsitése, a paraméterek megadasa. Nézl
ziik roviden, melyiknek mi a jelentése ebben a modellben, mi adhat tAmpontot a nagysagll
rendjiikre vonatkozdan!

- 0< o0 <1 a fogyasztis intertemporalis helyettesitési rugalmassagat jellemzd paraméter,

- 0< ¢ a munka intertemporélis helyettesitési rugalmassagat jellemz$ paraméter,

-0<a<1 atdke kitevGje a termelési fiiggvényben (a t6kejovedelem ardnya a GDPIO
ben),

- B <1 a szubjektiv diszkontrata,

- 6 <1 a t6ke amortizicios ratija,

-0<p, <1 atechnoldgiai sokk perzisztencidja (tartossiga).

Ezek felhasznaldsaval és az dllanddsult dllapot kiszdmitasakor leirtak segitségével szaml
szerdsithet6k a valtozok allanddsult allapotbeli értékei is, amelyek a matrixegyenletekl
ben mint paraméterek szerepelnek.

Megoldds MATLAB programcsomaggal

A szamitdégépek megadjak a lehetdséget egyenletrendszeriink megoldasara. Egy eldre
gyartott szoftvernek A, B, C, D, F, G, H, J, K, L, M, N matrixokbdl kell kiszdmitania
a valtozok rekurziv alakuldsat leiré P, Q, R, S matrixokat. A megoldashoz sziikséges
matrixegyenletek és a hozzajuk kapcsolddd bizonyitds megtaldlhaté Uhlig [1997] cikkél

' Mas néven: determinalatlan egyiitthatok modszere. A metdédus lényege, hogy amennyiben tudjuk egy
egyenletrendszer megolddsanak altaldnos alakjat (és ebben az esetben tudjuk: egy linedris, rekurziv mozgasll
egyenlet), akkor a megoldas tulajdonképpen az egyiitthatok meghatirozasara korlatozodik.
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ben. Itt a kdzgazdaszok altal kozkedvelt MATLAB szoftverhez Uhlig altal kinalt progQ
ramcsomagot hasznaljuk.'?

A programcsomag do_it.m féjlja kiszdmoltatja P matrix egyiitthatdit a solve.m-mel,
majd ennek felhaszndldsaval a calc_grs.m-mel a Q, R és S matrixokat. A szdmos felkill
nalt lehetGségrdl az options.m fajlban tajékozodhatunk, és 1/0 paraméterkapcsoldssal
kérhetjiik vagy nem kérhetjiik 6ket. A hp_filter.m a Hodrick-Prescott-filtert alkalmazza
egy idGsorra. Az impresp.m egy tetszSleges (exogén, endogén) valtozd allanddsult allapotd
t6l vald 1 szazalékos elmozduldsa esetén mutatja a tobbi valtoz6 reakcidjat. A moments.mi
mel variancidkat, kovarianciakat és autokorrelaciokat szamoltathatunk. Modelliinkon alall
puld szimulacidt konnyedén készithetlink a simul.m segitségével.

A programcsomagban szerepl§ és — tanulmanyunkhoz kapcsoldddan - letdlthetS példall
vezérld fajlok ugyanabban a struktiirdban épiilnek fel és a kdvetkezd 1épéseket kovetik:

- a megoldandé modell meghatarozasa,
rovid leiras,
paraméterek megaddsa,
allandésult allapot kiszamitésa,

- bemeneti matrixok felirdsa,

- a kivant opcidk beallitasa,

- megoldas a do_it.m hivasaval,

- a megoldas elemzése, példaul impulzus-valasz fliggvények rajzolasaval.

Az itt alkalmazott vezérld fajlokat letolthet6vé tettem, és részletes kommentarral 14t0
tam el Oket.

A technoldgiai sokk hatdsdnak elemzése impulzus-valasz-fiiggvénnyel

A megoldott modelleket az exogén valtozok alakuldsdnak specifikalasaval lehet elemezll
ni. Az impulzus-valasz-fiiggvények megmutatjdk, hogy amennyiben az egyik valtoz6
kimozdul az allandésult allapotbdl (azaz a loglinearizalt valtoz6 a O pontbdl), akkor az
id6 mulasaval hogyan reagal a tobbi. Tulajdonképpen ennek az elemzésnek a lehetGsége
a modern, dinamikus makrodkonémiai modellek egyik legfontosabb hozzéjaruldsa. Gonl
doljunk csak arra, hogy az alapszintd tananyagok hagyomanyos modelljeiben végzett
dinamikus vizsgélat tulajdonképpen egyéaltaldn nem dinamikus, csak komparativ statika!
Az IS-gorbe nem eltolddik, hanem 4tugrik egy madsik allapotba. Az itt példaként megold
dott modell esetében viszont valésigos dinamikét lehet megjeleniteni: a véltozok idSbeli
alakuldsat vizsgéalhatjuk. Az 1. dbrdn az RBC modell valtozdinak az A, technoldgiai
paraméter (alland6sult allapotbol vald) 1 szazalékos novekedésére adott impulzusok val
laszait kdvethetjiik nyomon.

A pozitiv technolégiai sokk (1.a dbra) kovetkeztében emelkedik a kibocsatas is (1.b
dbra). A termelékenység lassan all vissza eredeti szintjére (I.a dbra), ezért atmenetileg
érdemes tobbet felhaszndlni a termelési tényezGkbSl: a munkabdl (1.e dbra) és a t8kébdl
is. Igy a nagyobb kereslet miatt ng a termelési tényezdk realkoltsége, azaz a redlbér (I.c
abra) és a redlkamatlab (1.d dbra). A tGke felhalmozasa azonban idébe telik, a tékeallod
many alakuldsat leir6 fiiggvény (I.f dbra) kicsit pupos lesz. A t6kedllomany felhalmozal
sdhoz sziikséges beruhazasok nagy mértékben nének (I1.g dbra). A tobbletkibocsatas egy
részét természetesen elfogyasztjdk, de a fogyasztasi fiiggvény is pupos egy kicsit (I.h
dbra), mert kezdetben az intertemporalis helyettesitési hatds erdsebb (a redlkamatlab

12 LetolthetS a http://www.wiwi.hu-berlin.de/wpol/html/toolkit.htm cimrdl. Ugyanitt taldlhatok a szoftd
verhez kapcsolodd tovabbi segitségek, letolthetd irdsok, féorum a felhaszndlok tapasztalatairdl.
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Impulzus-vélasz-fiiggvények

a) A - termelékenység

o

20 40 60 80

c) w - realbér

o

20 40 60 80

e) [ - munka

o -

20 40 60 80

g) 1 - beruhazasok

|

o

20 40 60 80

b) y - kibocsatas

d) r - redlkamatlab

o 4
[
(=)
IS
o
D
o
[
o

f) k - t6keallomany

o 4
=)
[«
IS
[«
(o))
[«
[
o

h) ¢ - fogyasztas

o 4
)
o
N
o
D
o
%
(=)

jobban nd, ezért ,,dragabb” a jelenbeli fogyasztas), a beruhdzasok a fontosak. A valtozok
hosszu tavi alkalmazkoddsdban még a beruhdzasok és a redlkamatldb volgymenetét érdell
mes megfigyelni. A jelenség magyardzata a tSkedllomany tehetetlenségében keresendd.
A felhalmozott t6keallomanyt a technoldgiai sokk muldsa utan ,vissza kell allitani” a
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hosszu tava egyensulyi szintre. Ebben az esetben az amortizacid automatizmusa sem
elég, el kell fogyasztani valamennyit a kordbban felhalmozott t6keallomanybdl (egyszerd
modelliinkben a tSke reverzibilis). A nagyobb tSkedllomany pedig a technoldgiai fell
lendiilés miilasaval kisebb redlhozamot hoz, azaz 4dtmenetileg a redlkamatlab is alacsoll
nyabb lesz hossza tava egyenstlyi szintjénél.

Modell ragados arakkal

A tovabbiakban vizlatosan bemutatjuk, hogy a gazdasidg rovid tavi alkalmazkodasat
statikusan leiré IS-LM modell hogyan helyettesithetd6 modern, optimalizdldson alapuld,
dinamikus modellel.

A monetaris politika hatdsanak vizsgalatdhoz sziikség van a pénz modellbe illesztéséll
re. A pénz a hasznossagi fliggvényben (money-in-the-utility) tipusi megkozelités szerint
a pénzmennyiség explicit médon megjelenik a hasznossagi fiiggvényben: a fogyasztonal
1év6 redlpénzmennyiség hasznos (lehet haszndlni valamilyen j6 dologra, a pénz ,,szolgalll

tatdsa” hasznos).
1-o 1+o 1-v
Ut Cnl[’% = Ct - lt +(Mr/PI) .
P -0 1+¢ 1-v

t

Az egyenletrendszer

A szamitasok elvégzése utan a Fiiggelékben részletezett egyenletekbdl a kdvetkezSkben
felsorolt loglinearizalt egyenleteket kapjuk. Mar tizenkét egyenletiink van, igy a kezelhell
tGség érdekében csoportositjuk Gket.

Aggregalt kereslet. A fogyasztd intertemporalis optimalizalasat leir6 Euler-egyenlet:

_O:E; = +Et[z L O-E;H]’ ®)

ahol T1, =1 és n = 4T1)
P
(Felhasznalva a Fisher-egyenletet, i,
egyenletr6l van sz0.) _
A portfélidvalasztasi feltétel (ahol a h,,, a t6kebefektetések redlhozama):

i+6
1+1i

—m,,, =7, lathatjuk, hogy az el6z6 modellbeli

Eli-n,1=—"El[h,] ©)

A termékpiaci kereslet (a GDP-egyenlet):

Y, = ¢C +kk,,, — (1— 8)kk, . (10)

Pénzkereslet:

%+ 0T = v(i, - P). (11)
l

Aggregalt kinalat. A monetaris politika hatdsanak elemzéséhez sziikség van valamekkol
ra mérték( arragaddssigra is. A gyakran hasznalt Calvo-egyenlet monopolisztikusan
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versenyz§ vallalatok profitmaximalizalasi feltételeibdl vezeti le az aggregalt arszinvonal
lat. A ragadds arakhoz vezetS kulcsfeltevés az, hogy - a fellépd meniikoltség (az arvald
toztatdsnak onmagaban is van koltsége) miatt — a vallalatok koziil nem mindegyik arazza
at termékét minden periddusban (részletesebben lasd Walsh [2003] 225. o.). A Calvol
egyenlet beépitésével igy az arszinvonal-redlhatarkoltség Osszefliggés:

0=pE|[r, 1+vr,  +E&nic—(1+ po)n,. (12)

A realhatarkoltség nagysaga:

iic: = o, —(1— o)W, — 4,. (13)

Munkakinélat:

W, =0C +ol. (14)
Munkakereslet:

1 = riici— W, + 5, (15)
Tékejoszag iranti kereslet:

k, = rici—h, +5,. (16)
Az inflacié definicidja:

0=P-P_ —m, (17)

Exogén valtozék. Immar két exogén valtozonk van: a technoldgia szintje és a monetaris
politika eszkoze, a pénzmennyiség:

Ar+1 = pAAt +& 4 Et[gl,tﬂ] =0. (18)

Mt+1 = pMMx + 82,t+1 Et[ez,tﬂ] = 0 (19)
A monetdris politika egyenletében p,, paraméter jeloli a monetaris sokk tartossagat.

A linearis differenciaegyenlet-rendszer. Tiz egyenletet [(8)-(17)] irtunk fel tiz endogén
véltozdval: '

2.5k, Lo, @, .7, . B.

Es a két exogén viltozét (Zt,IVI,) leir6 két egyenletet: (18)-(19).

13 Ha az arak rugalmasak, akkor a (8)-(17) egyenletrendszerben (12) helyett mc, =0 szerepelne. A helyetl
tesitést megejtve, lathaté a redl- és a nomindlis szféra kettGssége: a redlmennyiségek (koztiik a redlpénzll
mennyiség €és a redlkamatldb) meghatarozddik fiiggetleniil a nomindlis pénzmennyiségtdl. A pénzmennyiség
alakulasa csak az inflaciét (és igy a nomindlis kamatlabat), illetve az drszintet hatdrozza meg.
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A megoldds

A Fiiggelékben megtalalhatd az egyenletrendszer matrixformdja. A realvaltozok allandod
sult allapotbeli értékének kiszamitisa a klasszikus dichotémia értelmében az el6z6 fejel
zetbeli A mdtrixalak felirdasa cimd ponthoz hasonléan torténhet. Hosszd tava egyensulyl
ban nincs pénzmennyiség-valtozas, igy inflacié sem, tehat a nomindlis és a redlkamatlab
allandosult allapotbeli értéke megegyezik. A paraméterek koziil az el6z6 fejezetbeli A
paraméterek vdlasztasa cimd pontban szerepldk kiegésziilnek a kovetkezSkkel:

- v: a redlpénztartas intertemporalis helyettesitési rugalmassagat meghataroz6 paraméter,

- v: az inflaciés perzisztencia (az arszinvonal misodik momentumanak ragaddssiga),

- &: az arragaddssiag mértéke,

- 0< p,, <1: a monetaris politika perzisztencidja, amikor p,, =1, akkor a monetaris
hatésag nem gytijti vissza a kibocsatott pénzt.

A rendszert ismét megoldja a szamitogép.'*

Az elemzés

A 2. dbrdn lathat6 egy tartés monetaris politikai sokk hatdsa: a monetaris hatdsag 1
szazalékkal bdviti a pénzmennyiséget (2.a dbra). A pénzmennyiség hirtelen novekedésél
re az arszinvonal csak lassan tud reagdlni (2.5 dbra), s6t még a masodik momentumban,
az inflacioban (2.c dbra) is van perzisztencia. A pénzmennyiség novekedésével a pénz
hatdrhaszna csokken, igy — az drszinvonal lasst alkalmazkoddsa miatt — a fogyasztas (2.d
dbra) és a (t6ke)felhalmozas (beruhdzasok: 2.e dbra) is emelkedik (az emberek szabadull

2. dbra
Monetaris expanzié hatdsa a masodik modellben

a) M - nomindlis pénzmennyiség b) P - arszinvonal
1 1 1A
0 h T T T T T 0 h T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
¢) m - inflaciod d) c - fogyasztés
0 h T T T T T 0 h T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

4 Az éltalunk alkalmazott program szintén letdlthets.
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2. dbra (folytatas)
Monetaris expanzié hatdsa a masodik modellben
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ni akarnak tobbletpénziikt6l). Az emelkedd kereslet hatasara a kibocsatas béviil (2.f dbra),
amelyet a vallalatok csak nagyobb tényezdéfelhasznaldssal tudnak elérni. A téke (2.g
dbra) és a felhasznalt munka (2.7 dbra) mennyisége emelkedik. A fogyasztok csak nall
gyobb bérek (2.i dbra) mellett hajlandok tobbet dolgozni, a redlhatarkoltség né (2.7
dbra). A t6kejoszag emelkedS szintjével csokken a hozam, azaz a redlkamatldb (2.k
dbra). Ez az 0sszefiiggés ismerds: a monetaris expanzié rovid tdvon csokkenti a redlkal
matlabat (LM gorbe jobbra toldédik a hagyomanyos modellben).
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Fiiggelék
A rovid tavi modell egyenletei

Aggregdlt kereslet

Euler-egyenlet: ¢, ° = ﬂEt[l-H’ c,j].

1+ ”t+1
i ‘ . 1+i
A portféliovélasztas feltétele: L=h,,+1-0.
l+m,,

Arupiaci kereslet: y, =c, +k,,, +(1-8)k,.

Pénzkereslet: M H—l’ 7.
P, I

Aggregalt kindlat
Arupiaci kindlat: y, = A k1.

H
Tokejoszag implicit kereslete: ?’ = A,o{
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Implicit munkakereslet: % =A40- a)(’;’) .
t t

¢
Implicit munkakinélat: W _ l%a
t Ct

Az infl4cio definicidja: &, = P—’ -1.
-1

Az aggregdlt kindlatot némileg mds formdban irjuk fel. Profitmaximalizilasi feltétel

rugalmas arak esetén (ir = hatarkoltség):® P, =MC, = 1= MC, _ mc
t

I

o 1o o, 1-a
A hatarkoltség definiciéja: MC, = % = me = % ‘
Ao“(l1-o) Ao (1-a)
A t6kejoszag kereslete: k, =« MC, Y, =a mc, .
H, h,
Munkakereslet: [, = (1-a) A/‘{ff y,=(1-0a) me, y,.

t t

A ragadoés aras rendszert leird egyenletrendszerbdl (8)-(19) kapott matrixegyenletek Z
kiejtése utan [beirva (15)-t a (14)-be]:

0] [o 0 0 0 0O 00 0
ol [0 00 o |[[Z, 1 00 0f[%
of_loo 0 o flz|]| o 00 0flx,
o|7lo-11 o ||B 0o 0-10]|B,
ol [k 00 o fl7]|-a-6k0 0 ol|7,
0] [0 0 v -1/i] 0 00 -0
0 -1 0 1-a 0r_+ [-1 0]
o1 1 o -t||%] o o
c ¢ ¢ -1-¢ 0 ”ft 0 0|l4
Moo o o of 2|0 0[~}

4 ,
c 0 —y 0o oW lo o
00 o oft"d o -y

15 Ragados arak esetén ezt helyettesiti a Calvo-képlet.
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