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A tanulmany célja egy 0j, terminoldgiank szerint
GVIP (generalized variance inequality and poverty)
tobbvaltozoés modszer definidlasa az egyenlétlenség
tobbdimenzids mérésében, majd szegmentalt tarsada-
lomra megadni annak kiils6-belsé csoportkdzi felbon-
tasat, és az elvet a szegénység mérésében is alkalmaz-
ni. A moédszer a szorddas tobbvaltozos, altalanositott
variancia mértékén alapul. A csoportkézi dekompozi-
ci6 a Wilks’ lambda hanyadost alkalmazza, lehet6vé
téve a numerikus szamitasok standard statisztikai prog-
rammal torténd kalkulalasat. A GVIP elv a szerz6 altal
definidlt uj matrix, nevezetesen a Theil-kovariancia-
matrix determinansara épiil, amit a tanulmany altala-
nositott Theil-varianciaként nevez el. A szegénység
mérésében transzformalt eloszlasokra alkalmazva a
GVIP mint szegénységi mérték adodik. A GVIP figye-
lembe veszi a dimenziok korrelacidés rendszerét és
aszimmetrikus eloszlasat, és egydimenzids esetben is
tobbvaltozos technikat alkalmaz, kihasznalva annak
elényeit.
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A tanulmany gazdasagi-tarsadalmi jelenségek (dimenzidk) egyenl6tlenségét
vizsgalja, amit szorodasként értelmez és ennek megfelelden méri azt. Célunk tobb
dimenzi6 tekintetében egyidejiileg és kompozit médon mérni az egyenldtlenség fo-
kat, figyelembe véve a dimenzidk korrelacios kapcsolatait és aszimmetrikus eloszla-
sat, majd szegmentalt tarsadalomra megadni az egyenl6tlenség kiils6-belsd aranyat,
végiil pedig rangsorolni a csoporthatasokat a belsé egyenldtlenséghez valo szazalé-
kos hozzéjarulasuk alapjan. A modszertani mondandod bemutatdsa, targyalasa érde-
kében — illusztrativ céllal — a tanulmany a jovedelem, fogyasztas, vagyoni helyzet
dimenziokort alkalmazza.

A cikk egy Uj egyenldtlenségi modszertant vezet tehat be, mely mas teriileteken,
példaul a szegénység mérésében (mint jelen tanulmanyban is), tovabb alkalmazhato.
A javasolt modszertan az egydimenzids, altalanositott entropia mértékbdl indul ki,
mely vagy csak a jovedelem, vagy csak a fogyasztas, vagy csak a vagyon esetére,
esetleg ezek valamely egydimenzids kombinacidjara vonatkozik. Az entrdpia azon-
ban — statisztikai értelemben — egydimenzios esetben is kétvaltozos szamitas, mert
formulaja (példaul a jovedelem esetén) igényli magat a jovedelmet és a jovedelem
logaritmusat is. Ebben a megkozelitésben a jovedelem egy latens dimenzid, melynek
két manifeszt valtozdja valamely konkrét jovedelmi tétel és annak logaritmusa.

Az entropia jellegli logaritmus-megalapozas figyelembe veszi a vizsgalt eloszlas
(jovedelem) aszimmetrikus voltat, kozelebb hozva a szimmetrikus (normalis) eloszlas
esetét, lehet6vé téve igy statisztikai tesztek alkalmazasat is. Kiilonbséget tesziink tehat
dimenzidszam ¢és valtozoszam kozott: ha a vizsgalt dimenzidk szama p, az alkalmazott
valtozdszam 2p. Ezért az egydimenzids vizsgalat is értelemszeriien kétvaltozos.

A tanulméany 0j eredményként a dimenzidkbol és a logaritmusaikbol képezi a
Theil-féle kovarianciamatrixot, melynek determindnsa adja a Theil-variancia egyen-
16tlenségi mértéket. A Theil-matrix rendje (2p, 2p), és elemeinek jelentését nevezetes
(els6sorban informacioelméleti alapu) egyenl6tlenségi mértékek adjak. A Theil-
variancia figyelembe veszi mind a dimenziok, mind a valtozok korrelacios kapcsola-
tait az egyenlStlenség fokdban. Analdgiaként hozva az euklideszi vs. Mahalanobis-
tavolsagot, mig az el6bbi korrelalatlan, addig az utébbi korrelalt koordinatatengelye-
ket feltételez. Jelen cikk ebben az értelemben a Mahalanobis-jellegli egyenldtlenségi
mértékek iranyaban 1ép tovabb.

A tarsadalom csoportositasa esetén — alapvetben gazdasagi-tarsadalmi jellegii
csoportositasra gondolva (példaul telepiilés, régio, haztartastipus, szegény volt) — a
kovarianciamatrix kiils6 €s bels6 komponensek Osszegére bonthatd, ahol a totalis al-
talanositott Theil-variancia mértékében a belsé egyenldtlenség ardnyat a Wilks’
lambda jellemzi. fgy a Wilks’ hanyados lehetvé teszi az alkalmazott csoportositas
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szazalékos hozzajarulasanak az elemzését az egyenldtlenség forrasa tekintetében.
Transzformalt adatokra alkalmazva, az altalanositott variancia mint altalanositott
szegénységi mérték is értelmezhetd. Egyféle megfeleld transzformécié a cenzoralas,
ahol a szegénységi kiiszob feletti értékeket a kiiszob szintje helyettesiti. Ezaltal a
szegénységi mérték érzéketlen a kiiszob f6l6tti atrendezédésekre.

A cikk felépitése a kovetkezd. Az 1. fejezet roviden attekinti az entropia fogal-
mat, majd definialja a Theil-kovariancia Cr mértéket, és megadja kapcsolatat a neve-
zetes Theil-féle T, és T entropia alapu indexekkel." A 2. fejezet definialja a Theil-
matrixot, és javasolja a determinansat mint Uj egyenldtlenségi mértéket Theil altala-
nositott variancia (réviden Theil-variancia) elnevezéssel, majd példan keresztiil be-
mutatja szamitdsanak menetét. A 3. fejezet ismerteti a Theil-variancia csoportkdzi
felbontasat, illusztralja a szamitasokat, és értelmezi az eredményeket. A 4. fejezet ki-
terjeszti a modszertant a tobbdimenzios esetre is. Az 5. fejezet végiil a Theil-
varianciat cenzoralt eloszlasra alkalmazva, értékét szegénységi mérdszamként értel-
mezi, &s adott csoportositasra vonatkozoan dezaggregalja.

A tanulmany a szamitasok részleteinek bemutatdsahoz, az eredmények konnyti el-
lendrzése céljabol egyfeldl egy modellpélda jellegii illusztrativ adatallomanyt hasz-
nal, masfeldl — az eredmények valds nagysagrendjének és a gyakorlati alkalmazas
lehetdségeinek érzékeltetése érdekében — az Uj modszertan a magyar héaztartasokat
jellemzd koltségvetési felmérés — az Gn. Haztartasi Koltségvetési Felvétel (HKF) —
adatain is alkalmazasra keriil (KSH [2003]).

1. A Theil-kovariancia entropia-felbontasa

Mivel a kdzponti mondanivald a Theil-kovarianciamatrix elemeire épiil, ezért a
targyalast a Theil-kovariancia fogalmi bevezetésével €s értelmezésével kezdjiik.

1.1. Az entropia jelolésrendszere és pszeudo-R2 tartalma

Legyen az n taga tarsadalom relativ jovedelmi eloszlasa az atlagos jovedelem ba-
zisaban

v :é (i=12,..n), 1/

! Innen ered a cikk 4ltal alkalmazott elnevezés, a Theil-kovariancia.
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ahol Y; az i egyén jovedelme. A relativ jovedelem az atlagos ,,1” jovedelemhez vi-
szonyitva a

d;=r,-1 (d=0) 12/

1

hozamot eredményezi, melynek logaritmikus kozelitését a relativ jovedelem logarit-
musa adja’

D, =In(r)~dj, (ahol:D<0) . 13/
Ez a kozelités annal pontosabb, minél kozelebb all a d; tényleges hozam a zéro-
hoz, vagyis a jovedelmi atlagpont sziik kornyezetében. Totalis egyenldség esetén a
D-hozam ¢€s a d-hozam egybe esik, novekvo egyenl6tlenség esetén pedig tavolodnak
egymastol.
A Shannon- [1948] entropia eredetileg a kapott hir alapjan torténd elérejelzés bi-
zonytalansaganak a mértéke

H(r)=In(n)-~3rD, . 4/

i
ni=1

Ha a jovedelmek eloszlasat magyardzo prediktor valtozok informacidja iires, ak-
kor az informéaci6 zéro tobbletet ad az egyedi jovedelmek eloszlasarol, az informacid
hianyaban az a priori eldrejelzés egy mindenkire egyarant vonatkozé konstans jove-
delem, és a hir bizonytalansdga maximalis. Ha a hir informacioja nem iires, és ezt
mindenki ismeri, akkor a jovedelmi modell eldrejelzése maga az aktualis eloszlas, a
posteriori csokkentve az eldrejelzés bizonytalansagat az informacié birtokdban. Vé-
giil, ha 1étezik ,,a tokéletes informacid”, akkor ezt értelemszeritien csak egyvalaki is-
merheti, igy 0v¢é a totalis jovedelem, a modell eldrejelzése pedig egyértelmd, zéro bi-
zonytalansdg mellett. A klasszikus Shannon-entropia novekvd értékkel egyre egyen-
letesebb eloszlast jelez, tehat egyenldségi mutato.

A bizonytalansag csokkenését, kdzeledését a hir hatdsara a totalis bizonyossag
iranyaba — a lehetséges maximalis és minimalis szint kozotti terjedelmen — az 0n.
pszeudo-R2 illeszkedési mutatd szamszerisiti relativ (szdzalékosan értelmezendd)

formaban: R> :l—H(r)/ln(n) .

2 A kozelités a logaritmus fiiggvény r=1 pontban torténd Taylor-soranak linearis tagjat hasznalja:

In(r)~(r—1)=d . Ha példaul r= 1,01, akkor az egzakt hozam d =r—1=0,01, azaz | szézalék hozam, a k-
zelit6 hozam pedig D=In(1,01)=0,00995.
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Az egyenlétlenség mérésére azonban — szemben a Shannon-entropiaval — célsze-
il olyan mutatot alkalmazni, mely ndvekvdleg az egyenldtlenség emelkedését jelzi,
és tobb hangsulyt helyez az eloszlas szegényebb, alsé szegmensén torténd valtoza-
sokra. Ezeket a szempontokat teljesiti a jol ismert generalized entropy (GE) mérték,
mely egy o paraméterrel figyelembe veszi az egyenldtlenséggel szemben érzett
averzioé mértékét is. Ezek értelmében az o paraméteri altalanositott entropia (Cowell
[1977]; Bourguignon [1979]; Shorrocks [1980]; Cowell-Cuga [1981a], [1981b])
formulaja az /1/ és /3/ jelolésekkel

1 u o
GE(a)=———— [ —1], 0,a#1,
() na(a—l)igf () a#0,a# /5/

ahol L’Hospital-hatarértékben — és /4/ alapjan

GE(1)=L 31D, =in(n) - H(r) , /61
ni=1
GE(0)=—~-3D,=-D . 71
ni=1

A GE(o) index az egyenl6tlenség mutatoja, novekvo értékkel az egyenletes el-
oszlastol valo tavolodast jelezve. Alacsonyabb o nagyobb sulyt ad az eloszléas al-
sobb szegmensén, mint a fels§ szegmensen torténd transzfervaltozasra.’

Ertelmiiket tekintve a két o-specifikus GE-index a két nevezetes Theil-
egyenldtlenségi indexet jelenti, rendre:

— GE(1): aredundancia Theil;-indexe (Theil [1967]) és
— GE(0): a mean logarithmic deviation (MLD), avagy Theil,-index
(Theil [1967] 125. old.).*

1.2. A Theil-kovariancia

A cikk a relativ jovedelem és a log-hozam kozti kovarianciat Theil-kovariancia
elnevezéssel vezeti be, és definialja az alabbi modon

Cr = Cov(r,D). /8/

3 A GE-index egy tovabbi paraméterrel torténé kiterjesztését lisd Cowell [2005].
4 GE(1) megszokott jelolése az irodalomban 7}, mig GE(0) jeldlése Th. Az MLD mérészam magyar jove-
delmi adatokra val6 egy alkalmazasat lasd Toth Istvan Gyorgy [2003].
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A Theil-kovariancia tartalmat a GE felbontasa adja /1/, /3/, /6/, /'1/ alapjan, mely
(tekintve, hogy 7 =1)

CT:%i%,,iDi_f.B:GE(l)JrGE(O) : 9/

A Theil-kovariancia jelentése: az MLD eltéréssel novelt Theil-redundancia index,
és Cr eleget tesz mindazon kritériumoknak melyeket MLD és T teljesit, igy a Pigou—
Dalton-transzfer érzékenységi kritériumnak is.b A Cr kovariancia novekvd értéke
emelked6 korrelaciot mérve azt jelzi, hogy a D log-hozam egyre redundansabba valik
mert d egzakt ismerete Snmagéaban tartalmazza a relevans szorodasi informaciot.

2. A Theil-matrix és a Theil-variancia definialasa

Az egyenlétlenséget a tanulmany mint a szo6rodas egy megjelenési formajat tekin-
ti, ezért fokat is mint a széroédas fokat méri. Tobbvaltozos megkdzelitésben a szord-
das klasszikus mértéke az un. generalized variance (altalanositott variancia — GV)
mutatd, formalisan az aktudlis valtozok kovarianciamatrixanak a determinénsa.’
Kuleskérdés tehat a megfeleld kovarianciamatrix megadasa.

2.1. A Theil-matrix

A tanulmany altal bevezetett 1j egyenldtlenségi matrix — terminologiank szerint —
a Theil-matrix. Az egyszerliség kedvéért az egydimenzids-kétvaltozos (r, D) esetben
a Theil-(kovariancia) matrix definicioja
Valtozo | r D
C,= r Var, C; | /10/
D C, Var,

SBéra [GE(]) + GE(O)] /2 atlagot az irodalom szimmetria tulajdonsaga miatt hasznalja, a GE(1)+GE(0)

Osszeg kovarianciatartalmanak felismerése és a kovarianciamatrix alkalmazasaig valo tovabbvezetése a szerzo
6nallo eredménye. Szimmetria esetén a mutatd invarians az (x), vagy (1/x) argumentum hasznalatara.

% Erzékeny a regressziv transzfer mértékére és helyzetére az eloszlasban: a regressziv transzfer egy adott
jovedelmi tételt elvesz, és egy gazdagabbhoz csoportositja at. Tovabbi, az egyenldtlenségi indexekkel szemben
tamasztott altalanos axiomatikus kritériumok targyalasat lasd példaul Cowell [2009].

7 Az ltalanositott variancia két- és tobbvaltozos bemutatasat 1asd példaul Hajdu [2003] (59-60. old.).
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ahol Var a relativ jovedelem és a log-hozam variancidkat jeloli és Cr a Theil-
kovariancia.

2.2. A Theil-variancia

Az egyenldtlenség mértéke definicionk szerint a Theil-matrix determinansa, a
cikk terminologiajaban a Theil- (&ltalanositott) variancia, melynek formuldja kétval-
tozds esetben

Tgy =det(Cy)=Var,Var, - C; . /11/

Ha r a D log-hozammal gyengén korrelal — vagyis a relativ jovedelem és a log-
hozam ko6z6tt alacsony a redundancia —, akkor Var, és Varp egyiittes informacidja
sziikséges a szorodas méréséhez, ha viszont a redundancia jelentds, akkor a Var,Varp
fels6 korlat a redundancia mértékében redukalando.

Lévén Tgy szorddast mér, igy értéke az egyenltlenség novekedésével nd, also és
fels6 korlatai pedig rendre

0<T,, <VarVar, . 12/

Az egyenldtlenség novekedésével a Var, variancia és vele Varp emelkedik, a Tgy
rés tagul, de a tagulast a Theil-kovariancia (6sszetevdinek megfeleld novekedésén
keresztiil) mérsékli.

A fels6 korlatot az ,,1” értékhez igazitva, a pszeudo—R2 tartalmi normalizalt érték

2
o Ty —1— G
GV =

= :l—Corrz(r,D) , /13/
Var, Vary, Var,Vary,

mely a Pearson-determinacié komplementereként az eloszlas egyenletességének a
csokkenését adja az aktualis eloszlas ismeretében.

A Theil-matrix elemeinek értelmezését segitik a felismerések, miszerint
Var, =2GE (2) az Y jovedelmek Vy relativ szorasanak a négyzete és Var, =Var,,, .

Ezzel a Theil-matrix tartalma

Viltozo | r D
Cr= r Vy =2GE(2) GE(1)+GE(0) . /14/
D | GE(1)+GE(0) Var,y
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A Theil-variancia tehat egyidejlileg négy egyenldtlenségi index hatasat is maga-
ban foglalja, nevezetesen:

1. Vy: ajovedelem variacios koefficiense (relativ szorasa),
2. Varyy: a logaritmikus jovedelmek variancidja,

3. GE(1): a Theil-redundanciaindex,

4. GE(0): a Theil-mean-logarithmic-deviation index.

Ujra hangstlyozzuk, hogy a 2., 3., 4. indexek logaritmus alaptiak, tehat hatasuk
tompitja az aszimmetriabol eredd torzitast statisztikai tesztek alkalmazasakor. Geo-
metriai interpretacioban 7y annak a paralelogrammanak a négyzetes teriilete, melyet
az n-dimenzios QO origdbdl az r és a D pontokba mutatd vektorok feszitenek ki, ahol
o, és op a megfeleld vektor hossza, y pedig a két vektor hajlasszoge:

Ty = (GrGD sin y)2 =Var.Var, (1 —cos” y) = s/
= Var.Var,, —Var,Var,Corr* (r,D) =Var.Var,, — Cov* (r,D).

1. abra. A Theil-variancia geometriai interpretdcidja

r

T =Toy

(o) D
Gp

Az 1. ébra felhivja a figyelmet, hogy a tobbvaltozos egyenlétlenség mértékében a
egy, akar tobb dimenzidban — elengedhetetlen. Az 1. abra mutatja, hogy ha Corr(r,D)
emelkedik, vagyis a hajlasszog csokken, akkor a redundancia novekedésének hatasa-
ra az altalanositott variancia mértéke csokken és megforditva. Egy dimenzidérdl ket-
tore térve az abrazolas mar nem lehetséges, mert a véaltozok (tengelyek) szama négy-
re emelkedik.

Modellpélda

A kalkulaciok konnyl ellendrizhetdsége érdekében tekintsiink egy szdztagu tar-
sadalmat, ahol a rendezett jovedelmi konfiguracio: Y = [1,2,3,...,98,99,100]. Az at-

¥ Itt jegyezziik meg, hogy GE(2) egyben a Hirschman—Herfindahl-indexet adja. A négy index tulajdonsaga-
inak részleteit lasd Cowell [2009].
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lag és a median egyarant 50,5, GE(1) = 0,18827, GE(0) = 0,28458, VY2 =0,32673,
Varyy=0,85267."
A Theil-kovarianci a GE-felbontéasa az el6bbi adatokkal

C, =0,18827+0,28458 = 0,47285 , /16/
majd a Theil-matrix
Viltozo | r D
Chai= 7 0,32673 0,47285 17/

D |0,47285 0,85267
¢és végiil az altalanositott Theil-variancia
1;, =0,32673-0,85267 -0, 47285 =0,05501 , /18/

melynek normalt pszeudo-R* értéke

, _ 0,05501
¥ 0,32673-0,85267

=0,19744 . /19/

Az egyenldtlenség abszolut mértéke 0,05501, ami az aktualis eloszlas 19,744 sza-
zalékos tavolsagat jelzi a totalis egyenldség — a totalis bizonytalansag — allapotatdl.
Mindezek alapjan az egyenldtlenség intenzitasa mint pszeudo-R érték adodik

Rsy =~/0,19744 = 0,44434 . 120/

3. A Theil-variancia diszkriminanciaanalizise'’

A kategoria kimenetii, diszkriminator valtozo egyenldtlenségre gyakorolt diszk-
riminativ hatasanak jellemzésére, a tarsadalmat g=1,2,...,G csoportra bontjuk. A
csoportok szama és kialakitasuk mddja tetszéleges lehet. Az egyszeriiség kedvéért e

’ A Gini-index értéke dsszehasonlitasul: 0,33333.

1% Osszehasonlitasul a Gini- és a generalized entropy (GE) -felbontasok Osszefoglalasat lasd példaul
Mussard—Seyte—Terraza [2003].
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fejezetben elébb csak két szomszédos csoportra, szegényekre és nem szegényekre,
tehat egy also és egy felso szegmensre tagolunk, adott szegénységi kiiszob alapjan.

3.1. A Theil-matrix kiilso-bels6 felbontasa
és a Wilks’ lambda-hanyados

A csoporthatasok szdmitasanak alapja a Theil-matrix kiils6-belsé dekompozicidja

srcr

Crieit = Cxss T Chetss » 21/
ahol Cgyiss a kiilsd, Cgess pedig a belsé kovarianciamatrix jelolése. Tartalmilag a
kiils6 kovarianciamatrix a csoportatlagokkal kisimitott valtozok kovarianciamatrixa,
mig a belsd kovarianciamatrix az atlagos csoporton beliili kovarianciamatrix.

A bels6 kovarianciamatrix formalisan a
G
CBels()’ = Z ngCT[g 122/
g=1

stulyozott atlag, ahol n, a g csoport népességaranya (6sszegiik = 1), Cy, pedig a g
csoport atlagolandd Theil-matrixa. A belsé kovarianciamatrix elemei rendre a sze-
gény és a nem szegény kovarianciamatrixok megfelelé elemeinek a stlyozott atlagai,
sulyként a népességi aranyokat hasznalva.

Legyen a szegénységi kiiszob a median jovedelem 60 szazaléka, ami az als6 30
szazalék népességet klasszifikalja szegényként. A kiiszob tehat 30-70 szazalék
aranyban bontja ketté a tarsadalmat, igy a belsé Theil-matrix

Viltozod ‘ r D
r 0,12087 0,13163 , 123/
D 0,13163 0,28708

C

Belsé

=0,3- Cypeqeny +0,7-C

Nemszegény =

ahol az atlagoland6 csoporton beliili Theil-matrixok

Valtozo r D
Copgeny = T 0,02938 0,13194 és /24/
D 0,13194 0,69913

""" A kovarianciamatrix kiilsé-belsé felbontasara, és a Wilks’ lambda szdrmaztatisara egy szampéldat ad
Hajdu ([2003] 101-105. old.).
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Véltoz()| r D
Cremszegeny = T 0,16008 0,13150 . 25/
D |0,13150 0,11049

A totalis Theil-matrix felbontasa tehat (a kiilsé Theil-matrixot kivonassal hata-
rozva meg):

Totalis | r D
Cpa = r | 032673 0,47285=
D ‘ 0,47285 0,85267
Kiilsé | r D Bels6 | r D
= r 0,20586 0,34122+ r 0,12087 0,13163.
D ‘ 0,34122 0,56559 D |0,13163 0,28708

126/

A csoportositas irrelevancidjat a tobbvaltozods statisztikai irodalom szerint a
Wilks’ lambda-hanyados méri, mely a bels6 altalanositott variancia és a totalis alta-
lanositott variancia hanyadosa, tehat a belsé és a totalis kovarianciamatrixok deter-
minansainak a hanyadosa

Wilks' lambda = 2 Ceelss 127/

det Cryg;

A Wilks’ lambda értelme a kategoriak altal a totalis varianciabol meg nem ma-
gyarazott rész, ezért komplementere tartalmilag varianciahanyados (variance
explained) tipusi VE mutato.

A belsd Theil-matrixbél a Wilks’ lambda értéke'

_ 2
VI/ilks’lambda:O’12087 0,28708-0,13163 _0,31585 . 8/

0,05501

ahonnan a VE mutatd alapjan az alkalmazott szegmentacio (jelenleg a szegénységi
kiiszob) diszkriminalo ereje

VE =1-0,31585=0,68415 . 129/

2
12 A belsé altalanositott variancia pszeudo-R2 normalasa: R* :&:0,4993. E szerint a
0,12087-0,28708

belsd variancia 49,93 szazalékban kozelitette meg a lehetséges maximalis értékét.
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A szegénységi kiiszob 68,415 szdzalékban magyarazza az egyenlGtlenséget, és
kapcsolata az egyenl6tlenséggel /VE =0,82714 intenzitasu.

3.2. A kanonikus korrelacio megkozelités

Bar VE a kiils6 egyenldtlenség hatdsat méri, szamitdsdhoz a kiilsé Theil-
determinans értékén keresztiil nem vezet t, mert

1. a Theil-matrix additiv felbontasa a komponensek determinansai-
ra nem érvényes

det Cyy g # det Cyyys +det C 130/

elsG -

2. Ha a csoportok szama megegyezik a valtozok szdmaval (mint
példankban konnyen ellendrizhetd), akkor a kiils6 determinéns értéke
mindig zéro, akkor is, ha a kiilsé variancidk-kovarianciak nem zérok."

Mindazonéltal a komplementer Wilks’ hanyados kiilsd tartalma és kiilsé szdmita-
si modja megadhat6 a kovetkezd alternativ megkozelitésben. Tekintsiik az r relativ
jovedelem és a D log-hozam linearis kombinacidjat

A=wr+w,D . /31/

A w stlyokat ugy valasztjuk meg, hogy A bels6 variancigja legyen az ,,1” értéken
normalt és hozza képest a kiils6 variancia értéke maximalt. A kiilsé variancia maxi-
malt értéke nem mas, mint a Cjl,  Cy,.c ANOVA-matrix pozitiv A sajatértéke.'

Bels6
Esetiinkben A = 2,16609, tehat A varianciaja (1 + 2,16609), a kiils6 variancia ara-
nya pedig definici6 szerint a négyzetes kanonikus korrelacio'

o2 216609

=0,68415 , /32/
3,16609

ami a 0,31585 Wilks’ hanyados VE komplementere, aminek pozitiv gyoke a Rho-

. JORTe!
kanonikus korrelacio'®

'3 példaul két csoport két , kiils6” pontja maradék nélkiil magyarazhaté két valtozoval, azaz két paraméterrel.

'* A kanonikus korrelacio és a diszkriminanciaanalizis kapcsolatinak elméleti és szamitasi részleteit illetd-
en lasd példaul Hajdu ([2003], [2010]). A maximalt kiils6 varianciat biztositd w stilyokkal A szokasos megne-
vezése: kanonikus diszkriminanciavaltozo.

' Ez az eredmény értelemszeriien megegyezik a /29/ szerint szdmitottal.

' E korrelacié masik megkozelitésben a szegény és nemszegény dummy véltozé, valamint az » és D valto-
z0k altal adott két valtozokor kozotti kapesolat szorossagat méri.
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Rho =+/0,68415 =0,82714 /33/

Egydimenzios-kétvaltozds esetben hangstilyozzuk, hogy két olyan csoportra, me-
lyek beliil nem szérédnak, Rho értéke mindig 1."” Ez a helyzet akkor is, ha mindenki
jovedelme egyenld, kivéve egyetlen outliert. igy Rho = 1 akkor is, mikor az egyetlen
outlier kap mindent.

3.3. Homogenitasvizsgalat

A klasszikus Box-M-statisztika alapjan a sokasdgi kovarianciamatrixok egyezo-
ségének a tesztelésére is lehetdség nyilik. Szegényekre és nem szegényekre bontva a
tarsadalmat, a hipotézis

Hy:X

z 134/

Szegény = Nemszegény >
ahol ¥ a sokasagi csoporton beliili kovarianciamatrix jeldlése. A hipotézis tesztelésé-

re szolgalé Box-M-statisztika likelihood-ardny (LR) proba, melynek formulaja:'®

Box-M = g%(ng —1)[lndetCBe,S6 —lndeth], /35/

ahol példankban (a kovarianciakat itt korrigaltan szamitva és egy tizedesre kerekitve'”):

1. In det(CBels(g) ~—4,0,
2. In det(CSZegény) ~-5,7,
3. In det(CNemszegeny) =—7,8.

A homogenitas-tesztstatisztika értéke a fenti eredményekkel
M =29-(-4,0+57)+69-(-4,0+7,8)=3115 , /36/

amelynek szignifikanciaértéke F-tesztet alkalmazva és kerekitve 0,000, tehat a cso-
porton belilli Theil-varianciak minden szokasos szignifikanciaszinten kiilonbdznek
egymastol.

17 Visszautalunk a 13. labjegyzetre.

'8 Az M-statisztika tesztelését lasd Michaleczky ([1986] 67—68. old.), az LR-teszt elv leirdsat pedig Hunya-
di ([2001] 369-376. old.).

' A kovariancia nevez6jében a mintaméretet itt 1-gyel csokkentve, a belsé kovarianciamatrixban az tin.
pooled kovariancidkat szamitjuk.
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Az M-statisztika additiv struktaraja lehetové teszi végiil az egyes ,kategoriak”
szazalékos hozzajarulasainak megadasat is a belsé egyenlétlenség mértékén beliil:

v - 29-(—4.0+5.7)
S 29 (~4.0+5.7) +69-(—4.0+7.8)

=15.8% » 137/

69-(—4,0+7.8)
MN

iy = =84,2% - /38/
sy 9. (<4,0+5,7) +69-(~4,0+7,8) ’

Ezek szerint a szegények kore 15,8 szazalék aranyban jarul hozza a belso egyen-
16tlenség mértékéhez.

4. A Theil-matrix tobbdimenzios kiterjesztése

o7

. . ., L, , . , 20 vt s e
Bovitsiik a dimenzidk szamat haromra: jovedelem, kiadas, vagyon.”™ Jelolésiink
szerint:

—arelativ jovedelmek rendre j = Fisvedelem » & = Fkiadds> V = Fvagyon »
— a log-hozamok pedig J = Djsvedelem, K = Dxiads> V= Dvagyon-

A p =3 dimenzids vizsgalat egy hatvaltozos esethez vezet, ahol a C) Theil-
kovarianciamatrix:

Valtozé | j k v J K v
J C, Cy C, C; Cyx Cy
k Ci Cu Cun Cy Ck Cy
CT(6,6) =V Cvf Cu Cy Cy Cx Cy . /39/
J CJJ CJk CJv CJJ CJK CJV
K CKj CKk CKv CKJ CKK CKV
v CVj CVk CVv CVJ CVK CVV

2 Trodalmi Gsszehasonlitasul: A GE-index tobbdimenzios kiterjesztéseinek kiilonféle modjai olvashatok
tobbek kozott: Maasoumi [1986], [1998] Tsui [1995], [1999], Vega-Urrutia—Volij [2011], Lugo [2005]. Egy
masik, a Gini-index tobbdimenzios altalanositasat adja Gajdos—Weymark [2003]. Egy 1j, tn. ,,hybrid” tobbdi-
menzids egyenl6tlenségi mértéket definial Araar [2009], mig a tobbdimenzids egyenlétlenségi 6sszehasonlita-
sok kérdését Duclos—Sahn—Younger [2009] targyalja.
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Altalaban p-dimenzios esetben a Theil-matrix C(yp, 25, melynek determinénsa érte-
lemszertien a ,.kiterjesztett” Theil-variancia egyenldtlenségi mérték

T., =det(CT(2p’2p)) _ 40/

Az elemi kovariancidk értelmezése (a tobbi kovariancia értelmezése analdg):

1. Cy;: arelativ jovedelem variancidja,

2. Cy; - arelativ kiadas és a relativ jovedelem kovariancigja,

3. Cj : a jovedelmi valtozok kovariancidja,

4. Ck; : a kiadasi log-hozam és a relativ jovedelem kovariancigja,
5. Cyy: ajovedelmi log-hozam variancigja,

6. Ck;: a kiadasi és jovedelmi log-hozamok kovariancidja.

Tey mint determinans maximalis értékét korrelalatlansag esetén veszi fel, ekkor a
kovarianciamétrix diagonalis, determinansa a diagonalis variancidk szorzata. Ezzel a
(0,1) intervallumra val6é normalésa

Rl =—r /41/

Kiemelendd, hogy tobbdimenzios esetben a Tgy(2p, 2p) kiterjesztett Theil-variancia
nemcsak a valtozokozi, hanem a dimenziokozi és a keresztkorrelaciokat is figyelem-
be veszi.

Csoportositas esetén a CphsCrus ANOVA-matrixnak altalanossagban
m=min{2p,G—l} pozitiv As sajatértéke van, melyek a A;s valtozok kiilso

varianciai. A A; dimenzidk relevancijja standard diszkriminanciaanalizis
(discriminant analysis) eljarassal tesztelhetd, és a dimenzidk stepwise algoritmus-
sal szelektalhatok. A Wilks’ lambda strukturaja a p-dimenzios esetben (lasd példa-
ul Hajdu [20107]):*'

Wilks’ lambda = []— 142/
5=1 1+ 7\.5

2 A tobbdimenziés egyenl6tlenségi dekompozicié moédszertani kérdéseit lasd példaul Zheng [2005],
Cowell-Fiorio [2010], Kobus [2011].
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4.1. Haztartasi koltségvetési példa,
telepiiléstipus szerinti dekompozicioval

[lusztrativ céllal haztartasokat tekintiink, melyeknél most: j az évi nettd jove-
delmet, £ az évi kiadast, v pedig tulajdont (lakas+gépkocsi) jelent. Az alkalmazott
csoportositas példankban a telepiilés tipusa: Budapest, Nagyvaros, Tobbi varos,
Kozsegek.

A Theil-variancia értéke”

Toy = det(CT(“) ) =0,0000198526 /43/
és a telepiiléstipus szerint csoportositva az ANOV A-matrix harom pozitiv sajatértéke
rendre

M=0,13671, A,=0,01977,  23=0,00220.
A Wilks’ lambda ebbdl

1

=0,8608. 144/
1,13671-1,01977-1,00220

Wilks’ lambda =

gy a telepiiléstipus a jovedelem, kiadas, vagyon egyiittes egyenlStlenségbdl
13,92 szazalékot magyaraz, kapcsolata pedig az ,,oblique pontfelhdk” kiilsé szoroda-
saval a globalis pontfelhd koriil Rho=+/0,1392 =0,3731 intenzitasu.

4.2. Homogenitasvizsgalat

Ketténél tobb (a példabeli négy) sokasagi kovarianciamatrix azonossagat allitd
hipotézis:

H 0- zB’ua’apest = ENagyva'ros = 2Tb'bbiva'ros = sz'zség > 145/

ahol ¥ a sokasagi kovarianciamatrixot jeloli. A megfeleld mintabeli statisztikak (te-

lepiiléstipus szerinti log-determinansok) értékei kovetkezok:>

2 Ennek normal6 tényez6je (a Theil-matrix f64tlo elemek szorzata) 0,0123, de a csoporthatés elemzése
szempontjabol a nagysagrendnek nincs jelentdsége.
B n det(Cgess) =—10,975, ami az Gn. ,,pooled” kovarianciamatrix log-determinansa!
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In det(CBudapest) = 78,183 5
In det(CBels(’S) —In det(CBudapest) = _23792 5

In det(Cagyviros) = —11,865 ,
In det(CBels(’S) —In det(CNagyvéros) = 09890 5

In det(Crsbbiviros) = —12,355 ,
In det(Cgeiss) — In det(Cropbivaros) = 1,380,

In det(CK('izségek) =-12,616,
In det(CBeISG) —In det(CKézségek) =1,641.

A telepiiléstipusok népességaranyai a mintaban rendre 0,158, 0,228, 0,272, 0,342.
Box-M =4907,486, az F-teszten alapuld 0,000 szignifikanciaértékkel, tehat a cso-
porton belilli Theil-variancidk minden szokasos szignifikanciaszinten kiilonbdznek
egymastol.

Egyediil Budapest hatasa negativ —2,792, er6sen atlag alatti. Valamennyi telepii-
1éstipus hatdsat pozitiv értékii skalan rangsoroland6, Budapest hatdsat pozitiv eldjel-
lel minimalis értékként rogzitve, a tadvolsdgdrzo transzformalt skala értékei:

— Budapest = 2,792,

— Nagyvaros = 6,474,

— Tobbi varos = 6,964,

— Kozség = 7,225, ahol példaul 7,225 = 1,641 + 2abs(-2,792).

A telepiiléstipusok sulyozott, relativ hozzajarulasai a belsé egyenldtlenséghez
rendre:

My = 0,158-2,792 ~11.9% , 146/
P 0,158-2,792+0,228-6,474+0,272- 6,964 +0,342 - 7,225

My = 0,228-6,474 —27.6% » 147/
o 0,158-2,792+0,228-6,474+0,272- 6,964+ 0,342 - 7,225

My = 0,272-6,964 —29.7% , 148/
0,158-2,792+0,228-6,474+0,272- 6,964 +0,342-7,225

M. . =
Komte = 0,158-2,792+0,228- 6,474 +0,272 - 6,964 + 0,342 - 7,225

A belsd egyenldtlenséghez Budapest jarul hozza a legkisebb (11,9%) mértékben,
¢és a kozségek a legnagyobb (30,8%) mértékben.
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5. Theil-variancia alapu szegénységi mértékek

A szegénységi P mérték altalanossagban a szegénység kiterjedtségének, intenzita-
sanak és az eloszlasanak az ered6je. A mérdszam formalis ,,P”” megadasa — adott z kii-
szOb mellett — vagy a csonkolt, vagy a cenzordlt eloszlasra épiil. Mig a csonkolt elosz-
las elhagyja a kiiszob folotti tagokat, addig a cenzoralt eloszlas megtartja, de értékeiket
a kiiszob szintjével helyettesiti. A Z; dimenzi6 cenzoralasa a z; kiiszob mellett:
yﬁzmin{Zﬂ,zj}, i=12,...n. /50/

Jelen cikk a cenzoralt elvre épitve definial tobbvaltozds-tobbdimenzids P mérté-
ket:** A szegénység tobbvaltozos, tobbdimenzids mértéke definicionk szerint a

cenzoralt y eloszlasok egyiittes, tobbdimenzios Theil-variancidja. Specialisan egydi-
menzios-kétvaltozds esetben az y eloszlas cenzoralt Theil-matrixa

Valtozo | r¢ D¢
C;=C(y)= Var:  C; /51/
D¢ cs Var

melynek determinansa
c C c c C2
Gy = det(CT ) =Var, -Var, -C; 152/

ami normélt pszeudo-R® valtozatban

2 A cenzorélt eloszlas szegénységi alkalmazasat Hamada—Takayama [1978] és Takayama [1979] vezette
be az irodalomba. A Sen—Shorrocks—Thon (SST) (Shorrocks [1995] médon korrigalt Sen-index) a legismertebb
egydimenzios, és az Alkire—Foster [2009] médon korrigalt Foster—Greer—Thorbecke- (FGT-) index), illetve a
Lugo—-Maasoumi [2008] -indexek a tobbdimenzids alkalmazasok. A Lugo—Maasoumi-indexcsalad informacio-
elméleti megalapozottsagl, mely specidlis esetként tartalmazza a Tsui [2002] és a Bourgougni—Chakravarty
[2003] indexeket is. A tobbdimenzids szegénységi indexek Osszefoglalo attekintését egyébként lasd Ravallion
[2011]. A tobbdimenzios témakorben meghatarozd tovabbi tanulmanyok: Anand—Sen [1997], Chakravarty—
Mukherjee—Renade [1998], Atkinson [2003], Thorbecke [2008], Chakravarty—Silber [2008], Kakwani—Silber
[2008].

A klasszikus egydimenzios szegénységi index-elvek 6sszefoglalo bemutatasat lasd Foster—Sen [1997],
Zheng [1997]. A mddszertan fejlodését illetéen a kovetkezd indexeket emeljiik ki: Watts [1968], Sen [1976],
Anand [1977], Hamada—Takayama [1978], Thon [1979], Kakwani [1980], Takayama [1979], Clark—Hemming—
Ulph [1981], Chakravarty [1983], Blackorby—Donaldson [1980], Foster—Greer—Thorbecke [1984], Hagenaars
[1987], Atkinson [1987], Shorrocks [1995].
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2

Cr

—_—. 153/
Var, -Vary,

R} =1-

Mivel a cenzoralt eloszlas csak a szegényjovedelmeket és a kiiszob szintjét
ismeri, igy csak az aktualis kiiszobalattisag informéacidit tiikrozi. A cenzoralt el-
oszlas altalanositott varianciaja tehat novekvo értékkel a szegénység névekvo fo-
kat jelzi.

Az R,% szegénységi mérték orokli a Theil-variancia tulajdonségait, és a cenzoralt
eloszlason torténd kalkulalasabol eredo tovabbi jellemzoi a kdvetkezok:

1. Az R,ZJ szegénységi mérték eliminalja az index formuldjabol a
szegények explicit 1étszamaranyat, mivel ez a hatds implicit moédon az
értékében érvényesiil.

2. A ,,z” kiiszob emelése tobb szegénységet indukal, tobb szegény-
ségi informécioval, melynek cenzoralt Var,Varp fels6 hatara egyiitt né
a kiiszobbel.

3. A cenzoralas a tarsadalmat kiiszob alattiakra és éppen a kiiszob
szintjén levokre bontja, igy a kiils6-belsé kovariancia-felbontas sze-
gény vs. kiiszob tekintetben értendo.

4. A bels6 varianciat csak a kiiszob alattiak szérddasa és 1étszam-
aranya mozgatja.

5. A Kkiils6 variancia a kiiszob alatti atlagos szegény és a kiiszob-
szint variancidjat méri, igy jelentése az atlagos szegény altal a kiiszob
szintjén élokkel szembeni deprivaciéo mértéke.

6. A tarsadalmat exogén valtozok szerint csoportositva (varos-
vidék, férfi-n6, aktiv-inaktiv) a szegénység foka kiilsd-belsé szem-
pontbol és a belsd szegénységhez vald hozzdjarulds mértéke tekinteté-
ben is dezaggregalhato, jellemezhetd.

7. A szegénységi kiiszob megadhatdé dimenziokra szeparaltan,
aggregaltan is.

8. Az R,% szegényseégi mérték figyeli a dimenzidk korreldcioit és

aszimmetrikus voltat is.

Modellpélda

A szazf6s példaban a cenzoralt eloszlas: y = {1,2,...,29,30/30,30,...,30}, melyre a
Theil-matrix
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Viltozo | 7 D°
CCT = r° 0,10127 0,18627 /54/
D¢ 0,18627 0,38463

a cenzoralt Theil-variancia
Ty, =0,10127-0,38463—0,18627° =0,004257 s /55/
melynek pszeudo-R? értéke

2
R} _oQI8R2T 10009, /56/
0,10127-0,38463

ahonnan
Ry =+/0,10929 =0,3306 . 157/

Az alkalmazott szegénységi kiiszob szintje altal az aktualis eloszlas szegénységi
mértékébdl megmagyarazott hanyad 10,929 szazalék, és a szegénység 0,3306 inten-
zitassal valosul meg.

A szegénységi mérték szegény vs. kiiszob csoportkozi elemzése a cenzoralt
Theil-matrix

Chheit = Ckass + Cheiss /58/

felbontasan alapulva, egy altalanositott szegénységi arany és egy altalanositott
deprivacidarany-mutatohoz vezet el, a kdvetkez6 tton.

Példankban a kiiszob kettébontja a tarsadalmat 30-70 szazalék ardnyban, ahol a
belsd Theil-matrix

Véltozé| 7 D¢
+0,7-0.= ¢ |0,03416 0,07793 , /59/
D¢ | 0,07793 0,20974

¢ = .
Bels6 — 0’3 CSzegény

ahol az atlagoland6 csoporton beliili Theil-matrixok
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Véltozc’)| I Df
Copgny= 7° | 011387 0,25976 és 160/
D¢ 025976 0,69913
Valtozéd | ¢ Df
0=+ [0 0. /61/

Igy a cenzoralt belsé Theil-variancia
T s = det(Chas ) =0,03416-0,20074-0,07793" =0,001092 , /62

mellyel a cenzoralt belsé pszeudo-R* értéke

Riuss = 0.001092 _ _ 55419 . 163/
0,03416-0,20974

Ertelmét tekintve a cenzoralt belsé R altalanositott szegénységi arany. Ugyanis a
belso variancia atlagos csoporton beliili variancia, ahol a cenzoralt eloszlasban a nem
szegények kovarianciamatrixa definicié szerint zér6 értéken rogzitett (0,), ezért a
belsd variancia n6, ha a) emelkedik a szegények aranya, vagy ha b) n6 a szegények
korében a Theil-variancia. Az altalanositott szegénységi arany példankban 15,241
szazalék, ami kisebb mint a H = 30 szazalék standard ,,head-count-ratio” 1étszam-
arany.

Tekintsiik most a szegénység harmadik tényezdjeként c) a szegények szegénységi
kiiszobbel szemben érzett deprivacidjanak a fokéat azzal a kovetelménnyel, hogy le-
gyen érzékeny a nem szegények népességi aranyara is, akik nem deprivaltak a kii-
szobbel szemben. Jelolje e hatast az IG (implicit gap, azaz implicit rés), és tételez-
ziink fel multiplikativ kapcsolatot a szegénységi komponensek kdzott. Ekkor implicit
modon a kiiszobbel szembeni IG deprivacio definicionk szerint

R}Z) :Réelsé AGyy - 164/
10,2 . .
Az Gy :1(5)—’9 =72% inflator (deflator) a szegények szegénységi kiiszobbel

szemben érzett deprivacidjanak a foka.
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Tobbdimenzios szegénységi dekompozicio

A dimenziok szamat tobbre — a haztartasi koltségvetési példankban mar alkalmazott
haromra (jovedelem, kiadas, vagyon) — bdvitve, a szegénységi mérték kalkulalasa és te-
leptiléstipusok szerinti felbontdsa kiterjesztett cenzoralt Theil-matrix alkalmazéasaval a
kovetkezd. A dimenzidkat a medianérték 60 szazalékanal cenzoralva a Budapest, Nagy-
varos, Tobbi varos, Kozségek csoportositas hatvaltozos diszkriminanciaanalizisének ha-
rom sajatértéke rendre: 0,1090, 0,0067, 0,0006, amibdl a Wilks’ lambda = 0,8952, komp-
lementerének a gyoke pedig a kanonikus korrelacio: Rho = 0,32373. A telepiiléstipus te-
hat 89,52 szazalékban nem magyarazza a haromdimenzios szegénységet €s kapcsolata a
szegénységi ,kockaval” Rho = 0,32373 intenzitasu.

Az eddigiekben a haztartasok éves Osszes kiadasat és jovedelmét, valamint a teljes
vagyonat tekintettiik. Attérve az egy fogyasztasi egységre vetitett szintre, az eredmé-
nyek az alabbiak szerint modosulnak. Tovabbra is a medianérték 60 szazalékanal
cenzoralva a Budapest, Nagyvaros, Toébbi vairos, Kozségek csoportok hatvaltozos
diszkriminanciaanalizisének harom sajatértéke rendre: 0,1238, 0,0054, 0,0005, amibdl
a Wilks’ lambda = 0,8847, a kanonikus korrelacio pedig Rio = 0,33956. A telepiilésti-
pus tehat 88,47 szazalékban nem magyardzza az egy fogyasztsi egységre jutd harom-
dimenzids szegénységet, és kapcsolata e szegénységi ,.kockaval” 0,33956 intenzitasu.

*

A tanulmany egy 11j egyenldtlenségi modszertant javasol, melynek alkalmazasa mas
teriileteken (példaul a szegénységi elemzésekben, a relativ deprivacio és a tarsadalmi
kirekesztés mérésében, de az informacioelméletben, vagy az adatbanyaszatban) is 1j
mddszertant eredményezhet. Az eljaras 1ényegében egy sokdimenzios ,,oblique térben”
hiuz6d6 pontfelhd varianciajat méri kompozit moédon, egyenldtlenségi tartalommal,
entropiaelméleti alapokon. A kulcsformula a tobbvaltozos statisztika ,,generalized
variance” mértéke, mely esetiinkben egy specialis entropia tartalmu kovarian-
ciamatrixra vonatkozik. Mivel a kovarianciamatrix altalanossagban csoportok esetén
dezaggregalhatd belso és kiilsd faktorok Osszegére, ezért a javasolt egyenl6tlenségi
mutatd is megadhato kiilsé és bels6 hatasok ereddjeként. igy a javasolt modszerrel
vizsgalhat6 a kiilonb6z6 dimenzioju szegénységi kiiszobok diszkriminativ hatasa a
szegénységi mérték tekintetében vagy az adott tarsadalmi-gazdasagi csoportositas
prediktiv ereje. Mindezen tul az egyes csoportok relativ hozzajarulasa a belsé egyenlot-
lenséghez is elemezhetd.
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Summary

The paper introduces a new multivariate methodology for measuring multidimensional inequal-
ity. The method proposed is based on the information theory generalized entropy indices and gives
a composite inequality measure of a multivariate oblique space. The key formula is the so-called
generalized variance metric applied to the special Theil covariance matrix yielding a between-
within effects decomposable index of the total inequality. Even in the case of only one dimension,
the new approach is multi (two) variate based. In addition, given a (socio-economic) segmentation
of the population, the contribution of an individual group to the within-groups” inequality can also
be quantified and ranked. Finally, the new inequality approach applied to a censored distribution
yields a multivariate-multidimensional poverty measurement. Dimension-specific poverty lines or
aggregate attribute poverty lines are also allowed.
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