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Korrelaciés matrixok tobbszor is szerepelnek a
gyakorlati szamitasok adatai kozott. Eléfordulhat
azonban, hogy példaul bizonyos kockazatoknak valod
kitettségek mérésekor a szamitasok eredményeként
kapott korrelacidés matrix (ami gyakran tovabbi szami-
tasok kiindul6 adata) az elméletileg helyestdl eltéréen
nem pozitiv szemidefinit, vagyis van negativ sajatérté-
ke. A pénziigyi alkalmazasok soran ez a jelenség sza-
mottevé gondot okozhat, és kialakulasat nem mindig
lehet automatikusan kizarni, igy érdemes a probléma
kezelési lehetdségeivel foglalkozni: a korrelacios mat-
rixok esetében ez tobbféle modon lehetséges, akar
elemeik bizonyos megfontolasok szerinti modositasa-
val is. A kovetkezékben néhany kezelési lehetdség jel-
lemzdit tekintjiik at.
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A kozonséges (Pearson-féle) linearis korrelacids egylitthatokat tartalmazo kor-
relaciés matrix elméletileg pozitiv szemidefinit matrix, amelynek sajatértékei
nemnegativ értékek. E jellegzetesség sokféle elemzési modszer elméleti megalapoza-
sdhoz jarul hozza, e nélkiil példaul a fékomponens-elemzésben sem lehetne a korre-
laciés matrix sajatértékeit a komponensek variancidiként értelmezni. A pénziigyi
szamitasokban (példaul bizonyos moédon korrelélt valtozok szimulalt értékeinek eld-
allitdsanal) gyakran alkalmazzak a korrelacios matrix Cholesky-felbontasat, ami
szintén nehézségekbe litkozhet negativ sajatértékeknél.

Egyértelmi tehat, hogy indefinit korrelacidos matrix jellemzéen alkalmatlan a
gyakorlati szamitdsokban vald szerepeltetésre. Létrejotte azonban nem automatiku-
san kizart: elegend6 lehet hozza annyi, hogy a korrelaciés matrix elemeinek szamo-
lasdhoz alkalmazott adatbazisbol bizonyos adatok hidnyoznak. Pénziigyi elemzések-
ben gyakran szamolnak korrelacios egyiitthatokat hozamadatok esetében (példaul a
pénziigyi elméletben a CAPM (capital asset pricing model — tOkepiaci arfolyamok
modellje) felépitésében is nagy szerepe van a korrelaciészamitasnak), a hozamada-
toknal pedig kiilonb6z6 kereskedési iddszakokban jelentkezhetnek adathianyok.
Ilyen helyzetben olykor kedvezObb megoldasnak tlinik, ha a szamitasok sordn, a le-
het6 legtobb adat alkalmazasa helyett a hidnyz6 adatoktdl teljesen mentes adattabla-
bol indulunk ki, &m ez indefinit korrelacios matrix kialakuldsdhoz vezethet. A gya-
korlati tapasztalatok azt mutatjak (erre utal példaul Jédckel [2002] is), hogy a pénz-
ligyi szamitasoknal nem elhanyagolhat6 probléma az indefinit korrelaciés matrix eld-
fordulasanak lehetosége.

Ennek kikiiszobolésére tobb megoldas is adddik, azonban a lehetdségek kozott
nincs olyan egyetlenként kiemelhet6 modszer, ami minden koriilmények kozott jobb
lenne a tobbi lehetséges eljarasnal. A megoldasi lehetéségek alapja gyakran a korre-
lacios matrix sajatérték-sajatvektor felbontasanak eredményeképpen kapott sajatérté-
kek elemzése, valamint ezek alapjan az eredeti problémas (indefinit) korrelacios mat-
rix elemeinek valtoztatdsa olyan modon, hogy ezt kovetden a korrelacidés matrix sa-
jatértékei mar nemnegativ értékek legyenek. Ezeket a korrekcidos modszereket termé-
szetesen akkor érdemes alkalmazni, ha valamilyen okbdl nincs lehetéség az elem-
zésben teljes korti, adathianyoktdl mentes adatbazis 1étrehozasara, vagyis megfeleld,
pozitiv szemidefinit korrelaciés matrix szdmolasara (vagy ez esetleg nem megfeleld
megoldas lenne, példaul mert tilsagosan kevés adat maradna igy az adatbazisban).

A tanulményban néhdny korrekciés mddszer fobb jellemzéit tekintjiik at. A kor-
rekcidos modszerek kozotti valasztas a gyakorlatban nem mindig egyszerli feladat,
mert a leginkdbb megfeleld eljards megtaldldsdhoz a problémas korrelacidos matrix
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kialakitdsdhoz alkalmazott adatok jellemzdit és a szdmolni tervezett eredmények sa-
jatossagait is érdemes figyelembe venni. A korrekcidos modszerek kdzott vannak ha-
sonlo elveken alapulok, de jelentds kiillonbségekkel rendelkezok is. Jelen tanulmany
f6 célja, hogy az indefinit korrelacios matrix 1étrejottének hatterében alld tényezok
bemutatasan til, a probléma fobb megoldasi lehetdségeit 6sszehasonlitva mutassa be.
A jobb attekinthetéség érdekében egy kisebb, harom valtozot tartalmazd példan
szemléltetjiik a megoldas levezetését. Néhany szimulacids elemzés eredményeit is at-
tekintjiik, az indefinit korrelacids matrix probléma eredetét kutatva, és néhany kor-
rekcids modszer korrelacios egylitthatok értékeire gyakorolt hatasait hasonlitjuk 6sz-
sze egyenletek alapjan és grafikusan is. A bemutatott eredmények alapjan lehetdség
nyilik a nagyobb méretii korrelacios matrixok korrekcidja soran alkalmazandd mod-
szer kivalasztasaval kapcsolatos fobb megfontolasok attekintésére is.

1. A korrelacios egyutthatok lehetseges értékei

A korrelacios matrix elméletileg szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix,
amelynek tehat sajatértékei nemnegativak. Ez a tulajdonsaga sokféle elemzésben kap
kiemelt szerepet. A sajatértékek és sajatvektorok definicidja alapjan R korrelacios
matrix példaul az egységnyi hosszisagu sajatvektorait tartalmazé V matrix és a foat-
loban a megfelelé sajatértékeket tartalmazd A matrix szerint is felirhatdé (Kovdcs
[2011] 93. old.):

R=V-A-VT. 1/

A sajatértékek nemnegativitdsa azért is fontos, mivel azok a fékomponens-
elemzésnél a sajatvektoroknak megfeleltethetd komponensek variancidiként értel-
mezhetk (ahogyan erre példaul Hajdu [2010] is utal), amelyek szérasnégyzetként
nyilvanvaléan nem lehetnek negativ szamok. A pénziigyi teriileten gyakran nagymé-
retli korrelacios matrixok fordulnak el6 a szamitasokban, amelynek elemeit (a korre-
lacios egyiitthatokat) nem feltétleniil egységes adatbazisbol szamoljak (amelyben
minden valtozonak minden megfigyelés esetében van értéke), igy el6fordulhat, hogy
korrekcid nélkiil a tovabbi (példaul kockaztatott érték (value-at-risk — VaR) kalkula-
cidhoz) kiszamolt korrelacidés matrix sajatértékei kdzott negativ érték is van. A korre-
laciés matrix korrekcidja tehat néha elkeriilhetetlen a pénziigyi szamitasok soran.
Jickel ([2002] 59. old.) e probléma megjelenésének gyakori példajaként emliti bizo-
nyos szarmaztatott pénziigyi termékek esetében a korrelacionak valo kitettség vagy
példaul a portfolio kockazatanak értékelését kisérd szamitdsokat. Ilyen helyzetekben
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nemcsak az esetleges adathiany okozhat korrekcidt igényld problémat, hanem az is,
hogy néha a szamolasokban nemcsak egyetlen, hanem tobb, bizonyos szempontbol
moédositott matrix is szerepel. Jdckel ([2002] 64. old.) a probléma felmeriilésére pél-
daként emliti azt a helyzetet, amikor valamely elemzésben a VaR érték korrelacios
paraméterektdl valo fliggésének értékelése torténik. Ebben az esetben még egy ere-
detileg pozitiv szemidefinit korrelaciés matrix valamely elemének — e hatas vizsgala-
ta érdekében torténd — megvaltoztatasa is eredményezhet indefinit korrelacids matri-
xot (mivel a pénziigyi alkalmazéasok sordn jellemzden érdemes tobbféle paraméter-
érték feltevésével is elvégezni a szdmitasokat). Ilyen helyzetben nem lehetséges pon-
tosabb adatgyiijtéssel, esetleges adathianyok megsziintetésével kikiiszobdlni a nega-
tiv sajatértékeket, hanem valamilyen korrekciés modszerre van sziikség a korrelacios
matrix esetében. Az adathianyos helyzet egyébként néha nem kiisz6bolhetd ki (pél-
daul mert a pénziigyi piacokon vald kereskedési adatok nem pontosan ugyanolyan
idépontokban hidnyoznak bizonyos adatsoroknal), ami szintén hozzajarulhat az
indefinit korrelaciés matrix probléméjanak kialakulasdhoz.

A korrekcio megfeleld modszerének kivalasztasat eldsegitheti a sajatértékek és a
korrelacios egyiitthatok kozotti kapcsolatok ismerete. Nagyméretii korrelacios mat-
rixoknal ezek az Osszefiiggések meglehetdsen bonyolultak, a kapcsolatuk lényege
ugy is megfogalmazhato, hogy a sajatértékekre érvényes korlatozasok (példaul, hogy
nem lehetnek negativ értékil sajatértékek) a korrelacids egylitthatok értékére vonat-
kozo6 korlatozast is jelentenek. Ezeket az 0sszefliggéseket a kovetkezokben egy ki-
sebb méretii, harom valtozot tartalmazo példan tekintjiik at.

Harom valtozo esetében, harom korrelacids egylitthatd értéke alapjan allapithato
meg, hogy a korrelacios matrix sajatértékei kozott van-e negativ érték. A korrelacios
matrix a definici6 szerint szimmetrikus (a foatloban természetesen egységnyi értékek
vannak), igy példaul, ha adott 1 és r, korrelacios egyiitthato értéke, akkor kiszamit-
hat6 r, korrelacids egyiitthaté azon értékeinek halmaza, amelynél a korrelaciés mat-
rix nem indefinit." Tekintsiik tehat a kovetkezékben az ezekkel a jellésekkel rendel-
kez6 korrelacios egylitthatokat tartalmazo matrixot:

1L n
R=|n 1 n|. 12/
ool

A korrelaciés matrix A, (i=1,2,3) sajatértékeit az R—A-E matrix determinan-
sa alapjan lehet meghatarozni (azt nullaval egyenlévé téve, mikdzben E az egység-

! A korrelaciés matrix elemeinek leirisanal altalaban sor- és oszlopindexet is alkalmaznak, mivel ebben a
példaban csak harom kiilonboz6 érték szerepel, igy a képletek jobb attekinthetésége érdekében egyszeriibben,
mindossze egyetlen also index alapjan kiilonboztetjiik meg a korrelacios egytitthatokat.
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matrixot jeloli). Ha tehat det(R) az R matrix determinansat jeloli, a sajatértékek a
/3/ egyenlet alapjan szamolhatok ki:

1-A A no1-A
(1-2)-det —7; - det +7, - det =0. /3/
rp, 1-A r, 1-Xk r K

Az R korrelacids matrix sajatértékei (ebben a harom valtozot tartalmazo esetben)
tehat harmadfoku egyenlet megoldasaibol szamolhatok:

(1—7»)3—(1—7L)-|:r12+r22+r32}+2-r1-r2-r3:O. 4/

Elméletileg egy harmadfoku egyenlet gyokei komplex szdmok is lehetnek, ame-
lyeknek értelmezése korrelaciés matrix sajatértékeként ebben az elemzési keretben
nem lenne megvalosithato. A kdvetkezOkben tehat minddssze azokkal az esetekkel ér-
demes foglalkozni, amelyeknél mindharom megoldés valds szam. Mivel a korrelacids
matrix egyébként csak valos szdmokat tartalmaz, ezért a sajatértékek is valds szamok,
tehat ez a korlat nem zarja ki a negativ sajatértékek I1étrejottének lehetoségét.

A harmadfokl egyenlet megoldasa alapjan (1 - X) érték esetében a valds megol-
dasok harom lehetséges értéke irhato fel. Az egyik megoldas:

2. 2. 2
(1—7»)1=2- M-cos l~arccos fih'h ) /5/
3 3 (z 2o
i)
3

A masodik és harmadik megoldas képlete a /6/ képletben viszonylag hasonld. A
megoldasok kozotti hasonlosag lehetévé teszi annak megallapitasat, hogy melyikbol
adodik a legerGsebb korlatozas a korrelacios egyiitthatd értékekre vonatkozoan.

2. 2, 2
B+ . I
(1-21),,=2 <1 0 )-cos 2 nil-arccos ' h /6/
(’”1 +7 +r3)
3
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A korreldciés matrix sajatértékei abban az esetben nemnegativak, ha az (1 —k)
értekekre kapott megoldasok mindegyike egynél kisebb. E harom korlat alapjan
meghatarozhatok azok a korrelacios egyiitthato értékek, amelyek alapjan a korrelaci-

srer

hat6, hogy:

—hhn

, 17/

0< l - arccos
3

INA
w|a

3
2 2 2
(}’i +}"2 + }”3 )

3

ezért az is belathato, hogy az (1 - k) értékekre kapott megoldasok koziil az /5/ kép-
letben szerepld (1 - 7‘)1 a legnagyobb, tehat a kovetkezdkben elegendd ezzel a korla-

tozassal foglalkozni a korrelacids egylitthatok lehetséges értékeinek keresése soran.
Bizonyos esetekben meglehetdsen sziik lehet azoknak az értékeknek a tartomanya,
amelyeknél a korrelaciés matrix nem indefinit. Ennek illusztralasara tekintsiik azt a
helyzetet, amikor példaul # adott érték és r, korrelacios egyiitthatd fliggvényében
megallapithatd, hogy nemnegativ sajatértékeknél r; milyen értékeket vehet fel.

1. dbra. Lehetséges egyiitthato értékek pozitiv szemidefinit korrelacios matrixnadl

~ )

]

02 %04 06 08

/

4

Forras: Sajat szamitas.
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Az 1. ébra r, =0 (kor alakt tartomany) és 7 =0,9 (nem kor alaku tartomany)
esetében mutatja, hogy milyen hatarok kozott lehet r, értéke (7, korrelacids egyiitt-
hato fliggvényében) pozitiv szemidefinit korrelacids matrixndl. A nagyobb 7 érték-
nél lathatoan sziikebb az r, korrelacios egyiitthatd lehetséges értékeinek tartomanya
(r, érték fiiggvényében), ami dsszhangban van azzal a gyakran emlitett megallapi-

tassal is, hogy ha harom valtozo esetében két korrelacios egyiitthato értéke abszolut
értékben magas, akkor a harmadik korrelacids egyiitthato értéke is ,,varhatéan” nagy
abszolut értékben. Az 1. abra fiiggdleges tengelye tehat a /2/ képletben szereplé mat-
rix 7, elemének esetében a lehetséges értékek halmazat hatarolo értékeket méri, a
vizszintes tengelyen mért 7, értékek filiggvényében (kiilonbozo 7 értékek esetében
eltérd ezen hatarolo értékek halmaza).

A lehetséges értékek tartomanyéanak alakja példaul azért kor r =0 esetében, mi-
vel ekkor

é‘arccos ihh = % . arccos(O) =

/8/
3

o a

2,2, .2
(7 +n +17)

3

Az (1-2) értékekre kapott megoldasok koziil természetesen ebben az esetben is
Y . T o8 5-m ., ,
az elsé a legnagyobb, mivel cos (gj > cos (Ej > cos [Tj . Ennek alapjan tehat r,

és r, kapcsolatdban az /5/ 0sszefiiggést figyelembe véve a kovetkezd egyenldtlenség

teljestil, ha a korrel4cios matrix nem indefinit:

2, 2
2-1/u-cos(£j£1. /9/
3 6

A /9/ egyenlétlenséget atalakitva r, és r; valtozok alapjan az eredményben az
egységsugaru kor egyenlete fedezhetd fel (ezt mutatja az 1. abra is):

\Ir22+r32 <l1. /10/
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2. Korrekcids megoldasok

Az egyik legegyszeriibb megoldas az lehet az indefinit korrelacids matrix korrek-
cidja soran, ha valamelyik adott korrelacids egyiitthatd értékének modositasaval sike-
ril kikiiszobolni a negativ sajatértékek megjelenését. Ez a lehet6ség nem idedlis
minden helyzetben, mivel nagy méretii korrelaciés matrixoknal nehéz lenne csak
egyetlen korrelacios egyiitthatd (a matrix szimmetridja kovetkeztében persze tulaj-
donképpen két egyiitthatd) valtoztatasaval megoldani a problémat. Azonban kismére-
tii korrelacios matrixnal — kiilondsen, ha példaul az egyik korrelacios egyiitthato be-
csiilt értéke nem teljesen tekinthetd preciznek — érdemes lehet megfontolni ennek a
lehetdségnek az alkalmazasat is.

Kisebb méretii indefinit korrelacios matrixoknal, ha erre mod van, a lehetséges
korrelacios egyiitthatok tartomanyanak grafikus megjelenitése eldsegiti a korrekciot.
Ez az eldzdkben leirtak alapjan ebben az elemzési keretben nyilvanvaléan akkor va-
losulhat meg, ha két korrelacios egylitthatod értékét adottnak tekintve a harmadikat
olyan moédon valtoztatjuk meg, hogy az mar a lehetséges értékek tartomanyaban (a
korrelacids matrix pozitiv szemidefinit) legyen. Ezt a lehet6séget példaul az # =0,9
esetben a 2. abra mutatja, amikor a korrelaciés matrix korrekci6 eldtt indefinit, de
példaul r, modositasaval (a ,,tulsagosan” alacsony érték mar megfeleld szintre ndve-
1ésével, vagy valamely magas érték csokkentésével a lehetséges értékek halmazanak
hatardig) mar nemnegativva tehetdk a sajatértékek.

2. dbra. Egyetlen korrelacios egyiitthato korrekcidjanak lehetéségei

r3
1
1

0,8 - ~ r}

0,6-/¢/ /

04 /
/0,2- /1

Vi r

Forrds: Sajat szamitas.

Nagyobb méretii korrelaciés matrixoknal esetenként nagyon bonyolult lenne ki-
zarolag egy adott korrelacios egyiitthatd értékét modositva korrigalni az indefinit
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matrixot, figyelembe véve azt a jelenséget, amit egyébként a 2. abra is szemléltet,
hogy bizonyos esetekben elméletileg tobb érték is szoba johet korrigalt korrelacios
egylitthatoként (amelyek koziil a gyakorlatban megfelelobbnek tekinthetd érték kiva-
lasztasaval is foglalkozni kellene). A szakirodalomban tobb egyéb modszer emlitése
is megtalalhat6, amelyek nagyobb méretii korrelacios matrixok esetében is jol alkal-
mazhatok. Jéackel ([2002] 6. fejezet) példaul két eljarast mutat be részletesen:

— a gobmbi koordinatarendszeres felbontason,
— a spektralfelbontason

alapulé modszert. A kovetkezokben elészor ezeket tekintjiik at roviden, majd tovabbi
korrekcios modszerekkel is foglalkozunk.

A korrelacios matrix felbontdsakor tobb levezetés is azon a linedris algebrai megal-
lapitason alapul, mely szerint a négyzetes pozitiv szemidefinit matrixok, tehat az elmé-
letileg helyes korrelacioés matrixok is felbonthatok valamely négyzetes M matrix figye-
lembevételével a /11/ 6sszefliggés szerint:

R=M-MT. /11/

A gombi koordindtarendszeren alapuld felbontasndl tehat az elméletileg lehetsé-
ges M matrixok koziil olyan 4 matrix megtalalasa a cél, amelynél a sorvektorokban
levo elemeket az egységsugart térbeli gomb esetében koordinatakként lehet értel-
mezni ugy, hogy az indefinit R korrelaciés matrixhoz lehetd leginkabb hasonlo R
matrix allithato el az A matrix alapjan a /12/ 6sszefliggésnek megfelelden:

R=4-4". /12/

Ilyen moédon, a /12/ Osszefiiggés alapjan létrehozott R matrix mar pozitiv
szemidefinit, és a foatlojaban is egységnyi értékek szerepelnek a megfeleléen defini-
alt 4 matrix esetében (illetve figyelembe véve, hogy a szamitasokban emlitett térbeli
gomb sugara egységnyi). Ennél a médszernél 1ényegében a ,hagyomanyos” (derék-
szogl) térbeli koordinatarendszer és a gdmbi koordinatarendszer kozotti osszefiiggé-
sen alapul az indefinit korrelacios matrix korrekcidja.

Az n valtoz6 alapjan szamolt R korrelacids matrix esetében a cél tehat az 4 matrix
nxn elemét a;-vel jeldlve az n x(n —1) ¢; gombi koordinatak szamoldsa, ame-

lyekkel az 4 matrix elemei a kovetkezOképpen fiiggnek 6ssze:
J-1
cos @ -Hsin(pik, haj=1,2,...,n—1
a. = k=l . /13/

ij j-1

Hsin(pik, haj=n
k=1
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A gombi koordinatak alkalmazasanak nagy eldnye tehat, hogy igy R=A4-A"
matrix féatlojaban automatikusan egységnyi értékek szerepelnek. Ennek illusztrala-
sara tekintsiik példaul az (el6z6 példakkal 6sszefliggésben harom sorvektort tartal-

mazd) A matrix elsd sorat, amelybdl az R=A-A" matrix elsé soraban és elsd oszlo-
paban talalhat6 érték tigy képezhetd, hogy a sorvektor elemeinek négyzeteit 6sszead-
juk. Mivel a gdmbi koordinatakat tartalmazé matrix ebben a példaban 3x2-es méretil,
ezért minddssze  ¢@;; é @, értékek alapjan  belathato, hogy

cos? ¢ + cos? O3 -sin? ¢ + sin? o -sin? ¢, négyzetdsszeg egységnyi értékil, mi-
vel cos” @, +sin” ¢, '(cosz @, +sin’ @, ) =1.

Az igy kapott megoldés azonban nem egyértelmil, a lehetséges 4 matrixok koziil
szakmai megfontolasok alapjan érdemes valasztani. Az adott elemzésben megfeleld
A matrix kivalasztasdhoz érdemes olyan célfiiggvényt meghatarozni, ami szoros 0sz-
szefliggésben van az elemzés céljaval (amelyben a Kkorrelacids matrix pozitiv
szemidefinit tulajdonsagara sziikség van). Lehetséges példaul a (minimalizalando)
célfiiggvénynek az eredeti (indefinit) korrelacios matrix €s a gdombi koordinatarend-
szeres felbontdson alapuld, pozitiv szemidefinit matrix elemeinek kiilonbségeibol
képzett négyzetdsszeget valasztani:

ZZ(C‘/ _’:‘/)2' 14/

Jdckel [2002] megemlit ezenkiviil olyan megoldasokat is, hogy a (minimalizalan-
do) célfiiggvény lehet példaul az R és R matrix (sorba rendezett) sajatértékeinek kii-
16nbségeibdl képzett négyzetdsszeg, vagy példaul a /14/ képlet négyzetdsszegében
szerepld elemeket sulyozni is lehet, igy ha valamely korrelacios egyiitthatonal ki-
emelten fontos a preciz kozelités, ahhoz magasabb suly is rendelhetd.

A goémbi koordinatarendszeren alapuld felbontds a korrelaciés matrix korrekcio-
janak egyik lehetséges kiinduld pontjaként tobb eldnyds tulajdonsaggal is rendelke-

zik. Az eldzékben is emlitett egyik jellemzdje példaul, hogy a képzett R pozitiv
szemidefinit matrix foatlojaban kiilon korlatozo feltételek figyelembevétele nélkiil is
egységnyi értékek vannak. Tovabbi elényos tulajdonsagra szintén Jéickel [2002] hiv-
ja fel a figyelmet: egy masik (a spektralfelbontason alapuld) korrekciés modszer
eredményeképpen kapott pozitiv szemidefinit matrix jellemzéen meglehetésen ha-
sonlit a gdmbi koordinatarendszeres felbontason alapulé modszer eredményére, igy
tehat (a spektralfelbontas eredményének figyelembevételével) viszonylag jo kezdéér-
ték is szdmolhatd a gombi koordinatarendszeres felbontdson alapulé modszerhez, a
/14/ képletben szerepld, minimalizalando6 célfiiggvény (iteracios) optimalizalasahoz.
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A korrelacios matrix spektralfelbontdsa a sajatértékei €s sajatvektorai alapjan tor-
ténik. Az n valtozoval szamolt korrelacios matrix A; (i=1,2,...,n) sajatértékei A
diagonalis matrixba rendezhetdk, a megfeleld sajatvektorok matrixat az /1/ képlethez
hasonléan pedig jelolje V, ebben az esetben a sajatértékek és sajatvektorok kozotti
kapcsolatot a /15/ 6sszefiiggés irja le:

RV=V-A. /15/

Indefinit korrelaciés matrix esetében a sajatértékek kozott negativ is van. Ezzel
Osszefiiggésben a korrekcio elsé 1épéseként definialjuk A’ matrixot, amely a negativ
sajatértékek helyett nulla értékeket tartalmaz a foatloban.

A cél ennél a korrekcios modszernél is az eredeti R korrelacios matrixhoz legin-
kabb hasonlé R = A- A" matrix meghatarozasa, vagyis 4 matrix szamolasa ennél az
eljarasnal is nagy jelent6ségli. Mivel a korrelacids matrix felirhat6 sajatértékei és sa-
jatvektorai alapjan, igy a /16/ Gsszefiiggés szerint felirt A" matrix mar jo kiindul6-
pontot jelent 4 matrix szamoldsahoz:

A=v-(n)2, /16/

ahol (A’)l/ ? azt a diagonalis métrixot jeléli, amelyben minden elem a A’ diagondlis

matrix elemeinek négyzetgyoke. Az A’-(A')T matrix azonban még nem megfeleld

mértékben hasonlit a korrelaciés matrixhoz, mivel a féatloban nem egységnyi érté-
kek szerepelnek. A spektralfelbontason alapul6 korrekciés modszer kdvetkezd 1épése
tehat 4 matrix szamoldsa A’ matrix sorvektorai hosszanak egységnyire allitasaval.

Ezt kovetéen mar ennél a modszernél is meghatarozhatd R=A- A" matrix. A szi-
moldsok soran tehat eldszor az A" matrix a;; elemei figyelembevételével meghati-

rozzuk a D diagonalis matrix foatlojaban levé elemeket ugy, hogy a D és 4" matrix
szorzata egységnyi hosszisagu sorvektorokat tartalmazzon (i =1,2,.. .,n) :

d,=———. 17/

Az R=A4-A" Osszefiiggésben szerepld matrix ezutan a /18/ 6sszefiiggés alapjan
szamolhato:

A=D-A". /18/
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Ennél a mdédszernél is érdemes egyébként arra is ligyelni, hogy nem csak egyetlen
megoldas létezik 4 matrix esetében, mivel nem csak egyetlen sajatvektor-rendszer
1étezik, tehat (ha a sajatvektorok szamolasara valamilyen iterdcios optimalizalasi el-
jaras alkalmazaséaval keriil sor) a szdmoldsok soran érdemes lehet olyan sajatvekto-
rokat kiindul6 adatnak valasztani, amelyek alkalmazasaval a lehet6 legjobban hason-

lit egymashoz az eredeti (indefinit) R matrix és az R=A- A" matrix.

A korrelacidés matrix korrekcidjara vonatkozodan tovabbi, matematikailag szintén
megalapozottnak tekinthetd megkozelitések is vannak. A korrekcié soran elényds le-
het a ,,legkozelebbi korrelaciés matrix” szamolasa, amellyel példaul Higham [2002]
is foglalkozik. Ez az elnevezés arra utal, hogy adott szimmetrikus matrixhoz kereshe-
t6 (kiilonb6z6 megfontolasok alapjan) olyan ,,legkézelebbi” szimmetrikus pozitiv
szemidefinit matrix, amelynek foatlojaban egységnyi értékek vannak. Ez az elemzési
lehetdség tehat minddssze azt feltételezi az ,.eredeti” matrixrdl (vagyis a pénziigyi
alkalmazasokban arrdl a korrelacios egyiitthatokat tartalmazo matrixrdl, amelynek
sajatértékei kozott negativ is van), hogy az szimmetrikus. Higham [2002] attekinti a
»legkdzelebbi” korrelacios matrix (nearest correlation matrix) bizonyos elméleti jel-
lemzdit és szamitdsdnak alkalmazasi lehetdségeit. Szamitasaiban a megoldando fel-
adat hasonlit az eldzdkben leirt modszerekben szerepld optimalizécids problémara,
azzal a {06 kiilonbséggel, hogy az eredeti R (negativ sajatértékeket is tartalmazo) kor-
relacios matrix és R (ebben az elemzésben a , legkozelebbi matrix) tavolsaganak
mérésével kapcsolatos definiciok kdzponti szerephez jutnak az elemzésben. A két
matrix kozotti tdvolsag esetében az elemzés célja a minimum megtalalasa:

min{”R .y } . /19/

A tavolsag mérésére Higham [2002] a Frobenius-norma két kiilonb6zo sulyozott
valtozatat is alkalmazza (a Frobenius-norma példaul valamely X matrix esetében

||X ||12r = Zinjz alapjan szamolhato, tehat stlyozas figyelembevétele nélkiil a /19/
i=1 j=1
képlet optimalizacios feladata a /14/ képletben szereplé minimalizalasi feladathoz
hasonlit). A két eljaras kozotti f6 kiilonbség a stlyozasnal alkalmazott matrix tekinte-
tében tapasztalhato:
—az egyik modszernél a sulyozott Frobenius-norma W szimmetri-
kus pozitiv definit matrix alkalmazasaval ||X ||W :HWV2 - X ‘WI/ZHF
modon szamolhato;
— a masik stlyozasi lehetdségnél ||X || = ||H o X || »» ahol H pozitiv
sulyokbdl all6 szimmetrikus matrix és H o X a Hadamard-szorzatot
jeloli: HoX =(hy-x;).

Statisztikai Szemle, 90. évfolyam 2-3. szdm



156 Szile Borbdla

Higham [2002] megemliti: a masodik sulyozasi lehetéségnél H matrix elemeinek
meghatarozasaval lehetdség van akar annak beallitasara is, hogy egyes korrelacios
egylitthatok értéke csak kismértékben killonbozzon az eredeti és a ,,legkdzelebbi”
korrelacios matrixban (nagyobb sulyt érdemes adni azoknak az elemeknek a matrix-
ban, amelyeknél az a cél, hogy a kozelitd érték minél kozelebb legyen az indefinit
matrixban szerepl6 értékhez). A W matrix alkalmazasat jelentd lehetéség ugyanakkor
Higham megallapitasa szerint szamolasi szempontbdl elénydsebb (bar az egyes mat-
rixelemek egymastdl fiiggetlen sulyozasat nem teszi lehetové, igy tehat a pénziigyi
alkalmazasokban a szakmai szempontok alapjan torténd meghatarozasa is nehézke-
sebb lehet, a szamolasok hatékonysagaval kapcsolatos elény0s tulajdonsagaval pél-
daul ezt a jellegzetességet érdemes Osszevetni a gyakorlati alkalmazasok soran). A
sulyozasi modszerek megfeleld kivalasztisa a gyakorlatban is fontos Iehet, amit
egyébként az is jelez, hogy ezekre Jdckel [2002] is felhivja a figyelmet a gombi ko-
ordinatarendszeres felbontason alapulé modszernél.

A Higham [2002] éltal leirt eredmények foként azért érdekesek, mert az optimalis
megoldas 1étezésével kapcsolatban is szerepelnek kovetkeztetések. A szdmolasokat
példaul az els6 (szamolasi szempontbdl eldnydsebbnek tekinthetd) sulyozasi mod-
szer alapjan, W matrix figyelembevételével végezve (amikor olyan szimmetrikus,

pozitiv szemidefinit, a foatloban egységnyi értékeket tartalmazo R matrix megtalala-
sa a cél, ami a stlyozott Frobenius-norma alapjan a legkdzelebb van az eredeti R
matrixhoz) megoldhaté az optimalizalasi feladat. Higham fontos kovetkeztetése,
hogy mivel egyfeldl a szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrixok halmaza, masfe-
161 pedig a szimmetrikus, féatloban egységnyi értékeket tartalmazé matrixok halma-
za zart konvex, ezért a metszetik is az, igy az elméleti matematikai eredmények

alapjan megallapithatd, hogy min{“R - I%H} minimalis érték szamolhat6, és egyetlen
ilyen R matrix van. Higham leir egy algoritmust is, ami alapjan a legk6zelebbi kor-
relacios matrix ilyen modellkeretben kiszamolhato, valamint eredményeket is bemu-
tat az algoritmus konvergenciajaval kapcsolatban (nagyméretii korrelacidés matrixok-

nal ugyanis a megoldas megtalalasanak iddigénye is fontos szempont lehet a szami-
tasok soran).

3. A korrekcios modszerek alkalmazéasa

A kovetkezokben eldszor egy szimulacids elemzés keretében attekintjiik, hogyan
keletkezhet a gyakorlatban olyan korrelaciés matrix, amelynek sajatértékei kozott
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negativ értékek is vannak, majd e probléma kikiiszobolésével kapcsolatban néhany,
gyakorlatban is alkalmazhat6 mddszer eredményeit 6sszehasonlitjuk. A szimulacios
elemzések elsdsorban a hidnyos adatbazisok lehetséges problémadira mutatnak ra, a
korrekciés modszerek azonban nemcsak az adathidnyok kovetkeztében, hanem
egyéb modon (példaul a pénziigyi elemzésekben a paramétervaltozasok hatasanak
mérése érdekében vald atalakitas kovetkeztében) 1étrejovo indefinit korrelacidos mat-
rixok esetében is alkalmazhatok lehetnek.

A gyakorlatban az indefinit korrelacidos matrix létrejottének gyakori oka lehet az
elemzésben szerepldé adatsorok hidnyossaga, tovabba, hogy a minél tobb informacio
megtartasa érdekében nemcsak azon adatok alapjan torténik a korrelacidos matrix
becslése, amelyek esetében minden valtozonak van értéke, hanem valtozo-paronként
ugy szamoljak a korrelacios egyiitthatokat, hogy egy adott valtozéparnal azokat az
adatokat is figyelembe veszik, amelyeknél esetleg a tobbi valtozé6 nem mindegyiké-
nél van érték. Ezt a helyzetet a kdvetkezokben tigy modellezziik, hogy eldszor harom
valtozo esetében adott elméleti korrelaciés matrixnak megfeleld (empirikus korrela-
ci6s matrix szamolasahoz alkalmazhatd) értékeket allitunk elé szimulacioval, majd
az empirikus korrelacids matrixok sajatértékeit szamitjuk. Az elemzésben Osszeha-
sonlitjuk, hogy empirikusan a szimulaciok mekkora részénél adodott negativ sajatér-
ték, ha az 6sszes vagy pedig néhany adat kihagyasaval keriilt sor az empirikus korre-
lacids matrix szamolasara.

F6 témank a korrelacidos matrix elemzése, igy a kdvetkezOkben a szimulaciokat
normalis eloszlast valtozok esetében végezziik el, mivel normalis eloszlasu valto-
zoknal a korrelacios egyiitthaté a valtozok kozotti kapcesolat erdsségére vonatkozoan
megfeleld mérészamnak tekinthetd (hiszen ekkor példaul a korrelalatlansag egyben
fiiggetlenséget is jelent). A &; (i=1,2,3) fiiggetlen (standard) normalis eloszlast vé-
letlen valtozokbol, a pénziigyekben gyakran alkalmazott modon, a Cholesky-
felbontas alapjan allitjuk eld egy adott elméleti korrelacios matrixhoz tartozo korre-
lalt (normalis eloszlasu) véletlen valtozokat. Harom valtozé esetében példaul a korre-
laciés matrix R=C-C” Cholesky felbontisaban a C matrix a /20/ képlet szerint ir-
hat6 fel, a /2/ képletben is alkalmazott jelolésekkel:

1 0 0
C=|n 1-7 0 : /20/
BTh N » (n-r-n)
7 1-r" - 5
17 1-4
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Az n; (i :1,2,3) korrelalt (normdlis eloszlasu) véletlen valtozok ezutdn a &;
(i = 1,2,3) fiiggetlen normalis eloszlasu véletlen valtozok alapjan a /21/, /22/ és /23/
Osszefiiggés alapjan hatarozhatok meg:

m =&, 21/

nz=r1-<il+v1—ﬁ2-<§z’ 122/

B=h (r—ri—n)

N, =# & +—F—=-§, + l—rz——'i .
3=h G m 2 \/ 2 1_’12 3

Az m; (i=1,2,3) véletlen valtozok mindegyike esetében ezer szimulalt adatot lli-
tunk eld, igy tehat mindharom paronkénti korrelacios egyiitthatot (a korrelacios matrix
foatlojaban szerepld egységnyi értékeken kiviil) ezer értékpar alapjan lehet szamolni.
Természetesen a szimulacid eredményeképpen szamolt empirikus korreldcids matrix
nem pontosan ugyanazokat az értékeket tartalmazza mint az elméleti korrelaciés mat-
rix, de normalis eloszlas valtozoknal az ezer értékpar alapjan szamolt értékek atlaga
mar meglehetdsen jol kozelitik az elméleti korrelacios egyiitthatok értékeit.

Ilyen moédon tehat eldallithatok empirikus korrelaciés matrixok, amelyek jol ko-
zelitik az elméleti korrelacidés matrixot. A szakirodalom egyik megallapitasa szerint
(példaul Jdckel [2002], Higham [2002]) a gyakorlati szamitasokban el6fordulo
indefinit korrelaciés matrix 1étrejottéhez hozzajarulhat, ha adathiany jellemzi a ren-
delkezésre allo adatbazist. Ezt a jelenséget a kovetkez6kben olyan modon hozzuk 1ét-
re az elemzésben, hogy a korrelalt véletlen valtozok egyikénél az adatok egy részét
(10 szazalékat) figyelmen kiviil hagyjuk a paronkénti korrelacios egyiitthatok szamo-
lasa soran. A szimulacid alapjan létrehozott adatbazisnal a tovabbiakban nem foglal-
kozunk azzal, hogy milyen hatéssal jarna a redukcié mértékének valtoztatasa.

A szamolasokat a /24/ képletben szerepld elméleti korrelacios matrix alapjan vé-
gezziik ugy, hogy az egyik korrelacios egyiitthato (r;) esetében tobbféle értéknél is
szamolunk szimulacios eredményeket:

23/

109 075
R=[09 1 5 | 124/
0,75 r 1

Az elézOkben leirtak alapjan r; értéke ebben az esetben (kerekitve) 0,3867 és
0,9633 kozotti lehet ugy, hogy az elméleti korrelacidos matrixnak ne legyen negativ
sajatértéke.
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A kovetkezokben ezer szimuldcios 1épésben allitunk elé empirikus korrelacios
matrixokat kétféle konstrukcioval:

—az egyik esetben az Osszes adatot figyelembe vessziik a korrelaci-
0s egyiitthatok szamolasa soran,

—a masik esetben pedig az egyik valtozonal redukaljuk a rendelke-
zésre allo adatok halmazat a korabbiakban leirt mddon (az adatok 10
szazalékat nem vessziik figyelembe a paronkénti korrelacids egyiittha-
tok szdmolasa soran).

A harom korrelalt valtozo mindegyikénél tehat ezer szimulalt érték talalhato az
elemzésben (egy 1000x3-as méretli matrixban), ezen értékek alapjan 1étre lehet hozni
két (3x3-as méretii) empirikus korrelacidés matrixot:

— ha az Gsszes adatot, illetve
—ha az egyik valtozé esetében csak az adatok 90 szazalékat alkal-
mazzuk az elemzésben.

E két empirikus korrelacios matrixnal eldonthetd, hogy van-e sajatértékeik kozott
negativ, 0sszehasonlitasuk azonban (egyéb informacié hianyaban) nem feltétleniil
megfelelé megalapozott kovetkeztetések levonasahoz. Ezért a szimulacios elemzés-
ben a harom korreldlt valdszinliségi véaltozo értékeit ezer kiilonbozd esetben allitjuk
eld, és igy ezer esetben lehet dsszehasonlitani e két empirikus korrelacidés matrixot.

3. dbra. Negativ sajatértékek eldfordulasanak empirikus ardnyai a szimuldciés elemzésben,
redukalt adatbazis esetén

Szazalék
60,0

48,8

50,04

40,04

30,0

20,0 169

10,04 6.9

0,4

0,0

0,3867 0,3900 0,3950 0,4000 0,4100

75 elméleti értéke

Forrds: Sajat szamitas.
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Az elvégzett szimuldcios szamitasok sordn mért eredmény szerint egyetlen eset-
ben sem fordult el6 — az Osszes adat figyelembevételekor — negativ sajatértékii empi-
rikus korrelacios matrix. Ez az eredmény foként csak a szamitasok ellendrzésére
szolgalhat (mivel a korrelacios matrix elméletileg pozitiv szemidefinit matrix, és az
Osszes rendelkezésre allo adat alapjan szamolva nem varhatd, hogy negativ sajatérték
forduljon el6). Ugyanakkor a redukalt adatbazis alapjan szamolt empirikus korrelaci-
0s matrix szamitdskor eléfordultak negativ sajatértékek. Az eredmények szerint mi-
nél kozelebb volt 7; a 0,3867 értékhez (amely alatti korrelacios egyiitthaté mar nega-
tiv sajatérték megjelenését okozta volna), annal tobbszor fordult eld, hogy a szimula-
cios elemzésben eldallitott empirikus korrelacids matrixnak volt negativ sajatértéke.
Az 0sszes ilyen eset szamat végiil ezerrel elosztva, empirikus aranyt lehet szamolni a
negativ sajatérték eldfordulasanak gyakorisagaval kapcsolatban. Ezeket az empirikus
aranyokat mutatja a 3. dbra.

A szimulacios elemzések tehat arra utalnak, hogy az is hozzajarulhat a negativ sa-
jatértékekkel rendelkez6 empirikus korrelaciés matrixok Iétrejottéhez, ha a
paronkénti korrelacids egylitthatok szamolasara hianyos adatok alapjan kertil sor. A
gyakorlatban, ebben a helyzetben nem mindig jelenthet megoldast, ha csak azok az
adatok szerepelnek az elemzésben, amelyeknél mindegyik (elemzésbe bevont) valto-
zonak van (mért) értéke, mivel ez jelentdsen leszlikitheti a rendelkezésre allo adatba-
zis méretét. Ennek kovetkeztében érdekes kérdést jelent, hogy egy negativ sajatér-
tékkel is rendelkez6 korrelacios matrix hogyan alakithato at pozitiv szemidefinitté. A
kovetkezokben az ezzel kapcsolatos eredményeket tekintjiik at, az el6zé példank
folytatasaval.

Tegyiik fel, hogy adott a /25/ képletben talalhato korrelacios matrix, amely nem
pozitiv szemidefinit, mivel 7 = 0,25, ami alacsonyabb az emlitett 0,3867 értéknél:

1 0,9 0,75
R=| 0,9 I 0,25]. 125/
0,75 0,25 1

Ez a korrelacios matrix tehat indefinit, mivel a sajatértékei kozott van egy negativ
érték is (a sajatértékek kerekitve: 2,3016, 0,7545, —0,0561). Hasonlitsuk dssze a ko-
vetkezo két korrekcids lehetdséget:

—amikor csak egyetlen korrelacids egyiitthaté értéke moédosul;

—amikor mindegyik korrelacios egylitthatd értéke mddosulhat az
eredeti korrelacidos matrix elemeihez képest (kivéve a foatloban talal-
hat6 egységnyi értékeket).
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A gyakorlatban az egyetlen egyiitthat valtoztatdsaval végrehajtott korrekcio al-
kalmazasi lehet6ségei sziikebb korliek, ezzel egyiitt, Osszehasonlitasi céllal ezeket is
attekintjiik.

Azok a korrekcios megoldasok, amikor egyszerre tobb egylitthato is valtozhat a
korrelacios matrixban, egymashoz bizonyos szempontbol hasonlonak tekinthetok. Az
el6zékben bemutatott lehetdségeken kiviil a leginkabb altalanos megfogalmazasunak
Higham [2002] mddszerei tekinthetdk: a ,legkdzelebbi” korrelacids matrix megkere-
sésére alkalmasak, mindGssze szimmetriat feltételeznek a szamolasok kiinduld adatat
jelentd matrixrol, mig Jdckel [2002] technikdit alapvetden szimmetrikus, a féatloja-
ban egységnyi értékeket és abszolut értékben egységnyinél nem nagyobb elemeket
tartalmazo matrixok esetében mutatja be. Mindketten felhivjak a figyelmet a szami-
tasok idéigényének fontossagara. Jackel példaul leirja, hogy a spektralfelbontason
alapul¢ eljaras megfeleld megoldésa, jo kiindulépontot jelenthet a gdmbi koordinata-
rendszer felbontasos modszerének szamitdsaihoz, ha az a /14/ képlet szerinti eltérés-
négyzetdsszeg minimalizalasaval végezhetd el. Megallapitasa szerint a két modszer
eredménye gyakran nagymértékben hasonlo, igy a kdvetkezd példaban (amikor t6bb
korrelacios egyiitthatd értéke 1is modosulhat a korrekcidé soran) csak a
spektralfelbontason alapuld eredményeit tekintjiik at.

Mivel a sulyozas figyelembevétele nélkiil Higham [2002] mddszerének miikodési
elvei hasonlok a spektralfelbontasos korrekcios eljaras mikodési alapelveihez, igy az
altala emlitett algoritmust a ,,legkdzelebbi” korrelacios matrix szamitasara jelen példa-
ban nem alkalmazzuk. Ezenkiviil a stlyozas figyelembevételével itt most els6sorban
azért nem foglalkozunk részletesebben (példaul a gombi koordinatarendszeres korrek-
ciés modszernél), mert a sulyok meghatarozasa az adott korrelacidos matrixhoz (illetve
az ezzel Osszefiiggd feladathoz) szorosan kapcsolddo, szakmai megfontolasokat is
igényld kérdés (nagyobb stlyokat érdemes rendelni azokhoz a korrelacids matrix ele-
mekhez, amelyeknél a korrigalt érték és az eredeti érték hasonldsaga fontosabb).

Amennyiben tehat csak egyetlen korrelacios egyiitthatd valtoztatasa utan valik a
korrelacios matrix pozitiv szemidefinitté, akkor (ahogyan azt a 2. 4dbra is mutatja)
gyakran tobb megfeleld érték is van, amelyekkel a korrelaciés matrixban mar nem
lenne negativ sajatérték (ebben a példaban két adott érték kdzotti korrelacios egyiitt-
hatok tekintheték megfelelének). Ezek koziil a kiinduld értékhez kozelebbit érdemes
valasztani. Ha tehat a példaban szerepld 1 korrelacios egyiitthato valtoztatasaval tor-
ténne a korrelaciés matrix korrekcidja, akkor a /7/ 6sszefiiggés alapjan az /5/ képlet
figyelembevételével szamolt korrigalt korrelacioés matrix a kdvetkezo:

1 0,8279 0,75
R=|0,8279 1 0,25 |. 126/
0,75 0,25 1
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Ekkor az egyik sajatérték nulla, a legnagyobb sajatérték pedig (kerekitve) 2,2486,
tehat (mivel a sajatértékek 0sszege 3 ebben a példaban) a masik pozitiv sajatérték a
kiinduld helyzethez képest csak kismértékben valtozott: 0,7514 az eredeti 0,7545 he-
lyett. A sajatértékek hasonldan valtoznak akkor is, ha a korrelaciés matrixban mind-
Ossze r, értékének modosulasa révén valtozik a matrix indefinitbdl pozitiv
szemidefinitté. Az ilyen modon korrigalt korrelacios matrixot a /27/ képlet mutatja:

1 0,9 0,6470
R=| 0,9 1 0,25 |. 127/
0,6470 0,25 1

Ennek legnagyobb sajatértéke 2,2356, és mivel a legkisebb sajatérték éppen nulla,
igy belathatd, hogy a matrix pozitiv szemidefinitté valtoztatasanak hatasa ebben az
esetben is a legnagyobb sajatértékben okozta a legjelentdsebb valtozast. Ezzel szem-
ben, ha az r, korrelacios egylitthatd véltoztatasdval keriil sor a korreldcids matrix
pozitiv szemidefinitté alakitasara, akkor a sajatértékek mashogyan modosulnak.

1 0,9 0,75
R=| 09 1 0,3867 28/
0,75 0,3867 1

A 728/ képletben szerepld korrigalt korrelacios matrixban a legnagyobb sajatérték
az el6zé két esettel (/26/ és /27/) szemben nem csokkent, hanem emelkedett, értéke
igy 2,3787 (a legkisebb sajatérték ebben az esetben is nulla).

A sajatértékek modosulasai természetesen a korreldcios matrix konkrét értékeivel
is Osszefliggnek ebben a példaban, amely ramutat arra, hogy ugyanazt a problémat
(negativ sajatérték jelenléte) tobbféle megkozelitéssel megoldva, jelentdsen eltérd
eredményekre lehet jutni. Gyakorlati alkalmazasokban (példaul amikor kiilonb6z6
piaci indexek kozotti 6sszefiiggésekre utal a korrelacidos matrix), a korrekcid konkrét
modszerének megvalasztasa befolyasolhatja az elemzésben szamolt VaR értékét is,
aminek tovabbi szertedgazo, pénziigyi szdmolasokat befolyasolo hatasai lehetnek.

Az el6z6 eredményekkel Osszefiiggésben is érdekes lehet, hogy ha a korrelacios
matrix spektralfelbontésa (illetve a /15/—/18/ képletek) alapjan a matrixban szerepld
mindharom korrelacids egyiitthatd valtoztatdsaval torténik a korrekcid, hogyan val-
tozik egy-egy korrelacios egyiitthato értéke.

1 0,86 0,7235
R=| 0,86 1 0,27 29/
0,7235 0,27 1
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A /29/ képletben szerepld korrigalt korrelacios matrix esetében a legnagyobb sa-
jatérték 2,2655 (a legkisebb sajatérték pedig nulla), tehat a korrekcid hatasara itt, az
eredetihez képest, csak kisebb mértékben modosult (a /26/—/28/ képletekben szerepld
korrigalt korrelacids matrixok alapjan szamolhato eredményekhez képest).

Az optimalis korrekcios modszer kivalasztasakor tobbféle szempont is figyelem-
be veheto (példaul a korrelacios egylitthatok modosulasa vagy a sajatértékek valtoza-
sai). Nincs altalanossagban is ,,legmegfelel6bb” korrekcids modszer, az adott elem-
z€s szempontjainak leginkabb megfelelé megoldas megtalalasara érdemes torekedni.
A gyakorlati alkalmazasok soran ajanlott megfontolni példaul azt, hogy mi idézheti
eld a negativ sajatértékek létrejottét, ha ugyanis mindegyik valtozonal szamottevd a
hianyz6 adatok aranya, akkor célravezet6bb lehet egy olyan korrekcidos modszert va-
lasztani, amelyik potencialisan mindegyik korrelacids egyiitthatd modosulasaval jar-
hat (példaul a spekralfelbontason alapuld korrekciés modszer vagy pedig a Higham
[2002] altal bemutatott algoritmus alkalmazasa lehet megfeleld).

A gyakorlatban az eljarasok kozotti valasztasnal gyakran eldonyos lehet a sulyozas
meghatarozasa is, annak érdekében, hogy egyes korrelacios egyiitthatok a korrekciod
soran az eredetihez képest csak kismértékben valtozzanak. A stlyozas, illetve a kor-
rekcios modszerek kozotti valasztas jellemzden az elemzés céljaval Osszefiiggd
szakmai ismereteket (példaul pénziigyi ismereteket) is igényel, mivel csupan mate-
matikai, illetve statisztikaelméleti szempontbol altalanossdgban nem hatarozhato
meg egy minden helyzetben érvényes ,,legjobb” korrekcids technika.

4. Osszefoglalas

A gyakorlati (példaul pénziigyi) szamitasokban néha eléfordul, hogy a linearis
korrelacios egyiitthatokat tartalmazé korreldciés matrix — azzal egyiitt, hogy ez elmé-
letileg helytelen — negativ sajatértékekkel is rendelkezik. A jelenség eredete az empi-
rikus korrelaciés matrix szamitdsdnak modjara vezethetd vissza, és gyakran a prob-
Iéma nem sziintethet6 meg automatikusan. Az indefinit korrelacidés matrix korrekcio-
janak optimalis modszerével kapcsolatban meglehetdsen dsszetett elemzések is talal-
hatok a szakirodalomban. Osszefoglaloan megallapithaté, hogy a korrekcids modsze-
rek koziil érdemes az adott helyzetben leginkabb megfeleldt valasztani (példaul azt
amely az adott helyzetben optimalisnak tekinthetd sulyozas figyelembevételével vé-
gez korrekciot), mivel nincsen ltalanossagban, minden helyzetre vonatkozoan érvé-
nyes ,,legjobb” korrekcids modszer.
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Summary

Correlation matrices are often used in financial calculations. Theoretically, a correlation matrix
is a symmetric and positive semidefinit matrix, in practice, however, empirical correlation matrices
can be indefinit (can have negative eigenvalues). This phenomenon makes some further financial
calculations impossible, thus correction methods should be used in case of a correlation matrix,
since the problem often can not be eliminated automatically. This study contains an overview of
some correction methods appropriate for financial application and demonstrates some of the differ-
ences of selected methods based on numerical and graphical results.
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