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A relativ deprivacios szegénységi kiiszob rétegspecifikus,
kvantilis regresszids becslése

Kivonat

A szegénységi kiisz6b relativ rogzitésének alapvetd statisztikai modszere adott rendii
kvantilist adni meg klszobként, mivel a kvantilis robusztus az outlier értékekre. Kilénbozé
tarsadalmi rétegek kiiszébei rétegspecifikusak, ezért a kvantilist kézenfekvé a rétegképzé
valtozok feltétele mellett regresszalni. Mindenki érezheti magat relative deprivaltnak vala-
mely ,j0szag” tekintetében a kornyezetéhez és vagyaihoz viszonyitva. A relativ deprivacio
szerint az emberek inkabb a tarsadalom adott csoportjaihoz, és nem a tarsadalom egészé-
hez viszonyitjadk magukat. A tipikus szegénységi dimenzidk heteroszkedasztikusan sz6rod-
nak, és erre tekintettel logikus nem a kbzépértéket, hanem egy Tau-rendl kvantilist
regresszalni az X prediktorok alapjan. Ezt a célt szolgélja a kvantilis regresszio™. A kiszob
ala kerilés esélyének a vizsgalatara az egzakt logisztikus regresszié médszere szolgal.

1 Bevezetés

A rétegképzés nyoman kialakulhatnak alacsony gyakorisagu, ritka elemszamu rétegek. A
problémanak a haztartas kiiszob folé/ala kerllés valoszinliségének regresszids becslése
szempontjabol van jelentGsége. Az adekvat regresszio a logisztikus regresszio, de ennek
klasszikus Maximum Likelihood becslése csak nagymintas esetben rendelkezik kedvezé
mintavételi kovetkeztetési tulajdonsagokkal’?. Ha ez nem teljesul, javasoljuk az ,Exact
Logistic Regression” mbdszert ilyen esetekben's.

A tanulmany ket részbdl all. Az els6 rész ramutat a kvantilis regresszio alapvetd el6-
nyeire, mozzanataira, a masodik rész pedig a regressziés prediktorok rétegzésbdl fakadd
problémaival és egzakt-logit megoldasaival foglalkozik.

" A modszer leirasat, bevezetését Iasd pl.: Koenker-Bassett (1978) vagy Koenker-Hallock (2001).

12 Részletesen lasd Agresti (2002).

13 www.cytel.com, a mddszertan ismertetése itt olvashaté: King-Zeng(2001), illetve King-Ryan(2002).
4 Mindkét megkdzelités itt olvashato: Hajdu (2017).
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2 A kvantilis regresszié abrazolasa

Az 1. abran 8314 magyar haztartas éves élelmiszer kiadasait (eFt) abrazoljuk az éves
dsszes jovedelmeik (eFt) figgvényében adott évre.

1. abra's Elelmiszerkiadas vs. Jovedelem ,Engel-gorbék’

Actual and fitted ElelmEFt versus JovEFt
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A pontfelhé jellegzetességei: i) outlierek jelennek meg mind a Jévedelem, mind a Ki-
adas tekintetben, ii) a Kiadas terjedelme a jovedelmi szint emelkedésével tagul. Lathatd,
hogy egyetlen regresszids egyenessel nem lehet leimi a pontfelh6t, és ha éppen a ,centra-
lis tendenciat” modellezzik, akkor az OLS egyenes alkalmazésa nem megfelelé, mert az
atlag érzékeny az outlierekre, és jelen adatfelnd outlierektdl terhelt. Az egyre szélesedd
pontfelndt érdemes tehat kvantilisenként kilén regresszalni, megérizve igy az eloszlas
extrém széleinek az informacidit is.

Az 1. 4bra 4 regressziés egyenest abrazol, rogzitett X jovedelmi szintek mellett, és a
becsilt egyenesek rendre:

= OLS: A varhato, atlagos kiadast becsli: 204 + 0.116X
= LAD: Tau(0.5): A varhaté median kiadast becsli: 151+ 0.133X

15 Az &bra a http://gretl.sourceforge.net/ /Gretl for Windows dkonometriai programmal készillt.
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= Tau(0.1): A varhaté alsé decilis kiadast becsli: 89 +0.071X
= Tau(0.9): A varhaté felsé decilis kiadast becsli: 267 +0.205X

Mikor a fliggd véaltozo empirikus értékei a LAD regresszidval nem parhuzamosan ala-
kulnak, hanem az X prediktor valtozé tekintetében szétnyilnak, zarulnak, kvadratikusak,
akkor maga a centrélis tendencia modell nem adekvat, és folmer(l az igény a fiiggd valtozd
eloszlasanak valamely Tau-rendii feltételes kvantilisét prediktalni. Mig a centralis kiadas
leirasara a feltételes mediant modellezz(ik, addig az alacsony kiadasok esetén pl. a feltéte-
les also decilis, mig magas jovedelmek esetén a felsé decilis modellezése egy jarandé Ut.
Bar ,Outlier” kiadasok hianya esetén az OLS mddszer lehetne adekvat a centrélis tenden-
cia értékének leirdsara, de a nem-median kvantilis értékek regresszalasa ekkor is feladat
marad a heteroszkedasztikusan, volatilisen alakuld kiadas okan.

Jel6lje diff a regresszio eltérését az empirikus Y-értéktdl: regresszio folotti megfigye-
Iés pozitiv diff értéket, regresszié alatti megfigyelés pedig negativ diff értéket eredményez:

diff =Y,-Q,, | X
[

=8X

Ebben a béta-X regresszioban a diff tvolsagok 6sszegét minimaljuk, ahol pozitiv diff
értékeknek nagyobb mint 0.5 sulyt adva a regressziés egyenest a median regresszi6 f6/é
huzzuk el, mig negativ diff értékeknek nagyobb mint 0.5 sulyt adva a regressziés egyenest
a median regresszio alatti szegmensbe huzzuk le. A Tau-regresszié sulyozott regresszid
célfliggvénye altalanossagban:

v [ # (diff > 0)
Z[(T — 1) (diff <0)

i=1

min

ahol pl. az als¢ decilis modelljében Tau=0.1 esetén a célfliggvény:

v 0.1 (diff > 0) _
Z{—O.Q «(diff <0) 0

i=1

ahol értelemszeriien a Tau=0.9 esetén a célfiiggvény a felsd decilis modelljét eredményezi.

A magyaraz6 valtozok korét bovitettlik a specifikacios torzitas csékkentése miatt, az
1.-2. tablazatok szerint. Mint elemzési célt, a ,kiadasi hatarhajlandésagot’ vizsgélva (ez
most linearis esetben a parcialis Jovedelem-koefficiens) a LAD median becslés 73 Ft.
Osszevetve a ,csak jovedelem” prediktor modellel, a specifikacios torzitas jelentés, mert
LAD esetben ez 0.133. A kiemelt értékek adott X prediktor tekintetében (soraban) azt jelzik,
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hogy az adott magyarazé valtozdé a megjelélt rendli kvantilis regresszid alkalmazasaval
szignifikdnsan mas eredményt mutat, mint masik rendu regresszioval.

A becsllt koefficiensekkel barmely réteg deprivacios kiszobszintie egyszeri X-
behelyettesitéssel kalkulalhatd, ahol a vizsgalt X-faktorok:

= Telepiléstipus: Budapest, Nagyvaros, Tdbbi varos, K6zségek

»  Ahdztartds mérete: Haztartas tagszama (F6'6), Lakasértéke (MFt), Gépkocsi
éves futasa (EKm)

= Udulé: van/nines (1:0)

=  Foglalkoztatottsag: Vallalkozék szama, Aktiv keresék szdma, Munkanélkiiliek
szama, Eltartottak szama

= Demografiai jellemz6k: Haztartasfé neme, Iskolai végzettsége (1-13PhD), Elet-
kora

= Haztartas jovedelme

Az empirikus eredményeket az 1. és a 2. tablazatok kozlik. Az 1. tablazat a kvantilis
regressziok becsilt koefficienseit, mig a 2. tablazat azok p-szignifikancia értékeiket (p-
value) tartalmazza®.

16 L ehetne valamely definicié szerinti fogyasztasi egység is.

17 Egy konkrét X-haztartas lehet példaul: Kézségi, 5_tagu, 10_MFT-lakésérték, 10_Ekm éves gépkocsi futasu, Nincs iduld, 0
f6_vallalkozo, 1 f6_aktiv, 1 f6_munkanélkiili, 3 f6_eltartott, 40_éves Férfi haztartasfd, 10_Iskola, 1500EFt éves jovedelem. A
konkrét X-feltétel melletti haztartas szegénységi kiiszobének kalkulalasat az Olvasdra bizzuk.
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1. tablazat A regresszios koefficiensek értékei, kiilonbdzd kvantilisek mellett

Quantile estimates, using observations 1-8314

tau= 0.05 0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 0.95 OLS
Coefficient Dependent variable: ElelmEFt (median=372.3)
const -28.17  -7.97 7.38 36.18 89.35 129.53 171.15 46.39
DBpNvIvKo 1 -22.44 -19.23 -30.52 -2798 -28.03 -3594 -14.68 -31.65
DBpNvIvKo 2 -1.27 -2.11 -1242 -0.01 -1.48  -26.26 -39.10 -8.61
DBpNvIvKo 3  4.50  -1.32 -3.78 -2.53 -6.66 -1631 -31.12 -7.02
TLetszam 3299 3420 44.40 51.85 65.15 79.08 97.66 52.15
LakasMFt 0.09 0.37 0.75 0.69 1.05 191 150 0.76
GepKoEKm 0.72 0.96 0.86 1.25 1.83 295 328 1.32
UduloVan -5.77  -8.48 -2.21 -390 -6.39 -2790 17.78 -1.37
Vallalk -5.65 -9.50 0.24 -6.60 1077 2499 2224 2.98
AKeres 7.85 7.41 8.30 559 -0.20 -7.72 -15.49 4.83
Mnelkuli -14.13  -1878 -16.73 -10.86 -1847 -33.19 -51.01 -17.16
Eltartott 6.05  10.65 9.58 11.71 7.50 -2.52 -1445 13.29
HFneme 7.64 1949 24.03 2743 3241 3136 39.14 31.54
HFiskv 291 2.80 3.27 3.03 2.46 228 159 3.79
HFkora 0.81 0.70 0.69 0.58 0.36 036 -0.09 0.77
JovEFt 0.035  0.038 0.050 0.073 0.090 0.119 0.137 0.069
Alkaike criterion 109397 1083081 1071957  107618.8 1102529 1144616 117501.1
Hannan-Quinn 109436 1083465 1072341 1076572 1102013 114500 117530.5

Schwarz criterion 109509.8  108420.5 107308.1 107731.2 1103653 114574.0 117613.5

Az 1. tablazat szerinti fébb konklliziok:

1. A Tau=0.5 LAD-median vs. OLS-atlag marginalis hatasok (koefficiensek) jelen-
tésen eltérnek egymastol, a véllalkozok szama prediktornal pedig az eléjelben is

kulonboznek.

2. A const’ tengelymetszet Tau ndvelésével ndvekszik, és negativ eléjelrdl indulva

pozitiv elgjeliire valt at.

3. A DBpNvTv_3 dummy hatés Tau=0.05 szinten markansan pozitiv, egyébként

markansan negativ!

4. Az ,Udils van-e, vagy nincs” prediktor esetén a marginalis koefficiens hatas egy
viszonylag stabil negativ szintrél Tau extrém 0.9, 0.95-re valé emelkedésével
abszolut értékben igen nagy mértékben emelkedik, mig az egyik esetben nega-

tiv, az utolsd esetben viszont pozitiv eldjeld.

30



5. Az Akaike, Hannan-Quinn és Schwarz kritériumok egyarant a Tau=0.25 kvantilis
regressziét preferaljak, tehat a konkrét adatallomany leirdsara leginkabb az alsé
25% szegénységi kuszob all a legkozelebb. Ez a sz6 szoros értelmében a sze-
génységi kiiszob becslése.

A 2. tablazatbol lathatd, hogy adott Tau-kvantilis rend mellett a p-értékek jelentésen
széthizddnak — de adott esetben stabilak is maradnak prediktor fliggéen, és pl. a
LakasértékMFt esetében jelentds elhatarolddas tapasztalhato. A tablaban kiemelten szere-
pelnek azon szignifikancia p-értékek, amelyek markansan kiilénboznek az adott prediktor
mas Tau-szinten nyert p-értékektdl.

2. tablazat A kvantilis regresszi6 becsiilt koefficienseinek szignifikancia (p) értékei

Dependent variable: ElelmEFt

Viltozé Tau= 0.05 0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 0.95 oLs
p-value
const 0.02 0.54 0.42 0.00 <0,00001 <0,00001 <0,00001 0.00
DBpNvIvKo 1 0.00 0.00 =0,00001 <0,00001 0.00 0.00 0.27 <0,00001
DBpNvIvKo 2 0.82 0.72 0.00 0.999 0.81 0.02 0.00 0.11
DBpNvIvKo 3 0.37 0.80 031 0.55 0.23 0.10 0.00 0.15
TLetszam <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0,00001
LakasMFt 0.74 0.23 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.01
GepKoEKm 0.00 0.00 <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0,00001
UduloVan 0.51 0.36 0.73 0.59 0.51 0.11 0.35 0.87
Vallalk 031 0.11 0.95 0.16 0.08 0.02 0.06 0.58
AKeres 0.01 0.02 0.00 0.03 0.95 0.20 0.02 0.10
Mnelkuli 0.01 0.00 0.00 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00
Eltartott 0.12 0.01 0.00 0.00 0.08 0.75 0.09 0.00
HFneme 0.12 0.00 <0,00001 <0,00001 <0,00001 0.00 0.00 <0,00001
HFiskv 0.00 0.00 =0,00001 <0,00001 0.00 0.14 0.35 <0,00001
HFkora <0,00001 0.00 <0,00001 0.00 0.06 0.29 0.81 <0,00001
JovEFt <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0,00001 <0.00001 <0,00001 <0,00001

3 Akiiszob ala keriilési esély kismintas problémai'é

A logisztikus regresszié a klasszifikalas alapvetd mddszere, alkalmazasa a deprivacio-
vizsgalatban is kézenfekvd'™. Mivel esetliinkben a fliggd valtozd “Deprivalt/Nemdeprivalt”
kimenet(, tehat a dichotom mddszer alkalmazando, ahol a fliggé valtozé binaris eloszlasa
ismeretében a regressziés paraméterek becslésére a Maximum Likelihood médszer add-

18 A szerz6 ez iranyu alkalmazasat lasd: Hajdu (2006).
9 A modszertani alapm(: Agresti (2002).

31



dik, azonban ennek kedvezd tulajdonsagai (minimum variancia, konzisztencia) csak nagy-
mintas esetben, aszimptotikusan érvényesek. A deprivacios-szegénységi kiiszob klasszifi-
kéldsa ugyanakkor a kismintas kovetkeztetés tipikus esete, mikor a kiiszob ala kertlés
adott rétegen bellil ritka esemény?, Haztartastipus szerinti rétegzés esetén a kismintas,
ritka gyakorisagu rétegek becslési esete sziikségszerl adottsag. Erre megoldas az egzakt
logisztikus regresszi6 (ELR) alkalmazasa?'.

Mikor a nagymintas, aszimptotikusan érvényes Maximum Likelihood becslés nem is
létezik, az ELR modszerrel akkor is kdvetkeztetni tudunk a regresszios paraméterekre. A
kovetkezOkben a relevans deprivacids prediktor valtozdk korrekt szelektalasara helyezzik
a hangsulyt, mikor a kivalasztas a p-kritérium alapjan torténik, tehat a korrekt p-érték kalku-
lalasa kulcskérdés! Mint korabban emlitettiik, a tarsadalmi-gazdasagi indikatorok haztarta-
sok sokasagat rétegzik, ezért adott rétegben a mintavétel soran kicsiny, kiegyensulyozat-
lan?2, hasonl6 csoportok kialakulasa reélis helyzet. Ez esetben az un. ,egzakt” kdvetkezte-
tés ad korrekt p-értéket, és konfidencia intervallumot a kérdéses paraméterekre?.

Az alébbiakban néhany probléma-felvetést nyujtunk praktikus példakon, de a szami-
tasi eredményeket terjedelmi okbdl mellbzzik.

Tekintsilk az Y=[1;0] binéris véletlen véltozékat, ahol az /" megfigyelés haztartast, Y
pedig kiadast azonosit. A response Y; valtozd az ,1” értéket veszi fel kiiszob alatti haztartas
esetén, egyébként értéke zérd. A regresszids béta paraméterekre valdé mintavételi kovet-
keztetés hdrom maddja all rendelkezésre: a feltétel nélkuli likelihood (UMMLE), a feltételes
likelihood (CMLE), és a feltételes egzakt kovetkeztetés?.

Az R ,rejection” visszautasitasi tartomany megvalasztasa az egzakt teszt tipusénak a
megvalasztasan mulik. Erre harom moédszert tekintlink: exact conditional scores teszt (akar
aszimptotikus, akar egzakt variancia alapu), exact conditional probability teszt, exact
likelihood ratio (LR) teszt®.

A kiilénbség az UMLE és a CMLE kodvetkeztetés kozott, hogy mig UMLE igényli a H1
zavard paraméter becslését is, addig CMLE kontroll alatt tartja. A Hy:B;= 0 hipotézis teszte-

2 King-Zeng (2001).

21 Aritka, kismintas, ,Igen” esemény kezelését az egzakt permutacion alapuld egzakt logisztikus regresszio (ELR) szolgalja.
Az ELR eljaras a regresszios paraméterek elégséges statisztikainak az egzakt, feltételes, permutéciés eloszlasan alapuld
maédszere. Lasd: Exact Logistic Regression: www.cytel.com.

2 Kiegyensulyozatlan a minta akkor, ha az Igen esetek aranya jelent6sen eltér a Nem esetekétdl.

2 Hirji, K.F.-Mehta, C.R.-Patel, N.R.(1987).

2 Garthwaite-Jolliffe (1995).

%5 Az exact conditional scores teszt esetén az R régiot a teszt statisztika mindazon értékei alkotjak, melyek nagyobbak vagy
egyenlék, mint a teszt statisztika megfigyelt értéke. Az exact conditional probability teszt esetén, az R régiét a teszt statisztika
mindazon értékei alkotjak, melyek valészinlisége kisebb vagy egyenld, mint a teszt statisztika megfigyelt értékének a valo-
szinlisége. Az exact likelihood ratio teszt esetén az R régitt a teszt statisztika mindazon értékei alkotjak, melyek LR értékei
nagyobbak vagy egyenl6k, mint a megfigyelt adat LR értéke.
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|ésére a scores statisztika?, a likelihood ratio statisztika és a Wald statisztika all rendelke-
zésre. Mindharom aszimptotikusan Chi? eloszlasu df szabadsagi fokkal Ho érvénye mellett,
ahol df az alkalmazott megszoritdsok szdma. Hangsulyozzuk, hogy a scores statisztika
nem igényli a full modell MLE becslését, csak a restriktiv modell becslésén alapul. Ez azt
eredményezi, hogy a scores statisztika létezhet akkor is, mikor a full modell MLE becslése
nem létezik.

Tekintstk a legalabb hattagu budapesti haztartésokat, adott évben?’. A median jove-
delem 60 szazaléka alatti haztartasokat kezeljik szegényként?®. A szegényvolt a
Poverty={0,1} binaris response valtozdban kédolt, ahol ,1” szegény haztartast jelol. Példaul
a haztartasfé nemét véve mint egyedi prediktor valtozét, legyen a “N&” egy perfekt
prediktor, igy az MLE nem létezik, mikdzben az MUE pontbecslés és az egyoldali Cl elér-
hetd. Cl felsé hatara +INF, mert a zér6 gyakorisag megjelenik a Nem terjedelmének alsé
extrém értékénél, vagyis a NOknél, mikor Nem=0. Szemben ezzel, tekintsiink egy masik
binaris prediktort, nevezetesen, hogy van-e tartdsan beteg a héztartasban: “1:van®, “0:
nincs”. A konkluziok hasonloak a fentiekhez, azon kivétellel, hogy CI als6 hatéra (—INF),
mivel a zérd frekvencia megjelenik a fartésan beteg jelenlét terjedelmének felsé extrém
értékénél. Kategdridk dsszevonasa is befolyasolhatja az MLE |étezését. Tekintslik ugyanis
a haztartasfd iskolai végzettségét mint egyedi prediktort. Mind az MLE mind a CMLE léte-
zik, azon tény ellenére, hogy zérd gyakorisagok csak az eloszlas alsé szélén jelennek meg.
Azonban a végzettség szinteket harom kategériaba dsszevonva az MLE mar nem létezik.
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