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Eloszo

Ez a tankonyv a Budapesti Corvinus Egyetem Alkalmazott kdzgazdasdgtan alapsza-
kanak matematika tananyagat tartalmazza. Igyeksziink minden olyan matematikai fo-
galmat és eljarast bemutatni, amely a mikrookonémia, makrookondmia, statisztika tar-
gyakban el6fordul, illetve felhaszndldsra keriil, tovabba biztos alapokat ad tovabbi ha-
ladé szintli kdzgazdasagtani targyak elsajatitdsdhoz. Ezek a témakorok az egyvaltozds
analizis, a valszinliségszamitds elemei, a linedris algebra, és a tobbvaltozds szEls6ér-
ték.

Az esetek tobbségében keriiljiik az aprdlékos bizonyitdsokat. Azokon a helyeken
azonban, ahol ez segit a mélyebb megértésben és a készség kialakitdsdban, megkisé-
reljiik a tételeinket és allitdsainkat intuitiv (és nem teljesen preciz) indokldssal alata-
masztani. Hangsilyt helyeziink ugyanakkor a definiciék pontos megfogalmazasara.

A megtargyalt anyagrészeket boséges példaanyaggal illusztraljuk. Ezek a példak se-
gitenek a megértésben, bemutatjik az alkalmazas médjat és szamos esetben ravilagita-
nak a tételeinkben megfogalmazott feltételek fontossagara. Ezért az anyag elsajatitasa-
ban a példédk részletes dttanulmanyozdsa kiemelkedSen fontos otthoni feladat.

Minden egyes fejezet pontosan egy tanulményi hét tanulnivaléit tartalmazza. Ennek
megfeleléen mindhdrom félév tananyaga, 12 szorgalmi hetet feltételezve, 12 fejezet-
re oszlik. Mindegyik fejezet végén részletes dtmutatét adunk az otthoni tanuldshoz, és
a feladatokon keresztiili gyakorldshoz. Az dtmutatékban szerepld feldolgozandé tan-
konyvi utaldsokat a kovetkez6képpen kell értelmezni.

Tankonyv-1: K. Sydsaeter, P. Hammond: Matematika kozgazddszoknak, Aula Kiado,
Budapest, 2005.

Feladatgyiijtemény-1: Ernyes Eva, Mala J6zsef, Orosz Agota, Racsmany Anna, Sza-
kal Szilvia: Matematikai alapok feladatgy(ijtemény, Aula Kiadd, Budapest, 2007.

Tankonyv-2: Denkinger Géza: Valdszinliségszamitds, Tankonyvkiadé, Budapest,
1977.

Feladatgyiijtemény-2: Denkinger Géza: ValGszinliségszamitasi gyakorlatok, Tan-
konyvkiadd, Budapest, 1977.
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1.1. A hatarérték definicidja

A természetes szamok N halmazan értelmezett
a:N—>R

fiiggvényt (végtelen) sorozatnak nevezziik. A sorozat n-ik elemére az a, jelolést hasz-
ndljuk. Ha ez nem okoz félreértést, a sorozat jelolésére roviden az a, szimbSlumot
hasznéljuk.

1.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az a, sorozat konvergens, és az A szamhoz tart,
jelolésben a, — A, vagy

lima, =A,
n—yoo

ha barmely € pozitiv szdmhoz van olyan N index, hogy minden n > N indexre
lan —A] < €.

Ha ilyen A valds szdm nincs, akkor azt mondjuk, hogy a sorozat divergens.

Konvergens sorozat esetében azt is mondjuk, hogy az A szdm az a, sorozat hatarér-
téke.

1.2 Példa. Tekintsiik az a, = 1/n sorozatot. Ekkor tetszSleges € > 0 mellett legyen N
az 1 /e szdmnal nagyobb egész szam. Vildgos, hogy minden n > N esetén

1

- <E&

n
ezért az[[ 1] Definicié értelmében

lim - =0.
n—oon

1.3 Példa. Hasonlé médon mds sorozatok hatarértékét is meghatarozhatjuk. Tekintsiik
példaul az

_2n%+5
fn = n —6n+8
sorozatot. Ha a szaml4l6t és a nevez6t is n2-tel osztjuk, akkor a sorozat n-ik eleme
_2+45/n?
 1—-6/n+8/n2

alakba frhatd, ahol a szamlalé hatarértéke 2, a nevez6é pedig 1, igy

dan

lima,=2.
n—oo
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Minden irraciondlis szam eldall racionalis szamok sorozatanak hatarértékeként. Pél-
daulaz a; = 1.4, ap = 1.41, a3 = 1.414, a4 = 1.4142. .. sorozat esetén

lim a, = V2
n—soo
Valdban, a Definici6 értelmében, ha € = 107, akkor az n > N indexekre |a, —
V2| <e.
Tipikus példa olyan sorozatra, amelynek nincs hatarértéke:

ay = (—1)"

hiszen itt a paros index{ elemek értéke 1, a paratlan indextieké pedig -1.

1.4 Tétel. Legyenek a, és b, olyan sorozatok, amelyekre lima, = A és limb, = B.
Ekkor lim(ay, + b,) = A+ B és lim(aub,) = AB. Ha még egyik b, sem nulla és B # 0,
akkor lim(a, /b,) = A/B.

1.2. Végtelenbe tarté sorozatok

Vannak olyan sorozatok is, amelyeket nem neveziink konvergensnek, de 1étezik hatdr-
értékiik. Vizsgaljuk meg példaul az

a, =2n+5
(szdmtani) sorozatot. Ez a sorozat barmely el6re megadott K valés szdmndl nagyobb

értékeket vesz ol egy indextdl kezdve. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a sorozat hatarértéke
oo,

1.5 Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat hatdrértéke oo, jelolésben
lim ap = +oo,
n—yo0

ha barmely elére megadott K valds szamhoz taldlhaté olyan N index, hogy minden
n > N mellett a,, > K.

Teljesen hasonlé médon értelmezhetjiik azt, hogy egy sorozat a —eo-hez tart, azaz
limnﬁm ap = —©o0,
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1.3. A rendor-elv

Sorozatok hatdrértéke gyakran meghatdrozhaté mds, ismert sorozatok hatdrértéke se-
gitségével. Ezt fogalmazza meg a rendSr-elv.

1.6 Tétel. Legyenek ay, b, és ¢, olyan sorozatok, amelyekre minden n indexre
ap <by<cy
tovdbbd az ay, és c, sorozatoknak létezik hatdrértéke és

lima,=limc, =A.
n—yoo n—soo

Akkor a by, sorozatnak is létezik hatdrértéke éspedig limy,_yoo by, = A.

1.7 Példa. Legyen a > 1 vals szdm, és tekintsiik a b, = /a sorozatot. Mivel a > 1,
azért a sorozat elemei

Va=1+h,
alakban irhatok fel, ahol A, > 0. Innen a binomidlis tétel szerint
a=(14hy)" > 1+nh, .
Az egyenl6tlenség dtrendezésével

—1
O<h,,<a

Mivel a jobb oldali kifejezés nulldhoz tart, a rend6r-elv szerint i, — 0, azaz /a — 1.

Nyilvdn hasonlé megéllapitdst tehetiink, ha 0 < a < 1, hiszen akkor a sorozat eleme-
inek reciprokaira térhetiink at.

1.4. Korlatossag és monotonitas

Egy végtelenbe tart6 sorozat elemei természetesen nem maradnak két fixen vélasztott
val6s szam kozott. Bevezetjiik az alabbi definiciot.

1.8 Definicié. Az a, sorozatot feliilrSl korldtosnak nevezziik, ha van olyan K valds
szam, hogy a, < K minden n indexre. Hasonl6an értelmezziik az alulrél korlatos soro-
zatokat. Egy sorozatot korldtosnak neveziink, ha feliilr6l és alulrdl is korlatos.
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1.9 Példa. Dontsiik el példaul, hogy az

2n
ayp = ————
" Va2 +5+8

sorozat korlatos-e? Ha a szamlal6t és a nevezdt is 2n-nel osztjuk, akkor

1
a, =
" /145/4n% +8/2n

aminek alapjdn 0 < a, <1, ezért a sorozat alulrdl és feliilrdl is korldtos. Az is vildgos,
hogy e sorozat legkisebb felsd korldtja 1, mig egy (de nem a legnagyobb) alsé korlatja
0.

Kitiintetett szerepe van a monoton sorozatoknak.
1.10 Definicié. Azt mondjuk, hogy az a, sorozat monoton n6vd, ha minden » indexre

an < a,+1. Hasonléan értelmezziik a monoton fogyé sorozatokat.

1.11 Példa. Tekintsiik példaul az

2n—1
a, =
" n+2

2 2

sorozatot. Egyszer( atalakitdssal 1dthatd, hogy

2n+4-5 5
a, = =2
n+2 n+2
azaz a 2-bél levont tort értéke csokken, ha n novekszik, ezért a sorozat monoton novs,
tehdt a, < a,| minden n indexre. Az is vildgos, hogy ez a sorozat feliilrdl korlatos, és
a legkisebb felsd korldtja 2, valamint

lim a, = 2.

n—reo

Az alabbi tételiink azt mondja ki, hogy ez a tulajdonsadg monoton és korlatos soroza-
tokra tipikus jelenség.

1.12 Tétel. Egy monoton nové és feliilrél korldtos sorozat konvergens.

A tételt nem igazoljuk, csak megjegyezziik, hogy a valds szdmok azon tulajdonsagan
mulik, hogy a fels6 korlatok kozott mindig van legkisebb. Ezt a sorozat felsd hatara-
nak nevezziik. Nyilvdn analdg allitast fogalmazhatunk meg monoton fogyé és alulrél
korlatos sorozatokra.



1. fejezet: Sorozatok 21

1.5. Az Euler-féle ¢ szam

Nevezetes, és gyakran el6fordulé sorozat az

an:(1+l) , (L.1)
n

Megmutathatd, hogy ez a sorozat monoton n6vd és feliilrdl korldtos, igy konvergens is.
Ehhez felhasznaljuk a szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenlStlenséget. Neveze-
tesen, ha xq,...,x, pozitiv szimok, akkor

n
oty < (u)
n

barmely n természetes szamra, és egyenldség akkor és csak akkor dll fenn, hax; =... =
Xy, azaz mindegyik szdm egyenld.

1.13 Allitas. Az alatti ay, sorozat szigoriian monoton novd és feliilrél korldtos.
Bizonyitas. Legyen adott egy n természetes szdm. El8szor tekintsiik az

1 1
xl:1+;7"'7xl‘l:1+;axl’l+l:1

n+ 1 darab pozitiv szdimot, amelyek nem mind egyenl&ek. Ezekre a szdmtani-mértani
egyenlStlenség az

1\" n+1+1 n+1 1 n+1
I+-) <(—— =(1+
n n+1 n+1

alakot 6lti, ahonnan latszik, hogy a sorozat szigordan monoton novo.
Maisodszor tekintsiik az

1 1 1 1
x1:1+;a-~-7xn:1+;7xn+1:§axn+2:§

n+ 2 darab kiilonb6z6 pozitiv szamot. Ezekre a szamtani-mértani egyenlStlenség
AR AR "
4 n n+2 N

alakban frhatd fel. Innen adédik, hogy a, < 4, azaz a sorozat feliilrdl korlatos, és ezért
konvergens is. [
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E sorozat hatarértékére az e jelolést hasznaljuk. Pontosabb szdmitds azt mutatja, hogy
e irraciondlis, és
e=2.7182...

1.14 Allitas. Legyen o tetszdleges valds szdm. Akkor

a n
lim (1+f) — ¥
n

n—yo0

1.15 Példa. Tekintsiik példdul az

_ n+1\"
n=\2143

e (21 (1+32)" ar
e

2n+3

sorozatot. Ekkor

és 1gy limy, 0y = e L.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 I/1 szakasza kidolgozott példdinak feldolgozadsa.

2. Hazi feladatok: az I/1 szakasz 1.1.5, 1.1.6, 1.1.8, 1.2.5, 1.2.6, 1.2.8, 1.3.6, 1.3.9,
1.6.2, 1.8.6, 1.8.9 feladatai.

3. Tankonyv-1 1. fejezet és 6.4 szakasz.
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2.1. Végtelen sorok konvergenciaja

Tekintsiink egy végtelen val6s a; sorozatot és képezziik a formalis

s

a @2.1)

k=1

Osszeget. Ezt a szimbdlumot végtelen sornak nevezziik.

Természetesen meg kell mondanunk, hogy mit értiink egy ilyen kifejezésen, hiszen
végtelen sok tagi Osszeget eddig nem értelmeztiink.

Legyen n tetsz8leges természetes szdm és vezessiik be a sor n-ik részletdsszegét
az alabbi médon:

n
Sy = Z ay 2.2)
k=1
Ilyen médon egy S,, valds sorozatot képeztiink.

2.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy a (2.1)) végtelen sor konvergens, és az dsszege az S
valés szam, jelolésben

S= iak
k=1

ha az §,, szamsorozat konvergens és hatarértéke S. Ellenkez6 esetben a sort divergens-
nek nevezziik.

Egy végtelen sor tehdt divergens, ha az S, sorozatnak nincs hatdrértéke, de akkor is,
ha ez a hatdrérték létezik, de végtelen. Példdul ha a; = (—1)* minden k esetén, akkor

n
(—l)k =0 ha n paros és S, = Z(—l)k = —1 ha n paratlan
1 k=1

™=

Sn =
k

és ez az S, sorozat nyilvdnvaléan divergens.

2.2. A geometriai sor

2.2 Példa. (A geometriai sor) Legyen r valds szam, és tekintsiik az r hanyadosu geo-
metriai sort: .

y A+

k=0

Ennek a sornak az n-ik részletosszege:

n lfr”"'l
Sp = Zrkzi
= 1—r
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Itt a sorozatokrdl tanultak alapjan " — 0 ha |r| < 1, minden mds esetben a sorozat
divergens. Tehét a geometriai sor akkor és csak akkor konvergens, ha |r| < 1, és ekkor

8
—_

hiszen |r| < 1 esetén r* — 0.

2.3. Konvergencia a részletésszegek alapjan

2.3 Példa. Tovabbi példaként vizsgaljuk meg a
i 1
= k(k—1)

végtelen sort. Mivel
1 1 1

k(k—1)  k—1 &
azért a sor n-ik részletdsszege az alabbi mddon irhat6:

Sp=(1—1/2)+(1/2=1/3)+...+(1/(n—1)—1/n) =1—1/n

ahol az egymadst kovetd zardjelekben a negativ és pozitiv tagok kiejtik egymadst. Ennek
a sorozatnak a hatdrértéke 1, tehdt a sor konvergens és az dsszege S = 1.

2.4. Feltételek konvergenciara

2.4 Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele) Tegyiik fel, hogy a

s

ag

~
Il

sor konvergens. Akkor limy_,., ay — 0.

2.5 Példa. Tételiink csak sziikséges feltételt fogalmaz, de nem elégséges. Példaul meg-
mutathatd, hogy a

(aok
o ===

k=1
sorra a sziikséges feltétel teljesiil, de a sor
nevezziik.

ivergens. Ezt a sort harmonikus sornak
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Val6ban, legyen n adott természetes szam, és tekintsiik a harmonikus sor 2"-ik rész-
letosszegét. Csoportositsuk a tagokat a kovetkezd mddon:

S —1+1+ l+l + 1+ Jrl +...+ ;‘F +i
2!1— 2 3 4 5 e 8 “ee 2”71+1 oo 27[ )
ahol mindegyik zdrolejeles kifejezésben a kovetkez6 2 hatvanyig megyiink el. Konnyen
lathatd, hogy mindegyik zéréjelen beliil a tagok dsszege tobb, mint 1/2, ezért

1
Szu > 1+§I’l

Innen adédik, hogy a részletdsszegek sorozata nem korldtos, ezért a harmonikus sor
divergens.

2.6 Tétel. (A konvergencia elégséges feltétele) Tegyiik fel, hogy minden k indexre
ap>0¢ésa
Y @
k=1
sor konvergens. Ha minden k indexre 0 < by < ay, akkor a
Y b
k=1
sor is konvergens.

Val6ban, a feltételeink szerint az S, = Y'j_, by részletosszegek sorozata egyrészt mo-
noton novE, masrészt feliilr6l korlatos, tehat konvergens is.

Hasonlé médon nyerhetiink elégséges feltételt divergencidra is: egy nemnegativ tagu
divergens sor tagjaindl nagyobb tagokbdl ll6 sor nyilvdnvaldan szintén divergens!

2.7 Példa. Példaként tekintsiik a '3 1/ k2 sort. Mivel minden k > 1 indexre

1 1

— <
kK2 " k(k—1)
azért az n-ik részletosszegre az adédik, hogy

LS| u 1
Sp=Y 5 <1+Y
=t = k(k—1)

Tehat az elégséges feltételiink szerint a fenti sor konvergens és az dsszege S < 2.

Altalaban megmutathat6, hogy a Yo 1/k% sor divergens, ha o < 1, és konvergens,
ha o > 1 (14sd a 9. fejezetben).
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2.5. Abszolut konvergencia

Ebben a szakaszban olyan végtelen sorokat vizsgdlunk, amelyekben pozitiv és negativ
tagok is el6fordulhatnak. Tekintsiik ezért a

s

ay (2.3)

k=1

végtelen sort, ahol az a; tagok nem feltétleniil mind nemnegativak.

2.8 Definicié. Azt mondjuk, hogy a (2.3) sor abszoliit konvergens, ha a

s

||

k=1

sor konvergens.

2.9 Tétel. Ha egy sor abszoliit konvergens, akkor konvergens is.

A bizonyitas részleteibe nem megyiink. Indoklasként azonban megjegyezziik a kovet-
kezoket. Jelentse S, az els6 n tag abszolut értékeinek Osszegét, ez a feltételiink szerint
konvergens, azaz

n
lim Y’ |a;| =limS, =S.
k=1
Jelentse tovabba Ry, illetve T, a Y7 | a; sor els§ n tagjabdl a negativ, illetve a nemne-
gativ tagok Osszegét. Ekkor R,, monoton fogyd, illetve 7;,, monoton nové, és mindkét
sorozat korlatos, hiszen
R,>—S illetve T <S.

Ezért mindkét sorozat konvergens, jelolésben lim R, = R, illetve lim7;, = T'. Tehat a sor
n-ik részletdsszege
n
lim Y @ =1lim(T, +R,) =T +R,
k=1
azaz a sor valéban konvergens.
Az aldbbi példdban megmutatjuk, hogy a fenti tételiink dllitdsa nem fordithaté meg.

2.10 Példa. Tekintsiik az aldbbi valtakozé elGjeld sort:
(_ 1 )kf 1

Eoi

Vildgos, hogy ez a sor nem abszoliit konvergens, hiszen a tagok abszolut értékeibdl all6
sor éppen a harmonikus sor, amely divergens.
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Megmutatjuk azonban, hogy a fenti sor konvergens. Valdban, a paros index( részlet-
Osszegek sorozatdra az adédik, hogy

1 1 1 1 1
Son = <1_§)+(§_1)+'”+<2n—1_?n):
1 1 1
= §+E+...+72n(2n_1).

A 23] Példa alapjn ez a sorozat monoton novd, és feliilrdl korldtos, hiszen Sp, < 2.
Tehat konvergens is, jelolje a hatarértéket

limS;, =S.

Masrészt a paratlan index részletosszegekre

1
S2n71 = SZn + ﬂ

ezért limS,,_| = S, tehdt lim S, = S. Ez azt jelenti, hogy a sor konvergens.

2.6. Hanyados-kritérium

Az aldbbiakban egy elégséges feltételt feltételt fogalmazunk meg sorok konvergencid-
jéra, illetve divergencidjara. Képezziik a

ag

s

k=1

sor szomszédos tagjainak hanyadosait, és tegyiik fel, hogy 1étezik a

Ag+1
ai

lim

k—>oo

hatdrérték.
2.11 Tétel. (Hanyados-Kkritérium)
e Ha a < 1, akkor a sor abszoliit konvergens.

o Ha o > 1, akkor a sor divergens.

e ha o = 1, akkor mindkét eset lehetséges.
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Bizonyitas. Ha o < 1, akkor vdlasszunk egy f3 szdmot, amelyre o < 8 < 1. Ekkor
valamely N indextdl kezdve
st
g

<p

minden k£ > N indexre. Innen 1épesenként visszafelé haladva azt kapjuk, hogy

lags1] < Blag] < B*lag—1] < ... < BN ay|

Tehat az n + 1-ik részletosszegre

n N—1 n
Spp1 = Y lax1 < Y lager|+lay] - Y, BN
=0 =0 =N

ahol az ut6bbi szumma 0 < 8 < 1 miatt egy konvergens geometriai sor részletosszege,
tehat korlatos, ha n — . Innen adddik az allitas.

Ha o > 1, akkor a bizonyitds hasonléan végezhetd el, csak 1 < f < a vdlasztdssal
egy divergens geometriai sorra vezetjiik vissza. (|

2.12 Példa. Ebben a példdban megmutatjuk, hogy o = 1 esetén a sor konvergencidjarol
semmit sem mondhatunk a Hanyados-kritérium alapjan.
Valéban, ha a divergens harmonikus sort tekintjiik, akkor a; = 1/k miatt
a1k

=———1 hak—co.
a k+lﬂ ak—

Ha viszont azt a konvergens sort tekintjiik, ahol a; = 1/k2, akkor

a k2
k“:( )—n ha k — oo,

ay k+1

azaz valéban mindkét eset el6fordulhat.

2.13 Példa. Vizsgaljuk meg, hogy konvergens-e a
i k2 . 2k
= K

sor. Hasznéljuk a Hanyados-kritériumot:

ape1 (k+ 12280 g k+1\? 1 o
k k+1

ar  (k+1)! k2%

Tehat o« = 0 < 1, azaz a sor konvergens.



2. fejezet: Végtelen sorok 31

Otthoni tanulishoz

1. A Feladatgy(jtemény-1 1/2 szakasz kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: az 1/2 szakasz 2.1.7, 2.1.8, 2.1.9, 2.1.10, 2.1.11, 2.2.3, 2.2.4,
228,229,23.10,2.3.11, 2.3.12, 2.3.15 feladatai.

3. Tankonyv-1 6.5 szakasza.
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3.1. Flggvények hatarértéke

Az aldbbiakban f: R — R fiiggvények hatarértékével foglalkozunk. Legyen x( olyan
pont (lehet +oo is), amelyhez van olyan x,, sorozat az f értelmezési tartoméanyabdl, hogy
X 7 X0 68 X, — Xq.

3.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy f hatdrértéke az xy pontban A (ez lehet +oo is),
jelolésben
lim f(x) =A

X—X0
ha az értelmezési tartomdnybdl vett barmely x, — xy sorozatra amelyre x, # xo,
Fx) — A

3.2 Példa. Hatdrozzuk meg a

hatdrértéket! Ez a fliggvény az x = 2 helyen nincs értelmezve, de minden x # 2 helyen
x+2-vel egyenld. Ezért konnyen lathatd, hogy

3.3 Példa. Tekintsiik az f(x) = 1/x fiiggvényt. Ez a fiiggvény az x = 0 helyen nincs
értelmezve. Mdsrészt az értelmezési tartomanybodl valasztott barmely x, > 0, x, — 0
sorozatra f(x, ) — 4oo, mig ugyanezen sorozat negativjaira f(—x,) — —oo. Tehdt ennek
a figgvénynek az x = 0 helyen nincs hatarértéke, azaz

nem létezik.

3.4 Példa. Tekintsiik a kovetkez$ hatarértéket:
o583 4+ x—38
lim ———————
xrteo 8x3 —x2 412
Ha a sz4ml4l6bol és a nevezdbél is x>-t kiemeliink, akkor a
2x—54+1/x*—8/x3
8—1/x+12/x3
kifejezéshez jutunk. Ekkor barmely x,, — +oo sorozat esetén a szamldlé hatdrértéke
~+o0, mig a nevezd hatdrértéke 8, igy a tort +oo-hez tart.
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Hasonldan lathatd, hogy e tort hatarértéke —oo, ha x — —oo.

3.5 Példa. Lassuk be, hogy

lim (V1+x2—x)=0.

X—r-o0

Valéban,

‘/1+x2_x:;

14+x2+x
és a jobb oldali kifejezés 0-hoz tart, ha x — +oo.

A[T4 Tétel alapjan fogalmazhatjuk meg a kovetkezd llitdst.

3.6 Tétel. Ha az f és g fiiggvényekre

Jim f(x)=4 és lim g(x) =B,
akkor
lim (f(x)+g(x))=A+B és li_)mf(x)g(x)zAB.
X—X0

X—X0

Ha még g nem nulla az x egy kornyezetében, és B # 0, akkor

flo) _A

1 .
2 g(x) B

3.2. A rendor-elv
A sorozatokhoz hasonldan a fiiggvények hatarértékére is érvényes a rendor-elv.

3.7 Tétel. Legyenek f, g és h olyan fiiggvények, amelyekre minden x mellett

fx) <g(x) <h(x),

tovdabbd limy_,y, f(x) = limy_,x, h(x) = A. Akkor a g fiiggvénynek is létezik hatdrértéke
az xo helyen, és
lim g(x) =A.

X—X0
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3.8 Példa. Hatdrozzuk meg a

hatérértéket! Ez a fuiggvény péros, igy elég pozitiv x-eket vizsgalni. Geometriai interp-
retdci6é mutatja, hogy minden 0 < x < 7/2 pontban

sinx < x < tanx

azaz a sinx kifejezéssel osztva és reciprokra térve

sinx
cosx < — < 1.
X

Tehat a rend6r-elv alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy

. sinx
lim—=1.
x—0 X

3.3. Egyoldali hatarérték

3.9 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xo helyen 1étezik jobb oldali
hatarértéke, és ez A, jelolésben

lim f(x)=A

xX—xo+

ha az értelmezési tartoméanybdl valasztott barmely x,, — xg, x,, > x( sorozatra f(x,) —
A. Analég médon értelmezziik a bal oldali hatdrértéket is.

3.10 Példa. Vizsgéljuk meg az alabbi fiiggvényt:

_ 2x+1

10 ==

Nem hehéz beldtni, hogy ha x, jobbrdl tart 2-h6z, akkor f(x;,) — +oo, mig ha x, balrél
tart 2-h6z, akkor f(x,) — —oo. Ezért

lim f(x)=—o0 és lim f(x)=+co.

x—2— x—2+
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3.4. Folytonossag

Tekintstink egy intervallumon értelmezett f fliggvényt.

3.11 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az értelmezési tartomdny valamely
X pontjaban folytonos, ha

lim f(x) = f(xo) -

X—X0

Ha f az értelmezési tartomany valamely xy pontjaban nem folytonos, akkor azt mond-
juk, hogy ott szakaddsa van.

FIGYELEM! Folytonossdgrél csak az értelmezési tartomdny pontjaiban beszélhe-
tink. Példdul az f(x) = 1/x fiiggvény az értelmezési tartomdny (azaz x # 0) minden
pontjdban folytonos. Az xo = 0 pont nincs az értelmezési tartomdnyban, igy ott nem is
beszélhetiink szakadasrol.

Masrészt azonban nem is definidlhatjuk az f fiiggvényt az xy = 0 pontban ugy, hogy
ott folytonos legyen, hiszen ott a fiiggvénynek nincs hatarértéke.

Altalaban elmondhat6, hogy a folytonos fiiggvényekbdl kompoziciéval, illetve az
alapmtiveletekkel elGallitott fiiggvények folytonosak, kivéve, ha egy hanyados nevezdje
nulla.

3.12 Példa. Tekintsiik példdul az aldbbi figgvényt:

1—cosx
hax#0
= x?
F@) { % hax=20

Vildgos, hogy ez a fiiggvény az x # 0 helyeken folytonos, mésrészt

1—cosx 1—cosZx (sinx)2 1

¥ (14cosx)x? “\x "1 +cosx

amibdl lathaté, hogy a fliggvény hatarértéke a O helyen 1/2. Tehat ez a fliggvény az
egész szamegyenesen folytonos.

3.5. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai

Egy folytonos fiiggvényt ugy képzeliink el, hogy a grafikonja folyamatos vonallal le-
rajzolhatd. Ezt fogalmazza meg Bolzano tétele.

3.13 Tétel. (Bolzano-tétel) Legyen f folytonos fiiggvény az [a,b] intervallumon, és
tegyiik fel, hogy f(a) és f(b) ellenkezé eldjelitek. Akkor van olyan a < ¢ < b hely,
amelyre f(c)=0.
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A tételt nem bizonyitjuk, de egy rovid indokldst megmutatunk. Felezziik meg az [a, b]
intervallumot, és vdlasszuk azt a felét, amelynek végpontjaiban f kiilonbozd eldjeld (ha
nulla lenne, akkor kész a bizonyitds). A kivélasztott részintervallumot djra megfelezziik,
és tjra azt a felét vélasztjuk, amelynek végpontjaiban f ellenkezé eldjeld, stb...

Az eljarast folytatva egymdsba skatulydzott zdrt intervallumok sorozatdhoz jutunk,
ahol az n-ik [ay,b,] részintervallum hosszéra azt kapjuk, hogy

_b—a

b, —a, = .

2}1

Ugy képzeljiik, hogy ezen intervallumok metszete nem iires, és nyilvan csak egyetlen
pontot tartalmazhat. Jeldlje ¢ € [a, ] ezt a pontot, nevezetesen

[an; bn] = {c}.

s

n=1

Vildgos, hogy nem lehet f(c) > 0, hiszen akkor a folytonossdg miatt a ¢ egy kis kor-
nyezetében is pozitiv lenne, ami ellentmond a konstrukciénak. Hasonléan nem lehet
f(c) < 0sem. Tehat f(c) =0.

3.14 Példa. Vizsgiljuk meg, hogy vajon megoldhaté-e a
200 — 18x* +3x° +20x— 13 =0

egyenlet? Vilagos, hogy a bal oldalon 4ll6 kifejezés egy folytonos f fiiggvényt definial,
amelyre
lim f(x)=4c & lim f(x)=—oo

X—>—+oo X—>—o0

ezért f elég nagy x értékekre pozitiv, mig elég kis x értékekre negativ értéket vesz fel.
Tehat Bolzano tétele szerint az egyenletnek van legaldbb egy valds gyoke.

A sz@ls6értékek és optimalizaldsi feladatok szempontjdbdl alapvetd jelentGségl a
folytonos fiiggvények kovetkezd tulajdonsdga.

3.15 Tétel. (Weierstrass-tétel) Legyen f folytonos fiiggvény az [a,b] intervallumon.
Akkor f ezen az intervallumon felveszi a maximumdt és a minimumdt.

Nem bizonyitunk, csak heurisztikus gondolatmenetet adunk pl. a maximum létezésé-
re. El8szor gondoljuk meg, hogy [a, b] intervallumon folytonos fiiggvény feliilrd] kor-
latos. Ezt indirekt médon lathatjuk be.

Misrészt gy képzeljiik (NEM NYILVANVALO!), hogy a felsé korlatok kozott van
legkissebb, jelolje ezt M. Ekkor barmely n természetes szamhoz van olyan x, € [a,b],
amelyre f(x,) > M —1/n. Ellenkezs esetben ugyanis M — 1/n lenne a legkissebb felsd
korlat.
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Ha most az x, sorozatnak valamely részsorozata a ¢ € [a,b] szdmhoz tart, akkor a
folytonossag miatt f(x,) — f(c). Tovdbba

1

ezért a Rend6r-elv miatt csak f(c) = M dllhat fenn.
Hasonl6 gondolatmenet alkalmazhaté minimum esetére.
Péld4ul az

f(x):{x ha0<x<1

3—x hal<x<2

fiiggvény nem veszi fel a maximumat a [0,2] intervallumon, de nem is folytonos az 1
helyen.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 1/4 és 1/5 szakaszok kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: az 1/4 szakasz 4.1.4,4.1.5,4.2.5,4.3.6,4.3.9,4.4.6, 4.4.7, tovab-
ba az I/5 szakasz 5.1.7, 5.1.8, 5.2.1 feladatai.

3. Tankonyv-1 2. és 3. fejezetek, 6.1, 6.2, 6.3, 6.6, 6.7, 7.1 és 7.2 szakaszok.
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4.1. A derivalt fogalma

Legyen f valamely intervallumon értelmezett fiiggvény, és tegyiik fel, hogy x¢ az inter-
vallum belsé pontja.

4.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy f differencidlhaté az xy pontban, ha 1étezik és véges
az aldbbi hatdrérték:

lim 0 +1) = f(x0)

h—0 h

Ezt a hatdrértéket az f derivdltjdnak nevezziik az x; pontban, jelolése f’(xp). Az f
figgvényt differencidlhaténak nevezziik egy intervallumban, ha annak minden belsd
pontjdban differencidlhaté.

A fenti hanyadost az f fliggvény kiilonbségi hanyadosdnak nevezziik az xy pontban.

4.2 Példa. Tekintsiik az f(x) = x? fiiggvényt. Az xq pontbeli kiilonbségi hanyados:

f(XO+th—f(x0) _ (xo+;;)2—xg = 2o +h

amelynek hatdrértéke 2xg, ha h — 0. Kovetkezésképpen
f'x0) =2x0 .
Teljesen hasonlé médon ldthatd, hogy f(x) = x™ esetén, ahol n természetes szam,

fxo) =nxf '

4.3 Allitas. Ha f differencidlhatd az x pontban, akkor ott folytonos is.

Bizonyitas. Legyen h, — 0 tetsz6leges sorozat, akkor a differencidlhatésag folytan

. flath) = f(x) o
i LEEB I gy,
Ez csak dgy lehetséges, ha limy, e (f(x+ hy) — f(x)) = 0, azaz limy,_ye f(x + hp) =
f(x). Ez éppen azt jelenti, hogy f folytonos az x pontban. [J
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FIGYELEM! Az éllitds megforditdsa dltaldban nem igaz, amint azt a kovetkezd példa
mutatja.

4.4 Példa. Tekintsiik az f(x) = |x| fiiggvényt a szdmegyenesen, és vizsgiljuk meg az
xo = 0 pontbeli kiilonbségi hdnyadost. Vildgos, hogy

f(h) = £0) _ Al 1 hah>0
~1 hah<0

ezért a hatarérték 7 — 0 esetén nem létezik, hiszen a jobb oldali hatarérték +1, mig a
bal oldali hatdrérték —1. Tehat az f fliggvény a O pontban nem differencidlhat6.

Minden més pontban azonban igen, nevezetesen f/(x) = 1, hax > 0, és f'(x) = —1,
ha x < 0.

4.2. GoOrbék érintoje

A geometriai interpretdcié azt mutatja, hogy az f’(xq) derivélt az f fiiggvény grafikon-
jéhoz az xg pontban huzott érint6 meredekségét jelenti.

Ennek alapjdn meghatdrozhatjuk egy differencidlhaté fiiggvény grafikonjahoz az xg
pontban hizhaté érint6 egyenletét:

y=f(x0)(x—x0) + f(x0) -

Példéul az f(x) = x° fiiggvény grafikonjéhoz az xo = 1 pontban hiizhaté érints egyen-
lete:
y=3x-1)+1

4.5 Példa. Allitsuk el6 az f(x) = sinx fliggvény grafikonjahoz az xo = 0 pontban huizott
érintd egyenletét. Ekkor az érint6 egyrészt dtmegy az origdn, masrészt a meredeksége:

1oy i S —f(0) . sinh
0= i S i S8

Ezért az érint6 egyenlete y = x, amely az origdban dtmetszi a grafikont.

4.3. Differencialasi szabalyok

Tekintsiik az f és g fiiggvényeket, amelyek egyarant differencidlhatdk az x pontban. A
hatdrérték tulajdonsdgaibdl adédnak az aldbbi szabédlyok.
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Osszeg és szamszoros derivaltja Ha o és B tetszGleges valds szamok, akkor crf(x) +
Bg(x) is differencidlhat6 az x pontban és

(af (x) +Bg(x)) = arf'(x) + Bg'(x) ,
Szorzat derivaltja f(x)-g(x) is differencidlhat6 és
(f(x)-g(x) = f'(x) - 8(x) + f(x) &' (x) ,
Hényados derivéltja ha g(x) # 0, akkor f(x)/g(x) is differencidlhat6 és

(@)’ _ (0)g(x) — f(x)g' ()
g(x) g(x)? ’

Példaként tekintsiik a szorzat differencidldsi szabdlydnak igazoldsat.

fx+h)-gx+h)—f(x)-glx)
h
Jx+h)-gle+h)— flx+h)-glx)
h

fx+h)-gx)—f(x)-g(x)
h

+

fle+h) —fx)

(x+h) — g(x)
Tow T,

Flx+m)E

Itt az elsd tort hatdrértéke f(x)g'(x) az f folytonossdga miatt, mig a mésodik tort
f'(x)g(x)-hez tart, ha h — 0. Innen adddik az allitds. A tobbi szabély igazoldsa ha-
sonldan torténik.

4.6 Példa. Mutassuk meg, hogy az f(x) = 1/x fiiggvény grafikonjanak barmely pont-
jaban huzott érintd a koordinata-tengelyekkel azonos teriiletd haromszoget zér be.
A szimmetria miatt nyilvan elég xp > 0 koordindtdji pontokra szoritkozni. A hdnya-

dos derivéldsi szabdlya alapjan
1
fxo)=-—

2
X0

ezért az x( pontban hizhato érint6 egyenlete

1 1
y= )+
x5 X0

Ennek az egyenesnek a tengelymetszetei:
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x = 0 esetén az y-tengelyen b =2 /xq
illetve
y = 0 esetén az x-tengelyen a = 2xy.

Tehat a kozbezdrt hdromszog teriilete

1 1 2
T=-ab=~ 2 — =2
2T A

ami valdban fiiggetlen az xg pont vélasztasatol.

4.4. Fuggvények kompozicidja

Legyenek f és g egyarant R — R fiiggvények ugy, hogy g értékkészlete az f értelmezési
tartomdnydban fekszik. Ekkor az

x— f(g(x))
hozzédrendelést az f és g fiiggvények kompozicidjdnak nevezziik. Jelolése f o g, azaz
foglx)=f(s(x)) .

Ha példaul f(x) = \/x és g(x) = 1 +x2, akkor

fogx)=vV1+x2.

Figyelem, a sorrend fontos!
Altalaban fo g # go f. Ha a fenti példat tekintjiik, akkor

goflx)=1+x

de ez a fiiggvény csak x > 0 esetén van értelmezve!
Az is el6fordulhat, hogy f o g az egész szamegyenesen értelmezve van, de g o f nem
is definidlhat6. Ha példéul

fo=-1-2" & glx)=a,

akkor fog(x) = —1—x hax >0, de go f(x) = v—1 — x* egyetlen val6s szdmra sincs
értelmezve.
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4.5. Lancszabaly

A kompozicié-fliiggvény differencidlhatésdgérdl szo16 tételiink igen erds eszkoz bonyo-

lultabb fiiggvények derivaltjanak eldéllitdshoz.

4.7 Tétel. (Lancszabaly) Tegyiik fel, hogy g differencidlhaté az x pontban, és f diffe-
rencidlhaté a g(x) pontban, akkor f o g is differencidlhatd az x pontban, és

(fog)'(x)=r"(g(x))&'(x)

Ha bevezetjikk a k = g(x+ h) — g(x) jelolést, akkor az f o g fiiggvény kiilonbségi
hanyadosa az x helyen a kévetkezé mddon irhat6:

flglx+h)) — flg(x))

h
f(8(x)+k) — f(g(x)) glx+h)—g(x)
k h

amennyiben g(x+h) — g(x) # 0. Ilyenkor & — 0 esetén a g folytonossdga miatt k — 0,
és igy a jobb oldali kifejezés hatarértéke

f(g(x))-¢'(x)

Ez a gondolat nem mtikodik akkor, ha k = 0. Ekkor a bizonyitds egy kicsit komplikal-
tabb, ezt nem részletezziik.

4.8 Példa. Legyen példaul
F(x) = (1+3x—x%)°.

Ekkor a derivélt a hatvanyozds elvégzése nélkiil elGéllithatd, ha észrevessziik, hogy az
fx) =x5 és g(x) = 14 3x —x? jelolésekkel F = f o g. Tehit a tételiink szerint:

F'(x) =6(143x—x%)°-(3—2x) .
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4.9 Példa. Legyen most

Flx) = (2”3)3 xeR

542
Ekkor a 9yt 3
=T & S =

jelolésekkel F = fog. Vegyiik figyelembe, hogy a g hanyadosként 4ll eld, igy

Fl(x) = f"(g(x)-&'(x) =3

204+3\? 2(5+x2) —2x(2x+3)
5+x2 (5+x2)2

amelyet még valamivel egyszert(ibb alakra hozhatunk.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 1/3 és 1/6 szakaszok kidolgozott példdinak feldolgozdsa.

2. Hazi feladatok: az I/3 szakasz 3.1.4, 3.1.5, tovabba az 1/6 szakasz 6.1.2, 6.1.4,
6.2.3,6.2.7, 6.2.9 feladatai.

3. Tankonyv-1 4. fejezet, 5.2 és 5.6 szakaszok.
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5.1. Az inverz fliggvény

Tekintsiink egy f: R — R fliggvényt, amely kolcsonosen egyértelmd valamely inter-
vallumon. Ez példdul egy folytonos fiiggvényre azt jelenti, hogy f vagy szigortian mo-
noton novo, vagy szigorian monoton fogyd.

5.1 Definicié. Az f fiiggvény inverzén azt az f~! fiiggvényt értjiik, amelynek értel-
mezési tartomdnya az f értékkészlete, és értékkészlete az f értelmezési tartomdnya,
tovabba

o) =x

az f értelmezési tartomdnydnak minden pontjaban.

Ezt a , forditott” hozzarendelést ugy éllithatjuk el, hogy az
y=rf()
egyenldségbdl kifejezziik x-et y fliggvényeként:
x=f710).
Ha példaul f(x) = (2x+5)3, akkor vilagos, hogy

L S
o=

Vildgos, hogy f~! grafikonja és f grafikonja az y = x egyenesre nézve tiikros hely-
zetliek.

5.2. Az inverz fliggvény differencialhatésaga

5.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy f folytonos, szigoriian monoton valamely intervallumon,
differencidlhaté annak valamely x belsé pontjdban és f'(x) # 0. Akkor f —is differen-
cidlhaté az y = f(x) pontban, és
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Vizlatosan a kovetkez6rdl van sz6. Tekintsiik a kiilonbségi hanyadost:

foy+h)—f10)
h

Legyenek x és x + k olyan pontok az f értelmezési tartomédnyabél, amelyekre y = f(x)
és y+h = f(x+k). Akkor a kiilonbségi hanyados dgy irhatd, hogy

x+k—x 1

flx+k)—fx) w

Ha itt 4 — 0, akkor k — 0 (FIGYELEM, nem nyilvdnvalé!), és igy a jobb oldali tort
hatdrértéke valéban 1/f(x).

5.3 Példa. Hatdrozzuk meg a

n

g(x) = v/x

filggvény derivaltjat valamely x > 0 pontban. Ekkor g éppen az f(x) = x" hatvéanyfiigg-
vény inverze a pozitiv félegyenesen, azaz g(y) = f~'(v). Ezért

§0) = = i = Ly
filx) w1l n
hiszen y = x" és igy
xnfl ool
7y n

Ezen példa alapjan konnyen lathatjuk, hogy barmely r raciondlis kitev$ esetén az
F(x) = x" fiiggvény barmely x > 0 pontban differencidlhat6, és

Fl(x)=m'"1.

5.4 Példa. Allitsuk els az

F(x)=+v1+x*

fiiggvény derivaltjat. Legyen f(x) = /x és g(x) = 1 +x*, ezekkel a jelolésekkel F =
fog. Ezért
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5.3. Az exponencialis és a logaritmus fliggvény

Tekintsiik a szdmegyenesen az e alapu exponencidlis fiiggvényt, és annak inverzét, az e
alapu logaritmus fiiggvényt (ennek jelolésére az In jel hasznélatos):

fx)=¢" i) =Inx (x>0).

Ezeket természetes alapi exponencidlis, illetve logaritmus fiiggvénynek nevezziik.
Ezen fiiggvények derivaltjait szeretnénk el6éllitani. Ehhez felhasznéljuk, hogy

1 X
lim (1+7) —e.
xX—too X

Hatarozzuk meg a természetes alapu logaritmus fiiggvény derivaltjat az xo = 1 helyen.
In(14+h)—1Inl
h
amelynek (feltételezve a logaritmus fiiggvény folytonossagat) jobb és bal oldali hatar-
értéke egyarant Ine a 0 helyen. Tehdt a derivalt értéke 1.
Az f(x) = " fiiggvény derivaltjat a 0 helyen az inverz fiiggvény derivaltjdra vonat-
koz6 tételiink alapjan hatdrozhatjuk meg:
h
, . oe'—1 1
0)=1lm-——=— =1
FO0) = lim == = Gy
Innen mdr konnyen megkapjuk az exponencidlis fiiggvény derivéltjat tetszSleges x
pontban:

=In(1+h)'/"

et — e e—1
/ . X s
=lim — = - lim
F) =0  h S0
Ismét az inverz fiiggvény derivaldsi szabdly4t alkalmazva ad6dik a logaritmus fiiggvény

derivaltja tetsz6leges x > 0 pontban:

:ex

(Y0 = o =

1

e

5.5 Példa. Alkalmazasképpen allitsuk el az
flx)=x*

altalanos hatvanyfiiggvény derivaltjat valamely x > 0 pontban, ahol « tetszdleges valds
szam. Vildgos, hogy
f(x) —x% = ealnx

és 1gy a kompozici6 fiiggvény derivéldsi szabélya folytan:

1

f'(x) _ chealnx —a-x%= ax(xfl

X X

Ez azt jelenti, hogy a derivdlds ugyantigy végezhet6 el, mint raciondlis kitevs esetében.
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5.4. A szélsoérték sziikséges feltétele

Tekintstink egy f : R — R fiiggvényt.

5.6 Definicié. Azt mondjuk, hogy az értelmezési tartoméany valamely xo pontja az f
(globdlis) minimumbhelye, ha f(xp) < f(x) az értelmezési tartomédny barmely x # xq
pontjéra.

Azt mondjuk, hogy az értelmezési tartomdny valamely xo pontja az f lokdlis mini-
mumbhelye, ha 1étezik olyan € > 0 szdm, hogy f(xp) < f(x) az értelmezési tartomany
barmely olyan x pontjdra, amelyre 0 < |x —xg| < €.

Mindkét esetben szigord minimumhelyr6l beszéliink, ha szigort egyenlGtlenség tel-
jestl.

Anal6g definicié érvényes maximum esetében.
Nyilvdnval6, hogy egy globdlis minimumhely egyben lokdlis minimumhely is, a
megforditds azonban nem érvényes. Példdul az

f (x+1)> hax<0
f(x)i{(xfl)z hax>0

fiiggvénynek az x = 0 pontban lokélis maximumhelye van (itt a fiiggvény folytonos, de
nem differencidlhatd, ellendrizziik!), de a fiiggvénynek nincs is globdlis maximumbhe-
lye, hiszen feliilrél nem korlatos.

Differencialhat fiiggvények esetében a szélséértékhely kovetkezd karakterizacidjat
adhatjuk.

5.7 Tétel. Tegyiik fel, hogy f egy intervallumon értelmezett fiiggvény, és ennek valamely
xo belsd pontjdban f differencidlhato. Ha xy az f lokdlis minimumhelye, akkor f'(xq) =
0.

Val6ban, tekintsiik a kiilonbségi hanyadost:

fxo+h)— f(x0)
I .

Ha h > 0, akkor a kiilonbségi hanyados a & elég kicsi értékeire nem negativ, igy a jobb
oldali hatdrérték is nem negativ. Mdsrészt ha 2 < 0, akkor hasonléképpen a kiilonbségi
hényados nem pozitiv, ezért a bal oldali hatdrérték is nem pozitiv. A differencidlhatésdgi
feltétel folytdn azonban a kiilonbségi hanyadosnak létezik hatarértéke, ami igy csak
nulla lehet. Tehdt f/(xg) = 0.

Ez a tételiink a széls6érték sziikséges feltételét fogalmazza meg, amely azonban nem
elégséges. Példaul az f(x) = x> fiiggvénynek nincs szélséértékhelye, de f/(0) = 0.

Egy differencidlhaté fiiggvény esetében azon xq pontokat, amelyben f/(xg) = 0, a
fliggvény kritikus pontjainak nevezziik.

Ezzel a sz6haszndlattal az értelmezési tartomany belsd pontjai k6zott minden széls6-
értékhely kritikus pont, de ennek megforditdsa nem érvényes.
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5.5. Lagrange-féle kozépérték-tétel

A geometriai interpretdcié alapjdn szemléletes allitdst fogalmaz meg a Lagrange-féle
kozépérték-tétel:

5.8 Tétel. Legyen f folytonos az |a,b] véges, zdrt intervallumon és differencidlhaté az
intervallum belsejében. Akkor taldlhaté olyan & € (a,b) pont, amelyre

re=10-1@

Bizonyitas. Tekintsiik ugyanis a

(b) — f(a)

F(b)—
8(0) = flx) = fla) = — (x—a)

—a
fiiggvényt. Ez a fiiggvény a feltételiink szerint folytonos az [a,b] intervallumon, igy
Weierstrass tétele értelmében felveszi a minimumat és a maximumdt az [a, b] interval-
lumon. A minimum és a maximumhely koziil legalabb az egyik 1étezik az intervallum

belsejében, hiszen
gla)=g(b)=0.

Ha ez a széls6értékhely & € (a,b), akkor az el8z6 tételiink értelmében g'(£) = 0. Ez
éppen azt jelenti, hogy
f(b)—f(a)

=0.
b—a

f'@é) -

Vegyiik észre, hogy a tételiinkben a folytonosssagi feltevés 1ényeges, készitsiink 4b-
rat!

5.6. L'Hopital-szabaly

Az alabbi eljards megkonnyiti hatarértékek kiszamitasat.
Legyenek f és g egyardnt differencidlhatok az xo pontban, és tegyiik fel, hogy
f(x0) = g(x0) = 0. Képzeljiik el, hogy a

)

Aim. g(0)

hatérértéket kell meghatdroznunk (amely igy 0/0 ,,hatdrozatlan” alaku).
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Tegyiik fel, hogy g’(xg) # 0. Ekkor

) S —=f(x0)

X—X0

flx

@ g(x)—g(x0)

X—X0

Itt x — xo esetén a jobb oldali tortben a szdmlédlonak €s a nevezdnek is 1étezik véges
hatarértéke, és ez a nevez&ben nem nulla, tehat

fx) _ flxo)

lim 222 —
o g(x) (%)

Ezt az egyenl6séget L’ Hopital-szabdlynak nevezziik.

5.9 Példa. Tekintsiik példdul a

i 2sinx
im —————
x=01—+/T4x
hatérértéket. Ekkor a L’Hopital-szabaly szerint:

| 2sinx 2cos0 4
m = = —

_ _ 1
Ol =VItx =30

Otthoni tanuldshoz

1. A Feladatgytjtemény-1 1/3, I/6 és 1/7 szakaszok kidolgozott példdinak feldolgo-
zdsa.

2. Hazi feladatok: az I/3 szakasz 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, tovabba az 1/6 szakasz 6.3.5,
6.3.6, 6.3.10, tovabba az 1/7 szakasz 7.1.6, 7.1.8 és 7.1.9 feladatai

3. Tankonyv-15.1, 5.4, 7.5 és 7.6 szakaszok, 8. fejezet.
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6.1. Monoton fliggvények

6.1 Definicio. Azt mondjuk, hogy f valamely intervallumon monoton n6vd, ha az inter-
vallum barmely két x| < xp pontjdra f(x;) < f(x2). Analég a monoton fogy6 fiiggvény
értelmezése.

Szigord monotonitdsrdl beszéliink, ha az utébbi egyenlétlenség szigori formaban
teljestil.

6.2 Tétel. Legyen f folytonos az |a,b] véges, zdrt intervallumon és differencidlhaté az
intervallum belsejében. Ha minden belsd pontban f'(x) > 0, akkor f az [a,b] interval-
lumon szigoriian monoton nové.

Valdban, ha x| < x; az [a, b] intervallum két tetszGleges pontja, akkor a Lagrange-féle
kozépérték-tétel szerint taldlhat6 olyan x; < & < x, pont, amelyre

)= flxr) = f1(E) (2 —x1).

A feltételiink szerint a jobb oldalon 4ll6 kifejezés pozitiv, ezért

fl2) = fx1) >0

azaz f valdban szigortian monoton novd.
Vizsgéljunk most meg egy intervallumon monoton n6vd, differencialhaté figgvényt.
Konnyen lathat6, hogy az intervallum barmely két kiillonb6z6 x és x + h pontjara fenndll

fOoth) —fx)

>0
h 2

tehdt a h — 0 hatdrértékre térve f’(x) > 0. Ezt az észrevételt az el6z8 tételiinkkel egy-
bevetve a kovetkez§ éllitast fogalmazhatjuk meg:

6.3 Tétel. Legyen f folytonos az |a,b] intervallumon és differencidlhatd az intervallum
belsejében. Az f fiiggvény akkor és csak akkor monoton novd az intervallumon, ha
f'(x) > 0 az intervallum minden belsé pontjdban.

Hasonl6 éllitds érvényes a monoton fogyé esetben is.

Az azonban nem igaz, hogy ha f szigortian monoton nové, akkor f(x) > 0 lenne
minden x pontban. Példdul az f(x) = x> fiiggvény az egész szdmegyenesen szigortan
monton ndvd, de f'(0) = 0.
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oy

6.2. A szélsoértékhely megkeresése

Tekintstink egy f : R — R fliggvényt, és legyen xg az értelmezési tartomdny belsd pont-
ja. Tegyiik fel, hogy f differencidlhat6 az xg pontban.
Amint lattuk, annak sziikséges feltétele, hogy xo szélsdértékhely legyen, az, hogy

P

f'(x0) = 0. Kérdés, hogy milyen elégséges feltételt fogalmazhatunk meg a sz€lsGérték
létezésére. Vildgos, hogy ha taldlhat6 olyan € > 0 szdm, amelyre f monoton fogyé az
[xo — €,x0] intervallumon, tovdbba f monoton névé az [xg,xo + €] intervallumon, akkor
X az f lokélis minimumbhelye.

Differencidlhaté fiiggények esetében ezt az észrevételiinket az alabbi tételben fogal-
mazzuk meg.

6.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté egy intervallumban és xq az intervallum
belsd pontja. Ha van olyan € > 0 szdm, hogy

e f/(x) <0, hax€ (xo—&,x0)
o f/(x) >0, haxe€ (xo,x0+€)

akkor xq az f lokdlis minimumhelye.
Nyilvéan anal6g éllitds érvényes lokalis maximumbhely esetére is.

6.5 Példa. Keressiik meg az
flx) =x2e™
figgvény sz¢élsGértékeit és monotonitdsi szakaszait. Konnyen lathatd, hogy
fx)=(2x—x})e™™
amelynek elGjele csak az els6 tényez6tdl fiigg. Ennek alapjan a kovetkez6t kapjuk.
e Hax € (—,0), akkor f'(x) < 0, ezért itt £ monoton fogy6
e Ha x = 0, akkor f’(0) = 0, ez kritikus pont
e Hax € (0,2), akkor f/(x) > 0, ezért itt f monoton névd
e Hax =2, akkor f’(2) = 0, ez kritikus pont
e Hax € (2,+o0), akkor f(x) < 0, ezért itt £ monoton fogy6

Az f' el6jelvaltdsai alapjan ldthatjuk, hogy az x = 0 pont (globdlis) minimumbhely, mig
x =2 lokdlis maximumhely.
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6.6 Példa. Tekintsiik példdul a szdmegyenesen az
f(x) =x+sinx
fiiggvényt. Mivel f/(x) = 1+ cosx, vildgos, hogy a fiiggvénynek az
x=02k+1)m k=0,£1,42,...
helyeken kritikus pontjai vannak. Ezek koziil azonban egyikben sem lehet sz€ls6érték,
ugyanis
x# (2k+ 17 esetén f'(x)>0),

hiszen ezekben a pontokban cosx > —1.
Ez a fiiggvény tehdt az egész szdmegyenesen szigordian monoton novao.

6.3. Magasabbrendii derivaltak

Ha egy f fiilggvény egy intervallumban mindeniitt differencidlhato, akkor az x — f”(x)
hozzarendelést az f derivalt-fiiggvényének nevezziik. Ha f' differencidlhaté valamely
X pontban, akkor azt mondjuk, hogy f itt kétszer differencidlhatd. llyenkor az (')’ (xq)
jelolés helyett az

f"(xo)

jelolést haszndljuk, és ezt az f mdsodik derivaltjdnak nevezziik az xp pontban.
Teljesen hasonldan tetszSleges n természetes szam esetén beszélhetiink az f n-ik
derivéltjarol az xy pontban, ennek jelolése

£ (x0) .
Példdul az f(x) = 1/x fuggvényre valamely xp # O pontban

(—=1)"n!

valamint £ (xp) = s

I (x0) =

o><w‘ \S]

minden n természetes szamra.

6.7 Példa. Tekintsiik az f(x) = sinx fiiggvényt, és éllitsuk el§ a derivalt-fiiggvényét.
Egyrészt

) lim sin(x+ h) — sinx lim sinxcosh + cosxsinh — sinx
x) = 1l =1l
’ h—0 h h—0 h

. . cosh—1 . sinh
sinx- lim —— +cosx- lim —
h—0 h h—0
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Itt a[3.12|Példa alapjdn az elsd hatérérték 0, mig a[3.8]Példa szerint a mdsodik hatdrérték
1. Eszerint
f'(x) = cosx

Teljesen hasonl6 eljardssal mutathaté meg, hogy
(cosx)’ = —sinx
Tehdt az f(x) = sinx fliggvény magasabbrendi derivéltjaira az aldbbi eredmény adddik:

cosx han4-gyel osztva 1 maradékot ad
—sinx  han 4-gyel osztva 2 maradékot ad
—cosx  han 4-gyel osztva 3 maradékot ad
sinx  han 4-gyel oszthat6

) =

6.4. Masodrendu feltételek

El6fordulhat, hogy olyan bonyolult fiiggvényt kell vizsgalunk, amelynél a derivilt el6-
jelét nehéz meghatdrozni. Ilyen esetekben bizonyulhat hasznosnak a szélsGérték ma-
sodrendi (elégséges) feltétele.

6.8 Tétel. Legyen f differencidlhato valamely intervallumban, és tegyiik fel, hogy az
intervallum valamely xo belsd pontjdban f kétszer differencidlhato.

Ha f'(xg) = 0 és f"(xg) > 0, akkor xo az f lokdlis minimumbhelye.

Valdban, a kiilonbségi hanyados vizsgdlata alapjan

f'(xo+h) = f'(x0)

!/ — 1 —
1" (x0) Jim ———————
h—0 h

és ez azt jelenti, hogy az f’(xo + h)/h hanyados pozitiv, ha 0 < || < € valamely £ > 0
mellett. Innen adddik, hogy

e hax € (xo—&,xp), akkor f/(x) <0,
e hax € (xp,xp +€), akkor f/(x) > 0.

Tehit a[6.4] Tételiink alapjdn xo valéban lokalis minimumbhely.
Természetesen analdg elégséges feltételt fogalmazhatunk meg a lokdlis maximum-
hely esetére is.
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Indirekt meggondoldssal azonnal kapjuk a széls6érték masodrendd sziikséges felté-
telét is.

6.9 Tétel. Tegyiik fel, hogy [ kétszer differencidlhaté egy intervallumban, és legyen xg
az intervallum valamely belsd pontja.

o Ha xq lokdlis minimumhely, akkor f'(xg) =0, és f"(xp) >0

o Ha xq lokdlis maximumhely, akkor f'(xp) =0, és f"(xp) < 0.

6.10 Példa. Legyen példaul x > 0 esetén
f(x) =xInx

Ekkor f’(x) = 1+ Inx, tehat az f fiiggvény egyetelen kritikus pontja x = 1/e. Mivel
f"(x) = 1/x, ezen a helyen

J'(1/e)=e>0,

tehét az f fiiggvénynek az x = 1/e helyen lokélis minimumhelye van. Nem nehéz be-
latni, hogy ez egyben globdlis minimum is.

Vegyiik észre, hogy az eddigi tételeink nem tartalmaznak informdciét egy olyan xq
kritikus pont esetében, ahol

f"(x) =0.

Ennek az az oka, hogy ebben a ,hatdresetben” barmi el6fordulhat. Vizsgéljuk meg
ugyanis az

fER =2 (n>3)

hatvényfiiggvény viselkedését az xo = O kritikus pontban. Vildgos, hogy itt f'(0) =0
és f(0) = 0. Masrészt

e ha n pdros, akkor xg = 0 (globdlis) minimumbhely,
e ha n pératlan, akkor xo = 0 nem széls6értékhely.

Teljesen hasonléan péros n esetén xg = 0 a — f fiiggvénynek (globélis) maximumbhelye.
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6.5. Konvex és konkav fiiggvények

6.11 Definicié. Az f fiiggvényt konvexnek nevezziik az [a,b] intervallumon, ha az
intervallum tetszSleges x| és xp pontjaira és barmely 0 < o < 1 valdés szamra

flaxy+ (1= a)xy) < of(xp) +(1—0)f(x2) -

Ez geometriailag azt jelenti, hogy a fiiggvény grafikonjdhoz rajzolt hiir sehol sem
lehet a fiiggvény grafikonja alatt.

Konkdv fiiggvényeket a forditott irdnyd egyenlStlenséggel értelmezziik.

Kétszer differencidlhaté fliiggvényekre a konvexitdsnak egy igen egyszerti, és geo-
metriailag is vildgos jellemzését adhatjuk.

6.12 Tétel. Tegyiik fel, hogy f folytonos valamely intervallumon és kétszer differenci-
dlhaté az intervallum belsejében. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy f konvex
az intervallumon:

f'(x) =0

az intervallum minden belsd pontjdban.
Ez azt jelenti, hogy konvex fiiggvény esetében az érinté meredeksége monoton novo.
Ezt ugy is szemléltethetjiik, hogy egy konvex fiiggvény esetében a fiiggvény grafikonja

sehol sincs az érintd alatt.

6.13 Példa. Vizsgéljuk meg az

x
0=
fiiggvényt. Koénnyen ellendrizhetjiik, hogy
1—x?
/ _
10 =

A derivalt elGjelének vizsgalata alapjan
e f szigordan monoton fogyé a (—eo, —1) intervallumon
o x = —1 (globélis) minimumhely
e f szigordan monoton névS a (—1,1) intervallumon

e x =1 (globdlis) maximumbhely
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e f szigordan monoton fogy6 a (1, +eo) intervallumon
A konvexitdst a masodik derivalt elGjele alapjan vizsgalhatjuk:

WoN 203 — 6x
fix) = (e

Vil4gos, hogy a nevezd minden pontban pozitiv, ezért elég a
2% —6x = 2x(x* —3)
szamlalo elgjelét tekinteni. Tehat
o f konkav a (—oo, —1/3) intervallumon
o f konvex a (—+/3,0) intervallumon
e f konkév a (0,/3) intervallumon
o f konvex a (v/3,4o0) intervallumon

Vegyiik észre, hogy f”(—v/3) = f"(0) = f"(v/3) = 0, és ezekben a pontokban a
masodik derivalt elGjelet vélt. Ezek a pontok tehdt az f fiiggvény konvex és konkav
szakaszait valasztjék el. Az ilyen pontokat az f inflexiés pontjainak nevezziik.

Inflexiés pontban az érint dtmetszi a fiiggvény grafikonjat.
A konvex fiiggvények egyik legfontosabb tulajdonsiga, hogy a lokalis és a globdlis
minimumhely fogalma egybeesik.

6.14 Tétel. Tekintsiink egy f kétszer differencidlhato konvex fiiggvényt egy intervallu-
mon, és legyen xy az intervallum egy belsé pontja. Ha xq lokdlis minimumhely, akkor
globdlis minimumbhely is.

Val6ban, a feltételeink szerint f’(xp) = 0, mdsrészt a konvexitds miatt f monoton
novo. Ezért az intervallum belsd pontjaiban
o x < xp esetén f'(x) <0,
® x> xg esetén f'(x) > 0.

Innen az f’ monotonitdsa miatt ad6dik az 4llitds.
Természetesen most is analdg 4llitdst fogalmazhatunk meg konkdv fiiggvények ma-
ximumbhelyére vonatkozdan.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 1/6 és 1/7 szakaszok kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: az 1/6 szakasz 6.6.3, 6.6.4, 6.6.6, 6.6.8, tovabba az 1/7 szakasz
7.3.4,7.3.7,7.3.8 feladatai.

3. Tankonyv-1 9. fejezet.
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7.1. A hatarozatlan integral fogalma

7.1 Definicié. Legyen f valamely I intervallumon értelmezett fiiggvény. Azt mond-
juk, hogy az I intervallumon értelmezett differencidlhaté F fliggvény az f hatdrozatlan
integrdlja, vagy mas elnevezéssel primitiv fiiggvénye, ha

minden x € [ esetén.

Vildgos, hogy a hatdrozatlan integrél a derivalds forditott miivelete. A hatdrozatlan in-
tegral fogalma azonban nem egyértelmt! Ha ugyanis egy F fliggvény az f hatdrozatlan
integrdlja, akkor ahhoz barmely C konstanst adva ugyancsak hatdrozatlan integralhoz
jutunk. Valéban:

(F(x)+C) = F'(x) = f(x)

minden x pontban.
Belathatjuk, hogy mds tipusu hatdrozatlan integrdl nem is létezhet.

7.2 Tétel. Ha F az f hatdrozatlan integrdlja az I intervallumon, akkor az f minden
hatdrozatlan integrdlja F + C alakii valamely C konstans mellett.

Bizonyitas. Valéban, ha a G differencidlhato fiiggvény is az f hatdrozatlan integrdlja
az [ intervallumon, akkor minden x € / pontban

Ez azt jelenti, hogy F — G derivéltja az [ intervallumon zérus, ezért a Lagrange-féle
kozépérték-tétel miatt F — G konstans ezen az intervallumon.

A fenti tételiinknek megfelelGen a kovetkez§ jelolésmodot hasznéljuk a hatdrozatlan
integrdlokra:

/f(x)dx —F(x) +C

Példaul kozvetlen derivéldssal ellendrizhetd, hogy
/cosxdx =sinx+C

vagy teljesen hasonléan

- Lo+l
- 1
/x dx a+1+C (a#-1)

tetsz6leges C konstans mellett. Ez azt mutatja, hogy ha egy fiiggvénynek egy interval-
lumon van hatdrozatlan integrélja, akkor végtelen sok is van.
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7.2. Alapintegralok
Szamos hatdrozatlan integral kiszdmitdsakor segit az aldbbi szabdly:

7.3 Tétel. [(of(x)+Bgx))dx=a [ f(x)dx+ B [g(x)dx

Ez a szabdly természetesen tetszSleges véges tagi Osszegre dltaldnosithatd.

Figyelem: Nem minden fiiggvénynek van hatdrozatlan integrédlja! Ha példaul az f
figgvénynek olyan szakaddsi pontja van, amelyben a jobb és bal oldali hatdrértékek
végesek, de kiilonboz6ek, akkor nem 1étezhet hatdrozatlan integral. Az alabbi tétel hasz-
nos elégséges feltételt fogalmaz meg.

7.4 Tétel. Ha f folytonos az I intervallumon, akkor létezik hatdrozatlan integrdlja.

Hatdrozatlan integralok meghatdrozdséra szabdlyokat a derivaldsi szabalyok megfor-
ditdsdval nyerhetiink. Az elemi fliggvények derivaltjait megadé formuldkat megfordit-
va az elemi fliggvények hatdrozatlan integraljaihoz jutunk, ezeket nevezziik alapinteg-
raloknak. Az alapintegrdlokat osszefoglald listét taldlunk a Feladatgydjtemény-1-ben,
TANULMANYOZZUK RESZLETESEN!

7.3. Kezdetiérték-feladatok

7z

Az el6z8ekben lattuk, hogy egy fiiggvénynek végtelen sok hatdrozatlan integrdlja le-
het, amelyek csak konstansban kiilonbozhetnek egymastdl. Ha azonban a koordinéta-
rendszer egy pontjat rogzitjiik, azon mar csak egyetlen hatdrozatlan integrél halad 4t.

7.5 Példa. Keressiik meg azt az F fiiggvényt, amelyre
F'(x)=2e" és F(0)=1

Ekkor i
F(x) = Z/efxdx: -2 4C

Innen a kezdeti értékre vonatkozo feltételbdl C = 3 adddik.

7.4. Hatarozott integralok

Ebben a szakaszban roviden felvazoljuk azt, ahogy Bernhard Riemann német mate-
matikus, a gottingeni egyetem professzora értelmezte a hatdrozott integrdl fogalmat a
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XIX. szdzadban. Ez az elképzelés az Arkhimédesz-féle kétoldali kozelités elvén alapul,
ami az emberi gondolkodds egyik meghatdrozé eleme (€s ez volt az az eljrds, ahogy
az Okori Szirakuzdban Archimedes meghatdrozta a kor teriiletét a beliilr6l és kiviilrél
kozelitd szabélyos sokszogek teriiletei alapjan).
Legyen f folytonos fiiggvény az [a,b] véges intervallumon, és tekintsiik az interval-
lum egy
a=xg<x1<...<x,=b

felosztdsat n szamu részintervallumra. Minden egyes [x;_1,x;] részintervallumon je-
lentse my, az f fuggvény legkisebb, és M, a legnagyobb értékét, amelyek Weierstrass
tétele értelmében l1éteznek. Készitsiik el az

sn= Y m(x—x1)

n
k=1
dgynevezett also dsszeget, illetve az
n
Sn="Y Mi(xx—xi—1)
k=1

felsd osszeget. Ezen téglalapok teriileteinek Osszegei, az f grafikonja alatti teriiletet
alulrdl, illetve feliilrs] kozelitik. KESZITSUNK ABRAT!

Konnyen ellendrizhetjiik, hogy djabb osztépont beiktatdsdval s, nem csokkenhet,
mig S, nem nShet. Megmutathatd, hogy a felosztas siritésével az als6osszegek felsd
hatdra megegyezik a fels6 dsszegek alsé hatardval. Riemann értelmezésében ezt a kozos
S értéket az f fiiggvény hatdrozott integréljanak nevezziik az [a, b] véges intervallumon,
jelolésben:

S:/abf(x)dx

ami az f fiiggvény grafikonja alatti (eljeles!) teriiletet jelenti.
Megfogalmazzuk a hatdrozott integrdl néhdny fontos tulajdonsagat, amelyeket ter-
mészetesnek latunk az integrdl geometriai interpretdcidja alapjdn.

7.6 Tétel. Legyenek f és g olyan fiiggvények, amelyeknek létezik integrdlja.

1. Ha f(x) < g(x) az |a,b] intervallumon, akkor
b b
[ rwar< [ gax
Ja Ja

2. Specidlisan, | [? f(x)dx| < [P|f(x)|dx.

3. Specidlisan, ha f(x) <M az [a,b] intervallumon (M konstans) akkor

(/abf(x)deM(b—a)
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4. Ha f folytonos az [a,b] intervallumon, akkor taldlhaté olyan X € [a,b], amelyre
J2 fx)dx = f(®)(b—a).
S [Sf@)dx= [P F(x)dx+ [§ f(x)dx

Készitsiink dbrakat, amelyeken értelmezziik a fenti allitasokat!

7.5. Newton-Leibniz-formula

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, hogy a hatdrozott integrdl hogyan szdmithaté ki a
primitiv fiiggvény ismeretében.

7.7 Tétel. (Newton-Leibniz-formula) Ha F az f folytonos fiiggvény primitiv fiiggvé-
nye az [a,b] véges intervallumon, akkor

[ re0as=rw) - F@

Indoklés (nem bizonyitds!): Vilagos, hogy az allitdsunk nem fiigg att6l, hogy melyik
hatdrozatlan integralt védlasztottuk. Ha ugyanis G is az f fliggvény hatdrozatlan integ-
rélja, akkor

Gx)=F(x)+C
alaki az [a, b] intervallumon, valamely C konstans mellett aTétel értelmében. Tehat
ekkor

b
| 1@ dr=16W); = 6(b) = Gla) = (F(b) +C) — (Fla)+€) = F(b) = F(a).
Masrészt tekintsiik tetszdleges x € [a,b] mellett az
F(t)= (/atf(x)dx

integralt. Ekkor F(a) = 0, hiszen ekkor az integrédlasi tt hossza zérus. Elég beldtnunk,
hogy F az f hatdrozatlan integralja.

Valdban, ekkor tetszGleges a < ¢ < b és olyan h # 0 esetén, amelyre ¢t + & € [a,b], az
integrdl tulajdonsdgai alapjan taldlhaté olyan X a ¢ és a ¢ + h pontok kozott, amelyre

h
Ha most & — 0, akkor X — ¢, ezért f folytonossdga miatt f(X) — f(¢), azaz

t+h
LECE R —F) = [ @ de= @ n

lim & (F(i+ )~ F(1)) = F'(¢) = lim /(%) = /(1)

tehdt F valéban f primitiv fiiggvénye. g
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Newton €s Lebniz, és a korabeli matematika fantasztikus teljesitménye volt, hogy a
hatdrozott integrdl geometriai fogalmat kapcsolatba tudta hozni a derivalt fogalmdval a
tételiinkben megfogalmazott médon.

Ez a felismerés hihetlen gyors fejlédést eredményezett el6szor a fizika és a kémia,
majd némi késéssel a biolégia és a kozgazdasagtan kvantitativ elemzésében is. Osszes-
ségében azt mondhatjuk, hogy meghatdrozé szerepe volt a preciz tudoményos nyelvezet
1étrejottében minden tudomdanyteriileten.

A fenti bizonyitas egy kovetkezményeként fogalmazhatjuk meg a kovetkezd 4llitast.

7.8 Kovetkezmény. Ha f folytonos egy intervallumon, akkor ott van primitiv fiiggvé-
nye.

Bizonyitas. ValGban, a fenti bizonyités szerint az

t
F) = [ fe)ds
a
fiiggvény az f primitiv fliggvénye. g

7.9 Példa. Szamitsuk ki példdul az aldbbi hatdrozott integralt.

2

2 1 4 1
/ (2x3+1+—2)dx:[x—+x77] =9
1 X 2 x]

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytijtemény-1 1/9 és 1/10 szakaszai kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: az 1/9 szakasz 9.1.7,9.1.10,9.1.17,9.2.9,9.2.11, 9.2.14, valamint
az I/10 szakasz 10.1.6, 10.1.9, 10.1.13 és 10.1.14 feladatai.

3. Tankonyv-1 10. fejezete.
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8.1. Parcialis integralas

Ha f és g folytonosan differencidlhaté fiiggvények valamely / intervallumon, akkor a
szorzat differencidldsi szabdlya alapjan:

[ Wstds= 1) - [ £/ (x)dx

Ezt a formuldt parcidlis integrdldsnak nevezziik. Tekintsiik példdul az

/ xe Ydx

integrélt, akkor az f'(x) = e™* és a g(x) = x szereposztdssal (Iehetne méshogy?):

/xefx dx = —xe * + / e Ydx=—xe " —e*+C

8.1 Példa. Tekintsiik példaként az

/x” Inxdx

integralt. Integraljunk parcialisan az f’(x) = x" és g(x) = Inx szereposztdssal (mit kap-
ndnk a forditott szereposztdssal?):

n+1 n+1 n+1

1nxf/ dx—x Inx — al
+1 n+1 " ntl (n41)2

+C

/ Inxdx = >
n
Specidlisan n = 0 esetén:

/lnxdx:xlnx—x+C:x(lnx— 1)+C

8.2. Parcialis integralas hatarozott integralokra

A parcidlis integraldst haszndlhatjuk hatdrozott integrdlok kiszdmitdsdra az aldbbi mo-

don:
b

[ 7 @stax =175l [ g as

a

Példéul az f(x) = sinx és g(x) = x szereposztdssal (vajon a forditott j6 lenne?):

T T
/ xsinxdx = [—xcosx]|] +/ cosxdx
0 0

T+ [sinx]§ =7
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Ez az eljarés éltaldban gyorsabb, mint el6szor a hatdrozatlan integral kiszamitasa par-
cidlis integraldssal, majd ezutdn a hatdrok behelyettesitése.

8.2 Példa. Néha sziikség van a parcidlis integrdlds tobbszori elvégzésére. Tekintsiik
példdul az
/ x2e M dx

integrélt, ahol A > 0 adott paraméter. Hasznaljuk az f’(x) = e~ ¥, illetve g(x) = x

szereposztast, akkor
/xze_“ dx = flxze_}”x + ! /2xe_b‘ dx
A A
Az utébbi integralt Gjabb parcidlis integraldssal szamithatjuk ki.

Figyelem! Itt Gjra az f’(x) = e ** illetve g(x) = x szereposztést kell vdlasztanunk,
ellenkezd esetben egy haszndlhatatlan azonossdghoz jutunk!

8.3 Példa. Szamitsuk ki az aldbbi hatdrozott integralt:
T
/ e*sinxdx
JO

Haszndljuk az f/(x) = ¢* és g(x) = sinx szereposztast, akkor kétszeri parcidlis integra-
lassal:

/4 T
/ 'sinxdx = [¢"sinx|] 7/ e“cosxdx
0 0
T
= —[e*cosx|] —/ e sinxdx
0
Fejezziik ki ebbdl az egyenldségbdl a keresett integralt:
Y4
2/ e sinxdx = —[e* cosx|f
0

azaz " |
/ e sinxdx = —(e" +1)
0 2
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8.3. Integralas helyettesitéssel

Az bsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlydbdl (1dncszabdly), annak integraldsdval, ado-

dik a kovetkez6 formula:
[ #e)g'0dr= [ rx)ax

ahol x = g(¢) folytonosan differencidlhat6 fiiggvény egy adott intervallumon. Ezt a sza-
balyt helyettesitéses integrdldsnak nevezziik.

8.4 Példa. Hatdrozzuk meg példdul az alabbi integralt:
/5t3\/2+t4dt

integralt. Vegyiik észre, hogy az x = g(t) = t* helyettesitéssel az integral a kovetkezs
alakba frhat6:

/5t3\/2+t4dt - % /\/2+xdx:

A visszehelyettesitést elvégezve:

/Sz V2+itde = 2+t »¥2yc

2
Z 3(2+x)3/2+c

8.5 Példa. Lassunk olyan példat, ahol a forditott eljdrds a célravezetG:
/ V1 +esdx
Vezessiik be az x = Int helyettesitést, ekkor a formalizmus szerint dx = %dt, ésigy:
/ T Fetdx = /tm di = 3(1+t)*/2+c
At = ¢ visszahelyettesitéssel:

2
/ex\/1+exdx: §(1+ex)3/2+C
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8.4. Helyettesités hatarozott integraloknal

Hatérozott integralok kiszamitdsandl a visszahelyettesitésnél célravezetSbb és gyorsabb
a hatarok megvaltoztatdsa a helyettesitésnek megfelelGen:

[ stang = [ e a
a 8(a)

8.6 Példa. Az aldbbi példdban az x = cost, dx = — sinz dt helyettesitést alkalmazzuk:
/”/2 sin2e o _ /7‘/2 2sintcost
o 1+cos?t 0 1+ cos?¢

0 2x T 2x
= | == =4
/1 2" 132

= [n(1+x%)]}=1n2

8.7 Példa. Végiil hatdrozzuk meg az alabbi nevezetes integralt:

1
/0 V1—x2dx

Vezessiik be az x = sint helyettesitést, ekkor dx = costdt és (figyeljiik meg a hatdrok
megvéltoztatasat!):

1
/0 V1—x2dx

/2 )
/ cos“tdt
Jo

0 4

1 [n/2 1] sin2]™? m
= - 1 2t)dt = = |t -
3 /0 (1+cos2t) 5 [ +— }
Vegyiik észre, hogy itt éppen az origd kozéppontu, egységsugari kor teriiletének egy-
negyedét hataroztuk meg helyettesitéses integraldssal.

8.5. Linearis differencialegyenlet

Differencidlegyenleten egy olyan egyenletet értiink, amelyben az ismeretlen fiiggvény,
és annak derivaltja is szerepel. Szamos mikro és makrookondmiai probléma vezet ilyen
feladatra. Egy tipikus ilyen feladat a linedris differencidlegyenlet.
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Legyenek a €s b adott valds szamok, és keressiik azt az y ismeretlen differencidlhaté
fiiggvényt, amelyre

Y = ay+b 8.1)
¥y0) =

ahol yq egy el6re adott valés szam.

Itt az y(0) = yo egyenl8séget kezdeti feltételnek nevezziik. Azt mondjuk, hogy az y
differencidlhaté fiiggvény a fenti feladat megolddsa, ha barmely ¢ € R esetén y' (1) =
ay(t) + b, tovdbba y(0) = yo. Kérdés, hogy hogyan éllithat6 el§ a feladat megolddsa?

Tegyiik fel tehat a tovdbbaikban, hogy y megoldas. Szorozzuk meg az egyenlet mind-
két oldaldt az e~ kifejezéssel, akkor dtrendezés utdn azt kapjuk, hogy

yl(t)efat _ay(t)efflt — befat

minden ¢ valés szdmra. Vegyiik észre, hogy a bal oldalon éppen az y(r)e™% szorzat
derivaltja all. Tehat mindkét oldalt a O ponttdl 7-ig integrélva (és az integraldsi valtozot
t-181 s-re cserélve)

/Z O/ (s)e™ ™ —ay(s)e “ds = [y(s)ef‘”}g = /r be”“ds
0 0
A hatdrok behelyettesitésével az adédik, hogy
't
y(t)e™ ™ —y(0) :/ be ¥ ds.
0

Atrendezve, és mindkét oldalt az e? kifejezéssel szorozva az alabbi tételben fogalmaz-
hatjuk meg az eredménytinket.

8.8 Tétel. (Cauchy-formula) A feladat megolddsa

'
y(t) = e (y0+/ bef‘”) ds
0

Ebbdl azt is lathatjuk, hogy ha az y(0) = yo kezdeti feltételt nem irndnk el8, akkor a
(BT) differencialegyenletnek végtelen sok megoldésa lenne.

a szdmegyenesen.

8.9 Példa. Ha példaul az

/

y = 2y+5
y0) = 3

linedris differencidlegyenlet megoldasat keressiik, akkor a Cauchy-formula szerint

i : 5 t 11 5
_ 2 —2s 2 I X _ 2t 2
yit)=e (3+/0 Se ds> =e (3 3 {e ]0> 7€~ 5

minden ¢ € R mellett.
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Kozvetlen behelyettesitéssel ellendrizziik a megoldds helyességét!

Otthoni tanuldshoz

1. A Feladatgy(jtemény-1 /9 és 1/10 szakaszai kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: az 1/9 szakasz 9.3.4, 9.3.6, 9.3.8, 9.3.10, 9.3.13, 9.5.3, 9.5.6, va-
lamint az 1/10 szakasz 10.1.7, 10.1.9, 10.1.10 feladatai.

3. Tankonyv-1 11.1 és 11.2 szakaszai.
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9.1. Improprius integralok

Tegyiik fel, hogy f folytonos az [a,+oo) intervallumon. Ekkor barmely b > a esetén
1étezik az [ f(x)dx integral.

9.1 Definici6. Azt mondjuk, hogy f improprius értelemben integrilhaté az [a,oo) in-
tervallumon, ha létezik a limy, .. |, ;’ f(x) dx hatarérték és véges. Az improprius integral
értékét ekkor az

/oof(x)dx:blim hf(x)dx

egyenldséggel definidljuk. Ha a fenti hatarérték nem véges, vagy nem létezik, akkor azt
mondjuk, hogy az improprius integrdl nem létezik (vagy nem konvergens).
Analég médon értelmezziik a
a
/ f(x)dx

alakd improprius integralokat is.
9.2 Példa. Vizsgiljuk meg az

<]
/ —dx
1 x

)] 1
/ ~dx=[Inx)} =Inb
1 x

integralt. A definici6 alapjan

tehdt ez az improprius integrdl nem létezik, hiszen b — oo mellett a hatirérték nem

véges.
|
—d.
/1 2

Ugyanakkor az
integral 1étezik, ugyanis tjra a definicié alapjan
b1 11°
lim — dx = lim [—f} =1
b—eeJ1 X b—oo | X |

azaz az improprius integral értéke 1.
A fenti gondolatmenet alapjan konnyen lathatd, hogy az

<1

akkor és csak akkor 1étezik, ha o0 > 1, és ilyenkor az improprius integral értéke

/Iwidx:; ©.1)

a felsd hatarban ugyanis a hatarérték nulla.
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7

9.3 Példa. Tekintsiik az aldbbi példat (az exponencialis eloszlds siirtiségfiiggvénye):
/ Ae M dx
0
ahol A > 0 adott konstans. Ekkor barmely b > 0 mellett:

b b
/ Ae M dx = [—eilx] S
0 0

Tehat
/ de M dx = llm(l—e Aby =1

b—soo

béarmely A > 0 konstans esetén.

9.2. Improprius integralok a szamegyenesen

9.4 Definicio. Azt mondjuk, hogy f improprius értelemben integralhat6 a szamegye-

nesen, ha a
/0 f(x)dx és /oof(x)dx
oo Jo

integralok mindegyike létezik. Ekkor [*_ f(x)dx értéke e két integrél dsszege.

9.5 Példa. Példaul az

e 2x
—=d
/7001—0—)(2 *

integrdl nem létezik, j6llehet barmely b > 0 mellett

b2
/ x ———dx=0
b 1+x2

hiszen az integrandus pdratlan fliggvény. Azonban

b 2x
dx 1+ b2
| Tz dr=m0+0)

és ennek hatdrértéke b — oo esetén +oo, ezért a definicié értelmében a fenti improprius
integrdl nem létezik. Nyilvén ugyanigy nem létezik az integrél a (—eo, 0] intervallumon
sem.
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9.6 Példa. Hatdrozzuk meg az aldbbi improprius integralt:
1= / xe ™ dx
0

ahol ¢ > 0 adott konstans. Itt barmely b > 0 esetén

b
/bxe_""2 dr=|—Leed
0 2c 0

Innen adédik, hogy I = 1/2c¢, és ennek alapjdn
/ xe ™ dx = 0,

hiszen az integrandus pdratlan fiiggvény.

9.7 Példa. (Gauss-féle integral) Fontos szerepet jatszik a valészinliségszamitasban az

I:/ e dx

improprius integrdl, amely a normdlis eloszlds sfirliségfliggvényével van kapcsolatban.
Ennek kiszdmitdsa elég komplikalt eszkdzoket igényel, amelyeket itt nem részleteziink.
Ennek oka az, hogy a primitiv fiiggvényt nem tudjuk el6allitani.

FIGYELEM! Ez nem azt jelenti, hogy nincs primitiv fiiggvény, hiszen az el6z6 fe-
jezetiink értelmében 1étezik, mert az integrandus folytonos. A probléma az, hogy ezt a
primitiv fiiggvényt elemi fiiggvények segitségével nem lehet zért alakban eldéllitani.

Megmutathat6, hogy

/we_kzdx: ﬁ
0 2

és innen az integrandus parossaga folytdn I = /7.
Egyszer( helyettesitéssel, ahol x = 7+/2, azt is ldthatjuk, hogy

1 b /\2
— e zdx=1 9.2
V2om ~[w ©-2)

Ezt az egyenlGséget felhaszndljuk a valészinliségszamitasban.



88 Tallos Péter: Matematika el6adasok

9.3. Parcialis integralas improprius integralban

A kovetkezd példdkban parcidlis integrdldst haszndlunk improprius integrdlokban. A
rovidség kedvéért a tovabbiakban a b — +oo hatdrdtmenet helyett a +oo fels hatart
hasznaljuk.

9.8 Példa. Hatdrozzuk meg adott A pozitiv konstans mellett az
/ Axe M dx
0

improprius integralt. Az f'(x) = Ae ** és g(x) = x szereposztdssal (azért, hogy az x
szorz eltlinjon), azt kapjuk, hogy

/lxe_hdx = [fxe_kx]wf/ —e M gy
0 0 0

e—lx oo_l
A A
0

Ugyanis a kiintegralt rész nulla! Gondoljuk at: a L’Hopital-szabély kovetkezménye.

9.9 Példa. Az el6z6 példdhoz hasonléan hatdrozzuk meg adott A pozitiv konstans
mellett az

/ Axle M dx
0

improprius integralt. Az f/(x) = Ae A és g(x) = x2 szereposztassal (azért, hogy az
x2 szorzé fokszama csokkenjen), két egymds utani parcidlis integraldssal (ugyanazon

szereposztassal) azt kapjuk, hogy

//'szeflxdx = [fxzefh] f/ —2xe~ M qx
0 0 0

Ebben a példdban két egymads utdni parcidlis integrdldsra volt sziikségiink, és az el6z6
példdhoz hasonldan a kiintegralt részek nulldk a L’Hopital-szabdly miatt.
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9.10 Példa. Parcidlis integralassal keressiik meg az

/m e 12 gx

—oo

improprius integral értékét. A tényez6k szerepét ligyesen kiosztva a kovetkezot kapjuk:
/ (—x)- <fxefxz/2> dx= [7“42/2}“’ +/ e 2ax =\2x

a (9.2) formula értelmében. Vegyiik ugyanis észre, hogy a kiintegralt tagban mindkét
hatérérték zérus a L’Hopital-szabdly miatt. Kdvetkezésképpen

/ T2 Ry = ax. 9.3)
9.4. Harmonikus sorok vizsgalata
A kordbbiakban lattuk, hogy valamely o > 0 valds kitevd mellett a
9.4)

= 1
L

végtelen sor divergens, ha a < 1, illetve konvergens, ha o« > 2. Nem tudtunk azonban
vdlaszt adni az 1 < o < 2 esetben. Erre most megoldast tudunk adni az improprius

integralok segitségével. Valdban, tekintsiik a fenti sor n-ik részletosszegét

i 1
Sn = T
k=1 ke
és rajzoljuk fel az
1
fx) = 7

figgvény grafikonjat a pozitiv félegyenesen. Vegyiik fel a fiiggvényértékeketaz 1,...,n
egész helyeken, akkor a grafikont vizsgdlva konnyen 14thatd, hogy

-
S,,<l+/ — dx
1 X

hiszen az f fuiggvény szigorian monoton fogyd.
KESZITSUNK ABRAT!
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Midsrészt az f fiiggvény pozitiv és o > 1 esetén az improprius integrilja véges az
[1,00) intervallumon, ldsd a (9.1) egyenlGséget. Tehat

Mivel S, szigordan monoton novd, innen adédik, hogy korlétos is, azaz konvergens.
Ezt az eredményiinket az aldbbi éllitdsban fogalmazzuk meg.

9.11 Allitas. A alatti végtelen sor akkor és csak akkor konvergens, ha o > 1, és
ebben az esetben

1 < o
k* o—1

s

k

Otthoni tanuldshoz

1. A Feladatgytjtemény-1 1/10 szakasza kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a Feladatgytjtemény-1 I/10 szakaszanak 10.2.10, 10.2.13,
10.2.14, 10.2.16, 1.6.2, 1.8.6, 1.8.9 feladatai.

3. Tankonyv-111.3 és 11.4 szakaszai.



10.

HATVANYSOROK

o






10. fejezet: Hatvanysorok 93

10.1. Hatvanysorok 6sszege

Ha —1 < x < 1 val6s szdm, akkor a geometriai sorokrdl lattuk, hogy a sor konvergens,
és

—_
8

Szamos alkalmazdsban fontos kérdés, hogy valamely f fiiggvény megadhatd-e
fx)=Y aut 10.1)
k=0

alakban alkalmas a; egyiitthatokkal. Ilyenkor azt mondjuk, hogy f hatvanysorba fejt-
hetd.

10.1 Definicié. A (10.1) egyenlGség jobb oldaldn 4116 sort hatvdnysornak nevezziik, a
bal oldalon 4ll6 f fiiggvény a hatvanysor dsszegfiiggvénye.

Két kérdést vizsgdlunk a fejezet hatralévés részében.

1. Milyen x értékekre konvergens egy hatvanysor, és ott mi az f Osszegfiiggvény.

2. Forditva, egy adott f fiiggvény esetén hogyan taldlhaté6 meg az a hatvanysor,
amelynek f az 0sszegfiiggvénye.

Vildgos, hogy barmely hatvdnysor x = 0 esetén konvergens, és az 0sszege ag. Azon
x értékek halmazat, amelyekre a hatvanysor konvergens, konvergencia-halmaznak ne-
vezzik.

10.2. A konvergencia-sugar

Egy hatvanysor konvergencia-halmaza mindig egy origéra szimmetrikus intervallum,
ezt fogalmazza meg a kovetkezd tételiink.

10.2 Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel) A hatvdnysorhoz taldlhaté olyan R nem-
negativ szdm (lehet R = 0 vagy végtelen is), hogy a sor konvergens a —R < x < R nyilt
intervallumban, és divergens a [—R, R zdrt intervallumon kiviil.
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Bizonyitas. Csak arra az esetre szoritkozunk, amikor 1étezik a

ag+1
ai

lim

k—roo

hatarérték. Vezessiik be a kovetkez§ jelolést:

1/r ha0<r< 4o
R={ 4+ har=0

0 har=oo
A Hanyados-kritérium alapjan a hatvanysor konvergens, ha
VY e
lim % <1
k—yoo0 aix

ez a fenti jelolésiinkkel éppen azt jelenti, hogy |x| < R.
Teljesen hasonlé médon lathatjuk be a hdnyados-kritérium felhaszndldsaval, hogy a
hatvanysor divergens, ha |x| > R. O

10.3 Definicio. A fent bevezetett R szamot a hatvanysor konvergencia-sugardnak ne-
vezzik.

10.4 Példa. Tekintsiik példdul a
k

> X
Lu

hatvanysort, itt
.. a . k! .
lim <t = lim ——— = lim —— =
koo ar koo (k+ 1)1 ko k+1
ezért itt R = oo, azaz a hatvanysor az egész szdmegyenesen konvergens.
Egyik masik példaként vizsgdljuk meg a

0

y
i1 k
hatvanysort. Vildgos, hogy ekkor

lim L = fim = =
k—oo  ay k—oo k+1
tehdt R = 1, ezért a hatvanysor konvergens a (—1,1) nyilt intervallumban, és divergens
a [—1, 1] zart intervallumon kiviil. Mésrészt lathat6, hogy x = 1 esetén a divergens har-
monikus sorhoz jutunk, tovdbba x = —1 esetén pedig a konvergens véltakozé eldjeld
sorhoz, ldsd a[2.T0| Péld4t. Tehét a
[7 1 ’ 1)

balrdl zért, jobbrdl nyilt intervallum a sor konvergencia-halmaza.
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10.3. Hatvanysor differencialhatésaga

Tekintstink egy hatvdnysort, amelynek R > 0 a konvergencia-sugara, és f az 0sszeg-
fliggvénye, azaz

i at = f(x)
=0

minden —R < x < R mellett.

10.5 Tétel. A hatvdnysor f dsszegfiiggvénye differencidlhatd, mégpedig
flx) = Zkakxkfl
k=1
a (—R,R) nyilt intervallumban.

A tétel bizonyitdsat nem végezziik el, csak megjegyezziik, hogy az vgynevezett
"egyenletes konvergencia" fogalmdn milik. Néhdny tovabbi megjegyzést konnyen ki-
olvashatunk a tétel 4llitdsdbol.

e A derivalt a hatvanysor tagonkénti derivalasaval éllithat6 el6. Ez nem nyilvanva-
16, hiszen a tagonkénti derivalds szabdlyat csak véges Osszegre igazoltuk, végte-
len Gsszegre altaldban nem érvényes. KERESSUNK PELDAT!

e Vegyiik észre, hogy a tagonkénti derivaldssal elGallitott hatvanysor konvergen-
cia-sugara tovéabbra is R. ELLENORIZZUK!

e Mivel f” is egy hatvanysor 0sszege ugyanazon intervallumon, ezért a tétel tobb-
szori alkalmazdsdval lathatjuk, hogy ilyenkor f akdrhdnyszor differencidlhaté a
(=R, R) nyilt intervallumban.

10.6 Példa. Tekintsiik példaul —1 < x < 1 esetén a

nd 1
k_ -
Zx C1—x

k=0

hatvanysort. Vegyiik észre, hogy a sor elsé tagja 1, amelynek derivéltja nulla. Igy a fenti
tételiink szerint

minden —1 < x < 1 esetén.
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10.7 Példa. Keressiik meg azt az f fiiggvényt, amelyet a kovetkezd sor allit eld

k
1
(112

s

fx) =

k=1

Egyszer( szamoldssal adédik, hogy a konvergencia-sugér R = 1. Ekkor egyrészt f(0) =
0, masrészt a hatvanysor differencidlhatdsdga alapjn

(=0 !

Nkl
A *k;( VST

s

flx) =

k

1

minden —1 < x < 1 esetén. Innen

f(x) =f(0)+/0x%+tdt = [In(1+1)]5 = In(1 +x)

a (—1,1) nyilt intervallumban. S6t, ez utébbi sor a Példa szerint az x = 1 helyen is
konvergens, ahonnan a nevezetes

1 1 1 1
1,§+§71+§f...—ln2

azonossdg adddik.

10.4. Az egyutthaték meghatarozasa

Felmeriil a kérdés, hogy egy adott f fiiggvény eldéllithaté-e valamely hatvanysor Ossze-
geként egy adott intervallumban. A differencidlhatésagi tétel szerint ilyenkor f szik-
ségképpen akdrhdnyszor differencidlhaté. Vajon hogyan kaphatjuk meg az g, egyiittha-
tokat?

A differencidlhatdségi tétel alapjan a (T0.T) alatti f fiiggvényhez tartozé ay egyiitt-
hatdékat meghatarozhatjuk az f derivaltjai segitségével. Vegyiik észre, hogy

f0)=ap, f(0)=ar, [f"(0)=2a,
és dltaldban tetszSleges k indexre
FO0) =k-a

Ha ezeket a kifejezéseket beirjuk az a; egyiitthatdk helyére, akkor az

2 %)
f<x>fk§0 Pl

eldallitashoz jutunk. Ezt az alakot az f fiiggvény Taylor-sordnak nevezziik.
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10.5. Az exponencialis fluggvény hatvanysora

Tekintsiik ebben a szakaszban az ¢* exponencidlis fliggvényt. Ha ez a fiiggvény vala-
mely hatvanysor 6sszegeként 4ll el6, akkor a sor egyiitthatéi csak az

1

k!

kifejezések lehetnek, hiszen a fliggvény akarhanyadik derivaltja is ¢*, amely az x =0
helyen az 1 értéket veszi fel. Ez azt mutatja, hogy az ¢ fiiggvényhez rendelt hatvanysor

= ik
Xu

amely a kordbbi példank szerint az egész szamegyenesen konvergens.

Csak az a probléma, és ezért nem irtunk egyenl8séget, mert egyelére nem vilagos,
hogy az ¢* fiiggvény valdban eldall-e hatvanysor osszegfiiggvényeként.

Ennek megvalaszoldsihoz tekintsiik az

f(X):kgf)E

egyeldre ismeretlen fiiggvényt a szamegyenesen. Vildgos, hogy egyrészt £(0) = 1, més-
részt a differencidlhatésagi tételiink szerint

ap =

-1

ok
Zk /;I(k—l)’:f(x)

minden —oo < x < o esetén. Ez egy egyszer( linedris differencidlegyenlet az ismeretlen
f fuggvényre, amelynek megolddsa

flo)=¢
az egész szamegyenesen. Innen adédik a nevezetes azonossag
] I 1 1
e=ld ottt

az x = 1 behelyettesitésével.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 1/2 és 1/8 szakaszai kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: az 1/2 szakasz 2.1.7, 2.1.9, 2.1.11, 2.2.3, 2.2.9, valamint az I/8
szakasz 8.1.8, 8.2.4, 8.2.5 és 8.3.3 feladatai.

3. Tankonyv-1 6.5 szakasza.






11.

KETVALTOZOS FUGGVENYEK
DERIVALASA

o






11. fejezet: Kétvaltozos fliggvények derivalasa 101

11.1. Parcialis derivaltak

Tekintsiink egy kétvaltozés f : R — R fiiggvényt. Rogzitsiink le egy y = b pontot és
vizsgaljuk az igy keletkez6
x— f(x,b)

egyvaltozds fiiggvényt. Tegyiik fel, hogy ez a fuggvény differencidlhaté valamely a
helyen és hatdrozzuk meg a derivéltjat.

11.1 Definicié. A fenti deriviltat az f x valtoz6 szerinti parcidlis derivdltjdnak nevez-
ziik az (a,b) helyen. Jelolése:

9 :
% (a.b) = fi(a.b)

Néha hasznalatos az f.(a,b) jelolés is.

11.2 Példa. Tekintsiik példaul f(x,y) = (x+2y)e*t>~! fiiggvényt és hatdrozzuk meg
az x véltoz6 szerinti parcidlis derivéltat az (1, 1) pontban.
Ekkor f(x,1) = (x+2)e**2, amelynek derivaltja az x helyen

f]l(x7 1) — ex+2+(x+2)ex+2 — (x+3)ex+2

Ennek az x = 1 helyen felvett értéke f](1,1) = 4e>.

11.3 Példa. Elvileg azt is megtehetnénk, hogy formdlisan meghatdroznank az f fiigg-
vény x valtozd szerinti parcidlis derivaltjat tetszleges fix y mellett, majd ezt kdvetSen
behelyettesitenénk az x = a és y = b értékeket. Ez azonban nem mindig célszer(, amint
ezt a kovetkezd példan lathatjuk. Legyen

flxy) = \/xz—i-yz+5-672Hy-cos(y+77:/2)

és hatdrozzuk meg az x-szerinti parcidlis derivdltat az (1,0) pontban. Ekkor a derivalds
elvégzése hosszadalmas lenne. Ha azonban a definici6 szerint jarunk el, akkor lathatjuk,

hogy

f(x,0)=0
minden x értékre, ezért fi(1,0) = 0.
Az P
x— a—f:(x) , xeR

hozzéarendelést az f fliggvény x véltoz6 szerinti parcidlis derivéltfiiggvényének nevez-
ziik.
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11.2. Erintdsikok

A parcidlis derivaltaknak (az egyvaltozos esethez hasonléan) geometriai értelmezés is
adhat6. Tekintsiink egy f : R? — R kétvéltozés fiiggvényt. Ennek grafikonja egy felii-
letet ad a hdromdimenzids térben. Vdlasszuk ki e feliiletnek a

P(a,b, f(a,b))

pontjat. Ha ezt a feliiletet metszi a P ponton dtmend y = b sik, akkor egy gorbéhez
jutunk. E gorbe érintGjének meredeksége a P pontban az fi(a,b) parcidlis derivalt.
Teljesen hasonlé interpretdciét adhatunk az x = a sikban fekvd érint§ meredekségére

7 2z

is. A két érint6 4ltal meghatarozott sik normélvektora tehat

V= [fl/(avb)7f£(a7b)7_]]

azaz a ¢ = f(a,b) jeloléssel a sik egyenlete
fila,b)(x—a)+ f5(a,b)(y—b) — (z—¢) =0.

Ezt a sikot a feliilet P pontbeli érintSsikjdnak nevezziik.

11.4 Példa. Adjuk meg az p paraméter értékét ugy, hogy az

fle,y) = pxy/x2+y2+1-7

filggvény a = 2, b = 2, ¢ = f(2,2) pontndl hizott érintSsikja dtmegy a Q(2,—1,6)
ponton.
Vildgos, hogy f(2,2) =3p—7,azaza P(2,2,3p —7) ponthoz hiizott érintdsik egyen-
letét keressiik. Mivel
of 10 of 2

5(272) = ?P €s 7y(272) = gP

azért az érintGsik egyenlete a P pontban

10 2
3 Pa=2)+3p(y=2) = (z=3p+7)=0.

Ha az érintSsik dtmegy a Q ponton, akkor annak koordinatdi kielégitik a sik egyenletét.
Ez a kovetkez6 egyenletet adja az ismeretlen p paraméterre:

2
—=3p=13-3p.
3 P p

Ennek egyetlen megolddsa p = 13.
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11.3. A lancszabaly

Tekintsiik most az f : R — R valamint a g : R — R? fiiggvényeket, ahol minden r € R
esetén

g(t) = (g1(1),82())

Tegyiik fel, hogy g értékkészlete az f értelmezési tartomdnyaban fekszik. Ekkor vizs-
galhatjuk az
fog:R—-R

kompozicié fiiggvény differencidlhatésagat.
11.5 Tétel. (Lancszabaly) Ha g és g, differencidlhatéak a t pontban és f parcid-
lis derivdltfiiggvényei folytonosak a g(t) pontban, akkor f o g is differencidlhaté a t

pontban, és

(o8 = 5 (e0)e )+ S e300

Tételiink allitdsa az egyvaltozds lancszabdlyhoz (l14sd a 4. fejezetben) technikailag
kicsit bonyolultabban, de teljesen hasonlé elven igazolhatd.

11.6 Példa. Legyen példaul f(x,y) = x> — xy +y?, tovdbba
x=gi(t) =cost y=g(t)=sins

és tekintsiik az F (1) = (f o g)(¢) Osszetett fiiggvényt. Ekkor a lancszabély szerint

F'(t) = (fog)(n)= ax(g(t))g’l(tHa*y(g(t))g'z(t)

(2cost —sint)(—sint) 4 (— cosz +2sinz) cost = sin’r — cos’

minden ¢ € R esetén.

11.7 Példa. Tekintsiink egy f : R — R fiiggvényt, amelynek a parcialis derivaltjai
1éteznek és folytonosak, és legyen v = (v{,v2) € R? adott vektor. Ekkor a P(a,b) € R?
ponton atmend, v irdnyvektord egyenes egyenlete

g(t) = (a,b)+1tv=(a+tvy,b+1v7).
Ezekkel a jeloléssekkel egyrészt g} (1) = vy, g5(¢) = v, mdsrészt az

F(t) = fla+1v)
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egyvaltozds fliggvény derivltja a 1dncszabdly szerint:

aof of
/ e
F'(t)= 3 ((a,b) +tv)vi + 9y ((a,b) +1v)vy
illetve specidlisan r = 0 esetén
aof aof
! f———
F (O) - Jx (a7b)vl + ay (a7b)v2

FIGYELEM! Ellendrizziik ezt az eredményt a g fiiggvény kozvetlen behelyettesitésé-
vel, majd az igy kapott F = f o g fiiggvény derivdldsaval is!

11.4. Lokalis szélsoérték

A tovédbbiakban a kétdimenzids tér valamely v = (x,y) vektordnak abszolit értékét (az
orig6tdl mért tavolsagat) a kovetkezd mddon értelmezziik:

V]l = (2 +y%)1/2

amelyet a v vektor normdjanak neveziink.

11.8 Definicié. Az R? tér origd kozépponti egységsugari kornyezetén a
B={veR?*:|v| <1}

halmazt értjiik. Vildgos, hogy valamely (a,b) € R" pont koriili » > 0 sugart kérnyezete
az
(a,b)+rB={veR?:|lv—(a,b)| <r}

formuldval adhaté meg.

Tekintsiink egy f : R — R fiiggvényt. Azt mondjuk, hogy az értelmezési tartomény
valamely P(a,b) pontja az f lokélis minimumhelye, ha taldlhat6 olyan € > 0, hogy

fxy) = f(a,b)

az értelmezési tartomdny mindazon (x,y) pontjaiban, amelyekre (x,y) € (a,b) + €B,
azaz [|(x,y) — (a,b)[ < €.

Hasonl6an értelmezziik a lokdlis maximum fogalmdt, és értelemszer(ien fogalmaz-
hatjuk meg a globdlis minimum és maximum definicidjat is.

Tegyiik fel a tovdbbiakban, hogy az f : R* — R fiiggvény parcidlis derivaltjai létez-
nek és folytonosak.
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11.5. Elsorendii sziikséges feltétel

11.9 Tétel. Ha az (a,b) € R? pont az f lokdlis minimumhelye, akkor fi(a,b) =0és
fé(a,b) =0.

Bizonyitas. Legyen ugyanis v € R" egy tetsz6leges nem nulla vektor, és tekintsiik az
alabbi fiiggvényt
F(t) = f((a,b) +1v).

A lokélis minimum definicidja alapjan az F' fiiggvénynek lokalis minimumhelye van a
t = 0 pontban, mdsrészt a lancszabdly szerint F differencidlhatd is, éspedig

F'(1) a((a,b)+tv)v1+3—ch((a,l;)+rv)v2

A lokalis minimumhely miatt F'(0) = 0 barmely v vektor mellett, azaz

Liabym+ Lm0

barmely vy és v, valés szdmokra. Ez csak gy lehetséges, ha

of ,
Sl =0 & T ab)=0

amit igazolni akartunk. g

A fenti tétel szerint a parcidlis derivéltakra felirt egyenletrendszer megoldésai kozott
kereshetjiik a fiiggvény széls6értékhelyeit. Ez az egyenletrendszer azonban (az egyvil-
tozds esethez hasonléan) csak sziikséges feltételt fogalmaz meg. Példdul az

flxy) =xy
fliggvény esetében az f] (x,y) = f5(x,y) = 0 egyenletrendszer egyik megolddsa (x,y) =
(0,0). Ekkor
£(0,0)=0

de ez nem lehet szEls6érték, hiszen f az origo koriili barmilyen sugarti gomb belsejében
felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

11.10 Példa. Tekintsiik az
1 1 xy
f(X,Y)—;Jr;Jrg
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fiiggvényt a sikon, ahol x # 0 és y # 0, és keressiik a szélsGértékeket. A fenti tételiink
értelmében szEls6érték csak a parcidlis derivéltak zérushelyeinél lehet. Keressiik meg
tehdt a

af

Ly
a - o2ty
af 1 x
E A

7z

és az f fiiggvénynek csak ebben a pontban lehet szélsGértéke.

Azt, hogy egy ilyen kritikus pont valéban sz€éls6érték-e, a Linedris Algebra targyban
kifejtett eszkozokkel tudjuk majd megvizsgdlni (1dsd a harmadik félévben). Megjegyez-
ziik, hogy jelen esetben a P(2,2) pont a fiiggvény minimumbhelye.

Otthoni tanuldshoz

1. A Feladatgytjtemény-1 III/1 szakasza kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a III/1 szakasz 1.1.4,1.1.5,1.1.6,1.1.7,1.4.3,1.4.4,1.4.5,1.5.3,
1.5.4, 1.6.3, 1.6.5 feladatai.

3. Tankonyv-1 15.3, 15.4, 15.6, 16.1 és 16.2 szakaszai.
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12.1. Implicit figgvények

A mikréokondmidban gyakran felmeriil§ probléma, hogy valamely
F(x,y)=0

egyenletbdl az y véltozé mikor fejezhetS ki egyértelmien az x fliggvényeként. Mds
szavakkal: taldlhat6-e egyetlen olyan y = g(x) fiiggvény, amelyre fenndll az

F(x,8(x)) =0

azonossdg minden x pontban.
Ilyen fiiggvény nem feltétleniil 1étezik. Péld4ul az

Flxy) =24y =1=0

egyenlet esetében (az egységsugard kor egyenlete) az y nem fejezhetS ki egyértelmiien
az x fiiggvényeként. Geometriailag ez azt jelenti, hogy az F(x,y) = 0 egyenletet kielé-
git6 pontok a sikon nem alkothatjdk egy fiiggvény grafikonjat. Ennek az az oka, hogy a
fenti gorbét az y-tengellyel parhuzamos egyenesek két helyen is metszik.

El6fordulhat az is, hogy az implicit egyenletbdl az y valtozo algebrai atalakitasokkal
nem fejezhetd ki. Példaul ilyen az

F(x,y)=¢"" —2cosy+1=0

egyenlet. Ldthatd, hogy az egyenletet az (x,y) = (0,0) pont kielégiti, de az y véltozét
nem tudjuk kifejezni.

Felmeriil az is, hogy ha F differencidlhat6 fiiggvény, akkor mikor fejezhetd ki a fenti
egyenletbdl y az x differencidlhaté fiiggvényeként. Erre ad vdlaszt az aldbbi tétel.

12.1 Tétel. (Implicitfiiggvény-tétel) Tegyiik fel, hogy valamely (xq,yo) pontban
F(x0,y0) =0

tovdbbd F parcidlis derivdltjai folytonosak e pont egy kornyezetében, és
F;(x0,0) # 0

Akkor létezik egyetlen olyan folytonosan differencidlhato g fiiggvény az xo pont egy
kornyezetében, amelyre

* g(x0) =)o
e F(x,g(x)) =0 minden x pontban

o g'(x) = —F(x,8(x))/F;(x,8(x))
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Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a parcidlis derivaltak folytonossagabol adédik, hogy
Fj(x,g(x)) # 0 az xg egy kis kornyezetében.

Tételiink geometriailag azt fejezi ki, hogy ha az F(x,y) = 0 egyenleti sikbeli gorbé-
hez az (xp,yo) pontban hdzott érinté nem parhuzamos az y-tengellyel, akkor e pont egy
kornyezetében (lokélisan) az y kifejezhet$ az x differencidlhaté fiiggvényeként.

12.2 Példa. Tekintsiik példdul az
F(x,y) = +x4+y—-1=0
implicit egyenletet. Ezt az egyenletet a (0,0) pont kielégiti. Mésrészt ebben a pontban
F(0,0) =2

Tehat F kielégiti az Implicitfiiggvény-tétel feltételeit, ezért az egyenlet egyértelmiien
meghatdroz egy y = g(x) differenciélhat6 fiiggvényt. A tétel szerint

g = —F(xg)/Fxg(x)
1 X X
= *m-(€+g()+l):*1

minden x pontban. Mivel g(0) = 0, ez azt jelenti, hogy

8(x) = —x

és ez az egyetlen megoldds.

12.3 Példa. Tekintsiik a fentebb emlitett
F(x,y)=¢et —2cosy+1=0
implicit egyenletet. Ezt az egyenletet a (0,0) pont kielégiti. Mdsrészt ebben a pontban
F5(0,0) =1

ezért fenndllnak az Implicitfiiggvény-tétel feltételei. Tehat ez az egyenlet egyértelmi-
en meghatdroz egy g differencidlhaté fiiggvényt, bar ezt a fiiggvényt az egyenletbdl

algebrai dtalakitdsokkal nem tudjuk eldllitani.
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12.2. Feltételes szélsoérték

Tekintsiik az f és F egyarant RZ — R fiiggvényeket, és tegyiik fel a tovabbiakban hogy

léteznek és folytonosak a parcidlis derivaltjaik. Feltételes sz€éls6érték-feladaton az

f(x,y) — min (12.1)
Flxy) = ¢

ahol ¢ adott valés dllandd. Mas szavakkal az f minimumat (vagy maskor maximumat)
keressiik a

H= {(X7Y) € R?: F(X,y) :C}

halmazon.

2 2oz

12.4 Definici6. Azt mondjuk, hogy az (xq,yo) € H pont a (12.1)) feltételes szélsGérték-
feladat megolddsa, ha

f(xo0,50) < f(x,y)

minden (x,y) € H esetén. Anal6g definicié érvényes maximum esetére.

12.5 Példa. Az aldbbi példank azt illusztrilja, hogy a korabbi szélsGértékre vonatkozo
sziikséges feltételeink az ilyen feladatokban nem miikodnek. Tekintsiik példaul az

fley)=x*+2y, F(xy)=x+y azaz c=0

feladatot. Ekkor az x+y = 0 feltételbSl y = —x, és igy f(x,y) = x%—2x.Ennek azx =1
pontban van minimuma, €s itt a feltétel szerint y = —1, azaz a feltételes minimum az

(X(),y()) = (1 ’ _1)
pontban taldlhat6. Ebben a pontban azonban a

af af
5—0, a—y—O

egyenlOségek egyike sem teljesiil.

A fenti példaban lathatjuk, hogy a feltételes sz&ls6érték-feladat feltétel nélkiilivé ala-
kithat6 &t, ha az F(x,y) = c feltételbdl az y viltoz6 kifejezhetS. Nehezebb feladatoknél
ezt azonban algebrai dtalakitdsokkal nem tudjuk elvégezni.
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12.3. Lagrange-multiplikatorok

P

Tekintsiik a (T2.T)) feltételes szélsGérték-feladatot. Az implicitfiiggvény-tétel segitségé-
vel feltételt adhatunk arra, hogy az F(x,y) = c feltételbdl az y véltozét kifejezhessiik,
és igy megoldhassuk a feladatot. Ezt fogalmazzuk meg az aldbbiakban.

12.6 Definici6. A (12.1) feladat Lagrange-fiiggvényén az
L(x,y,A) = fx,y) = A(F (x,y) —c)

filggvényt értjiik, ahol A egyelGre tetszGleges valds szdm.

12.7 Tétel. (Lagrange-médszer) Tegyiik fel, hogy (xo,y0) a feladat megolddsa,
tovdbbd f és F parcidlis derivdltjai léteznek és folytonosak e pont kornyezetében. Ha

F3(x0,30) #0, (12.2)
akkor taldlhaté pontosan egy olyan A valds szdm, amelyre

0% 0%
W(XO»)’OaA):m és Ty(x()?yo’}{’):()

Bizonyitas. A (12.2) feltételiink miatt alkalmazhatjuk az implicitfiiggvény-tételt.
Eszerint taldlhat6 olyan g folytonosan differencidlhat6 fiiggvény, amelyre

® g(x0) =)o, és
o F(x,g(x)) = c az xo egy kornyezetében, tovabba
* g'(x0) = —F{(x0,0)/F;(x0.¥0)-

Ha (x0,y0) a (12.1) feladat megoldésa, akkor az x — f(x,g(x)) fliggvénynek minimuma
van az xo pontban, ezért itt a derivaltja nulla. Ez a derivalt a lancszabdly szerint

 fx0.y0)

11 (x0,50) + f2(x0,50)8' (x0) = fi (x0,¥0) FJx yO)Fl (x0,y0) = 0.

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

_ f5(x0.30)
FJ(x0,y0)

Ezzel a jeloléssel a fenti derivalt ugy is irhatd, hogy:

0¥
W(Xovyo,l) = fi(x0,y0) — AF{ (x0,y0) = 0.
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A tétel 4llitdsdnak mdsodik egyenlGsége A behelyettesitésével nyilvanvalé azonossag,
hiszen:

a7
Ty(x()?y()va’) = fé(x()vyo) 72’F2l(x07y0) =0.00

Tételiinket ugyanigy fogalmazhatjuk meg maximum esetére is.

12.4. A szélsoérték-feladat megoldasa

7oz P

Az el6z6 tételiink alapjan a (12.) feltételes szélsGérték-feladat megolddsanak menete
a kovetkezd.

1. Allitsuk el§ a feladat Lagrange-fiiggényét.

2. Hatdrozzuk meg az x és y szerinti parcidlis derivéltakat, és tegyiik ket nullaval
egyenlGvé.

3. Vegyiik figyelembe, hogy F(xg,yo) = c.

4. Oldjuk meg az igy nyert hdromismeretlenes egyenletrendszert.

P

A megoldéasként kapott (xg,yg) kielégiti a szélsGérték sziikséges feltételét. Az
egyenletrendszer megolddsaként nyert A valés szdmot a feladathoz tartoz6 Lagrange-
multiplikdtornak nevezziik.

12.8 Példa. Oldjuk most meg a Példéban vizsgalt feladatot Lagrange médszerével.
Ekkor a feladat Lagrange-fiiggvénye:

L(x,y,A) =x"+2y—A(x+Y).

Egyenletrendszeriink tehat a kovetkez6 alakot olti:

0.
W(XOJOvl) = 2p—-A=0
0¥
Ty(x(ﬁy(h}’) = 271:0
0.
=5 (%0,50,A) = xo+yo=0
oA

Innen azonnal adédik, hogy A =2, xg = 1 és yg = —1.
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12.9 Példa. Tekintsiink most egy kicsit bonyolultabb, és a mikrookonémidban gyakran
felmertil§ feladatot. Keressiik meg a fogyasztoi keresletre vonatkozé

B 5 max (12.3)
px+y = m

feltételes maximumfeladat egyetlen lehetséges megoldésat, ahol a, 3, p és m adott
pozitiv dlland6k. Ekkor

floy)=xP & F(xy) =prty,
ezért a feladat Lagrange-fiiggvénye
Ly A) =x%P —A(px+y—m).
A Lagrange-mddszerrel ad6dé egyenletrendszer tehat

<

Soy0d) = @Y —Ap=0
0.7 _
Ty(xoy)’ml) = ﬁ-xg‘yg '_1=0
0.7

W(xoyyoﬂ) = pxg+yo—m=0.

Ennek az egyenletrendszernek egyetlen megoldésa
= —F és = —F
PX m n,
0 o+ B o o+ ﬁ )

a A Lagrange-multiplikdtor a masodik egyenletb&l meghatdrozhato.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgy(jtemény-1 I1I/1.8 és III/S szakaszok kidolgozott példdinak feldol-
gozdsa.

2. Hazi feladatok: a III/1 szakasz 1.8.3 és 1.8.5, tovabba az III/5 szakasz 5.1.5,
5.1.6,5.1.7 és 5.2.3 feladatai.

3. Tankonyv-1 16.3, 18.1, 18.2, 18.3, 18.4, 18.5 és 18.6 szakaszok.



ll. rész

Masodik félév: Va-
|6szinUségszamitas






13.

VALOSZINUSEG

o






13. fejezet: Valészinliség 119

13.1. Kisérletek

Az aldbbiakban (véletlen) kisérletekkel és azok (véletlen) kimeneteleivel foglalkozunk.
Olyan kisérleteket vizsgalunk, amelyek kimenetelét nem tudjuk elSre meghatdrozni.

1. Foldobunk egy dobdkockdt, és megnézziik hdnyast dobtunk.
2. Foldobunk egy dobdkockat kétszer egymads utan.

3. Feldobunk egy dobdkockat, majd egy érmét annyiszor, ahdnyat a kockaval dob-
tunk.

4. Egy dobdkockat addig dobunk, amig el6szor 6-ost kapunk.

5. Vilasszunk az egységsugaru korlapon véletlenszerfien egy pontot.
Tovébbi bonyolultabb példak:

o Egy keresztezddésen 10 és 11 6ra kozott dthaladé autdk szdma.

e Egy telefonkdzpontba 8 és 9 kozott érkezd hivasok szdma.

Két hivas kozott eltelt idéintervallum hossza.

e Egy részvény t6zsdei drfolyama a zdrds idSpontjdban.

Ugyfélszolgdlati iroddban a varakozasi idé hossza.

13.2. Az eseménytér

13.1 Definici6. Jelolje a tovabbiakban Q egy kisérlet kimeneteleinek halmazat. Az Q
halmazt az adott kisérlethez tartoz6 eseménytérnek nevezziik.

Allitsuk el az el6z6 példdinkhoz tartozé eseménytereket. Ekkor sorrendben:
1. @={1,2,3,4,5,6}

2. Q={(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),...,(6,6)}

3. Q= {1F,11,2FF,2FI,2IF,2I1,...} (Kérdés: vajon hany elembdl 4ll ez az ese-
ménytér?)

4. Q mindazon véges szdmsorozatokbdl, amelynek utolsé eleme 6, az el6z6 elemek
pedig az 1,2,3,4,5 szdmjegyek valamelyike.

5.Q={(xy): x> +y> <1}
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13.3. Események

13.2 Definicié. Az eseménytér részhalmazait eseményeknek nevezziik.

Tekintsiik néhdny példat az el6z6 eseményterekben.
1. Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobott szam péros. Ekkor A = {2,4,6}.

2. Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Osszege 7. Ekkor A =
{(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4),(4,3)}.

3. Jelentse A azt az eseményt, hogy egyetlen Irdst sem dobunk. Ekkor A =
{1F,2FF,3FFF,4FFFF,5FFFFF,6FFFFFF}.

4. Jelentse A azt az eseményt, hogy legfeljebb két dobdsra van sziikségiink. Ekkor
A ={6,16,26,36,46,56}.

5. Jelentse A azt az eseményt, hogy a vélasztott pont a kozépponthoz 1/2-nél koze-
lebb van. Ekkor A = {(x,y) : x> +y% < 1/4}.

13.4. Miveletek eseményekkel

Azt mondjuk, hogy az A C Q esemény bekovetkezik, ha a kisérletnek olyan @ € Q
kimenetele kovetkezik be, amelyre m € A.

A lehetetlen eseménynek egyetlen eleme sincs, jelolése: 0 (iires halmaz). A biztos
esemény: Q (az egész eseménytér).

1. AN B pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B is bekovetkezik. Azt mondjuk,
hogy A és B egymast kizar6 események, ha ANB = 0.

2. AUB pontosan akkor kovetkezik be, ha vagy A vagy B bekovetkezik (vagy mind-
kettd).

3. A (az A ellentettje, komplementere) pontosan akkor kovetkezik be, ha A nem
kovetkezik be.

Azt mondjuk, hogy az A esemény bekovetkezése maga utdn vonja B bekovetkezését
(A implikélja B-t), ha A C B.

13.3 Tétel. (De Morgan formulak)

1. AUB

o+

AN

2. ANB=AU

e~
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Ezek az azonossdgok tetszbleges szdmii eseményre is érvényesek.

Bizonyitas. Az els6 egyenldséget igazoljuk. Legyen x € AU B tetszGleges. Ekkor
XEAUB=x¢AUB=x¢AésxgB=xcAésxcB=xcANB

Ez azt igazolja, hogy AUB C AN B. A mésik irdnyd tartalmazds (és igy az egyenl6ség)
abbol adddik, hogy a gondolatmenetben az implik4cidk mindegyike forditva is igaz (és
igy ekvivalencidk). A masodik egyenl&ség teljesen hasonldan ellendrizhetd. [

Egy kisérlet elvégzésekor nem biztos, hogy minden kimenetele megfigyelhetd. Pél-
ddul ha két azonos kockdt feldobunk, az (1,2) és (2,1) kimenetelekr6l nem donthetd
el, hogy melyik kovetkezett be. Csak azt tudjuk megfigyelni, hogy az {(1,2),(2,1)}
esemény bekovetkezett.

Jelolje o7 a megfigyelhetd események halmazdt. Tulajdonsdgai:

e HaAc .o/, akkorA € o7 és Q € o7 .
e HaA|,Ay,... € &/, akkorA|UA, U... € &7.
A tovébbiakban kisérleten a 7" = (Q, o) kettSst értjiik.

13.5. Valészinliségi mezo

Tegyiik fel, hogy egy % kisérletet n-szer egymads utan elvégziink és minden alkalom-
mal megfigyeljiikk az A € &7 esemény bekovetkezését. Ha az A k, esetben kovetkezett

be, akkor az A relativ gyakorisdga:

kn

n
A tapasztalat azt mutatja, hogy az n novekedésével a relativ gyakorisidg egyre kisebb
kilengésekkel egy bizonyos szdm koriil ingadozik. Ezt tekintjitk az A esemény valdszi-
niiségének.

A tovédbbiakban a val6sziniiség fogalmara olyan axiomatikus bevezetést kivanunk

felépiteni, amelybdl ez a tapasztalati tény levezethetd.

13.4 Definici6. Tekintsiink egy .#° = (Q, o) kisérletet. A valdsziniiség egy
P:of —[0,1]
fliggvény, amely a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:
1. P(Q)=1

2. HaAj,A;,... € &/, egymast paronként kizar6 események, akkor

o

P(|JA) = iP(Ak)
k =1

=1
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Ebben az esetben az (Q,.o7, P) harmast valdsziniiségi mezének nevezziik.

Ez az axiomatikus felépités A. N. Kolmogorovtol (1933) szarmazik.
Az axiomdkbdl konnyen levezethetSk a valdszinliségi mezd aldbbi tulajdonsagai.

13.5 Tétel.
1. Bdrmely A € of esetén B
P(A)=1—-P(A)
és ezért P(0) = 0.
2. HaA,B € of és A C B, akkor
P(A) < P(B)

3. Ha A,B € <, akkor
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)

Bizonyitas. Csak a 3. dllitast igazoljuk. Az AUB eseményt diszjunkt részekre bontjuk
a kovetkezd médon: B
AUB=(ANB)UANB)U(ANB).

Ekkor a val6szinliség axiémdi alapjan

P(AUB) P(ANB)+P(ANB)+P(ANB)

P(A)—P(ANB)+P(B)—P(ANB)+P(ANB)

ahonnan azonnal adddik az allitas. [J

13.6 Példa. Egy AK szakos évfolyam esetén annak a valdszintisége, hogy egy tala-
lomra vdlasztott hallgat levizsgdzott matematikdbdl 0.72, mig annak, hogy mikrodko-
némiabdl 0.66. Annak a valdszinilisége, hogy mind a kett6bdl levizsgézott 0.54. Mi a
val6sziniisége, hogy egy véletlenszertien vélasztott hallgaté

(a) legalabb az egyik targybdl levizsgdzott,

(b) levizsgdzott mikrookonémidbol, de matematikdbdl nem,

(c) egyik targybdl sem vizsgdzott le.

Jelolje A azt az eseményt, hogy a hallgaté levizsgdzott matematikdbdl, és B azt az
eseményt, hogy mikroskonémidbél. Ekkor P(A) = 0.72, P(B) = 0.66 és P(ANB) =
0.54. Az A és B eseményekkel a kérdéses valdszintiségek az aldbbi médon adhaték
meg.

(a) P(AUB) = P(A) +P(B) — P(ANB) = 0.84
(b) P(ANB) = P(B)—P(ANB) =0.12
(c) P(ANB) =P(AUB)=1—-P(AUB) =0.16
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Otthoni tanulishoz

1. A Feladatgy(jtemény-2 II/ és I11/3 szakaszainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a Il szakasz 130, 131, 133, 134, 135, tovabba a I11/3 szakasz 196,
198, 199 feladatai.

3. Tankonyv-2 2. fejezete és a 3.1, 3.2, 3.5 szakaszok. Tovabba: A KOZEPISKO-
LAI KOMBINATORIKA ALAPOS ATISMETLESE!
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14.1. Klasszikus valészinliségi mezok

14.1 Definici6. Tekintsiink egy (Q,.27, P) val6szintiségi mez6t. Ezt klasszikus valdszi-
niiségi mezdnek nevezzik, ha

e Q véges halmaz,
e Minden @ € Q esetén {0} € o7,

e Az Q minden egyelemii részhalmaza azonos val6szintiségt.

Vildgos, hogy ha Q éppen n-elemd, akkor barmely w € Q esetén

P({o)}) =1

Nevezetesen, ha az A C Q esemény k elembdl all, akkor

Ezt gy interpretdlhatjuk, hogy az A valdszintisége:

P(A) = kf,dvez(i esetek sz/éma 14.1)
Osszes esetek szdma

A (T4.0) formuldt a tovdbbiakban klasszikus képletnek nevezziik.

14.2 Példa. Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk egymads utdn kétszer. Mi a val4szi-
niisége, hogy a dobott szimok Osszege pontosan 77

Jelentse A azt az eseményt, hogy az Osszeg 7. Lathat6, hogy Q 36 elem( halmaz
(6sszes esetek szama), mig A egy 6 elem( részhalmaz (kedvezd esetek szdma), amely
az (1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4),(4,3) elemekbdl 4ll. Ezért

a (T4.J) klasszikus képlet alapjan.

14.3 Példa. Egy 52 lapos kartyapaklibdl kihizunk véletlenszertien 5 lapot. Mi a vald-
szintisége, hogy vagy mind az 5 lap treff, vagy van kozte 4sz?
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Vezessiik be a kovetkez0 jeloléseket:
A = {mind az 6t lap treff} B = {van kozte dsz}

Vildgos, hogy P(A U B) értékét keressiik. Feltételiink szerint barmelyik 5 lap hizdsa
egyforman valdszint, ezért:

tovabba

Innen

14.4 Példa. Egy kidrusitdson egy kosarban van 10 kiilonboz$ pér cipS. Egy tolvaj
véletlenszerlien elvisz 4 cip6t. Mi a valdsziniisége, hogy van kozte legaldbb egy par?

Az aldbbiakban két gondolatmenetet vazolunk, de csak az egyik vezet helyes ered-
ményre.

e ElGszor valasszunk ki egy part, majd a masik kett$ tetszSleges lehet, tehat vagy
egy Ujabb pdr, vagy két barmilyen cipd, azaz:

e Nézziikk meg mi a valdszinlisége, hogy a kivalasztott cipSk kozott egyetlen par
sincs. Ezt ugy érhetjiik el, hogy egy kivélasztott cipd utdn annak pérjat félre-
tessziik. Figyeljiink arra, hogy a kivdlasztdsndl a sorrend nem szdmit, igy:

20-18-16-14
Py

T 20
(3)
Ellendrizziik, hogy a fenti két érték nem egyenld! Vajon melyik helyes?

14.5 Példa. Tegyiik fel, hogy egy kockédval addig dobunk, amig el&szor 6-0s nem jon
ki. Mi a valdszintisége, hogy pdros sok dobdsra van sziikségiink?
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Jelentse A azt az eseményt, hogy paros szdmu dobdsra van sziikségiink, illetve Ay azt
az eseményt, hogy k szdmu dobdsra van sziikségiink. Vildgos, hogy

P(Ay) = <Z)klé

ahol k =1,2,... Az A esemény igy éllithat6 eld:
A=A UA4U... = UAZk

A jobb oldalon 4116 események paronként kizarjak egymast, ezért

) I~ 2k—1
r=Lre0-1(3) -

k=1 k=1

14.2. Mintavétel visszatevés nélkiil

Tekintstink egy N szdmu objektumbdl allé6 halmazt, amelyek koziil m szdmu selejtes.
Vilasszunk ki az egész halmazbdl véletlenszeriien egy n-elemii mintat visszatevés nél-
kiil (n <m). Jelentse Ay azt az eseményt, hogy a minta pontosan k szdmu selejtes elemet
tartalmaz (0 < k < n). Ekkor

(0)- (%)
()

amelyet a visszatevés nélkiili mintavétel formuldjanak neveziink.

P(Ay) =

14.6 Példa. Egy 52 lapos kartyapaklibdl valasszunk ki véletlenszertien 5 lapot. Mi a
valészinlisége, hogy a kivalasztott lapok kozott pontosan 2 treff van?
jelentse A a kérdéses eseményt. A visszatevés nélkiili mintavétel formuldja alapjan

H®
=

Itt értelemszertien a treffek a "selejtes objektumok”.

14.7 Példa. Keressiik meg annak valészintiségét, hogy a hagyomadnyos lottén egy vé-
letlenszertien kitoltott szelvénnyel legaldbb kettes taldlatunk van.
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Jelolje A azt az eseményt, hogy legaldbb kettes taldlatunk van, illetve A; azt, hogy
pontosan k taldlatunk van. Vildgos, hogy az Ay események k =2,...,5 esetén egymadst
paronként kizarjak. Mivel A = Ay UA3 UA4 UA5, ezért

5 () ()
/;2 (%)

hiszen az uni6 valészintisége 0sszegként 4ll eld.

5
P(A) =) P(Ay) =
k=2

14.3. Mintavétel visszatevéssel

Tekintsiink djra egy N szdmu objektumbdl 4116 halmazt, amelyek koziil m szdmd se-
lejtes. Vélasszunk ki az egész halmazbdl véletlenszeriien, egyenként visszatevéssel egy
n-elemd mintat. Jelentse A; azt az eseményt, hogy a minta pontosan k-szdmu selejtes
elemet tartalmaz.

Vizsgéljuk meg a kiilonb6z6 sorrend hizdsokat. Mivel barmelyik adott sorrendben
k selejtes és n — k nem selejtes kihizdsdnak valészintisége éppen

N

N

mk - (N —m)"=k <m)k (1 m>n—k

N7 -

és ilyen hizdsbol pontosan (Z) darab van, és ezek paronként kizardak, ezért

n m k m n—k
= () (1)
(40) <k) N N
Ezt a visszatevéses mintavétel formuldjanak nevezziik.

14.8 Példa. Egy 52 lapos kdrtyapaklibdl hizzunk ki egymds utdn visszatevéssel vélet-
lenszertien 5 lapot (a kihtizott lapot hiizds utdn mindig visszatessziik). Mi a valészint-
sége, hogy

(a) pontosan 2 treffet hiztunk,

(b) legalabb 2 treffet hiztunk.

Jelentse Ay azt az eseményt, hogy pontosan k treffet huztunk. Ekkor

o () ()

(b) P(AZU...UAS)_kzi:Z(z) (i)k (i)s_k

hiszen az A,,...,As események paronként kizarjak egymast.

valamint
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14.4. A Bernoulli-kisérlet

A fenti gondolatmenet dltaldnosithaté is a kovetkezd médon. Tegyiik fel, hogy egy
kisérletben az A esemény bekdvetkezésének valdsziniisége valamely adott 0 < p < 1
szam.

Tegyiik fel, hogy elvégezziik ezt a kisérletet (egymdstdl fiiggetleniil) egymads utdn
n-szer, és minden esetben megfigyeljiik, hogy az A esemény bekovetkezik-e vagy sem.
Ezt a kisérletsorozatot Bernoulli-féle kisérletnek nevezziik.

Legyen 0 < k < n adott természetes szdm. Jelentse Ay azt az eseményt, hogy az n
szamu kisérletbSl A pontosan k esetben kovetkezik be.

A visszatevéses mintavételnél kovetett gondolatmenetet alkalmazva lathatjuk, hogy
a kérdéses valoszintiség:

P(Ay) = (k) (1 pyrt

barmely k =0,1,...,n esetén.

14.9 Példa. Egy hagyomanyos lottdszelvény esetében azt mondjuk, hogy nyerd, ha leg-
aldbb kéttaldlatos. Vasarolunk 20 szelvényt, és véletlenszeriien (egymdstdl fiiggetleniil)
kitoltjik Sket. Mi a valdszintisége, hogy legalabb 5 nyerd szelvényiink lesz?

Vildgos, hogy egyetlen szelvény esetében annak valészinilisége, hogy nyerd:

5 85
_ i (k) ) (57k)
90
= (5)
Mivel ez mindegyik szelvényre érvényes, és a szelvényeket egymadstol fiiggetleniil tol-

tottiik ki, eredeti feladatunk egy Bernoulli-féle kisérletnek tekinthet6 ezzel a p paramé-
terrel. Tehat a kérdéses valdszintiség:

£ ()t

ahol p a fenti valdszintiség.

Otthoni tanuldashoz

1. A Feladatgy(jtemény-2 II1/1 szakaszdnak feldolgozdsa.

2. Hazi feladatok: a III/3 szakasz 143, 144, 145, 153, 154, 157, 159, 165 és 173
feladatai.

3. Tankonyv-2 3.3 szakasza. Tovabba: A KOZEPISKOLAI KOMBINATORIKA
ALAPOS ATISMETLESE!






15.

FELTETELES VALOSZINUSEG ES
BAYES-TETEL

o






15. fejezet: Feltételes valdszinliség és Bayes-tétel 135

15.1. Feltételes valésziniiség

Szdmos esetben kell az A esemény valdszinliségét meghatarozni olyan a priori feltétel
mellett, hogy valamely B eseményrdl tudjuk, hogy bekovetkezett. Ilyen esetekben az
eseménytér elemei koziil csak azokat vessziik szdmitdsba, amelyek a B-nek is elemei.

Ez azt jelenti, hogy az Q helyett az eseményteret a B eseményre sziikitjiik, és erre
vonatkozdan szamitjuk ki egy A esemény (feltételes) valdszintiségét.

15.1 Definicié. Tekintsiink egy (, 7, P) val6szintiségi mezdt és egy olyan B € o ese-
ményt, amelyre P(B) # 0. Az A € o esemény B-re vonatkoz6 feltételes valészintiségén
az alabbit értjiik:

P(ANB)

PAIB) = =

15.2 Példa. Tegyiik fel, hogy két kockdval dobunk, de nem ldtjuk az eredményt. Valaki
megmondta, hogy az egyik dobds 5-6s. Mi a valdészintisége, hogy a mésik 6-0s?
Figyelem, az eredmény nem 1/6 lesz!

Jelentse A és B a kovetkez6 eseményeket:
B = {az egyik dobds 5-6s} A = {a mésik dobds 6-0s}

Ekkor P(B) = 11/36 hiszen 11 olyan szampdr van, amelyben az 5-6s szerepel. Mdsrészt
ANB=1{(5,6),(6,5)}, ezért P(ANB) = 2/36. Tehit

_P(ANB)  2/36 2
PAD =@ ~Time 11

15.3 Példa. Egy ismer§siinket keressiik az egyetemen, aki 5 kiilonb6z6 teremben lehet
egyforma valdszintiséggel. Annak valészinlisége, hogy egyéltalaldn az egyetemen van
0 < p < 1. Az 5 terem koziil mér 4-ben kerestiik, de egyikben sem volt. Mi a val6szi-
niisége, hogy az 5-ik teremben van?
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Jelentse Ay azt az eseményt, hogy az ismerdsiink a k-ik teremben van (k = 1,...5),
ekkor P(A|U...UAs) = p. Mivel az A; események egymdst paronként kizarjak, innen
P(A;) = p/5 mindegyik k indexre. Tehdt a De Morgan azonosség alapjan:

P(As]A1N...NAy) = P(As|AjU...UAy)
. P(AsN(A1U...UAy)
P(A U...UAy)

Nyilvanvald, hogy
As CA1U...UAy

€s ezért
P(AsN(A1U...UAy)) = P(As)

Tehat a kérdéses valdszintiség:

P(As|A1N...NAy) = P(As[A;U...UAy)
P(AsN(AjU...UAy))
; P(AjU...UAy)
P(As) _r/5 _p

P(A;U...UA;) 1—4p/5 5—4p

15.2. Fliggetlenség

Tekintsiik a kovetkezd nagyon egyszerd példat. Két kockaval dobunk, de az eredményt
nem latjuk. Valaki megmondta, hogy az els6 dobds pdratlan. Mi a valdszintisége, hogy
a dobott szdmok Osszege 7?7

Jelentse A és B a kovetkezd eseményeket:

A = {az 6sszeg 7} B = {az els§ dobds paratlan}
Ekkor a feltételes valdszinliség definicidja szerint

P(ANB)  3/36 1
PAB) = —pEy ~ 18736 6

Ez a kordbbi példankra tekintettel azt jelenti, hogy
P(A|B) = P(A)

azaz "a B esemény bekovetkezése nem befolydsolja az A valdszintiségét". Ezt igy fo-
galmazzuk meg, hogy A fiiggetlen a B eseménytdl.
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Vildgos, hogy P(B) # 0 esetén a P(A|B) = P(A) feltétel ekvivalens a kovetkezgvel:
P(ANB) = P(A)-P(B) (15.1)

Mivel ugy képzeljiik, hogy a fiiggetlenség szimmetrikus relacié (azaz ha A fiiggetlen B-
t6l, akkor B is A-tdl), és a fenti egyenlGség esetében ez nyilvanvaldan lathatd, célszer(
ez utobbi egyenldséget a fiiggetlenség definiciéjaul hasznalni.

15.4 Definicié. Legyen (Q,.o7, P) adott val6szintiségi mezs és A, B € o/ megfigyelhets
események. Azt mondjuk, hogy A és B fiiggetlenek, ha fenndll az (I5.I) egyenlSség.

15.5 Példa. Egy 52 lapos kartyapaklibdl kihizunk egymas utdn visszatevéssel két la-
pot. Mi a valészintisége, hogy elsdre treffet, masodikra 4szt hiizunk?
Vezessiik be a kovetkez6 eseményeket:

A = {elsére treffet hizunk } B = {mésodikra dszt hdzunk}

Ekkor
13-4 13 4

52 5252
azaz az A és B események fliggetlenek.

P(ANB) = = P(A)-P(B)

Figyelem! Soha nem tgy érveliink, hogy mivel A és B "lathatéan" fiiggetlenek, azért
P(ANB) = P(A) - P(B). Forditva: az események fiiggetlenségére gy kovetkeztetiink,
hogy ezt az egyenldséget ellendrizzik!

15.3. Teljes valosziniiség tétele

15.6 Példa. Hérom egyforma boriték van el6ttiink,
1. az els6ben 2 darab ezres és 3 kétezres bankjegy,
2. amasodikban 5 ezres és 2 kétezres,
3. a harmadikban 5 kétezres bankjegy.

Véletlenszeriien kivélasztunk egy boritékot, majd abbdl taldlomra kihtizunk egy bank-
jegyet. Mi a valésziniisége, hogy kétezrest hiizunk?

Jelentse A azt az eseményt, hogy kétezrest hiizunk. Nyilvdn P(A) kénnyen meghata-
rozhat6 lenne, ha tudndnk, melyik boritékot vélasztottuk. Nevezetesen, ha By, jeloli azt
az eseményt, hogy a k-ik boritékot vélasztottuk, akkor a P(A|By) feltételes valGszind-
ségek rendre 3/5, 2/7 és 1.
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Ez az észrevétel azonnal Utmutatast is ad a megolddsra, ugyanis a B események
egymdst paronként kizdrjak, és egyesitésiik a biztos esemény. Tehat:
A=ANQ=AN(BiUB,UB3)=(ANB|)U(ANB,)U(ANB3)
Mibvel a jobb oldali események egymdst paronként kizarjak:
P(A) = P(ANBj)+P(ANBy)+P(ANB3)
P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3)
1 1 ] 1

S
537733

Ez a gondolatmenet nyilvan tovabbvihetd tetszSleges szami Bj, eseményre is, ezért
vezessiik be a kovetkez6 definiciot.

15.7 Definicié. Azt mondjuk, hogy a By, B»,... € &/ megfigyelhetd események zeljes
eseményrendszert alkotnak, ha egyik sem nulla valdszintiségti, tovdbba

1. egymast paronként kizérjak, azaz B;NB; =0 ha i # j,
2. egyikiik biztosan bekovetkezik, azaz By UByU... = Q.

A [153.6] Példaban alkalmazott gondolatmenetet kdvetve tetszdleges szami By ese-

27 .z

ményre adodik a kovetkezd tételiink.

15.8 Tétel. (Teljes valosziniiség tétele) Tegyiik fel, hogy az (Q, <7, P) valdsziniisé-
gi mezbben a By,By,... nem nulla valosziniiségii események teljes eseményrendszert
alkotnak. Akkor tetszéleges A € o/ eseményre

P(A) = P(A|B1)P(B1)+P(A|By)P(B2) +...

Bizonyitas. Valéban, ha a B, események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor
A=(ANB;)U(ANBy)U(ANB3)U...
ahol az uni6 tagjai egymadst paronként kizarjak. Innen
P(A)=P(ANB;)+P(ANBy)+P(ANB3)+...
Mivel a feltételes valdszintiség definicidja alapjan minden k indexre
P(ANBy) = P(A|B) - P(By)
innen azonnal adédik a tétel llitasa. [
15.9 Példa. Ha példdul annak valdszintisége, hogy egy telefonkdzpontba egy adott

napon n hivas érkezik 0 < g, < 1, és mindegyik hivds adott 0 < p < 1 valészintiséggel
téves, akkor mi a valdsziniisége, hogy ezen a napon éppen k szamu téves hivds érkezik?
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Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Jelentse A azt az eseményt, hogy kdzpontba k
szamu téves hivas érkezik, illetve B, azt az eseményt, hogy az adott napon a beérkezd
hivasok szdma éppen n. Ekkor a B,, események teljes eseményrendszert alkotnak, ezért
a teljes valdszintiség tétele alapjan

oo

)= 3 Pl = Tan )0 -0

n=1

ugyanis n > k esetén a téves hivasok egy Bernoulli-féle kisérlet eredményeként adod-
nak: n szdmu kisérletbd] hanyszor kovetkezik be a téves hivds. Vegyiik még figyelembe,
hogy itt P(A|B,) =0, han < k.

15.4. Bayes-tétel

Térjiink vissza a[I5.6|Példa vizsgélatdra. Tegyiik fel, hogy valaki elvégezte a hiizdst (mi
nem lattuk), és kozolte, hogy kétezres bankjegyet hizott. Mi a valésziniisége, hogy az
elsd boritékbdl huzta?
Az ottani jeldléseinket haszndlva a P(B|A) feltételes valoszintiségrdl van szo.
P(ANB1) _ P(A|B1)P(B))

Ry 7 R Y

Az utébbi tort nevezdje a Teljes valdszintiség tételével hatarozhaté meg. Tehat:

P(A|B)P(B))

P(B1|A) P(A|B1)P(B;) + P(A|B2)P(B,) + P(A|B3)P(B3)

Ez a gondolatmenetiink altaldnosithat6 tetsz6leges elemszamd teljes eseményrendszer-
re is.

15.10 Tétel. (Bayes-tétel) Tegyiik fel, hogy az (Q,<7,P) valdsziniiségi mezében a
B\,By,... nem nulla valosziniiségii események teljes eseményrendszert alkotmak. Ak-
kor tetszéleges A € o/, P(A) # 0 eseményre és i indexre

P(A|B;)P(B;)
(A|B1)P(B1) + P(A|By)P(B;) +...

P(Bi|A) = P
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Bizonyitas. Valéban, a feltételes valdszintiség definicidja alapjan

_ P(ANB;)  P(A|B;)P(B;)

és innen a teljes valdszintiség tétele alapjan adddik az 4llitds. [

15.11 Példa. Példaul a telefonkdzpontos példénkban annak valdszintisége, hogy
az adott napon i hivds érkezett feltéve, hogy éppen k téves hivast regisztraltak i > k
esetén: .

gi(;) P (1 —p)*
Yoxan(f) PH(1—p)*

mig i < k esetén ez a feltételes valdszintiség 0.

P(Bi|A) =

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgy(jtemény-2 II1/4 és III/5 szakaszainak feldolgozdsa.

2. Hazi feladatok: a I1I/4 szakasz 228, 229, 232, 233, 237, 242, 251, 257 tovabba a
I11/4 szakasz 264, 265, 269, 270, 280 feladatai.

3. Tankonyv-2 3.6, 3.7, 3.8 és 3.9 szakaszai. Tovabba: A KOZEPISKOLAI KOM-
BINATORIKA ALAPOS ATISMETLESE!
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16.1. Valésziniiségi valtozok

16.1 Definici6. Tekintsiink egy (Q,.«7, P) valészintiségi mez6t. Az
X:Q—R
fliggvényt valdsziniiségi vdltozonak neveziink, ha barmely x € R esetén
X<xt={ocQ:X(0)<x} e

azaz minden ilyen nivéhalmaz megfigyelhetd (és igy van valdszintisége).

Az alabbi példdkban dllapitsuk meg a megadott valdszinliségi valtozok R értékkész-
letét!

16.2 Példa.

1. Két kockdval dobunk. Jelentse X a dobott szdmok 0Osszegét. Ekkor R =
{2,3,...,12}

2. Jelentse X a hagyomdnyos lottén kihtzott 6t nyerd szdm koziil a legkisebbet.
Ekkor R ={1,2,...,86}

3. Egy kockaval addig dobunk, amig el&szor 6-os jon ki. Jelentse X a dobdsok sza-
mat. Ekkor R = N.

4. Vélasszunk az origé kozéppontu egységsugari korlemezben véletlenszerfien egy
pontot. Jelentse X a pont origotdl mért tavolsagat. Ekkor R = [0, 1].

16.3 Definicié. Egy valdszintiségi valtozot diszkrétmek neveziink, ha az értékkészlete
véges vagy végtelen sorozatba rendezhet$ (azaz megszamlalhaté halmaz).

Példdinkban az els6 harom valtozé diszkrét, mig a negyedik nem az.

16.2. Diszkrét valoszinliségi valtozo eloszlasa

16.4 Definicié. Legyen X diszkrét valészintiségi valtozd, amelynek értékkészlete R =
{x1,x2,...}. Ekkor a
pe=PX =xz), k=1,2,...

sorozatot az X eloszldsdnak nevezziik.

16.5 Példa. Tekintsiik a bevezetS példdinkat diszkrét valdszintiségi valtozokra.



144 Tallos Péter: Matematika el6adasok

1. Ha X a két dobott szdm 0Osszegét jelenti, akkor az eloszlds az alabbi tdbldzattal
adhat6 meg:

x| 213 4.
AR IR

)|

2. Ha X alegkisebb kihtizott lottdszdmot jelenti, akkor az eloszlds az alabbi formu-
ldval adhaté meg:

3. Ha X az elsd 6-osig sziikséges dobasok szama, akkor X eloszldsa:

5\
(2 o k=1.2,...
e ()70 ke

Az el6z6 két példatdl eltérden az eloszlds itt végtelen sorozat.

Az eloszlas legfontosabb tulajdonsagait a kovetkezd tételben foglaljuk Gssze.

16.6 Tétel. Tekintsiink egy X diszkrét valdsziniiségi vdltozot, amelynek értékkészlete
R ={x1,x,...} és eloszldsa py = P(X = x;), k=1,2,.... Ekkor

o 0<pi<1mindenk=1,2,...indexre.

e pi+pr+...=1

e Ha a < b tetszdleges valos szamok, akkor

Pla<X<b)= Y p
a<xg<b

ahol mindazon py valdsziniiségeket Osszegezziik, amelyek indexeire fenndll az
a < x < b egyenlétlenség. Itt barmelyik szigorii egyenldtlenség helyett mindkét
oldalon egyszerre < is haszndlhato.

16.3. Az eloszlasfliiggvény

16.7 Definici6. Tekintsiink egy (Q, o7, P) val6szintiségi mez6t és egy X : Q — R valo-
szintiségi véltozét. Minden x € R esetén legyen

F(x)=P(X <x)

Az igy értelmezett F : R — [0, 1] fiiggvényt az X eloszldsfiiggvényének nevezziik.
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16.8 Példa. Konnyen ellendrizhets, hogy a korlemezes példankban (bevezets 4. példa)
az X valtozo eloszlasfiiggvénye

0 hax <0
Fx)=< x> ha0<x<l1 (16.1)
1 hax>1

Ugy képzeljiik ugyanis, hogy annak val6szintisége, hogy a véletlenszerien vélasztott
pont a korlemez egy adott részhalmazdban van, ardnyos a részhalmaz teriiletével. Ne-
vezetesen példaul P(0 <X < 1/2) =1/4.

A valészintiségszamitds és a statisztika szdmos feladatdban van sziikség valamely
P(a < X < b) alakd val6szinliség meghatdrozdsara. Ehhez nyiijt segitséget az eloszlds-
fliggvény, amelynek tulajdonsdgait az alabbi tételben foglaljuk Ossze.

16.9 Tétel. Tekintsiink egy X valdsziniiségi vdltozot és jelolje F az X eloszldsfiiggvé-
nyét.
o Minden x € R esetén 0 < F(x) < 1.

o [ monoton nové és minden pontban balrdl folytonos.

lim F(x)=0 és lim F(x)=1.
X—y—o00 X—r+oo

Ha a < b tetszolegesen adott valos szamok, akkor

P(a<X <b)=F(b)—F(a).

Ha egy X diszkrét valdszintiségi valtoz6 értékkészlete R = {xy,xz,...} ahol x; <
x < ..., és X ezeket az értékeket rendre py, pa, ... valoszintiségekkel veszi fel, akkor
az X eloszlasfiggvénye ilyen alaku:

Flx) = 0 hax <x
Tl prtetpr haxg <x<xpqq

barmely k= 1,2,... esetén. Készitsiink grafikont!

Ez azt jelenti, hogy ilyen esetben az eloszlasfiiggvény szakaszonként konstans. Cél-
szer(i ilyenkor az P(a <X < b) = F(b) — F (a) képlet alkalmazdsa helyett 6sszegyjteni
az X értékkészletének mindazon elemeit, amelyek a és b ko6zé esnek. Nevezetesen ha
P(X = x;,) = pj minden k-ra:

Pla<X<b)= Y p

a<xp<b

Mivel itt csak a P(X = x;) val6szintiségek szerepelnek, vezessiik be a diszkrét véltozé
eloszldsanak fogalmat.
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o

16.4. A sliriségfiiggvény

16.10 Definicié. Azt mondjuk, hogy X folytonos eloszldsii, ha taldlhaté olyan f integ-
ralhaté fiiggvény a szdmegyenesen, amelyre

F) :/:;f(t)dt

minden x € R mellett. Ilyenkor az f fliggvényt az X sifriiségfiiggvényének nevezzik.

Példdul az (16.1) példaban konnyen ellendrizhetd, hogy

2t haO<r<1
f) = { 0  kiilsnben

Ha az X valészindségi véltozé folytonos eloszlasu, akkor az F eloszlasfiiggvény folyto-

nos, €s minden olyan x pontban, ahol az f stiriségfiiggvény folytonos F differencalhaté
és:

y o 2

16.11 Tétel. Ha X folytonos eloszldsii és f a siiriiségfiiggvénye, akkor bdrmely a < b
esetén

P(a§X<b):/bf(t)dt

Vajon milyen val6szinliséggel vesz fel egy X valdszintiségi valtozé egyetlen pontot?
Legyen a € R tetsz0leges, ekkor beldthatd, hogy

=
e
Il

&
Il

= 1 1
< W) = i < 2
P(ﬂl{a_X<a+n}) nh_r)roloP(a_X <a+n)
n=
. 1 .
= Jim (Fla+-)~F(a)) = Jim F(x)~F(a)
Tehdt P(X = a) az F a-pontbeli "ugrasaval" egyenld.
El6z6 gondolatmenetiink azt jelenti, hogy P(X = a) = 0 akkor és csak akkor 4ll fenn,
ha F folytonos az a pontban. Nevezetesen, ha X folytonos eloszlas, akkor F folytonos
az egész szdmegyenesen, tehat barmely a < b valds szdmokra

Pla<X <b)=Pla<X<bh)

o

Foglaljuk 6ssze a stirtiségfiiggvény tulajdonsagait.

16.12 Tétel. Ha f az X valdsziniiségi vdltozo siiriiségfiiggvénye, akkor
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1. f(x) > 0 minden x € R esetén

2.
+oo

fx)dx=1

3. ha a < b tetszbleges valos szamok, akkor

b
P(a<X<b):P(a§X§b):/a Flx)dx

16.13 Példa. Legyen példaul az X siirtiségfiiggvénye

X haO0<x<1
flx)=q¢ 2—x hal<x<2
0 kiilonben

Konnyen ellendrizhetjiik, hogy f valdban kielégiti az el6z6 tétel feltételeit. Ekkor pél-
daul

P(0<X <3/2)

P(0<X <3/2) = /03/2f(x) dx

/()lxdx+/13/2(2— )dx

X

2 7

1- 2—x)dx= -
/3/2( x)dx 8

Otthoni tanulashoz
1. A Feladatgytjtemény-2 IV/1 szakaszdnak feldolgozasa.
2. Hazi feladatok: a IV/1 szakasz 299, 303, 306, , 314, 316, 323 és 324 feladatai.
3. Tankonyv-2 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 szakaszai.
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Hétkoznapi sz6haszndlattal egy val6szinlségi véltoz6 varhato értéke az atlagértékét, a
szérasa pedig az atlagtdl vald dtlagos eltérést jelenti. A pontos definicidkat az aldbbi-
akban fogalmazzuk meg.

17.1. Diszkrét eloszlasok varhato értéke

17.1 Definicié. Tekintsiink egy X diszkrét valdszintiségi valtozot, amelynek eloszldsa
P(X:xk):pk k:1.2,

Azt mondjuk, hogy az X-nek van vérhat6 értéke, ha a ¥;7; |xk| - px sor konvergens, és

ekkor az
=Y xp
k=1
sordsszeget az X vdrhato értékének nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a ;> |x| - px sor konvergencidja azért fontos feltétel, mert
ellenkezd esetben E(X) értéke fiigghetne a sor tagjainak sorrendjétdl.

17.2 Példa. Egy kockat feldobunk kétszer egymas utdn. Hatdrozzuk meg a dobott sza-
mok Osszegének vérhat6 értékét.

Jelentse X a dobott szdmok sszegét, akkor X eloszlasét a [[6.5] Példaban l4thatjuk.
Tehat a definici6 szerint a vérhat6 érték:

kak 2. —+3 %+ 412 %77.

17.3 Példa. Egy 52 lapos kartyapaklibdl véletlenszertien vdlasszunk ki 5 lapot. Adjuk
meg a kihtizott treffek szdmdnak varhat6 értékét.
Jelentse X a kihudzott treffek szdmdt, akkor a visszatevés nélkiili mintavételi feladat
alapjan az X eloszldsa:
13 39
() (Z)

P(X =k) = k=0,...,5

Ennek alapjdn a vdrhaté érték:

ikP(X k) = Zk(ls) (%)

k=0 )

(%k: (kl—zl) (4—(3k9— 1)) = 55%

E(X)

[
™
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17.4 Példa. Tekintsiik a 2.6 fejezetben vizsgalt Bernoulli-kisérletet, és hatdrozzuk
meg, hogy n kisérletbdl varhatéan hdnyszor kdvetkezik be az A esemény.

Jelentse X az A esemény bekovetkezéseinek szamadt, ekkor X eloszldsa:

P(X =k) = <Z)pk(lfp)"7k k=0,1,....n

Tehat X vérhato értéke a binomidlis tétel alapjan

Ex) = Ya(") - pyt
0 = L)
B (n—1)! _ ne
npk; (kfl)!(nfk)'Pk H1—pym*
I e P S P
pk;(kfl)p (1-p) P

17.2. Végtelen elemii eloszlasok varhaté értéke

Ebben a szakaszban olyan példdkat vizsgdlunk, ahol a diszkrét valészintiségi véltozo
értékkészlete végtelen halmaz.

17.5 Példa. Egy kockat ismételten addig dobunk, amig 6-os nem jon ki. Mennyi a
dobdsok szdmdnak vérhaté értéke?

Jelentse X a dobasok szamat, akkor X eloszlasa

5\ 1

Tehat a varhat6 érték
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17.6 Példa. Legyen A adott pozitiv szdm, és X olyan val6sziniiségi véltoz6, amelynek

eloszldsa
Ak
P(X:k):ﬂe* k=0,1,2,...
Ekkor az exponencidlis fliggvény hatvdnysora alapjan az X varhat6 értéke:
oo }Lk 2 oo )ﬂk—l 2
EX) = Yk—e’=1Y) -
i=o ! = (k=1)!
o i
= Qe — = Aeret =2
i=o 1

17.7 Példa. Egy dobozban 1 fekete és 1 fehér golyd van. Taldlomra kivesziink egyet.
Ha fekete, akkor visszatessziik, és hozzatesziink még egy fekete golyot. A hiizdsokat
addig folytatjuk, amig a fehér golyét ki nem hizzuk. Adjuk meg a hizdsok szimanak
vérhat6 értékét.

Jelentse X a hizdsok szdmat, akkor X eloszldsa a kovetkezd:

123 k=1 1 1
T2 3 4 k k+1  k(k+1)

k=1,2,...

Tehat az X valtoz6 varhat6 értékére az alabbi végtelen sor adddik:

o o 1 < ]
E(X)_];kP(X_k)_lglkk(k+l) _k;kH

Ez utébbi sor azonban az elsd tag hijan pontosan megegyezik a harmonikus sorral, ami
divergens. Tehdt ennek a valésziniiségi valtozénak nincs varhat6 értéke.

17.3. Folytonos eloszlasok varhato értéke

17.8 Definici6. Legyen X olyan folytonos eloszldsu valdszintiségi véltozo, amelynek
sirtiségfiiggvénye f. Azt mondjuk, hogy az X-nek van vérhat6 értéke, ha az [~ |x|-
f(x)dx improprius integral konvergens, és ekkor az

EX)= /Zx-f(x)dx

integral értékét az X vdrhato értékének nevezzik.
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o 2

17.9 Példa. Gondoljuk meg példdul, hogy az alabbi fiiggvény stirtiségfiiggvényt defi-
nidl | )

e e A

(ez az ugynevezett Cauchy-eloszlds), de nincs vdrhat6 értéke, hiszen az

1 00
f/ s dx
TJoo 14+x2

improprius integrdl divergens.

17.10 Példa. Legyen [a,b] egy adott intervallum a szdmegyenesen, és tegyiik fel, hogy

o

az X valdszintiségi valtoz6 stirtiségfiiggvénye

— haa<x<b
— b—a
f) { 0 kiilonben

Ellendrizziik, hogy f valéban siirtiségtiiggvény! Ekkor az X varhat6 értéke

b x 1 bp? —d? a+b
E(X):/a b2 a 2 T 2

ami éppen az [a, b] intervallum felez&pontja.

17.4. A varhato érték tulajdonsagai

Az X viltozé masodik momentuménak nevezziik az E(X?) vérhat értéket (ha ez léte-
zik). Megmutathat6, hogy

Y xtpi ha X diszkrét eloszldsi
k

E(X?) = o
/ x> f(x)dx haX folytonos eloszlasi

Az aldbbiakban 6sszefoglaljuk a varhat6 érték két fontos tulajdonsagat.

17.11 Tétel.

1. Ha az X vdltozénak van vdrhaté értéke, akkor tetszéleges o és B valds szamokra
E(aX+B)=aEX)+p.

2. Ha léteznek E(X), E(X?), iigy E(aX?+BX +7) = aE(X?) + BE(X) +7.
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17.12 Példa. Legyen A adott pozitiv szdm, és tegyiik fel, hogy az X valGszintiségi
véltoz6 stirliségfiiggvénye

A ™™ hax>0
&) ’{ 0 kiilonben.

AP3|Példa alapjén ez val6ban stirtiségfiiggvény, hiszen

| reax=1,

masrészt a[0.8] Példa szerint

E(X)= /Omxf(x)dx: %

Ennek a véltozénak a masodik momentuma a[9.9|Példa alapjan

E(X?) = /wazf(x)dx: %

17.5. A variancia és a szoras
Egy véltoz6 variancidjan a varhat6 értéktSl mért atlagos négyzetes eltérést értjiik.

17.13 Definicié. Az X véltoz6 variancidja (ha ez 1étezik)
Var(X) = E(X - E(X))?)

Ekkor az X valtoz6 szdrdsa: D(X) = /Var(X).

A variancia helyett néha haszndlatos a szérdsnégyzet elnevezés, és a D> (X) jelolés
is.
A variancia a kovetkezd médon szdmithato ki egyszeriibb alakban:

Var(X) = E(X—E(X))*) =E(X?*-2E(X)X+E(X)?)
E(X?) —2E(X)’+E(X)? =E(X?)—E(X)?

Fontos tulajdonsagai:

Var(aX +B) = a*Var(X),  D(aX +B) = |a|-D(X)
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Ellendrizziik ezeket kozvetleniil a definici6 alapjan.

17.14 Példa. Példaként hatdrozzuk meg adott A > 0 mellett a[17.12|Példdban vizsgélt
folytonos eloszldst valészintiségi valtozé variancidjat és szordsat.

2 1 1
nevezetesen

D)=

17.15 Példa. Tekintsiik most a[17.10|Példdban vizsgalt folytonos eloszlasi valészin-
ségi valtoz6t. Ennek mdsodik momentuma a kovetkez6képpen szadmithato ki:

oo b )2 1 1377
E(X?) = / xzf(x)dx:/a biadx:bia{?}
- .
_ »—ad _b2+ab+a2
3(b—a) 3

Tehat a varianciara az aldbbi adddik:

, b 4ab+a® P +2ab+b>  (b—a)?

Var(X) = E(X?) —E(X) 3 1 >

tovdbba az X szdérdsa ennek négyzetgyoke, azaz

D(X) = I;\_/g

Otthoni tanuldshoz

1. A Feladatgytjtemény-2 IV/2 szakaszdnak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a IV/2 szakasz 351, 352, 354, 355, 358, 361, 369, 374 és 375
feladatai.

3. Tankonyv-2 4.6 és 4.7 szakaszai.
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Ebben a fejezetben a gyakorlatban leginkdbb el6fordul6 diszkrét eloszlasok tulajdonsa-
gait foglaljuk Ossze.

18.1. Karakterisztikus eloszlas
Legyen (Q, .27, P) egy val6sziniliségi mez3 és tekintsiink egy A € .o/ eseményt, amelyre
P(A) = p, ahol 0 < p < 1. Ekkor az

¥ — 1 ha A bekovetkezik
~ 1 0 haA nem kovetkezik be

val6sziniségi valtozé eloszldsa
PX=0=1-p PX=1)=p

Ezt az A eseményhez tartozd karakterisztikus eloszldsnak nevezzik. Konnyen ellen-
Orizhetjiik a kovetkezd tulajdonsagokat.

18.1 Tétel.
o Az eloszlds paramétere: 0 < p < 1.
o Az eloszlds vdrhato értéke: E(X) = p

o Az eloszlds variancidja: Var(X) = p(1— p).

Bizonyitas. Csak a varianciat kell ellendrizniink. Mivel a mésodik momentum
E(X?) = p, innen azonnal adédik az allits. O

18.2. Binomialis eloszlas

7 z

Legyen udjra (Q, o7, P) egy valészintiségi mezs és tekintsiik a Bernoulli-kisérletet, ahol
egymds utdn n fliggetlen kisérletet végziink, amelyek mindegyikében megfigyeljiik,
hogy egy bizonyos A esemény bekovetkezik-e vagy sem. Tegyiik fel, hogy P(A) = p,
0 < p <1 adott. Jelentse X az A bekovetkezéseinek szamat. A Bernoulli-kisérletrsl
mondottak alapjdn az X valtozé eloszldsa:

P(X =k) = (Z)pk(l —pr Tt k=0,1,2,....n

ezt az eloszldst binomidlis eloszldsnak nevezziik. Tulajdonsagai az alabbiak (1dsd a[T7.4]
Példat).

18.2 Tétel.
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o Az eloszlds paraméterei: n € Nés 0 < p < 1.
o Az eloszlds vdrhato értéke: E(X) = np

e Az eloszlds variancidja: Var(X) = np(1 — p).

Bizonyitas. Ismét csak a varianciat kell ellendrizniink. Ehhez meghatarozzuk a ma-
sodik momentumot.

E(X?) = Zkz(Z)pk(l—p)""‘:
)(Z)pk(l—p)”’k+]§k(2)pk(1—p)"*k

= n(n-1)p? Z (n_z)pkfz(l —p)"*np=(n*—n)p*+np.

Il
1=
=

=

L

Tehat a variancia
Var(X) = E(X*) = E(X)* = n(n—1)p” +np —n*p* = np(1 - p)

ahol felhasznaltuk, hogy az elsé sorban a masodik szumma éppen a varhat6 érték. [

18.3. Hipergeometriai eloszlas

Nézziik most a kovetkezd visszatevés nélkiili mintavételi kisérletet. Tekintsiink egy N
szdmu objektumbdl 4ll6 halmazt, amelyek koziil m szdmu selejtes. Valasszunk ki az
egész halmazbdl véletlenszerlien egy n-elemd mintét visszatevés nélkiil (n < m). Je-
lentse X a selejtes elemek szamat a mintdban. Ekkor X eloszldsa:

N—
(2)- (i)
N
(a)
Ezt az eloszlast hipergeometriai eloszldsnak nevezziik. Ennek tulajdonsagait az el6z6
fejezet példdja alapjan a kovetkezd listdban foglaljuk Ossze.

P(X=k)= k=0,1,2,....n

18.3 Tétel.
o Az eloszlds paraméterei: N,m,n € N.

e Az eloszlds vdrhato értéke:
EX)=n-

=3
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o Az eloszlds variancidja:

Var(X):x:’ll n%<17%> .

Bizonyitas. Ismét csak a variancia szorul igazoldsra. Szamitsuk ki a masodik mo-
mentumot.

sy = 3 @00 3 00D | 5 06D

a0 G & G & G

mm—1nn—1) m
— +n
N(N-1) N
Innen adédik, hogy
-1 -1 2 N—
Var(X):WL(m n(n )+nﬂ,n2’£: n-n~ﬂ(lf@>,
N(N-1) N N? N-1 N N
amit allitottunk. a

18.4. Geometriai eloszlas

Tekintsiink djra egy (Q, .o/, P) valdszintiségi mezét, és benne egy A eseményt, amelyre
P(A) = p, ahol 0 < p < 1 adott. A kisérletet egymds utén fiiggetleniil egészen addig
ismételten elvégezziik, amig az A esemény el&szor bekovetkezik. Jelentse X a kisérletek
szdmat. Ekkor X eloszldsa:

PX=k=0-p*1p k=12...
Ezt az eloszlast geometriai eloszldsnak nevezzik.
18.4 Tétel.

o Az eloszlds paramétere: 0 < p < 1.

o Az eloszlds vdrhato értéke:

o Az eloszlds variancidja:



162 Tallos Péter: Matematika el6adasok

Bizonyitas. Mivel a vérhat6 érték a Példa gondolatmenetét kovetve konnyen
adddik, csak a variancidt kell igazolnunk. Esetiinkben a mdsodik momentum a kovet-
kez8 médon szdmolhat6 ki. A hatvanysor masodik derivaltjat haszndlva barmely |x| < 1
mellett

s 2
Y k(k—1)22 =

= (1—x)3

Ezt az azonossdgot az x = 1 — p esetben felhaszndlva

EX?) = Y R1-pf o= Y kk—D(1—p) ot Y k(- p) T
k=1 k=2 =1
_ Y (1 k2 L 2p(=p) 1
= p( p)k;k(k DA=p) S == 5

Innen azt kapjuk, hogy
Var(X) = E(X?) —E(X)? = ==X

amit igazolni akartunk. O

18.5. Poisson-eloszlas

Tegyiik fel, hogy X olyan valdsziniiségi valtozo, amelynek értékkészlete {0} UN és
eloszldsa

k
P(X =k)= A n

o k=0,1,2,...

ahol A > 0 adott valds szdm.
Nem nehéz belatni, hogy valéban eloszlast definidltunk, ugyanis

az exponencidlis fiiggvény hatvanysora alapjdn. Ezt a végtelen elemii eloszlast Poisson-
eloszldsnak nevezziik.

18.5 Tétel.
o Az eloszlds paramétere: A > 0.
e Az eloszlds vdrhaté értéke: E(X) = A,

o Az eloszlds variancidja: Var(X) = A.
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Bizonyitas. A Példa gondolatmenetét kovetve ismét csak a variancia szorul iga-
zoldsra. Vizsgéljuk meg a masodik momentumot.

2 Y
E(X*) = Zkﬁe-
k=1 .
& ARl AR
= k;lk(k—l)ﬁe +;kﬁe
oo k—2
LD N )

Innen a variancidra az adédik, hogy
Var(X) =E(X*)—EX)> =22+ -A>=1

és ezzel a bizonyitds kész. (]
Megjegyezziik, hogy a Poisson-eloszlds a binomidlis eloszlds "hatdreloszldsaként"
szarmaztathat6 az alébbi értelemben.

18.6 Tétel. Ha adott A > 0 és 0 < p, < 1 olyan sorozat, amelyre np,, = A, akkor

k
AN nk_ A2
lim <k)Pn(1*Pn) =€

n—yoo

bdarmely k =0,1,2,... esetén.

Bizonyitas. Valdban, a feltételiink szerint barmely rogzitett k£ index mellett

@ro-nr = QG (-3

_ n(n—l)...(n—k—i—])‘)Lk(lA>"<17L>k

nk k! n n

Itt a négy tényezG hatarértékeit egyenként vizsgalva konnyen lathatjuk, hogy azok rend-
re 1, Ak /k!, e~ és 1. Innen mér adédik a tétel allitdsa. O

Ez a gyakorlatban azt eredményezi, hogy nagy n értékekre és kicsi p értékekre a
binomialis eloszlds jol kozelithetd a Poisson-eloszlassal,

k
m\ k M
(}) -yt pe
barmely 0 < k < n természetes szamra.

18.7 Példa. Tegyiik fel, hogy annak valGszintisége, hogy egy djonnan gyartott Suzuki
Vitara gépkocsiban hibds a 1égzsdk 0.002 egymadstdl fiiggetleniil. A gydr visszahivast
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rendel el, ha egy adott hénapban legyartott 2000 gépkocsiban legalabb 10 esetben hibas
a légzsdk. Mi a valdsziniisége, hogy nem kell visszahivést elrendelni?

Jelolje X a hibds gépkocsik szdmat egy adott hénapban. Mivel a kisérletiink egy
Bernoulli-kisérlet (hiszen a meghibdsodds valdszintisége minden autéban 0.002 egy-
mastdl fliggetleniil), ezért X binomidlis eloszldsd n = 2000 és p = 0.002 paraméterek-
kel. Tehét a keresett valdszintiség pontos értéke

9
2
Px<9)=Y ( 0k00> 0.002%0.9982000-*
k=0

amelynek kiszdmitdsa elég reménytelen feladat. Fenti tételiink értelmében azonban ko-
zelitd értéket adhatunk a Poisson eloszlds haszndlatdval, hiszen "n elég nagy és p elég
kicsi", tovdbbd A = np = 4, igy

9 9 4k
y (ZOOO) 0.002¢0.99820%0 % ~ 2 e~ 09919
S\ k i—o k!

Ez utébbi értéket a Poisson-eloszlasra vonatkozé tabldzat alapjan allapithatjuk meg,
amely a Feladatgy(jtemény-2 332-ik oldaldn taldlhato.
Annak vizsgdlata, hogy ez a kozelités mennyire pontos, meghaladja e konyv kereteit.

Otthoni tanuldshoz

1. A Feladatgytijtemény-2 VI/1, VI/2, VI/3, VI/4, V1/5 és V1/6 szakaszainak feldol-
gozésa.

2. Hazi feladatok: a VI/1 szakasz 533, 534, VI/2 szakasz 546, 558, 559, VI/3 sza-
kasz 566, 568, 572, V1/4 szakasz 581, 582, 583, VI/5 szakasz 588, 598, 600, 603,
V1/6 szakasz 622, 624, 630 és 632 feladatai. feladatai.

3. Tankonyv-2 4.8 és 4.9 szakaszai.
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19.1. Egyenletes eloszlas

Legyen [a,b] adott intervallum. Tekintsiik azt az X val6szinGségi véltozét, amelynek
stirliségfiiggvénye:

— haa<x<b
— b—a
) { 0 kiilsnben

Ekkor az X viéltozét az [a, b] intervallumon egyenletes eloszldsiinak nevezziik. Az elne-
vezés onnan ered, hogy ilyenkor az [a, b] valamely részintervallumaba esés valGszind-
sége a részintervallum hosszdval aranyos.

19.1 Tétel.
o Az eloszlds paraméterei: a és b, a < b.

o Az eloszlds vdrhato értéke:

a+b
EX)=
=4
o Az eloszlds variancidja:
(b—a)®
Var(X) =
ar(X) 7

Bizonyitas. Allitdsaink azonnal kévetkeznek a|17.10|és [17.15|Példak eredményibdl.
O

19.2 Példa. Legyen X olyan egyenletes eloszldsu valtoz6, amelyre E(X) = 5 és
Var(X) = 3. Hatdrozzuk meg a P(4 < X < 10) val6szintiséget!
Az intervallum ismeretlen a és b végpontjaira a feltételek szerint az

b
aqzt _ 5

(b-a? _
12 -

adddik, amelynek megolddsai a = 2 és b = 8. Teh4t
2
PA<X<10)=PA<X<8 = 3

hiszen a [4, 8] intervallumon tilnydl6 rész 0 valdszintiség.
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19.2. Exponencialis eloszlas

Legyen A > 0 adott valds szdm. Tekintsiik azt a valdszintiségi valtozét, amelynek sdr(i-
ségfiiggvénye
Flx) = { Ae ™ hax>0
0 kiilonben

Ekkor az X véltozot exponencidlis eloszldsinak nevezziik. A[9.3|Példéban elmondottak

7

szerint f valéban stirtiségfiiggvény.

19.3 Tétel.
e Az eloszlds paraméterei: A.
o Az eloszlds vdrhato értéke: E(X) =1/A,

e Az eloszlds variancidja: Var(X) = 1/A2.

Bizonyitas. Tételiink kozvetleniil kovetkezik a|17.12|és|17.14|Példdk egyenlGségei-
bél. O

19.4 Példa. Tekintsiink egy X adott A > O-paraméterii exponencidlis elsozldsd véltozot.
Hatdrozzuk meg a P(X > E(X)) valészintiséget!
Mivel tételiink szerint E(X) = 1/A, azért

o 1

P(X>E(X)) =P (X > %) = /1; Ae ¥ dx = [fe—“} Tt

Az exponencidlis eloszldst memdria nélkiilinek nevezziik az aldbbi értelemben. Ha X
valamely A-paraméterii exponencidlis eloszldsd véltozo, tovabba z, s > 0 tetszSlegesek,
akkor

PX>t+s|X >1)=P(X >5).
Valéban, az {X >t + s} eseménybdl kovetkezik {X > ¢}, ezért a bal oldalon 4ll6 felté-
teles valdszintiség a kovetkezképpen frhatd

PX>t+s) 1— {7 e M ax

PX>t+s|X>t) = PXS1) 1= flePids

o Ats)

)
T =M= 1—/ e Mdx=P(X >s).
e M 0
Ha példdul X a varakozdsi id6t jelenti két bekovetkezés (pl. két telefonhivds, vagy két
igyfél, stb) kozott, akkor a memoria-nélkiiliség azt jelenti, hogy a tovabbi varokozas
ideje nem fiigg attdl, hogy eldzetesen mennyit vartunk.
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Forditva, az is igazolhatd, hogy ha egy folytonos eloszlds memoria nélkiili, akkor az
sziikségképpen az exponenciilis eloszlds valamilyen A > 0 paraméterrel.

Erdekes kapcsolat van a Poisson-eloszlds és az exponencidlis eloszlds kozott. Ne-
vezetesen, ha egy intervallumban egy véletlen esemény bekovetkezéseinek szdma
Poisson-eloszlds, akkor a bekovetkezések kozotti kovetési tdvolsdg exponencidlis el-
oszlasu ugyanazon paraméterrel. Ennek az allitdsnak a megforditdsa is érvényes. Ezek-
kel a kérdésekkel a 22. fejezetben foglalkozunk részletesebben.

19.3. A standard normalis eloszlas

A standard normalis eloszlas centrdlis jelentGsége miatt a valdszintliségi valtozora, an-

o

nak stirtiség, illetve eloszlasfiiggvényére kiilon jelolést hasznalunk.

19.5 Definicié. Azt mondjuk, hogy a Z valészintiségi valtozé standard normdlis elosz-

ldsi, ha a stirségfiiggvénye

A (©0.2) egyenl8ség mutatja, hogy ¢ val6ban siirtiségfiiggvényt definidl. Gyakorlds-
képpen vizsgaljuk meg a ¢ fiiggvényt, és mutassuk meg, hogy rendelkezik a kovetkezd
tulajdonsdgokkal.

lim ¢(x)= lim @(x)=0

X—>—00 X—>+oo

tovébbad @ szigortian monoton novs a (—oe,0) intervallumon, szigorian monoton fogyé
a (0,e0) intervallumon, és globdlis maximuma van az x = 0 helyen.

A mdsodik derivalt vizsgdlata alapjdn ¢ konvex a (—oo, 1) és (1,+o0) intervallumo-
kon, valamint konkév a (—1, 1) intervallumon, és inflexiés pontjai vannak az x = —1 és
x = 1 pontokban. KESZITSUNK ABRAT!
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19.6 Tétel.
o Az eloszlds paraméterei: nincs paraméter,
o Az eloszlds vdrhatd értéke: E(Z) =0,

o Az eloszlds variancidja: Var(Z) = 1.

Bizonyitas. APélda szerint egyrészt E(Z) = 0, mdsrészt a egyenlGség alap-
jan a mésodik momentum E(Z%) = 1. Tehit

Var(Z) = E(Z*)—E(Z)* =1.

amit igazolnunk kellett. (]
Jelolje a tovdbbiakban @ a standard normalis eloszlasfiiggvényt, azaz

o(x) :/j;(p(t)dt.

Ez a fiiggvény rendelkezik az eloszlasfiiggvények tulajdonsagaival, de érdekessége,
hogy nem lehet elemi fiiggvényekkel, vagy azok véges kombindcidival explicit alak-
ban eléallitani.

FIGYELEM! Lésd a 9. fejezetben mondottakat a ¢ primitiv fiiggvényérél!

Vegyiik észre, hogy ¢ péros fiiggvény, azaz szimmetrikus az y-tengelyre. Ebbdl ad6-
dik, hogy ®(0) = 1/2, valamint

D(—x) = 1 — D(x) (19.1)

barmely x valds szdmra.

19.7 Példa. A statisztikdban és tovabbi alkalmazdsokban betoltétt kozponti szerepe
miatt a ® eloszlasfiiggény étékeire tablazatokat taldlhatunk a legtobb valészintiségsza-
mitdssal foglalkozé tankonyvben, illetve feladatgy(ijteményben, tovabba a tdblazatke-
zel6 programokban, mint példaul az MS Windows Office Excel alkalmazésban is. Lasd
a Feladatgyijtemény-2 338-339-ik oldalain taldlhat6 tablazatokat!

Ha példdul Z standard normalis eloszldsu valdszintiségi valtozo, ugy hatdrozzuk meg
a

P(-2<Z<2)

valészintiséget. A Feladatgy(jtemény-2 339-ik oldaldn taldlhaté tdbldzatot haszndlva

P(-2<Z<2) = ®Q2)—D(-2)=d(2)—(1-D(2)) =20(2)—1=
2-0.9772—1=0.9544

ahol kihasznaltuk a (19.1) alatti szimmetriatulajdonségot is.
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19.4. Normalis eloszlas

19.8 Definicié. Legyenek m és o adott valds szamok, ahol o > 0. Legyen Z standard
normdlis eloszldst véltozd, ekkor az

X=06Z+m

val6szintiségi valtozét (m, o )-paraméterii normalis eloszldsiinak nevezziik.

A standard normalis eloszlas, valamint a varhat6 érték és szdras tulajdonsagaibdl
(1asd a|17.11|Tételt) adédnak az (m, o)-paraméterti normalis eloszldsd X véltozé tulaj-
donségai.

19.9 Tétel.
o Az eloszlds paraméterei: m, o > 0.
o Az eloszlds vdrhato értéke: E(X) =m,

o Az eloszlds variancidja: Var(X) = 62.

Vajon hogyan éllithatjuk el ennek az X valtozonak az eloszlds, és siirliségfiiggvé-
nyét? Jelolje F az X eloszlasfiiggvényét, és legyen x tetszleges valds szam. Ekkor

F(x) =P(X <x)=P(6Z+m<x)=P (Z < x;m) ) (x;m)
FIGYELEM! Fontos, hogy ¢ > 0, hiszen igy pozitiv szammal osztunk, ezért az egyen-
16tlenség irdnya nem valtozik.

e 2

Az X valtozé f sirliségfiiggvényét derivdldssal kapjuk: barmely x € R esetén

’ 1 - 1 _Em?
O e

a lancszabaly alapjan. Ennek a fiiggvénynek globdlis maximumhelye van az x = m
pontban, tovabba inflexiés pontjai vannak az x = m — ¢ és x = m + o helyeken. KE-
SZITSUNK ABRAT!

19.10 Példa. Egy (m,o)-paraméterdi normdlis eloszldsd X valtozé esetén valamely
intervallumba esés valdszinlisége mindig kifejezhetd a @ eloszlasfiiggvénnyel.
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Legyenek ugyanis a < b tetszleges valds szamok. Ekkor

b—m

Pla<X <b) :F(b)—F(a):t’P(T) —cp("_’") .

o

Példéaul egy m = 10, o = 2 paraméterekkel rendelkezd X normadlis eloszldsd valtozéra

P(7<X < 13) F(13) = F(7) = ®(1.5) - d(—1.5) = 2&(1.5) — 1 =

2-0.9332-1=0.8664

ahol felhasznéltuk ® szimmetridjat, és a Feladatgytijtemény-2 339-ik oldalan talalhatd
tablazatot is.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytijtemény-2 VI/1, VI/2, VI/3, VI/4, V1/5 és V1/6 szakaszainak feldol-
gozasa.

2. Hazi feladatok: a VI/1 szakasz 533, 534, VI/2 szakasz 546, 558, 559, VI/3 sza-
kasz 566, 568, 572, V1/4 szakasz 581, 582, 583, VI/5 szakasz 588, 598, 600, 603,
V1/6 szakasz 622, 624, 630 és 632 feladatai. feladatai.

3. Tankonyv-2 4.8 és 4.9 szakaszai.
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20.1. Egyittes eloszlasfiiggvény

20.1 Definicié. Legyenek X és Y valészintiségi valtozok (nem feltételeniil ugyanazon
az eseménytéren). Tetsz6leges x és y valos szamokra az

F(x,y) =P(X <x,Y <y)
fliggvényt az X és Y egyiittes eloszldsfiiggvényének nevezziik.

A definiciébdl adédik a kovetkez6 allitds.

20.2 Allitas. Ha F egyiittes eloszldsfiiggvény, akkor

lim F(x,y) = Lim F(x,y)=0
y—>—oo

X—y—o0
bdrmely rogzitett y illetve x valds szdm mellett, tovabbd

lim F(x,y)=1

X,y—>+oo

Az egydimenzids esethez hasonldan itt is kiilon foglalkozunk a diszkrét és a folytonos
eloszldsokkal.

20.2. Diszkrét egyittes eloszlasok

20.3 Definici6. Tegyiik fel, hogy az X valtozé értékkészlete {x1,x,...}, illetve az ¥
valtozo értékkészlete {y;,ys,...}. Ekkor X és Y egyiittes eloszldsa

Pik:P(X:xi7YZYk) z:1,2. k:l,Z,
Ezeket az értékeket a kovetkezd tabldzattal adhatjuk meg:

y\x | x xm x
yI | P11 P p3t
y2 | p12 P2 PR
i | P13 P p:
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Vildgos, hogy mindegyik pj; > 0és Y,; Y pix = 1.

Legyen A a sik valamely részhalmaza. Vajon hogyan hatérozhatjuk meg a P((X,Y) €
A) val6szintiséget? Gyiijtsiik 6ssze mindazon x; és y; értékeket, amelyekre (x;,y;) € A,
ekkor

P(X¥)eA)= Y pa
(xi.yx) €A

20.4 Példa. Példdul az aldbbi egyiittes eloszlds esetén

y\x| 0 1 2 3
0 [ 01 008 013 0.04
1 004 02 008 0
2 1003 0 005 025

az A = {(x,y) € R? : x+y > 3} tartoményba esés valészintisége:
P(X+Y >3) =0.04+0.08 +0.05+0.25 = 0.42

Felmeriil a kérdés, hogy az egyiittes eloszlds ismeretében hogyan hatdrozhaté meg X
és Y eloszlasa? A definiciobdl lathatd, hogy

pi=PX=x)=Y pp=Y PX=x,Y=y) i=12,..
k k
Nevezetesen a p; = P(X = x;) val6szintiség az i-ik oszlop elemeinek 6sszegeként nyer-

hetS. Tehdt az oszloposszegek az X vdltozé eloszldsét adjak.
Teljesen analég médon

G=PY=x)=Y pu=YPX=x,Y=y) k=12,
i i
azaz Y eloszldsa a sorok 0sszegeként kaphato.

20.5 Definicid. X és Y eloszlsait az egyiittes eloszlds peremeloszldsainak nevezzik.

20.3. Folytonos egyiittes eloszlasok

20.6 Definicié. Azt mondjuk, hogy X és Y egyiittes eloszdsa folytonos, ha 1étezik
olyan f nemnegativ integrdlhaté fiiggvény a sikon, amelyre minden x és y valds szdmok
mellett

F(x,y) = (/:Cm(/jmf(t,s)dsdt

ahol F' az X és Y val6sziniségi véaltozok egyiittes eloszlasfiiggvénye. Ezt az f fiiggvényt
az X és 'Y egyiittes siiriiségfiiggvényének nevezzik.



20. fejezet: Egyuttes eloszlasok 177

o o

Vildgos, hogy ha f egyiittes stiriségfiiggvény, akkor nemnegativ a sikon, tovdbba

[ [ reordsay=1

20.7 Példa. Legyen A a sik valamely részhalmaza. Hogyan hatdrozhat6 meg a
P((X,Y) € A) valosziniiség? Ha f az X és Y egyiittes sliriségfiiggvénye, akkor

P((X,Y)EA)://Af(x,y)dydx

Példaul az alabbi egyiittes stirliségfiiggvény esetében

2
f(m):{ $(x+2y) ha0<x<1,0<y<]l 20.1)

0 kiilonben
azA = {(x,y) € R?:x < 1/2,y < 1/2} tartomanyba esés valészintisége

2 12 p1)2 1
P(X<1/2,Y<1/2):§/0 /0 (v+2y)dvdr =

7

Felmeriil a kérdés, hogy az egyiittes stiriségfiiggvény ismeretében hogyan hatdroz-

haté meg X és Y siirliségfiiggvénye? Beldthatd, hogy ha fy az X siirliségfiiggvénye,
akkor minden x pontban

fi) = [ pey)dy
és teljesen analég médon N

fr(v) = /mf(x,y) dx
barmely x és y pontokban.

2

20.8 Definicio. Az fy és fy fiiggvényeket az egyiittes eloszlas peremsiiriiségfiiggvé-
nyeinek nevezzik.

20.9 Példa. Példaul az el6z0 példaban vizsgalt egyiittes stirliségfiiggvény esetén

_ [ _ fol%(x+2y)dy ha0<x< 1
fX(X)_/_”f(xyy)dy_{ 0 kiilonben

Anal6g médon llithat6 el6 az Y peremsiriiségfiiggvénye:

1
_ [ 34y+1) ha0<y<l1
fr ) { 0 kiilsnben
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20.4. Fuggetlenség

20.10 Definicié. Legyenek X és Y valdszintiségi valtozok, amelyek egyiittes eloszlas-
fiiggvénye F. Jelolje Fy illetve Fy az X illetve az Y eloszlasfiiggvényét. Azt mondjuk,
hogy X és Y fiiggetlenek, ha

F(x,y) = Fx(x) - Fr(y)

barmely x,y valds szdmokra.

A definicionk dgy is megfogalmazhatd, hogy X és Y fiiggetlenek, ha
P(X <x,Y <y)=P(X <x)-P(Y <)

tetsz6leges x,y valds szdmokra. Ennek a definiciénak konnyen ellendrizhetd ekvivalens
alakjait fogalmazzuk meg az aldbbiakban diszkrét illetve folytonos eloszldsokra
Legyenek X és Y diszkrét valdszintliségi véaltozok, amelyek egyiittes eloszldsa

P(X:x,-,Y:yk):pik i:1,27... k:1727...
Tekintsiik az X és Y peremeloszlésait:

P(X:xi):p,- i:1,2,... P(Y:yk):qk k:1,2,...

20.11 Tétel. X és Y akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha
Pik = Pi" 4k
minden i és k indexekre.
Tételiink azt fogalmazza meg, hogy fliggetlen valtozokra az egyiittes eloszlds a pe-

remeloszldsok szorzataként 4ll el8. Példaul a[20.4]Példdban szerepld véltozok nem fiig-
getlenek, hiszen rogton az egyiittes eloszlas elsd elemére

0.17-0.35 =P1°491 75[7]1 =0.17
ellendrizziik!

Legyenek most X és Y folytonos eloszlasu valtozok, amelyek egyiittes stirliségfiigg-

o

vénye f. Jelolje fx az X, illetve fy az Y peremstirtiségfiiggvényét.

20.12 Tétel. X ésY akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha barmely x és y valds szdmokra

fy) = fx(x)- fr(y)
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Bizonyitas. Konnyen adédik az F(x,y) = Fx (x) - Fy (y) egyenlGségbdl. O
20.13 Példa. Példaul a (20.1)) alatti példaban szerepls valtozok nem fuggetlenek, hiszen
fX(x) fy(y) #f(x7y)7

azaz a peremsfirliségfiiggvények szorzata nem allitja eld az egyiittes stiriségfiiggvényt.
Konnyen l4thaté azonban, hogy ha X és Y egyiittes sirtiségfiiggvénye

[ 4y haO0<x<l,0<y<1
f (x’y)_{ 0  Kkiilonben

akkor X és Y fiiggetlenek. Valéban, ekkor

o 1 2x haO<x<1
(x) = .[m flxy)dy = /0 dxydy = { 0 kiilonben .

és f szimmetridja miatt fy ugyanilyen alaki az y valtozéban. Ezért

fy) = fx(x)- fr(y)

minden x és y valds szamra.

20.5. Feltételes eloszlasok

Tekintsiik az X és Y diszkrét valdsziniiségi valtozdkat, amelyek egyiittes eloszlasa
P(X =x;,Y =y) = pi-aholi=1,2,...ésk=1,2,....

20.14 Definicié. Tegyiik fel, hogy valamely k indexre P(Y = y;) > 0. Ekkor X feltételes
eloszldsdn az Y = yy, feltétel mellett a

P(X =x;,Y =)

P(X:xi‘Y:yk): P(Y:yk)

i=1,2,...
eloszlast értjuk.

FIGYELEM! Ellendrizziik kozvetleniil a definicidé alapjan, hogy valéban eloszlast
definidltunk.

20.15 Definicié. Az X viltozo feltételes vdrhato értékén az Y = y, feltétel mellett az

EX|Y =) le X =x|Y =)

szummat értjiik, amely véges vagy végtelen aszerint, hogy X értékkészlete véges vagy
végtelen, ezért nem jeloltiik a fels6 hatért.
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20.16 Példa. Tekintsiik példdul a Példdban megadott egyiittes eloszldst. Ekkor
P(Y =1) =0.32, tovdbbd az X feltételes varhaté értéke az ¥ = 1 feltétel mellett

E(X|Y=1)=0-0.04+1-024+2-0.0843-0=0.36

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgy(jtemény-2 V/1 és V/2 szakaszainak feldolgozdsa.

2. Hazi feladatok: az V/1 szakasz 411, 412, 417, 420, 424 és 427, valamint az V/2
szakasz 435, 437 és 438 feladatai.

3. Tankonyv-2 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 és 6.7 szakaszai.
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21.1. Osszeg varhaté értéke

21.1 Tétel. Ha az X és Y vdltozoknak van vdarhato értéke, akkor X +Y -nak is, és

E(X+Y)=EX)+E(®Y)

Bizonyitas. Diszkrét esetben vdzoljuk a bizonyitést, a folytonos esetben analég mé-
don megy.

EX+Y) = Y Y (xi+yw)PX=xY=y)
Tk

inZpik+ZykZPik

Tk ]

Y xiP(X =x)+ Y. P(Y =y) =E(X)+E(Y) O
i k

Tételiink természetesen tetszéleges véges Osszegre is érvényes marad.

21.2 Példa. Tegyiik fel, hogy n szamu papirlapra felirtuk egyenként az 1,...,n szamo-
kat, majd a lapokat egy kalapba tettiik. Talalomra egymads utdn, visszatevéssel kivesziink
m szdmu lapot. Jelentse X a huizott szdmok sszegét. Mennyi E(X)?

Kiprébdlhatjuk, hogy X eloszldsat igen komplikalt eldéllitani.

Jelentsék Xi,...,X,, rendre a kihtizott szdimokat. A visszatevéses mintavétel miatt
mindegyik X; azonos eloszldsu, nevezetesen

Ez azt jelenti, hogy

Masrészt nyilvan X = X; + ... + X, ezért

n+1

EX)=EX)+...+EXpy)=m- 5

Tehét E(X) megadhat6 az X eloszldsanak ismerete nélkiil is!
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21.2. Szorzat varhato értéke
Ha X és Y diszkrét valtozok, amelyeknek van vérhat6 értékiik, akkor

E(XY) =YY xiyv-pi
Tk

ahol X értékkészlete {x1,xp,...}, Y értékkészlete {y1,y2,...} és pi jeloli az egyiittes
eloszlast.

Teljesen analég médon, ha X és Y folytonos eloszldsu véltozok, amelyeknek 1étezik
vérhat6 értékiik, és egyiittes stiriségfiiggvényiik f, akkor

E(XY)= /:o/_ixyf(x,y)dxdy

21.3 Tétel. Ha X ésY fiiggetlenek, akkor

E(XY)=E(X)-E(Y)

Bizonyitas. Vizsgéljuk meg a folytonos esetet, a diszkrét eset ugyanigy megy.

E(XY)

[ e sexdy= [ [~ - fy ) awdy
= [ shwar [ sfrpar=£00-E)

ugyanis a fiiggetlenség miatt az egyiittes stirtiségfiiggvény az f(x,y) = fx(x)- fr(y)
szorzat alakban 4ll eld. O

21.3. Osszeg varianciaja
21.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy X ésY fiiggetlenek, és mindkettének van variancidja. Akkor

Var(X +Y) =Var(X)+Var(Y)

Az dllitds tetszbleges véges Osszegre is érvényes.
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Bizonyitas. Valoban, a szorzat varhat6 értékére vonatkozé tételiink alapjan:

Var(X +Y) E(X+Y—E(X+Y))?)

= E(X—EMX)?)+E(Y-E¥)))
F2E((X —EX))(Y - E(Y)))

= Var(X)+Var(Y)+2(E(XY)—E(X)E(Y))

= Var(X)+Var(Y). O

21.5 Példa. Vajon miért gondoljuk, hogy egy kisérlet tobbszori elvégzésekor az ered-
mények dtlagoldsdval varhatéan pontosabb eredményt kapunk?

Tegyiik fel, hogy egy ismeretlen m mennyiség meghatdrozasara n szamu megfigyelést
végziink, amelyeknek eredményei X1, ..., X, valészintiségi valtozok. Feltessziik, hogy
a valtozok fiiggetlenek, és azonos eloszldsuak, amelyekre

E(Xy)=m, DXy)=o0, k=12,...,n.

Az a feltevésiink, hogy a véltozok azonos eloszlasuak, azt jelenti, hogy a megfigyelé-
seket (méréseket) azonos koriilmények kozott végezziik. Ilyenkor o jelenti a varhatd
hibit. Atlagoljuk az eredményeinket, azaz vezessiik be az

X1+ X
n

¥,

val6szintiségi valtozét. Ekkor vildgos, hogy E(Y,) = m, tovabba a fenti tételiink értel-
mében
1 1
Var(Y,) = Var (7(X1 —|—...—0—X,,)> = —2n~0'2 =—.
n
a fuiggetlenség miatt. Innen az Y, szérdsara az ad6dik, hogy

DY) = =

N

tehdt n — oo esetén D(Y,) — 0, azaz az n novelésével a varhat6 hiba nulldhoz tart.

21.4. Kovariancia és korrelacio

Valdszintiségi valtozok kozotti dsszefiiggés mérésére haszndljuk az aldbbi fogalmakat.

21.6 Definicié. Az X és Y valtozdk kovariancidja

Cov(X,Y)=E(X—EX))-(Y—E(Y)))
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és korreldcios egyiitthatdja
Cov(X,Y)
C XY)= ————=~
orr(X,Y) DX) DY)
Konnyen lathato, hogy
Cov(X,Y)=E(XY —E(X)Y —E(Y)X +E(X)E(Y)) = E(XY) — E(X)E(Y),

és altaldban ezt az egyszeriibb kifejezést haszndljuk a kovariancia meghatarozasara.
Megjegyezziik, hogy a kovariancia nem ad abszolit mérészdmot az 6sszefliggés mé-
résére, hiszen barmely « # 0 valds szdm esetén

Cov(aX,Y) = aCov(X,Y)

azaz a mérték fiigg a dimenzi6tdl. Gondoljunk arra, hogy ha X és Y egy feladatban Eu-
réban szamitott koltségeket jelentenek, akkor Forintra attérve a kovariancia kb. 3102-
szeresére véltozik. A korreldciés egylitthaté azonban mdr fiiggetlen a dimenzi6tdl, hi-
szen barmely o # 0 és B valds szdmokra

Corr(aX + B,0Y + ) =Corr(X,Y)

azaz a korrelacié invaridns a linearis transzformaciora. FIGYELEM! Ellendrizziik ezt
az egyenlGséget kozvetleniil a definicié alapjan!

21.7 Tétel.
1. —1<Corr(X,Y) <1
2. Ha X ésY fiiggetlenek, akkor Cov(X,Y) =0

Bizonyitas. Az elsé dllitds bizonyitdsdhoz legyen ¢ € R tetszGleges, és tekintsiik a
W=[X—-EX)+t(Y —E(Y))]?

valésziniiségi valtozét. Mivel W nemnegativ, ezért varhat6 értéke is nemnegativ. Ez azt
jelenti, hogy

E(W)=E((X —E(X))?) +2tCov(X,Y)+?E((Y —E(Y))?) >0

minden ¢ valés szdmra. Ez a kifejezés #-ben masodfokd, ezért csak gy lehet nemnega-
tiv, ha a diszkrimindnsa nempozitiv. Tehét

4Cov(X,Y)? —4E((X —E(X))?)E((Y —E(Y))?) <0.

A jobb oldalon éppen a variancidk szorzata all. Rendezve és mindkét oldalbdl négyzet-
gyokot vonva azt kapjuk, hogy

ICov(X,Y)| < D(X)D(Y)

amibdl azonnal kovetkezik az allitas.
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A misodik allitdsunk a[21.3] Tétel kozvetlen kovetkezménye. O

21.8 Példa. FIGYELEM! Az aldbbi példank mutatja, hogy a tételiink mésodik allitdsa
nem fordithat6 meg. Feldobunk egymads utdn két érmét és legyen
X, — 0  ha a k-ik dobas fej
k71 1 haak-ik dobas irds
(k=1,2). Tekintsiik az ¥} = X; + X, és Y, = X| — X,. véltozdkat. Ekkor
L\n| o 1 2
-1 0 025 0

01025 0 025
1 0 025 0

Az egyiittes eloszlds vizsgdlatdval lathatd, hogy Y; és Y» nem fiiggetlenek, de konnyen
kiszdmolhatd, hogy Cov(Y,Y>) =0

21.5. Teljes varhato érték tétel
Tekintsiik az X és Y diszkrét véltozokat, amelyek egyiittes eloszldsa P(X = x;,Y =
i) =picésP(Y =y) >0azi=1,2,...ésk=1,2... indexekre.

21.9 Definicio. Képezziik az X feltételes varhat6 értékeit az Y = yj, feltételek mellett,
azaz

my = E(X|Y = yg) sz X =x|Y =)

minden k = 1,2... esetén. Ezt a sorozatot az X vdltozd Y-ra vonatkozd feltételes vdr-
haté értékének nevezziik. Jelolése E(X|Y).

Vegyiik észre, hogy itt egy val6szinilségi valtozét definidltunk, nevezetesen
EX|Y)=mg, ha Y=y ,k=1.2...

Az aldbbiakban megadjuk ennek a véltozénak a vdrhat6 értékét. Ezt az eredményiinket
a Teljes valoszin(iség tétel altalanositdsdnak tekinthetjiik.

21.10 Tétel. (Teljes varhaté érték tétel) E(E(X|Y)) = E(X).

Bizonyitas. Val6ban,

E(E(X|Y)) = kztlmkPY:yk)*kil‘_lx,P( =xi|Y =y )P(Y = yx)
= Zx,ZP LY =) =Y xP(X = x;) = E(X)

i=1

hiszen a masodik sorban éppen X peremeloszlasét kapjuk. g
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FIGYELEM! Vajon a masodik sorban miért cserélhetd fel a két szumma?

21.11 Példa. Néha konnyebb E(X) el6allitdsa a fenti tételbsl, mint kdzvetleniil. Egy
call center-be egy nap alatt érkez8 hivdsok szdma Poisson-eloszldsd adott A > 0 para-
méterrel. Minden hivds egymadstdl fiiggetleniil adott p > 0 valdszinlséggel téves. Adjuk
meg egy adott napon a téves hivasok szdmdnak vdrhato értékét.

Jelentse X a téves hivdsok szamdt, és Y az Osszes beérkez6 hivas szamat. Vilagos,
hogy adott n € N esetén az Y = n feltétel mellett éppen a Bernoulli-kisérlettel dllunk
szemben, ezért

P(X =k|Y =n) = (Z

)pk(l —p)"* ha n>k

illetve P(X = k|Y =n) =0, ha n < k. Tehat a feltételes varhato érték
m,=EX|Y=n)=np, n=1,2,...

Innen a Teljes varhaté érték tétel alapjan

0 = E(EKI) = Tlie <A

n=1

FIGYELEM! Allitsuk el6 a varhat6 értéket kozvetleniil X eloszldsa alapjan is!

Otthoni tanuldshoz

1. A Feladatgytjtemény-2 V/4 és VI1/5 szakaszainak feldolgozadsa.

2. Hazi feladatok: a V/4 szakasz 471, 473, 482, 485, 489, 504, 509, valamint a VI/5
szakasz 608, 609 és 6.10 feladatai.

3. Tankonyv-2 6.14 és 8.3 szakaszai.
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22.1. Diszkrét valtozok 6sszegének eloszlasa

Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlen Poisson-eloszldsi valtozok, rendre A > 0, illetve pu >
0 paraméterekkel. Hatarozzuk meg X +Y eloszlasat. Ekkor tetsz6leges k nemnegativ
egész szdmra a fliggetlenség miatt

k k
PX+Y=k = YPX=iY=k—i)=Y PX=i)-PY=k—i)

i=0 i=0

k qi k—i —(A+u) k ) )
_ 2,7 -2 M —u_ ¢ k i, k—i
B R L T M Y LS
_ (A+”)k67(l+p)

k!

Ez az eredményiink azt mutatja, hogy a két fiiggetlen véltoz6 Osszege is Poisson-
eloszldsd A + p paraméterrel.
Ezt az dllitasunkat indukciéval tetsz6leges véges szamu valtozora is kiterjeszthetjiik.

22.1 Tétel. Tegyiik fel, hogy X, ...,X, fiiggetlen Poisson-eloszldsi valdsziniiségi vdl-
tozok rendre Ay, . .., Ay pozitiv paraméterekkel. Akkor az

Yn:X1+~-~+Xn

vdltozd is Poisson-eloszldsi, amelynek paramétere A + ...+ Ay.

22.2. Folytonos valtozok 6sszegének eloszlasa

Legyenek most X és Y folytonos eloszldsu fiiggetlen valtozok, amelyek stirtiségfiigg-
vényei f illetve g. Jelolje F illetve G az eloszlasfiiggvényeket. Jelentse H az X +Y el-
oszlasfiiggvényét. Ennek eldallitisahoz valasszunk egy tetsz6leges x € R szamot. Abra
készitésével lathatjuk, hogy

//HKxf(s)g(t) dsds = /:o/j:Sf(S)g(f) dtds

/:of(s) (/;:Sg(t)dt) dSZ/;f(S)G(x—s)ds,

Innen az integral derivdldsdval az X +Y valtozo h stirliségfiiggvémyére az adédik, hogy

H(x)

W) = [ )gx-s)ds

és ezt az f és g siirliségtiiggvények konvolicids integrdljdnak nevezziik.
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FIGYELEM! Az integral derivdldsa a fenti levezetésben nem egyszert. Vizsgaljuk
meg ezt a szabdlyt néhdny egyszer(, konnyen kiintegrdlhat6 esetben!

22.2 Példa. Tekintsiink most azt a példat, ahol X és Y fiiggetlen, egyenletes eloszlasu
valtozok a [0, 1] intervallumon. Ekkor (X,Y) egyenletes eloszldsu a sik egységnégyze-
tén. Abra készitésével mutassuk meg, hogy ha h jelenti az X + Y véltozé stirliségfiigg-
vényét, akkor
X ha0<x<1
h(x)=¢ 2—x hal<x<2
0 kiilonben.

22.3 Példa. Legyenck most X és Y fiiggetlen, azonos A-paraméterii exponencialis el-
oszlasu valtozok, és tekintsiikk az X 4+ Y véltozo h strliségfiiggvényét. Ha f jelenti az
exponencidlis eloszlds stiriségfiiggvényét, akkor az elébbiek szerint a konvolicids in-
tegrél

W) = [ )7 =s)ds

alakd. Az exponencidlis eloszlds stiriségfliggvénye zérus a negativ félegyenesen, ezért
ez az integrandus akkor csak akkor nem nulla, ha s > 0ésx—s >0, azaz 0 < s < x.
Tehat

X "X
h(x) = / A2 Ase M) gg = 12/ e M ds = A2xe M
0 0

barmely x > 0 esetén, hiszen az integrandus nem fiigg az s valtoz6tol.
Teljes indukcidval igazolhatjuk a fenti eredményiink aldbbi kiterjesztését.

22.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy X, ...,X, fiiggetlen exponencidlis eloszldsi valdsziniiségi
vdltozok ugyanazon A > 0 paraméterrel. Akkor az

,=X1+...+X,

vdltozo h siriiségfiiggvénye

ha x>0, és h(x) =0, hax <O0.
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22.3. A Poisson-folyamat

Ebben a szakaszban az exponencidlis eloszlds és a Poisson-eloszlds egy mélyebb ossze-
fliggésére vilagitunk ra.

Tekintsiik a 77,75, ... valészintiségi valtozokat, amelyek egymds utdni varakozasi
idSket jelentenek egymds utdni "bekdvetkezések" kozott.

Gondoljunk példaul egymas utani gépjarmiivek kozotti idStartamra egy autdiiton, egy
biztositohoz egymads utdn beérkezd kdresemények kozotti idSre, tigyfélablaknal egy-
mast kovetd varakozdsi id6kre, call-center-be beérkez6 hivdsok kozotti idSkre, stb.

Tegyiik fel, hogy a Ty, 75, . . . véltozok fiiggetlenek és azonos A > 0 paraméterd expo-
nenciélis eloszldsdak. A varhato értékre tekintette]l minél kisebb a A, anndl hosszabbak
a varhaté vérakozdsi id6k. Megjegyezziik, hogy az exponencidlis eloszlds memoria-
nélkiili tulajdonsdgdbol adédik, hogy az eltelt varakozasi id6tdl fiiggetlen a tovabbi
vérakozds id6tartama.

Jelolje a tovdbbiakban So = 0 és

Si=T1+...+T,
amely a teljes varakozasi id6t jelenti az n-ik bekovetkezésig. Adott ¢ > 0 esetén az
{Sp <1}

esemény azt jelenti, hogy az n-ik bekovetkezés a ¢ idGpont el6tt tortént. Ez azt jelenti,
hogy a [0,¢] id8intervallumban a bekovetkezések szama legaldbb n.
Jelentse tehdt N (1) a bekivetkezések szdmat a [0,¢] idGintervallumban, ekkor az

{N@) = n} ={S, <1}

események megegyeznek. Minden ¢ > 0 esetén N(r) egy val6szintliségi valtozd, ezt a
hozzarendelést Poisson-folyamatnak nevezziik.

Kérdés, hogy adott # > 0 mellett hogyan hatdrozhatjuk meg az N(¢) véltozé eloszla-
sat? Az az esemény, hogy a [0, ] intervallumban pontosan n bekovetkezés torténik

{Nt)=n} ={Su <t} N {Sp1 <t} ={Sp <t < Sy11}.
Mivel {S,+1 <1} C {S, <}, innen a val6sziniiségre azt kapjuk, hogy

P(N(t) =n) =P(Sy <t) —P(Sp11 <1).

P

Jelolje most f, az S, valtozé, illetve f,4; az S,41 valtozé strdségfiiggvényét. Mi-
vel T}, T, . .. fiiggetlen, azonos A-paraméterti exponenciélis eloszldsd véltozok, azért a

27z

megel6z6 szakasz Tétele alapjan

)’n ) kn-ﬁ—l
f,,(x) = W/\ﬂileilx illetve fn+] ()C) =

xneka

n!
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minden x > 0 esetén. Tehat
PIN() =) = P(Sy <0) = P(Sy1 <1) = | tﬁ(ﬁf)dx—/o 1 ().
Szamitsuk ki a jobb oldalon 4ll6 elsé integralt parcidlis integralassal.
t A t
/0 fa(x)dx = W/O e M ax
- Ar {x—nefhy + A /t ﬂ7L67de
(n—1!|n o (m=1lJo n
= Me_h + Lﬂ /lx”e_’lxdx.
0

n! n!

Vegyiik észre, hogy a legutolsé integrdlban éppen f;, szerepel! Innen

P(N(t)=n)= %eih

22.5 Tétel. A Poisson-folyamatban a [0,1] idGintervallumban torténd bekivetkezések

szdma At-paraméterii Poisson-eloszldsu valdsziniiségi vltozo.

22.4. Normalis eloszlasok 6sszege

Legyenek Z; és Z, fiiggetlen, standard normadlis eloszlasu valészinidségi valtozok, és
hatdrozzuk meg az
Y=721+2,

véltozo eloszlasat. A konvolicids integril ebben az esetben
W) = [ p(s)plr—s)ds

ahol h az Y stiriségfliggvénye. Ekkor

1 [~ ‘ 1 2 [
h(x) = E/_mesz/zef()‘**)z/zds: 7€ /_Ne’“’*zds
= Le_% /oo e/ /A g = Le_% /oo e~ 7312 g
2r —oo 2n J—oo

A legutolsé integrdl éppen a Gauss-integral, amelynek értéke /7, tehat

1
h(x) = —=e"
() =5 NG
Ez éppen annak a normalis eloszldsnak a stirtiségfiiggvénye, amelynek paraméterei m =
0és0=v2.

=1

—ooJx o
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Teljesen hasonld gondolatmenettel a kovetkezd eredményt fogalmazhatjuk meg.

22.6 Tétel. Legyenek Z,,...,Z, fiiggetlen, standard normdlis eloszldsii valdsziniiségi
vdltozok. Akkor az Y = Zy + ...+ Z, vdltozo is normdlis eloszldsu, amelynek paramé-
tereim=0¢és 0 =+/n.

22.5. Centralis hatareloszlas-tétel

Képzeljiik el, hogy valamilyen (ismeretlen) m mennyiség értékének meghatarozasdra n
szamu fiiggetlen kisérletet végziink. Az ismeretlen mennyiség kozelitéséhez a kisérle-
tek kimeneteleinek szdmtani dtlagat hasznaljuk.

Jelolje a kisérletek kimeneteleit rendre X1, . .., X, és tegyiik fel, hogy ezek fiiggetlen,

azonos eloszlasd valtozok, amelyekre
E(Xy)=m, DX)=o0, k=12,...n

Vezessiik be a kovetkez6 jelolést a véaltozok standardizélt atlagara:

Xi+...+X,)—m

o/v/n

Tételeink szerint ennek az Y, valtozonak a varhat6 értéke O és a szérasa 1.

1
Y, ="

Alekszandr Ljapunov orosz matematikus és a korabeli (XX.szd eleje) matematika
csoddlatos felismerése volt, hogy a fenti Y, véltoz6 eloszldsa tart a standard normalis
eloszldshoz.

22.7 Tétel. (Centralis hatareloszlas-tétel) A fenti feltételek mellett jelolje F, az Y,
eloszldsfiiggvényét. Ekkor minden x € R esetén

lim F,(x) = ®(x).

n—oo

22.8 Példa. Egy kisforgalmu iizletbe egy adott napon 100 latogaté érkezik. Mindegyik
latogat6 (egymastdl fiiggetleniil) p = 0.2 valészintiséggel vasarol valamit. Mi a val6-
szintisége, hogy az adott napon az tizletben vasarlok szdma 15 és 25 kozott lesz?
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Jelolje X a védsérlok szamat. Ekkor X binomidlis eloszldsi n = 100 és p = 0.2 para-
méterekkel. Ha a k-ik vdsdrléra bevezetjiik az

X, — 0  ha nem vasarol
k= 1 havésdrol

jelolést, akkor X = X +. ..+ Xjp. Kénnyen lathatd, hogy minden k esetén E(X;) = 0.2
és Var(Xy) = 0.16. Ez azt jelenti, hogy E(X) = 20 és Var(X) = 16. Tehadt

5 X-20 5
P(15<X<25)_P(—Z< 7 <4)

A centralis hatdreloszlas-tétel alapjan
5 X-20 5
P —_ —

( 4 < 4 < 4)

adddik a standard normadlis eloszlas tdbldzata alapjan, a Feladatgy(ijtemény-2 339-ik
oldalan.

®(1.25) — D(—1.25)

Q

= 23(1.25)—1=0.7888

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgy(jtemény-2 V/3 és VI/5 szakaszainak feldolgozdsa.

2. Hazi feladatok: a V/3 szakasz 445, 446, 447, 452, 453, 457, 468, valamint a VI/5
szakasz 608, 609 és 6.10 feladatai.

3. Tankonyv-2 6.10, 6.11 és 8.3 szakaszai.
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23.1. Csebisev-egyenlotlenség

Az eddigiekben szamos esetben kellett meghatdroznunk
Pla<X <b)

alaku valdszintségeket. Ez konnyen megtehets, ha ismert az X valdsziniiségi valtozo
eloszldsa. Nevezetesen diszkrét valtozé esetében

Pla<X<b)= Y PX=x)

a<xp<b

mig egy f stirtiségfiiggvénnyel rendelkezd valtozora

Pla<X <b)= /bf(x)dx

a

Vannak esetek, amikor igy nem jarhatunk el, példdul:
1. az X véltozd eloszldsa nem ismert,
2. az X eloszldsa ismert, de tdl bonyolult a fenti valdszintiség meghatarozasa.

Ilyen esetekben is megelégedhetiink azonban egy, a feladat szempontjdbdl megfeleld
becsléssel a fenti valdszintiségre. Erre a kérdésre ad vélaszt a Csebisev-egyenlStlenség.
Tekintsiink egy olyan X valdszintiségi valtoz6t, amelynek van véarhat6 értéke és szordsa.

23.1 Tétel. (Csebisev-egyenlotlenség) Legyen az X valdsziniiségi vdltozo vdrhaté ér-
téke E(X) = m és szordsa D(X) = o. Ekkor

1
P(X —m| <k-0)>1- 3
bdarmely k > 0 szdm esetén.

Bizonyitas. A bizonyitast folytonos esetre mutatjuk meg, diszkrét esetben teljesen
hasonléan végezhet6 el. Legyen tehdt f az X siirliségfiiggvénye, ekkor

o’ :/j;(x—m)zf(x)dx

Ha most k£ > 0 adott, akkor a jobb oldalon all¢ integral értéke nem néhet, ha kihagyjuk
az [m— ko ,m+ ko] intervallumot az integréldsi tbSl. Nevezetesen

62> / " e pdr [ (e m) () dx 3.1)

J—oo Jm+ko
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hiszen az integrandus nemnegativ. Mésrészt a (—eco,m — ko] intervallum bérmely x
pontjaban (x —m)? > k>, ezért
-m—k

/mikc(x_m)zf(x)de/ - szczf(x)dx2k262p(xSm_kc)'

—o0 —oo

Teljesen hasonlé médon lathat6, hogy az [m+ ko, o) intervallum barmely x pontjdban
(x —m)? > k>G2, és ezért

/ (x—m)2f(x) dx > / K62 f(x)dx > 262 P(X > m+ko).
Jm+ko m+ko

Ha ezt a két utobbi egyenltlenséget dsszevetjiik a (23.1) alatti egyenlStlenséggel, akkor
az adddik, hogy

0> > k*6?P(X <m—ko)+k*0*P(X > m+ko).

Mindkét oldalt elosztva a k262 pozitiv kifejezéssel

1
2 >P(X <m—ko)+P(X>m+ko)=P(|X—m|>ko).

Innen az ellentett eseményre térve adddik a tételiink 4llitdsa. |
Megjegyezziik, hogy a tételiink irrelevans eredményt ad, ha k < 1, ezért az egyenlGt-
lenséget csak a k > 1 esetben fogjuk haszndlni.

23.2 Példa. Példaul, ha egy X véltozé eloszldsa nem ismert, de azt tudjuk, hogy a
varhat6 értéke E(X) = 8 és szérdsa D(X) = 2, akkor

1
PR2<X<14)> 1—§z0.8889

hiszen ekkor k = 3.

23.2. Csebisev-egyenlotlenség ekvivalens alakban

Néha kényelmesebb lehet a Csebisev-egyenlStlenséget a kovetkezd alakban haszndlni:

Var(X)

PIX—E(X)| <) 2 1- 3

ahol € > 0. Val6ban, ez az alak ekvivalens a tételiinkkel, hiszen ha k- D(X) = € > 0,

akkor
1 Var(X)

k2 g2
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Fogalmazzuk meg ezt az ekvivalens tételiinket a kovetkezd alakban.

23.3 Tétel. Tegyiik fel, hogy az X valdsziniiségi vdltozd vdrhatd értéke E(X) = m, és
szordsa D(X) = ©. Akkor bdrmely adott € > 0 esetén

62
P(X —m| <) >1-— (23.2)

23.4 Példa. Képzeljiik el, hogy egy forgalmas telefonkdzpontba egy 6ra alatt 2000
hivés érkezik. Mindegyik hivds (egymastdl fliggetleniil) 0.002 valdszintiséggel téves.
Mi a valészintisége, hogy legfeljebb 8 téves hivas érkezik?

Jelolje X a téves hivasok szamdt. Vilagos, hogy X binomidlis eloszlasd, amelynek
paraméterei n = 2000 és p = 0.002. A kérdéses valésziniiség tehat:

8
2000
Px<8)=Y ( )0.002" -0.9982000—-k
k=0 k
aminek kiszdmitdsa elég reménytelen feladat (bar az eloszlds ismert).
Adhatunk azonban becslést a Csebisev-egyenlétlenséggel. Itt m = 4 és 62 = 4 -
0.998 ~ 4, ezért

4
PX<8)=P(X 4] <5) > 1- - = 0.84

23.3. Poisson-approximacioé

23.5 Példa. Egy 2000 dgyas kozponti kérhazban annak valészintisége, hogy egy adott
napon egy betegnek intenziv kezelésre van sziiksége (a tobbiektdl fiiggetleniil) 0.002.
Az igazgatd egy Uj intenziv osztilyt kivan létrehozni Ugy, hogy annak valdszin(isége,
hogy egy olyan beteg, akinek intenziv dpoldsra van sziiksége, nem kap dgyat az intenziv
osztdlyon, kisebb legyen, mint 0.01. Hany dgyas legyen a minimalis koltségli intenziv
osztély?

Jelentse N az dgyak szamat és X azon betegek szdmadt, akiknek intenziv kezelés sziik-
séges az adott napon, akkor (mivel X nyilvdnvaléan binomidlis eloszldst m = 4 varhat6
értékkel, €s 62 = 4-0.998 ~ 4 variancidval),

N
PX<N)=Y (20k00) 0.0020.9982°°0* > 0.99
k=0
és ez az egyenlGtlenség megoldandé az egyenlStlenség a legkisebb N-re (amely a leg-
kisebb koltséget jelenti).
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Ez az az eset, amikor ugyan X eloszldsa ismert, de kezelhetetleniil bonyolult ahhoz,
hogy eredményre jussunk. Ehelyett haszndlhatjuk a Csebisev-egyenlStlenséget:

4
P(X—d] <e)>1- 5 =099

ahonnan € = 20 és igy N = 23 adddik az 1j intenziv osztdly 4gyainak szdmadra.
Altalaban a Csebisev-egyenlStlenségtdl (hiszen minden eloszldsra érvényes) nem

véarhatunk pontos becslést. Sokkal pontosabb eredményt kaphatunk, ha a Poisson-

approximdciét haszndljuk. Az approximdciot leiré tételt 1dsd a 18.5 szakaszban. Ne-

vezetesen
N

2000 3, 4k

Y 0.00250.998200 % ~ y* =4
k=0 k k=0 k!
hiszen "n = 2000 elég nagy és p = 0.002 elég kicsi", tovdabbd np = 4. A Poisson-
eloszlds tiblazatat vizsgdlva (lasd Feladatgy(jtemény-2, 332-ik oldal) azt lathatjuk,
hogy a jobb oldali szumma N = 9-nél Iépi at a 0.99 értéket. Ezért ezen approximécio
alapjan a feladatra az N = 9 megoldds adddik. (Azt nem vizsgéljuk, hogy ez mennyire
pontos kozelités.)

23.4. Nagy szamok térvénye

Képzeljiik el, hogy egy kisérletet elvégziink egymads utdn n esetben, egymadstol fiigget-
leniil, és minden esetben megfigyeljiik, hogy egy bizonyos A esemény bekovetkezik-e,
vagy sem (Bernoulli-kisérlet).

Tegyiik fel, hogy az A esemény val6szintlisége P(A) = p (ahol 0 < p < 1) és jeldlje
X azon kisérletek szamat, amelyekben A bekovetkezik. Vildgos, hogy ekkor X /n az A
esemény relativ gyakorisdgat jelenti.

Azt szeretnénk megvizsgdlni, hogy a relativ gyakorisdg kozelit-e a valddi val6szin(-
séghez, ha noveljiik a kisérletek szdmat, azaz n — oo?

Ez a kérdés elvi jelent8ség, hiszen a pozitiv vdlasz azt mutatja, hogy az axiémdink-
bol egy tapasztalati tényt vezethetiink le. Ez azt jelenti, hogy az eddig felépitett axioma-
tikus elméletiink a valésdgot tiikrozi, tehat helyesen valasztottuk meg az axidmadinkat.

Vildgos, hogy X binomidlis eloszldsd n és p paraméterekkel. Vdlasszunk egy € > 0
szamot és hasznaljuk fel a Csebisev-egyenlGtlenséget.

P('%—p‘ 28) — P(IX —np| > ne)

Mivel E(X) = np és Var(X) = np(1 — p), ez a Csebisev-egyenlStlenség alapjan gy is
irhatd, hogy

np(1-p)

P(‘X—np|2n8)§ n2e2
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Mivel p(1 — p) < 1/4 barmely p valés szdmra, innen

(-

ha n — oo. Ezt az eredményiinket az aldbbi tételben fogalmazhatjuk meg.

1
>e|<—5—0
- )_47182

23.6 Tétel. (Nagy szamok Bernoulli-féle torvénye)

. X
IimP||——pl<e]=1
n—soo n

bdarmely € > 0 mellett.

23.7 Példa. Egy kozvéleménykutatd cég vélasztasi elGrejelzést készit egy part szdmara.
Vilaszték megkérdezésével kivdnnak becslést adni a pért szdzalékos tAmogatottsdgéra.
Hany vélasztét kell megkérdeznitik, hogy a felmérésbSl adddé ardny a valddi aranytol
90% valészintiséggel legfeljebb 1%-kal térjen el?

Jelolje 0 < p < 1 az ismeretlen valddi ardnyt (a part valdsdgos tdmogatottsaga), erre
kivanunk becslést kapni. Tegyiik fel, hogy a minta (egyel6re ismeretlen) nagysiga n és
jelentse ezek koziil X az adott part timogatdinak szamat.

Vildgos, hogy kisérletiink egy Bernoulli-kisérlet, ezért X binomidlis eloszldsu, igy
E(X)=np és Var(X) =np(1 — p). Tehat a nagy szdmok torvénye szerint

X 1

Pl|——p| <00l )>1——7—

(‘n p‘— )— 47104

A felmérésbdl ad6dé X /n ardnyra ezért a feltételiink miatt

1
1— 17102 =0.90
teljesiil, azaz n = 25000.

Teh4t a cégnek a kivant pontossdg eléréséhez ekkora mintdt kell valasztania a felmé-
réshez. Természetesen a gyakorlatban bonyolultabb statisztikai mddszerek alkalmaza-
sdval ennél kisebb minta is elegendd lehet. Ugyanakkor nehéz garantdlni, hogy a meg-
kérdezett vdlaszték halmaza homogén és reprezentativ legyen, abban az értelemben,
hogy a mintdbol ad6dé ardny tiikrozze a teljes valasztéi ardnyt.

Otthoni tanulashoz
1. A Feladatgytjtemény-2 IV/3 szakaszdnak feldolgozasa.
2. Hazi feladatok: a IV/3 szakasz 396, 397, 398, 402, 403, 404, 408 és 409 feladatai.
3. Tankonyv-2 5.1, 5.2 és 5.3 szakaszai.
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24.1. Kétdimenziés normalis eloszlas

24.1 Definicié. Legyen r olyan adott valés szam, amelyre |r| < 1. Haaz X és Y viltozok
egyiittes stiriségfiiggvénye
1 _ xzfznl\;ryz
h(x,y) = ———=e 20-7) (24.1)
(x.7) 27V 1 —r?

akkor azt mondjuk, hogy X és Y normadlis egyiittes eloszldsu » paraméterrel.

24.2 Tétel. Ha X és Y egyiittes siriiségfiiggvénye a alatti fiiggvény, akkor X és
Y peremeloszldsai egyardnt standard normdlis eloszldsok.

Bizonyitas. Mivel a sirlségfiiggvény a két valtozéban szimmetrikus, ezért elég az
allitast az X valtoz6 peremstriségfiiggvényére igazolni.

o

Ha f jelenti az X stiriségfiiggvényét, akkor
_ $2 *27‘.’(}"#\‘2

00 1 00
x) = h(x,y)d :7/ e 20-7) d
f) Lw(y)y oadi= ) y

Teljes négyzetté alakitdssal az integrdl mogotti exponencidlis fliggvény gy irhatd, hogy

x272rxy+y2_ x2 (yfrx)2

2(1—-r2) 2 2(1-r2)°
Ha az integralbdl kiemeljiik az y-t6l nem fiiggd részt, akkor azt kapjuk, hogy

2 o _b-m)?

-7 e 2(1-r2) dy

1
= ¢
2mv1—r? -

Vezessiik be ebben az improprius integrdlban a

)

y—rx

V1—-r2

=

helyettesitést, akkor az adédik, hogy

1 -5 [Tt 12
= ———¢ 2 e AV 1—r2dt
2nvV1—12 —oo

A V1 —r? kifejezéssel egyszerfisitve ldthatjuk, hogy az utolsé integral éppen a Gauss-
integral, amelynek értéke /27, tehat

1 2

fx)=——e 7 —oo<x<oo

f()

ami éppen a standard normadlis stirliségfiiggvény. ]
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24.2. Korrelalatlan normalis eloszlasok

24.3 Definicio. Az X és Y val6szinlségi valtozokat korreldlatlannak nevezzik, ha
Corr(X,Y) =0.

Amint lattuk, a fiiggetlen valtozok korreldlatlanok, de példén lattuk, hogy ennek az
allitasnak a megforditdsa altaldban nem érvényes. Normadlis eloszldsu valtozok esetében
azonban a két fogalom ekvivalens.

Tekintsiik ebben a szakaszban djra a

1 22my+y?

hx,y) = — e )
2y 1 — 2
kétdimenziés normadlis stirségfiiggvényt, és hatdrozzuk meg az X és Y vdltozok
Corr(X,Y) korreldciés egyiitthat6jat. Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy X és Y perem-
eloszldsai standard normélis eloszldsok, ezért

E(X)=E(Y)=0 é DX)=D(Y)=1

A szorzat varhato értékét az

2 =2my+y?

2-2) dxdy

00 ‘l 00 _
EXY:/ h(x, dxdzi/ e
(XY)= | wohxy)dxdy =g | %
integrdl szolgéltatja. Ezt az integralt kétvaltozds helyettesitéssel lehet kiszdmolni, ez az
eljards azonban tilmegy a tankonyviink keretein. A részletes szamitast megtaldljuk a

Tankonyv-2 198-ik oldaldn. Eszerint E(XY ) = r, és innen azonnal kovetkezik, hogy

Corr(X,Y)=r.

2

Mivel r = 0 esetén a h egyiittes slirliségfiiggvény lathatéan két standard normalis stird-
ségfiiggvény szorzatdra bomlik, azaz X és Y fiiggetlenek, megfogalmazhatjuk a kovet-
kezg éllitast.

24.4 Tétel. Ha az X és Y vdltozdk egyiittes eloszldsdt a alatti egyiittes stiriiség-
fiiggvény szolgdltatja, tigy X és Y akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha korreldlatlanok.

24.3. Normalisbdl szarmaztatott eloszlasok

24.5 Példa. Allitsuk el§ a standard normalis eloszldst Z viltozé négyzetének eloszla-

o

sat. Jelolje H, illetve h a Z2 eloszlds, illetve stirtiségfiiggvényét.
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Ekkor tetsz6leges x > 0 mellett
H(x) = P(Z> < x) = P(1Z] < V/x) = P(—/X < Z < /&) = 20(V) - 1

tovabba H (x) = 0, ha x < 0. Innen derivéldssal ad6dik, hogy
—=20(yx) = ——x2¢: ha x>0,

és h(x) =0, hax < 0. Ennek az eloszldsnak a varhaté értékére és szérasdra
E(Z*) =1, Var(Z*)=2

adddik.

24.6 Példa. Legyenek most Z; és Z, fliggetlen, standard normaélis eloszlasui valészind-
ségi valtozok, és tekintsiik a
X =7+7

Osszeget. Jelentse /1 a le és Z% valtozok stiriiségfiiggvényét, tovabbé k a y2 siirtiség-

7.z

figgvényét. Ekkor az el6z6 példa alapjan a konvoliciés integrdl a kdvetkezd alakot
olti:

u@:/:mgmyﬂm&

Az integrandus akkor és csak akkor nem nulla, has > 0ésx—s > 0,azazha 0 < s < x.
Tehat a konvolici6s integrdl ugy irhatd, hogy

1 x—s 1

l x s A
k(x) = o /0 sf%eff()c—s)ffefT ds = E6’7

X
/ (sx—sz)f% ds
0

(NI

Ez utébbi integrdl elég komplikdlt, kiszdmitdsa az tdgynevezett Euler-féle béta-
fiiggvényhez vezet (1asd a Tankonyv-2 247-ik oldaldt), és az értéke 7. Ennek alapjan

1«
k(x) = 5677 ha x>0

és k(x) =0, ha x <0, ami éppen az 1/2-paraméterti exponenciélis eloszlds. Ezért
E(x*) =2, és Var(x*) =4

adddik a varhato értékre és a variancidra.
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24.4. A y’-eloszlas, a t-eloszlas és az F-eloszlas

24.7 Definici6. Tekintsiik a Zy,...Z, figgetlen, standard normadlis eloszlast val6szint-
ségi valtozokat. Ekkor a
W=Z 4. . +72
véltoz6t n-szabadsdgfokii x*-eloszldsinak nevezziik.
Ennek a valtozénak a varhat6 értéke és variancidja
E(x2)=n é Var(x?)=2n
az el6z6 szakasz példdja alapjan.

24.8 Definicié. Tekintsiik a Z|,...Z, és Z fiiggetlen, standard normalis eloszlasud val6-
szintiségi valtozokat. Ekkor a

zyn

B+ 422

valészintiségi véltozot n-szabadsdgfokii t-eloszldsnak nevezzik.

th =

Ennek az eloszldsnak n = 1 esetén nem létezik varhat6 értéke, mig n > 2 mellett
E(t,) = 0. Az is megmutathat6, hogy n < 3 esetén a variancia nem létezik, tovabba
n

Var(t,) = 3

han > 3.

24.9 Definicio. Legyenek most X,...,X,, és Yq,...,Y, figgetlen, standard normalis
eloszldsu valészintiségi valtozok. Ekkor az

1 ym 2
an:EZk:IXk
’ 1 yvn 2
i Lk=1 ¥

valtozot (m,n)-szabadsdgfokii F -eloszldsnak nevezziik.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-2 VI/5 és VI/6 szakaszainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a VI/6 szakasz feladatai. Egész féléves ismétlés és az internetes
oldalon kijelolt minta vizsgafeladatok gyakorlasa.

3. Tankonyv-2 6.15, 9.5, 9.6 és 9.7 szakaszai.
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25.1. Az R" vektortér

Legyen n adott természetes szdm. Az R halmazt az 6sszes valds szdm n-esek halma-
zaként értelmezziik, azaz:

X1
R'=<x= : X, Xn ER
Xn

E halmaz elemeit vektoroknak, a komponenseit koordindtdknak nevezziik. A szokdsos
koordinétdkra gondolva ez a halmaz n = 2 esetén a sikot, n = 3 esetén a haromdimen-
zi6s teret adja.

A tovdbbiakban a vektorokat dltaldban kis latin betlikkel, a val6s szdmokat, vagy mds
néven skaldrokat, kis gorog betiikkel jeloljiik.

Az R" vektorai k6zott az alabbi miiveleteket értelmezziik:

Vektorok osszege
X1 1 X141
x=| : ésy=1 : eseténx+y = : eR”
Xn Yn Xp+Yn
Vektor szorzasa skalarral
X1 ax
aceRésx= esetén ox = eR”"
Xn ax,
Ezekkel a miiveletekkel elldtva az R" halmazt vektortérnek nevezziik.
25.1 Definicié. Legyenek ay,...,a; vektorok a vektortérben, és ¢y, ..., @ tetszGleges
valds szamok (skalarok). Az
oa) +...+ ogay

vektort az ay, ..., a; vektorok egy linedris kombindcidjdnak nevezzik.

25.2 Példa. Legyenek példdul

2 3
al = —1 ésay = 0 tovabba oty =3 és ap = —2
3 4
akkor
0
aa+oay=| —3

1
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25.2. Alterek

25.3 Definicié. Az R” vektortér egy M részhalmazat altérnek nevezziik, ha
e barmely x,y € M esetén x+y € M, és

e barmely x € M és ot € R esetén ox € M.

A definici6bdl vildgos, hogy egy altér a O vektort mindig tartalmazza. A legsziikebb
altér az egyelemi {0} altér, a legbGvebb az egész vektortér.

25.4 Tétel. Ha M altér, akkor bdarmely ay, . .. ,ar € M vektorok és bdarmely o, ..., 0 €
R skaldrok esetén
aia1+...+ogareM

Konnyen ldthat6, hogy példdul az R3 vektortérben az origén dtmend egyenesek illet-
ve sikok egyarant alterek.

25.5 Példa. Tekintsiik az R” vektortér kovetkezd részhalmazat:
X1
M=<x= ER":x1+x =0
Xn

Mutassuk meg, hogy M altér.

Valéban, ha x,y € M, akkor x; +xy = 0 és y; +yp =0, ezért az x 4y vektor els6 két
koordindtéjara is (x; +y1) + (x2 +y2) = 0. Ez azt jelenti, hogy x+y € M.

Teljesen hasonldan, ha x € M és o € R, akkor az x1 +x; = 0 egyenl&ségbdl adodik,
hogy ot (x; +x;) = 0, tehdt ox € M.

Konnyen elképzelhetd, hogy n = 3 estén a fenti M altér egy olyan, az alapsikra merd-
leges sik, amely tartalmazza a harmadik tengelyt, és az alapsikot a —45°-0s egyenesben
metszi. KESZITSUNK ABRAT!

Az is konnyen ellendrizhetd, hogy ha az M halmaz definiciéjaban x| + x, értékének
barmilyen nullatdl kiilonb6z6 szdmot frtunk volna el8, akkor az M nem lett volna altér.
Ekkor az 0sszeadds és a skaldrral vald szorzds is kivezetett volna az M halmazbdl.

25.6 Tétel. Alterek metszete is altér.

Bizonyitas. Elég az allitast két altérre igazolni, a bizonyitds tetszleges szamu altérre
hasonl6an megy.
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Legyenek L és M alterek. Hax,y € LNM, akkor x+y € L és x+y € M, mert mind-
ketten alterek. Tehdt x+y € LNM.

Teljesen hasonléan, hax € LNM és o € R, akkor ax € L és ax € M, mert mindketten
alterek. Ezért ax € LNM. O

25.3. Generalt altér

A25.6) Tétel alapjdn beszélhetiink adott vektorokat tartalmazé legsziikebb altérrél. Ezt
fogalmazza meg a kovetkezd definicio.

25.7 Definicio. Az ay,...,a; vektorokat tartalmazo legsziikebb alteret, jelolésben:

lin{a1 goos ,ak}

ezen vektorokat tartalmazé Osszes altér metszeteként értelmezziik, és az adott vektorok
altal generdlt altérnek nevezziik.

Mivel egy altér a vektorainak Osszes linedris kombindcidit tartalmazza, és ezek mar
onmagukban is alteret alkotnak, megfogalmazhatjuk az aldbbi tételt.

25.8 Tétel. Az ay,...,a vektorok dltal generdlt altér ezen vektorok dsszes
oaja) +...+ ogay

linedris kombindcioinak halmaza, ahol o, ...,04 € R.

25.9 Példa. Példaul, ha az R3 vektortérben tekintjiik az

1 0
ag=1| 0 | éa=|1
0 0
vektorokat, akkor
X1
lin{aj,ap} =<x=| x» ER}:x3=0
X3

azaz mindazon vektorok halmaza, amelyek harmadik koordindtdja nulla. Gondoljuk
meg, hogy ez a halmaz valéban altér!
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25.4. Linearis fliggetlenség

25.10 Definicio. Az R" vektortér ay,...,a; vektorait linedrisan fiiggetlennek nevezziik,
ha valamely o, ..., 0y skaldrokra
aai+...+oqa,=0=>0a=...= 0 =0.

Ellenkez§ esetben a vektorokat linedrisan osszefiiggdknek nevezziik.

A linedris fliggetlenség az algebra egyik legfontosabb alapfogalma, azt fogalmazza
meg, hogy a vektorok egy linedris kombinécidja CSAK tgy lehet 0, ha minden egyiitt-
hat6 0.

FIGYELEM! A definicié nem azt mondja, hogy ha minden egyiitthat6 0, akkor a
linedris kombindci6 is 0, ez ugyanis nyilvdnval6! Az implikdcié forditott irdnyu!

Fiiggetlen vektorok koziil egyik sem fejezhetd ki a tobbi linedris kombindcidjaként.

s

Ezt fogalmazza meg a kdvetkezd tételiink.

25.11 Tétel. Az ay,...,a; vektorok akkor és csak akkor linedrisan dsszefiiggdk, ha
valamelyik kifejezhetd a tobbi linedris kombindcidjaként.

Bizonyitas. Ha valamelyik vektor, példdul a; kifejezhetd a tobbi vektor linedris kom-
bindcidjaként, akkor
a) = oay +...+ ogay .
Ezt dtrendezve azt kapjuk, hogy
—ar+oay+...+ogap=0.

Ez azt jelenti, hogy a linedris kombindcié gy nulla, hogy az els6 egyiitthaté nem nulla.
Tehat a vektorok nem fiiggetlenek.
Forditva, tegyiik fel, hogy a vektorok osszefiigg6k. Ekkor van olyan linedris kombi-
nacid, amelyre
ojar+...+ogap =0,

de nem minden egyiitthaté nulla, példaul éppen o # 0. Akkor

azaz a kifejezhetd a t6bbi vektor linedris kombindcidjaként. [

25.12 Példa. Tekintsiik a kovetkezd vektorokat az R> térben

2 3 1
a=| —1 ap=10 az=| -2
3 4 2

és dontsiik el, hogy linedrisan fiiggetlenek-e.
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Egyszer( szdmolassal lathatjuk, hogy a3z = 2a; — ay, ezért a fenti vektorok Osszefiig-
gbk.

Az aldbbi egyszeri éllitdsok konnyen ellendrizhetSk a definicié alapjan.

25.13 Tétel. Tekintsiik az ay,...,a; vektorokat az R" vektortérben.
e Ha a vektorok linedrisan fiiggetlenek, akkor barmely részhalmazuk is az.
e Ha a vektorok kozott szerepel a 0, akkor linedrisan osszefiiggdk.
e Ha a vektorok kozott szerepel két azonos, akkor linedrisan dsszefiiggdk.

e Ha a vektorok dsszefiiggdk, akkor bdarmilyen vektorral bévitve is dsszefiiggdk.

Bizonyitas. Csak dtmutatét adunk a bizonyitds elvégzéséhez, a részletek kidolgozdsa
hazi feladat.

e Tekintsiik a részhalmaz egy linearis kombindacidjat, és szerepeltessiik a hidnyzo
vektorokat nulla egyiitthatéval.

e Tekintsiik a vektorok egy olyan linedris kombindcidjat, amelyben a nulla vektor
az 1, az Osszes tobbi vektor nulla egyiitthatéval szerepel.

o Tekintsiik a vektorok egy olyan linedris kombindciéjét, amelyben a két azonos
vektor +1 illetve —1 egyiitthatoval, az dsszes tobbi vektor nulla egyiitthatéval
szerepelnek.

o Tekintsiik a vektorok egy olyan linedris kombinécidjat, amely nulla, de nem min-
den egyiitthaté nulla, és szerepeltessiik a kib&vitett vektorokat nulla egyiitthat6-
val.

25.14 Példa. Tegyiik fel, hogy az a, b és ¢ vektorok linedrisan fiiggetlenek. Vajon
igaz-e, hogy az a+ b, b+ c, c + a vektorok is linedrisan fiiggetlenek?
Irjuk fel az adott vektorok egy linearis kombindcidjat, amelyrdl tegyiik fel, hogy
nulla:
og(a+b)+ar(b+c)+oz(ct+a)=0.

Rendezve az egyenlGséget

(OCI + (x3)a+ ((Xl + (Xz)b+ (062 + (X3)C =0
A fliggetlenség miatt innen az ad6dik, hogy

a+o3=0 oa+ap=0 om+a=0

Ennek egyetlen megolddsa o = ap = o3 =0, azaz az a+ b, b+ c és ¢ + a vektorok is
linedrisan fliggetlenek.
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Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgy(jtemény-1 II/1 és 11/3 szakaszok kidolgozott példdinak feldolgoza-
sa.

2. Hazi feladatok: a II/1 szakasz 1.1.3, 1.1.4, 1.2.2, 1.2.3, tovabba a II/3 szakasz
3.1.3,3.1.4,3.2.3,3.2.4,3.3.2 és 3.3.4 feladatai. feladatai.

3. Tankonyv-1 12.1, 12.2, 12.3, és 12.4 szakaszai.
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26.1. Generatorrendszer

26.1 Definicié. Az R” vektortérben az ay,...,ay vektorrendszert generdtorrendszernek
nevezziik, ha

lin{al,...,ak} :Rn7

azaz a tér minden vektora el$éll az adott vektorok linedris kombindcidjaként.

26.2 Példa. Tekintsiik a kovetkez vektorokat az R térben

1 0 3
ay = 0 ay = 1 a3z = -2
0 0 0

és dontsiik el, hogy generatorrendszert alkotnak-e.

Konnyii meggondolni, hogy nem alkotnak generatorrendszert, hiszen egyetlen olyan
vektort sem tudunk kifejezni, amelyiknek a harmadik koordintdja nem nulla. Ezek a
vektorok nem is fiiggetlenek, hiszen a3 = 3a; —2a;.

Ugyanakkor a kovetkezd vektorrendszer

1 0 0
e1=10 er=1| 1 e3 =
0 0 1

generatorrendszert alkot, hiszen barmely x vektor elallithaté az aldbbi médon:
X=Xxie1 +xzez +x3€3,

ahol x1,x;,x3 az x vektor koordinatdi. Egyszertien ellendrizhetd, hogy ezek a vektorok
egyébként linedrisan fiiggetlenek is.

Teljesen hasonldan értelmezhetjiikk az R" valamely M alterének generatorrendszerét
is.

26.3 Definici6. Azt mondjuk, hogy az ay,...,a; vektorok az M altér generitorrend-

szerét alkotjak (vagy az M alteret generdljak), ha az M barmely vektora el6éllithat6 az
ai,...,a; vektorok linedris kombinécidjaként.
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26.2. Bazis

26.4 Definici6. Az R" vektortérben az ay,...,a; vektorrendszert bdzisnak nevezziik,
ha

e linedrisan fiiggetlen rendszer, és

e generdtorrendszer.

26.5 Példa. Ahogy az el6z6 példankban lattuk, az R3 vektortérben az

1 0 0
el = er=| 1 e3 =
0 0 1

vektorrendszer bdzis, hiszen egyszerre linedrisan fiiggetlen és generatorrendszer. Telje-
sen hasonléan l4thatd, hogy az

0

a) = 1 ay = 1 a3z = 0
1

vektorrendszert ugyancsak bazist alkot. (Ellendrizziik!) Ugyanakkor a
2

ai=1 0 ap=1| —1
0

vektorrendszer nem bazis, hiszen nem alkot generdtorrendszert (bar linedrisan fiigget-
len).

A definicidja alapjan ellendrizhetjiik a bazis kovetkezd tulajdonsdgait.
e Egy bdzis maximadlis elemszdmi linedrisan fiiggetlen rendszer.
e FEgy bazis minimdlis elemszdmu generdtorrendszer.
e Egy vektortérben minden bdzis azonos elemszamu.

e Egy vektortérben barmely vektor egyértelmtien irhat6 fel a bazisvektorok linedris
kombindcidjaként.
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26.6 Definicié. Az R” vektortérben az aldbbi vektorrendszert standard bdzisnak ne-
vezziik:

1 0 0
1 0
€1 = . € = €n =
0 0 1
ezekre a vektorokra a tovabbiakban mindig az e jelolést haszndljuk (k= 1,...,n).

Ellendrizziik, hogy ezek a vektorok valéban bazist alkotnak! Bizonyos értelemben a
vektortérben ez a "legegyszertibb" bdzis, hiszen barmely x vektor esetében

x=x1ey+...+xpe,.

ahol x1,...,x, az x vektor koordinatdit jelolik.

26.3. Dimenzio

A bdzis tulajdonsédgai alapjan bevezethetjiik az alabbi definiciot.

26.7 Definicié. Egy vektortér vagy altér dimenzi6jdn a benne taldlhaté maximadlis line-
arisan fuggetlen rendszer (azaz bazis) elemszamat értjiik.

26.8 Példa. A Példa értelmében barmely n természetes szdmra

dimR" =n
hiszen az ey,. .., e, fiiggetlen rendszer maximadlis, azaz tovabb nem bovithetd.
26.9 Példa. Tekintsiik most az
2 1 5
a) = 2 ap=| —1 az = 3
-3 1 -5

vektorok 4ltal generdlt M alteret, és hatdrozzuk meg a dimenzidjat!
Konnyen ellendrizhet8, hogy a; €s aj linedrisan fiiggetlenek, de ay,as, a3 mar nem,
hiszen
2a1+ay =as.

Ezért a generalt altér dimenzidjara az adddik, hogy
dimM = dimlin{a1 ,a27a3} =2.

Az el6z8 megallapitdsunk szerint persze az is igaz, hogy dimlin{a,ar} = 2.
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26.10 Definici6. Valamely ay,...,a; vektorok altal generalt altér dimenzidjat a vektor-
rendszer rangjdnak is nevezziik, jelolésben:

rank{ay,...,a;} =dimlin{ay,...,a;}.

26.4. Elemi bazistranszformacio

Ebben a szakaszban egy nagyon egyszer( és széleskorlien hasznédlhat6 eljardst mu-
tatunk be, amellyel gyorsan ellendrizhetd, hogy egy adott vektorrendszer linedrisan
fuggetlen-e.

Tekintsiink az R” vektortérben egy a vektort, amely a standard bézissal az

a=oqe|+...+ e, (26.1)
alakban frhat¢ fel. Tekintsiink egy mdsik b vektort is, amelynek eld4llitdsa
b=PBie;+...+ Bren ahol Py #0. (26.2)

KERDES: Milyen linedris kombindciéval adhaté meg az a vektor, ha a standard bézis
helyetta b, ey, ..., e, bazist tekintjiik, azaz az e; vektort a b vektorra cseréljiik?
MEGJEGYZES: Konnyen ldthaté, hogy a 8 # 0 feltétel miatta b, ey, ..., e, rendszer
bazis, hiszen egyrészt n-elemt, masrészt fiiggetlen a tobbi vektortdl (hiszen b elGallita-
sdhoz sziikség van az e vektorra is).
Fejezziik ki az e; vektort a (26.2)) egyenl&ségbdl:

majd helyettesitsiik ezt be e; helyére a (26.1)) egyenl&ségbe. Rendezés utdn azt kapjuk,
hogy

o 041 [04]
_ay, _a U R 26.3
“T B * (az Bi ﬁz) et (a B p )e (269

Ez az eljards, amelyet elemi bdzistranszformdcionak neveziink, megadja az a vektor
eldallitasat az 4j b, e, ..., e, bazisban.

26.11 Példa. Az elemi bézistranszforméci6 haszndlatdval vizsgaljuk meg, hogy az

1 2 3
a=| 1| b=| 1| c=]| 3
~1 —4
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vektorok linedrisan fiiggetlenek-e. Az eljards a kovetkezd:

(] 2 3] 2 3|1
-1 1 3|[3] 6| 2

2 -1 —-4|-5 -10 0

Ez a szdmolds azt mutatja, hogy a vektorok nem linedrisan fliggetlenek, nevezetesen
a ¢ vektor kifejezhets az a és b vektorok segitségével, éspedig ¢ = —a + 2b. Ekkor az
a,b, c vektorrendszer rangja 2, azaz

dimlin{a,b,c} =2.

26.12 Példa. Tekintsiik az R?* tér kovetkezd vektorait

1 2 -1 1

0 1 -2 1

a=| _ ay = 0 a3 =1 _3 as= 1|
-1 8 3

és hatdrozzuk meg, hogy az R* vektortérben hany dimenziés az a;,ay, a3, a4 vektorok
altal generalt
M =lin{ay,ap,a3,a4}
altér!
Végezziik el az elemi bazistranszform4ciét a megadott vektorokra, akkor azt kapjuk,

hogy
2 -1 1] 2 -1 1] 3 -1
o 1 -2 1|[1] 2 1|2 1
-1 0 -3 1 2 —4 2 0 0
2 -1 § -3|-5 10 -5 0 0
Innen azt lathatjuk, hogy az a3 és as vektorok linedrisan fiiggnek az a; és a vektorok-
t6l, nevezetesen
ay =3a; —2ay
illetve
ay = —a;+ay
Tehat az ay,a;,as,ay vektorrendszerben csak két linedrisan fiiggetlen vektor van a; és
ay. Innen adédik, hogy

dimM = dimlin{a;,az,a3,a4} =2.
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Otthoni tanulashoz
1. A Feladatgy(ijtemény-1 II/3 szakasza kidolgozott példdinak feldolgozdsa.
2. Hazi feladatok: a II/3 szakasz 3.1.4, 3.1.5, 3.2.4, 3.2.5, 3.3.2, 3.3.5 feladatai.
3. Tankonyv-1 14.1 szakasza.
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27.1. Linearis leképezések

Legyenek n és m természetes szamok, €s tekintsiik az R" és R™ n, illetve m-dimenzids
vektortereket.

27.1 Definicié. Az A : R" — R leképezést linedris leképezésnek nevezziik, ha
o A(x+y) =Ax+Ay
o A(ox) = 0tAx

barmely x,y € R" vektorok és o € R skaldr esetén.

Ha n = m, azaz a leképezés a vektorteret onmagéba képezi, akkor linedris transzfor-
mdciorol beszéliink.

Konnyen ellendrizhetjiik egy linedris leképezés kovetkezd tulajdonsagait:

o A(ax+ By) = aAx+ BAy barmely x,y vektorokra és o, B skaldrokra.

e A0 =0, azaz a 0 vektor képe mindig a O vektor.

27.2 Példa. Az aldbbiakban megadunk olyan leképezéseket, amelyek az R? sikot
onmagdba képezik.

1. Legyen A az a leképezés, amely barmely x vektorhoz a A-szorosét rendeli, azaz
Ax = Ax.

2. Legyen A az a leképezés, amely barmely x vektorhoz a vizszintes tengelyre vo-
natkozé tiikkorképét rendeli.

3. Legyen A az a leképezés, amely barmely vektorhoz az y = x 45°-0s egyenesre
vonatkoz6 vetiiletét rendeli.

4. Legyen A az a leképezés, amely barmely x vektorhoz az origd koriil ¢ szoggel
pozitiv irdnyba torténd elforgatottjat rendeli.

Mutassuk meg, hogy a fenti példak mindegyikében A az R? sik egy linedris transz-
formdcidjat definidlja, azaz kielégiti a definicié két egyenlGségét. Készitsiink dbrakat!
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27.2. Leképezések matrixa

Az aldbbiakban azt vizsgdljuk meg, hogy ha egy linedris leképezés esetén ismerjiik a
bazisvektorok képeit, akkor mar tetszéleges vektor képét el6 tudjuk allitani.

Legyen ugyanis A : R” — R™ linedris leképezés, tovdbbd legyen ey, ..., e, a standard
bazis az R" vektortérben. Ha most x € R” egy tetszSleges vektor, akkor x felirhaté a
standard bdzis linedris kombindcidjaként:

X=x1e1+...+txuey,.

Alkalmazzuk mindkét oldalra az A leképezést, akkor a linearitas tulajdonsagat felhasz-
nalva

Ax =x1Ae| + ... +x,Ae,,

azaz Ax megaddsdhoz csak az Aey,...,Ae, vektorokra van sziikség.
Tegyiik fel ezért, hogy fi,..., fm a standard bazis az R™ vektortérben, és irjuk fel az
Aey,...,Ae, vektorokat a bazis linedris kombinaci6iként ebben a térben:

Aey = anfitaufat-.-+tamfum
Aey anfitanfr+...+amfm

Aey, ainfi+amfr+ ...+ amnfm

Ezekben az egyenldségekben 4116 egyiitthatokat egy tabldzatba gy(ijtve az aldbbi m x n-
es mdtrixhoz jutunk, amelyet az A leképezés mdtrixdnak neveziink.

an arn [257))

azi ay ... azn
A=

aml  4m2  --- dmn

amelynek m sora és n oszlopa van. A mitrix j-ik oszlopa az Ae; eleddllitdsa az R™
tér f1,...,fm bazisdban. Ezdltal egy x vektor Ax képét ugy allithatjuk el8, hogy az A
matrixat megszorozzuk az x vektor koordindtdival az aldbbi médon:

ayy agpp ... dip X1 apxy+...+apxn
ay axp ... a4y X2 ax(X] + ...+ apxy

Ax = . . . = . (27.1)
Aml  dm2  --- Admn Xn A1 X1+ ...+ ApnXn

azaz, az Ax szorzat egy m-koordinataju R™ térbeli vektor lesz.
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Vildgos, hogy minden linedris leképezés az adott bazisban matrix-alakban irhat6 fel.
Ugyanakkor forditva, az is vildgos, hogy a egyenldséggel a vektortéren egy li-
nedris leképezést értelmeziink. Tehat kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést taldltunk
a linedris leképezések €s a matrixok kozott.

FIGYELEM! A tovdbbiakban nem tesziink kiilonbséget a linedris leképezések és
matrixaik kozott.

27.3 Példa. Tekintsiik a Példaban értelmezett linedris transzforméacidkat, akkor
azok matrixai sorrendben:

a=[3 2] 2as[y 9] sa=[13 ]

4 A— { cgs(p —sin@ }
sin @ cos

Készitsiink dbrat, és azon ellendrizziik!

27.3. Matrix rangja és szabadsagfoka

27.4 Definicio. Tekintsiink egy A : R” — R™ linedris leképezést (azaz m X n-es matri-
xot). Az A értékészletét
imA ={y € R™: vanolyan x € R", hogy y = Ax}
az A képterének, mig a
kerA = {x e R" : Ax =0}

halmazt az A magterének nevezziik. Vildgos, hogy kerA, illetve imA egyarant alterek
az R" illetve R"™ vektorterekben.

A definici6 szerint az imA altér nem mds, mint azon vektorok altere, amelyek ki-
fejezhetSk az A oszlopainak linedris kombinaciéiként. Ha tehat ay, ..., a, jelolik az A
oszlopvektorait, akkor

imA =lin{ay,...,an}.

Teljesen hasonldan a kerA altér azon x vektorokbdl 4ll, amelyekre
Ax=xja1+...+xpa, =0,

ahol xp,...,x, az x vektor koordin4tdit jelentik.

27.5 Példa. Tekintsiik példdul a kovetkez6 A matrixot:
1 3 1

A=| =2 1 5
2 2 =2
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és oszlopait jelolje rendre ay, a; €s a3. Elemi bazistranszforméciéval lthatjuk, hogy az
oszlopok nem fiiggetlenek, hiszen az = —2a; + a;. Ezért A képtere, azaz az oszlopvek-
torok altal generalt altér:

imA = lin {al ,az} .

7z

Masrészt az el6z6 egyenldséget rendezve azt kapjuk, hogy
—2a;+ay;—a3=0.

Ez azt mutatja, hogy

-2 -2
kerA = lin 1 =<t 1 |eR¥:teR Y,
-1 -1

azaz mindezen vektorokat A-val szorozva a nulla vektort kapjuk.

27.6 Definicié. Az A m x n-es matrix rangjdn a képtér dimenzidjat értjiik:
rankA = dimimA
azaz az A linedrisan fliggetlen oszlopainak maximalis szdmat. Az A szabadsdgfoka

degA = dimkerA.

Példéul a[27.5|Példdban vizsgdlt A métrix esetében rank A = 2 és degA = 1.
27.7 Tétel. Bdrmely A m x n-es mdtrixra rankA +degA =n

Bizonyitas. Legyenek ay,...,a; a kerA altér, illetve Aby,...,Ab,, az imA altér ba-
zisvektorai. Megmutatjuk, hogy az

aiy...,ag,b1,....by
vektorok egyiittesen az R” tér bazisat adjak. Egyrészt linedrisan fliggetlenek, mert az
oay+...+ogag+ Piby+ ...+ Bubm =0
egyenlséget A-val szorozva a
Bi1Ab| + ...+ BnAby, =0

egyenlGséghez jutunk, és innen B = ... = fB,, = 0 adddik. Ebbdl kovetkezik, hogy
a=...=o=0.
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Misrészt generatorrendszert is alkotnak, ugyanis, ha x € R” tetszSleges, akkor Ax €
imA, és igy kifejezhet6 az Aby,...,Ab,, vektorokkal:

Ax = BlAbl +...+ ﬁmAbm

Ekkor x — (B1b1 + ...+ Bmbm) € kerA, ezért kifejezhetS az ay, ..., a; vektorok linedris
kombindcidjaval, azaz

x—(Bib1+ ...+ Bmbm) = aja; + ...+ ogay.

Kovetkezésképpen k+m = n. a

27.4. Matrixok szorzasa

Tekintsiik az aldbbiakban az A : R" — R és B : R” — R lineris leképezéseket. Ekkor
képezhetjiik a BoA : R" — R¥ kompozicié leképezést, amelyet linedris leképezések
esetén szorzatként jeloliink:

BA =BoA.

Konnyfi ellendrizni, hogy BA : R" — R¥ is linedris leképezés, tehat a standard bazisban
a matrixa k x n méretdi. Vajon hogyan dllithat6 el6 ez a matrix?

Valamelyik j indexre tekintsiik az Ae; vektor képét a B leképezésnél, azaz a B(Ae;)
vektort. Ennek a vektornak az i-ik koordinatdja:

bilalj +... +b,~mamj,

ami a BA szorzatmdtrix i-ik sordban és j-ik oszlopdaban all6 elem lesz. Tehét a két
matrixot Ugy szorozzuk 6ssze, hogy B sorait a fenti szabély szerint megszorozzuk A
oszlopaival.

FIGYELEM! A sorrend fontos, a BA szorzat nem egyezik meg AB-vel, s6t el6for-
dulhat, hogy a forditott sorrend nincs is értelmezve!

27.8 Példa. A fenti szabaly szerint ellendrizziik a kovetkezd matrixszorzast:

23 10 _i 4 _‘1‘ 14 -7

-1 0 2 1 =2 5 -1

1 1 -1 1 0 3 =2 1 -1 -1
1 1 0

azaz a szorzatmatrix 3 x 3 méret.
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27.9 Példa. Tekintsiik az o paraméterrel megadott

1 2 5
A= 2 -1 0
-3 04

mdtrixot, és hatdrozzuk meg a rangjat és szabadsdgfokat. Elemi bazistranszformdcidval

2 5| 2 5 1
2 -1 0 ~10 2
-3 I « 7 a+l15 | a+1

Innen azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy

3 haa#-1

rankA:{ > hao— —1

és ennek megfelelGen, a[27.7] Tétel értelmében

[ 0 haa#-1
degA*{l hao=—1.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 11/2 és 11/3 szakaszai kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a I1/2 szakasz 2.1.2, 2.1.3, tovabba a II/3 szakasz 3.4.4, 3.4.6,
3.4.7,3.4.8,3.5.2,3.6.2,3.7.6,3.7.7 feladatai.

3. Tankonyv-1 12.6, 12.7, 12.8 és 14.2 szakaszai.
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28.1. Homogén linearis egyenletrendszerek

Homogén linedris egyenletrendszeren az aldbbi rendszert értjiik:

0

ax)+...+apx,

amix1 +...+agpxn = 0

ahol az a;; egyiitthatok adott val6s szdmok. Megoldand6 az egyenletrendszer az
X1,...,X, ismeretlenekre.

Ha 6sszedllitjuk az egyiitthatok A métrixat és az ismeretlenek x vektorat a kovetkezd
moédon:
arl cee aln X1

aml -+ Qun Xn

akkor a fenti homogén rendszer a kdvetkezd egyszer(i alakban irhat6 fel:
Ax=0 (28.1)

amely megolddsainak halmaza éppen a kerA altér. Az x = 0 vektor mindig megoldds,
ha nem ez az egyetlen, akkor végtelen sok megoldas van.

28.1 Példa. Allitsuk el az alabbi homogén linedris egyenletrendszer dltaldnos megol-
désat (azaz az Osszes megoldast).

x1+3x —3x3 =
2x)+xp+4x3 =
X1 +2x—x3 =

oS O O

Ekkor az egyenletrendszer egyiitthat6-matrixa
1 3 -3
A= 2 1 4
1 2 -1

és az egyenletrendszer az Ax = 0 alakban irhat6 fel. Alkalmazzuk az A matrixra az
elemi bazistranszform4ciot:

] 3 -
2 1 4|[-5] 10]-2

1 2
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Ez azt jelenti, hogy A oszlopai linedrisan Osszefiiggdk, az oszlopokat az ay,a;,a3 vek-
torokkal jelolve

as :301—202, azaz 3a1—2a2—a3:0‘

Ezért x| = 3, xp = —2 és x3 = —1 nyilvanvaléan megoldast szolgdltatnak, az altaldnos
megoldds pedig az
3
x=t-| =2 |, teR

-1
alakban adhat6é meg. Vildgos, hogy ebben az esetben

degA=1 ¢és rankA=2.

28.2. Inhomogén linearis egyenletrendszerek

Tekintsiik az A m x n-es matrixot, és legyen b € R™ adott nem nulla vektor. Ekkor az
Ax=D> (28.2)

rendszert inhomogén linedris egyenletrendszernek nevezzik.

28.2 Allitas. A rendszer akkor és csak akkor megoldhato, ha b € imA, azaz a b
vektor elddllithato az A oszlopainak linedris kombindciojaként.

A rendszer megolddsa csak akkor egyértelmii, ha az A oszlopai linedrisan fiiggetle-
nek, azaz a szabadsdgfoka nulla.

Bizonyitas. Csak az egyértelmiiséget kell igazolnunk. Indirekt mddon, ha lenne két
kiilonb6z6 megoldas, x és y, akkor

A(x—y)=Ax—Ay=b—-b=0,

ekkor azonban A oszlopai linedrosan 0sszefiiggdk. [
Tegyiik fel, hogy ismerjiik az inhomogén rendszer valamely X partikuldris megolda-

sat. Ekkor a rendszer barmely megolddsat elGéllithatjuk a homogén rendszer megolda-
sainak ismeretében. Ezt fogalmazza meg a kovetkezd tételiink.

28.3 Tétel. Legyen X az inhomogén rendszer valamely megolddsa. Ekkor az inhomogén

2

rendszer barmely megolddsa elddllithato az
X =X4+Xxg

alakban, ahol xo a homogén rendszer valamely megolddsa. Forditva, ha xo a homogén
rendszer tetszbleges megolddsa, akkor X + xq kielégiti az inhomogén rendszert.
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Bizonyitas. Valoban, ha x az inhomogén rendszer valamely megolddsa, akkor tekint-
siikk az x() = x — X vektort. Erre a vektorra

Axg=A(x—X)=Ax—Ax=b-b=0,
azaz xq kielégiti a homogén rendszert, €s x = X+ xg.
Forditva, ha xy a homogén rendszer egy tetszéleges megolddsa, akkor az x = X + xg
vektorra
Ax=A(X+x0) =Ax+Axo=b+0=0,
azaz x az inhomogén rendszer megolddsat adja. [

28.4 Példa. Adjuk meg az aldbbi inhomogén rendszer dltaldnos megoldasat:
X1 —xp+3x3+3x4 =

X1 =20 4+x3—x4 =

2x1+xp—x3+5x4 = 6.
Ekkor a korabbi jeloléseinket haszndlva
1 -1 3 3 1
A= 1 =2 1 -1 és b=| 4
2 1 -1 5 6

Mivel az A matrixnak 3 sora és 4 oszlopa van, ezért a szabadsdgfoka legaldbb 1, azaz a
megoldds biztosan nem lesz egyértelmd. Elemi bazistranszformdcidval

-1 3 3|1 -1 3 3|1 5 7] -2]2] 3
1 -2 1 —1|4 2 43 2 41321
2 1 -1 516 3 -7 —1|4 13| 131 =1

Tehét az A matrix rangja 3, és a szabadsdgfoka 1. Ha az A matrix oszlopaira rendre
az aj,ap,as,ay jelolést haszndljuk, akkor ez a szdmolds azt mutatja (1asd az utols6 két
oszlopot), hogy

a4 =2ay+2ar+a3 tovabba b=3a; —ar—aj.

Igy megadhatjuk az inhomogén rendszer és a homogén rendszer egy-egy megolddsat:

3 2
= -1 és xp= 2
I L
0 -1
Tehat a fenti tételiink értelmében az inhomogén rendszer dltaldnos megoldésa:
3 2
x=F+1-x0= j +1- ? reR.

0 -1
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28.5 Példa. Tekintsiik az o és B valds paraméterekkel megadott Ax = b inhomogén
rendszert, ahol

1 -1 0 1
A= 2 1 3 és b= 2
-1 1 «a B

Vizsgéljuk meg, hogy a paraméterek milyen értékei mellett oldhaté meg az egyenlet-
rendszer. Végezziik el az elemi bazistranszformdciét:

(1] =1t o] 1| -t o 1| 1t] 1
2 3

1 3)2[3] 3 off 1| o

-1 1 alp 0 a|B+1|oa|p+1
Ennek alapjan az aldbbi kovetkeztetést vonhatjuk le:
e pontosan egy megoldds van, ha o # 0 és 3 tetszSleges
e végtelen sok megoldéds van, haaa =0és f = —1
e nincs megoldds, ha o =0és f # —1
Az A matrix rangjdra és szabadsdgfokdra az adédik, hogy

3 hao#0

rankA:{ 2 hao—0

illetve
[0 haa#0
degA‘{ I haa=0.

28.3. Inverz matrix

Jelolje E azt az n x n méretli matrixot, amelynek fédiagondlisdban minden elem 1, azon
kiviil minden elem 0. Ezt a métrixot n X n-es egységmadtrixnak nevezziik. Vildgos, hogy
E mint linedris leképezés, az identikus leképezés, hiszen minden x vektorra Ex = x.

28.6 Definicié. Tekintsiink egy n x n-es A négyzetes matrixot. Azt mondjuk, hogy A
invertdlhatd, ha van olyan n x n-es A~! matrix, amelyre

AA"'=E.

Ezt az A~ ! métrixot az A inverzének nevezziik.
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Kénnyen lathaté, hogy A~! az inverz leképezés, azaz AA~!x = x minden x € R”
esetén. Az is vilagos, hogy ilyenkor A~'A = E is érvényes.

Az inverz létezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy a leképezés kdlcsonosen
egyértelmi legyen. Ezen az észrevételen alapul a kovetkezs tétel.
28.7 Tétel. Egy A n X n-es mdtrixra a kivetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. A invertdlhato

2. az A oszlopai linedrisan fiiggetlenek

3. kerA = {0}
4. imA =R"
5. rankA =n
6. degA =0.

A péronkénti ekvivalencidk ellenSrzése helyett az ilyen 4llitdsokat a matematikdban
ugy szoktak bizonyitani, hogy sorrendben igazoljuk a kdvetkezd implikacidkat:

1=22=3=24=5=6=1

Gondoljuk végig, hogy ezek az implikaciok valéban konnyen ellendrizhetdk, és ezekbdl
valéban kovetkezik a fenti dllitdsok ekvivalencidja.

Invertdlhaté matrixok esetében az inhomogén linedris egyenletrendszerek megolda-
st nagyon egyszer(ien lehet megadni.

28.8 Tétel. Legyen A n X n-es invertdlhaté mdtrix. Akkor az
Ax=b
inhomogén linedris egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato, és a megoldds az
x=A"p

alakban adhato meg.

Erdemes megjegyezni, hogy ennek ellenére az egyenletrendszer megolddsa az el6-
z3 szakaszban tanult elemi bdzistranszformdacidval édltaldban kevesebb szdmoldssal jér,
mint az inverz meghatdrozdsa. Az inverz kiszdmitdsa akkor elény6s, ha az inhomogén
egyenletrendszert tobbszor, mas és mds b vektorral a rendszer jobb oldalan kell megol-
dani.
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28.4. Az inverz matrix meghatarozasa

Tekintstink egy A n x n-es invertdlhaté matrixot. Az inverz matrix meghatdrozasat igy
képzeljiik el, hogy keressiik azt az X n X n-es métrixot, amelyre AX = E. Ha az isme-

retlen X matrix oszlopait rendre x1,...,x, jeloli, akkor ez az n-szamu
Axp = ey
(k=1,...,n) inhomogén linedris egyenletrendszer megolddsat jelenti. Ezt az eljdrast az

alabbi példan szemléltetjiik (ahol egyszerre oldjuk meg az egyenletrendszereket).

28.9 Példa. Invertdlhat6-e az aldbbi A matrix? Ha igen, éllitsuk el§ az inverzét:

Az Ax = e, Ax = e, Ax = e3 egyenletrendszereket egyszerre megoldva:

1tft ool 11| 1t ool of 1 -1 o0
01 1|0 1 0 1| o1 of 1| 0 1 0
10 1[0 0 1|[-1 0|-1 01 -1 1 1

Ha a kijelolt elemi bazistranszformdacidt elvégezziik az utolsé harom oszlopon, akkor
azt kapjuk, hogy

-1 0
Al = 1 0 -1,
- 1

amir6l kézvetlen szorzéssal ellendrizhetjiik, hogy AA~! = E, azaz valéban az A inverze.
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Otthoni tanulishoz

1. A Feladatgy(jtemény-1 11/4 és 11/5 szakaszai kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a I1/4 szakasz 4.1.5, 4.1.6, 4.2.2, 4.2.3, 4.3.4 tovabba a II/5 sza-
kasz 5.1.3,5.2.2,5.3.6,5.3.7, 5.4.2 feladatai.

3. Tankonyv-1 12.1, 13.7 és 14.2 szakaszai.
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29.1. Sajatérték, sajatvektor

29.1 Definici6. Tekintsiik az A : R” — R” linedris transzformaciot, azaz n x n-es matri-
xot. Azt mondjuk, hogy a A szdm az A sajdtértéke, ha van olyan v # 0 vektor, amelyre

Av=Av.

Tlyenkor a v vektort a A sajatértékhez tartozo sajdivektornak nevezziik.

29.2 Példa. Tekintsiik példéul az R3 tér alabbi A transzforméci6jat és a v vektort, ahol

ekkor konnyen ellenérizhetd, hogy
Av =2y

azaz A = 2 az A sajétértéke, és v egy hozza tartozo sajatvektor. Az is lathatd, hogy az

vektorra
Au=0

tehdt A = 0 is sajatérték, és u egy hozza tartozo sajatvektor. Ellendrizziik, hogy A = —1
is az A sajatértéke, és keressiink hozza tartozé sajatvektort is!

FIGYELEM! Valamely A sajdtértékhez tartoz6 sajitvektor soha nem egyértelmdi.
Gondoljuk meg, hogy ha v sajdtvektor, akkor annak barmely v skaldrszorosa is az.
Valéban,

Alav) =aAv=0o-Av=A(av).

29.3 Példa. Vizsgéljuk most meg a Példdban ismertetett sikbeli transzformdaciodkat.

1. Ha A az o-szoros nyujtds, akkor o az A egyetlen sajtértéke, és a sik minden
vektora sajatvektor.

2. Ha A a vizszintes tengelyre vonatkozé tiikr6zés, akkor A; = 1 sajatérték, és az e|
vektor egy megfelels sajatvektor, tovdbba Ay = —1 is sajatérték, és e, egy hozzd
tartozé sajatvektor.
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3. Ha A a 45°-o0s szogfelezGre torténd merdleges vetités, akkor a sajatértékek és a
megfelel sajdtvektorok a kovetkezok:

AM=1 és vlz{” illetve A, =0 és vz:{_”

4. Ha A az origé koriili 0 < ¢ < 27 szoggel torténd elforgatds, akkor ¢ = 0 esetén
A =1, mig ¢ = 7w esetén A = —1 az egyetlen sajatérték. Mindkét esetben a sik
minden vektora sajatvektor.

Mis ¢ szogekre az A elforgatdsnak nincs valds sajatértéke.

29.2. Sajataltér

29.4 Definici6. Tekintsiik az R" tér valamely A linedris transzformdciéjdt, és tegyiik
fel, hogy A az A sajatértéke. Ekkor mindazon v vektorok, amelyekre Av = Av alteret
alkotnak, amelyet az A transzformdacio A sajatértékéhez tartoz6 sajdraltérnek neveziink.
Jelolésben

Sa(A)={veR":Av=Av}

29.5 Példa. Vizsgéljuk meg példaul a kovetkez8 matrixot

1 0 0
A=[1 2 0
0 0 2
Egyszer(i szdmoldssal ellendrizhetjiik, hogy A =2 az A sajétértéke, és az e;, e3 vektorok
egyarant sajatvektorok, és linedrisan fiiggetlenek.
Az is vildgos, hogy tovabbi fiiggetlen sajatvektorokat ehhez a sajatértékhez nem ta-
lalhatunk, ezért a sajataltérre

dimS4(2) =2

tovdbbd e, és e3 ennek az altérnek a bdzisat szolgaltatjak.
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29.3. Sajatvektorok meghatarozasa

Tegyiik fel ebben a szakaszban, hogy A olyan n X n-es matrix, amelynek a A szdm
sajatértéke. Vajon hogyan hatdrozhaté meg az dsszes megfelel6 sajatvektor?
Jelolje E az n x n-es egységmatrixot, és tegyiik fel, hogy v valamelyik, a A sajétér-
tékhez tartozo sajatvektor. Ekkor
Av=Av=AEv
illetve az egyenl&séget atrendezve

(A—AE)y=0

tehdt a v vektorra egy homogén linedris egyenletrendszer adédik. Fogalmazzuk meg
tételben ezt az észrevételiinket.

29.6 Tétel. Legyen A egy nx-es mdtrix, és A az A sajdtértéke. Ekkor
Sa(A) =ker(A—AE)

azaz a sajdtaltér egy homogén linedris egyenletrendszer dltaldnos megolddsa.

Kiilon érdekes a A = 0 eset. Ha ugyanis ez sajatérték, akkor az Av = 0 homogén
linedris egyenletrendszernek van nem nulla megolddsa, azaz A rangja nem lehet n. Ezt
egy kiilon tételben is megfogalmazzuk.

29.7 Tétel. A akkor és csak akkor invertdlhatd, ha A = 0 nem sajdtérték.

Altaldban j6val nehezebb feladat azonban egy A linedris transzformécié sajétértékei-
nek megtaldldsa.

29.4. Linearisan fiiggetlen sajatvektorok

Tekintsiik az A transzformdciét az R” téren, és tegyiik fel, hogy a A, ..., Ay kiilonbozd
szamok az A sajatértékei, tovabbd vy,...,v; az azonos indexd sajatértékekhez tartozé

nem nulla sajatvektorok. Megmutatjuk, hogy ezek a vektorok linedrisan fiiggetlenek.

29.8 Tétel. Kiilonbozd sajdtértékekhez tartozé nem nulla sajdtvektorok linedrisan fiig-
getlenek.
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Bizonyitas. A tételt teljes indukcidval igazoljuk. Az dllitas k = 1-re nyilvanvald. Te-
gyiik fel, hogy az dllitds k — 1-ig igaz, és indirekt mddon tegyiik fel, hogy vy,..., v
Osszefliggdk. Ezt jelenti, hogy van olyan linedris kombinéaciéjuk, amelyre

avi+...+ogve =0 (29.1)

de nem minden egyiitthaté nulla, pl. az egyszerliség kedvéért o # 0. Alkalmazzuk
mindkét oldalra az A transzformaciot, akkor

AV + ..+ oAV = A v+ oy Av =0

Ha ez ut6bbi egyenlségbdl kivonjuk a (29.1) egyenlSség Ag-szorosit, akkor utolso tag
kiesik, és azt kapjuk, hogy

o (A = Avi 4o oot (A=t — A)vk—1 =0.

Mivel a sajatértékek mind kiilonbozbek, azért o # 0 miatt itt a v; egyiitthatéja nem
nulla, ami azt jelentené, hogy a vy,...,v;_ vektorok linedrisan 6sszefiiggk. Ez azon-
ban ellentmond az indukcids feltevésnek. g

29.9 Példa. Tekintsiik a Példdban vizsgalt A matrixot. Egyszerti szdmoléssal 14t-
hatjuk, hogy A; =2, 4, =0 és A3 = —1 egyardnt az A sajatértékei, és hozzdjuk tartozé
sajatvektorok rendre

vi=| 1|, w=] —1 és v3=| —1

Elemi bazistranszformaciéval konnyen ellendrizhetjiik, hogy a vy, v,, v3 vektorok va-
I6ban linedrisan fiiggetlenek.

29.5. Transzformaciok diagonalis alakja

Egy matrixot diagondlis alakiinak neveziink, ha a f6diagondlisan kiviil csak nulla ele-
mei vannak. Az ilyen matrixok kezelése (pl. szorzds, hatvanyozds) igen egyszer(, ezért
hasznosak lehetnek a linedris algebraban, és az alkalmazasaiban is. Erdekes kérdés te-
hat, hogy egy adott matrixhoz taldlhatunk-e olyan bazist, amelyben az diagondlis alaku
lesz. Latni fogjuk, hogy ez éppen a sajatvektorokbdl al16 bazis (amennyiben ez 1étezik).

Tegyiik fel, hogy az n x n-es A matrix sajtértékei Ay, ..., A, (nem feltétleniil mind
kiilonbozbek), és a hozzajuk tartozé sajatvektorok vy,...,v,, amelyekrsl tegyiik fel,

hogy linedrisan fiiggetlenek. Mivel a szamuk n, ezért ezek a vektorok ilyenkor az R”
bézisat alkotjak.
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Irjuk most fel az A transzformécié matrixat a sajétvektorok bézisdban. Jelolje A a
matrixot az Uj bazisban. Mivel a sajdtvektorokra

AkaAvk k:l,...,n

azért A a kovetkezd alakot 6lti:

M ... O
A= .
0 ... A
Vizsgéljuk meg, hogy milyen Osszefiiggés van az A transzformécié ey, ..., e, bazisban,
illetve a vy,...,v, bazisban felirt matrixai kozott. Jelentse S azt az n x n méreti matri-
xot, amelynek oszlopai rendre a vy, ..., v, sajitvektorok, azaz
Sek =V

Vildgos, hogy S invertdlhatd, hiszen a feltételiink szerint az oszlopai linedrisan fiigget-
lenek. Tovabba

Avk = SAAek

minden k = 1,...,n esetén. Mindkét oldalt az S~! matrix-szal szorozva
S71ASe, = Aey

minden k index mellett, ezért

A=s571A8
Ezt az eredményiinket a kovetkez§ tételben foglaljuk Ossze.
29.10 Tétel. Tegyiik fel, hogy A olyan n X n-es mdtrix, amelynek sajdtértékei Ay, . .., Ay
és a hozzd tartozo vy, . .., vy sajdtvektorok a tér bdzisdt alkotjdk. Akkor a sajdatvektorok

bdzisdban A olyan A diagondlis alaki mdtrix, amelynek fédiagondlisdban a sajdtérté-

kek dllnak, tovdbbd
A=s57'As

ahol az S mdtrix oszlopai a vy, ..., vy, sajdtvektorok.
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29.11 Példa. Tekintsiik djra a [29.2| Példdban megadott A transzforméciot. Ekkor a
AL =2, A =08&s A3 = —1 sajatértékekhez tartozé

vi=| 1|, wn=]| —1 és v3=1| —1
1

sajdtvektorok linedrisan fiiggetlenek, ezért az R3 tér bézist alkotjdk. Tehat a sajdt-
vektorok 4ltal alkotott bazisban az A transzformdacié madtrixa diagondlis alakd lesz. A
tételiink szerint az

2 1 1 2 0 0
Ss=11 -1 1 és A=[0 0 0
1 -1 2 0 0 -1
jelolésekkel
A=5"'4S

Ellendrizziik ezt az egyenlGséget kozvetleniil is, az S~! inverz métrix meghatdrozasa-
val, és a kijelolt miveletek elvégzésével!

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgy(jtemény-1 II/6 szakasza kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a II/6 szakasz 6.4.1, 6.4.2, 6.4.3, 6.4.4, 6.4.5, 6.4.8, 6.4.9 és
6.4.10 feladatai.

3. Tankonyv-1 14.4 és 14.5 szakaszai.
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30.1. Permutaciok

Tekintsiik az els§ n természetes szdm H = {1,...,n} halmazt.

30.1 Definicié. Egy p: H — H kolcsonosen egyértelmi leképezést a H halmaz per-
mutdcidjdnak neveziink.

Szemléletesen egy permuticié a H halmaz elemeinek egy sorrendbe rakdsat jelenti.
A H halmaz 6sszes permutédcidinak szdma n! (n faktoridlis).

30.2 Definicié. Tekintsiik a H halmaz valamely p permuticidjat, amelyre

p()=it, o pl) =iy

azaz az {iy,...,i,} sorrendet. Azt mondjuk, hogy az i; és i elemek inverzidt alkotnak,
haj<késij>ik.

30.3 Példa. Példaul n =5 esetén az

{1,3,2,4,5}
egyetlen inverzi6t tartalmaz, mig a

{2,3,1,5,4}

sorrendben hdrom inverzi6 talalhatd.

30.4 Definicié6. A H halmaz p permuticidjat pdratlannak nevezziik, ha az inverzidk
szama pdratlan, ellenkez§ esetben a permutaciét pdrosnak nevezziik.
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30.2. A determinans fogalma

Tekintsiik a kovetkezd n X n méreti A matrixot

alg arn ... dip

asl ann azp
A=

anl  4p2 .- Qnn

30.5 Definicié. Az A mdtrix determindnsdn az aldbbi kifejezést értjiik:

detA = Z(—l)'@aln azi, ** * Ani,

ahol az Osszegzést az {1,...,n} halmaz 8sszes {i,...,i,} permutdcidjira végezzik,
tehdt a szumma n! tagb6l dll. A (—1) kitevGje aszerint paros vagy paratlan, hogy az
adott {iy,...,i} permutici6 paros vagy pératlan.

Szokdsos még az aldbbi jelolésmadd is:

an aln e [257))

ap dxp ... A
detA = |A| =

anl and oo Ann

Lithat6 a definiciébdl, hogy a szumma mogotti szorzatokat gy allitjuk Ossze, hogy a
matrix minden sordbdl és minden oszlopabdl pontosan egy tényezGt tartalmazzanak.

30.6 Példa. Ellendrizziik kozvetleniil a definici6 alapjan, hogy az

2 1 -1
A:{g *H és B=|0 1 3
1 0 -2

matrixokra detA = 11 és detB = 0.

30.3. A determinans tulajdonsagai

30.7 Allitas. detA = detA”.
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Valdban, ha a matrix oszlopait és sorait felcseréljiik, akkor az inverzidk paritdsa nem
véltozik.

30.8 Allitas. Ha egy mdtrix valamely sora csupa nulldbdl dll, akkor a determindnsa
zérus.

Valdban, ekkor a szumma mogott mindegyik tagban szerepel zérus tényezd.
30.9 Allitis. Ha egy mdtrix két sordt felcseréljiik, akkor a determindnsa eldjelet vdlr.
Valdban, ilyenkor mindegyik tagban az inverzidk szdma eggyel megvaltozik.
30.10 Allitas. Ha egy mdtrixban két sor azonos, akkor a determindnsa zérus.

Valdban, a két azonos sort felcserélve egyrészt a determindns elGjelet valt, masrészt
természetesen nem vdltozik, azaz detA = —detA, és igy detA = 0.

30.11 Allitas. Ha egy mdtrix valamely sordt A-val szorozzuk, akkor a determindnsa is
A-val szorzodik.

Valéban, ilyenkor a szumma mogott minden tag A-val szorzodik, hiszen minden tag
minden sorbdl pontosan egy tényezdt tartalmaz.

30.12 Allitas. Ha egy mdtrixban valamelyik sor egy mdsik A-szorosa, akkor a determi-
ndnsa zérus.

Valéban, ha a A szorzét az adott sorbdl kiemeljiik, akkor olyan mdtrixhoz jutunk,
amelyben két azonos sor taldlhato.

30.13 Allitas. Ha egy mdtrixban egy sor minden eleme dsszegként dll el6, példdul
a,‘ijl'j+C,‘j j=1,...,n

akkor a determindnsa azon két determindns dsszege, amelyeknél az i-ik sor rendre a b;j
illetve a c;j elemekbdl dll.

Val6ban, a szumma m6gott minden szorzat pontosan ilyen dsszegre bomlik.

30.14 Allitis. Ha egy mdtrix valamely sora a tobbi sor linedris kombindcidja, akkor
a determindnsa zérus.
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Valdban, bontsuk fel a determindnst Osszegre a megelezd allitds értelmében. Ha most
a skaldr egyiitthatékat mindegyik determindnsbdl kiemelve olyan determindnsokhoz
jutunk, amelyekben rendre két sor megegyezik, ezért mindegyik zérus.

30.15 Allitas. Ha egy mdtrixban valamely sorhoz hozzdadjuk egy mdsik sor A-szorosdt,
akkor a determindnsa nem vdltozik.

Valdban, ekkor determindns két olyan determindns 0sszegére bomlik, ahol a masodik
tag zérus.

30.16 Allitas. Ha A ds B n x n-es mdtrixok, akkor det (AB) = detA - detB.

Ez az allitas az el6z6 allitasaink felhaszndldsaval, a matrixszorzas 1épésenkénti el-
végzésével ellendrizhetd.
Végezetiil dllitasaink kovetkezményeként az alabbi fontos tételt fogalmazhatjuk meg.

30.17 Tétel. Az A négyzetes mdtrix oszlopai akkor és csak akkor linedrisan dsszefiig-
g0k, ha detA = 0.

A sziikségesség a Allitas kozvetlen kovetkezménye. Az elégségesség ab-
bdl addédik, hogy ha A oszlopai linedrisan fiiggetlenek, akkor A invertdlhatd, és ezért
AA~! = E. Tehit

det (AA™") = detA-detA™! = detE =1

kovetkezésképpen detA # 0.

30.4. A determinans kiszamitasa

A definici6 alapjan vildgos, hogy egy 2 x 2-es métrix determindnsa
detA = ayjax —appan
Teljesen hasonléan egy 3 x 3-as matrix determindnsa a kovetkez6 alakban irhaté

az; a3
asz  ass

azy a3
aszp  ass

a a
detA =ay; —dajp +a3 21 2
asy  asz

Ha ezt az észrevételt induktivan tobbszor alkalmazzuk, akkor a kovetkezd eredményhez
jutunk.

30.18 Tétel. Tekintsiik az A n x n-es mdtrixot, és jelentse Ay j azt az (n—1) x (n—1)-es
madtrixot, amelyet az A elsd sordnak és j-ik oszlopanak elhagydsdval nyeriink. Ekkor

n .
detA = Z (71)]+la1jdetA|j
j=1

Ezt az eljdardst aldetermindnsokra torténd felbontdsnak nevezziik.
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30.19 Példa. Haszndljuk az aldetermindnsokra torténd felbontdsi eljarast az

3 6 0 2

01 2 4
A= 4 8 3 5
1 2 00
matrixra. Ellendrizziik 1épésenként el6szor 3 x 3-as, majd 2 x 2-es aldetermindnsokra
valé felbontdssal, hogy detA = —6.

30.5. Sajatértékek meghatarozasa

Tegyiik fel a tovdbbiakban, hogy A egy n x n-es matrix, amelynek A sajitértéke, €s
v # 0 egy hozz4 tartoz6 sajatvektor, azaz Av = Av. Ezt Gigy is irhatjuk, hogy

Av—Av=(A—AE)v=0.

Ez az egyenlGség azt jelenti, hogy az A — AE matrix oszlopai linedrisan osszefiiggdk,
hiszen a homogén linedris egyenletrendszernek 1étezik nemtrividlis megolddsa. Tehdt a
Tétel értelmében a ko vetkezd eredményt fogalmazhatjuk meg.

30.20 Tétel. A A szdm akkor és csak akkor az A sajdtértéke, ha det (A — AE) = 0.
Ez a sziikséges és elégséges feltétel egy n-edfoku egyenletet ad az A sajatértékeire.

30.21 Példa. Tekintsiik a kovetkezS matrixot

0 1 1

A=|1 0 1

1 1 0

és keressiik meg a sajatértékeit. Allitsuk el az A — AE métrix determinansat:
det(A—AE) = (A+1)*(A —2)

Ennek a harmadfokd polinomnak a gyokei A, = —1 (kétszeres gyok), illetve Ay = 2,
amelyek az A sajatértékei. Gyakorldsképpen keressiik meg a megfelel sajatvektorokat
is. Ekkor az

(A—AE)v=0
homogén linedris egyenletrendszer linedriasan fiiggetlen megoldésaira példéaul A = —1
mellett
-1 -1
vV = 1 és Vy =
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illetve A = 2 mellett

vz =
vektorok adédnak. Tehét a vy, v,,v3 bazisban az A matrix az
-1 0 0
A= 0 -1 0
0 0o 2

diagondlis alakot oOlti.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgy(ijtemény-1 I1/2 és I11/6 szakaszai kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a II/2 szakasz 2.3.2, 2.3.3 és 2.3.6, tovabba a I1/6 szakasz 6.4.1,
6.4.2,643,64.4,64.5,64.8,6.4.9 és 6.4.10 feladatai.

3. Tankonyv-113.1, 13.2, 13.3, 13.4 és 13.5 szakaszai.
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31.1. Skalaris szorzat

31.1 Definicio. Az x és y R"-beli vektorok skaldris szorzatdn az.

(x,y) =x1y1+ ...+ xnyn

kifejezést értjiik, ahol a jobb oldalon a vektorok koordindtdi szerepelnek.

Gondoljuk meg, hogy ez az értelmezés n = 2 esetében pontosan megegyezik a ko-
zépiskoldban tanult fogalommal.

31.2 Definicié. Azx € R" vektor normdjdn (vagy abszolit értékén) a kovetkezot értjiik:
1/2
Il = ()2 = g+ 2
amelyet a vektor hosszdnak is neveziink.
Konnyen lathat6, hogy a Pitagorasz-tétel értelmében ez a megfogalmazdsunk 6ssz-
hangban van az eddigi geometriai szemléletiinkkel. Az is viligos, hogy ||x|| = 0 akkor

és csak akkor all, ha x = 0.

31.3 Definicié. Az x ésy vektorok tdvolsdgdn az ||x — y|| kifejezést értjiik.

31.4 Példa. Példaul az

2 4
x=| =2 | ésy=| -3
1 0

vektorokra (x,y) = 14, tovabba
y|| = v/6 adédik.

x|| =3, illetve ||y|| = 5. A két vektor tavolsdgara ||x —

31.2. Vektorok sz6ge, merolegesség

31.5 Tétel. Cauchy-Schwarz-egyenlétlenség Bdrmely x,y € R" vektorokra

[y | < [l Iyl
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Bizonyitas. Legyen ¢ tetszGleges valds szam, és tekintsiik az aldbbi masodfoku poli-
nomot:

8(1) = (x+1y,x+1y)
El6szor is a skaldris szorzat értelmezése alapjan
2 2014112
8(1) = [lxll” + 21, y) + 27yl
masrészt ez a kifejezés az x +ty vektor normdja, tehit nem negativ, azaz
g(#) >0 minden 7 esetén.
Ha egy mésodfoku polinom nem negativ, akkor a diszkrimindnsa nem pozitiv, azaz
2 2 2
4 (o)) < 4llxl”- vl
4-gyel egyszersitve, és mindkét oldalbdl négyzetgyokot vonva éppen azt kapjuk, hogy
| Ceo ) < el - [yl

amit igazolnunk kellett. (J
31.6 Tétel. (Haromszog-egyenldtlenség) ||x+ y|| < ||x|| + |-

Bizonyitas. Valéban, a Cauchy-Schwartz-egyenlGtlenség folytan

e4yl? = byt y) = 3+ 265 0) + I
<P 21l Iyl Dy = (el =+ D

ahonnan négyzetgyokvondssal adodik a tétel allitasa. ]

31.7 Definicié. Az x ésy nem nulla vektorok altal bezart szo6gon azt a 0 < ¢ < 7 szdget
értjiik, amelyre

(xy)
[l - Iyl
Azt mondjuk tovabbd, hogy x és y egymasra ortogondlisak (vagy merdlegesek), jelo-
Iésben x_Ly, ha

cosQp =

(x,y) =0

hiszen ilyenkor cos ¢ =0, azaz ¢ = 1/2. A 0 vektor minden mds vektorra mer&leges.

FIGYELEM! Gondoljuk meg, hogy a vektorok szogét jol definidltuk, ugyanis a
Cauchy-Schwartz-féle egyenlStlenség értelmében —1 < cos ¢ < 1.
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31.3. Ortogonalis vektorok

31.8 Definicié. Azt mondjuk, hogy az R” térben az ay,...,a; vektorok ortogondlis
rendszert alkotnak, ha egyikiik sem nulla vektor, és a vektorok paronként merdlegesek,
azaz

(ai,aj) =0
barmely i # j indexekre.

31.9 Tétel. Minden ortogondlis rendszer linedrisan fiiggetlen.

Bizonyitas. Tekintsiik az ay, ..., a; ortogonalis rendszert, és tegyiik fel, hogy
oray +...+ ogay =0.

Szorozzuk meg skaldrisan mindkét oldalt az a; vektorral. Ekkor a paronkénti ortogona-
litds miatt az i-ik tag kivételével mindegyik szorzat nulla, azaz

ollai||* =0

adédik. Mivel a; # 0, innen azt kapjuk, hogy o; = 0. Ezt a gondolatot mindegyik i =
1,...,k indexre alkalmazhatjuk, ezért a; = ... = o = 0. Ez éppen azt jelenti, hogy az
ay,...,a; vektorok linedrisan fiiggetlenek. O

Ez a tételiink azt mutatja, hogy az R” térben maximum n-elem ortogonalis rendszer
talalhat6. Egyuittal egy n-elemi ortogonalis rendszer a tér bazisat alkotja.

31.10 Definicié. Az R” tér egy ortogondlis bdzisdn egy ay,...,a, ortogondlis rend-
szert értiink. Azt mondjuk, hogy ez a bazis ortonormdlt, ha a bazisvektorok egységnyi
normdjuak, azaz ||a;|| = 1 minden i = 1,...,n esetén.

Anal6g médon értelmezziik egy tetsz6leges M altér ortonormalt bazisét is.

31.11 Példa. Konnyen ellendrizhetd példaul, hogy az
V3

a) =

o= ON
S
QS
|

2

vektorok az R? tér ortonormdlt bazisat szolgaltatjak.
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31.4. Gram-Schmidt-féle eljaras

Ortonormadlt bazisban felirt vektorokkal nagyon konnyd szdmolni, ezért természetes
kérdésként meriil fel, hogy vajon minden altérben 1étezik-e ortonormalt bézis. Erre ad
pozitiv valaszt a Gram-Schmidt-médszer, amelynek segitségével el6 is tudjuk allitani
ezt a bazist.

Tekintsiik az R” tér egy tetszSleges M alterét, amelynek ay,...,a; bazisa. Megmu-
tatjuk, hogy ebbdl kiindulva megszerkeszthetiink egy ortonormélt bazist.

Legyen b; = ay. Ezutdn legyen by = a + a1 by, ahol az ismeretlen ¢ egyiitthat6t
ugy vélasztjuk meg, hogy b, merGleges legyen a b; vektorra. Tehat

(b2,b1) = (az,b1) + o (b1,b1) =0
Ebbdl az egyenl&ségbdl azt kapjuk, hogy

<b17a2>
o) = —
[[b1]12

ahonnan
_ (b1,a2)
16112

Teljesen hasonldé gondolatmenet alapjdn a b3 vektort a

by = a3+ B1b1 + Babo

alakban keressiik gy, hogy b3 ortogondlis legyen a b; és b, vektorok mindegyikére.
Ekkor a két feltételbdl az egyiitthatokat meghatdrozva

(by,a3) (b2,a3)
6117 [[b2]]?

adddik. Az eljarast folytatva az M altér egy ortogondlis bazisdhoz jutunk. Ezt az ered-
ményt a kovetkezd tételben fogalmazzuk meg.

b2:a2 1-

b3=a37 b]* bz.

31.12 Tétel. (Gram-Schmidt) Az R” tér bdrmely alterében van ortonormdlt bdzis.

Bizonyitas. A fenti eljardsban mindegyik b; bazisvektort osszuk el a ||b;|| pozitiv
szammal, akkor egy ortonormalt bazishoz jutunk.

31.5. Az ortogonalis komplementer

Tekintsiink egy tetszdleges M alteret az R” vektortérben.
31.13 Definicié. Az M altér sszes vektorara merSleges vektorok halmazat, jellésben
M* = {y € R": (y,x) = 0 minden x € M esetén }

az M ortogondlis komplementerének nevezzik.



31. fejezet: Skalaris szorzat 269

Konnyen ellendrizhetd, hogy M is altér az R” térben.

31.14 Példa. A harom dimenzids térben egy origén dtmend egyenes merSleges ki-
egészitGje az origbn dtmend, az egyenesre merdleges sik. Forditva, a stk merdleges
kiegészitGje a rd mersleges egyenes.

Ha példaul az M altér két adott vektor altal generdlt altér, példaul

-1 1
M = lin 0l,] 2
1 1

akkor a merSleges kiegészitSje az aldbbi egyetlen vektor altal generalt altér:

1
M+ =1lin -1
1

Ez forditva is igaz, ezt fogalmazza meg a kovetkezd tétel.

31.15 Tétel. Bdrmely M altérre (M-)+ = M.

Az allitast konnyen ellendrizhetjiik kozvetleniil a definicié alapjan.
31.16 Tétel. Legyen a € R" és M egy tetszdleges altér. Akkor van pontosan egy olyan
u € M vektor, amelyre
a—ueM*

Bizonyitas. Vilasszunk egy by, ..., by ortonormdlt bazist az M altérben. Keressiik az
u vektort az M altérben az
u= Otlb] +...+(Xkbk
alakban. Az ismeretlen egyiitthatokat igy kell megvdlasztanunk, hogy a — u mindegyik
bazisvektorra ortogonalis legyen. Ez azt jelenti, hogy

(b[,a — u) = (b;,a) —a;=0
minden i = 1,...,k indexre, amivel az ismeretlen egyiitthatékat meghatdroztuk. g

Ezt az u vektort az a ortogondlis vetiiletének nevezziik az M altérre.

31.17 Tétel. Legyen M az R" egy tetszdleges altere. Akkor bdrmely a € R" vektor
egyértelmiien irhato fel
a=u-+v

alakban, ahol u € M és v € M~
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Bizonyitas. Jelentse u € M az a ortogonalis vetiiletét az M altérre. Ekkorav=a—u
ortogonalis az M altérre, ezért v € M.
Az egyértelmiiség abbol kovetkezik, hogy ha

/ /
a=u +v

is ilyen eld4llitds lenne, akkor a két egyenletet kivonva u —u' = v — v/ adédna. Ez azt
jelentené, hogy u—u' € M és u —u' € M. Tehdt u — 1’ merGleges lenne sajit magdra
is, azaz

0= (u—i,u—u) = |lu—u'|?

és ez csak Ugy lehetséges, ha u —u' = 0 és ugyanigy v —1v' = 0. O

31.18 Tétel. Legyen M az R”" tér egy tetszbleges altere. Akkor

dimM +dimM~* = n.

Bizonyitas. Tekintsiik az M valamely u;,...,u; ortonormalt bazisat, illetve az M+
valamely vy,..., v, ortonormalt bazisat. Ekkor az el6z§ tételiink szerint az
Ulseo s Uy V5 Vm

vektorrendszer a tér minden vektorat eldallitja, tehat generatorrendszer, ezért k+m > n.
Masrészt a vektorrendszer elemei paronként ortogonalisak, ezért linedrisan fiiggetlenek,
ezért k+m < n. Kovetkezésképpen k +m = n. g

Otthoni tanuldshoz

1. A Feladatgytjtemény-1 II/1 szakasza kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a II/1 szakasz 1.3.2, 1.3.4,1.4.3,1.4.4,1.5.3,1.54,1.6.3, 1.7.3,
1.8.4,1.9.2,1.9.8, 1.10.2 és 1.10.3 feladatai.

3. Tankonyv-1 12.4 és 12.5 szakaszai.
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32.1. Transzponalt matrix

Tekintsiik az R” tér egy A linedris transzformdcidjat, azaz n x n-es matrixot.

32.1 Definici6. Az A transzpondltjdn azt az AT transzformaciét értjiik, amelyre
(ATy,x) = (Ax)
minden x,y € R" esetén.

Vajon milyen alakd az AT métrix? Irjuk fel a definiciét specialisan a bazisvektorokra,
akkor

(ATei,ej) = (ei,Ae))
barmely i €s j indexekre. Az egyenl8ség jobb oldaldn a;; azaz A i-ik sordnak j-ik eleme
4ll, a bal oldalon A7 j-ik sordnak i-ik eleme. Tehdt az AT matrixot az A sorainak és
oszlopainak felcserélésével kapjuk.

Ugy is fogalmazhatjuk, hogy az AT métrix az A elemeinek a fédiagondlisra tiikrozé-
sével nyerhetd. Nyilvanvaléan (A7) = A.

32.2 Tétel. Bdrmely A n X n-es mdtrixra

1
kerA = <imAT>

Bizonyitas. Egyrészt, ha az x vektor ortogonalis az imA” altérre, akkor
0= (A"y.x) = (y,Ax)

minden y vektor esetén. Ez csak tgy lehetséges, ha Ax = 0, azaz x € kerA.
Forditva, a fenti egyenlség miatt kerA minden eleme ortogonalis az imA7 altérre.
O

Ebbdl az észrevételbdl konnyen kovetkezik a matrixok rangtétele.

32.3 Tétel. (Matrixok rangtétele) Bdrmely A n X n-es mdtrixra

rank A = rank AT

Bizonyitas. Valoban, az el6z4 tételiink és a[31.18| Tétel szerint
dimkerA +dimimAT =n

és innen a Tétel alapjan dimimA = dimimA7”, ami az 4llitdsunkat igazolja. |
Ezt a tételiinket gy is megfogalmazhatjuk, hogy egy négyzetes matrixban a linedri-
san fiiggetlen oszlopok szdma megegyezik a linedrisan fiiggetlen sorok szdmaval.
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32.2. Ortogonalis matrixok

32.4 Definici6. Az R” tér egy S transzformacidjit ortogondlisnak nevezziik, ha inver-
talhaté, és S~! = s7.

Vajon milyen alaki S métrixa? Az STS = E egyenl6ség azt jelenti, hogy az S i-ik
oszlopanak onmagéval vett skaldris szorzata 1, tovdbba i # j esetén az i-ik és a j-
ik oszlopok skaldris szorzata nulla. Tehdt mindegyik oszlop egységnyi norm4ju, és a
kiilonboz6 oszlopok paronként ortogondlisok. Innen ered az elnevezés is.

32.5 Példa. Jelentse példaul S a sik vektorainak origd koriili elforgatdsit ¢ szoggel
pozitiv irdnyba. Amint mdr lattuk, ennek a transzformaciénak a matrixa

g | cos¢ —sin@
| sing  cos@

amelyrdl konnyen lathatd, hogy ortogondlis, hiszen az oszlopok egységnyi normdjiak,
és a két oszlop skaldris szorzata nulla. Tehat

o1 _ cosp sin@
T | —sing coso

Z 2z

ami éppen a —¢ szoggel torténd elforgatds matrixa. Ellendrizziik ezt kozvetleniil az
ST'S szorzatmatrix kiszamoldséval is.

32.6 Tétel. Egy ortogondlis transzformdcié megtartja a vektorok hosszdt.

Bizonyitas. Valban, ha S ortogonélis transzformécid, akkor
IS = (Sx,8x) = (S Sx,x) = (x,x) = |12
minden x vektor esetén. a

32.7 Tétel. Egy ortogondlis transzformdcié minden sajdtértéke egységnyi abszoliit ér-
tékii.

Bizonyitas. Ha A az S ortogondlis transzformdacié sajdtértéke, és v # 0 egy hozzd
tartozé sajatvektor, akkor

A2 VI = (Av, Av) = (Sv,Sv) = (ST Sv,v) = |Iv]|?

ahonnan adédik, hogy A2 = 1. d
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32.3. Szimmetrikus matrixok

32.8 Definicié. Az R" tér egy A transzformacidjat szimmetrikusnak nevezziik, ha A =
AT,

Vildgos, hogy az A matrixa ilyenkor szimmetrikus (innen a név) a fédiagonélisra,
azaz a;j = aj; minden i és j indexre. A [32.2) Tétel specidlis eseteként adédik az aldbbi
allitas.

32.9 Tétel. Ha A szimmetrikus mdtrix, akkor

kerA = (imA)*

Mit mondhatunk egy A n X n-es szimmetrikus transzformacio sajatértékeirdl és sajat-
vektorairdl? Jelentse
P(A) =det(A—AE)

az A (n-edfoku) karakterisztikus polinomjat.

32.10 Tétel. A P polinomnak van valds gyike. Ezért az A szimmetrikus transzformdci-
onak létezik valos sajdtértéke, és hozzd tartozo nem nulla sajdtvektora.

A tétel bizonyitdsa elég komplikalt szamoldst igényel, ezért azt elhagyjuk. Megje-
gyezziik, hogy az is igazolhatd, hogy a P polinomnak multiplicitdssal szdmolva ponto-
san n valds gyoke van.

32.11 Tétel. Ha A szimmetrikus transzformdcid, akkor az R" térnek létezik az A sajdt-
vektoraibol dllo ortonormdlt bdzisa.

Bizonyitas. A bizonyitdst teljes indukcidval végezziik az 1 < k < n értékekre. Az
el6z6 tétel alapjdn, ha k = 1, akkor az A transzformdciénak van egy A; valGs sajdtértéke,
és egy hozzd tartozé v; sajatvektor, amelyre ||vi || = 1.

Tegyiik fel, hogy mér taldltunk vq,...,v;_; ortonormadlt sajatvektort, és jelolje M az
dltaluk generalt alteret. Ekkor A az M- alteret onmagéba képezi (invaridns), ha ugyanis
x € M+ tetszdleges vektor, akkor

(vi,Ax) = (Avj,x) = (Avj,x) =0

mindeni=1,...,k— 1 esetén, tehdt Ax € M. Ha most az A szimmetrikus transzforma-
ciét az M altérre lesziikitve tekintjiik, akkor az el6z§ tételiink szerint itt is van legaldbb
egy valGs Ay sajatértéke, és hozza tartozo vy, sajatvektora, amelyre ||ve|| = 1.

A konstrukci6 folytin ez a vy sajatvektor ortogondlis a vy, ...,v;_ sajatvektorokra,

ezért vy,. .., v ortonormalt rendszert alkotnak. O
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32.4. Szimmetrikus matrixok spektraltétele

Ebben a szakaszban azt mutatjuk meg, hogy hogyan végezhetd el egy szimmetrikus
matrix diagondlis alakra transzformaldsa.

Legyen tehét A egy adott n X n-es szimmetrikus métrix. A[32.11] Tétel értelmében ta-
lalhat6 az R" térnek olyan ortonormalt bazisa, amely az A sajdtvektoraibdl all. Jelentse
S azt a matrixot, amelynek oszlopai rendre ezek a sajatvektorok.

Vildgos, hogy S ekkor ortogondlis métrix, tehdt S~! = 87 ATételt igy speci-
alisan szimmetrikus matrixokra a kdvetkezd médon fogalmazhatjuk at.

32.12 Tétel. (Szimmetrikus matrixok spektraltétele) Legyen A n x n-es szimmetri-
kus mdtrix, és tekintsiik a tér egy sajdtvektorokbol dllo ortonormdlt bdzisdt. Jelentse S
a sajdtvektorokbol alkotott mdtrixot. Ekkor S ortogondlis, tovdbbd A mdtrixa a sajdt-
vektorok bdzisdban

A=sTAT

alaku, ahol A a kévetkezd alakii diagondlis mdtrix:

A0
A= ‘
0 ... A

ahol a fodiagondlisban rendre a megfeleld sajdtértékek dllnak.

Nézziik meg, hogy egy adott A szimmetrikus matrix esetén hogyan allithat6 el6 az S
matrix.

Az egyszer(i eset az, amikor az A madtrixnak n szdmu kiilonbozd sajitértéke van.
Ilyenkor a megfelel$ sajatvektorok automatikusan ortogonalisok egymasra. Ezért az S
matrixot Ugy nyerjiik, hogy az egymads utdni oszlopokba irjuk az egységnyi normdju
sajatvektorokat.

32.13 Példa. Tekintsiik a kovetkezd szimmetrikus A matrixot

2 0 2
A= 0 -2 0
2 0 5

Hatdrozzuk meg a sajatértékeket! Az A karakterisztikus polinomja
P(A) = (12 —TA+6)(-2-1)

amelynek gyokei A} = 1, A, = —2 és A3 = 6. A megfelel sajatvektorokat kiilonb6z3 A
sajatértékekre megkapjuk az (A — AE)x = 0 homogén rendszer megolddsaiként. Ezek
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pl. rendre
2 0 1
V] = 0 V) = 1 V3 = 0
-1 0 2

Ezek a sajatvektorok egymadsra ortogondlisok, amelyeket normaélni kell, igy az S orto-
gondlis matrix:

2 1
Ve 0 5 . 1 0 0
S = 0 1 0 & A=|0 -2 0
1 2
-7 0 % 0 0 6

Ekkor
A=s"As
amelyet ellendriziink kozvetleniil a kijelolt szorzasok elvégzésével is.
Kicsit bonyolultabb a helyzet akkor, ha egy sajatértékhez tobb linedrisan fliggetlen
sajatérték is tartozik. Ilyenkor sziikség lehet a Gram-Schmidt-féle eljardsra ahhoz, hogy

ezek a sajatvektorok is ortogondlisok legyenek egymadsra. Ezt az esetet mutatjuk be egy
példan keresztiil.

32.14 Példa. Mdodositsuk az el6z6 példat a kovetkez6 médon:

2 0 2

A=[0 6 O

2 0 5

ekkor a karakterisztikus polinom a kdvetkezd alakot 6lti
P(A) = (6—A)(A*—TA +6)

amelynek gyokei 4] = 1 és Ay = 6, ez utébbi kétszeres gyok. A A; sajétértékhez
alkalmas sajtvektor az el6z8 példa v; sajitvektora. A A, = 6 sajatérték esetén az

(A —6E)x = 0 homogén rendszer szabadsdgfoka 2, ezért két linedrisan fiiggetlen meg-
oldds van, példaul

1 1
vn=|20 és v3=| 1
2 2

Ez a két vektor azonban nem ortogonalis, ezért alkalmazzuk a Gram-Schmidt-féle elja-
rast. Ekkor v3 helyett az aldbbi u3 sajatvektor adédik:

<V3,V22> = | 1
[[v2]] 0

Uz =v3 —
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Tehat ekkor a kovetkez matrixokhoz jutunk

2 1
N ) 1 0 0
S= 0 1 és A=|0 6 0
1 2
% & 0 0 0 6
és ekkor
A=5TAS

amelyet djra ellendrizziink kozvetleniil a kijelolt matrixok Osszeszorzdsanak elvégzé-
sével is.

1. A Feladatgydjtemény-1 11/6 szakasza kidolgozott példdinak feldolgozdsa.

2. Hazi feladatok: a I1/6 szakasz 6.2.4, 6.3.2, 6.3.3, 6.3.4,6.4.2,6.4.3, 6.4.6, 6.4.7,
és 6.4.10 feladatai.

3. Tankonyv-1 14.5 és 14.6 szakaszok.
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KVADRATIKUS ALAKOK

o
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33.1. Kvadratikus alakok

Az R" téren értelemezett tisztdn masodfoku fiiggvényt, azaz kvadratikus alakot, az alab-
bi médon értelmezziik.

33.1 Definicio. A Q:R" — R fiiggvényt kvadratikus alaknak nevezziik, ha
O(x) = Q(x1,..,%n) = a11x] +a12%1%3 + a3 + A3 X3 + ... + A

alakd, azaz olyan hatvanyfiiggvény, amelyben minden tag tisztdn mdsodfoku.

Egy kvadratikus alakhoz mindig megadhatunk egy A n x n-es matrixot ugy, hogy Q
a

0(x) = (x,Ax) (33.1)
skaldris szorzat alakjdban frhat6 fel, amint azt a kovetkez8 példa mutatja.
33.2 Példa. Tekintsiik az R3 téren értelmezett
O(x) = O(x1,x2,x3) = Bx% —4x1x +2x1x3 +x% + 6xpx3 — Sx%

kvadratikus alakot. Az egyiitthatokbdl allitsuk dssze az

3 4 2
A= 0 1 6
0 0 -5

matrixot. Ellendrizziik, hogy erre az A matrixra valéban Q(x) = (x,Ax). Ez azonban
nem az egyetlen ilyen tulajdonsdgd matrix. Ha ugyanis a

3 -2 1
B=| -2 1 3
1 3 =5

métrixot tekintjitk, akkor erre is teljesiil, hogy Q(x) = (x, Bx) minden x € R3 mellett.

Ezen észrevétel alapjan azt mondhatjuk, hogy végtelen sok olyan A matrix taldlhato,
amelyre fenndll a (33.1) azonossdg, de csak egyetlen olyan B mitrix, amelynek elemei
a f64atléra nézve szimmetrikusak.
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33.2. Kvadratikus alak matrixa

33.3 Definicié. Az n x n-es B matrixot szimmetrikusnak nevezziik, ha az elemei a
féatlora nézve szimmetrikusak, azaz

b,‘j = b_,'i

barmely i, j = 1,...,n indexekre.

Szimmetrikus matrixokra megfogalmazhatjuk az el6z6 szakasz észrevételét kvadra-
tikus alakokra.

33.4 Tétel. Tekintsiink egy Q : R" — R kvadratikus alakot. Akkor taldlhaté pontosan
egy B n X n-es szimmetrikus mdtrix, amelyre

O(x) = (x,Bx)

minden x € R" esetén. Forditva, bdarmely B szimmetrikus mdtrix a fenti skaldrszorzattal
egy kvadratikus alakot definidl.

Ez a tételiink azt fogalmazza meg, hogy a kavadratikus alakok és a szimmetrikus
matrixok kozott kolesondsen egyértelmd megfeleltetés van.

33.5 Példa. Tekintsiik példdul a
O(x1,x2,x3) = Zx% —2x1x +4x1x3 —x% + 8xpx3 + 3x§

kvadratikus alakot, és allitsuk eld a neki megfeleld B szimmetrikus matrixot.

Ekkor az el6z8 szakasz példdjahoz hasonléan a vegyes szorzatok egyiitthatéit meg-
felezziik, és a kovetkezd szimmetrikus matrixhoz jutunk:

2 -1 2
B=| -1 -1 4
2 4 3

Ellenérizziik, hogy ekkor valéban Q(x) = (x, Bx) minden x € R3 esetén.
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33.3. Kvadratikus alakok definitsége

P

A tobbvaltozds széls6érték megkereséséhez sziikségiink lesz arra, hogy kvadratikus ala-

kok milyen elGjelti értékeket vesznek fel. Ehhez vezetjiik be a kovetkezd definicidt.

33.6 Definicié. Azt mondjuk, hogy a Q kvadratikus alak
e pozitiv definit, ha Q(x) > 0 minden x € R”", x # 0 esetén,

e pozitiv szemidefinit, ha Q(x) > 0 minden x € R" esetén, és van olyan xo # 0,
hogy Q(xo) =0,

e negativ definit, ha Q(x) < 0 minden x € R", x # 0 esetén,

e negativ szemidefinit, ha Q(x) < 0 minden x € R" esetén, és van olyan xo # 0,
hogy Q(x) =0,

e indefinit, ha a fentiek egyike sem teljesiil.

33.7 Példa. Példaul a haromvaltozés
O(x1,x3,x3) = Zx% —2Xx1X2 +x% + 3x§

kvadratikus alak pozitiv definit, hiszen a kovetkez6képpen alakithaté 4t teljes négyzetek
Osszegévé:
O(x1,x2,x3) = X7 + (x1 —x2) + 323,

és ez a kifejezés minden x # 0 vektor esetén pozitiv.
Ugyanakkor a

O(x1,x2,x3) :x% —2x1% +x%+3x% = (x1 fx2)2+3x§

kvadratikus alak csak pozitiv szemidefinit, hiszen egyrészt Q(x) > 0 minden x vektor
mellett, masrészt példdul Q(1,1,0) = 0, azaz taldlhat6 olyan nem nulla vektor, amelyen
QO nulla értéket vesz fel.

Teljesen hasonléan a

O(x1,x3,x3) = 2x% —2x1X2 +x% — 3x§

kvadratikus alak indefinit, hiszen egyardnt felvesz pozitiv és negativ értékeket is. Be-
helyettesitéssel ellendrizhets, hogy példaul Q(1,1,0) =1 > 0, és 0(0,0,1) = —3 < 0.

A tovabbiakban a definitség fogalmait ugyanilyen médon fogjuk hasznélni a Q kvad-
ratikus alaknak megfelel6 B szimmetrikus matrixra is.
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33.4. Teljes négyzetté alakitas

Egy kvadratikus alak definitsége nagyon egyszer(ien eldonthetd, ha csak tiszta négyze-
tes tagokbdl 4ll (azaz nincs vegyesszorzat).

33.8 Példa. Tekintsiik példaul az R* téren a
O(x) = 5x3 4333 +9x3 + 2x2

kvadratikus alakot. Ez nyilvan pozitiv definit, hiszen a négyzetdsszeg pozitiv, ha x # 0.
Az is konnyen lathatd, hogy a

R(x) = 3x} 4 5x5 — 2x3
kvadratikus alak viszont indefinit, hiszen példaul az
x1=1 xp=1 x3=0 x=0
vektoron felvett értéke pozitiv, ugyanakkor az
x1=0 =0 x3=0 x=1

vélasztassal R negativ értéket vesz fel.
Teljesen hasonlé médon ellendrizhetjiik, hogy példdul a

P(x) =33 + 23+ 43

kvadratikus alak (FIGYELEM, x; hidnyzik!) pozitiv szemidefinit. Egyrészt ugyanis a
négyzetosszeg nemnegativ, masrészt taldlhaté olyan x # 0 vektor, nevezetesen

X1 =1 és X2 = X3 =X4:O
amelyre P értéke nulla. Ezért P nem lehet pozitiv definit.

27 .z

A fenti példa észrevételeit a kovetkezd tételben fogalmazhatjuk meg.

33.9 Tétel. Tegyiik fel, hogy Q olyan kvadratikus alak, amely csak tisztdn négyzetes
tagokat tartalmaz, nevezetesen

O(x) = byx? +byx3 + ...+ byx>
Akkor az egyiitthatok eldjelei alapjdn a kovetkezd eseteket kiilonboztetjiik meg.
e Ha minden k indexre by > 0, akkor Q pozitiv definit.

e Ha mindegyik by > 0, és van olyan j, amelyre b; = 0, akkor Q pozitiv szemidefi-
nit.
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e Ha az egyiitthatok kozott eldfordul pozitiv és negativ is, akkor Q indefinit.

Természetesen analdg eseteket fogalmazhatunk meg a negativ definit, illetve nega-
tiv szemidefinit esetekre is. Tételiink alapjan a tovdbbiakban azt vizsgéljuk, hogy egy
kvadratikus alak hogyan transzformdlhaté olyannd, amelyben csak tiszta négyzetes ta-
gok dllnak (teljes négyzetté alakitds n-dimenziéban).

33.5. Definitség a sajatértékek alapjan

Tekintsiik a Q : R” — R kvadratikus alakot, és jelolje B a hozza tartozo n x n-es szim-
metrikus matrixot.
A szimmetrikus matrixok spektréaltétele (14sd el6zd fejezet) szerint az R” térnek léte-
zik a B sajatvektoraibdl all6
ViseoosVp

ortonormalt bazisa, amelyre
Bvi=Aivi ... Bvp=Avy.

Ebben a bazisban a B métrix a kovetkezé B diagonilis alakot lti:

M ... O
B= -
0 ... A
Itt Ay, ..., A, a B megfelels sajdtvektorai (nem feltétleniil mind kiilonb6z3ek). Kénnyen

lathat6, hogy ezzel a diagondlis matrix-szal a kvadratikus alak tiszta négyzetes alakd
lesz. Ugyanis a tér barmely y = y;vy + ...+ y,v, vektordra

0,By) = Myt + ..+ Any?

P

Ezen észrevétel alapjan a kovetkezd tételt fogalmazzuk meg.

33.10 Tétel. Tekintsiik a Q kvadratikus alakot, és jelentse B a hozzd tartozd szimmetri-
kus mdtrixot, azaz

Q(x) = (x,Bx)
minden x € R" esetén. Tekintsiik a B sajdtértékeit.

o Ha minden sajdtérték pozitiv, akkor Q pozitiv definit.

o Ha minden sajdtérték nemnegativ, és van koztiik nulla, akkor Q pozitiv szemide-

finit.
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e Ha minden sajdtérték negativ, akkor Q negativ definit.

e Ha minden sajdtérték nempozitiv, és van koztiik nulla, akkor Q negativ szemide-
finit.

e Ha van pozitiv és negativ sajdtérték is, akkor Q indefinit.

Bizonyitis. Az eddigiek alapjdn csak annyit kell igazolnunk, hogy B és B definitsége
megegyezik. Ha a kordbbi jeloléseinket haszndlva S jelenti a B sajatvektoraibdl allo

matrixot, akkor
(,By) = (y,S" BSy) = (Sy,BSy) = (x,Bx)
a tér barmely y vektordra. Mivel S invertdlhatd, azért x = Sy a tér minden vektordt

eléallitja. |

33.11 Példa.
Allapitsuk meg a Q(x) = 2x3 + 5x1.x3 + 5x3 — x3x] — x5 kvadratikus alak definitségét!
Vildgos, hogy a hozza tartozé B szimmetrikus matrix a kovetkezd:

2 0 2
B=|0 5 0
2 0 -1
amelynek karakterisztikus polinomja
det(B—AE)=(5—-A)(A=3)(A+2).
Ennek gyokei, azaz a B sajatértékei

11:5 12:3 és 13:—2

Ezek kozott pozitiv és negativ is el6fordul, ezért Q indefinit.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgy(jtemény-1 1I/1 és 1I/7 szakaszok kidolgozott példdinak feldolgoza-
sa.

2. Hazifeladatok: a Il/1 szakasz 1.6.4,1.7.3,1.8.3,1.8.5,1.9.3,1.9.4, 1.9.5, tovdbba
all/7 szakasz 7.1.4,7.2.3,7.3.4,7.3.5,7.4.4,7.4.5 feladatai.

3. Tankonyv-112.5, 15.8 és 15.9 szakaszai.
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34.1. Differencialhatésag

Tobbvaltozos fiiggvény differencidlhatésdgat egy pontban tgy értelmezziik, hogy a

20

fiiggvény az adott pont valamely kornyezetében "j6l kozelithets" a pontbeli érint6vel.
A j6 kozelithetdség fogalmdhoz van sziikség az aldbbi definicidra.

34.1 Definici6. Azt mondjuk, hogy az r: R" — R™ kisrendii az origéban, ha

Irevnll _

neo vy |

barmely vy, # 0 és ||v,|| — 0 sorozatra.

34.2 Definicié. Tekintsiik az f : R” — R™ fliggvényt, amely értelmezve van az x pont
egy kornyezetében. Azt mondjuk, hogy f differencidlhaté az x pontban, ha taldlhaté
olyan A : R" — R™ linedris leképezés (azaz m x n-es matrix), hogy barmely v vektorra

fletv) =fl) +Av+r(v),

ahol az r fiiggvény kisrend(i az orogéban. Ebben az esetben az A leképezést az f deri-
véltjanak nevezziik az x pontban. Jelolése A = f/(x).

FIGYELEM! Gondoljuk meg, hogy n = m = 1 esetén ez a definici6 ekvivalens a
kordbban tanultakkal!

Nem vildgos a definiciobdl, hogy a derivalt egyértelmien meghatarozott, azaz csak
egyetlen olyan A linedris leképezés létezhet, amely kielégiti a fenti definiciét. Erre ad
vélaszt az aldbbi 4llitas.

34.3 Allitas. A derivdlt egyértelmiten meghatdrozott.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az A és B linedris leképezések egyardnt eleget tesznek
a definicié kovetelményeinek, azaz barmely v vektor esetén

fletv) = flx)+Av+r(v)
fletv) = f)+Bv+q(v),

ahol r és g kisrenddi fiiggvények. Ekkor a C = B—A jeloléssel a Cv =r(v) —q(v) = o(v)
egyenlGséghez jutunk, amely ugyancsak kisrendi fiiggvény. Tehdt tetszleges v # 0
vektor mellet

levi IEGI_ lloGrv)

Il [ vl

”—>0,

ha n — oo. Ez azt jelenti, hogy Cv =0, azazC=B—-A =0. ]
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Konnyt meggondolni, hogy ha egy f fiiggvény differencidlhat6 egy x pontban, akkor
ott folytonos is.

34.4 Allitas. Ha f linedris, akkor minden x € X pontban differencidlhaté, és f'(x) = f.

Bizonyitas. Valéban, alkalmazzuk a definiciét az A = f, r = 0 szereposztds mellett.
O

34.5 Példa. Tekintsiik az R” téren a
O(x) = (x,Bx)

kvadratikus alakot, ahol B n X n-es szimmetrikus matrix. Megmutatjuk, hogy Q minden
x pontban differenciélhat6 éspedig Q' (x) = 2Bx.
Valéban, barmely v vektor mellett

(x+v,B(x+v)) — (x,Bx)
(v,Bx) + {x,Bv) + (v, Bv)
(v,2Bx) + (v, Bv) ,

flr+v)—f(x)

hiszen B szimmetrikus. Allitasunk igazoldsdhoz tehdt elég belétni, hogy (v, Bv) kisren-
di. Ez azonban egyszertien lathat6 a

|(v,Bv)| < [|B]| - |Iv]>

Cauchy-Schwarz-féle egyenlStlenségbdl.

Az aldbbiakban 6sszefoglaljuk a derivélt legfontosabb tulajdonsdgait. A kidvetkezd
allitas egyszertien ad6dik a definiciobdl.

34.6 Allitas. Tegyiik fel, hogy az [ és g fiiggvények egyardnt differencidlhatok az x
pontban, és legyen A tetszdleges skaldr. Akkor f + g, illetve A f is differencidlhaték az
X pontban, és

(f+e)'@) = f)+¢W
AN = Afx)
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34.2. Lancszabaly

Tekintsiik az f : R” — R™, valamint a g : R” — R fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy
x belsd pontja az f értelmezési tartomdnydnak, és f(x) is belsd pontja a g értelmezési
tartomdnyénak.

34.7 Tétel. (Lancszabaly) Ha f differencidlhaté az x pontban, tovdbbd g differenci-
dlhaté az f(x) pontban, akkor go f is differencidlhaté az x pontban, éspedig

(80f) (x) =& (f(0))f (x) -

Bizonyitas. A feltételeink azt jelentik, hogy
fOetv) = f) +f xv+r(v),

illetve
g(f(x) +u) = g(f(x) +8'(f(x))u+q(u) ,

ahol r és g egyarant kisrendtik. Ha most v tetszleges, akkor az u = f(x+v) — f(x)
jeloléssel

g(flx+v)—g(f(x)) = & (fx))utqlu
= S (f@)(f(x+v) = f(x)) +q(u)

g (FO)(f v +r(v)) +q(u)

= JFO)F x)v+8 (f(x)r(v)+qu) .

Azt kell igazolni, hogy g'(f(x))r(v) + q(u) kisrend v szerint. Ezt tagonként mutatjuk
meg. Az els6 tagra ez a megéllapitds nyilvanvald, hiszen

o I8 @)

V=0 vl

<|I¢'(f(x))]| lim kM _

v—=0 vl

A masodik tag kisrendd u szerint. Ez azonban v szerint is igaz, ugyanis

llg(w)]| 0, ha f(x+v)— f(x)=0
”VH = { Hi]l(u”‘lm ‘|f(x+“|"))H*f<x)H ; ha f(x+v) 7f(x) 7& 0
Mivel az f folytonossdga miatt v — 0 esetén u — O is fenndll, azért
gl _
e [Iv]] '

hiszen az

||f(x+v) _f(x)H — Hf’(x)v—i—r(v)H < ”f( )H+ H (V)H
vl vl - vl

tort korlatos. O
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Esetiinkben g'(f(x)) k x m, illetve f’(x) m x n méretdi métrixok, és ennek megfele-
18en a (go f)'(x) szorzatmétrix k X n méretf.

34.3. Parcialis derivaltak

Természetes kérdés, hogy hogyan hatdrozhaté meg a derivalt matrixa.
Tekintsiink egy olyan f : R” — R fiiggvényt, amely differencidlhaté az x € X pont-
ban. Ekkor f(x), m x n méret(i matrix. Mivel

bit
R

ﬁﬂ

ahol az f; fiiggvények az f koordindtafiiggvényei, azdrt az f’(x) métrix sorait az egyes
koordinétafiiggvények derivaltjai alkotjak, azaz

1)
, )
ro=|"

fn(¥)

Elegendd tehat megvizsgdlni, hogy hogyan dllithaté el6 egyetlen koordindtafiiggvény
derivéltjdnak a matrixa.

Megjegyezziikk, hogy az f differencidlhatésdgabdl kovetkezik a koordindtafiiggvé-
nyek differencidlhatésaga, és forditva, ha az f minden koordinétafiiggvénye differenci-
alhatd, akkor f is differencidlhato.

Legyen tehat f : R” — R és jelolje ey, ..., e, az ortonormalt bazist.

34.8 Definicié. Legyen x az f értelmezési tartomdnydnak bels6 pontja. Azt mondjuk,
hogy f parcidlisan differencidlhato az i-ik véltoz6 szerint az x pontban, ha létezik a

! X
lim — (f(x+re;) — f(x)) = fi (x)
=01
hatdrérték, és ez véges. Az f](x) hatdrértéket az f parcidlis derivdltjdnak nevezziik az
X pontban.

Ha bevezetjiik a g(r) = f(x +te;) fliggvényt a szdmegyenesen, akkor az f parcidlis
differencidlhatésaga az i-ik véltozo szerint az x pontban azt jelenti, hogy g differen-
cidlhat6 a O pontban, és ¢'(0) = f/(x). Ennek az a szemléletes tartalma, hogy az f
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fuiggvényt csak az i-ik véltozdjdban vizsgéljuk, a tobbi véltozot rogzitett konstansnak
tekintjiik az x pontban. Parcidlis derivéltakra néha az

S =5

jelolés is haszndlatos.

34.9 Tétel. Ha f differencidlhaté az x pontban, akkor f minden vdltozdja szerint
parcidlisan differencidlhaté az x pontban, éspedig

fix) = f'(x)ei -

mindeni=1,...,n indexre.

Bizonyitas. Val6ban, a differencidlhatésdg miatt

Lt tre) — £9) = L (aen) +rieen) = e+

t
amibdl ¢+ — 0 mellett azonnal adédik az allitas. O

34.10 Példa. Megmutatjuk, hogy a fenti tételiink nem fordithaté meg. Nevezetesen
nem nehéz példat mutatni olyan fliggvényre, amely valamely pontban parcidlisan diffe-
rencidlhat6 az Osszes véltozoéja szerint, de a fiiggvény még csak nem is folytonos abban
a pontban. Tekintsiik példaul a sikon az

2 5
floy) = Fheo hax b0
’ 0, kiilonben

fiiggvényt. Konnyen ldthat6, hogy f7(0,0) = f3(0,0) = 0, azonban f nem folytonos
az origéban. Valdban, f a koordindtatengelyek mentén zérus, mig a 45°-o0s egyenes
mentén 1, igy f az origd barmely kornyezetében egyardnt felveszi a 0 és az 1 értékeket
is.

34.4. A Jacobi-matrix és a gradiens

A parcidlis derivéltak segitségével a derivdlt matrixa mar el$éllithat6. Tekintsiik az
f:R" — R™ fiiggvényt, amely differencidlhaté az x pontban. Jeloljék fi,..., f, az
f koordinatafiiggvényeit. Ekkor

()i (f)h
(fz)/l(x) (f2)5(x

fx)=

<mmm<mMM.u<mmm
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Ezt az m x n méretdi f/(x) métrixot szokds az f fiiggvény Jacobi-mdtrixdnak is nevezni
az x pontban.

34.11 Példa. Legyenek példaul
fi(x1,%0,03) = 2x100%3 fo(x1,%0,%3) = x] +23 + 45
Ekkor az f = (f1, f») : R? — R? fiiggvény Jacobi-matrixa az x = (x{,x»,x3) pontban:

2xpx3  2x1x3  2x1X
1o 2X3 1X3 1X2
fix) = 2x1 3x3 4x%

amely egy 2 x 3 méretli matrix.

Specidliasan az m = 1 esetben az f : R” — R fiiggvény Jacobi-matrixa (derivaltja)
egyetlen sorbdl 4ll, nevezetesen

f,(x) - [fl,(x)vvf;t(x)}

Ezt a derivéltat az irodalomban néha az f gradiens vektordnak nevezik az x pontban.

34.12 Példa. Tekintsiik példaul azt az f : R* — R? fiiggvényt, amely a sik pontjainak
polaris koordinatdit derékszogi koordinatdkra valtja, azaz

rcos o
f(r7a) - |: rSil’l(X :| I
és legyen g : R? — R3 a kovetkez leképezés
X2 —xy
gey)=| y¥—xy
2xy

Hatérozzuk meg a (go f)’(1,7/3) métrixot. Ekkor

cosa —rsina
sin o rcoso

f(ro)= ;
tovabba
2x—y —Xx
gy=1 -y 2y-x
2y 2x
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Ezért a kompozici6 fiiggvény differencidlhatésdga alapjan:

(80.0)'(1,m/3) =

1-v3/2 —1)2 |
| - I 12 V32
= g/z V3 1 1/2 N R

1/2—v3/2 1/2—-+/3/2
3/2-3/2 1/2+3/2 |,
V3 1

amely természetesen 3 x 2 méretli matrix.

34.13 Specialis eset. A lancszabély gyakran elGfordulé specidlis esete a kovetkezd.
Legyenek fi,..., f, : R — R differencidlhaté fiiggvények és f(¢t) = (f1(¢),..., fu(t)).
Legyen tovdbba g : R” — R olyan fiiggvény, amelynek a parciélis deriviltjai léteznek
és folytonosak. Ekkor

™=

o))=Y &k(f1(0),--, fu()) filt)

k=1

Valéban, a g Jacobi-mitrixa (gradiense) ekkor egyetlen sorbdl all:

§(f(1) =181 (f(1))--.8n(£(1))]
mig az f Jacobi-métrixa egyetlen oszlopot tartalmaz:
f1(0)
fo=|
fat)

A két vektor skaldris szorzatdbdl adodik a fenti formula.

34.14 Példa. Tekintsiink egy g : R” — R fiiggvényt, amelynek a parcidlis derivdltjai
léteznek és folytonosak, és legyen v € R adott vektor. Ekkor az

F(t)=gla+1v)
egyvaltozds fiiggvény derivaltja a fentiek szerint:
F'(1) = (g/(a+1v),v)

specidlisan F’(0) = (¢’ (a),v).
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Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgy(jtemény-1 III/1 szakasza kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a Ill/1 szakasz 1.1.4,1.1.5,1.1.6,1.1.7,1.4.3,1.4.4,1.4.5,1.5.3,
1.5.4,1.6.3, 1.6.5 feladatai.

3. Tankonyv-115.3, 15.4, 15.6, 16.1 és 16.2 szakaszai.
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35.1. Folytonos differencialhatésag

Tegyiik fel, hogy f : R” — R differencidlhaté az x pont egy kornyezetében. Tekintsiik
az f: R" — R" derivéltfiiggvényt, és tegyiik fel, hogy ez folytonos az x pont adott
kornyezetében. Ilyenkor azt mondjuk, hogy f folytonosan differencidlhaté.

35.1 Tétel. Az f fiiggvény akkor és csak akkor folytonosan differencidlhaté az x pont-
ban, ha a parcidlis derivdltjai az x egy kornyezetében léteznek, és folytonosak az x
pontban.

Bizonyitas. ElSszor a sziikségességet igazoljuk. Tekintsiik az x pontot, és legyen
€ > 0. Ekkor az f’ folytonossdga miatt létezik olyan & > 0, hogy ||x —y|| < & esetén
Ilf'(x) = f(»)|| < €. Ekkor a Allitas folytan a parcialis derivaltak 1éteznek, és

@=L = (& =fO)eil
< @ -roll<e
barmely i = 1,...,n mellett. Ez éppen a parcidlis derivaltak folytonossagat jelenti.

Térjiink rd az elegenddség bizonyitdsdra. Legyen adott az x pont és € > 0. Ekkor
a parcidlis derivéltak folytonossdga alapjan van olyan & > 0, hogy minden x,y € X,
lx—y|| < O esetén
i ()= fi ()| < &/n
barmely i = 1,...,n mellett. (Ez nyilvan megtehetd gy, hogy minden i esetén vélasz-
tunk egy ilyen & szdmot, majd az igy kapott n darab & koziil kivalasztjuk a legkisebbet.)
Vilasszunk ezutdn egy olyan v vektort, amelyre ||v|| < 8. Ha v koordindtdi rendre a

Vi,...,vy valds szamok, agy vezessiik be a
R
i Vi
V=10 |
L 0 U
és 0 = 0 jeloléseket (i = 1,...,n). Ekkor a Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint van-

nak olyan 0 < t; < 1 szdmok, hogy

™=

fat+v)=flx) = (f(x+vi)ff(x+v"*l)):

fi/(x-i- yi=l +tviei)vi =

I

Il
-

(fi'(x+vi_l +1tvie;) fD,-f(x)> ;.

M-
N
=
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Itt a masodik szumma kisrendd v — 0 esetén, hiszen

n

Snlvl

1
vl

Yy (f,-’(x+v"*1 +tvie;) ffi/(x)> Vi

i=1

Ez éppen azt jelenti, hogy f differencidlhaté az x pontban. Mivel f/(x) =
[f1(x), ..., fn(x)], azért a koordinétafiiggvények folytonossdga miatt f” is folytonos is
az x pontban. |

35.2. Masodrendi derivaltak

Tekintsiik az f : R" — R n-véltozés differencidlhaté fiiggvényt, és tegyiik fel, hogy az
f':R" — R" derivalt fiiggvény is differencidlhaté az x pont egy kirnyezetében. Ekkor
beszélhetiink az f fiiggvény masodrendii derivaltjar6l. A Jacobi-matrixhoz hasonléan
elkészitjik az
fik)
f'(x) = :

fu®)

koordinétafiiggvényeinek parcidlis derivaltjait, amelyeket az f mdsodrendl parcidlis
derivaltjainak neveziink. Ekkor az i-ik, majd k-ik valtozok szerinti masodrendd parcialis
derivalt

82
W;}q{(xl,...,xn) = FIx1, . xn)

Hasonldan, az x; valtozé szerinti masodrendd parcidlis derivalt:

0%f

ﬁ(x17...7xn): (1.5 %0)
i

Ekkor az f”(x) masodrendi derivalt a kdvetkezd n x n méretli matrix

g s
F10) = 21: 22: N Zn:
M@ fa® e )

amelyet az f fliggvény Hesse-madtrixdnak is neveziink az x pontban.
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35.3. Young-tétel

35.2 Példa. Konnyen lithat6, hogy példdul az f(x,y) = 2x3 4 5x%y® — In(xy?) fiiggvény

esetében
Aly) = 62 +10xy° —1/x
flry) = 15321/
fixy) = 12x+10y° —1/4
fhxy) = 30x%y—2/y’
fay) = fixy) =3007

A fenti példankban azt lathatjuk, hogy az f fiiggvény vegyes parcidlis derivaltjai
megegyeznek. A kovetkezd tételiink azt fogalmazza meg, hogy ez nem véletlen, vi-
szonylag éltalanos feltételek mellett ez mindig érvényes.

35.3 Tétel. (Young) Ha az f n-vdltozds fiiggvény mdsodrendii parcidlis derivdltfiigg-
vényei léteznek és folytonosak, akkor a Hesse-mdtrix szimmetrikus, azaz

fix) = fii(x)
bdarmely i,k =1,2,...,n indexekre.
Bizonyitas. Nyilvan elég a bizonyitdst a kétvaltozos esetre elvéegezni. Tegyiik fel,

hogy f : R? — R kétszer folytonosan differencidlhaté az (x,y) pontban. Legyen v € R
rogzitett, 4s tekintsiik az

F(t):f(t7y+v)7f(t7y)7 G(Z):f(x+vat)7f(xat)
fliggvényeket. A feltevésiink szerint ezek differencidlhatok az x, illetve az y pont egy
kornyezetében, és

F(x+v)—F(x)=G(y+v)—-G(y) . (35.1)
A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint taldlhaté olyan 0 < ¢ < 1 szdm, amelyre
F(x4v)—F(x) =F'(x+tv)v,
azaz az F definicidjéra tekintettel
F(x+v)—F((x) = (ff(x—O—tv,y-i—v) —ff(x—b—tv,y)) v
(Diaf(x+1v,y)v+o(v))v.
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Innen a masodik derivalt folytonossaga alapjan

F(x+v)—F(x)

lim 3 = fi5(x,y) .

v—0

Teljesen hasonlé gondolatmenettel az adédik, hogy

lim G(y+v)—-G(y)

tim COE =T g ).

Ezért a (B5.1) egyenlSségbdl azonnal kovetkezik, hogy

fl”2(x7y) :féll (x7y) ’

azaz a masodik derivalt szimmetrikus matrix. O

35.4 Példa. Legyen példaul f:R3 — R az

fley2) = 2%y +xyz—y°2

formuldval értelmezett fiiggvény. Ellendrizziik, hogy a masodik derivalt az (x,y,z) he-
lyen az
4y dx+z y
fxyz)=| dx+z =222 x—dyz
y x—dyz  —2y°

szimmetrikus matrix.

35.4. Taylor-formula
Tekintsiink egy f : R" — R fiiggvényt.

35.5 Tétel. Tegyiik fel, hogy f kétszer folytonosan differencidlhaté az x pont egy kir-
nyezetében. Akkor

fl+v)=fl)+f v+ %(vvf"(XM +o(|v?)

ahol
o(|IvlI*) _

v—0 |2
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Bizonyitas. Legyen adott € > 0. A mésodik derivalt folytonossaga miatt az x pontnak
van olyan kornyezete, amelyben

I Getv) =)l <e.

Vezessiik be a szdmegyenesen a
(1) = flx+1v)

figgvényt. Mivel ekkor g egy els6foku fiiggvény és az f kompoziciéjaként all eld, a
lancszabdly alapjdn vildgos, hogy g kétszer folytonosan differencidlhaté az origé egy
kornyezetében, és

g'(0) = f"(x)v g (0) = (v f"(x)v).

Alkalmazzuk a g fiiggvényre az egyvaltozés Taylor-formulat, akkor taldlhaté olyan ¢ €
[0,1] pont, amelyre

1
g(1) =2(0)+£'(0) + 58" (1) .
Mivel g”(¢) = (v, f"" (x+1tv)v), innen azt kapjuk, hogy

1

Fletv) = £+ /vt 3 £+ 3 (7 x4 = £

Ittaz r(v) = 5 (v, (f" (x+1v) — f"(x))v) jeloléssel viligos, hogy
Lo 1/ 2 2
rO) < S 177 Get1v) = RO IVIE < elv]

Ez éppen azt jelenti, hogy r(v) = o(||v||), amit igazolnunk kellett. O

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 III/2 szakasza kidolgozott példdinak feldolgozadsa.

2. Hazi feladatok: a III/2 szakasz 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4, 2.2.6, 2.2.8, 2.2.10, 2.2.11,
2.2.14,2.2.15, 2.2.16 feladatai.

3. Tankonyv-1 17. fejezet.
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36.1. Lokalis szélsoérték

36.1 Definicié. Az R” tér origd kdzépponti egységgdmbjén a
B={xeR":|x|| <1}
halmazt értjiikk. Vildgos, hogy valamely a € R” pont koriili > 0 sugari gémb az
a+rB={xeR":|x—a| <r}

formulédval adhaté meg.

Tekintsiink egy f : R" — R fiiggvényt. Azt mondjuk, hogy az értelmezési tartomany
valamely a pontja az f lokdlis minimumbhelye, ha taldlhat6 olyan € > 0, hogy

f(x) = f(a)

az értelmezési tartomédny minden olyan x pontjdban, amelyre x € a+ €B, azaz ||x—a|| <
€.

Hasonldan értelmezziik a lokdlis maximum fogalmaét, és értelemszertien fogalmaz-
hatjuk meg a globdlis minimum és maximum definicidjat is.

36.2. Elsorendi sziikséges feltétel

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy az f : R" — R fiiggvény differencidlhaté az a pont
egy kornyezetében.

36.2 Tétel. Ha az a € R" pont az f lokdlis minimumhelye, akkor fi(a) =...= fi(a) =
0.

Tekintsiik ugyanis az ¢, € R” egységvektorokat, és jelolje

8(t) = fla+tey).

A lokdlis minimum definiciéja alapjdn a g fiiggvénynek lokélis minimumhelye van a
t = 0 pontban, mdsrészt a Lancszabdly szerint g differencidlhato is, éspedig

&)= {f'(a+ter),er) .
Innen adddik, hogy minden k = 1,...,n indexre:

0=2¢'(0) = (f'(a),ex) = fi(a)
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A fenti tétel szerint a parcidlis derivaltakra felirt egyenletrendszer megoldésai kozott
kereshetjiik a fliggvény széls6értékhelyeit. Ez az egyenletrendszer azonban (az egyval-
tozds esethez hasonldéan) csak sziikséges feltételt fogalmaz meg. Példdul az

fley)=xy

fiiggvény esetében az f] (x,y) = f3(x,y) = 0 egyenletrendszer egyik megolddsa (x,y) =
(0,0). Ekkor
1(0,0)=0

2z

de ez nem lehet szEls6érték, hiszen f az origé koriili barmilyen sugard gomb belsejében
felvesz pozitiv és negativ értékeket is.
Sziikségiink van tehat masodrend (sziikséges, illetve elégséges) feltételekre.

36.3. Masodrendi sziikséges feltétel

A tovédbbiakban feltessziik, hogy f : R” — R kétszer folytonosan differencidlhat6 az a
pont egy kornyezetében.

36.3 Tétel. Tegyiik fel, hogy a az f lokdlis minimuhelye. Akkor az f Hesse-mdtrixa az
a helyen pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas. Legyen v € R” tetszbleges, és vezessiik be a kordbbiakban vizsgélt

g(t) = fla+1v)

fuggvényt. A feltételiink szerint g kétszer differencidlhatd, és ha a az f lokalis mini-
mumbhelye, akkor 0 a g lokdlis minimumhelye, ezért g”(0) > 0. Ez azt jelenti, hogy

0<g"(0)=(f"(a)vv)

Mivel v € R”" tetszSleges volt, ez éppen azt jeleneti, hogy a Hesse-matrix pozitiv sze-
midefinit. |

Ez a tételink még nem ad elégséges (csak sziikséges) feltételt a sz&ls6értékre, elég,
ha az

fley) =2+t

fiiggvényre gondolunk. A (0,0) pontban a parciélis derivaltak nulldk és a Hesse-matrix
is a nulla matrix (tehdt egyszerre pozitiv és negativ szemidefinit), de ez a pont nem
szélsbérték.

Természetesen a tételiinkkel analdg 4llitast fogalmazhatunk meg lokdlis maximum-
hely esetére is.
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36.4. A szélsoérték elégséges feltétele

Tegyiik fel djra, hogy az f: R" — R fuggvény kétszer folytonosan differencidlhaté az
a pont egy kornyezetében.

36.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy az a pontban az f parcidlis derivdltak nulldk, és itt az
f"(a) Hesse-mdtrix pozitiv definit. Akkor a az f lokdlis minimumbhelye.

Bizonyitas. A Taylor-formula alapjén (1d. Tétel) az a valamely kornyezetében

1
fla+v)—fla) = §(v7f”(a)v>+0(|\v\|2) (36.1)
Jelolje A az f”(a) matrix legkisebb sajdtértékét, akkor a feltételiink szerint A pozitiv,
tovdbba

(v f" (@) = Allv]?

minden v vektor mellett. Legyen § > 0 olyan, hogy barmely ||v|| < & esetén

A

3

o(IvIP*)
vl

Ezeket a (36.1) egyenl&ségbe visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy
Ao
flatv)=fla) = <Iv|* >0,

hacsak ||v|| < 8, v # 0. Ez éppen azt jelenti, hogy a az f lokdlis (szigori) minimumhe-
lye. g

Magétdl értetddden a tételiinkben az f”(a) negativ definitsége lokdlis maximumot
jelent.

36.5. A szélsoértéek meghatarozasa

P

Egy n-véltozos fiiggvény szélsdértékeinek meghatarozasahoz tehat a kovetkezd 1épése-
ket kell elvégezniink:

1. Hatdrozzuk meg a parcidlis derivaltakat

2. Mindegyik parcidlis derivaltat tegyiik egyenlévé nulldval, és oldjuk meg az igy
keletkezd egyenletrendszert

3. Ezen helyek mindegyikén allitsuk el a fiiggvény Hesse-matrixat

4. Ha egy adott helyen a Hesse-matrix pozitiv definit, akkor az a fiiggvény lokalis
minimumhelye
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5. Ha egy adott helyen a Hesse-matrix negativ definit, akkor az a fiiggvény lokdlis
maximumhelye

6. Ha egy adott helyen a Hesse-madtrix indefinit, akkor itt a fiiggvénynek nincs sz¢l-
s6értéke

7. Ha egy adott helyen a Hesse-matrix szemidefinit, de nem definit, akkor a feladat
tételeink alapjan nem oldhat6 meg, az eset egyedi vizsgdlatot kivan

36.5 Példa. Vegyiik els6 példaként az

fley)=xt+y?

fiiggvényt. Az egyetlen hely, ahol a parcidlis derivaltak nulldk az origd. Ebben a pont-
ban a Hesse-madtrix
0 0
=[5 2]

amely nyilvan pozitiv szemidefinit. Vildgos azonban, hogy az origé a fiiggvény (globa-
lis) minimumbhelye.
Teljesen hasonl6 szdmitdst hajthatunk végre, ha a

g(x,y) = —x*+)*

fiiggvényt vizsgaljuk. Ugyanigy az origé az egyetlen kritikus pont, és a megfeleld
Hesse-matrix is azonos. Ekkor azonban az origd nem lehet szélséértékhely, hiszen a
fiiggvény az origéhoz tetszlegesen kozel felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

Az ilyen pontot a g fiiggvény nyeregpontjanak nevezziik.

Hasonl6 példakat taldlhatunk a negativ szemidefinit Hesse-matrix esetére is.

Mindenesetre megallapithatjuk, hogy szemidefinit (de nem definit) Hesse-matrix ese-
tében minden el6fordulhat: az adott pont lehet minimum, maximum vagy nyeregpont
is.

Tegyiik fel ezutdn, hogy a Hesse-madtrix nem zérus. Ekkor csak az aldbbi esetek for-
dulhatnak el6:

e Ha a Hesse-matrix pozitiv szemidefinit, akkor az adott pontban csak minimum
vagy nyeregpont lehet.

e Ha a Hesse-matrix negativ szemidefinit, akkor az adott pontban csak maximum
vagy nyeregpont lehet.
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36.6 Példa. Keressiik meg az alabbi fiiggvény szélsGértékeit:
Fe3.2) = (2 —dy)e(HFE)

Ekkor az els6rendii parcialis derivaltakra az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:

fll (X’)’,Z) = (2x _X2 +4y)e—(x+y+12) —0
Bleyz) = (—4-x2+4y)e 0D =0
fleys) = =222 —dy)e ) =0

amelynek egyetlen megolddsa (x,y,z) = (—2,2,0)

Alkalmazzuk ezutdn a masodrendi feltételiinket.

Nem hosszu szamoldssal ellendrizhetjiik, hogy ezen a helyen a Hesse-matrix a ko-
vetkez§ lesz:

6 4 0
H=|4 4 0
0 0 8
A Hesse-métrixnak megfeleld kvadratikus alak ezért

6x% + 8x1x2 +4x% + 8x§ = Zx% +4(x +xz)2 + Sx% .

Tehdt a Hesse-métrix pozitiv definit, ezért a (—2,2,0) pontban az f fiiggvénynek lokalis
minimuma van.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgyijtemény-1 III/2 szakasza kidolgozott példdinak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a III/2 szakasz 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4, 2.2.6, 2.2.8, 2.2.10, 2.2.11,
2.2.14,2.2.15, 2.2.16 feladatai.

3. Tankonyv-1 17. fejezet.






Irodalmi utalasok, kitekintés

Természetesen tisztdban vagyunk azzal, hogy egy hdrom féléves matematika targy-
ba jelen tananyagndl tobbet nem célszerti bepréselni. Ennek ellenére minden tanévben
szamos olyan érdekl8dd hallgatonk akad, akik 6rommel hallandnak tovabbi érdekes fel-
adatokrol, nehezebb problémdkrol, és akik szivesen véllalndnak még komolyabb kihi-
véasokat. Szamukra késziilt az alabbi ttmutatd, ahol megtaldlhatjak azokat a forrdsokat,
amelyek feldolgozdsa sordn kiprébdlhatjak magukat.

Analizis, tobbvaltozés fiiggvények: Walter Rudin: A matematikai analizis alapjai,
Typotex, Budapest, 2012. (Taldn a mai napig a vildg legjobb klasszikus anali-
zis tankonyve, nehéz és érdekes feladatokkal.)

Linearis algebra: Dancs Istvdn és Puskds Csaba: Vektorterek, Aula Kiadé, 2005. (Az
egyik legjobb magyar nyelvii linedris algebra tankonyv, kifejezetten a mate-
matikus-kozgazdasz hallgaték szempontjai szerint szerkesztve.)

Valészintiségszamitas: Medvedev Péter: Bevezetés a valdszintiségszamitasba. Letolt-
het6: http://medvegyev.uni-corvinus.hu/kisvalszam.pdf (Szép, és nagyon igényes
bevezetés, szdmos izgalmas kozgazdasagi, pénziigyi alkalmazéssal.)

Valészintiségszamitas: Kai Lai Chung: Elementary Probability Theory with Sto-
chastic Processes, Springer-Verlag, New York, Heidelberg, Berlin, 1979. (Orok
klasszikus, gyonyori tdrgyaldsmoéd, gondolkodtaté feladatok. Fontos magyar vo-
natkozasa, hogy a szerz6 Pélya Gyorgy didkja volt a Berkeley egyetemen.)

E konyv szerzdje szivesen segit hallgatéinak a forrdsok beszerzésében, és nagy 6rom-
mel nyujt segitséget azok megértésében, feldolgozasdban.






Hogyan hatdrozhatjuk meg egy vdsarlé opti-
madlis dontését korldatozo feltételek mellett?
Milyen drat hatdrozzon meg a termelé a ma-
ximdlis nyereség érdekében? Milyen kovet-
keztetéseket tudunk levonni egy rendelkezé-
stinkre dllé adatsor vizsgalatabol?

Ezek olyan tipusu kérdések, amelyek a koz-
gazdasdgtan alapjainak tanulmdnyozdsakor
a mikrookondmidban, a makrookondmidban,
vagy a statisztikdban gyakran felmerilnek.
Es ezen kérdések megvdlaszoldsdhoz mind-
mind matematikai eszkozokre, eljardsokra
van szukségunk.

Ez a kézikonyv ennek a matematikai eszkoz-
tarnak az elsajdtitasahoz kivan segitséget
nyujtani szigoruan hetekre bontott eléada-
sok formdjdaban.




	Előszó
	Első félév: Differenciál és integrálszámítás
	Sorozatok
	A határérték definicíója
	Végtelenbe tartó sorozatok
	A rendőr-elv
	Korlátosság és monotonitás
	Az Euler-féle e szám

	Végtelen sorok
	Végtelen sorok konvergenciája
	A geometriai sor
	Konvergencia a részletösszegek alapján
	Feltételek konvergenciára
	Abszolút konvergencia
	Hányados-kritérium

	Függvények határértéke és folytonosság
	Függvények határértéke
	A rendőr-elv
	Egyoldali határérték
	Folytonosság
	Folytonos függvények tulajdonságai

	Függvények deriváltja
	A derivált fogalma
	Görbék érintője
	Differenciálási szabályok
	Függvények kompozíciója
	Láncszabály

	A középérték-tétel
	Az inverz függvény
	Az inverz függvény differenciálhatósága
	Az exponenciális és a logaritmus függvény
	A szélsőérték szükséges feltétele
	Lagrange-féle középérték-tétel
	L'Hôpital-szabály

	A teljes függvényvizsgálat
	Monoton függvények
	A szélsőértékhely megkeresése
	Magasabbrendű deriváltak
	Másodrendű feltételek
	Konvex és konkáv függvények

	Integrálás
	A határozatlan integrál fogalma
	Alapintegrálok
	Kezdetiérték-feladatok
	Határozott integrálok
	Newton-Leibniz-formula

	Integrálási technikák
	Parciális integrálás
	Parciális integrálás határozott integrálokra 
	Integrálás helyettesítéssel
	Helyettesítés határozott integráloknál
	Lineáris differenciálegyenlet

	Az integrálás kiterjesztése
	Improprius integrálok
	Improprius integrálok a számegyenesen
	Parciális integrálás improprius integrálban
	Harmonikus sorok vizsgálata

	Hatványsorok
	Hatványsorok összege
	A konvergencia-sugár
	Hatványsor differenciálhatósága
	Az együtthatók meghatározása
	Az exponenciális függvény hatványsora

	Kétváltozós függvények deriválása
	Parciális deriváltak
	Érintősíkok
	A láncszabály
	Lokális szélsőérték
	Elsőrendű szükséges feltétel

	Feltételes szélsőérték
	Implicit függvények
	Feltételes szélsőérték
	Lagrange-multiplikátorok
	A szélsőérték-feladat megoldása


	Második félév: Valószínűségszámítás
	Valószínűség
	Kísérletek
	Az eseménytér
	Események
	Műveletek eseményekkel
	Valószínűségi mező

	Mintavételi eljárások
	Klasszikus valószínűségi mezők
	Mintavétel visszatevés nélkül
	Mintavétel visszatevéssel
	A Bernoulli-kísérlet

	Feltételes valószínűség és Bayes-tétel
	Feltételes valószínűség
	Függetlenség
	Teljes valószínűség tétele
	Bayes-tétel

	Valószínűségi változók és eloszlások
	Valószínűségi változók
	Diszkrét valószínűségi változó eloszlása
	Az eloszlásfüggvény
	A sűrűségfüggvény

	A várható érték és a szórás
	Diszkrét eloszlások várható értéke
	Végtelen elemű eloszlások várható értéke
	Folytonos eloszlások várható értéke
	A várható érték tulajdonságai
	A variancia és a szórás

	Nevezetes diszkrét eloszlások
	Karakterisztikus eloszlás
	Binomiális eloszlás
	Hipergeometriai eloszlás
	Geometriai eloszlás
	Poisson-eloszlás

	Nevezetes folytonos eloszlások
	Egyenletes eloszlás
	Exponenciális eloszlás
	A standard normális eloszlás
	Normális eloszlás

	Együttes eloszlások
	Együttes eloszlásfüggvény
	Diszkrét együttes eloszlások
	Folytonos együttes eloszlások
	Függetlenség
	Feltételes eloszlások

	Kovariancia és korreláció
	Összeg várható értéke
	Szorzat várható értéke
	Összeg varianciája
	Kovariancia és korreláció
	Teljes várható érték tétel

	Változók összegének eloszlása
	Diszkrét változók összegének eloszlása
	Folytonos változók összegének eloszlása
	A Poisson-folyamat
	Normális eloszlások összege
	Centrális határeloszlás-tétel

	A nagy számok törvénye
	Csebisev-egyenlőtlenség
	Csebisev-egyenlőtlenség ekvivalens alakban
	Poisson-approximáció
	Nagy számok törvénye

	A statisztika nevezetes eloszlásai
	Kétdimenziós normális eloszlás
	Korrelálatlan normális eloszlások
	Normálisból származtatott eloszlások
	A 2-eloszlás, a t-eloszlás és az F-eloszlás


	Harmadik félév: Lineáris algebra
	Vektorterek és alterek
	Az Rn vektortér
	Alterek
	Generált altér
	Lineáris függetlenség

	Lineáris függetlenség és bázis
	Generátorrendszer
	Bázis
	Dimenzió
	Elemi bázistranszformáció

	Lineáris leképezések és mátrixok
	Lineáris leképezések
	Leképezések mátrixa
	Mátrix rangja és szabadságfoka
	Mátrixok szorzása

	Lineáris egyenletrendszerek
	Homogén lineáris egyenletrendszerek
	Inhomogén lineáris egyenletrendszerek
	Inverz mátrix
	Az inverz mátrix meghatározása

	Sajátérték, sajátvektor
	Sajátérték, sajátvektor
	Sajátaltér
	Sajátvektorok meghatározása
	Lineárisan független sajátvektorok
	Transzformációk diagonális alakja

	Determináns
	Permutációk
	A determináns fogalma
	A determináns tulajdonságai
	A determináns kiszámítása
	Sajátértékek meghatározása

	Skaláris szorzat
	Skaláris szorzat
	Vektorok szöge, merőlegesség
	Ortogonális vektorok
	Gram-Schmidt-féle eljárás
	Az ortogonális komplementer

	A spektráltétel
	Transzponált mátrix
	Ortogonális mátrixok
	Szimmetrikus mátrixok
	Szimmetrikus mátrixok spektráltétele

	Kvadratikus alakok
	Kvadratikus alakok
	Kvadratikus alak mátrixa
	Kvadratikus alakok definitsége
	Teljes négyzetté alakítás
	Definitség a sajátértékek alapján

	Többváltozós függvények deriválása
	Differenciálhatóság
	Láncszabály
	Parciális deriváltak
	A Jacobi-mátrix és a gradiens

	Másodrendű deriváltak
	Folytonos differenciálhatóság
	Másodrendű deriváltak
	Young-tétel
	Taylor-formula

	Többváltozós szélsőérték
	Lokális szélsőérték
	Elsőrendű szükséges feltétel
	Másodrendű szükséges feltétel
	A szélsőérték elégséges feltétele
	A szélsőérték meghatározása



