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Eloszo

AZ ELOADASJEGYZET A Budapesti Corvinus Egyetem Matematika Tanszékének Auk-
cidelmélet cimi kurzusdhoz késziilt. A jegyzet alapja Vijay Krishna Auction Theory
cimi konyve [19]]. Azért valasztottam ezt a miivet az el6addsaim alapjdul, mert olyan
bevezetd jellegli konyvet kerestem, amely

a) rigorézus matematikai megkozelitést haszndl,
b) de naiv valészinliségszamitdsi ismeretekkel is feldolgozhatd,
¢) ugyanekkor illeszkedik az Aukciéelmélet oktatdsdnak nemzetkdzi standardjahoz.

E konyv pontosan tiikrozi az altalam tartott Aukciéelmélet cim@ tirgy tanmenetét.
Egy szemeszterben 12 hetet feltételezve, az itteni 12 fejezet a szemeszter egy-egy heté-
nek feleltethetd meg, szigordan a fejezetek sorrendjében haladva.

Az anyag megértéséhez sziikséges elGismeretek a kovetkezSk: Analizis, a szokdsos
integrdl- és differencidlszdmitds (pl.: [S]); Valdszinliségszamitds, de elegendd a Mérték-
elmélet nélkiili, d.n. naiv targyalds (pl.:[27]); Mikrodkondmia, itt is elegendd a belépd
szint (pl.:[41]]), de kiilondsen fontos a Nash-egyensily koncepcidjanak pontos értelme-
zése. Az anyag mélyebb megértéséhez nélkiilozhetetlen a Mértékelméleti megalapozas
(pl.:[23]), és a halad6 Mikrookondmiai targyalds (pl.:[4],[25]), de ezek nélkiil is be-
levaghatunk az aukcidelmélet rejtelmeinek megismerésébe, itt értem ezalatt: e konyv
olvasdsdba. Ez esetben e konyv szolgéltat majd motivaciot a fenti diszciplindkkal valé
ismerkedésre.

Egyéni tanuldsra, a kutatdsok megkezdésére, esetlegesen szakdolgozathoz vagy TDK
munkdhoz itt szeretnék tovabbi dolgozatokat ajanlani. Fejezetenkénti bontdsban tehat:

1-4. fejezetekhez: [39], [2], [3l, (8], [6],[40], [30].

5. fejezethez: [22], [1]].

6-8. fejezetekhez: (9, (10, (121, (13], [L17], [37].

9-12. fejezetkehez: [7]], [111], [32], (33, [36], [311, [24].

Koszonetemet fejezem ki Palvolgyi Dénes tandr tirnak, aki idejét nem kimélve, majd
egy szemeszteren keresztiil, hosszan diszkutalta velem az anyag jelentSs részét. Azok a
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hibdk, amik ennek ellenére a konyvben maradtak egyediil engem terhelnek. Az oktatds
sordn felszinre keriil félreértéseket, elirdsokat, hibdkat igyekszem kijavitani a konyv
elektronikus verziéjiban. Orémmel fogadom az olvasé 4ltal taldlt hibdkat. Az elektroni-
kus verzié a honlapomrdl (http://web.uni-corvinus.hu/magyarkuti) elérhetd.
Ajinlom az ottani példdny haszndlatat.

Koszonettel tartozom Vijay Krishnanak a személyes segitségért, és az ELSEVIER
kiadénak, hogy tdmogatta a konyv megjelenését. Koszonom a kar és az egyetem ve-
zetésének a tankonyv megirdsdhoz nydjtott anyagi tdmogatdst. Koszonettel gondolok
a Matematika tanszék tagjaira, akik hosszu tdvon tdmogattdk munkamat. Kiilonosen is
szeretném megkdszonni a péntek délutdni tanszéki szemindriumok résztvevdinek ide-
jét, kitartdsat, tiirelmét, figyelmét és fegyelmét, az évek 6ta tarté sokoldald személyes
tdmogatdsat.

Végiil szeretettel ajdnlom e konyvet volt és leendd hallgatéimnak, abban bizva, hogy
ugyanolyan 6rommel olvassdk majd, ahogyan én frtam.

Budapest, 2018. nyaran

Magyarkuti Gyula


mailto:magyarkuti@uni-corvinus.hu
http://web.uni-corvinus.hu/magyarkuti
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1. fejezet: Bevezetés és a masodaras aukcié 11

AZ AUKCIOK LEBONYOLITASI formdinak k6zos jellemzGje, hogy 6sszesen két dolgot
garantdlnak:

1. Kivélasztjak a résztvev6k{ﬂ kozil azt a jatékost, aki elnyeri az aukci6 targyat. Ez
a jatékos az aukcid nyertese.

2. Megadjdk a résztvevok fizetési kotelezettségét. Miutan kidertilt, hogy ki a fenti
pont szerinti nyertes, résztvevénként kiilon-kiilon meghatarozzak a fizetési kote-
lezettségeketE]

A jatékosok az aukcidban valé részvételiikkel elfogadjdk, hogy az el6ttiik el6re ismert
lebonyolitdsi rend majd a lejatszds utdn kivalasztja koziiliik a nyertest, és azt is elfo-
gadjdk, hogy a lejdtszds utdn befizetik a lebonyolitdsi rendben definidlt, a lejatszasbol
adodo fizetési kotelezettségiiket. Az aukci targya oszthatatlan, csak az egyik jatékos
birtokolhatja, a fizetési kotelezettség el6l nem lehet kitérni.

Barmilyen tipusi aukcidrdl is van sz, annak lehet egy rezervicids drat haszndld
varidnsa is. A rezervacios ar haszndlata annyit tesz, hogy az aukcié eredménytelen, ergo
nincs nyertes, ha a fizetési kotelezettség nem éri el az elére meghatdrozott rezervacios
drat. Ilyenkor senki nem nyeri el az aukcidt targyat.

1.1. Aukci6 tipusok

A matematikai formalizmus bevezetése felé haladva el6szor 6sszefoglaljuk a kdzismert
aukci6 lebonyolitdsi formékat.

Angol aukcid. A legismertebb és a legrégebben hasznélt forma. Maga az aukci6 sz6
a koznyelvben sokszor az angol aukciét jelenti. Ennek oka, hogy a latin t6, az augere
(emelkedd) is erre céloz. A kikidlté bemond egy alacsony drat, ami mellett varhato-
an tobb mint ketten megveszik a terméket, majd jellemz8en kis 1épésekben emeli az
arat. Mindaddig emel az dron, amig az é4rat elfogadé vevdk szdma nem kisebb mint 2.
Ha egyetlen vevé marad, akkor 6vé a termék, azon az dron, amit a kikialté az utolsé
alkalommal bemondott.

Az angol aukciét a kovetkezSképpen modellezhetjitk: A teremben mindenki tudja,
hogy mi az drverés targya. A potencidlis vevSk latjak a pillanatnyi drat és kézfenntar-
tassal jelzik, ha azon az dron 6k megvennék. Tegyiik fel, hogy a kikidltasi ar 0-rdl indul
és folytonosan emelkedik. A kezd$ pillanatban mindenkinek fent van a keze. Amint
az 4r olyan magas, hogy az aukci6 targydt a vevd azon az dron mir nem venné meg,
akkor leengedi a kezét. A jaték addig folyik, amig legaldbb két kéz van a magasban.
Az aukciénak abban a pillanatban van vége, amikor egy kéz van csak felemelve, és
az utolso kéz tulajdonosa a nyertes. A nyertesnek az ebben a pillanatban érvényes drat

!'A tovibbiakban az aukcid résztvevdje, a jdtékos, a licitdlé egymds szinonimdi.
2 Ami persze — sokszor, de nem feltétleniil — nulla egy nem nyertes jtékos esetén.
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kell megfizetnie. Az ar tehdt a mdsodik legtobbet ajanlé résztvevd dltal éppen mar nem
elfogadott ar.

Holland aukcié. Az angol aukcidval ellentétben az dr kis 1épésekkel lefelé halad,
olyan nagy 0sszegr6l indulva, amit senki nem fogad el. A jaték akkor ér véget, amikor
az els6 érdeklSdé jelzi vételi szandékat. Ové a termék, az éppen aktudlis dron.

Zart-ajanlatu elsoaras aukcio. A résztvevSk egymads ajdnlatait nem ismerve ajan-
latot tesznek a termékre. Mondjuk egy lezért boritékban adjdk be az aukciét lebonyo-
liténak az ajanlatukat. Az nyeri az aukciot, aki a legmagasabb ajanlatot adja, az dltala
megajanlott dron.

Zart-ajanlatu masodaras aukcid. A résztvevGk most is egymds ajdnlatait nem
ismerve tesznek ajanlatot a termékre. Az nyeri az aukcidt, aki a legmagasabb ajanlatot
adja, de nem az dltala ajanlott, hanem a masodik legmagasabb ajanlott dron.

1.2. Ertékelések

Ha elfogadjuk azt az alapfeltevést, hogy az dltalunk vizsgalt jelenségeket nem a puszta
véletlen, a vakszerencse hajtja, hanem a résztvevSk gondolkod6 1ények és cselekedete-
iket valamilyen fajta racionalitds vezérli, akkor az aukci6 résztvevdjének nyilvanvaléan
kell valamilyen értékeléssel rendelkezni az aukci6 targyat illetéen. Valami oka ugyanis
van annak, hogy ott van a teremben, azaz részt vesz az aukcidban.

Az értékelés nehezen definidlhat6 fogalom, de az intuitiv tartalom szerint olyasmit
fejezi ki, hogy a targy megszerzése a jatékos szdmdra mekkora tobbletet jelent. Hogy
ez a tobblet miben van kifejezve — egy érzelem teljesiilése, esetleg egy pénzmennyiség,
vagy egy sziikséglet kielégitése — az a tdrgyaldsunk szintjén érdektelen. Az egyszeriiség
kedvéért képzelhetjilk ugy, hogy ez az értékelés megadhaté egy szdmmal. Mintha a
targy birtokldsa a jatékos szdmdra x bevételt jelentene, amikor is éppen x az értékelése.

Fontos kiilonbséget tenniink az értékelés és a licitdlas kozt. A licit az értékelésen
alapul, de nem feltétleniil azonos avval. A licit mindig az az ar, amit az aukcié lejat-
szdsa sordn a jatékos a kikidltéval kozol. Hogy a jatékos az értékelésébdl hogyan képzi
a licitjét, az az 6 dolga, és nagyon sok mindentdl fiigg. Vildgos, hogy elsGdlegesen
az értékelésétdl, de fugg példaul az aukcié lebonyolitasi formajatdl is. Emiatt mindig
feltessziik, hogy az aukcidban résztvevd jatékosok eldtt tokéletesen ismert az aukcid
lebonyolitasi mddja, és az a tény is, hogy minden mas résztvevo is rendelkezik evvel a
tuddssal. Jegyzetiinkben

x—Bx)=>b

moédon fejezziik ki az értékelés €s a licitdlds kozti kapcsolatot. Ez azt jelenti, hogy ha
egy bizonyos tipust aukcidban résztvevs jatékosnak x az értékelése, akkor 6 ehhez az
értékeléshez a b = B (x) licitet trsitja. A jatékosok racionalitdsa azt jelenti, hogy a
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jatékosok torekednek arra, hogy megtaldljak azt a 8 licitfiiggvényt, ami az § igényeiket
a legjobban kielégiti. Hogy mit jelent ezen igények kielégitése, azt késébb pontosan
formalizéljuk. (Nash-egyensuly.)

A holland aukciéban példaul mindenkinek van egy értékelése, ez alapjan egy licitje,
és akkor emeli fel a kezét, amikor az § licitje a kijelz6n megjelenik. Az angol aukcidban
akkor veszi le a kezét, amikor az § 4ltala még befizethetS Osszeg eltlinik a kijelz6rdl. Ez
volt az 6 licitje. A zart-ajanlatu els6- vagy masodaras aukciokban a résztvevik ajanlatait

gondolhatjuk az aukciéban résztvevdk licitjeinek.

Az aukcidénak éppen az az értelme, hogy amikor a kikidlténak nincs elképzelése a
jatékosok értékelésérdl, és jellemzden az aukcid targyanak értékérdl sem, akkor vala-
milyen algoritmust adjon arra, hogy a targyat a kikidlté valamilyen egyezség keretében,
eldre tisztdzott szabdlyok kozt, korrekt, hiteles modon tudja értékesiteni. A kikidltonak
nyilvan a legnagyobb bevétel az érdeke. Ha tudnd kinek a legmagasabb az értékelése,
akkor egyszertien az ezt képvisel6vel kotne iizletet. Hasonldan, ha a kikidlté biztosan
tudnd, hogy mekkora értékkel bir az drverés targya, nem kockdztatnd az esetleg sokkal
alacsonyabb drat. Gondoljunk példdul egy olajmez6 aukcidjara. A gond éppen az, hogy
senki nem tudja pontosan mennyi olajat rejt a fold, és rendkiviil draga errdl valami na-
gyon keveset is, de tudni. Ha a kikidlté ezt tudnd, semmi értelme nem lenne szdmadra az
olajmez6 eladasanak, egyszerien ki tudnd termelni, vagy éppen le tudna réla mondani.

A kérdés az, hogy mit tesziink fel ezen értékelések kialakulasarél. Mit6l fiiggnek ezek
az értékelések? Csak az drverés targyatdl, vagy esetleg fiiggnek a jaték tobbi résztvevo-
jének értékelésétdl, masok véleményétdl is?

Magan értékelés

Ha minden résztvevd a tobbiek befolydsatdl fiiggetleniil tudja, hogy a termék szdmdara
mennyit ér az ajanlattevés pillanatdban, akkor ezt az aukcidt magdn értékelésii aukcio-
nak mondjuk. Implicit feltessziik, hogy senki nem tudja teljes bizonyossdggal a méasik
résztvevd értékelését, mi tobb: ez senkit nem is érdekel. Ha az egyik résztvevé megtud
valamit a masik értékelésérdl, az az 6 értékelésére semmilyen hatdssal nincs, azaz a
masik értékelésének ismerete nincs hatdssal a targy értékelésére.

Tipikusan magén értékelésii egy aukcid, ha az eladandé objektum hasznossaga pusz-
tdn annak elfogyasztdsabol ered. Példaul, ha butorra vagy bélyegre gondolunk, akkor
a magdn értékelés azt tiikrozi, hogy milyen hasznossdga van szdmunkra a butor bitor-
kénti, vagy a bélyeg bélyegkénti felhaszndldsdnak. Fontos ldtni, hogy ilyenkor is lehet
ez az érték ajanlattevonként nagyon killonb6z6. Nem mindegy ugyanis, hogy mennyire
fontos nekem a bélyeg felhaszndldsa, azaz egy levél feladdsa. De gondolhatunk példa-
ul arra is, hogy vizet drvereziink egy sivatagban szomjas emberek kozott. Ilyenkor a
magan értékelés csak attdl fiigg, hogy a jatékos mennyire szomjas.

A fenti példandl sokkal €letszeriibb, ezért sokkal szebb is, ha mobiltelefon szolgdlta-
ték szamadra kifrt frekvencia aukcidkra gondolunk. Viszonylag pontosan kiszdmolhatd,
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hogy mondjuk a 800MHz-es frekvencia sdv kizar6lagos birtokldsa a szolgdltatdsi terii-
leten beliil mekkora 4G adatforgalmat tesz lehet6vé az adott szolgdltaté technikai fel-
szereltségét figyelembe véve. Ezt az adott internet szolgaltaté ismeri. S6t csak 6 ismeri.
Osszeveti a keresletre vonatkozé piaci kutatdsi eredményekkel, és igy elég pontosan
képes megbecsiilni, hogy szdmara a 800MHz-es sdv birtokldsa mekkora profittal jarhat.
Ez nagyjabdl fiiggetlen att6l, hogy a konkurens szolgaltaté mit gondol a dologrdl. Itt
is teljesiil tehdt, hogy az aukci6 targydnak hasznossdga, annak ,.elfogyasztdsabol” ered,
emiatt tekinthet6 a frekvencia aukcid is egy magén értékelésii aukciénak.

Ha viszont a résztvevdk értékelése nem csak a targytdl, hanem mondjuk a tirgy ma-
sodlagos piacétdl is fiigg, olyan médon, hogy a vevd a targyat valamilyen befektetésnek
tekinti, akkor az értékelés azonnal fiigg masok jovSbeni értékelésétdl is, ami azt jelenti,
hogy sériil a magan értékelés feltevése.

Osszefiiggd értékelés

Nagyon sok esetben az arverezendd objektum megnyerésének hasznossaga teljesen is-
meretlen, s6t megismerhetetlen az ajanlattevék szdmdra. Természetesen lehetnek errdl
egyenkénti becsléseik, ezen becslések kialakitdsa azonban nagy eréfeszitésekbe keriil-
het, tehat az informacié a jaték tobbi résztvevijének értékelésérdl hatdssal van az érté-
kelések kialakitdsara.

Ugyanez a helyzet, ha a terméket masodlagos piacra szanjuk, hiszen ebben az esetben
az én értékelésem masok jovSbeni értékelésének fliggvénye. Amikor az értékelés kiala-
kitasa fiigg az aukci6 tobbi résztvevijének értékelésétdl, akkor az aukcidt dsszefiiggd
értékelésii aukcionak nevezzik.

Tipikusan Osszefiiggd értékelésti aukcid egy mialkotds aukcidja, dllamkotvények
aukcidja, vagy egy olyan foldteriilet drverése olajkitermelés céljabol, amelyben a tény-
legesen kitermelhetS olaj mennyisége a résztvevd felek el6tt ismeretlen.

Ekvivalencia
Képzeljiik el, hogy egy magén értékelési holland aukcié6 el6tt a résztvevSk az dltaluk
el6re eldontott drat egy lezart boritékban kiildik el a kikidltonak. Vildgos, hogy a hol-
land aukcidt ugyanaz a személy nyeri €s pontosan annyit fizet, mintha zért-ajanlatd el-
sGdras aukcidt jatszandnak le. Hasonldképpen egy zart-ajdnlati elsGdras aukcidt lejatsz-
hatunk holland aukcidként is. A nyertes személye és az arverés végss dsszege mindkét
esetben azonos.

Azt azonban, hogy a két aukci6 lejatszdsi formdja teljesen azonos lenne nem mond-
hatjuk ki. Ha holland aukcidként jatsszuk le, akkor, amig az aukci6 tart, mindenki tudja,
hogy mindenkinek a licitje az aktudlis drndl kisebb. Amikor véget ér a jaték, akkor min-
denki tudja kinek volt a legmagasabb a licitje. A kikidlt6 szdmara csak az deriil ki, hogy
kié volt legnagyobb a licit. A tobbi licit pontos értéke a jaték Gsszes résztvevdje elstt
rejtve marad.
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Ha ugyanerre a jelenségre zart-ajanlatd elséaras aukcioként tekintiink, akkor majd az
eredményhirdetés utdn deriil ki kinek volt a legmagasabb a licitje. A kikidlté szdma-
ra minden licit kideriil. Ha magén értékelésr6l van sz, akkor a két lejatszdsban rejloé
informdcid kiilonbség nem szdmit, hiszen ekkor az egyes jatékosok értékelésére nincs
hatdssal a mésik értékelése.

Hasonl6 parhuzam vonhaté az angol aukci6 és a zart-ajanlatd masoddras aukci6 ko-
zott. Ha minden résztvevd el6re eldonti, hogy milyen licitet alkalmaz, akkor nincs kii-
16nbség annak tekintetében, hogy zart-ajanlati masoddras médon vagy angol aukcid
modon jitszanak. Mindkét esetben a legnagyobb ajanlatot tevs jatékos nyer, § fizeti be
a masodik legnagyobb ajdnlatot, és a tobbiek nem fizetnek semmit.

Ha a jatékban rejl6 informdci6 tartalomra is figyeliink, akkor kiilonbségek vannak.
Az angol aukci6 lejatszdsa kozben az aukcidbdl kidlld jatékosok sorra nyilvanitjdk ki
licitjiiket, végiil csak a nyertes licitjét nem ismerjikk meg.

Ha ugyanezt, zart-ajdnlati mdsoddras aukcioként értelmezziik, akkor az eredmény ki-
hirdetése utdn csak a nyertes, tehat a legnagyobb licitet ad6 személye és a masodik
legnagyobb licit értéke deriil ki.

A bevezet6 jellegli el6adds sordn sziikséges egyszertisitéseket tenniink ahhoz, hogy
a legalapvetdbb elveket megérthessiik. Ilyen egyszer(sités, hogy az egész konyvben
kizar6lag a magéan értékelések esetére szoritkozunk. A magan értékelés feltevése mellett
a két-két lejatszds okozta informécio kiilonbség a mi targyaldsunk szempontjdbol nem
relevdns, emiatt a tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget az angol aukcid, és a zart-
ajdnlati masodaras aukci6 kozt, hasonldan a holland aukcid és a zdrt-ajdnlatd els6dras
aukci6 kozott sem. Ezutan egyszeriien elsGaras vagy masoddras aukciokra hivatkozunk.

1.3. A szimmetrikus modell

Az aukcio nyertese az a jatékos, aki az drverés targyat kézhez kapja. Egy aukciot stan-
dard aukcionak mondunk, ha az aukcié konkrét lejatszasi szabalyai a nyertes jatékost,
mint a legnagyobb licitet lead6 jatékost definidljdk.

Nem standard aukciéra a legegyszeriibb példa a lottd, vagy valamilyen rezervacios
drat haszndl6 aukcid. Standard aukcidra a legegyszer(ibb példak az elsGaras €s a ma-
sodaras aukciok. E fejezetben el6szor a masodaras aukcidval foglalkozunk, mert mint
késtbb 1atni fogjuk, ez a fajta lejatszds nagyon sok szempontbdl a legegyszertibb, a
legkézenfekvdbb és a legigazsdgosabb.

Az eddig targyalt aukcié lebonyolitdsok mind olyanok voltak, hogy csak a nyertes
szdmdra irnak el6 fizetési kotelezettséget. Ez nem feltétlen van mindig igy. Példaul a
lottéban minden résztvevd fizet, de még olyan aukcid is elképzelhetd, hogy egyediil
a nyertes nem fizet. Ilyen egzotikus aukcikat is vizsgdlunk majd az [3] fejezetben. A
modell épitésére visszatérve szét kell vdlasztanunk tehét a fizetés eseményét és a nye-
rés eseményét. Amikor e két esemény egybeesik, akkor az aukcidt nyertes fizet tipusi
aukciénak mondjuk.
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Egyetlen terméket szeretnénk drverezni N szdmu potencidlis vevd kozott. Az i-edik
licitdl6 a tobbiektdl fiiggetleniil ismeri az drverezendd objektum x; értékét. Az i-edik
licitdl6 természetesen nem ismeri a j-edik jatékos x; értékelését, az szdmdra egy X;
val6sziniiségi valtozo realizacidja. Ugyanigy X; az Osszes tobbi szdmara egy valészint-
ségi valtozd. Feltessziik, hogy az igy kapott

X15X2a"' aXN

valészintiségi véltozok fiiggetlenek; azonos eloszldsiak; folytonosan differencidlhaté
eloszlasfiiggvényiik F; amelynek a derivaltja a siirtiségfiiggvény, tehit F/ = f. A mo-
dellt azért nevezziik szimmetrikusnak, mert mindegyik X; értékelés eloszldsa ugyanaz.

Minden aukci6 formdban az i-edik jatékos stratégia- vagy licitfliggvénye
Bi:[0,0] > R

A Bi (x) = b azt fejezi ki, hogy az i-edik jatékos az x értékelés esetén b licitet tesz. A
jaték kifizetési fiiggvénye persze fligg a konkrét aukcié konkrét formajatél. Az egyes
jatékosok ugy alakitjdk ki a stratégidjukat, hogy a kifizetési (,,pay off™) fiiggvényiik
vérhat6 értékét maximalizaljdk. Ez alatt azt értem, hogy a jatékos az adott x értékelése
mellett olyan b licitet keres, amellyel a

P ({b-vel nyer}) - E (x| {b-vel nyer}) — P ({b-vel fizet}) - E (C| {b-vel fizet})

kifejezést maximalizdlja. Minden egyes jatékos szdmara a bevétel az aukcid targyanak
megszerzése, ami szimdra nem valdszintiségi valtozod, hiszen x a targy értéke a jatékos
szdmdra. A C a nyertes fizetési kotelezettsége, amely a konkrét aukcié formatdl fiigg.
Azt kaptuk tehét, hogy a varhaté profit maximalizdldsa azt jelenti, hogy rogzitett x érté-
keléshez a jatékos olyan b licitet keres, amely a b +— I1(b,x) fiiggvényt maximalizilja,
ahol

I1(b,x) = P({b-vel nyer})x — P ({b-vel fizet}) - E (C| { b-vel fizet}).

A fenti formula nem csak a széban forgé jatékos x értékelésétdl és b licitjétdl fiigg,
hiszen a C valdszintiségi véltozo értéke fiigg vagy fiigghet a tobbi jatékos licitjeitsl.
Ha az i-edik jatékos a f; licitfiiggvényt haszndlja, akkor a (fi,...,By) licit N-es
Nash-egyensulyi helyzetet reprezentdl, ha minden i = 1,..., N mellett és minden x €
[0, @] értékelésre
(i (x) %) > T1(b,)

minden b licit mellett. Feltéve, hogy az 6sszes tobbi jatékos is a f; licitfiiggvényt hasz-
ndlja. A Nash-egyensiilyi (B,...,By) licitrendszert szimmetrikusnak mondjuk, ha va-
lamennyi licitfiiggvény azonos, azaz 3 = f; minden i jatékosra.

Még a fenti szimmetrikus modellben is el6fordulhat nem szimmetrikus Nash-
egyensiily, amint példaul azt a[20] oldalon latjuk, egy két szereplds mésoddras aukci6
keretében. Egy 1ényeges egyszersités, hogy az els6 szakaszokban els6- és masoddras
aukci6 szimmetrikus Nash-egyensulyat keressiik.
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A vdrhato befizetés (,.expected payment’) konkrét alakja fiigg a konkrét aukcié konk-
rét definicidjatdl. Az intuitiv értelmezés az, hogy amennyiben mindenki a f licitfiigg-
vénnyel jaitszikﬂ akkor a jatékos szamara a jaték lefolyasat csak az értékelése hataroz-
za meg. Ha x a jitékos értékelése, akkor az aukciban val6 részvétel varhatéan m (x)
Osszeg befizetésével jar a jatékos részérdl. Kicsit pontosabban

m(x) = P({B(x)-el fizetés} ) E ({befizetés} | { B (x)-el fizetés}).

fgy a jatékos maximalizdlandé profit fiiggvényére a

I1(b,x) = P ({b-vel nyer})x —m (Bfl (b))
formulat kapjuk.

1.1. lemma. Legyenek X1,X,...,X, fiiggetlen, azonos eloszldsi valoszintiségi vdlto-

1)

20k a kozos F eloszldsfiiggvénnyel. Jelolje YI(N7 = max -1 Xj, ezek koziil N — 1 darab

maximumdt jelold valosziniiségi vdltozot. Legyen G az Y. I(N71>

oszldsfiiggvénye, mig g a stiriiségfiiggvénye. Ekkor

G=FN"1 ¢ g=(N-1)FN72y.
Bizonyitds. Vilagos, hogy Yl(Nfl) < r akkor és csak akkor, ha X; < r minden széba
jov6 i =2,...,N mellett. fgy a fiiggetlenség szerint G(r) = P <Y1(N71) < r) =P(X; <

)y, P(Xy < 1) =FN=1(r). O

valdszintiségi vdltozo el-

1.2. lemma. Legyen g a fenti Y, I(Nfl) valdsziniiségi vdltozo siiriiségfiiggvénye. Jelolje

N f o o .. . . s 1es .
Yz( ) = max2;—1,.. ~nX; ezen N valdsziniiségi vdltozo mdsodik maximumdt jelols valo-

sziniiségi vciltozo;‘t‘.”Ennek F, siiriiség- és f, eloszldsfiiggvényére:
F=NFN"'_(N—-1)FN ¢ f,=N(1-F)g.

Bizonyitds. ElGszor irjuk fel YZ(N) eloszlasfiiggvényét. Lathatd, hogy az (¥, < x) ese-

mény vagy dgy teljesiil, hogy minden (X; < x) fenndll, vagy ugy teljesiil, hogy n— 1

darab i mellett (X; < x) teljesiil, és egyetlen darab i-re nem teljesiil. Ez utébbi N kiilon-

bozdképpen lehetséges, ezért

FBx)=FXN+NFOV 11 -F@)=F@)"+NF )N 1 —NF ()N =
NF(xN 1 (N=1)F(x)".
Ennek derivaltja persze a stirliségfiiggvény, tehat
HE)=NIN=DF @Y 2 f @)= (N=1)NF ()" f(x) =
N(=F@)(N=1F @)Y ?f(x) =N(1-F (x)g(x).
Ezt kellett belatni. O

3példaul azért, mert a jatékosok elstt ismert a szimmetrikus Nash-egyenstly.
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A bevezetett G fliggvény jelentGsége abban &ll, hogy a G (x) annak a valészinGisége,
hogy az N — 1 értékelés mindegyike x értékelés alatt marad.

1.3. allitas. Tegyiik fel, hogy a szimmetrikus modellben lejdtszott standard aukciondl a
B szigorian monoton nové licitfiiggvénnyel jdtszanak a jatékosok. Ha az 1 jdtékos b li-
citet ad le az x| értékelése mellett, mig a t6bbiek a B licitfiiggvénnyel adjdk a licitjeiket,
akkor G (ﬁfl (b)) az 1 jdtékos nyerésének valdsziniisége.

Ennek kovetkezményeképpen a jdtékos vdrhato profit fiiggvénye:

(b)) =G (B~ (8)x—m (B~ (b)) ()
Ha tehdt, ha 1 jdtékos is x értékeléséhez P (x) licitet tdrsit, akkor az x értékeléssel
vald nyerés valdsziniisége G (x).
Egy nyertes fizet tipusii aukcioban ezért a vdarhato befizetési fiiggvény:
m(x) =G (x)E (C\Yl“v*‘) < x)
alakii, ahol C a konkrét aukcioban a nyeréssel egyiitt jdro befizetési kotelezettség.

Bizonyitds. A B fiiggvény a legnagyobb helyen veszi fel legnagyobb értékét, ergo a
— (N—1)
max {8 (X2),B (Xa) ... B (Xn)} = B (v{* V)
val6szintiségi valtozok azonosak. Igy b pontosan akkor a legnagyobb licit, ha
(B(r™") <) = (v <)

esemény fenndll. Ez az esemény éppen a b licittel valé nyerés eseménye, hiszen stan-
dard aukciéban nyerni annyit tesz, mint a legnagyobb licitet adni. Ennek valdszintisége
éppen G (B~1(b)).

Specidlisan a b = 3 (x1) esetben G (x}). O

Nash-egyensulyi helyzetben egyetlen jatékos varhat6 profitja sem nd az egyensilyi
licitt6l vald eltéréssel. Formaélisan minden b licit mellett

TT(B (x),x) = T1(b,x),

ahol IT (b, x) jeloli az i-edik jatékos profitjdnak vérhatd értékét. Vildgos, hogy standard,
nyertes fizet szerkesztési aukcidban ez a fiiggvény

N =6(B"' (1) x-G (B m)-E(cr™ " <ptw) v

feltéve, hogy a tobbi jatékos is a f licitfiiggvényt haszndlja.
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1.4. Masodaras aukcio

Trjuk fel az i—edik jétékos kifizetési fiiggvényét. Persze a profit nem més, mint a bevétel
és a koltség kiilonbsége. Ha a jatékos nem nyeri az aukcidt, akkor sem bevétele sem
koltsége nincs. Ha a jatékos nyeri az aukcidt, akkor a bevétele a targynak a szdmdra
definidlt x; értékelése és a kiaddsa az ezért az objektumért befizetett 6sszeg. Tehdt, ha
b; jeloli az i—edik jatékos licitjét, akkor mdsoddras aukci6 esetén a kifizetési fiiggvény
a kovetkezd:

1 = X;—max;z;b; ,ha b/,- >,1nax,»7gj bj; an

0 , egyébként.

Ez azt jelenti, hogy a mésoddras aukcié egy olyan standard aukcié, amit a C =
B (YI(AL U) befizetés definidl. Ennek megfelelen, a|[1|specidlis eseteként, a mdsodaras

aukcidban szerepld jatékosok Nash-egyensulyban a

_ _ N—1 N-1 _
M) =GB (1) x—G (87 @) (B (" )" " <p 1)
fliggvényt maximalizaljak.
1.4. allitas. A mdsoddras aukcionak a B = id fiiggvény Nash-egyensiilyi licitfiiggvénye.

Bizonyitds. Azt kell ellenérizniink, hogy a IT(f (x),x) > IT1(b,x) egyenl3ség minden x
értékelés és b licit mellett fennall. Ebben a specidlis esetben ez a

G)x-GWE (" Iy <x) 26w x-cm)E (" <b)

egyenlGtlenséggel ekvivalens. Mivel g az Y, 1(N71)

nye, és a feltételes varhato értéket az

valdszintiségi véltozo slirliségfiiggvé-

_ _ 1 X
E(YI(N 1)|Y1<N b <x) = @/0 tg (1) dt

formula adja, ezért dtrendezés utdn a fenti egyenlStlenség ekvivalens alakja

X

x(GW0 -G > [ re()dr,

b

ami az integralds trivialis becslésébdl t-re, majd a Newton—Leibnitz-tételbSl adodik tet-
szbleges b licit és x értékelés mellett. O

Azt kaptuk tehét, hogy az igazmondds egy Nash-egyensiilyi stratégia. A jegyzetben a
tovabbiakban is a Nash-egyenstilyi koncepciét haszndljuk, és amikor egyenstilyrdl van
sz0, az alatt mindig azt értjiik.

A fenti jaték egy kis mddositasdval latjuk, hogy az identitds nem az egyediili Nash-
egyenstly. Tegyiik fel, hogy w egy véges szam, N = 2, és a jaték definicidjat annyiban
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modositjuk, hogy foglalkozunk az egyenl§ licitek esetével is: Ha a legmagasabb licitet
egyszerre adja a két jatékos, akkor valamilyen p valésziniiséggel nyeri az egyik és 1 — p
val6szinliséggel a masik. A nyertes viszi a kikidltas targyat és fizeti a vesztes licitjét,
ergo a kozos licitet. Lathatd, hogy a (B, B2) par Nash-egyenstilyi stratégia, amennyiben
Bi1 (x) = , B (x) = 0 minden x értékelés mellett.

Valéban 1 jatékos mindig nyer, és mindig O-t fizet, ergo varhaté profitja az x értékelése.

Vildgos, hogy az ett6l eltérd licittel ez a profit nem véltozik, mig a 2 jatékos zé-
rus licitet ad le. Kivétel, mikor 1 is zérust licitdl, de ekkor 1 nyerhet p valészin(iség-
gel, tehat varhat6 profitja px < x. A 2 jatékos veszt és varhatd profitja zérus. Amig
1 jatékos a maximadlis licitet adja, addig a O licitt6l vald eltérés ugyanigy O varhatd
profitot eredményez egyetlen kivétellel, amikor a 2 jatékos licitje is @, ekkor viszont
(1—p)(x— ) <0 avérhaté profit. Mindkét jatékosra meggondoltuk, hogy a varhaté
profitja nem novelhetd a f; illetve B licitfiiggvényektSl val eltéréssel. A (By,B,) par
Nash-egyensilyt definidl.

Erdemes viszont ldtni, hogy a mésoddras aukcié olyan specidlis, hogy nem csak
Nash-egyensulyi stratégia az igazmondds, de még domindns egyenstilyi stratégia is. Ez
azt jelenti, hogy barmelyik jatékos a tobbitdl fiiggetleniil, ha az identikus licitfiiggvény-
t61 eltér, akkor a varhatd profitja nem nagyobb, mintha ennek a stratégianak a haszndlata
mellett maradt volna, barmit is tesznek a tobbiek.

1.5. allitds. Magdn értékelésii mdsoddras aukcio esetén a B = id fiiggvény egy domi-
ndns egyensilyi stratégia.
Bizonyitds. A jeloléseket egyszertsitve tegyiik fel, hogy az 1 jatékos stratégidjardl van

sz6. Tegyiik fel — indirekt —, hogy van olyan xi, hogy z; = B (x1) # x;. Jelolje p; =
max ;- b;. Nézziik el8szor, ha z; < x1. Persze ezen beliil hdrom eset van:

1. p1 <z1 < x1. Ekkor jatékosunk nyer, és profitja x; — py, ugyanigy, mintha x| =
z1 lett volna.

2. z1 < x1 < p1. Ekkor jatékosunk veszit, profitja 0, ugyanigy, mintha x; = z; lett
volna.

3. z1 < p1 < x1. Ekkor jatékosunk veszit, profitja tehdt 0, de ha z; = xy lett volna,
akkor nyert volna a pozitiv x| — p; profit mellett. Ez azt jelenti, hogy ebben az
esetben jatékosunk rosszabbul jart a z; < x7 licittel.

Most nézziik az x; < zj esetet:

1. x1 < z1 < p1. Ekkor jatékosunk veszit, profitja 0, ugyanigy, mintha x; = z; lett
volna.

2. p1 <x1 < z1. Ekkor jatékosunk nyer, és profitja x; — p1, ugyanigy, mintha x; =
71 lett volna.

3. x1 < p1 < z;1. Ekkor jatékosunk nyer, de a negativ x| — p; profittal, mig ha z; = x;
lett volna, akkor vesztesként O profittal jobban jart volna.



1. fejezet: Bevezetés és a masodaras aukcié 21

Osszességében azt talaltuk, hogy bizonyos esetekben ugyanazt a profitot realizilnd a
jatékos, mint az igazmonddssal, de bizonyos esetekben rosszabbul jar. Ezt kellett belat-
ni. O

Vegyiik észre, hogy a fenti 4llitds igaz marad akkor is, ha

a) az egyes jatékosok értékelései mds-mds eloszlds szerint alakulnak, azaz a nem
szimmetrikus esetben is, vagy ha

b) a jatékosok nem semlegesek a kockdzatokkal szemben, azaz a (II) definiciéban
IT helyett a jatékos feladata az u o IT fiiggvény maximalizaldsa, ahol u(0) = 0 és
u szigordan monoton novo.

1.6. allitas (varhato befizetés (,.expected payment”), a kikidlt6 varhat6 bevétele). Egyé-
ni értékelési, szimmetrikus, mdsoddras aukcio esetén az egyes jdtékosok vdrhato befi-
zetései az x értékelés mellett:

m(x) =G (x)E (Yl(N_l)|Y1(N_]) <X) = (/Oxyg () dy.

A kikidlté vdarhato bevétele pedig

E(r) =N ["y1-FO)g0) av

Bizonyitds. Legyen x; mondjuk az i = 1 jatékos értékelése. Az § vdrhatd befizetése
az x| értékeléshez rendelt B (x1) licit melletti nyerés valdszintiségének és az ebben az
esetben varhaté masodik legnagyobb licit értékének szorzata. A jatékosok raciondlisak,
és minden jdtékos a B = id stratégia mellett licital, amint ezt lattuk az allitasban.
Eszerint a legnagyobb értékelésii jatékos nyeri az aukcidt, és az 1 jatékos pontosan ak-
Kor nyer, ha az Yl(Nfl) < x1 esemény fenndll. Igy a nyerés val6szintisége éppen G(x; ).
Hasonléan az 0sszes jatékos licitfiiggvénye az identitds fiiggvény, ezért a nyerés felté-

tele melletti varhat6 befizetés E (Yl(Nfl) |Y 1<N71> <x > Magyarul

m(x) = G(x)E (YIN—1|Y1(N*” <x) .

Viszont YI(N_1> tartGja [0, ] intervallum és stiriségfiiggvénye g, igy

(N=1),, (N—1) - 1 /"' 1 /’C‘
EY Y <X|)|)=—F ye(y)dy = —— yg(y) dy.
( ! o 1) P(YI(N—I) <x1) Jo 0) G(x1) Jo )

Hasonlban, a kikidlté vdrhat6 bevétele az N darab licit mdsodik legnagyobbika, de

a licitek megegyeznek az értékelésekkel, ergo a masodik legnagyobb értékelés varhatd

értékével. Az Y2( ) valészintiségi valtozo ismert eloszldsa szerint

E(r) = ["Wa-Fp)g0)dy

Ezt kellett belatni. O
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Fontos megérteniink a varhat6 befizetés fiiggvény és az ex post varhato befizetés kozti
kiilonbséget. Ha a jatékos x értékelése ismert, akkor m (x) jeloli ezen értékelés melletti
vérhat6 befizetését, vagy néha: ex anteﬁ vérhat6 befizetését. Az x konkrét értékét persze
a jatékoson kiviil senki nem ismeri. Példdul a kikidlté sem. Ha egy masik jatékos, vagy
a kikidltd, vagy egy harmadik személy oldaldrdl figyeljiik az eseményeket, akkor az

moX

az X értékelést kifejez6 valdsziniiségi valtozd egy transzformaltja, amelynek konkrét
realizédci6jdt csak az aukcid lejdtszdsa utdn ismerhetnénk meg. Ennek E (m (X)) vérha-
t6 értékét tekintjik dgy, mint a jatékos ex poslﬂ véarhat6 befizetését. A kikidlté szem-
sz0gébe helyezkedve az aukcié vdrhaté bevétele nem mds, mint ezen jatékosonkénti
ex ante varhat6 befizetések 0sszege. Ez a gondolat fiiggetlen az aukcié megszervezési
madjatdl, nyilvan valamennyi aukcidra igaz, hiszen a kikidlt6 bevétele az aukcidban
résztvevd felekt6l és csak azoktdl szdrmazik.

Az alabbi nagyon fontos megjegyzésre kés6bb is visszatériink. Megmutatjuk, hogy
a kikidlt6 varhat6 haszndra vonatkozé formula az YZ(N) valdszintiségi véltoz6 siirliség-
fuiggvényének konkrét ismerete nélkiil is addédik, pusztin a varhat6 befizetés fiiggvény
konkrét alakjabol.

1.7. megjegyzés (ex post varhat6 befizetés). Ha a vdrhat6 befizetés fiiggvény

m (x) :/:yg(y) dy

alakd, akkor az ex post varhat6 befizetés értéke

E(m(X)):/émy(l—F(y))g(y) dy.

Ez minden résztvevore fennall, és a résztvevSk varhaté befizetéseinek dsszege a kikidltd
vérhat6 bevétele, igy a kikialté varhat6 bevételére vonatkozo képletet djra igazoltuk.

Bizonyitds. Szdmoljuk most ki az E(m (X)) vérhaté értéket. A szdmolds triikkkje a
Fubini-tétel, és az a tény, hogy minden x,y € [0, ] mellett %oy (V) = X[y,e] (x). Ek-
kor:

m(x) f(x) dx = /Ow (/Oxyg(y) dy) fx)dx=
/Ow /o ! X9 () yg () f (x) dydx = /0 ¢ /0 ¢ Apy,0) (X)y8 (v) f (x) dxdy =

/ow (,[Df(x) dX) ¥g(v) dy= /Ow (1=F ()8 (y) dy.

Persze ez utdbbi érték N-szerese a kikialtd varhat6 bevétele. O

Emx)= [

0

“Ertsd az esemény, azaz az aukci6 lejdtszdsa el6tti.
SErtsd az esemény, azaz az aukci6 lejdtszdsa utdni.
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A MASODARAS AUKCIOK esetén bevezetett jelolések megtartasdval az i-edik jatékos

profitja definidlja az elsdaras aukciot:

x;i—b; ,hab; >max,.;b;;

I = i i ,l ) i#jV] )
0 , egyébként.

A definici6 szerint tehdt a legnagyobb licitet ajanlé jatékos nyer, és az éltala felajanlott
licitet kell fizetnie. Ez azt jelenti, hogy az elsGdras aukcid egy olyan standard aukcid,
ahol a befizetési valdszinliségi véltozéra C = b konstans, ahol b a nyertes licit. A profit
fiiggvényt definidl6 (IT) azonosség specidlis esete tehat

(b, x) = G(B’l (b))x—G(ﬁ’l (b)) E (b|/3 (YI(N_1)> <b) -
G(B’l(b))(x—b). @.1)

Egy apré megjegyzést rogton érdemes tenni. Az elsd, hogy B (x) = x stratégia min-
den jatékos szamara nulla profitot hoz, ezért igy ez nem lehet Nash-egyensiilyi stratégia.
Ugyanis abban az esetben, amikor p; < by < x; all fenn, (p; = max;~1b;), az i =1
jatékos nyer és x; — by > 0 profittal 1ép ki az aukciébdl, mig ha b; = x; lenne, akkor
profitja zérus lenne. Erdekében 4ll tehét a jatékosnak lefelé eltérni az értékeléstdl. Nyil-
vanvald, hogy a felfelé eltérés esetleg negativ hasznot eredményez, aminél a b; = x; mar
jobb is, igy B (x) > x egyensiilyi stratégia nem lehetséges, tehdt § (x) < x. Specidlisan
B(0)=0.

Ha b > B(w) lenne, akkor 1 jitékos a licitje csokkentésével a profitjat novelhetné.
Emiatt Nash-egyensilyi helyzetben b € [0, f(®)].

Tegyiik fel, hogy az elsGéras aukciénak van f3 : [0, @] — R szimmetrikus egyensulyi
licitfiiggvénye, amely szigortian monoton névs és $(0) = 0. Legyen az i = 1 jtékos
licitje b, és a tobbi jatékos a 3 stratégiat jatssza. Az egyensiily definicidja szerint

(B (x) ,x) = TI(b,x) 2.2)

minden x értékelés és minden b € [0, B ()] licit mellett. Jellje most z = B! (b) érté-
kelést. Vildgos, hogy z € [0, ®], és

M(b,x) = G (B~ (b)) (x—b) = G(2) (x— B (2)-
Specidlisan a b = 3 (x) eset a fenti sorban z = x-t jelent, ergo

(B (x),x) = G (x) (x— B (x)).

Azt kaptuk tehdt, hogy a Nash-egyensily (2.2) feltétele avval ekvivalens, hogy minden
rogzitett x mellett a

72— G(z) (x— B (2))
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figgvény a z = x helyen veszi fel a legnagyobb értékét. A Fermat-elv szerint a fenti
fiiggvény derividltja ezért a z = x helyen zérus:

gx)(x—B(x)—Gx)B'(x)=0.

Szorzas €s atrendezés utdn ez azt jelenti, hogy

g)x=p'(x)Gx)+g(x)B(x)=(B(x)Gx))

Newton—Leibniz-tétel és B (0) = O szerint

amibdl a kordbban mar szerepld

1o (N—1) 5, (N—1)
= o [ g ar=£ (v )
BW= g =0 WY <
formula adédik.

Vizsgaljuk most meg ezt a fiiggvényt. Vildgos, hogy az értelmezési tartomény olyan
x € [0, w] pontokat tartalmaz, amelyekre G (x) > 0. A tovdbbiakban az egyszeriiség
kedvéért feltessziik, hogy minden x > 0 pontban G(x) > 0, igy 8 : [0, 0] — R.

2.1.lemma. Legyen §:[0,0] =R, B(x)=E <Y1(N71) \Yl(Nfl) < x> definiciéval meg-
adott fiiggvény.

1. Ekkor
1 1

m/o g (r) dr = x— G(x)/0 G(y) dy

emiatt B (x) < x fenndll minden x > 0 melletlEI

B(x) =

2. A B fiiggvény az egyetlen megolddsa a

differencidlegyenletnek a (0, ®) intervallumon, igy B szigoriian monoton né.

3. Minden x € [0, w] mellett

ﬁ(x)gE(Y{V*).

'Emiatt persze lim, 4 8 (x) = 0.
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Bizonyitds. Az els6 egyenl8ség nyilvanvald. Parcidlis integraldssal:

Gtx) ,/oxyg(y) dy= Gtx) (LvG(y)]’é—_/oxG(y) dy) =x— Gix) /OXG(y) dy.

A derivaltat szamolva:

roy . —8x) [F xg(x) glx) (1 ¥ _
B (x) = /Otg(t) S i (x G(x)/o tg(t)dt)-

A monotonitds szerint minden x € [0, @]

B(x)=E (YI(N—I)|YI(N—1) <x) < E(YI(N—I)‘YI(N—I) < w) _F <Y1(N—l)).

Ezeket kellett belatni.

27
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A fentiekben azt mutattuk meg, hogy ha az els6dras, szimmetrikus, magén értékelési

aukciénak van Nash-egyensiilyi licitfiiggvénye, akkor az csak a fenti 8 lehet.

2.2. allitas. Szimmetrikus, magdn értékelésti, elsédras aukcié Nash-egyensiilyi licit-

fiiggvénye a
B(x)=E (Yf”*‘) " < x>

fiiggvény.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy hogy a j > 1 jatékosok a B fiiggvénnyel licitalnak. frjuk
fel az 1 jatékos varhat6 profitjat. Ha az 1 jatékos az x értékeléséhez a b licitet rendeli,

akkor a varhat6 profitja z = B! (b) jelolés mellett

M(b,x) =G (B~'(5)) (x—b) =
6(6) (6~ B@) =G~ 66) (- 55 [ G0 ay) =
G(2) (x—z)-i—(/OzG(y) dy.

Specidlisan, ha b = B (x), azaz z = x, akkor IT(B (x) ,x) = [ G(y)dy. Igy

(B (x)x) ~TL(bx) = [ G0 dy+G(2) (c2)~ [ G ) dy =

G0~ [ GO dy=0 @3

az integrdl trividlis becslése szerint, hiszen G egy monoton novekedd fiiggvény.
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Azt mutattuk meg tehdt, hogy amennyiben a j > 1 jatékosok mind a 3 fiiggvénnyel
licitalnak, akkor az 1 jatékos b # B (x) licitje az & vérhatd profitjat b = f3 (x)-hez képest
nem noveli. Ezt kellett beldtni. O

Innen mér konnyen szdrmaztathat6 a jatékosok varhat6 befizetés fiiggvénye.

2.3. allitas. Szimmetrikus, magdn értékelésii, elsédras aukcio egyes jdtékosainak ex
ante vdrhato befizetés fiiggvénye

m(x) = G(x)E (Yf”*“ v < x) ,

igy az ex post vdrhato befizetés értéke jdatékosonként
[0
Em(x)= [ y(1=F()gb)dn
A kikidlto vdrhato bevétele tehdt
M) — y. Y o _g(y™
E(B(r")) =N-Em@) =N [y -F()s0)dy=E (1),

Bizonyitds. Vildgos, hogy x értékeléshez a 8 (x) licit tartozik, és az evvel a licittel valé
nyerés valdszintisége

G (B~ (B(x)) = Glv).

fgy m(x) = G(x)B(x) = G(x)E(Yl(Nfl)\Yl(Nfl) < x). Az megjegyzésben lattuk,
hogy ha m a fent bizonyitott alakd, akkor a vdrhaté befizetés értéke éppen a tételben
felirt formula. A kikidlté varhat6 bevétele a jatékosok varhatd befizetéseinek Gsszege,

ami az lemma szerint éppen E <Y2(N)). O

Példaként szdmoljuk ki a fent kapott eredményeket, mikor N = 2 és F = id, azaz

-----

lum felett. A médsoddras optimalis licitfiiggvény a[2-1] lemma alapjan

1> 1 132 1
—r— — di=x—= | tdt=x— - = —x.
B(x)=x G(x)/otg(t) t=x x/ot t=x——o=5x

P

Az els6éras optimdlis licitfliggvény természetesen az identitds fiiggvény. Mind els6-,
mind masoddras esetben az egyes jatékosok varhat6 befizetés fiiggvénye

m(x) = /Oxtg(t) dt = /Oxtdt = %

Az ex post varhat6 befizetés értéke pedig
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a kikialté varhat6 bevételére tehat

E(BOI) =26 (m(x) = 5.

ps

2 Lt 4 s s PO . . . RETRY,
Az Y1( ) /2 val6szinliségi valtozéra tgy is tekinthetiink mint az els@éaras aukcié kikidl-
téjanak bevételére. Irjuk fel ennek a valészintiségi valtozénak az eloszlds fiiggvényét.

L'(x)=P (yf” /2< x> P <Y1(2) < 2x> = F2(2x) = (20)2 = 42
Most nézziik a masodaras aukci6 esetét. Ekkor a kikialt6 bevételét az Y2(2) val6szintiségi

valtoz6 értékei jelentik, hiszen az identitds a Nash-egyensulyi licitfiiggvény. Ha L@
jeloli a kikialté bevételének eloszlasat, akkor

LY @) =Fx)+2F(x) (1 —=F (x)) =2+ 2x(1 —x) =2x—x® =x(2—x).

Lathat6 tehét, hogy sz6 nincs arrdl, hogy a két aukciondl a kikidlt6 varhaté arbevéte-
le mindig azonos lenne, csupdn a varhat6 értékiik azonos. Az eloszlds fiiggvényekbdl
latszik, hogy a kikidlté szdmadra az els6dras aukci6 vdlasztdsa a kockdzatok elutasitasat
jelenti. Kockazatsemleges esetben a kikidlt6 az els6- és mdsodaras aukcid valasztasaval
szemben ambivalens, mig kockdzatkedveld kikidlté inkdbb a médsoddras aukciét prefe-
rlja.

Azt, hogy az elsd és masoddras aukcidknak kiilonb6z6 kimenetelei is lehetnek, en-
nél egyszeriibben is lathatjuk. Tegyiik fel, hogy az értékelésekre x; > xp. Mivel mdso-
ddras esetben a f (x) = x a licitfiiggvény és elsddras esetben a § (x) = %x fiiggvénnyel
licitdlnak a jatékosok, lathatd, hogy Rl = %xl és R? = x,. Viszont x| > xp mellett
xp > %xl > xp és x| > xp > %xl egyarant el6fordulhat, ergo R'>R?¢é R2>R!is
egyarant lehetséges.
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Az ARVERES MEGKEZDESE el6tt a kikialté meghatdroz egy drat, amelynél kevesebbért
nem adja a terméket. Ha az aukcié nem éri el ezt a rezervdcids drat, akkor eredményte-
leniil végzddik, tehat a terméket senki nem kapja meg.

A vizsgdlatainkban feltessziik, hogy az aukci6 résztvevdi szamadra a rezervaciés ar
értéke koztudott tudds, tehat minden résztvevs ismeri a rezervacios drat és ezt a tényt
egymasrol is mindannyian tudjdk. Ennek két kovetkezménye is van a kialakitand¢ stra-
tégidjukra nézve valamely standard aukcié esetén. Egyrészt, B(x) < r csak vesztést
eredményezhet, tehdt a § (x) = 0 licittel ekvivalens. Mdsrészt, az x > r esetben f3(x) < r
szintén veszteséget jelent, ami optimalis nem lehet. Igy az optimalis licitfiiggvényre

r<pB(x), hax>r
Sokszor lesz sziikségiink az aldbbi vérhat6 értékre.

3.1. lemma. A fenti jeloléseket megtartva tetszbleges x > r > 0 mellett,

E(r™ vy <) = rGG((xr)) + G(lx) /rxtg(t) d.

Bizonyitds. Jelolje B = Q <Y1<N7]) < x) eseményt és [ a valdszinliségi mértéket. A

B mint feltétel melletti valészintiségi mérték pp (A) = “g?gf) = s s xpdpe, ergo

dug = ﬁ xpdu. Igy a u mérték helyettesitésével

(N—1) (N—1) _ (N—1) _ (N—1) 1
E(MVvrr™Y <) _/QYl \/rd,uB—/Q(Y] vr) o)

1 1
— YiVrdu=—— / YiVrd / YiVrd >:
G(x) /Q(Y|<x) 1Vrap G(x) ( Q(¥1<r) Ler ”+.Q(r§Y|<x) pran

ﬁ (/;z(Y1<,) rd'u+/g.2(,§y] < Y; d,u) = ﬁ (rG(r) +/r.xtg(t)dt.)

Ezt kellett beldtni. O

ABdp =

AR1] lemmanak megfeleléen vizsgéljuk meg a fent definidlt § : [0, w] — R fiigg-
vényt.

3.2.lemma. Legyen f:[0,0] — R,

(N-1) (N—1) .

E(Y Y, ha x>

ﬁ(x)—{ (1 VY, <x>7 ax>r;
0, hax<r

definicioval megadott fiiggvény.
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1. Ekkor minden x > r mellett

B =g (60 + [sa) =2 oo [0 an

emiatt B (x) < x fenndll minden x > r mellett és B(r) =r.

2. A B fiiggvény az egyetlen megolddsa a

kezdetiérték-feladatnak az [r, @) intervallum felett, igy B szigoriian monoton né.

3. Minden x € [r, 0] mellett

ﬁ(x)gE(YlN’l\/r>.

Bizonyitds. Az els6 egyenl8ség éppen az el6z6 lemma, majd parcidlis integraldssal:

ﬁ (rG(r) +/r"yg ) dy> = ﬁ (rG(r) +DG ()’)])rc*/rxG(y) dy) _
1 >

xX— @/r G(y)dy.

A derivaltat szamolva:

8 (%) (x— Gix) (rG(r)+ Cig(0) dz)) = é(x) (x—B(x)).

A monotonités szerint minden x € [0, @]
By =E (v <2) <E (v <o) =E (¥ D vr).

Ezeket kellett belatni. O

3.1. Masodaras aukcio

Masodaéras esetben a nyertes a masodik legnagyobb licit értékét, de legalabb a rezerva-
ci6s drat fizeti. Ha a legnagyobb licit értéke a rezervécios dr alatt marad, akkor minden
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résztvevd vesztes, és a termék a kikidltondl marad. A jatékosok racionalitisa az aldbbi
profit fliggvény maximalizdldsét jelenti.

I, — {xi—max{bj,r:j;éi} ha by >max {bj,r: j#i}, (1)

0, egyébként.

Ugyanugy, mint eddig, x; jeloli az i-edik jatékos értékelését; b; az altala leadott licit
értékét; €s r a rezervacios arat.

3.3. allitas. A B =id vagy a B (x) =x, ha x > r, egyébként B(x) = 0 most is domindns
egyensulyi stratégia.

Bizonyitds. Az[I.5 allitds indoklasa mindkét fiiggvényre sz szerint azonos marad. [

Ha x; az egyik jatékos értékelése, akkor a fB(x) licittel val6 nyerés valdszintisége
zérus, hax; <r,de x; > r esetben ez éppen az Q (Y I(Nfl) < x> esemény valdszintisége.

fgy az egyes jatékosok virhatd befizetése az r rezervacids dr és x értékelés mellett
G(x)E (Yl(Nfl) \/r\Yfol) < x) , hax>r
m(x,r) =
0, hax<r

Analitikus formdban is megfogalmazhatjuk tehdt a varhato befizetés értékét az x érté-
kelés és az r rezervacios ar ismeretében.

3.4. allitas. Fiiggetlen azonos eloszldsi mdsoddras aukcio esetén a jdtékosok vdrhato
befizetés fiiggvénye

(x,7) rG(r)+ [ftg(t)dt, hax>r,
m(x,r) =
0, egyébként.

3.2. Elso6aras aukcio

Ha r > 0 a rezervaci6s ar, akkor a jaték definicidja:

= {xi —b; ,hab;> maxi#bj,r; (In)

0 , egyébként.

Az aukcié ugyan nem standard, de azért az igaz, hogy b > r feltétel mellett a
jatékos pontosan akkor nyeri az aukci6t, ha 6vé a legnagyobb licit, azaz, ha az
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Q (B <Y1(N_l)) < b) esemény teljesiil, amelynek val6szintisége G (B~!(b)). Tehat
minden egyes jatékos a

T (b.x) = G(B~' (b)) (x—b), hab>r; B
7 0, hab<r ’

kifizetési fiiggvény maximalizdldsdban érdekelt. Az egyensulyi stratégia kiszdmoldsa
az r = 0 esethez nagyon hasonl6.

3.5. allitas. Szimmetrikus, magdn értékelésii, elsédras aukcio r rezervdcids dr melletti

Nash-egyensiilyi licitfiiggvénye a

(N=1) (N-1) >
B )= {E (Yl vrly, < x> , hax>r; (32)

0, hax<r
fiiggvény.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy hogy a j > 1 jatékosok a (32) -ben megadott f fiigg-
vénnyel licitalnak. frjuk fel az 1 jatékos vérhat6 profitjat.

Nézziik azt az esetet, mikor az x értékelésre x < r. Ha az 1 jatékos b > r licitet
alkalmaz, akkor esetleg nyer és x — b < 0 hasznot realizdl, ezért profitjara IT(b,x) < 0.
A b < r esetben persze I1(b,x) = 0. Ha a B(x) = 0 licitet hasznalja, akkor az aukcié
definicidja szerint nem nyerhet, profitja tehat ekkor is 0. Latjuk tehdt, hogy x < r esetben

(B (x),x) =0 =T (b,x).
Most nézziik az x > r esetet. Tegyiik fel, hogy a jatékos az x értékeléséhez b licitet
rendeli.
Ha b < r, akkor nem keriil ki az aukci6bdl nyertesen, tehét I1(b,x) = 0, ezért

II(B (x),x) > 0=1II(b,x).

Ha b > r, akkor a f3 fiiggvény monotonitdsa és B(r) = r miatt létezik egyetlen r < z,
amelyre B (z) = b. gy

N(b,x) =G (B~'(5)) (x—b) =
G6) (6~ B (2) = G0x~6(0) (- 5y [ G ay) =

G(z)(x—z)+/rZG(y) dy.
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Specidlisan, ha b = B (x), azaz z = x, akkor IT1(B (x),x) = [ G(y)dy. Igy

(). -M(bx) = [ GO dy+6() -9~ [ G dy=
G- [Grar=0 (3)

az integrdl trividlis becslése szerint, hiszen G egy monoton novekedd fiiggvény.
Osszességében azt mutattuk meg, hogy amennyiben a j > 1 jitékosok mind a f3

filggvénnyel licitdlnak, akkor az 1 jatékos b # B (x) licitje az & varhat6 profitjat b =

B (x)-hez képest nem noveli. O

3.6. allitas. Egyéni értékelésii, azonos eloszldsi, elsédras aukcid esetén a jdtékosok
vdrhato befizetés fiiggvénye

rG(r)+ [Ftg(t)dt, hax>r,

i) {TOO T Fra (e, hax>

0, egyébként.
Bizonyitds. Lattuk, hogy az egyensiilyi licitfiiggvény a (3.2)-ben megadott B-fiiggvény.
Ezek szerint az x < r értékelés mellett B(x) = 0, igy ekkor a vdrhat befizetés is 0.
Ha x > r, akkor a f3 (x) licittel val6 nyerés valdsziniisége B szigordan monoton volta

miatt G (x). Ekkor a sziikséges befizetés értéke f3 (x). Ilyen médon tovabbra is x > r-t
feltételezve

m(x,r) =G (%) (x) = G (x) Gix) (rc(,H/rxG(y) dy).

Ezt kellett beldtni. O
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A ES A ALLITASOKBAN emlitett ekvivalencit az aldbbi médon is meggon-
dolhatjuk. Prébaljuk meg az 1 jatékos m(x, r) varhato befizetését értelmezni az optima-
lis licitfiiggvények konkrét alakja nélkiil is.

Ha x < r, akkor m (x,r) = 0, hiszen a jatékos inkdbb veszt, mint negativ profitot koc-
kaztat.

Ha x > r, akkor két eset lehetséges. Vagy van a tobbi jatékos kozt is olyan, akinek érté-
kelése r felett van vagy nincs.
Ez utébbi eset valdszinilisége G (r), persze 1 nyer és az r rezervéciés érat fizeti, akar
elsG-, akdr masoddras lejatszast kovetnek. Ez rG (r) véarhat6 befizetést eredményez.
Ha van mads r feletti értékelésii jatékos is, akkor innen az 1 jatékos szdmdra az aukcid
ugyanaz, mintha § egy rezervacids ar nélkiili aukcié szereplGje lenne, de X V r eloszla-
sokkal, hiszen
(N=1)

max (X; Vr) = maxX; =Y, .

i>1 i>1
Azt mér lattuk, hogy a rezervacids dr nélkiili esetben az els§- és a mdsoddras aukcidnak
ugyanaz az ex post varhaté befizetése. No de, ha X eloszldsa F, akkor X V r eloszldsa

F- X(1.0)- EbbOI kovetkezik, hogy a vdrhat6 befizetés ide es6 része

(/Oxtg(t) dt = ./rxtg(t) dr.

Osszességében tehat mindkét esetben a varhaté befizetés a és a allitasokban
felirt formula.

4.1. Valésziniiségi valtozo kockazati rataja

4.1. definicio (kockazati rata). Ha az X valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F és
stiriségfiiggvénye f, akkor annak kockdzati rata fiiggvényét

f )
Alx)=—+—
N =1Fm
definidlja. Itt feltessziik, hogy F folytonosan differencidlhaté és minden x € (0, w) ese-
tén F (x) < 1.
A kockézati rita tehét egy A : (0,®) — R folytonos fiiggvény. A feltételes valdszi-

niiség definicidja szerint

P(s<X <r+4s) fs‘H'rf(t) dt
P(X>s)  1-F(s)

PX<r+sX>s)=

Tudjuk, hogy van olyan & € (s,s+r), hogy f(&)r = [*1 f(¢) dt, ezért, ha r meg-
felelGen kicsi, akkor f (s)r is elég j6 becslése az integralnak. Tehdt a kockdzati rdta
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fuggvényre attérve azt mondhatjuk, hogy
PX<r+sX>s)=A(s)r.

Példaként tekintsiik az exponencidlis eloszlds esetét. Tegyiik fel tehat, hogy

l—e ™™  hax>0 . Ae ™ hax>0
F(x) = _y gy f) = -y
0 , egyébként 0 , egyébként.

A j6l ismert 6rokifja tulajdonsdg szerint minden r,s > 0 esetén P(X < r+s|X >s) =
P (X < r) mindig fenndll, a bal oldal tehét s-t3l fiiggetlen. Haszndlva a kis x-ekre haté-
kony e ~ 1 — x becslést,

PX<r+sX>s)=P(X<r)=1—e*xAr

Ennek megfelelSen az exponencidlis eloszlds kockazati ritdjra

__fl) et
A«(S)—m— e*ls —}.

konstans fiiggvény. Arrdl van tehdt szd, hogy az exponencidlis eloszlds esetében az s-
hez kozeli teljesiilésnek az s idSpontig nem teljesiilés feltétele melletti valészintisége
annak az intervallumnak a hosszédval ardnyos, amellyel az s-hez kozeli teljesiilést mér-
jik. A lényeg, hogy itt az ardnyossagi tényez$ az s id6ponttdl fiiggetlen, mert minden
s mellett éppen azonos az eloszlas paraméterével. Ez az exponencidlis eloszlds 6rok-
ifjd tulajdonsdga. Més eloszldsokra P (X < s+ r|X > s) még kicsi r mellett is fiigghet
s-t6l, de az exponencidlis eloszlds 6rokifju tulajdonsdgabol annyi minden eloszldsra at-
menthetd, hogy az (s, s+ r) kis intervallumban val6 teljesiilésnek az s-ig nem teljesiilés
feltétele melletti valoszintisége kozelitSleg

As)r,
tehdt ez is az intervallumocska r hosszéval ardnyos, de esetleg s-t6l fiiggs A (s) ard-
nyossagi tényezdvel.

4.2. allitas. Tegyiik fel, hogy az X valdsziniiségi vdltozo eloszldsdra minden x € (0, ®)
mellett 0 < F (x) < 1, F szigoriian monoton nové és folytonosan differencidlhatd. Le-
gyen A : (0, w) — Ry a kockdzati rdta fiiggvény. Ekkor A folytonos és minden x € (0, ®)
mellett

F(x)=1—¢ lor0ar )

Megforditva, ha A : (0,®) — R tetszdleges pozitiv, folytonos fiiggvény, amelyre
o x
/ A () di = oo, de/ A (1) di < oo,¥x € (0,0)
0 0

teljesiil, ugy a fenti (1) definidlta fiiggvény egy folytonosan differencidlhatd, szigorian
monoton névé eloszlds fiiggvény a [0, ®]-n, ergo van olyan X valdsziniiségi vdltozd,



4. fejezet: Virtualis értékelés 43

aminek éppen F az eloszldsa. Ennek a valdsziniiségi vdltozonak a kockdzati rdtdja ép-
pen az elére megadott A, tovdbbd

1
500 7755)
4.2. A kikialté bevétele a rezervacios ar fliggvényében

Az egész szakaszban tegyiik fel, hogy a jatékosok értékelését leir6 F' eloszlas folytono-
san differencidlhatd, és szigordan monoton névd. Ekkor persze 0 < F (x) < 1 tetszdle-
ges x € [0, o] mellett.

A4 és a3.6] dllitdsokban léttuk, hogy a jétékosok befizetési fiiggvénye mind elsd-
, mind masoddras aukcié esetében a rezervacios ar jelenléte mellett is azonos. Ennek
segitségével most is konny( kiszdmolni a varhat6 befizetés értékét.

4.3. lemma. Rogzitett r > 0 rezervdcios dr mellett az elsd- vagy a mdsoddras aukcio-
ban résztvevd jdtékosok vdrhato befizetésének értéke

Em(X.r) = r(1=F) G0+ [y =F)g0)dy

E fiiggvény r szerinti derivdltfiiggvénye

d

HEmX.n)=G(r)(A-F(r)(1-ri(n),

ahol A az eloszldsok kockdzati rdta fiiggvénye, azaz A (r) =

Bizonyitds. A val6sziniiségi véltoz6 transzformaltjira vonatkozé formula szerint
[0
E(m(X,) = [ m() f(x) dx =
0
o x o o rx
/ (rG(r)+/ tg(t)dt)f(x)dx:/ rG(r) f (%) dx+/ / 15 (1) £ (x) dtdx.
r r r r r
Persze

[0 50 a= "t 0070t = [y 0150170 ar,
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emiatt, folytatva az E (m (X, r)) kiszdmitasat, a Fubini-tétel szokdsos haszndlatdval

Em(x.n) = ["r60) 70 dxt [ g0 (01607 0 drx =

G =F )+ [ [ 20 0 0180) e =
rG(r)(1 —F(r))+/r.w (/t.mf(x) dx) tg(t)dt =
rG(r)(l—F(r))—l—/rw(l—F(l))lg(t) dr.

Most szamoljuk ki a fenti fliggvény r szerinti derivaltjat.

G(r)(1=F(r)+rg(r)(1=F(r) =rG(r) f(r) = (1 =F(r))rg(r) =
G(r)(1=F () =rG(r)(1=F(r)A(r) =G (r) (1 =F (r)) (1 =rA(r)).

O

4.4. allitas. Tegyiik fel, hogy a kockdzati rdta fiiggvényt a 0 egy jobb oldali kirnye-
zetében majordlja az % fiiggvény, azaz létezik & > 0, melyre A (1) < % Sfenndll minden
t € (0,0) mellett. Tekintsiik a kikidlto vdrhaté bevételét egy elsé- vagy mdsoddras auk-
cioban mint a rezervdcios dr fiiggvényét. Ekkor e fiiggvény a 0 fenti kornyezetében
szigoriian monoton novd, ergo r = 0 nem lehet optimdlis rezervdcios dr.

Most tekintsiik a fenti problémat egy kicsit dltaldnosabb esetben. Tegyiik fel, hogy a
kikialté is rendelkezik egy xq értékeléssel. A feladata, hogy allitson be olyan rezerva-
cids drat, amely a varhaté profitjat maximalizalja. Teljesen vildgos, hogy r < xq rezer-
véci6s ar haszndlata esetleg negativ haszonnal jér, ezért a tovabbiakban feltehetd, hogy
xo < r teljesiil. Trjuk fel a kikidlté véarhat6 profitjat az altala bedllitandé rezervaciés ar
figgvényében:

1(r) = NE (m(X,r)) + F(r)¥x.

A kikidlt6 varhat6 bevétele a jatékosok varhaté befizetéseinek 0sszege, ami az elsd tag,
és sikertelen aukcid esetén a targy tovédbbi birtokldsdbdl eredd haszon vérhaté értéke.
Mivel az aukcié FN (r) valészintiséggel sikertelen, ezért az ebbdl eredé haszon varhaté
értéke xq értékelés mellett FV (r) - xq.

E fiiggvény r szerinti derivalt fiiggvényére:

(IL(r))" = NE (m(X,r)) + NF (r)N =" f(r)xo =
NG(r)(1=F(r))(1=rA(r))+NG(r)A(r) (1 =F(r))xo =
NG(r)(1=F(r))(1=rA(r)+A(r)xg) =NG(r) (1 =F(r)) (1=A(r) (r—xp)). (4.1)

Ha kizdrjuk az F(xp) = 1 és az F(xp) = 0 eseteket, akkor azt kapjuk, hogy a fenti profit
figgvény az x( pont egy jobb oldali kdrnyezetében szigordan monoton nové, igy r = xg
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biztosan nem optimadlis a kikidlté varhaté profitja szempontjabdl. Az is nyilvanvald,
hogy az optimdlis r rezervacids drra az

1
A(r)

X0 =1r—

implicit egyenletnek kell teljesiilnie.

Fontos, de nyilvanvalé kdvetkezménye a fentieknek, hogy az optimalis rezervacios
ar fiiggetlen az aukcidban résztvevd jatékosok szamatol.

Egyszer( példaként, {rjuk fel az optimdlis rezervacids drat mint a kikidlt6 xg értéke-
1ésének fiiggvényét abban a specidlis esetben, mikor a jatékosok értékelése egyenletes
eloszlds szerint torténik. Kis szdmolgatds utdn azt kapjuk, hogy

X0 1

az optimadlis rezervacios 4r.
Ugyanezt 4ltaldban is megtehetjiik:

4.5. definicio (virtudlis értékelés). Legyen a jatékosok értékelésének eloszlasa F és
ennek tartdja [0, ®]. Definidlja a y : (0,®) — R az aldbbi fiiggvényt.

S BN o JC)
VO =T 15

A vy fliggvényt a jdtékosok virtudlis értékelésének mondjuk.

4.6. definicio (reguldris jatékos). Az aukcidban résztvevé jatékost reguldrisnak mond-
juk, ha virtudlis értékelése szigortian monoton nové.

4.7. allitds. Ha Y a reguldris jdtékosok virtudlis értékelése és a kikidlté szdmdra a
tdargy birtokldsa x értéket jelent, akkor

-1
v (xo0)
éppen a kikidlto vdrhato bevételét maximalizdlo rezervdcids drat adja meg.

Konnyed szdmolgatéssal kapjuk példdul, hogy ha a jatékosok értékelése a [0, @] in-
tervallumon egyenletes eloszldsu, akkor a kikidlté xq értékeléséhez tartozd rezervacios
arraa

v ) = 350+ 50

formula adddik.
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4.3. A kikialté mint monopolista

Az optimdlis rezervacids ar egy masik értelmezése a kovetkezd gondolatkisérlet. Te-
gylik fel, hogy a kikidlté p rezervacios drat ajanl, és az i-edik vevd ezt ismeri. Az i-edik
vevl tisztdban van a maga x; értékelésével, és ha nem lenne aukcié akkor x; > p eset-
ben a targyat p dron biztosan megvenné. A kikidlté persze nem ismeri az i-edik jatékos
konkrét értékelését, csak az értékelésének F; eloszldsat. Azt tudja tehat a kikidltd, hogy
ha 6 p drat ajanl, akkor az iizlet valészintisége az X; > p esemény valdszintisége, ergo
1 — F; (p). Innen a kikialté szdmadra a helyzet ugyanaz, mintha az § monop6liuma lenne
a termék eladasa, és a vevOk keresleti fiiggvénye lenne a

q(p) =1-F(p).

Igy a targy eladdsabol szarmazé vérhat6 haszon a kikialté mint monopolista sziméra

pq(p)-

Ha most xq jeloli a kikidlté szdmadra a targy birtokldsdbdl eredd hasznot, akkor bevétele
a p ar figgvényében
R(p) =p(1=Fi(p))+Fi(p)xo

Persze a margindlis bevétele

R (p)=1=F(p)—pfi(p)+fi(p)xo = fi (p) (XO_ (P_ii(p))) B

Azt kaptuk tehdt, hogy a monopolista kikidlt6 optimdlis drdra a

Vi (p) = xo

egyenldség teljestil.

Ezek szerint a reguldris jatékosokkal szemben 4116 kikidltonak olyan p rezervacios
arat érdemes megdllapitania, amely — ugyanazokkal a jatékosokkal szemben éllva —
mint monopolistdnak az optimdlis bevételét eredményezné a p eladdsi drat alkalmazva.

Ha feltessziik, hogy a jatékosok értékelése egyenletes eloszldsd, vagy exponencidlis
eloszldsu, akkor a kikidlté zérus értékeléséhez tartozo rezervacios ar éppen az eloszla-
sok vérhatd értéke. Igaz-e ez minden mds eloszldsra is? Prébdljuk meg leirni eloszldsok
egy osztalyat, amikor mégis igaz a fenti sejtés. Hasonléan, mely eloszldsokra lesz az
optimdlis rezervacids ar a varhat6érték felett, és mely eloszldsokra marad alattaﬂ

"Ha r* az optimdlis rezervici6s 4r, akkor y (r*) =0=E (X - ﬁ) =E(yoX)=y(EX)),haay
virtudlis értékelés t — ar + b alaki, és emiatt persze r* = E (X). Ez a helyzet, ha az értékelések eloszldsa példdul
exponencidlis vagy egyenletes. A Jensen-egyenlStlenséget alkalmazva latszik, hogy ha y szigorian monoton né
és konvex, akkor r* < E (X). Hasonléan, a konkév virtudlis értékelés esetén E (X) < r*.
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4.4. Belépési dij
Azt lattuk az el6z6 fejezetben, hogy a rezervacios dr bevezetésével a kikidlté novelni
tudja védrhat6 bevételét. Végiil is ezt avval éri el, hogy tdvol tartja az aukciétdl azon
jatékosokat, akiknek licitje a rezervacios 4r alatt van.

Szokdsos tavol tartd eljards még a belépési dij bevezetése. Azt kell ezen érteni, hogy
a kikidlté6 meghatdroz egy fix és mindenki mas 4ltal ismert Osszeget, amit az aukcid
minden résztvevGjének be kell fizetni. Gondolhatunk egyszertien példdul a ruhatér kolt-
ségére.

Gondoljunk vissza az r rezervacids ar melletti varhaté befizetés fiiggvényére. Lat-
tuk a[3.4] és a[3.6] dllitdsokban, hogy mindkét eddig tdrgyalt drverési forméban ez a
fliggvény

(.7) rG(r)+ [Ftg(t)dr, hax>r,
1 7r =
0, egyébként.

Ebbdl azonnal 14tszik, hogy az r rezervacids ar melletti aukciébdl pontosan azokat a
jatékosokat zdrjuk ki, akiknek értékelése r alatt, ergo a varhatd befizetése az

m(r,r) =rG(r)

érték alatt marad. Ahhoz tehdt, hogy a belépési dr bevezetésével pontosan ugyanazon
jatékosok kényszeriiljenek az aukciéban részt nem venni, az

e=rG(r)

belépési drat kell meghatdroznunk. Vildgos ugyanis, hogy a belépési ar melletti aukci-
6ban egy, az drat megfizetd jatékos befizetési fiiggvénye legalabb e.

Most irjuk fel e = rG (r) belépési ar mellett a varhat6 befizetés fiiggvényt. Nézziik az
egyszeriiség kedvéért a masoddras aukcid esetét. Lathatd, hogy x > r esetben a jatékos
megfizeti az e belépési dijat és a tovdbbi vdrhatd befizetése a nyerés valdszinlisége
szorozva a mdsodik legnagyobb, de a belépési drat megfizets értékelésnek a nyerés
feltétele melletti varhato értékével.

"X

m(x,e) =e+G(x) ﬁ/r tg(t) dt.

A fenti integrdl valéban csak r-t6l indul, hiszen 1 jatékos szdmara csak a masodik leg-
nagyobb, de r feletti értékelés jelenthet esetleges fizetési kotelezettséget.
Megmutattuk tehat az alabbi allitast.

4.8. allitas. Egyéni értékelésii, azonos eloszldsi valdsziniiségi vdltozokkal jdtszott, r
rezervdcios dras elsd- vagy mdsoddras aukcio vdarhato befizetési fiiggvénye azonos az
rG (r) belépési drat meghatdrozo els6- vagy mdsoddras aukcion vdrhatd befizetésével.
Ilyen mddon az r rezervdcids dr mellett a kikidlté vdrhaté haszna azonos az rG (r)
belépési dr melletti vdarhato haszonnal.
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TEKINTSUK A JATEKOS profitfiiggvényét. A lényeg, hogy a varhaté profit értéke felir-
haté6 az optimdlis licitfiiggvény aktudlis értékétdl fiiggetleniil is. Vildgos, hogy a varhat6
bevétel a nyerés valdszintiségének és az aktudlis értékelésnek a szorzata. Ha a feltétele-
zett B szigordan monoton, akkor a legnagyobb értékelésii jatékos nyer, hiszen standard
aukciérdl van sz6. Ha tehdt b a leadott licit, akkor G (Bfl (b)) a b licittel val6 nyerés
valésziniisége. Tegyiik fel most, hogy a varhaté befizetési fiiggvény adott. Ekkor az x

értékeléssel és a b licittel egyiitt jar6 varhaté bevétel a

[(bx) =G (B~ (0) ) x—m(B~' (b)),

amint azt (IT*) indokldsakor l4ttuk.

Ha most  optimélis licitfiiggvény, az azt jelenti, hogy jatékosunk fent szdmitott vér-
haté profitja b = B (x)-ben maximumon van. Ez azt jelenti, hogy tetsz6legesen rogzitett
x értékelés mellett a fenti profitfiiggvény elsd véltozo szerint derivaltja b = f3(x) pont-
ban zérus, azaz J\I1(f(x),x) = 0. Persze

AN(b,x) =g (B7(1)) 5rmrrm
Ha tehét b = B(x), akkor

—m (x)m =0

Azt kapjuk tehdt, hogy minden x értékelés mellett m’(x) = xg(x), igy a Newton—
Leibnitz-tétel szerint explicit formulét kapunk a befizetési figgvényre: m (x) = m (0) +
Jo 18 () dt. Az aldbbi tételt igazoltuk.

5.1. allitas (bevételekvivalencia-elv). Tegyiik fel, hogy szimmetrikus modellben jdtszott,
standard aukciot a felek szigordan monoton nové licitfiiggvénnyel jdtsszdk szimmetri-
kus Nash-egyensiilyi helyzetben.

Ekkor a vdrhato befizetési fiiggvény fiiggetlen az aukcio szerkesztésétdl és felirhato a
haszndlt licitfiiggvénytdl fiiggetleniil. Konkrét alakja:

m(x) :m(0)+/(;xtg(t) dr.

5.1. Specialis aukcidk

Az eddigiekben az m befizetési fiiggvényt a konkrét B licitfiiggvény alakjabol szér-
maztattuk. A bevételekvivalencia-elv fontos kovetkezménye, hogy m a standard aukcié
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lejatszdsi modjatdl fiiggetlen. Ez lehetSséget ad az optimadlis licitfiiggvény meghataro-
zdsdra is. Tegyiik fel példdul, hogy nem ismerjiik az els6dras aukcié optimadlis licitfiigg-
vényét. Vilagos, hogy elsdaras esetben

m(x) =G (x)B (x),
hiszen G (x) az x értékelésii jatékos nyerésének valdszinilisége és a nyertes a f3 (x) licitjét
koteles fizetni. EbbS] azonnal adédik a mar kordabban kiszamitott

B(x) = ﬁ/ﬂxtg(t) dt=E <Y1(N’1>\YI(N71) <x>

formula.
Hasonl¢ 6tlettel nézziik a mdsodéras aukcidk esetét. Feledjiik el egy pillanatra, hogy
az id fuggvény adja az optimalis liciteket. Az aukci6 lejatszasi modja szerint

m(x) = G(x)E (/3 (YI(N*”) N < x) .

N—1) (N-1)

setstie AV (™Y <) az
mény melletti feltételes eloszlds fiiggvényét. Ekkor minden ¢ < x mellett

Y1<N*1> < x ese-

val6sziniiségi valtozénak az

P((r™ Y <i)n(r Y <
Fl(,v,l) <t|Y1(N—1) <x> _ (( 1 P<Y1(121)<<1x> x)) _ %

Igy a feltételes eloszldsra azt kapjuk, hogy

fl(N_l) <t|Y1(N_1) <x) = é((;)).

Ilyen médon béarmi is a f licitfiiggvény, de

E(B (™)l <) = /0 é((;))ﬁ(t) dr. G.1)

A bevételekvivalencia-elv szerint
X X
[rear=me =6E (B ()" <x) = ["B)g a
0 0

teljesiil minden x mellett, amib6l egy derivélds utdn f = id valéban kovetkezik.

A fenti két példa semmi djat nem adott, hiszen kordbban meghataroztuk mar az els6-
és masoddras aukci6 optimdlis licitfiiggvényeit. Viszont azt 1atjuk, hogy kiindulva vala-
mely konkrét aukci6 lejdtszdsi modjébol, ha az m befizetési fiiggvény és a 3 licitfiigg-
vény kozott kapcsolatot tudunk 1étesiteni, akkor a bevételekvivalencia-elv lehetSséget
ad az optimalis licitfiiggvény analitikus felirdsara.
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Mindenki fizet aukcio

A lejéatszds a kovetkez8. A legnagyobb licitet ajanlé jatékos nyer, de mindenki fizeti az
altala megtett licitet, fiiggetleniil att6l, hogy nyert vagy sem. Az i-edik jatékos tehdt a

(AP)

o, — X — bi ,ha bi > max#,»bj;
—b; , egyébként

filggvény maximalizaldsédra torekszik. Most tegyiik fel, hogy van 8 szigortian monoton
novo optimdlis licitfliggvény. Ekkor a bevételekvivalencia-elv szerint az x értékeléssel
egylitt jard varhato befizetés

X
[ s () de=mx) = .
Azt kaptuk tehdt, hogy az optimalis licitfliggvény csak a fenti alaku lehet. Itt konnyd

igazolni, hogy a fenti B valdban az optimalis licitfliggvény. Bevezetve a z = B! (x)
jelolést azt kapjuk, hogy

I(b,x) = G(ﬁ’l(h))x—b:
G(@)x—B(2) :G(z)x—/:zg(t) di = G(z)x—zG(z)—O—/OZG(t) di =
G(Z)(X*Z)ﬁ’/ozG(t) dt.

Specidlisan, ha b = f3 (x), azaz z = x, akkor
X
M. = [ 6o ar.
0

Igy hasonl6an a kordbbiakhoz

X 4
(B (x) %) — 1 (b, ) :/O G (1) di+G(2) (z—x) —/O G (1) dr =
Z
G(2) (zfx)f/ G(t)di>0
X
a G monoton ndvekedése szerint. Bebizonyitottuk tehdt az alabbi 4llitast.

5.2. allitas. A mindenki fizet aukcionak létezik szigoriian monoton novd optimdlis licit-
fiiggvénye. Ennek analitikus alakja

BAP (x) = /(:tg (t)dt=G(x)E (Y1<N_l)|Y1(N_1) <x) .
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Vesztesek fizetnek aukcio

s

A lejatszas definicidja szerint a legnagyobb licitet bejelent6 jatékos az aukcid nyertese.
Minden jatékos befizeti az altala ajanlott licitet, kivéve a nyertes jatékos, aki nem fizet
semmit. Magyarul:

II; = X ,hab; > max j-£; bj; (LP)
—b; ,egyébként.

Kapcsolatot kell teremteniink a licitfiiggvény és a varhaté befizetés kozott. Lathato,
hogy ez a kapcsolat:

m(x) = (1-G(x))B(x),
hiszen a vesztés valdszinlisége szorozva a vesztéskor fizetendd értékkel. A bevételekvi-
valencia-elv szerint

X
(1-G)B) = [ s ar
Bebizonyitottuk tehdt az alabbi allitast.

5.3. allitas. Az vesztesek fizetnek aukcio szigorian monoton, optimdlis licitfiiggvénye
egyediil a

o1 /x . G(x) (N=1) 1, (N—1)
B0 =6 otg(t)dt—il_G(x)E<Yl ¥, <x)
licitfiiggvény lehet.
Kivéreztetés

Csak N =2 esetben tudjuk a feladatot megoldani. A legnagyobb licitet ad6 jatékos nyer,
mindketten fizetik a vesztes dltal leadott licitet. Ha a jatékosok i és j, akkor

—b; ,hab;>b;
I, — X j »hab;>bj, (WA)
—b; , egyébként.

Tehat vesztés esetén a sajdt licit, nyerés esetén a masodik legnagyobb licit fizetendd. Ez
azt jelenti, hogy a varhat6 befizetés:

m(x) = (1-Gx)B (x)+Gx)E ([3 (ny*”) V0 < x) .
Felhasznalva a (53.1) formulat, a bevételekvivalencia-elv szerint
[Figydi=(1-6w)Bw+ [ 0B @) dr.
0 0

Felirva a derivéltakat azt kapjuk, hogy

xg(x) = =g (x) B (x) + (1= G (x)) B’ (x) + g (x) B (x) = (1 =G (x)) B’ (x).
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Innen persze azt kapjuk, hogy az optimalis licitfiiggvénynek ki kell elégitenie a

() = g(x) X
PO =a"¢m)

egyenletet. Persze ez N = 2 miatt %, = ﬁ — 1 fuggvényt jelenti. Bebizonyitottuk

tehat a kovetkezd allitast:

5.4. allitas. A kivéreztetés (,,war of attrition”) aukcié optimdlis licitfiiggvényére az

N =2 esetben csak a 0
X tg(t
WA 8
= ———dt
B = [ 155 a

formula lehetséges.
Harmadaras aukcié

Ujra tetsz6leges N mellett vizsgdljuk a jelenséget, persze N > 3. A harmadaras aukci6
majdnem mindenben azonos a mdsodarassal, de most a nyerd befizetés a harmadik
legnagyobb ajanlott licit. Tehat az i-edik jatékos szempontjabol:

I, = {x— maXZJ‘?g[ bj ,hab; > maxj7gib_j7 (I

0 , egyébként.
Nyilvanvald, hogy a befizetési fiiggvény és a licitfiiggvény kozti kapcsolat:
m(x)=G(x)E (Y;Nﬁl)\Yl(Nil) < x) .

Azért, hogy a fenti feltételes varhat6 értéket konnyen kezeljiik, szamitsuk ki el§szor

a feltételes stirtiségfiiggvényt. Jelolje a tovabbiakban F ") az y ¥~

VD

feltételes eloszldsdt az A feltételi esemény mellett, és F;Nf1> (-|A) az YZ(

N-1) . (N—1)
ésY,

nye. A feltételes siirtiségfiiggvények: fz(Nfl) (-|A) az Yz(Nfl)

eloszlasat, és

az YZ(N_1> val6szintiségi véltoz eloszldsat. Hasonléan FI(N_1> (1|A) az YI(N_I)

N1 feltételes

e . (N—1) A(N-1) { o e
eloszldsfiiggvénye. Analég médon f) o azy, stirtiségfiiggvé-
valdszinliségi véltozo és
fl(Nfl) (-|A) az Y I(Nfl) valdszintiségi véltozo feltételes siirliségfiiggvénye az A feltétel

mellett. Kordbban azt lattuk, hogy fl(N_l) (t|Y1(N_]) < x) = éi;)).

5.5.lemma. Az YZ(N_]) valdsziniiségi vdltozénak az YI(N_I) < x feltétel melletti felté-

teles stiriiségfiiggvényére
_ _ 1 _
AN <x) = e =D FE - FO) A )

minden 'y < x mellett.
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Bizonyitds. Vildgos, hogy y < x mellett
<Y2<N71) < y) N (Yl(Nfl) < x) =

(<) u (=™ <x)n (W <y)),

egymdst kizar6 értelemben. Ez utébbi esemény csak tugy teljesiilhet, hogy az
X1,...,Xny—1 val6sziniiségi valtozok egyike esik az [y,x) intervallumba, mig az sszes
tobbi a [0,y] intervallumban marad. No de az elgbbi N — 1 féleképpen lehetséges, igy

ennek val6szintisége (N — 1) (F (x) — F (y)), persze az utébbi esemény valszintisége

FN2(y). ey

PR <y)n (" <2)) =¥ V) + V= 1) (P - FODFY D ).
A feltételes valésziniiség definicidja miatt

E oM <) = F(Nll)() (R 0+ =1 (F@ - FODFY D).
1 X

Ezt y szerint derivdlva kapjuk a széban forgo feltételes stiriségfiiggvényt:
N-1 N-1
AomY Y <x) =

M (A0 + =1 (=" 0)+ F @ -FOD AT ).

Most vegyiik észre, hogy a kézépen szerepld
(V=D (NFND = =) () P2 == (P = (FYD) = 0,
Ezt kellett belatni. O
Visszatérve a befizetési fiiggvényre
m(x) = G(x)E (ﬁ (Y( ) iy < x)
G [LAD (1N <) Boyar=v-1) [P0~ F0) £ B0 =

0 (Fw [ A 0p0a- [Fo i wp0ar),

A bevételekvivalencia-elv szerint e fiiggvény deriviltja éppen xg(x). Tehat
m'(x) =

( / FYD () B(aydr + F () N 2)(x)ﬁ(x)—F(x)fl(N_z)(X)ﬁ(x)) =

76 [ AP 0Bl
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Emlékezziink arra, hogy g = (FN*I)/ =(N—1)FN-2f = (N— I)FI(N_Z)f. fgy a
bevételekvivalencia-elv miatt minden x értékelés mellett

xe () =x(V=DF" P @) £ 0 =W -1 @) [ A 0B dr=nl (),

o

amibdl a k6zépsb egyenldség egyszerisitése utdn kapjuk az
2w = [V 0B ar
azonosséagot. Vildgos, hogy innen f egy tjboli derivdlds utdn mar kifejezhetd:
A0 10 0 = A B ),
amibdl mar 8 explicit alakban adédik.

B FI(N_Z) (x) FN=2(x) _ F(x)
PO=t ) = P wrw T - af)

Itt meg is fogalmazhatnink, hogy csak a fenti alakd fiiggvény lehet a harmaddras
aukci6 optimadlis licitfiiggvénye.

A probléma viszont a kovetkezd. A bevételekvivalencia-elv alkalmazhatésaganak
egyik feltétele volt a szigordan monoton novd licitfiiggvény 1étének feltételezése. Ah-
hoz tehdt, hogy olyan éllitast gyartsunk, amelynek feltételrendszere legaldbbis nem biz-
tosan iires, ahhoz sziikséges valamilyen feltétel, ami garantdlja a fenti § monoton no-
vekedését. A legjobb lenne persze sziikséges és elégséges feltétel. Viszont szép feltétel
adhat6 a ? figgvény monotonitdsdra, ezért ez a feltétel megfeleld, de csak elégséges
feltételt ad a fenti alakd B fiiggvény monotonitdsara.

Tegyiik fel, hogy az F' eloszlds logaritmikusan konkdv. Ekkor

0> (InF)" = <§)/ _ (%)l _ ((;);

mutatja, hogy ? egy szigorian monoton n6v§ fiiggvény. Bebizonyitottuk tehat az aldb-
bi allitdst.

5.6. allitas. Tegyiik fel, hogy egy magdn értékelési, fiiggetlen, azonos eloszldsi harma-
ddras aukcionak van szigoriian monoton nové szimmetrikus optimdlis licitfiiggvénye,
és a jatékosok kozos eloszldsa logaritmikusan konkdv. Ekkor az optimdlis licitfiiggvény
csak

B (x)=x+

alakii lehet.
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5.7. megjegyzés. Az eddigi feltételek mellett az aldbbi nagysdgrendi viszonyokat ta-
pasztaljuk a kiilonboz6 aukcidk optimadlis licitfiiggvényei kozt. Minden x értékelés mel-
lett

B (x) = G (x) B (x) < B (x) <x =B (x) < B (x).
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MOST AZT VIZSGALJUK, hogy érvényben marad-e a bevételekvivalencia-elv, bizonyos
feltételeinek elhagydsdval.

Gondoljunk vissza az els- és mdsoddras aukcick definicidjdra a[[9] és a23] oldalon.
A jaték (M) és () definicidja a jatékos kockdzatok iranti semlegességét fejezi ki, hiszen
a hasznossdg a profit linedris fliggvénye. Ha u valamilyen monoton nové fiiggvény,
amelyre u (0) = 0, és a jatékosok racionalitdsa az ottani IT profit fiiggvény helyett az

uoll

fliggvény értékeinek maximalizdldsat jelenti, akkor a kockdzat fogalma is a modellbe
keril.

6.1. definicié. Az u : [0,00) — R fiiggvényt Neumann—Morgenstern-féle hasznossagi
filggvénynek mondjuk, ha az folytonos, u(0) = 0, az értelmezési tartomény bels6 pont-
jaiban kétszer differencidlhatd, u’ (x) > 0, és u” (x) < 0 minden x > 0 mellett.

Amennyiben u egy Neumann—Morgenstern-hasznossag, és az i-edik jatékos az uoIl;
fliggvényt optimalizdlja, akkor kockdzatkeriilé jatékosrdl beszéliink. A kockdzatokat
keriil§ jatékosokkal lejatszott masodaras aukcié szabdlya tehat

I, — u (x,‘ — Maxj; bj) ,ha b,‘ > max; bj; (IIRA)
0 , egyébként,
mig az elsGaras jaték definicidja
;= u(x;—b;) ,hab; >max;,;b;; (IRA)
0 , egyébként.

Ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy a jatékosok racionalitdsa most nem a vért profitjuk
maximalizdldsat jelenti, hanem a profitjuk fiiggvényében alakul6 elvart hasznossdguk
maximalizdldsat. Példdul elsbdras esetben az x értékeléssel bird jatékos az optimalis
licitfiiggvénye megtaldldsdhoz a

bHG()F'(b))u(xfb)

fliggvény maximumat keresi. Ha u = id, akkor kapjuk a kockdzatsemleges optimalis
licitfiiggvényt.

6.2. lemma. Legyen u egy Neumann—Morgenstern-féle hasznossdgi fiiggvény. Ekkor
minden x > 0 mellett

Bizonyitds. Legyenx > 0. A Lagrange-kozépértéktétel szerint létezik & € (0,x), amely-
re u(x) —u(0) = ' (§)x. No de « szigortian monoton fogy®, igy u' (§) > u/(x), ezért
u(x) > u' (x)x. Ezt kellett beldtni. O
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6.3. lemma. Legyen ¢ : [0,00) — R folytonos, az értelmezési tartomdnya belsé pont-
Jaiban differencidlhaté fiiggvény, amelyre @ (0) = 0. Tegyiik fel, hogy amennyiben
@(x) >0, gy ¢'(x) < 0. Ekkor minden x > 0 mellett ¢ (x) < 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel —indirekt—, hogy van x > 0, amelyre ¢ (x) > 0. Ekkor ¢’ (x) <0
szerint 1étezik § > 0, hogy @ (x—3) — ¢ (x) > 0. A Weierstrass-tétel szerint 1étezik
z € [0,x], amelyre @ (z) = max{¢ (¢) : t € [0,x]} . Vildgos, hogy ¢ (x— ) > ¢ (x) > 0,
ezért @ (0) = 0 miatt sem z = 0, sem z = x nem lehetséges. Azt kapjuk tehat, hogy
7€ (0,x). Bz azt jelenti, hogy z a ¢ lokélis maximuma is, ergo ¢’(z) = 0. Ez ellentmond
a 9 (z) > @ (x) > 0 feltételnek, hiszen ekkor ¢’(z) < 0 lenne a lemma feltétele szerint.
Ezt kellett beldtni. O

6.4. allitas. Legyen y egy kockdzatkeriild jdatékosokkal lejdtszott, szimmetrikus, magdn
értékelésii, elsddras aukcio szigoriian monoton noveé, optimdlis licitfiiggvénye. Ekkor
Y: [0, 0] — R kielégiti az aldbbi differencidlegyenletet.

8 w0
7= Gl y)’ ©D

Bizonyitds. Az optimalitds szerint rogzitett x értékeléshez adott y(x) az a b licit, amely-
re a

b G(y’l(b)) u(x—b)

a fliggvény maximumadn van. Ez azt jelenti, hogy a fenti fiiggvény b szerinti derivaltja
éppen Y(x)-ben zérus. A b szerinti derivalt fiiggvény:

g(r'®) u(x=b) =G (7 (b)) (x—b).

1
Y(r'(®)
Ha b = y(x)-et helyettesitiink, akkor a fenti kifejezés értéke zérus. Innen

1
g(x
e
Ezt kellett belatni. O

u(x—y(x)) = Gx)u' (x—y(x)) =0.

6.5. allitas. Legyen y egy Neumann—Morgenstern-féle kockdzatkeriild jdatékosokkal le-
Jjdtszott szimmetrikus, magdn értékelésii, elsédras aukcio optimdlis licitfiiggvénye, és B
ugyanennek az aukcionak a kockdzatsemleges jdtékossokkal kialakulo optimdlis licit-
fiiggvénye. Ekkor minden x pozitiv értékelés mellett

Y(x) > B(x),

igy a kockdzatkeriild jdtékosok a kikidlto szdmdra nagyobb vdrhato bevételt jelentenek,
mint a kockdzatsemleges jdtékosok.
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Bizonyitds. Lattuk, hogy v és B rendre megolddsai a

o) uEmr) g 8
V)= Gy B0 e B

differencidlegyenleteknek. Tegyiik fel, hogy valamely x > 0 mellett y(x) < (x). Ekkor
a kordbban igazolt 8 (x) < x szerint ¥ (x) < x is fenndll, tehat a Neumann—Morgenstern-
hasznossag u(t)/u’ (t) > t tulajdonsdga alkalmazhat6 1 = x — y(x) > 0 mellett.

oo 8@ =) gl 80 e e
Y= o ) e () 2 £ (- B) = ().

A B — y figgvény tehdt rendelkezik avval a tulajdonsdggal, hogy valahdnyszor

(B—7) (x) > 0 teljesiil, igy (B —7)" (x) < 0 is fenndll. A lemma szerint 3 (x) —
7(x) < 0 minden x > 0 mellett. Ezt kellett beldtni. O

Kicsit konkrétabb példaként nézziik az u (z) =z fiiggvény esetét, amikor 0 < or < 1.

. u(z) ¢
Mivel = (xzza*'

= éz a (6-T) differencidlegyenlet most

_ g x—v(x)
7 = Gix) «

teljesiilését jelenti. Az ekvivalens avval, mintha kockdzatsemleges jatékosok jatszana-
nak F helyett F & eloszldsokkal. Ugyanis

(F?) ey ey

_ (FNfl)’ lg

' LN-DPY 1
P P a F a  FNI a FN-1 oG

Igazoltuk tehdt az aldbbi észrevételt.

6.6. allitas. Legyen u(z) =z%, ahol 0 < a < 1. Tekintsiik az u Neumann—-Morgenstern-
hasznossdgi fiiggvénnyel rendelkezd kockdzatkeriild jdtékosok alkotta elsddras, magdn
értékelésii, szimmetrikus aukciot a kozos F eloszlds fiiggvényekkel. Ennek optimdlis
licitfiiggvénye, azonos ugyan ennek az aukcionak a kockdzatsemleges jdtékosokkal jdt-
szott optimdlis licitfiiggvényével, de F & eloszldsokkal.

A kockdzatkeriild optimdlis licitfiiggvény tehdt

y(x) = MNT;I@/()xtf(t)F%—l(t)dz.
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EBBEN A FEJEZETBEN azt vizsgéljuk, hogy hogyan véltozik a bevételekvivalencia-elv,
amikor a jatékosok értékeloszldsa nem azonos. Csak a két jatékos, tehdt N = 2, esetet
vizsgaljuk.

A modell a kovetkezd. Els6dras aukcid két jatékossal. Legyen X1, X> nem feltétleniil
azonos eloszldst, de fiiggetlen valészintiségi véltozok. Az abszolit folytonos eloszla-
sok Fj és Fp. A jatékosok ismerik egymads eloszlésait, és ennek a ténynek az ismerete is
ismert szdmukra. Az X; tartéja [0, @], i = 1,2, és @ < m,. A jatékosok kockdzatsem-
legesek, azaz az i-edik jatékos profitfiiggvénye

IT;(b,x) = P({i nyer})(x - b),

ahol x az értékelés és b erre az értékelésre adott licit. A f; : [0, ;] — R fiiggvények
az elsGdras optimdlis licitfiiggvények. Feltessziik, hogy B; (x) < x minden 0 < x < @;
mellett, és a fB; fiiggvények szigordan monoton novok.

A licitfuggvények optimalitdsdanak azonnali kdvetkezménye az alébbi.

7.1. allitas. Ha By, B, a fenti modellben az elsédras aukcid optimdlis licitfiiggvénye,
akkor

Bi(0)=p2(0)=0, és  Bi(w)=pr(m)=>.

Bizonyitds. Vildgos, hogy B; (x) <xminden x € [0, ;] mellett, hiszen az értékelés felet-
ti licit negativ profitot eredményezhetne, ami a nulla profitndl rosszabb. Az egyensilyi
licitfiiggvényre ezért csak f; (0) = 0 lehetséges.

Mivel a jatékosok ismerik egymds eloszldsait, ezért ismerik egymds optimalis licit-
fliggvényeit is, ezért kdlcsonosen ismerik a licitfliggvények értékeit az @, w, végpon-
tokban. Ha példdul B, (@,) > B (o), akkor 2 jétékos a maximdlis értékelése mellett
licitjét csokkentve noveli a profitjt, ami az egyensuly definicidja szerint nem lehetsé-
ges. O

Léthatjuk tehdt, hogy B; : [0,@;] — [0,5]. Erdemes itt egy pillanatra megéllni és
észrevenni, hogy ebbdl azonnal kovetkezik, hogy nem egy hatékony aukcidval dllunk
szemben, azaz elGfordulhat, hogy az alacsonyabb értékeléssel nyeri az aukciét az 1-es
jétékos, mint a ndla magasabb értékeléssel bird 2-es jatékos. Lasd a[7.2] dbrit. Ez egy
nagyon fontos hidnyossaga az els6aras aukcidonak, amire még késébb is vissza fogunk
térni.

A tovabbiakban kényelmesebb a licitfiiggvények inverzeivel szamolni, hiszen azok-
nak az értelmezési tartomdnya azonos. Legyenek @1, @, a B, B, fiiggvények inverzei.
Igy @i : [0,6] = [0, .
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Jelolje
H; =Fioq;.
E fiiggvényt az i jatékos liciteloszldsdnak nevezziik, hiszen ha b € [0,b], akkor H; (b) =
P(X; < ¢;(b)) = P(Bi(X;) < b) azaz, H; (b) annak val6sziniisége, hogy az i jatékos li-
citje b alatt marad. Ha tehdt b; az i jétékos licitje, akkor H; (b;) éppen annak val6szint-
sége, hogy j veszit, ergo i nyer. Ezek szerint az i jatékos profitfiiggvénye

10; (b,x) = H; (b) (x—b). (71.1)

x) =
E fiiggvény b szerinti derivaltja h; (b) (x —b) — H; (b). A fB; egyensiilyi licitfiiggvény
tehdt minden x értékeléshez azt a ﬁ,( )=5>b 11c1tet rendeli, amely kielégiti az iménti
egyenletet. Mivel @; a 3; inverze, ezért ez kifejezhetd a ¢; segitségével is:

Hj(b) = hj(b)(¢i(b) =b),  j#i. (1.2)
Innen mér egyszertien kapjuk az aldbbi éllitast.

7.2. allitas. Tegyiik fel, hogy @1, ¢, az optimdlis licitfiiggvény inverzei egy kétszemélyes
elsbdras aukcid esetén. Ekkor minden 0 < b < b mellett
1. teljesiil az aldbbi fiiggvényegyenlet-rendszer
Hy(b)

oi(b) = o (b) +b

(7.3)

,b) = 2]11((:)) +b;

2. és teljesiil az aldbbi differencidlegyenlet-rendszer

Flei(b) 1
fi(1(D)) ¢2(b) —b

oi(b) =
(7.4)

R(pk) 1
f2(02(D)) @1(b) -

Bizonyitds. A (T.2) egyenletbdl ¢;-t kifejezhetjiik, hiszen az inverz fiiggvény derivaldsi

szabdlya szerint h;(b) = Hj(b) = ;(@;(5)) @}(b) #0, hab 0. Tey ¢;(b) = 17 +b,
ami a fuggvényegyenletet igazolja.

A (7.2) egyenletbe a definiciokat visszairva azt kapjuk, hogy Fj(¢;(b)) =
i (9; () @} (b) (i (b) —b) , amibdl ¢'-at kifejezve kapjuk, hogy

Fi(pi(b) 1
fi (@ (b)) @i (b)—b’

ami éppen a kivant differencidlegyenlet. O

o) =

@ (b) =



7. fejezet: A szimmetrikus értékelés sériilése 69

7.1. Egyenletes eloszlasok esete

Az el6z6 dllitds illusztraciéjaként nagyon érdekes részletesen is kiszdmolni azt az ese-
tet, amikor az 1 jatékos értékelése a [0, @] intervallumon egyenletes eloszldsu, és a 2
jatékos értékelése a [0, @] intervallum mint tart6 felett egyenletes eloszlasd. Most is
tegyiik fel, hogy @, < ;. Ekkor persze

1 1
Fl(x):ax flza;

1 1
F(x) = Ex = E

Vildgos, hogy Fj (x) < F>(x) minden x € (0, @, ) mellett, tehdt 1 eloszldsa sztochasztiku-
san domindlja 2 eloszlasat. Célunk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer alapjan
meghatdrozzuk az optimdlis licitfiiggvények inverzét, majd az optimdlis licitfiiggvé-
nyeket

[rjuk fel elészor a specidlis esetét. Minden 0 < b < b mellett

o)~ OI) 500 1 g
/ fi(@j(b)) @i(b)—b @ @) =b  eib)=b

Azt kaptuk tehdt, hogy amennyiben a modell feltételeinek megfeleld licitfiiggvények
léteznek, tgy az inverzilk kielégiti a

/ _ ¢1(b)
TR
(7.5)
/ _ <pz()
7l = @1(b) —

differencidlegyenlet-rendszert.

Most megmutatjuk, hogy ez a differencidlegyenlet-rendszer visszavezethets egy szét-
vdlaszthaté valtozéju differencidlegyenletre. A triikk, hogy (@1 (b) — b) (¢2(b) — b) de-
rivaltjat keressiik. Adjunk —1 -et (7.3) mindkét egyenletéhez, majd szorozzunk fel a
jobboldali nevezdvel. Igy

Ha észrevessziik, hogy (¢f(b) — 1) = (¢ (b) —b)', akkor a fenti egyenletek 6sszeadd-
sdval azt kapjuk, hogy

((@1(6) = b) (92() = b))’ = (91 (b) = 1) (92(b) — b) + (@5(b) = 1) (1 (b) — b) = 2.
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Figyelembe véve, hogy ¢;(0) =0,

(@1(5) —b)(@2(b) —b) = 1.
Ebbdl1 két dolog l4tszik azonnal. Egyrészt megkapjuk b értékét, hiszen a fenti egyenlet-
be b helyettesitve, (@ —b)(w, —b) = b?, azaz
010
o+

Misrészt a (7.5) rendszer egyetlen egyenletre egyszerlisodik, hiszen @;(b) — b =
&

o (Z; 5- A ) rendszer mindkét egyenlete tehdt a

b=

@(b)(9(b) —b)

¢'(b) = 5 (7.6)

szétvalaszthatd véltozdju differencidlegyenletre egyszertisodik, ahol minden b > 0 mel-
lett ¢ (b) > b.
7.3. lemma. A @ differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa a kovetkezd:

2
T l4cb?

o(b)

Bizonyitds. Keressiik a megoldast @(b) — b = £(b)b alakban. Ekkor ¢(b) = b(1 +
E(D)) és @' (b) =1+ E(b) +bE'(b). Tehidt a (7.6) egyenlet igy az

1

LHE(B) 4B (B) = b (I HEB)E B
LHEB) B D) = EB)+E )
2(p) —
gy = UL gp)so )

egyenletbe megy at, ahol ¢(b) > b miatt minden b > 0 mellett & (b) = % —1>0.
A (T77) differencidlegyenletet kell tehdt megoldanunk. Vildgos, hogy a konstans
&(b) =1 egy megoldds. Egyébként az egyenlet

RS |
x2—1 b

alakd. Parcidlis tortekre bontdssal ' = 3 (47 — o17) . Az antiderivéltra tehdt

/ 1 Iny/377, hax>1
x? 1, had<x<1.
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7.1. abra. A (7.7) szétvalaszthato valtozoja differencialegyenlet megoldasai

Ha x(b) > 1, akkor az x fiiggvényre

(/)

In x—1
x+1

x—1
x+1
x—1
x+1
x—1
x(lfcbz)
x(b)

1

b

c+Inb

cb

cb?
ch*x+ cb?
1 +cb?

1+cb?
1 —cb?’

valamely ¢ > 0 konstans mellett.

Analég médon 0 < x(b) < 1 mellett
1 ' 1
(/ x2—1 dx) b

ln( 1—x> = c¢+Inb
x+1

1—x

T — b

x+1 ¢

1—

R - cb?

x+1

1—x = cb*x+cb?
X <1 +cb2) = 1-—cb?

1 —cb?
bh) = ——
x(b) 14+cb?’

valamilyen ¢ > 0 mellett.
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Visszatérve (7.7) megoldésara azt kaptuk, hogy a megoldds mindenképpen

1 —cb?

$O =

alaki. Ha ¢ = 0, akkor ez a konstans 1 fiiggvény; ha ¢ < 0, akkor &(b) > 1; hac >0
akkor & (b) < 1. Lasd a[7.1] 4brét. Innen

1—cb?\  2b
1+cb?)  1+4ch?

o(b) = b(1+E(b)) = (1+
Ezt kellett belatni. O

Azt mutattuk meg az eddigiekben, hogy a (7.3) rendszer megoldésa

2b
oi1(b) = 1T kb2
(7.8)
2b
90 = ToE

Most meghatdrozzuk a fenti ky és k; konstansokat. A @) specidlis eseteként @ =

; fkb més = fk 77+ Persze emléksziink, hogy b= e Igy
0
o = zwlbra)z o 2010
14k (2 2 O+ +k (o)
I\ o+, 1 Voo,
o . 1(02 —_

Innen @; és m, -vel valé egyszer(sités utdn azt kapjuk, hogy w; + ki BT
ahonnan

@7

2.2

kl_(DZ_wl_L,L

=" 95 2 — 2 2
5 07 oy 0

A fentivel anal6g szdmolgatds mutatja, hogy

1 1

i 2
w0y o

ky =

Vildgos, hogy @, < co1 miatt k; <0, ky > 0 és ky = —k;. Konnyen létszik, hogy b =

e < \/‘;& = \F’ ami azt jelenti, hogy ¢; (b) nevezdje valban pozitiv. Ebbsl

mar nyilvanvalan kévetkezik, hogy minden 0 < b < b ¢ (b) > ¢;(b), azaz minden
0 < x < ap mellett B (x) < Ba(x).
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: —

w2 1 w1 T

7.2. dbra. A licitfliggvények grafikonja, amikor o = § és @, = £.

7.2. Elso- és masodaras bevételek 6sszehasonlitasa

Alkalmazzuk az el6z8 pont eredményeit, mikor valamely a € [0,1) mellett

1 1

=— 0= —.
©2 l+a ' 1-a

ElGszor irjuk fel az elsGaras aukcid bevételének eloszldsat. Vilagos, hogy

1

T (Y] 1—0o? 1
Fi =(l—a)x, F =(1+a)x, ésb= = =—.
1(x)=( )x, By (x) = ( )x, és ) + 0 l—;zjolja 2

A megoldésokhoz % — é =(1-a)*—(1+a) = —4a.
1
fgy tehat @1, ¢, : [0,1/2] = R
2b 2b
bh)= —— & b)= ———.
Pl =1 & 20 = g,

A fenti fiiggvények B, B, inverzeinek mérethelyes grafikonjat tartalmazza a abra,
abban a specidlis esetben, amikor az o = % paramétert allitjuk be.
A kikidlt6 bevételének eloszldsara tetszbleges 0 < p < % esetén

Ly, (p) = P(max {B; (X1), B2 (X2)} < p) =
P(B1(X1) <p)P(B2(X2) < p)=F1 (91 (p)) B2 (¢2(p)) =

2p 2p (@®—1)c
l-a) —— (1+a =
( )174(xp2( + )1+4(Xp2 o2c2—1"

ahol ¢ = (2p)?. E tort o szerinti derivaltjdnak szamldlja 2ac (¢2 — 1) < 0. Ez azt jelen-
ti, hogy minden rogzitett 0 < p < % mellett L} (p) > L& (p), azaz LY, sztochasztikusan
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domindlja L}-et minden & € (0, 1) mellett, ergo

E (L}x) >E (Lé) .
Most irjuk fel a masoddras szigortian monoton névé egyensilyi bevétel-eloszlast. Ez

sokkal egyszer(ibb, hiszen aszimmetrikus esetben is az identitds fiiggvény lehet csak az
optimdlis, a szigordan monoton novekedd feltétel miatt. Igy minden p € (0, @;) mellett

L(zx (P) = P(min {Xl,Xz} < p) =
P((X1 <p)U(X2 <p))=F(p)+F(p)—F(p)F2(p) =
2

(1f(x)p+(1+(x)pf(lfa)(1+a)p2:2p+<a271>p .

Vildgos, hogy [0, 1) felett e fiiggvény mint o fiiggvénye szigortian monoton nd, tehat
tetszGlegesen rogzitett a € (0,1) esetén

L§(p) <Ly (p)

minden p € (0, ;) mellett, azaz L% sztochasztikusan domindlja La—t, ergo

2 2
E (La> <E (LO) .
Persze az o = 0 esetben a két licitdlé eloszldsa a [0, 1]-en egyenletes, ami a

bevételekvivalencia-elv esete, tehat a kikidlté varhaté bevétele ugyanaz mind az els-
dras, mind a mdsoddras esetben.

Igy o > 0 esetében
E (L%,) <E (Lg) —E (L(l)) <E (L}x) .

Lattuk tehdt, hogy az aszimmetrikus licitdlok esetében a bevételekvivalencia-elv kovet-
kezménye nem marad igaz: a kikidlto vdarhato drbevétele mds és mds elsd- és mdsoddras
esetben.
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Az ELOZO FEJEZET példdjdban, ha w, < @y, akkor az X; jatékos sztochasztikusan
domindlja az X, jatékost:

A= x< x=R()

1(x)=—x< —x=FK(x).
] 0

Lattuk, hogy X, minden értékeléshez nagyobb licitet ad, mint X; ugyanezen értéke-
léshez. Most ezt az dllitast probaljuk dltaldnositani sztochasztikus dominancidban 116
eloszldsok mellett, de ehhez er§sebb dominancia fogalomra van sziikségiink:

8.1. definicio (sztochasztikus dominancia a forditott kockdzati rata értelmében). Le-
gyen X eloszldsa és siirliségfiiggvénye F] illetve fi, tartdja [0, ;]. Hasonléan X; el-
oszldsa és siiriségfiiggvénye F», f> a [0, @] tartéval. Tegyiik fel, hogy @, < w;. Azt
mondjuk, hogy X; sztochasztikusan domindlja X»-t a forditott kockdzati rdta értelmé-

ben, ha
n B

i
a (0, @) minden pontja felett.

A szokdsos simasdgi feltevéseink mellett ez avval ekvivalens, hogy az % fuggvény
szigordan monoton nd a [0, ;] intervallumon:

/
il < B < FF/-FF >0 < (ﬂ) > 0.
i 1~ B

28 < Fy (o) <1, ami azt jelenti F (x) < F (x)
is fenndll, ergo a most bevezetett sztochasztikus dominancia er6sebb, mint a szokéasos
sztochasztikus dominancia fogalma. Hogy nem ekvivalens a két dominancia koncepcio,
az abbdl is ldtszik, hogy ha @, < @;, akkor a [0, ;] és a [0, ;] feletti egyenletes
eloszlasokkal

Ekkor persze minden x < @, esetén

1 1 F )
Filx)=—x<—x=F(x), dam — (x) = —.
)= 5o < ox =R, dm () =
8.2.lemma. Legyen ¢ : [0,0] — R fiiggvény, amely folytonos és az értelmezési tarto-
mdnya belsejében differencidlhato. Tegyiik fel, hogy ¢ rendelkezik az aldbbi tulajdon-
sdggal:
Vx € (0,0),¢(x) =0 = ¢'(x)>0.

Ekkor a ¢ fiiggvénynek legfeljebb egy zérus helye van az értelmezési tartomdnya belse-
Jjében.

Bizonyitds. Ha x € (0, ) egy zérushely, akkor ¢’ (x) > 0 miatt van olyan h > 0 szdm,
melyre minden x < x' < x+h esetén 0 < f(x') és minden x —h < X' < x esetén
f (&) < 0. Ebbdl két dolgot kovetkeztetiink. Egyrészt a Bolzano—tétel miatt az értel-
mezési tartomdny barmely két belsé pontbeli gyoke kozt van egy harmadik gyok is,
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masrészt minden gyoknek van olyan nyilt kornyezete, melyben csak egyetlen gyok van.
Na most, ha lenne két a, b gyok az értelmezési tartomdnyon beliil, akkor az

{x:x€a,b],p(x) =0}

halmaz kompakt lenne, igy a fenti lefedésébdl is kivédlaszthaté véges lefedés. Mivel
minden lefedd nyilt halmazban egyetlen gyok van, ezért a fenti halmaz véges. Mdsrészt,
ha barmely két gyok kozt van harmadik gyok, akkor barmely két gyok kozt van végtelen
sok gyok is, igy a fenti halmaz nem véges. O

Minden kész, hogy megfogalmazhassuk a sejtésbdl eredd allitast.

8.3. allitas (Gyengeség erGszakos licitdldshoz vezet). A kétszemélyes aszimmetrikus
modellben, ha X sztochasztikusan domindlja X, -t a forditott kockdzati rdta értelmében,
akkor a szigoriian monoton névé Nash-egyensiilyi licitfiiggvényekre minden x € (0, ;)
mellett

Bi(x) < B2 (x).

Bizonyitds. Jeldlje ¢ = B; — B,. Tegyiik fel, hogy valamely 0 < x < @, mellett §; (x) =
B (x) = b. Persze b < b és @1 (b) = ¢» (b) = x. Emiatt (7.5)-t figyelembe véve

B (92(b) 1 Bx 1 >F1(x) I _A@e) 1

L(@®) g(b)=b  fr(x)x=b" filx)x=b  fi(e1(D)) ¢2(b)—b
, _ 1
(Pl (b)_ ﬁ{ (x)

Eddig tehat azt latjuk, hogy ha @ (x) = B (x) — B2 (x) = 0, akkor ¢’ (x) = B} (x) —
B; (x) > 0 is teljesiil. A ¢ fiiggvénynek tehdt legfeljebb egy gyoke van a (0, @, ) inter-
vallumban. Az aldbbi esetek lehetségesek tehat:

L. @(x)>0,Vxe (0,m);
2. ¢(x) <0,¥x € (0,m);
3. 3% < @y, amelyre @ (x) > 0Vx € (X, ap).

Vilagos, hogy éppen a kozéps6 ¢ < 0-t kell belatnunk.
Innen tegyiik fel indirekt, hogy a felsorolds els6 vagy harmadik pontja teljesiil. Ekkor
persze a harmadik pont is fenndll, ergo valamely X < @, mellett tetszleges X < x < w,
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esetén @ (x) = By (x) — B2 (x) > OE| Az inverz fiiggvényekre attérve ez azt jelenti, hogy
1étezik & > 0, hogy minden b — & < b < b esetén @; (b) < @, (b). Emiatt

Hy (b) =F (91 (b)) < F1 (¢2(b)) < F> (92 (b)) = Ha (b)

minden b € (b— 8,b) esetén. Alkalmazva a Cauchy-kozépértéktételt egy [b,b] inter-
vallumon azt kapjuk, hogy létezik b — § < b < b’ < b, hogy

S

=My (b) _ Hy(B)—Ha(b) _ha (b)) o
TG mG) he)  me) ) shE).

amibd] mér a sz4dmlélot és a nevezdt is becsiilhetjiik a b pontban, figyelembe véve

(7.3)-at:
/ /
_Hz(b)+b/> Hl(b)

o () = ho (') hy (b')

ami ellentmondas. O

=0 (1),

Végiil is azt mutattuk meg, hogy ha az egyik jatékos értékelésének eloszldsa a for-
ditott kockazati rata értelmében sztochasztikusan domindlja a masik jatékos eloszlasat,
akkor ez a dominancia 6roklédik az egyensulyi licitekkel képzett licit-eloszldsokra is.
Ugyanis a fenti tétel feltételei mellett

B H,

—<Q:>ﬁ <P = p<o @ﬂ<—
o e ! hy " hy

'Nem sziikséges visszatérni az inverz fiiggvényekhez, ha az erdsebb @, < @ feltevéssel éliink. Ugyanis
ekkor B (@2) < Bi (@) = P2 (@), ami nem lehetséges a fiiggvények folytonossdga miatt.
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LATTUK, HOGY A jatékosok kiilonbozd eloszlasait megengedve a bevételekvivalencia-
elv sériil. A hatralévs fejezetekben azt a kérdést vizsgaljuk, hogy a bevételekvivalencia-
elvbdl mennyit és hogyan lehet megmenteni a szimmetrikus esetr§l az aszimmetrikus
esetre val6 4ttérés mellett, tehat amikor az egyes licitdlok mds és mas értékeloszldssal
rendelkeznek.

A mechanizmus szerkesztéssel kapcsolatos fejezeteteket avval kezdjiik, hogy defini-
alunk egy olyan strukturat, amely az eddigi aukci6é fogalmunkat dltaldnositja.

A jelen fejezet legfontosabb része a reveldcios elv, amely arra szolgdl, hogy az ed-
digiek taldn legfontosabb fiiggvényét, a licitfiiggvényt kivegyiik a modellbdl. Ez el6-
szor meghokkentd, de egyben természetes gondolat is, hiszen ha egy kialakult Nash-
egyenstlyra tekintiink, azaz ha ismerjiik az egyes jatékosok szigordan monoton novd
licitfiiggvényeit, akkor a licitekbdl az értékelés visszaszdmolhatd, azaz mindegy, hogy
a jatékosok az értékelésiiket kozlik az aukcid lejatszasakor, vagy az értékelésiik dltal
egyértelmiien meghatdrozott licitjilket. Mindkét esetben a jatékosok végiil is felfedik
a valddi értékelésiiket. Ebben az értelemben minden Nash-egyensulyi helyzetben le-
jatszott aukci6 tekinthetd olyan mechanizmusnak — ez a direkt-mechanizmus —, ahol
minden jatékos igazmondo, azaz a valddi értékelését fedi fel.

9.1. A modell

Az egész fejezetben az alabbi modellt vizsgaljuk. Legyen N a jatékosok szama. Jelolje

Fi,...,Fy az értékelések abszolit folytonos eloszldsait a [0, ;] tartékon. Az eddigi
szokdsoknak megfelelSen f,..., fy a siirliségfiiggvények. Jelolje & = ><§V: 110,0] C

RN ésE_; = x i [07 a)j] C RN=1 Tegyiik fel, hogy az értékelések fiiggetlenek. Jelolje
fE=R

N
f () :I:Ilﬁ(xi)

az egyiittes stiriségfiiggvényt, ahol x = (x1,...,xy). Hasonléan f_; : E_; — R az i-t6l

kiilonboz6 jatékosok egyiittes siirlisége, tehat x_; € E_; mellett

foieed) =T 175 (%)
j#i

A y; [0, 0] — R fuggvény
Wi (x) =x—

az i jatékos virtudlis értékelése.
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9.2. Mechanizmus

Valamely konkrét aukci6 forma meghatdrozasa két dolgot jelent. Definidlnunk kell tet-
szbleges licit helyzetben, hogy ki az aukcié nyertese, azaz hogy kié az arverés targya
és, hogy ez kinek mekkora fizetési kotelezettséget jelent.

9.1. definicié (Mechanizmus). Mechanizmusnak neveziink egy (%, m, i) harmast, ahol

1. B C RN egy tetsz6legesen vélasztott, de a tovabbiakban rogzitett halmaz, ame-
lyet szigndl halmaznak neveziink;

2. w: B — RN az allokdcié fiiggvény, melynek w = (m, ..., my) koordindta fiigg-
vényeire minden x € %, x = (x1,...,xy) szigndl vektor esetén 0 < ; (x) < 1 és
YV omx) <L

3. u: B — RN abefizetési fiiggvény, melynek p = (uy,..., ) koordinata fiigg-
vényei a i; : 8 — R fiiggvények.

Egy b € & szignél vektor mellett a (7 (b), u (b)) part a mechanizmus egy kimenetének
mondjuk.

A fenti struktirdhoz rendelt intuicié valamely aukcidval kapcsolatban a kovetkezd.

Pt

1. A & szigndlhalmaz az aukcié résztvevéi dltal leadhat6 Osszes licitvektorok hal-
maza. b € A jelentése tehdt a b = (by,...,by) jeldlés mellett, hogy b; az i-edik
jatékos altal leadott licit, azaz jel az 6 értékelésérol.

2. Am: % — RN allokéci6 figgvény i-edik 7; koordinata fiiggvénye azt fejezi ki,
hogy a b szignél vektor esetén 7; (b) az i jatékos nyerésének val6szintisége. Felti-
nd, hogy csak Z?’:l m; (b) <1 -et kdveteliink meg. Ennek oka, hogy nem akarjuk
kizdrni azon licitvektorokat, amelyek nem eredményeznek nyertest. Gondoljunk
példaul egy rezervéciés ar mellett lejatszott aukcidra. Ha egyetlen jatékos licitje
sem éri el a rezervacids drat, akkor az aukci6 lejatszasanak szabdlyai szerint a
targy a kikidlténdl marad, tehét nincs nyertes.

Ha az aukci6 szabdlyai olyanok, hogy minden olyan b € % szignél esetén, ami-
kor van az aukcidnak nyertese a nyertes személye egyértelmiien meghatdrozott,
akkor a m; (b),i =1,---,N szdmok koziil egyetlen egynek az értéke 1, a tobbi
pedig 0. Viszont, ha figyelembe vessziik, hogy azonos licitek is lehetségesek, ak-
kor nehéz ilyen szabdlyozést elképzelni. Emiatt valdszintiségek a 7; (b) szdmok.
Példaul, ha az a lejatszds szabélya, hogy az azonos licittel rendelkez6 nyertesek
kozt valamilyen szétlovést rendeznek, akkor 7; (b) = 0 minden nem nyertes i li-
citdléra, és m;(b) < 1 minden nyertes i licitdléra olyan médon, hogy a nyertes
licitédlokra Osszegezve a m; (b) szamokat az dsszeg 1 legyen.

3. Au: % — RN fiiggvény i-edik koordinata fiiggvénye egy b € B szignil rendszer
mellett az i jatékos u; (b) fizetési kotelezettségét jelenti. Avval, hogy a jatékos
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részt vesz az aukcidn, azt fogadja el, hogy teljesiteni fogja a u; befizetési szabdly

altal eldirt kotelezettségét.
Példaként érdemes felirni az eddigi konkrét aukcidkat mint mechanizmusokat.

Els6 aras: Egy b = (by,...,by) licit vektor mellett

(b)) — 1 ,hab[>max{bj:j7éi};
0 ,egyébként,
[J,(b) = ni(b)-max{bj:j:l,...,N}.
ElsG aras r rezervacios arral: Egy b= (by,...,by) licit vektor mellett
1 ,hab;>bi¥j#iésb;>r;
5(b) = a}, ’j];ézesl_r
0 , egyébként,

ui (b) 77:,-(b)~max{bj,r:j:1,..,N}.

Masod aras: Egy b = (by,...,by) licit vektor mellett

1 ,hab;>b\Vj#i
nb) = s a/z>/] J#i

0 ,egyébként,
pi(b) = m(b)-max2{b;:j=1,.N}.

Harmad aras: Egy b = (by,...,by) licit vektor mellett

ﬂ'(b) _ 1 ,hab,‘>ijj7éi;
' )0 ,egyébként,

pi(b) = m(b)-max2{bj:i#j,j=1,.,N}.

Mindenki fizet: Egy b = (by,...,by) licit vektor mellett

m(b) =

1 ,hab; >ijj7éi;
0 ,egyébként,

pi(b) = b
Vesztes fizet: Egy b= (by,...,by) licit vektor mellett

n(b) = 1 ,hab;>b;Vj#i,
' )]0 ,egyébként,

i (b) (1= (b)) bi.
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Kivéreztetés: Egy b= (by,...,by) licit vektor mellett

ﬂ(b) i 1 ,habi>ijj7éi;
' 0 ,egyébként,

Wb = max;;b; ,hab;>b;Vj#i
b; , egyébként.

9.2. definicié (stratégia). Legyen (%,7,u) egy mechanizmus. Tegyiik fel, hogy
minden i jatékosra adott egy f; : [0,@;] — R licitfiiggvény. Azt mondjuk, hogy a
(Bi,-..,Bw) licitrendszer a mechanizmus egy stratégidja, ha a

B (x)=(B1 (x1),B2(x2),...., Bv (xn))

definicidval bevezetett egyiittes licitfiiggvény értékei a 9 halmazba esnek, azaz, ha
B:E— A

9.3. definicié (igazmondas stratégia). Amennyiben az értékelések halmaza a szignal
halmaz részhalmaza, azaz E C %, a f : E — £, B (x) = x identitas fiiggvény egy stra-
tégia és ezt nevezziik az igazmondds stratégidnak.

Jelolésbeli kellemetlenség, hogy amennyiben B : RN — R egy fiiggvény, akkor az
i-edik koordindta fiiggvényt B; : RV — R médon szokds jeldlni, azaz a B; (x) € R szdm
a B (x) € RN vektor i-edik koordinatdja. Itt viszont éppen forditva a B; fiiggvények
adottak a B definicidja el6tt, és ezek segitségével definidltuk B-t. Formdlisan tehdt a
Bi jel két kiilonb6z6 objektumot jelsl. Ha fB; argumentuma egy x vektor, akkor B; (x) a
fent bevezetett egyiittes licitfiiggvény i-edik koordindta fiiggvényének értékét jeloli, ha
pedig f3; argumentuma egy x; szam, akkor B; (x;) az i-edik jatékosnak az x; értékeléséhez
tartozo licitjét jelenti.

Ilyen médon minden x = (xq,...,xy) € E értékelés mellett

Bi (x) = Bi (xi) -
Ennek megfeleléen B_;(x ;) € RV azt a vektort jelsli, amelyet a B(x) =
(B (x1),---, B (xn)) € RY vektor i-edik koordinatdjanak elhagydsaval kapunk.
9.4. definicié (egyensilyi stratégia). A f : E — 2 stratégia egy egyensiilyi stratégidja
a (A, r, ) mechanizmusnak, ha minden x = (xq,...,xy) € E értékelésre és minden i
jatékosra a
b m; (b) xi — i (b) ©.1)

% — R fiiggvénynek a b = B (x) pontban az i-edik koordindta irdnydban maximuma
van. Ez azt jelenti, hogy minden i mellett a

T (B (x))xi — i (B (%) > i (B—i (x—i) , i) xi — Wi (B—i (x—i) , b:)

egyenlStlenség minden b; mellett fenndll, amelyre (B_; (x_;),b;) € B.
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9.5. definicié. Az (%, r, 1) mechanizmus 3 egyensilyi stratégidja melletti egyensiilyi
kimenetek halmaza, az

{(m(B ()1 (B () :xeT}C (0,1 xRV
halmaz.

A fiiggvény interpretdciéja nyilvanvalé. A b € 4 licit helyzetben 7; (b) az i
jatékos nyerési valészintisége, tehdt a b licit vektor az i szamdra 7; (b) - x; bevételt je-
lent, ami y; (b) kiaddssal jar. fgy a fent kiemelt voltaképpen a kockazatok irdnt
semleges i jatékos profitja a licitvektor fliggvényében.

A profitfiiggvény eddigi jeloléseivel 6sszhangba jutunk, ha bevezetjiik az i-edik ja-
tékos profitfiiggvényét valamely rogzitett B = (By,.. ., By) licitfiiggvények mellett. Je-
16lje

I0; (bi,xi) = 7 (B—i (x—i)  bi) xi — p (B—i (x—i) ,bi) ,

ahol x_; € E_; rogzitve van.

ATI; (bj,x;) azt fejezi ki, hogy ha a j # i jatékosok az & x; értékelésiik esetén a B; (x;)
szigndlt mint licitet kozvetitik, akkor az i jatékos b; licitje az i jatékos szamara I1; (b;,x;)
profitot eredményez.

A definiciét Ggy is fogalmazhatjuk, hogy a 8 pontosan akkor egyenstilyi licitrendszer,

ha az értékelések minden x € Z,x = (x1,...,xy) esetére a

b,‘ —I1; (b[,xi)
fiiggvényeknek b; = f3; (x;) pontban maximuma van, valamennyi i = 1,...,N jatékos
mellett.

9.3. Revelacios elv

9.6. definicio (direkt-mechanizmus). Egy mechanizmust direkt-mechanizmusnak neve-
ziink, ha a szigndl halmaz azonos az értékelések halmazdval. Egy direkt-mechanizmus
szigndl halmazét nem szokds kiirni, igy ha (Q,M) jeloli a direkt-mechanizmust, akkor
Q: & — R az allokaciés szably, és M : £ — RV a befizetési szabaly.

Erdemes felirni, hogy mit jelent egy direkt-mechanizmusban, ha az igazmondas egy
egyenstlyi stratégia. Minden x € E értékelésre és minden i jatékosra a

Qi (x)x; —M,; (x) > 0; (x,,',t)x,- 7M(x,,',l)

egyenlStlenség minden ¢ € [0, ;] mellett teljesiil.
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9.7. allitas. Legyen B a (B, , L) mechanizmus egy egyensilyi stratégidja. Jelolje
Q=moff é M=puop.

Ekkor (Q,M) olyan direkt-mechanizmus, melynek az igazmondds egy egyensiilyi stra-
tégidja, és a (PB,m, ) mechanizmus B egyensilyi stratégidihoz tartozo egyensiilyi ki-
menetelek azonosak a (Q,M) direkt-mechanizmus igazmondds melletti egyensulyi ki-
meneteleivel.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy barhogy is rogzitsiikk az x € E értékelésvek-
tort, igy minden i jatékosra a ¢t € [0, ;]

= Qi (x—iyt) xi — M (x—j,1)
fiiggvény az x; pontban maximadlis. No de azt tudjuk, hogy B egyensiilyi stratégia, ezért
7 (B (x))xi — pi (B () = i (Bi (x—i) , Bi (1)) xi — i (Bi (x—i) , Bi (1)) -

Mivel a Q = m o 8 kompozicié i-edik koordindta fiiggvénye m; o 3, és az M = pof3
kompozici6 i-edik koordindta fiiggvénye p; o B, ezért a jobb oldal ekvivalens a

i (B (x—is1)) xi — Wi (B (x—i,1)) = Qi (x—i,1) xi — Mj (x—i,1)
kifejezéssel, mig a bal oldal ekvivalens atalakitdsa:
Qi (x)x; —M; (x) = Qi (X—i, X;) X; — M; (x—j,%;) .

Pont ezt kellett beldtnunk.
A (Q,M) persze egy direkt-mechanizmus, amelynek az igazmond¢ stratégidhoz tar-
toz6 egyensiilyi kimenetelei a (Q (x),M (x)) = (z (B (x)), 1 (B (x))) alakd parok. [
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HA A JATEKOS p val6szintiséggel nyeri a szdmadra x értékd targyat, és ehhez m varhaté
befizetés tarsul, akkor a profitja
qx—m.

Hasonl6an, ha g (z) jeloli a tdrgy megnyerésének valGszintiségét, a z szinten kinyilvéni-
tott kiértékelés mellett, és ha m (z) a z értékelés implikalta varhaté koltség, akkor

q(z2)x—m(z)

a vdrhat6 profitja annak a licitdlonak, aki x értékeléssel rendelkezik, de x helyett z-re
cseréli értékelése kinyilvanitasat.
A reveldcids elv motivécidja szerint szép lenne, ha ennek a fiiggvénynek mindig
Z = x-ben maximuma lenne. Ez azonban nem minden direkt-mechanizmusra 4ll fenn.
A fejezet arrdl sz6l, hogy ez a racionalitdsi elvdrdsunk 1ényegében éppen azokra az
aukcidkra teljesiil, amelyekre a bevételekvivalencia-elvet is dltaldnositani tudjuk.

10.1. Az 6sztonzo mechanizmus definicidja

10.1. definicié. Legyen (Q,M) egy direkt-mechanizmus. Definidlja g; : [0, @;] — R és
m; : [0, ;] — R az aldbbi fiiggvényeket

4@ = E@&X)= [

=

Xz (zox—i) foi (x—;) dx_,

m; (z) E(M;(z,X_)) = /E;M,' (z, %) foi (x—i) dx_;.

10.2. definicié (6sztonzé mechanizmus). Egy (Q,M) direkt-mechanizmust dsztonzd-
nek neveziink, ha minden i = 1,...,N mellett és minden x; € [0, &;]-re a

zi = qi (zi) xi —m (i)
fiiggvény x;-ben veszi fel a [0, @] intervallum feletti maximumat.

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy adjunk példat m, q : [0, 0] — R fiiggvényekre,
amelyre igaz, hogy a
2= q(z)x—m(z)
fiilggvény éppen x-ben maximalis, de tetszSleges x € [0, ®] mellett. Ha még differen-
cidlhatésdgot is feltesziink, akkor a sz€ls6érték elsSrendd feltételébdl azonnal kapjuk,
hogy ilyen fiiggvényekre m’ (x) = ¢’ (x) x sziikségképpen fenn4ll, amibdl

m(x)—m(O):/Oxm/(t) dt:/ q/(t)tdt:q(x)x—/oxq(t)dt

X
JO

adddik egy parcidlis integrdlds utdn.
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Most azt mutatjuk meg, hogy ha ¢ még monoton noveked®d is, akkor a fenti sziikséges
feltétel mar elegenddvé valik. Mi tobb, a (g, m) fiiggvény pdros pontosan akkor teljesiti
a szoban forgd racionalitasi feltételt, ha ¢ egy monoton névekedd fiiggvény és

m(x):m(o)+q(x)x—/:q(z) dz

fenndll minden x € [0, @] mellett.

Osszefoglaldsképpen azt mondhatjuk tehat, hogy csak monoton névekedd g mellett
van esély a (g,m) racionalitésdra és ekkor m konstanstdl eltekintve egyértelmtien meg-
hatarozott a g altal.

10.2. Kapcsolat a bevételekvivalencia-elvvel

Egy direkt-mechanizmus 6sztonz8ségének ekvivalens felirdsai kovetkeznek.

10.3. definicié (egyensulyi hasznossdg fiiggvény, vagy varhat6 egyenstlyi hasznossig
figgvény). Definidlja mindeni=1,...,N mellett

Ui (x;) = qi (xi) xi —m; (x;)
az egyensiilyi hasznossdg fiiggvényt.

10.4. allitas. Egy (Q,M) direkt-mechanizmus mellett az aldbbi feltételek egymdssal
ekvivalensek.

1. (Q,M) egy 0sztonzd direkt-mechanizmus,
2. Minden i jatékosra és bdarmely két x;,z; € [0, ;] értékelésre

Ui (xi) > qi (zi) xi —mi (zi),

3. Minden i jatékosra és minden x; € [0, ;] értékelésre az (x;,U; (x;)) pontban hii-
zott q; (x;) meredekségii egyenes egy tdmaszegyenese az U; fiiggvénynek, azaz
minden z; € [0, ;] mellett

Ui (zi) 2 Ui (xi) + qi (xi) (zi — x3)

4. Minden i mellett a

a) q; fiiggvény monoton novd, és

b) U, fiiggvény a q; egy integrdlfiiggvénye, azaz minden x; € [0, @] értékelésre

Ui (x;) = U; (0) + /:i qi(2) dz,



10. fejezet: Oszténzé mechanizmus 93

5. Minden i mellett a

a) gq; fiiggvény monoton nova, és

b) teljesiil a[REP|egyenldség, azaz minden x; € [0, ] értékelésre
Xi
m; (x;) = m;(0) + q; (x;) x; — /0 qi(z) dz. (REP)

Bizonyitds. Az allitdsok ekvivalens voltit korbe igazoljuk. A bizonyitds az R — R
fiiggvények konvexitdsanak jellemzésén alapul.

1 — 2: A feltevés, hogy tetsz6leges x; mellett a z; — g; (z;) x; — m; (z;) fiiggvény éppen
x;-ben vesz fel maximumat azt jelenti, hogy

qi (zi)xi —my (z) < qi (xi) xi —m; (x;) = Ui (x;).

2 — 3: Mivel a fenti egyenlGtlenség minden x;,z; € [0, @;] mellett fennéll, ezért a két
viltozot felcserélve

Ui (zi) > qi (xi) zi —mq (i) = qi (%) zi — qi (%) Xi 4 qi (x0) x; —my (x;) =
Ui (xi) +qi (%) (zi — x;) -

3 — 4: Az U; fiiggvénynek tehdt minden x; pontban van tdmaszegyenese, melynek me-
redeksége g; (x;). Az U; tehit egy konvex fiiggvény, amelynek bal- és jobboldali deri-
véltja kozt van g; (x;). Mivel egy konvex fiiggvénynek mind a bal- mind a jobbolda-
li derivéltja monoton nd, ezért ¢; is monoton nd. Monoton nové fiiggvény Riemann-
integralhaté és tudjuk, hogy egy konvex fiiggvény tetszSleges a bal- és a jobb oldali
derivaltja kozti fiiggvény integralfiiggvénye.

4 — 5: Kiindulva abbdl, hogy U; a g; egy integralfiiggvénye azt kapjuk, hogy

qi (xi) xi —m; (x;) = Ui (x;) = U; (0) +/:i qi (zi)dzi = —m; (0) +/O.Xi qi (z)dzi.

Ezt dtrendezve éppen a (REP) azonossdgot kapjuk.

'Mivel nem teljesen kozismert az a tény, hogy egy ilyen fiiggvény pontosan akkor konvex, ha valamely
a bal- és a jobb oldali derivdltja kozti fliggvény integralfiggvénye, ezért a fiiggelék tartalmazza ennek rovid
targyaldsat.
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5 — 1: El8szér is felirva a (REP) azonossagot tetszSleges z;,x; € [0, @;] mellett
mi(z;) = mi(0)+zqi(z) */(; qi(t) dt,

mi(x;)) = m;i(0)+xiq;(x;) — /OXI qi (1) dt.

A két egyenlet kiilonbségét képezve

m; (zi) —m; (x;) = 2iq; (zi) — xiqi (x;) — /:i qi (1) dt.

v AL

No de a g; fliggvények monotonitdsa szerint

/: qi(t) dt < qi (zi) (zi —xi),
tehat folytatva
mi(zi) —mi (xi) = 2iqi (i) —xiqi (xi) — i (2i) (i —xi) = qi (2i) Xi — xiqi (x;)
Ezt atrendezve kapjuk, hogy
xiqi (xi) —mi (xi) = qi (zi) xi —mj (zi),
ami éppen azt jelenti, hogy az z; — g; (z;) x; —m; (z;) fiiggvény az x; pontban maximalis.
Ezt kellett belatni. O

A fenti igazoldsbdl 14thatd, hogy egy 0sztonzd mechanizmus egyenstlyi hasznossag
filggvényei konvex és monoton novd fiiggvények, amelyekre U; (0) = —m; (0).

A fenti ekvivalens feltevések koziill az 5.-re tekintiink Ugy, mint a bevétel-
ekvivalencia-elv altaldnositdsdra. A (REP) azonossdgot ugyanis gy interpretdlhatjuk,
hogy 6sztonzé (Q, M) direkt-mechanizmus mellett az m; vérhat6 befizetés lényegében
csak a Q allokdcids szabalytdl fiigg: Adott Q allokacié mellett tetsz6leges olyan M be-

fizetési szabdllyal, amely (Q, M) mechanizmust 6sztonz&vé teszi, a kapott m; vérhaté
befizetések alakja ugyanaz, ezek egymastol csak egy konstans eltoldsban kiilonboznek.

10.3. Egzisztencia

Miutdn szép, sziikséges és elégséges feltételeket taldltunk egy direkt-mechanizmus
0sztonzd voltdra, ratériink annak vizsgélatdra, hogy adott allokdcids szabalyhoz mi-
lyen feltételek mellett definidlhat6 olyan befizetési szabaly, amellyel a kapott direkt-
mechanizmus 6sztonzévé valik. J6l haszndlhat6 elegendd feltételt kapunk: Ha az al-
lokéciés szabdly olyan, hogy a tobbiek fix értékelése mellett nagyobb értékelés nem
csokkenti az aktudlis licitdlé nyerési valészintiségét, akkor mindig definidlhaté olyan
befizetési fiiggvény, amely a mechanizmust 6sztonzévé vardzsolja.
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10.5. allitas. Legyen Q egy tetszbleges allokdcids szabdly.
1. Definidlja
Xi
Mi(x) = Qi) — [ 01z dz.

HaM = (My,...,My), akkor a (Q,M) direkt-mechanizmusban m; (0) = 0-val dll
fenna azonossdg, tehdt minden x; € [0, @;] mellett

Xi
m; (x;) = q; (xi)xi—/o qi(z) dz
teljesiil.

2. A Q allokdcios szabdlyhoz pontosan akkor taldlhato olyan M befizetési szabdly,
melyre a (Q,M) mechanizmus 6sztonzé, ha a q; fiiggvények monoton nének min-
den i mellett.

3. Specidlisan, ha minden i mellett és minden rogzitett x_; € E_; vektor esetén a
2 Qi (z,x—)

fiiggvény monoton ndvé, akkor a fenti M befizetés szabdllyal (Q,M) egy dsztonzdé
direkt-mechanizmus.

Bizonyitds. Definicid szerint m; (x;) = [z_ M (x;,x—;) f—i (x—;) dx—;. fgy a Fubini—tétel
és g; definici6ja miatt

i) = [ (50itxx0 = [ 0eur ) de) fatoi) =

= .

X; /_ Qi (xiy%—i) fi (%) dxfi—/: _‘/OXI Qi (z,x_) foi (x_;) dzdx_; =
xiqi (%) 7/0"" /E;Qi (z,x—i) f=i (x—i) dx_idz = xiq; (xi) 7/0",' qi(2) dz.

Teljestil tehat a bizonyitandé egyenlGség.

Osszefoglalva: ha ¢; fiiggvények monoton novSk, akkor a befizetési fiiggvény fen-
ti definicidjaval teljesiil az el6z§ dllitds 5. pontja, ergo a definidlt (Q,M) direkt-
mechanizmus 6sztonzd.

Forditva, ha valahogyan definidlhat6 az adott allokdcids szabalyhoz olyan befizetési
szabdly, amellyel a kapott direkt-mechanizmus 6szt6nz8, akkor szintén az el6z6 allitds
4. vagy 5. pontja miatt valamennyi ¢; fiiggvény monoton noveé.

Legyen most x_; € E_; és 0 < z < w < ;. Ekkor Q(z,x_;)f-i(x—;) <
O (w,x_;) foi(x_;), ezért e fiiggvények E_; feletti integraljaira is igaz ez az egyen-
16tlenség, ami éppen azt jelenti, hogy g; (z) < g; (w). Ezt kellett beldtni. O
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10.4. A kikialto bevétele

Mivel a kikidlté bevétele egészen nyilvanvalé mddon csak az aukci6 résztvevéitdl szdr-
mazik, azaz csak az m; varhat6 befizetési fiiggvényektdl fiigg, tovabba az m; befizetések
konstanstdl eltekintve csak a Q allokaciétdl fiiggenek egy 0sztonzé mechanizmus mel-
lett, ezért a kikidltd varhat6 arbevételét is meghatdrozza a Q allokdcids szabdly, ahogyan
azt kordbban a bevételekvivalencia-elvet kielégitd konkrét aukcidknal is lattuk. Az alli-
tdsnak fontos érdekessége, hogy ujra megjelenik a virtualis értékelés koncepcidja. Ké-
s6bb ennek a gondolatnak az alapjan kapjuk a virtudlis értékelés érdekes interpretacioit.
Az allitds igazolasa utan ennek egy el6rehozott példdjat adjuk, arra a mar vizsgalt esetre
vonatkozélag, amikor a licitdlok azonos értékeloszlassal rendelkeznek.

10.6. allitas. Legyen (Q,M) egy 0sztonzé direkt-mechanizmus. Ekkor a kikidlténak az
i-edik jdtékostol szdrmazo vdrhaté haszna

E (m(X;)) = m; (0) + / 0: (x) £ (x) i (x;) dx,

ahol ; az i jdtékos virtudlis értékelése. Igy a kikidlté vdrhatd bevételére

N

N
E(R)= ;E(mi (Xi) =, lmi (0)+/z <; of (X)llfi(xi)> f(x)dx.

I

M=

Bizonyitds. Lattuk, hogy 0sztonzd mechanizmusra teljesiil a bevételekvivalencia-elv,
tehdt minden i jatékosra és annak minden x; € [0, ;] értékelésére

Xi
i () =i (0)+ i (s — [ 4i(2) .
A transzformadlt valdszinliségi véltoz6 formuldja miatt, ezért
o
E (g (60) = [ mi ) i (3 s =
w; ; ;X
[ me) st dvi+ [ g di— [ [ aite) dzfi ) i
A kett8s integral a Fubini-tétel miatt
;  [X; ;o
| [ a@aziyds= [ [ 0. @ a0 i) dzdvi =
W, o ; w;
/0 A %[z,w,.](Xi)qi(Z)ﬁ(xz-)dxidz:/O qz‘(Z)/ £ (x;) dxidz =
. B . Jz
;
| @ -F@)d,



10. fejezet: Oszténzé mechanizmus 97

A virtudlis értékelés y; = id—1=F bevezetésével folytatva, majd djra a Fubini-tételt
haszndlva kapjuk kivant formul4t.

Em() = m0)+ [ ai()nfit) —gi(x) (1~ () dy
N N B LAY
= 1(0)"‘/0 q1(1)ﬁ(1)<l fi(-xi) )dz

= O+ [ ) i) i )
- +/“”(/=  nor) il >dx_,-)ﬁ<x,»>w<xi>dx,-
— mi(0)+ / 0; (x) f () Wi (x1) dx

Ezek 0sszegére felirt formula mar nyilvanval6. O

Miel6tt folytatndnk az aszimmetrikus eset vizsgédlatat, magunknak egy pillanat ki-
tér6t megengedve, alkalmazzuk a fenti eredményt szimmetrikus helyzetben, regularis
jatékosokkal. Példdul egy méasoddras aukcidra is teljesiilnek az aldbbi feltételek.

10.7. megjegyzés. Legyen most a (Q,M) 6sztonz6 direkt-mechanizmus hatékony. Te-
gyiik fel, hogy a jatékosok eloszldsa azonos, és a k6zos virtudlis értékelésiik szigordan
monoton nové fiiggvény. Ekkor

ZQI maX{W(Xl) W(x2)7"'7lll(xN)}7

ezért ha még azt is feltessziik, hogy m; (0) = 0 minden jétékos mellett, akkor

E(R) = E (max{y (X1),y (X2),..., ¥ (Xn)}).-

Bizonyitds. A mechanizmus hatékonysdga azt jelenti, hogy az aukcié nyertese a legna-

gyobb értékelési jatékos, tehat

() — 1 ,haxi>xj minden i # j;
Qilx) = { 0 ,egyébként.

fgy Ziy: 1 Qi(x)w; (xi) = v (xx) arra a k indexre, amelyre x; > x; minden i # k mellett.
Persze a regularitds feltevése szerint x; > x; ekvivalens y (x;) > v (x;) feltétellel, igy

ZQ! l (xk) max{y/(xl)v""lV(xN)}'

Ezt kellett beldtni. O

A nyilvénval6 értelmezés tehdt, hogy a fenti esetben a kikidlté varhaté bevétele tgy
is tekinthetS, mintha a virtudlis értékelésekkel mint licitfiiggvényekkel jatszandnak a
jatékosok egy elsddras aukciot.
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A FEJEZETBEN AZT keressiik, hogy bizonyos djabb észszerti racionalitdsi feltevés mel-
lett, mi a kikidlté varhaté haszndnak maximuma. Ez a feltevés azt jelenti, hogy a lici-
taloktdl nem elvarhatd, hogy megjelenjenek olyan aukcién, amely szdmukra negativ
hasznossdggal jar.

11.1. Megvalésithaté direkt-mechanizmus

Visszatérve az dltaldnos esetre, egy nyilvanval6 becslés adhaté a[10.6] allitasbeli fiigg-
vényre.

11.1. allitas. Tekintsiik a (Q,M) direkt-mechanizmust és legyen ; az i jdtékos virtudlis
értékelése. Ekkor

ZQ: x) i (xi) < max{yq (x1), 2 (x2),..., ¥ (xn), 0}

Bizonyitds. Vilagos, hogy w; (x;) < w; (x;) VO < max {yg (x¢) VO:k=1,...,N}. Igy
a Q; (x) > 0 szerint

™=
M=

Qi) yi(x;) < Qi (x)max {w; (x)VO:k=1,....N}

= max{y () V0:k=1,..., N}ZQ,

max { ¥ (x) VO: kfl.....,N}.

IA

Ezt kellett belétni. O

11.2. definici6 (egyénileg raciondlis). Azt mondjuk, hogy a (Q,M) direkt-
mechanizmus egyénileg raciondlis, ha minden i mellett U; > 0.

Egy 6szt6nz8 mechanizmus mellett U; (x;) = U; (0) + [y gi (z) dz. Mivel itt g egy
valészinfiség, ergo nem negativ, ezért minden U, egy egy monoton nové fiiggvény. gy
figyelembe véve az U;(x;) = g; (x;) x; — m; (x;) definiciét, U; (0) = —m; (0). Emiatt az

Ui>=0; Ui(0)>0; m;(0)<0
ekvivalens feltételek egy 6sztonzd mechanizmus mellett.

11.3. allitas. Egy (Q,M) direkt-mechanizmus pontosan akkor egyszerre 0sztonzé és
egyénileg raciondlis, ha minden i =1,--- N mellett a

1. g; monoton nova,

2. m; (x;) = m; (0) +xiq; (xi) — [o" qi (¢) dt,
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3. mi(0)<0
feltételek egyszerre teljesiilnek.

11.4. definicié (megvaldsithat6). Egy direkt-mechanizmust megvaldsithaténak neve-

7z 2z

ziink, ha az 0sztonzd és egyénileg racionalis.

Latjuk tehat, hogy egy megval6sithaté mechanizmus annyival tobb, mint egy 6szton-
z8 mechanizmus, hogy kizérja az m; (0) > 0 eset lehetSségét. Ez tgy interpretélhato,
hogy a 0 értékelés mellett nem lehet pozitiv a varhaté koltség, ami annyit tesz, hogy
minden jatékos szdmara megengedett dolog az aukci6tdl valé tdvolmaradds.

Az eddigi eredményeink Osszefoglaldsa a kovetkezd 4llitas.

11.5. allitas. Legyen (Q,M) egy megvaldsithaté direkt-mechanizmus. Ekkor ennek vdr-
haté bevételére

E(R) SE(maX{V]I (Xl):WZ (X2)7"‘7V/N(XN)7O})'

Bizonyitds. Mivel 8szténz6 a mechanizmus, ezért[T0.6] allitds és a tetszdleges mecha-
nizmusra is fennall6 [T1.1] 4llitas szerint

N .
E(R)< Lmi(0)+ [ man (1) o).y o) 0} () e =

m; (O)+E(max{ll/(x])77W(XN)7O})

=

Ha a mechanizmus még egyénileg raciondlis is, akkor m; (0) < 0, igy a fenti dsszeg elsé
tagja nem pozitiv. O

11.2. Példa a kikialtdé szamara maximalis bevételt ado
megvaldsithaté mechanizmusra

Most arra toreksziink, hogy olyan megvaldsithaté direkt-mechanizmust konstrudljunk,
amelyre a fenti egyenlGtlenség egyenl&séggel teljesiil.

Els6 1épésként arra emlékezziink, hogy tetszbleges allokdcidhoz definidlhaté olyan
befizetési szabaly, amivel a mechanizmus teljesiti a bevételekvivalencia-elvet. Ha az
allokdcios szabdly még olyan is, hogy az i-edik értékelés novelésével az i-edik jatékos
nyerési valészinlisége nem csokken, akkor az igy kapott mechanizmus 6sztonzd.

A kovetkezd definici6 egyben allitds is, ezért igazoldsra szorul.
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11.6. definicié (optimalis megvaldsithaté mechanizmus). Reguléris modell mellett

© -ha ll/i(xi)Tllfi(l (X)i1)=”'=llfik}§xik)
N =max{y(xx):k=1,...,N},
Qix) = és ha W; (x;) > 0;

0 ,egyébként,

M; (x) = Qi(x)xi — ./Ox’. Qi (z,x_;) dz.

Legyen M = (Mj,...,My) és hasonléan Q = (Qy,...,0n).
Ekkor (Q,M) egy olyan megvaldsithaté mechanizmus, amelyre m; (0) = 0 fenndll
minden 7 jatékos mellett.

Bizonyitds. A Q;(x) = % azt jelenti, hogy a (w1 (x1), ¥ (x2),..., Wn (xy)) vektor ko-
ordindtdi koziil y; (x;) az egyik legnagyobb és az i-ediket is beleértve éppen k darab
legnagyobb van, amelyek nem lehetnek negativak. Igy csak az

N N 1
Y 0i(x)=0 vagy ZQi(X):kEZI
= =

esetek fordulhatnak el, ezért Q valdban egy allokdciés fiiggvény. gy (Q,M) egy me-
chanizmus, amelyre

mi(0) =0 és mi(xi):mi(0)+xiQi(xi)—(/OXiqz‘(Z)dZ

a[l0.3 4llitds szerint.
Most megmutatjuk, hogy minden rogzitett x; € E_; vektorra a

7 Qi (z,x-;)

filggvény monoton névS. Legyen tehdt z < w. Ha Q; (z,x—;) = 0, akkor Q; (z,x_;) =
0 < Q; (w,x_;) nyilvanval6an fenndll. Ha viszont Q; (z,x_;) = %, akkor y; (z) < y; (w)
miatt Q; (w,x_;) = 1. Ez azt jelenti, hogy Q; (z,x_;) < 1= Q; (w,x_;) megint csak nyil-
védnvaldan teljesiil. Innen mdr nyilvdnvaléan kovetkezik a ¢g; fiiggvények monotonitésa.

A allitds szerint tehdt a mechanizmus megvalGsithatd, s6t az m; (0) = 0 feltéte-
lek is teljesiilnek. O

Mivel a[10.6 4llitds szerint a kikialté varhat6 bevételére a
N . [ N
ER) =Y m(©)+ [ (X 0@i) ) ds
i=1 = \i=1
formula 4ll fenn minden 6szt6nzé mechanizmus mellett, ezért az teljesen nyilvanvalo,

hogy a megvaldsithaté6 mechanizmusok korére szoritkozva, olyan mechanizmus bizto-
sitja a kikidlté maximadlis védrhat6 bevételét, amelyre m; (0) = 0 dll fenn minden licitdl6
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mellett. Ebben az értelemben nyilvanvald, hogy a [T1.6] definiciéban megadott példa
egyben optimdlis mechanizmus is.

A kovetkezd 4llitds egyrészt ezt szogezi le, masrészt a virtudlis értékelések segitsé-
gével megteremti annak lehet6ségét, hogy jobban megértsiik a@ definiciét.

11.7. allitas. Reguldris modellben a definicioban megadott megvaldsithaté me-
chanizmus adja a kikidlto legnagyobb bevételét. A

max {E (R) : (Q,M) megvaldsithaté mechanizmus}

feladat a[IT.6] definicidbeli mechanizmus mellett maximdlis és az értéke:
E(R) = E (max{y (X1),¥2(X2),..., yn (Xn),0}).

Bizonyitas. A allitds szerint minden (Q, M) megvalésithaté mechanizmusra
E(R) <E(max{y; (X;),y2(X2),.... yn (Xy),0}).

Legyen most (Q,M) a definicié szerint megadva. El&szor is vegyik ész-

re, hogy valamely i mellett Q;(x) > O pontosan akkor teljesiil, ha y;(x;)) =
max {y (x1),..., ¥y (xy)} > 0. Emiatt

M=

Qi (x) Wi (x;) = max {yq (x1),..., ¥n (xn),0}.
1

Ugyanis, ha minden i mellett y; (x;) < 0, akkor a bal és a jobb oldal is zérus. Ha van
olyan i, amelyre ; (x;) > 0, akkor

N
Qi (%) y; (xi) = Z 0i (x) wi (x;) :k% max {y (x1),y2 (x2) ..., Yn (xn) },

=

Il
=
H
—

ahol k-szor fordul el§ egyenlség a (wq (x1),..., Wy (xn)) vektorban. Igy a kikialt6
vérhat6 bevételére a[10.6] allitds szerint

N
(R):;mi( <ZQ, qnx,)f(x)dx_

Tmax{WI (xl)v"‘7WN(xN)>0}f(x) dx:E(max{Wl (X1)7~'~7WN(XN)7O})‘

Ezt kellett belatni. O
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11.3. Az optimalis megvaldsithaté mechanizmus
interpretacioi

Prébéljunk most a [TT.6] definicié optimdlis megval6sithaté mechanizmusahoz in-
tuitiv értelmezést taldlni. Az allokdciés szabdly jelentése nyilvanvald. Adott x =
(x1,...,xny) € E értékelés vektor mellett irjuk fel a virtudlis értékelés vektort:
(w1 (x1),..., Wy (xn)) € RN, Ha minden virtualis értékelés negativ, akkor nem nyer
senki. Ha van legaldbb zérus virtudlis értékelés, akkor a legnagyobb virtudlis értékelési
jatékos nyer. Pontosabban & 1 valdszintiséggel nyer, ha egyediil birtokolja a legnagyobb
virtudlis értékelési cimet, de ha tobb ilyen is van, mondjuk k darab, akkor 1/k val6szi-
niiséggel nyernek a maximalis virtudlis értékelési jatékosok.

A befizetési szabdlyr6l annyit lattunk, hogy dgy van definidlva, hogy teljesitse a
bevételekvivalencia-elvet. Nézzilk most a befizetési szabdly értelmezését. Definicio
szerint ez

M; (x) = Qi) — /O " 01 (exi) dz.

Diszkutéljuk tehdt a Q; (-,x_;) : [0, @;] — [0, 1] fiiggvényt. Ehhez vezessiik be az y; :
E_; — [0, ] fiiggvényt:

yi (x—;) = min {z; €0,0]: vy (zi) > v (xj)Vj #5L,i(z) > 0}-

Az y; (x_;) tehdt az i jatékos legkisebb nyers értékelése.
A Q; definicidja szerint, a tobbi jatékos rogzitett x_; € E_; értékelései mellett

I, haz>yi(x),
i

Qi(z,x-i)=q %, haz=y(x),
0, haz<y(x_;).
Igy persze
"Xi i —yi(x_;), h >y (x_;
/ 0; (va—i) dz = Xi ))I(x 1) ax,l ?’; (x 1)
Jo 0, egyébként,
ebbdl pedig
. xi— (6 —yi(x=)), hax;>yi(x—),
M; (x) = Qi(x)x; —/O Qi (z,x—i) dz= 4 1yi(x_7), ha x; = y; (x—),

0, ha x; <y; (x,i).
Osszegezve elmondhatjuk tehdt, hogy
M; (x) = Q; (x) i (x—7).

Ennek mar nyilvanvalé interpreticidja adhaté. Az i jatékos befizetési szabdlya a jatékos
nyerési valészintiségének és annak az értékelésének a szorzata, amellyel még éppen
nyerte volna az aukci6t.
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Egy djabb pillanatra térjiink vissza a szimmetrikus esetre. Ekkor y; (x_;) definici6ja-
ban ; (z;) > y; (x;) pontosan akkor 4ll fenn, ha y(z;) > v (x;), ami z; > x; fenn4lla-
sdval ekvivalens. Ha r = y~1(0), akkor a regularitési feltevés miatt y (z;) > O pontosan
akkor igaz, ha z > r. Emiatt

yi(x—i) =min{z € [0,0] : 2> x;Vj#i,zi >r} =max{x;: j#i}Vr

Lithat6 tehdt, hogy ez egy masodaras aukcié az r = w~! (0) optimalis rezervacis arral.
A[IT7} allitasnak persze szép és egyszerd interpretdcidjat adhatjuk a nem szimmet-
rikus eset mellett is. Az

E(R) = E (max{y1 (X1),v2(X2),..., v (Xn),0}) (1L.1)

formula azt jelenti, hogy az optimdlis megvaldsithaté mechanizmus a kikidlté szdmara
ugyanaz, mintha minden jatékos a y; virtudlis értékelésével licitdlna, és ilyen médon
jatszandnak els6dras aukciot, de egyénenként meghatdrozott V/i_l (0) rezervécids érral.
Ebben a kikidlt6 éltal elképzelt elsGaras aukcidban az i jatékos akkor nyer, ha az &
virtudlis értékelése a legnagyobb, de legaldbb zérus. Ez af] fejezet fényében azt jelenti,
hogy a kikidlté minden jatékosnak kiilon-kiilon azt a rezervéciés drat ajanlja, amely
rezervacios 4r a kikidlté maximadlis bevételét biztositand abban az esetben, ha a tobbi
jatékosnak is az adott jatékossal azonos értékeloszldsa lenne. Igy minden jatékos mds és
mds rezervécios drral szembesiilve licitdl a virtudlis értékelésével. Ebben az elképzelt
aukciGban persze a kikidlt6 vérhat6 bevételét a fenti (TT.T) formula adja.



12.

VCG-MECHANIZMUS

o






12. fejezet: VCG-mechanizmus 109

Az ELOZO0 FEJEZETBEN tdrgyalt optimdlis megvaldsithaté mechanizmus hibdja, hogy
nem hatékony abban az értelemben, hogy nem feltétleniil igaz, hogy a targyat elnyerd

2z

egy egyénileg meghatdrozott rezervéacios arral jatszott elsddras aukcionak feleltethetd
meg.

AT} fejezetben azt lattuk, hogy még rezervécios dr nélkiili esetben is elGallhat a haté-
konysdg sériilése. Kiszdmoltuk ugyanis, — emlékezziink a[7.2} dbrdra —, hogy amennyi-
ben két licitaloval jatszott elsGaras aukciét modelleziink, akkor mar egyenletes elosz-
lasok esetén is megjelenik ez a sériilés, feltéve, hogy a két jatékos értékeloszldsanak
tartéja nem azonos.

Az el6z6 fejezetben taldlt optimdlis mechanizmust ezért nagyon durvanak érezziik,
ha a racionalitdsi szempontok k6zé be akarjuk emelni azon elvardsunkat, hogy az auk-
ciét az a jatékos nyerje, akinek legtobbet ér az aukcid tdrgydnak birtokldsa. Ebben a
fejezetben tovabb sztikitjik azon mechanizmusok korét, amelyek kozt keressiik azt,
amelyik a lehetd legnagyobb vérhaté bevételt hozza a kikidlté szamara. Ezt a szlikitést
a racionalitdsi elvdrdsaink djabb bovitésével tessziik meg.

Végiil ki fog deriilni, hogy nincs semmi Uj a nap alatt, a hatékonysagot is elvarva egy

mdsoddras aukciot kell jatszanunk a kikidlté varhat6 bevételének optimalizaldsdhoz.

12.1. Hatékony allokacié

A vCG-mechanizmus definiciéjanak megértéséhez fontos a kovetkezd feladat. Jelolje
(A,x) az x,A € RV vektorok bels§ szorzatit és A a valdszintiség eloszldsok halmazit,

azaz A = {(M,m ,AN) € [O,I]N : leyzllj < 1}. Rogzitett x = (xq,---,xy) € RV ér-

tékelésvektor mellett keressiik az (-, x) fiiggvény A feletti maximumat. Formélisabban:
N
max Z Ajx;
j=1
max (A, x) !
(i) , azaz 0< A4, , A (i)

AEA
A <1

™= |

Létnunk kell, hogy mi a (-,x) : A — R célfiiggvény optimalis értéke a A halmaz felett,
és hogy pontosan mely A € A vektorokra vétetik fel az optimum.

Nézziik elszor a célfiiggvény optimélis értékét. Legyen tehdt x = (xq,--- ,xy) rog-
zitve.

a) Ha minden i = 1,---,N mellett x; < 0, akkor minden A € A,A = (Aq,---,Ay)
esetén 21}/:1 Ajx; <0, de ha példaul A = (0, --- ,0)-t valasztjuk, akkor (A,x) =0
lesz. A célfiiggvény optimdlis értéke tehat 0.
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b) Tekintsiik most azt az esetet, amikor van olyan 1 <i < N, amelyre x; > 0. Ekkor
minden A = (A1, , Ay) € A mellett

ﬁ Aixj < i Ajmax {xy, -, xn} =max{x;,--- ,xn} i A
4 4 =
<max{xy, - ,xN}-
Tegyiik fel, hogy éppen r darab maximadlis koordindtdja van x-nek. Ekkor
max {x|, -+, XN} =X, =X, = =x;,.

Vilasszuk a A;,-- -, A;, nem negativ szdmokat tigy, hogy Y';_; A;, = 1 legyen. A
tobbi j indexre legyen A; = 0. Igy

r

N r
Z ;ijj‘ = Z l,'kx,‘k = ﬁ.,'k max{xl,-n ,)CN} = max{x1,~-~ MCN}‘
j=1 k=1 k=1

A fenti a) és b) esetet Osszegezve azt kapjuk, hogy a (i) feladatnak tetszbleges x €
RY mellett van megoldasa, és ha adott x-re W (x) jeloli a (i) feladat célfiiggvényének
optimadlis értékét, azaz
W (x) = max(A,x),
(¥) = max(2.)
akkorEl
W (x) = max {x,--- ,xy,0} = max {x,0}.

Most térjiink rd annak vizsgdlatdra, hogy adott x értékelésvektor mellett pontosan
milyen eloszldsok szolgéltatjak a célfiiggvény optimumét. fgy a kérdés az, hogy ha
A €A, A € argmax,; (U, x), ergo ha

(A,x) =W (x) = max {x,0},

akkor A milyen alakii lehet.
ElGszor is azt vegyiik észre, optimdlis A = (A1, ---,Ay) esetén, ha x; < 0, akkor erre az
i indexre A; = 0-nak kell teljesiilnie. Ugyanis, ha A; > 0 lenne, akkor

l,-x,- < Ox;

ésa A= (A, -, A, -, Ay) eloszldst az i-edik koordindtdjaban nulldzva is eloszlast
kapunk. Mdrpedig ezen megviltoztatott (A,---,0,---,Ay) eloszldssal a célfiiggvény
értéke szigortian nagyobb, mint az eredeti A eloszléssal.

Harom esetet kiilonboztetiink meg:

! Az egyszer(ibb jelolés kedvéért a tovdbbiakban x = (xi,--- ,xy) mellett max {x,0} = max {xy,--- ,xy,0}.
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a) Hax = (0,---,0) a nullvektor, akkor trividlisan minden A € A megfelel, hiszen
W (x) = max{x,0} =0=(1,x) VA €A
b) Ha minden j = 1,--- ,N koordinétdra x; < 0, de van olyan i, amelyre x; < 0.
Ekkor optimadlis A mellett csak A; = 0 lehetséges, ha viszont x; = 0, akkor A;-re
semmilyen megkdtésiink nincs. Az optimdlis A = (Aq,---, Ay) tehdt olyan, hogy

azon i indexekre, amelyekre x; < 0 A; = 0, a tobbi indexre pedig csak annak kell
teljesiilnie, hogy az 6sszeg 1-nél tobb ne legyen.

¢) Az az eset maradt, mikor van olyan i index, hogy x; > 0. Tegyiik fel, hogy A €
argmax ¢ (i, x). Ekkor

N N
W (x) = max {x,0} = max {x} = lejxj < max {x} lej < max {x}.
Jj= Jj=

A fenti sorban emiatt mindentitt egyenlGség van. Az utolséra ez persze csak uigy
lehetséges, hogy 21}/:1 Aj = 1. Na most:

i) Ha valamely j mellett x; < 0, akkor A; = 0.
ii) Ha valamely j mellett 0 < x; < max {x} = x;, akkor A; > 0 mellett

A,j.Xj+A,[xt < ;LJ'.X[+A¢X1 = (A/j+2¢)xt

fgy a ( Ay ,7L,,~-~) eloszlast dtrendezve a ( 0, ,7Lj—|—l,,~-~)
eloszldssd a célfiggvény értéke nd, ergo (A, x) csak ugy lehet optimalis, ha
A;j=0.

Az 1) és ii) esetek szerint optimélis A-ra tetszGleges
x; <max {x} esetén A; = 0.
Ha tehat pontosan r darab koordindtdban van maximuma x-nek, azaz
0 <max{x} =x; =x, = =1x;,
akkor
-
Y A, =16s A; =0 egyébként
k=1
egy optimalis A = (A, ,Ay) € A mellett.
Az aldbbi allitast gondoltuk meg.
12.1. allitas. Adott x € RN mellett tekintsiik a (1) feladatot.
max(A,x)
(%)
A EA.

Adott x mellett jelolje W (x) az (-,x) : A — R célfiiggvény optimdlis értékét.



112 Magyarkuti Gyula: Aukcidéelmélet eléadasok

1. Ekkor
W (x) = max {x,0},

2. A A € A eloszldsra max {x,0} = (4,x) akkor és csak akkor, ha

a) max{x} <0 esetén azon j indexekre, amelyre xj <W (x) =0a A; =0, ha

pedig az iy,ir,--- i, indexekre
Xip =Xj, =, ,=x, =0=W(x),
akkor a ;- -+ , Ai, € [0,1] szdmok tetszblegesek lehetnek avval a feltétellel,
hogy
-
Z lik <lI.
k=1

b) max{x} > 0 esetén azon j indexekre, amelyekre x; < W (x) = max {x} a
A; =0, ha pedig az iy iy, - ,ir indexekre

Xip = Xjp =, 7:xi,:max{x}:W(x)7

akkor a A ,- -, A;, € [0,1] szdmok tetszblegesek lehetnek avval a feltétellel,
hogy

,
Y Aio=1
k=1

A tovabbiakban annyiban médositjuk a[9.1] szakaszban definidlt modellt, hogy a li-
citdlok eloszldsainak tartdja kicsit dltaldnosabb. Innen azt tessziik fel, hogy az i-edik

ges.
12.2. definicié (joléti fiiggvény, hatékony allokécid). A Q* : E — A allokdci6 hatékony,

ha minden x € E értékelésvektor esetén

0" (x) € argmax (i, x).
HEA

Definidlja W : E — R a joléti fiiggvényt:

J

N
W(x)=max{ ljxj”l:(llw'wlzv)ef\}
=

///////

nossagat. A definici6 és a () feladatra adott valasz szerint

N
W (x) = max {x,0} = Z’] 07 (x)xj.
j=
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12.3. definicié. Jelolje valamely i licitdlé esetén W_; (x) a nem i licitdlék hasznossig
maximumat:

N
Wi (x) = ) 0F (x)xj = W (x) = OF (x)x;-

-~
—_

i

~

12.2. A vcG-mechanizmus optimalitasa

Most a VCG-befizetési szabély definicidja kovetkezik.

12.4. definicié (vCG-befizetési szabdly). Adott Q* : E — A hatékony allokdcié esetén
definidlja minden i = 1,--- , N mellett

M[V ()C) =W (Oti,x,l') —W_; (x)
a VCG-befizetési szabilyt.

Persze els6 célunk, hogy beldssuk egy (Q*,M V) VCG-direkt-mechanizmus 6sztonzd
voltat. Ehhez van sziikségiink a z; — OF (z;,x—;) x; —M[V (zi,x_;) fiiggvény vizsgélatéra.
E fiiggvény harom legfontosabb tulajdonsdgat foglaljuk dssze a kovetkez lemmaban.

12.5. lemma. Rogzitett x € E értékelésvektor és rogzitett i = 1,--- N mellett
1. Fenndll az
Of (ziyx—i)xi =M} (z1,%-1) = (Q" (2, %) , %) =W (0t,x;)
azonossdg;
2. Az aldbbi [0y, ;] — R
zi e OF (zinx—i)xi — MY (zi,%;)
fiiggvény z; = x; pontban maximdlis;
3. Teljesiil a lenti azonossdg és nemnegativitds
OF (x)x; — M) (x) =W (x) =W (at;,x_;) > 0.
Bizonyitds. Egyszeri atalakitasokkal
OF (zix—i) Xi = MY (zi,x ) = OF (zi,x i) X+ Wi (zi,x ) = W (@, x 7).

A jobb oldali elsd két tagot tovébb irva:
N
07 (isx—i)xi+Woi(ziyx—i) = Y OF (zisx—i) %)+ Of (zix-i) % = (Q* (zi,%-4) ),
j=1
i#]

tehdt az elsd pont indokldsdval készen is vagyunk.
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Most tekintsiink a (Q* (zj,x_;),x) szdmra. Ez a kifejezés a (1) feladat (-, x) célfiigg-
vényének valamely A pontbeli értéke. No de O* (x) definici6ja pont az, hogy olyan
A-beli eloszlasvektor, ahol e célfiiggvény maximadlis, ergo

(Q* (Zi7x—i) >x> < <Q* (x) 7x> = <Q* (xi7x—i) 7x>‘

Ezt dgy is mondhatjuk, hogy a (Q* (-,x_;),x) fiiggvény az értelmezési tartomdnya x;
pontjdban maximumat veszi fel. A mdr igazolt dllitds szerint a széban forgd

2 OF (ziyx—i)xi — M (zi,x—;)

fiiggvény a (Q* (-,x_;),x) fiiggvénytdl csak egy a z; valtoz6tdl fiiggetlen konstansban
kiilonbozik, ergo ez a fiiggvény is felveszi x;-ben a legnagyobb értékét.

Az utolsé allitds egyenl&sége nyilvanval6 kovetkezménye az elsének, ha z; = x; he-
lyettesitésre gondolunk:

OF (x)x;i — My (x) = OF (xi,x_i)xi — M} (x;,x_;) =
(QF (xi,x—),x) =W (@i, x—) = (Q" (x) ,x) =W (a5, x_;) =
W (x) =W (o,x_;).

Persze tudjuk azt is, hogy W (x) = max {x,0}. Ez utébbi fiiggvény nyilvdn monoton
nova fliggvénye az x; véltozénak, ergo oy < x; szerint W (x;,x_;) > W (04,x—;). O

12.6. allitas. Legyen Q* : & — A hatékony allokdcié, és MV : & — RN egy vCe-
befizetési fiiggvény. Ekkor a (Q*,MV) VCG-mechanizmus egy

1. Osztonzd és egyénileg raciondlis, azaz megvalosithato direkt-mechanizmus;
2. olyan mechanizmus, amely dltal generdlt valamennyi vdrhato egyensiilyi hasz-
nossdg eltinik az egyes jdatékosok minimdlis értékelése mellett.
Formdlisabban: Mindeni=1,--- N licitdléra
Ui (o) = gi (o) o —m; (o) = 0.

Bizonyitds. Az 6sztonzé mechanizmus definicidja szerint azt kell latnunk, hogy a

zi v qi (zi) xi —mi (zi) = E(QF (2, X-i)) xi —E (M,V (z,-,Xf,-))

fliggvény minden rogzitett x € £ értékelés és minden i = 1,---,N licitdlé mellett a
z; = x; pontban maximalis. Az el6z6 lemma masodik pontjdban 1év6 fiiggvénybe kom-
pondlva az N — 1 koordindtabdl allé X_; = (Xi,--- ,X;—1,Xj+1,--- ,Xy) valészinlségi

vektorvéltozét azt kapjuk, hogy a minden egyes z; € [0y, ®;] mellett

OF (zis X—i) xi —M" (zi,X—i) < OF (xi, X_i)xi — M" (x;,X_;)
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az X_; minden kiértékelése mellett. [gy a vdrhat6 érték monotonitésa miatt

qi (zi) xi —m; (z;) =
E(Q; (zi,X—i))xi—E (M,V (Zivai)) =E (Qi* (zi, X—i)xi — M} (ZhXﬂ‘)> <
E (Q; (i, X_i)xi — MY (x,-,X,,-)) = E(QF (xi,X_i))xi — E (M,.V (xi,X,,-)) -

qgi (x;) x; —m; (x;),

ami éppen azt jelenti, hogy a széban forgé VCG-mechanizmus 6szt6nzé.

Az egyéni racionalitdshoz az kell, hogy az UY (x;) = q; (x;) x; — m; (x;) egyéni hasz-
nossdgok nem negativak legyenek. Ehhez az el6z6hoz hasonldan, de most a lemma
harmadik pontjdra koncentrédlva azt kapjuk, hogy

UY (x) = E (©} (50, X-) 3= MY (36, X-0) ) = E (W (30, X-1) = W (0, X))
Persze minden egyes i és akdrmilyen x; € [0;, ;] mellett a
W (xi, X_i) = W (04, X )

egy nem negativ valdszinliségi vektorvaltozo, ezért ennek a varhat6 értéke is nem ne-
gativ.

Mivel a konstans zérus fiiggvény vérhaté értéke is nulla, ezért azt is latjuk, hogy a
licitdlok egyéni varhaté hasznossdgai valéban nulldvd vélnak a tarté ¢; baloldali vég-
pontjaban. O

12.7. allitas. Legyen Q* : & — A hatékony allokdcié, és MV : & — RN egy vCG-
befizetési fiiggvény. Ldttuk, hogy (Q*,M V) megvaldsithaté. Most legyen M : & — RN
egy mdsik befizetési fiiggvény, amellyel a (Q*,M) megvaldsithaté direkt-mechanizmus.
Jelolje UiV és m:/ a VCG-mechanizmus vdrhato hasznossdgdt és vdrhato befizetését,
hasonloan U; és m; a mdsik mechanizmus vdrhato hasznossdgdt és vdarhato befizetését.
Ekkor

e Mindeni=1,--- N licitdléra és minden x; € [0, ;] értékelésre

U; (xi) — UiV (xi) =U; (OC,') >0,

e Mindeni=1,--- N licitdléra és minden x; € [0y, ;] értékelésre

my (xi) —m; (x;) = U; (a;) > 0.
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Bizonyitds. Mivel mindkét mechanizmus 0sztonzd, ezért az 6szt6nz6 mechanizmusok
[[0.4] 4llitasban megfogalmazott karakterizdcidja szerint

Xi
U; (Xi) = Ui(OC,')+ " qi (t) dt;
Xi
UiV (x) = UiV (o) + o gi (t) dt,
ahol g; (1) = E (Q* (t,X_;)) . Az imént ldttuk, hogy a VCG-mechanizmus generdlta hasz-
nossdgok a bal végpontban eltlinnek, azaz Ul-v (a;) = 0 minden licitdlé mellett, igy
Ui (x;) = U; (04) + U} (x;) . Ebbdl mar latszik is, hogy minden x; € [0, @;] mellett

U (x)) = UY (x;) = Ui (o) >0,

hiszen (Q*, M) is egyénileg racionalis.
Az egyensiilyi hasznossdgokra definicié szerint

Ui(xi) = xigi(x) —mi(x;);
xiqi (x;) —mY (x;).

&
<
—
&=
N
Il

A fels6 egyenletbdl az alsét kivonva kapjuk, hogy
mY (x,-) —m; (X,‘) =U; (x,') — Uiv (xi) =U; ((Z,') >0.
Ezt kellett beldtni. O

Meggondoltuk tehat, hogy adott Q* hatékony allokdciéval tetszSleges olyan M befi-
zetési szabdlyra, amelyre (Q*, M) megvalGsithaté a kapott varhaté egyensilyi hasznos-
sag fiiggvények csak konstansban kiilonboznek egymadstdl. Ezen varhat6 egyenstlyi
hasznossdgok kozt a VCG- mechanizmusé a legkisebb.

Hasonldan, a varhat6 befizetési fiiggvények is egymads eltoltjai, méghozza ugyanav-
val a konstanssal. Ezen vdrhat6 befizetések kozt a vCG-hez tartozé a lehetd legnagyobb.
Az is adédik még, hogy

m (o) = 0gi ().
A fejezet legfontosabb eredményéhez érkeztiink:
12.8. allitas. Adott hatékony allokdcié mellett a VCG-mechanizmus garantdlja a ki-

kidlto legnagyobb vdrhato bevételét az adott hatékony allokdciohoz taldlhato dsszes
osztonzd és egyénileg raciondlis, azaz az 0sszes megvaldsithaté mechanizmusok koziil.

Bizonyitds. Adott Q* hatékony allokdcichoz legyen (Q*,MV) a VCG-mechanizmus, és
(Q*,M) valamely megvaldsithaté mechanizmus. Jeldlje, mint kordbban m) a vCG-hez
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tartozo, és m; a masikhoz tartozé varhaté befizetéseket. A kikialté bevétele a licitald
befizetéseibdl és csak abbol keletkezik. E varhatd arbevétel tehat a

valésziniiségi valtozok dsszegének varhato értékei. Jelolje E (RV) a kikidlténak a VCG-
hez tartozé vérhaté bevételét, és E (R) a mdsik mechanizmus esetén ad6dé varhaté
bevételt. Ekkor

E(R)=
E (iml (X/)> = iE(m/ (x;)) < iE (Y (x))) =E (im}/ (x,)) _
| | j j E(R).

Ezt kellett beldtni. -

12.3. A vcG-befizetési szabaly értelmezése

Miutdn megértettiik, hogy a VCG-mechanizmus az optimalis, ha a kikidlté varhat6 be-
vételét maximalizdljuk a megvaldsithatd és hatékony mechanizmusok kozt, felmeriil a
kérdés, hogy nem tul triikkksen definidltuk-e az MV kifizetéseket. J6 lenne latni, hogy
honnan jon a gondolat, hogy éppen

MV (x) =W (Oti,x,,-) —-W_; (x)

l

P

modon kell definidlni a mechanizmus befizetését. A fejezet hatralévs részében erre sze-
retnénk vélaszt keresni.

Egy kicsit egyszer(ibb esetet vizsgalunk avval, hogy a tovéabbi feltevésiink szerint
minden licitdl6 értékelésének bal végpontja zérus, azaz o; = 0, minden i = 1,--- ,N
mellett.

Tekintsiink egy x € & értékelést.

1. A legegyszertibb eset, mikor x-ben csak egyetlen legnagyobb koordindta van.
Ha ez az i-edik, akkor a fejezet elsé szakaszdban megértett hatékony allokacié

szabdlyai szerint

Qf (x) =1, ésminden mds j #i-re Q7 (x) =0.
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Persze ekkor

W(0,x_;) = max{x_;} =max2{x},
N
W_oi(x) = ;Q’; (x)x;=0.
T

Igy a gydztes i licitdld befizetése M) (x) = max2 {x}.
Most nézziik a vesztesek befizetését, azaz j # i. Ekkor
W(0,x_;) = max{x:k#j}=max{x},
W_j(x) = OF (x)xi=max{x}.
A vesztes befizetése tehdt M}/ (x)=0.

Ott tartunk tehdt, hogy abban az esetben, amikor a licitalok kozott nincs holtver-
seny,

MY (x) = QF (x) -max2 {x},
minden i = 1,--- N licital6 esetén.

. Most tegyiik fel, hogy pontosan r licitdlé kozt van az élen nem zérus értékd

holtverseny, azaz
max {x} =x;, =x;, =---=x, >0.
Tudjuk a Q* allokédcié hatékonysdga miatt, hogy ekkor Y _, Q;t (x)=1,ésa
vesztes licitdlok allokdcidjdnak valdsziniisége zérus.
Legyen j egy vesztes index, azaz x; < max {x}. Ekkor
W(0,x_;) = max{x},
W_j(x) = W(x)—0Qj(x)x; =max{x}.
A vesztes befizetése tehdt most is M}/ (x)=0.

1 <t < rmellett i;. Figyeljiink arra, hogy ekkor x; = max {x} = max2 {x}, igy

W(0,x_;) = x;, =max{x}=max2{x},
W*l-f ()C) = W (x) - Q: ()C) X,
= x,—0f (x)x,

= (1-0f (x)) max2{x}.

fgy az MX (x) = max2 {x} — <1 -0 (x)) max2 {x} = Q; (x) -max2 {x} szabdly
adja meg a nyertes licitdlok befizetési kotelezettségét.

Azt igazoltuk tehat, hogy a holtversenyes és a nem holtversenyes esetben is

MY (x) = Qf (x)- max2 {x}

adja a befizetési szabdlyt.
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12.4. Osszegzés

A vCG-mechanizmusra mint mdsodéras aukcidra kell gondolnunk gy, hogy szembe
néziink az azonos értékelések lehetdségével is. A dontés elbtt, de az értékelések megis-
merése utdn adott egy hatékony {A;,---,Ax} allokécié. A vesztesek nem fizetnek sem-
mit és nem kapnak semmit. A gy6ztesek mindegyike befizeti az értékelésének, ergo a
mésodik legnagyobb értékelésnek az § A;, nyerési valoszintiségekkel silyozott értékét.
Persze a maximalis értékelést adok koziil csak az egyik kapja meg az aukcid targyat, de
ennek val6szintisége az § befizetésével egyenesen aranyos.

Az algoritmus teht a kikidlté szempontjabél végtelen egyszerii: O mindenképpen a
masodik legnagyobb értékelést kapja.

Fontos még latni, hogy tobb hatékony allokdcié is 1étezik, de az azokkal képzett
VCG-mechanizmusok egymdssal egyenértékiiek abban az értelemben, hogy a kikialté
szdmdra ugyanakkora vdrhaté drbevétellel jarnak. Ha igy van, akkor persze magatdl
értetddik a legtermészetesebb elStérbe helyezése: Ha k darab k > 1 maximadlis értékelés
van, akkor a maximadlis értékeléstiek kozt mindenki azonos % valészintiséggel nyeri
az aukci6 tdrgydt, mig a tobbiek O valdsziniiséggel nyerik azt. A veszteseknek nincs
befizetési kotelezettsége, és a nyertesek, attdl fiiggetleniil, hogy végiil hozzdjutnak a
targyhoz vagy sem, befizetik a rdjuk es6

1
r max2 {x}

Osszeget, majd a k nyertes kozt valamilyen azonos nyerési valdszintiségl szétlovést
rendeznek.
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A.1. Konvexitas és integralfliggvény

A.1. definicio (konvex fuggvény). Legyen I egy intervallum. Az f: I — R fliggvényt
konvexnek nevezziik, ha minden x,y € I, x < y, és minden A € [0, 1] mellett

fAx+(1=2A)y) SAf(x)+ 1 =2)f(y).

Az f fiiggvényt szigordan konvexnek mondjuk, ha minden A € (0, 1) esetén

JAx+(1=2)y) <Af(x)+(1=2)f(y)
is fenndll. Az f fiiggvény (szigordan) konkdv, ha — f (szigordan) konvex.

A.2. megjegyzés. Konnyl szamoldssal ellendrizhetjiik, hogy x < ¢ <y, x # y mellett
y—c, n c—x
y—x y—x
Ezek szerint az f fliggvény konvexitdsat a kovetkezSképpen is fogalmazhatjuk:
Az f pontosan akkor konvex, ha minden x < ¢ <y, x # y esetén

fle) < f).

Cc =

y.

y—c c—x

)+
y—x y—x

A.3. allitas. Legyen g: I — R egy intervallumon értelmezett (szigoriian) monoton nové

fiiggvény, ¢ € I rogzitett pont. Definidlja

Flx) :/jg(t) di

a g integrdlfiiggvényét. Ekkor F : I — R fiiggvény (szigoriian) konvex.

Bizonyitds. Legyen A € [0,1] ésx <y, ésu = Ax+ (1 —A)y. Ekkor
AF(x)+(1=A)F(y)—F(u) = A(F(x)=F(u)+(1-A1)(F(y)—F(u))

:fl/nglf /g t) dt.

De g (szigordan) monoton ndvekedése miatt [ g (t) dt > (y—u)g(u) ([ g (¢) dt > (y—

u)g(u)) valamint [“ g < (u—x)g(u) ([ g < (u—x)g(u)). Igy folytatva az el6z6 becslést
azt kapjuk, hogy

AF()+ (1= MFO) —Fu) > (1= )y~ w)g(u) — A(u—x)g(u)
= gu)(y—u—Ay+Au—Au+Ax).
Kiszdmolva g(u) fenti egyiitthatdjat azt kapjuk, hogy
y—u—Ay+Ax=y—Ax—(1-A)y—Ay+Ax=y—Ax—y+Ay—Ay+Ax=0.
Azt bizonyitottuk tehdt, hogy
AF(x)+(1—=A)F(y) —F(Ax+(1—A4y)) >0
Ezt kellett belatni. O
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A.4. megjegyzés. Jelolje tetszdleges f: I — R fiiggvény és rogzitett ¢ € I mellett

az f fliggvény ¢ ponthoz tartozé kiilonbségi hanyados fiiggvényét.

A.S. allitas (konvexitds €s a kiilonbségi hanyados monotonitasa). Legyen f:1 — R
egy intervallumon értelmezett fiiggvény. Az f pontosan akkor (szigoriian) konvex, ha
minden ¢ € I esetén az F. kiilonbségi hdnyados fiiggvény (szigoriian) monoton né.

Bizonyitds. Legyen u < ¢ < v. Tekintsiik az aldbb ekvivalens atalakitdsokat:

FO S T )+ S )
(=) +e—w)fle) < (r=e)fw)+(e—u)f(v)
(=)= fw) < (e=u)(f()~f(e))
FC(“) < FR(v)

Amennyiben u < v < ¢, akkor az aldbbi ekvivalens dtalakitdsok sziikségesek:

c—V v—u

f0) < S ) )
(c—u)f(v) < (e=v)fw)+((c—u)=(c=v))f(c)
(c—u)(f() = fle)) < (e=v)(f{w)=f(e)
“RG) < —Rw
Fe(v) = Fe(u)
A ¢ <u <vesetén pedig
f) < Q)+ )
v=a)f) < ((v=c)=(u=c)f(c)+(u—=c)f(v)
v=o)(fw)=sle)) < (u=c)(f(v)=f(c))
Fe(u) < Fe(v)

Vildgos, hogy mindharom esetben az elsd egyenlStlenség a konvexitds definicidja, ame-
lyekkel F.(u) < F.(v) ekvivalens. Ezt kellett beldtni. O

A.6. allitas (konvex fiiggvény korldtossdga). Legyen f : [a,b] — R egy korldtos és zdrt
intervallumon értelmezett konvex fiiggvény. Ekkor f korldtos is.

Bizonyitds. Legyen a < ¢ < b tetsz8legesen rdgzitve. Tudjuk, hogy F.(a) < F.(u) <
F.(b) fenndll minden u € [a,b],u # ¢ esetén. Ha példaul F.(u) > 0, akkor
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F.(u) < F.(b) = |F.(b)|, és ha F.(u) < 0, akkor |F.(u)| < |F.(a)|]. Ebbdl L =
max{|F;(a)|,|Fc(b)|} bevezetésével |F.(u)| < L adédik. No de igy

If @) < [f(w) = F() + ()] < Llu—c[+|f(e)] < LIb—a|+]|f(c)]
becslés teljestil mar minden u € I esetén. Ezt kellett belatni. O

A.7. allitas (konvex fiiggvény folytonossdga). Legyen f : I — R egy intervallumon
értelmezett konvex fiiggvény. Ekkor az f az I intervallum minden belsd pontjdban foly-
tonos.

Bizonyitds. Legyen a < x < b, ahol a,b € I. Megmutatjuk, hogy f folytonos az x pont-
ban: Vildgos, hogy bevezetve a K = max{|Fy(a)|, |Fx(b)|} jelolést, tetszGleges u € (a,b)

mellett |Fy(u)| < K, hiszen az F; kiilonbségi hanyados fiiggvény monoton névS. Ekkor
viszont minden u € (a,b) szdm esetén |f(u) — f(x)| < K|u — x|, ezért f valéban folyto-
nos az x pontban. O

A.8. definicié (konvex fiiggvény bal- és jobb oldali derivéltja). Legyen x az f konvex
fiiggvény I értelmezési tartomanyénak egy belsd pontja. Definidlja f7 és f/ a bal és
jobb oldali derivalt-fiiggvényeket:

L) = sup{ (yi:f:(x) yely<ux}
i = eI ey

Vilagos, hogy az F; kiilonbségi hanyados fiiggvény monotonitdsa, és mivel x belsd
pontja f értelmezéEsi tartomanyanak, a széban forgd szuprémum €s infimum létezik és
megegyezik a kiilonbségi hdnyados fiiggvény aldbbi bal és jobb oldali hatarértékével.

fL(x) = lim Fy(y) valamint f} (x) = lim Fy(y)

y—rx— y—xt

A.9. allitas. Legyen f: (a,b) — R konvex fiiggvény. Ekkor
1. minden x € (a,b) mellett f' (x) < f} (x);
2. minden c,d € (a,b) esetén, ha c < d, akkor f(c) < f( <f, (d);
3. Az f! és az f'_ bal illetve jobb oldali derivdlt fiiggvények monoton nének;

4. Az f! bal oldali derivdlt fiiggvény balrdl folytonos és az f. jobb oldali derivdlt
fiiggvény jobbrdl folytonos.

Ha feltesszuk tovabba hogy f még szigorian konvex is, akkor a fenti ii.) pontban
file) < A ( ) < fL(d), és a iii.) pontbeli derivdltak szigoriian monoton nének.
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Bizonyitds. Az els6 két pont nyilvdnval6 kovetkezménye a definiciéknak és a kiilonb-
ségi hanyados fliggvény monotonitdsdnak. Ha ¢ < d akkor az elsd két pont szerint

- < fid).

fLlo) < file) <
Ez azt mutatja, hogy mind az f7 és mind az f fliggvény monoton n$vé.

Az utolsé dllitdshoz azt kell megmutatnunk, hogy x < w, x — w esetén f’ (x) —
fL(w). Elszér is limy_,,— f” (x) nyilvdnvaléan létezik, hiszen minden x < w esetén
FL(x) < fL(w) az f” bal oldali derivéltfiiggvény monotonitdsa miatt. Ebbdl azt is 1at-
juk, hogy

lim £ (x) < f(w).

X—w—

No de tetszSlegesen rogzitett y < w mellett:

fO)—f(w)

= lim A C)] < lim f/ (x)
y— w X—w— y—x X—w—
Eszerint
710 =sup( PO sy oy < im0

A jobb oldali derivalt jobbrdl folytonossagdhoz azt kell megmutatnunk, hogy w < x,
x — wesetén f1 (x) = fi(w). El&szor is limy_,,, f7 (x) nyilvanval6an létezik, hiszen
minden w < x esetén f} (w) < f} (x) az f_ jobb oldali derivaltfiiggvény monotonitsa
miatt. Ebbdl azt is latjuk, hogy

Jim fL () = 4 (w).

No de tetsz6legesen rogzitett w < y mellett:

Eszerint
710 =inf(PIZID yc3)> im 0)
Ezt kellett belatni. O

A.10. allitas (konvex fiiggvény differencidlhatésdga). Legyen f : (a,b) — R konvex
fiiggvény, és jelolje

E = {x € (a,b) : f nem differencidlhaté x—ben}

Ekkor az E halmaz legfeljebb megszdmldlhatd, és az f' fiiggvény folytonos is a (a,b)
E halmazon.
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Bizonyitds. Vilagos, hogy
E={x€(a,b): f (x) < fL(x)}.

Ezért, ha ¢,d € E két kiilonb6z6 pont, akkor ¢ < d mellett

f(e) < file) < fL(d) < fi(d).

Ez azt jelenti, hogy (f”(c), f.(c)) valamint (" (d), f/.(d)) nem iires diszjunkt nyilt
intervallumok. Vildgos, hogy nem tires diszjunkt nyilt intervallum csak annyi lehet a
szdmegyenesen, ahdny raciondlis szdm van. Igy az E halmaz szdmossdga legfeljebb
megszdmlalhato.

Tekintsiik az f' = f’ = f’_ fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya (a,b) \ E.
Vildgos, hogy ez mind balrél mind jobbrdl is folytonos, ezért folytonos. O

A.11. allitas. Legyen f : (a,b) — R konvex fiiggvény. Ekkor minden [c,x] C (a,b) mel-
lett

"X X
PO =@+ [ @ de=pe)+ [ 1) a
c JC
Emiatt persze tetszdleges olyan h: (a,b) — R fiiggvényre, amelyre f < h < f! teljesiil,

a h monoton névé emiatt Riemann-integrdlhato, és fenndll az

f@=f©+ [ he)a
egyenldség.

Bizonyitds. Mivel az f’ és az f fiiggvények monoton ndnek a [c,x] korldtos és zart
intervallum felett, ezért [ f* és [¥ f. Riemann—integrédlok léteznek.

Legyenl € P[c,x], I ={c=xp <x| <...<x,_1 <X, =x} egy felosztds. Ekkor az
f konvexitdsa szerint minden k index mellett

Sfla) = flx—1)

Xk — Xk—1

fila-r) < < [l (),

vagy ami evvel ekvivalens

L) (= xe-1) < F () = f (1) < f2Oo) (g = 1)
Osszeadva azt kapjuk, hogy

I () (e — xe—1).-

D=

ifi(xkfl)(xk_xkfl) <flx)=fle) <
=1

k

Vegyiik észre, hogy az f/ és f’ fiiggvények monoton névekeds volta miatt a bal oldali
Osszeg egy alsé kozelité 6sszeg és a jobb oldali szumma egy fels6 kozelitd Gsszeg.
Pontosabban

s(fi1) < f(x) = fle) < S(/L.D).
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Ez minden [ felosztdsra igaz, ezért

[rizrw-ros[r<[r

A fenti sor egyenlGtlenségeit, tehat egyenl8ségre is cserélhetjiik. Ezt kellett beldtni. [

A.12. allitas. Legyen f: (a,b) — R egy differencidlhatd fiiggvény. Az f pontosan akkor
konvex, ha ' fiiggvény monoton nové.

Bizonyitds. Amennyiben f konvex, akkor lattuk, hogy ' = f fiiggvény monoton no-
vé.

Megforditva, ha f’ fiiggvény monoton névé, akkor minden [c,x] C (a,b) korldtos és
zért intervallumon Riemann—integrélhatd, és f egy olyan a (c,x) intervallum minden
pontjaban differencilhaté fiiggvény, melynek derivaltfiiggvénye f’ és f meg folytonos
is ¢ és b pontokban. Alkalmazhatjuk tehét f’ —ra a Newton-Leibniz—tételt. fgy

c)+/:f’,

ami azt jelenti, hogy f egy monoton nov$ fiiggvény integralfiiggvénye egy additiv
konstanstdl eltekintve. Lattuk, hogy ez esetben f konvex. O

A.13. allitas. Legyen f: (a,b) — R egy differencidlhatd fiiggvény. Az f pontosan akkor
szigoriian konvex, ha ' fiiggvény szigoriian monoton nové.

A.14. allitas. Legyen f : (a,b) — R egy kétszer differencidlhatd fiiggvény. Az f ponto-
san akkor konvex, ha f” > 0.

A.15. allitds. Legyen f: (a,b) — R egy kétszer differencidlhatd fiiggvény. Ha f" > 0,
akkor f szigoriian konvex.

A.2. Tamaszegyenesek

A.16. definicié (tdmaszfiiggvény). Legyen f : I — R egy intervallumon értelmezett
fiiggvény, xo € I rogzitett. Az

Az (¥) = f(x0) +m(x—xo)

fuggvényt az f fiiggvény x¢ pontbeli m meredekségii tdmaszfiiggvényének nevezziik,
ha minden x € I mellett

flx) > Am,x (x).

A.17. allitas. Legyen f: 1 — R egy intervallumon értelmezett fiiggvény, xg € I rogzitett.
Az aldbbi feltételek tetszdleges m € R valds szdmra ekvivalensek:
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S ()= £ (x0) <m< F()—f(x0)

1. Minden u < xy <v; u,v €I esetén X0 =0

2. Minden x € I mellett f(x) > f(xp) +m(x —x) = Ap x, (x).

A.18. allitas. Legyen f : I — R egy intervallumon értelmezett konvex fiiggvény, xo € I
belsd pont rogzitett. Az aldbbi feltételek tetszbleges m € R valos szdmra ekvivalensek:

L L (x0) <m < fi(x0)
2. Minden x € I mellett f(x) > f(xg) +m(x—x0) = Ap x, (x).
Bizonyitds. Az f konvexitédsa szerint a f’ (xp) szdm az %ﬁxo)

sebb felsd korldtja, ahol u < xo és az f} (xo) szdm az %}{(}(m) alakd szamok legna-

gyobb alsé korldtja, ahol v > x¢. Ez azt jelenti, hogy az itteni i feltétel ekvivalens az
el6z6 allitas i feltételével. O

alakd szdmok legki-

A.19. allitas. Legyen f : I — R egy intervallumon értelmezett fiiggvény. Az f pontosan
akkor konvex, ha az értelmezési tartomdnya minden belsd pontjdban van tdmaszfiigg-
vénye.

Bizonyitds. Ha f konvex, akkor lattuk, hogy f” (xo) < f% (xo) az értelmezési tartomdny
minden xq belsd pontjaban, teljesiil tehdt az el6z6 allitds i pontja, ami azt jelenti, hogy
tetszSlegesen valasztott f (xo) < m < f7, (xo) szdm mellett A, 5, egy tdmaszfiiggvénye
f-nek az xq pontban.

Ha minden pontban van az f fiiggvénynek tdmaszfiiggvénye, akkor tetszbleges u <

xp < vesetén Fy, (u) < Fy,(v). Ldttuk, hogy egyszeri algebrai 4talakitdsokkal ez

V—X0 Xo—u

flu)+

vV—u vV—u

f(xo) < f)
alakba frhaté. Mivel ez minden u < xp < v hdrmasra fenndll, ez éppen f konvexitdsdnak
definiciéja az [ intervallumon. O

A.20. allitas (konvex fiiggvény differencidlhatésaga). Legyen f: 1 — R egy intervallu-
mon értelmezett konvex fiiggvény. Az f pontosan akkor differencidlhato az értelmezési
tartomdnya egy belsd pontjdban, ha egy ilyen pontban csak egyetlen tamaszfiiggvénye
van.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy egy konvex fiiggvény pontosan akkor differencidlhaté az ér-
telmezési tartomanya xy belsd pontjdban, ha a bal és jobb oldali derivaltja egybeesik.
Ez ugy is fogalmazhat6, hogy csak egyetlen egy m szadm irhat6 a bal és jobb oldali
derivéltak kozé, azaz ha csak egyetlen egy tdmaszegyenese van az xy pontban. O
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A vev6 és az eladd kozti egyezség megteremtésé-
re kézenfekvd otlet valamilyen aukcié szervezése. A
gondolat messze nem 0. Az ékori babiléniaiak, go-
rogok, de a Rémai Birodalom polgdrai is hatalmas
tranzakcidkat bonyolitottak aukcidék segitségével.
Manapsdg igy értékesitenek mobil telefon frekven-
cidkat, olajmezéket, de Németorszdgban az egyes
kis szélerém( tulajdonosok is aukcié keretében ad-
jak el az dltaluk megtermelt megujulé energiat. Sok-
fajta aukcié képzelhetd el.

A nyertes fizetheti a legnagyobb licitet, a mdsodik
(harmadik stb.) legnagyobb licitet, de még az is el-
képzelhetd, hogy minden résztvevé fizet és csak a
legnagyobb licitet adé nyer. Milyen aukcié mecha-
nizmus adja a lehetdé legnagyobb bevételt? Garan-
talhaté-e, hogy a nyertes az legyen, akinek szadma-
ra az éru birtokldsa a legnagyobb hatékonysdgot je-
lenti? Mi van, ha rezervdcids drat vezetiink be, vagy
mit jelent a kockdzatok preferdaldasa?

Ezekre a kérdésekre kell legel&szor valaszt keres-
nink ahhoz, hogy megérthessiik a modern aukciéel-
mélet rejtelmeit.
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