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1 Bevezetés

Ez a jegyzet a Gazdasdg és Pénziigymatematikai Elemz6 osztatlan szak "Bevezetés
az okonometridba" targydhoz késziilt, amit a szak hallgatéi a II. év m&sodik
szemeszterében hallgatnak. Kiegésziti R. Ramanathan: Bevezetés az 6konometridba
alkalmazdsokkal (2003, PANEM, Budapest) cimii tankonyvét a szak specidlis
igényeinek és tulajdonsigainak megfeleléen. A szak hallgatoi, amikor 6konometridt
tanulnak, mar a szokdsos kozgazdasdgi képzésekhez képest magasabb szintii
analizis, algebra és valésziniiségszamitdsi ismeretekkel rendelkeznek. A jegyzet
arra alapoz, hogy emiatt "absztraktabb" tkonometriai ismereteket lehet nyj-
tani nekik, mint amit a nevezett tankonyv lehetévé tesz. Maisfell, mig a Ra-
manathan konyv gyakorlati szempontbdl a Gretl statisztikai programcsomag
haszndlatara alapul, ez az anyag az R nyelv haszndlatdn keresztiil mutatja be
az okonometriai szamitasokat.

A jegyzet bizonyos, a tovdbbiakban fontos, matematikai fogalmakat és &l-
litdsokat tartalmazo fejezettel indul. Ezt koveti a klasszikus statisztikai médsz-
ereket ismertetd fejezet. Egy nem szorosan a tananyaghoz tartozé fejezet megis-
mertet a bayes-i ckonometria alapfogalmaival. Az anyag f6 része egy megle-
hetésen hosszu fejezet a linedris regressziés modellrdl, ami tobb hét tananyagét
foglalja magdaban. Kiilon fejezetek foglalkoznak a heteroszkedaszticitdssal, az
instrumentdlis becslésekkel és a kvalitativ valtozékat tartalmazé modellekkel.
Végiil egy a hagyoményos statisztikai gondolkod&dsél némileg eltérd filozofiat
hasznalé megkozelitésrol is szdl egy - ismét nem szorosan véve tananyag - fe-
jezet. A tankonyvhoz képest a legfontosabb hidny az idésorelemzés, ami teljesen
kimarad, de evvel a témaval kiilon jegyzet foglalkozik. A fejezetek végén taldl-
hatok osszegylijtve a témakhoz tartozé R programok és példdk, magyardzatokkal
elldtva.



2 Matematikai alapok

2.1 Valésziniiség-szamitas
2.1.1 Valés valdsziniiségi valtozé
Létezik (2, @, P) valdszinfiségi mezd, és X :  — R P-mérhetd fiiggvény. Ekkor
X-et valés valdszinliségi valtozonak nevezziik. Ennek eloszlasfiiggvénye:
F(z)=P{w| X(w) <z}.
Ha

F'(z) = f(x)

létezik, akkor a valtozot folytonosnak nevezziik.

2.1.2 Tobbdimenzids eloszlas

Létezik (2, @, P) valésziniiségi mezd, és X : Q — R™ P-mérhetd fiiggvény, akkor
X n-dimenziés valds valésziniiségi vektor valtozé. A tobbdimenzids eloszlasfiig-
gvény:

F(x)=P{w | X(w) < x}

ahol x € RVN.
Specidlisan kétdimenzids valtozokra, ha folytonosak:
T2y
F($1,LE2) = // f(l'l,l'g)dsldSQ.
—00—00

Definidlhat6 a peremeloszlis fliggvény:

“+o0
Fl(l'l): /F(xl,SQ)dSQ,

és a peremsiir{iség fiiggvény:
Tr1 +00 T1
Fi(z1) = / / f(z1,m2)dss = / fi(s1)dsi.

Az x1 és x4 valbsziniiségi viltozok fiiggetlenek, ha

F(x1,22) = Fi(x1)Fa(x2)

J(x1,22) = fi(z1) fo(w2).



A feltételes eloszlasfiiggvény definicidja:

F(z1,x2)
F = ——=
(1’1 | 1’2) F2($2)
Mig a feltételes stiriiségfiiggvényé:
f(xl’ .%'2)
21 | 1) = ———=.
[z | @2) F2(52)

2.1.3 Egy val6sziniiségi vdltoz6 momentumai

Egy X valdsziniiségi véltozd, melynek eloszldsfiiggvénye F', elsérend{i momen-
tuma, vagy vdarhaté értéke:

E(X) = / zdF.

Ha létezik f slirtiségfiiggvény, akkor

B(X) = / 2f(z)dz.

Amennyiben az eloszlds diszkrét, akkor a formula

E(X) =) pixi,

ahol p; az x; valészinfisége.
Ha Y = g(X) is valdszinfiségi valtozo, akkor a megfelelé formuldk:

BY) = / g(z)dF
BY) = [ @)
E(Y) = Y piglx).

Allitas: a varhato érték linearis operator.

E(a+bX) a+bE(X)
A centralis masodrendi momentum (variancia) definiciéja:
var(X) = BE(X — E(X))? = E(X?) — B(X)2.

Lathatdlag ez is egy varhaté érték: az (X — E(X))? valtozé varhaté értéke.
A variancia fontos tulajdonsdga:

var(a +bX) = b*var(X).



A kovariancia a variancia altaldnositdsa, két valésziniiségi valtozéhoz rendel
egy értéket (vegyes masodrend{i momentum):

cov(X,Y) = BE((X — E(X)(y — E(Y)) = E(XY) — E(X)E(Y).

Egyszerii szdmoldssal igazolhatd, hogy

var(z a; X;) = Z oZvar(X;) + 2 Z Z a;ojcov( X, Xj).
i i i g
Beldthatd, hogy amennyiben X és Y fiiggetlenek, akkor cov(X,Y) = 0.
A korreldcié a mértékegység fiiggetlenné tett kovariancia:

cov(X,Y) <1
VvarXvovarY —

Tobbdimenziés eloszldsokra, ha E(x) = p és cov(x) = X vektor elemeinek
kovariancigib6l felépitett matrix (3;; = cov(x;, x;)), akkor y = Ax + b esetén:

—1<cor(X,Y) =

E(y)=Ap+b
cov(y)=A A’

2.1.4 A normadlis eloszlas

Normailis eloszlasd valdszin{iségi viltozé siirtiség és eloszlasfiiggvénye:

_ 1 (z — p)?
f(x) - \/ﬁ exp(— 202 )

I S N 7
F(z) = \/W/ exp( 572 )dt.

A vérhato értéke és a variancigja:

E(x) = n

var(z) = o°.

Specidlis szerepe van a standard normadlis eloszldsnak (z), amelyre p = 0,és
2
o =1.



Allitsas: Ha X normalis, akkor Y = aX +b is normalis és

E(Y) = aBE(X)+b
var(Y) = a*var(X).

Kovetkezmény: Ha X véletlen valtozé N (u, o) (jelolési szokds: X ~ N(p,0))

2

f(x) = (2m0?)E exp(~ T

stirliségfiiggvénnyel, akkor az Y = % (standardizalt véletlen véltozd, azaz
X ~ N(0,1).)

A lognormaélis eloszldst olyan véltozékra értelmezhetjik, amelyek csak poz-
itiv értékeket vehetnek fel. Azt mondjuk, hogy X lognormilis, ha ¥ = In X
normalis.

Y =InX"N(u,o0).
Ekkor X = exp(Y) és

_ (Inz — p)?
) = e exp- 20
B@) = et %)
var(z) = exp(2u+ o?)(exp(a?) — 1).

A tobbdimenziés normadlis eloszlas A sfir{iségfiiggvény

F(x) = (2m) 72 (det £)~ /2 eXP((—%(X )2 (x — p))

alaki, ahol g a vdrhaté érték vektor, és 3 a kovariancia métrix.
Ha x normélis eloszlédsi, akkor y = Ax + b is normélis eloszldsu és

y=Ax+b N(Apu+b,AZA’).

Minden normélis vektort elddllithatunk az n dimenziés standard normaélis
eloszlasbdl, amelynek siirtiségfiiggvénye

Fx) = (2m) /2 exp(—5x'%),

W5
Il
P

Mivel
AA'=C=CY2CY?,
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ha x standard normalis, akkor a kovariancia médtrixa és inverze is I, és

y = Ax+Db"'N(b,C)
CY2x 4+ b N(b,C).

(Itt kihasznaljuk, hogy szigortan pozitiv definit mdtrixoknak létezik né-
gyzetgyokiik.)
Ha x ~ N(u, ) n dimenzids, akkor

%73 (x — p) ~ N(0,T)
is n dimenzids standard normélis.

Allitas Normalis egyiittes eloszlds peremeloszldsai és feltételes eloszldsai
is normalisak.

-

cov(x) = [gi g;j

fo(le, )
X2~N(N2a 30s)

(x1|x2) "N () 9 E11.2)s
ahol

Hio = H1+2122521(X2_N2)
Y2 = E11—21222721221~
2.1.5 Fontos eloszlasok a matematikai statisztikiaban

A Khi-négyzet eloszlds: x7
A k szabadsagfoki Khi-négyzet eloszlds k darab fiiggetlen standard normalis
eloszlds négyzetének az osszege.

k
> 72~
i=1
Varhaté értéke k, és variancidja 2k.

Példa: Mint lattuk, ha X ~ N(u, ) n dimenzids, akkor 2_%(X —p)=Y
~ N(0,T). Tehat

11



Yy = (8 2(x-p)S i(x—p)=
(x—p)T ' (x—p) ~ X2

A Student-féle t eloszlas: ty.
Ha Z standard normadlis és U ~ x3 fiiggetlenek, akkor

A
— ~ .

\/E
Z

k szabadsagfoku ¢ eloszlss. Ekkor E(ty) = 0,és var(ty) = £5.Az utébbi
formuldbdl sejthetd, hogy ha k — oo, akkor a ¢y variancidja tart 1-hez. Tobb is
beldthat6: a tp-k eloszlasfiiggvényei pontonként konvergdlnak a standard nor-
malis eloszlasfiiggvényhez.

F eloszlas: F .

Fiiggetlen Uy ~ x3 és Uy ~ X2 eloszldsokbdl képezziik a (k, n) szabadsdgfoku
F eloszlast.

Uy
k
E ~ Fk:,n-
A vérhaté érték csak a nevezd szabadsédgfokétol fiigg: E(Fy,) = -"5.
Idempotens matrixok:
P idempotens, ha
P’=P.

Egy idempotens métrix minden sajdtértéke 0 vagy 1, és rank(P) = tr(P).
A nyom ciklikus permutécié tulajdonsiga:
Barmely A, B, C métrixra, ahol a szorzds elvégezhet6:

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).

Ha M pozitiv definit idempotens métrix, rank(M) =n—k, és £ ~ N(0, I,,),
akkor &' M¢& ~ X2, .
Cochrane Tétel

L
Legyen Z1, ... Zy, iid és normalis. Tovabba U; = Z/'QiZ,i =1,..,L,és Y r; =
=1

n, ahol r; az U;-t definidlé kvadratikus forma rangja. Ekkor minden U; ~ X%i.

2.1.6 Valésziniiségi valtozdék sorozatainak hatarértéke

Nagy Szamok (gyenge) Térvénye Ha X; (i =1,2,...) azonos eloszldsi
és kolesonosen fiiggetlen valdszintisegi valtozokbol dll6 sorozat (iid), akkor min-
den € > 0 szdmra

lim P(| X,, — u|>€) =0,

12



>
ahol X,, = “=-—¢s E(X;) = p.

Ezt dgy is jeloljiik, hogy

EX,) — "u,

plimX, = p,

n — OoQ.

Ko6zponti Hatareloszlas Tétel Legyen

plimX, = p,

n — oQ.

Ekkor

\/E(Xin - :u‘) —4 N(0702)7

ami azt jelenti, hogy ha F,-nel jeloljiik a \/n(X, — p) valészinfiségi vél-
tozé eloszldsfiiggvényét, akkor az F, fiiggvénysorozat pontonként konvergal a 0
vérhaté értékii és o2 variancigji normalis eloszlds eloszlasfiiggvényéhez, ahol o2
az X; valtozok (amelyek nem feltétleniil normalis eloszldsuak) variancidja.

Aszimptotikus normalitds definicidja

Valamely b,, (vektor) valdszintiségi valtozé sorozatot aszimptotikusan nor-
malisnak nevezziik, ha

- plimb,, = b (vagyis valdszinfiségben konvergens), és

- /n(b, —b) =% N(0,C)) (azaz a \/n(b, — b) vektorvéltozé eloszlasfiig-
gvénye pontonként konvergal egy 0 véarhaté érték{i normélis vektorviltozohoz).

Slutsky Tétel

Ha a,, vdltozé sorozat eloszldsban konvergdl és b,, viltozé sorozat valésziniiség-
ben konvergdl egy b szdmhoz, akkor

an + b, ugyanahhoz az eloszldshoz konvergdl, mint a,, + b.

Ha a,, véltozo sorozat eloszlasban konvergdl és b,, valtozé sorozat valészintiség-
ben konvergdl egy b szdmhoz, akkor

anby, ugyanahhoz az eloszldshoz konvergél, mint a,,b.

Folytonos Leképezés Tétel

Ha plim b,, = b,és h folytonos a b helyen, akkor plim h(b,) = h(b).

A Delta Médszer

Legyen h : R¥ — R™ differencidlhaté. Ha b,, aszimptotikusan normaélis
(plimb,, = b, v/n(b,—b) —¢ N(0,C)), akkor lim h(b,,) = h(b), és \/n(h(b,,)—
h(b)) —¢ N(0,Vh(b)'CVh(b)), vagyis h(b,) is aszimptotikusan normalis
Vh(b)'CVh(b) kovariancia métrixszal.
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3 Klasszikus statisztika

3.1 Minta és statisztika

Tételezziik fel, hogy n objektumrdl vannak megfigyeléseink. Ezek a megfi-
gyelések mindegyik objektumrdl egy véges szamegyiittessel jellemezhetdek. A
klasszikus statisztikai megkozelités feltételezi, hogy létezik egy olyan valdsziniiségi
mez6 amelyen valésziniiségi véltozokat definidlhatunk, és amely valdsziniiségi
valtozok egy realizéaciél a megfigyelések.

A legegyszeriibb feltevés az, hogy létezik X;....X,, skaldr valésziniiségi val-
tozok, amelyek mindegyikének ugyanaz az eloszlédsfiiggvénye (F; = F'), és egyméstol
paronként fiiggetlenek, vagyis a minta eloszldsfiiggvénye:

Fo(x1,xe,..x0) = Fi(x1)Fa(22)... Fp () = Fx1)F(21)...F(xy,)

alakban frhaté. Az ilyen mintét a tovdbbiakban iid-nek (independently, iden-
tically distributed) nevezziik. Mintdnak szokds nevezni mind az (X7, Xa,...X,,)
valészintiségi valtozé vektort, mind pedig annak egy (x1, xa, ...x,) realizdcidjét.
A mintaeloszlas mellett szokds populdcié eloszldsrol is beszélni, ami az X; val-
tozék (elméleti) eloszldsa, és amirél nem tudunk mindent, amennyiben sta-
tisztikailag érdekes problémank van. Nemcsak iid mintdkkal foglalozik a matem-
atikai statisztika, de ebben a jegyzetben kizardlag ilyenekrol lesz sz6. Figyeljitk
meg, hogy a minta eloszlasfiiggvénye mindig tébbdimenziés, ha n > 1.

A minta valamely mérhet6 fiiggvényét statisztikanak nevezziik. Tehdt a sta-
tisztika is valésziniiségi valtozé. Itt is figyeljiink arra, hogy mikor van sz6 a
statisztikdrol, mint valdszintiségi vdltozordl, és mikor annak egy konkrét realizd-
ci¢jérol.

3.1.1 A (klasszikus) matematikai statisztika problémakére

Feltételezéseket tesziink a minta eloszlasérdl, anélkiil, hogy egyértelmiien meghatdroznank
az eloszlést, azaz az eloszlasfiiggvények egy halmazaban gondolkodunk. Definidlunk
statisztikdkat, amelyek alapjdn kovetkeztetéseket vonunk le arrdl, hogy melyik
az "igazi" eloszlés.

Példa: megfigyeljitk 2000 ma él6 magyar allampolgdr testmagassdgat. Fel-
tevésiink az, hogy minden egyes megfigyelt egyén testmagassdga egy ugyanolyan
F™™ eloszlds egymastol fiiggetlen realizdcidja. Tehdt

FRm (X1, Xy, . Xp) = F™™ (X)) F™™(Xy)...F™™(X,).

A populécié eloszlasrol pelddul feltessziik, hogy létezik E(X;) = p,var(X;) =

2

o°.

A statisztikai problémét informélisan gy fogalmazhatjuk meg, hogy meg-

prébaljunk olyan statisztikdkat (a megfigyelések fiiggvényeit) definidlni, ame-
lyekbél kovetkeztethetiink az ismeretlen u és o? paraméterekre!

Mint latni fogjuk a megfigyelések szdmtani dtlagabdl "jol" lehet kivetkeztetni

a varhat6 értékre. A kérdés, hogy mit is jelent pontosan ez a "j6l". Formaélis
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definicidkat fogunk adni a becslés (becsldfiiggvény) tulajdonsdgairdl, de a végsd
(nem-matematikai) kérdés az, hogy mi is a célunk pontosan a statisztikai el-
emzéssel.

Az alapsokasdg (populdcio) két interpretaciéja Az egyik lehetséges megkozelités
az, hogy véges alapsokasdgban gondolkodunk: a minta a jelenleg 1étez6 majd-

nem 10 millié magyar populdciéjabdl "véletlen" és fiiggetlen (azaz visszatevéses)
kivilasztdssal tortént. A 10 millié magyar aktudlis dtlagmagassdgat akarjuk
becsiilni, amit megkaphatndnk tigyis, hogy a mintat 10 milliéra noveljiik.

A masik lehetséges megkozelitésnél végtelen alapsokasdgban gondolkodunk.

A "potencidlis" magyarok végtelen populdciéjabol valasztottuk ki a mintat "véletleniil"
és fiiggetleniil (nem kell visszatevéses mintavételrél beszélniink). A "potencidlis"
magyar magassig varhato értékét és variancidjat akarjuk becsiilni.

Ebben az esetben a két interpretdcié ugyanarra a matematikai modellre
vezet, de nem mindegy, hogy mire akarjuk hasznédlni az eredményeket. Az elsé
esetben megelégsziink azzal, hogy a jelen pillanatban érvényes dtlagmagassagot
kivanjuk megbecsiilni anélkiil, hogy minden magyar dllampolgédrrél mintat ven-
nénk. A mdsodik interpretacional magasabbra is tehetjiik a lécet, és megkisérel-
hetiink egy kés6bbi vagy (kordbbi) idépontra elére(hatra)-jelzéseket tenni a mag-
var lakossdg magassdgdnak eloszldsérél. Ez azonban mér nem matematikai jel-
legli kérdés. Az okonometria dltaldban a végtelen populdcié interpretdciéjabol
indul ki.

3.2 Pontbecslés

Pontbecslésnél az alapsokasdg egy ismeretlen paraméterét kivanjuk minél pon-
tosabban "bel6ni" a minta alapjan.

3.2.1 A varhaté érték és a variancia pontbecslése iid mintdban

Az egyik legegyszeriibb, de mér érdekes, statisztikai probléma az, hogy hogyan
lehet egy iid minta esetén a vérhaté értéket és a variancidt "jol" megbecsiilni?
Egy otlet: vegyilink egy mintarealizaciét (z1,...z,) és keressiik azt az m-et,
amely a

n
min Z(L —m)?
m
i=1

feladat megolddsa. (Ez a legkisebb négyzetek &ltaldnos elvének az alka-
lmazdsa.
Derivélés és az elsérendii feltétel megolddsa utdn

n
_ 1
m=T,=—-y w,
n <
i=1
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adédik, vagyis a mintaelemek szémtani dtlaga. Tetszoleges mintdra a szdm-
tani dtlag adja meg az eltérés négyzetek 0sszegét minimalizdlé szdmot, az m =
X, statisztikdt, azaz véletlen fiiggvényt.

3.2.2 A mintadtlag, mint becslofiiggvény tulajdonsagai

Definici6é: Torzitatlansdg Egy T statisztikdt egy ¢t paraméter torzitatlan
becsésének neveziink, ha E(T) = t.

A torzitatlansidg megkovetelése hasznos tulajdonsdgnak tiinik. Azt jelenti,
hogy a becslésiink nem vezet szisztematikus tévedéshez, ha sok becslést haj-
tandnk végre ugyanabbdl a populdciébdl vett sok mintabdl, akkor dtlagosan
pontos eredményt kapnédnk.

Allitas: E(X,,) = p (a mintadtlag torzitatlan becslése a populicié
varhaté értékének). Bizonyitds:

1 <& 1 <& 1
E(-S x| =-SE(X,) = —np = p.
(z ) DEIERIEY

Nagyon sok torzitatlan becslés van. Minden A vektorra, amelyre Z ANi=1

Y’nk = Z A7X1

is torzitatlan becslést ad. Feltehetjiik azt a kérdést is, hogy ezen torzitatlan
becsléseknek mekkora a variancidja, azaz

var(Xnx) = B(X,x — ,u)2.

Definicié: Valamely paraméter torzitatlan becslései k6ziil a min-
imdlis variancidval rendelkez6t hatasosnak nevezziik.

Allitds: A mintasgtlag hatdsos becslése p-nek, és var(X,) = %2 Bi-
zonyitas: var(X,) = 2> kovetkezik abbél, hogy var(%) = Z—z, és a fliggetlenségi

feltevésbdl. Legyen [1] egy olyan n dimenziés vektor, amely minden eleme .

Ekkor a vdarhaté érték minden torzitatlan becslése

mox=([2] 4o

alakban frhat6, ahol [1) ¢/ = 0. Irjuk fel az E((m/x — p)?) vérhaté négyzetes
hibat és vonjuk ki belsle az E(( [%]Ix — p)?) értéket (a szamtani dtlag vérhato
négyzetes hibdjdt.) Azt talaljuk, hogy a kiilsnbség
E(c (xx)c)

vagyis a ¢’x valdsziniiségi valtozé négyzetének a varhaté értéke. Ez viszont
(0% + u?) Zcf > 0.
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Definicié: Egy T statisztikdt a t paraméter konzisztens becslésének
nevezziik, ha lim,,_, T —F" ¢.

Allitas: A mintastlag konzisztens becslése p-nek. Bizonyitds: A
Nagy Szdmok Toérvényébol kozvetleniil.

3.2.3 A variancia becslése

Kézenfekv) otlet, hogy a variancigt a minta variancigjdval (empirikus szérdsné-
gyzet) becsiiljiik.

Allitas: E(s?%) = "7—:102,vagyis az empirikus szérasnégyzet "lefelé"

torzitott becslése a variancidnak. Bizonyités:

> X
B Lot - L)

n n

S|
—~
w
no
~
Il

Ennek kifejtése, majd az E(X;) = p, B(X?) = 0% +u? és B(X;X;) = p?(i #
j) osszefiiggések felhaszndldsa.
A torzitds azonban egyszeriien korrigilhatd, legyen
2 n_ 2 1 ¥ )2
= == XZ - Xn .

a korrigdlt empirikus szérdsnégyzet.

Allitas:
E(sy) = 0%,
vagyis s? torzitatlan becslése o2-nek.

Allitas: Mind s2, mind s?, konzisztens becslése a o%-nek. Bi-
zonyitds: Az éllitds ismét a Nagy Szdamok Torvénye kovetkezménye, ha feltessziik,
hogy az alapsokasdg eloszldsdnak létezik negyedik momentuma.
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Normadlis eloszldsu alapsokasdg Ha az iid mintdrdl tovdbbi feltevéseket
tesziink, akkor a mintadtlag és a (korrigdlt) empirikus szérdsnégyzet tovabbi
tulajdonsdgait fedezhetjiik fel. A leggyakoribb feltevés az, hogy a minta normalis
eloszlasi. Ekkor egy n elemii véletlen minta stir{iségfiiggvénye:

Z(Xi — p)?

_ 2\—2
FX| ) = (2m0®) Fexp |~y

3.2.4 A Maximum Likelihood elv

Példa Legyen n fiiggetlen kisérletiink egy karakterisztikus véltozéra. Hogyan
becsiiljiik a p-t? Egy kézenfekvd otlet az, hogy keressiik meg azt a valdsziniiséget,
amely mellett a minta a legnagyobb "valdszertiséggel" (likelihood) realizélédott.
Tudjuk, hogy azon mintdk, amelyekben k-szor fordul el a p valdszinfiségii es-
emény ugyanolyan "valészeriiek" az el6fordulds sorrendjétél figgetleniil (p¥ (1 —
p)" k). Tehat

P(k|p,n) = (Z)p’“(l —p)" "

mésként kifejezve k binomiélis valdsziniiségi véltozé n és p paraméterekkel.
Itt n—t ismerjiik, tehdt maximéljuk ezt a valésziniiséget p szerint adott k-ra
és n-re. Vegyiik P(k | p,n) logaritmusdt és derivdljuk p szerint, majd tegyiik
egyenlévé 0-val a deriviltat:

In(P(k | p,n)) =In (Z) +Eklnp+ (n—k)In(l — p),

ml

p ol
adédik. Azt mondjuk, hogy p™ a p paraméter maximum likelihood becslése.

Miért jé az ML becslés? Az ML becslés nagyon hasznos tulajdonsdga az
invariancia. Ha t egy ML becslése #-nak, akkor r(¢) is ML becslése r(0)nak, ahol
r egy tetszdleges fiiggvény. Tovabbd beldthatd, hogy amennyiben egy ML becslés
torzitatlan, akkor hatdsos is, azaz a legkisebb variancidjui az ¢sszes torzitatlan
becslés kozott. Ez az dgynevezett Cramér-Rao egyenlétlenség kovetkezménye.
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Cramér-Rao egyenlotlenség Legyen

02 log L(0)
00°

a Fisher-informacié. Ekkor igaz, hogy barmely torzitatlan becslés variancidja
legalabb ﬁ.

Bizonyos regularitasi feltevések teljesiilése esetén az aldbbi allitasok is igazak.

1. Az ML becslések konzisztensek.

2. Az ML becslések aszimptotikusan normalisak.

3. Az ML becslések aszimptotikus variancidja a legkisebb az 6sszes konzisztens
becslés kozott.

1(9) = —E( )

Az ML becslés normalitdsi feltevés mellett Tekintsiik most u-t és o-

et valtozénak és rogzitsitk x-et. Viélasszuk a varhaté érték és a variancia bec-
slésének azokat a szdmokat, amelyek adott x megfigyelés mellett maximalizaljak
ezt az ugynevezett likelihood fiiggvényt.

> (wi—m)?
i=1

_ 2y-2 _
n;gst(m,s | x) = (2m0°) ™ 2 exp s

Allitas: A varhaté érték maximum likelihood becslése tijra a mintaat-
lag, és a variancia becslése az empirikus szérdsnégyzet.

Bizonyités:
Maximéljuk a likelihood fiiggvény logaritmusat:

Z(Xz' —-m)?
log L(m,s?| x) = —g(log(27r) +logs?)) — |- F—on—

)

2n.s2

Csak az utolsé tag fiigg m-t6l, és annak maximalizdlasa ekvivalens az eltérés
négyzetdsszeg minimalizéldsaval. A log-likelihood fiiggvényt derivalva s? szerint,
és a derivéltat egyenlové téve 0-val megkapjuk a variancia ML becslését is.
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Allitds: Ha a minta normalis iid, akkor a mintadtlag normalis, X,
2
~ N(u,%-). Ezért

X, —
y= vt U N(0,1).
ag

Bizonyitds: Normélis eloszldsi valdszintiségi valtozék linedris kombindcidja
is normalis.

3.3 Intervallum becslés

Intervallumbecslésrél beszéliink, amikor a keresett paraméterre egy intervallu-
mot, és nem csupan egy pontot adunk meg. Amikor a populécié varhaté értékére
szamolunk konfidencia intervallumot, akkor egy olyan (véletlen végpontu, nem-
elfajult) intervallumot prébalunk megadni, amelybe nagy valdsziniiséggel beleesik
a vdrhato érték. A vdrhaté értékre normalis eloszlds feltevése esetén meg tudunk
adni ilyen intervallumokat.

3.3.1 Konfidencia intervallum: Normaédlis alapsokasdg varhaté értéke,
ismert o esete

Mint lattuk

X —
o= \/5"7“
standard normalis. Legyen 1 — a az tdgynevezett konfidencia szint. Jeloljiik
F-fel a standard normélis eloszldsfiiggvényt. Definidljuk z,/o-t implicite az
alabbi egyenletbdl:

2¢

1 1‘2 «
F(zq2) = (2m)72 / exp(—g)dx =1- 5

—00

Ekkor

Yn_:u'
g

P |:_zo¢/2 < \/ﬁ

<za/2] =1-oa.

amibo6l

_ 1 — 1
P {Xn — ﬁaza/Q <<l X, + \/ﬁoza/z} =1-qa.

Allitas: Ha
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akkor 1 — « valdszinfiséggel a vdrhaté érték benne van a (17,7%) véletlen
végpontu konfidencia intervallumban.

Figyeljiink a pontos jelentésre: 1 — « a valdszinfisége annak, hogy a varhaté
érték beleesik ebbe a véletlen végponti intervallumba. Vigydzat, a varhaté érték
nem véletlen véltozé, az intervallum végpontjai viszont azok, ezek kiilonb6zé
mintdkban kiilonboz6 értékeket vesznek fel.

3.3.2 Konfidencia intervallum: normadlis alapsokasig varhaté értéke,
ismeretlen o esete

Mi torténik, ha nem ismerjiik o2-et? Kézenfekvé, hogy annak torzitatlan bec-
slésével helyettesitsiik, de kérdés, hogy a

eloszldst ismerjiik-e?

Allitss: Ha a minta iid és normadlis, akkor a Cochrane Tétel alapjdn

n—1)s?
’U:( 0_2) ’ﬂ NX72’7,71‘

tovdbbd z = \/ﬁ@ és v fiiggetlenek.

Allitdas: Ha a minta iid és normalis, akkor

V(X — )

Sn

~tn-1.

Bizonyités:

X, —
thor = Vn—l-==pon_H#
NG Sn,

Definidljuk ¢,,_1 o/2—et implicite a kovetkez6 tsszefliggésbol:

(67

Ftn,l(tn—l,oz/Q) =1~ 5

Ekkor a t,,_1 eloszlds szimmetridja miatt

(0%
Ftn,l(_tn—l,a/Z) = 5

és
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K
Sn

5

P(_tnfl,a/Q

Sntnfl,a/Q Sntnfl,oz/2
i = Vi

Vagyis s,,-nel helyettesitve o-t ¢,,_1 eloszldst kapunk, és ezzel szaémolhatunk
a mintadtlagra konfidencia intervallumot, azaz intervallum becslést 1 — o konfi-
dencia szinten.

< tnfl,oz/2) =1-ca

P(X, -

A
IN

X, + )=1-«

Allitas: A {X7n - W’#,Xin + s"t’#] intervallum 1—a valésziniiséggel
tartalmazza p-t. A kiilonbség a z és t eloszldsokkal szdmolt konfidencia

intervallumok kozott az, hogy az utébbiak hossza is véletlen valtozd, mig az
eléz6eknél a hossz dllandé.

3.4 Hipotézis vizsgdlat

A statisztikai modellben a feltevések "soha nem vitatott" részét fenntartott
hipotézisnek nevezziik. Példdul feltehetjiik, hogy a minta iid és normaélis, és ezt
soha nem vonjuk kétségbe az elkovetkez6 vizsgdlat sordn.

3.4.1 Hipotézisek tesztelése (statisztikai prébak)

A fenntartott hipotézisen beliil elkiilonithetiink egy null hipotézist, és annak a
komplementerét alternativ hipotézisnek nevezziik. Példdul a fenntartott hipotézis-
nek megfeleltethetjiik a (1 € R, 0% = o) egyenest. Ekkor a nullhipotézis lehet
ttog = 1. Geometrialilag a nullhipotézis egy pont az egyenesen, az alternativ
hipotézis pedig ennek a pontnak a komplementere, A nullhipotézis név onnan
szarmazik, hogy nagyon gyakran p, = 0 a nullhipotézis, de ez egydltaldn nem
sziitkségszertl.

A Kklasszikus tesztelmélet alapgondolata az, hogy taldlunk egy S statisztikat,
amelynek a nullhipotézis fenndlldsa esetén ismerjiik az eloszldsat. Megadunk
egy  halmazt és egy a valdsziniiséget, amelyekre igaz az, hogy

PseQ)=1-a.

Kiszdmitjuk a mintdbdl a S statisztika realizdlt s értékét, és a kovetkez6 dontési
szabdlyt kovetjiik:

Ha s € Q, akkor elfogadjuk a nullhipotézist, ha nem, akkor elutasitjuk.

A dontési szabdly alkalmazédsdval kétféleképpen tévedhetiink. Els6faji hi-
béat kovetiink el, ha elvetjiikk a nullhipotézist, pedig igaz. Az els6faji hiba
valésziniisége «, ezt szignifikancia szintnek is nevezziik.

Miésodfaji hibédt kovetiink el, ha elfogadjuk a nullhipotézist, pedig az nem
igaz. A mdsodfaju hiba valésziniisége altalaban egy fiiggvény, annak a fiig-
gvénye, hogy az alternativ hipotézis melyik "eleme" az "igazi" paraméter. A mé-
sodfaju hiba meghatdrozasahoz ismerniink kell a S statisztika eloszlasét olyankor,
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amikor az alternativ hipotézis egyes elemei érvényesek. A madsodrendii hiba
valdszintiségét kivonva 1-b8l megkapjuk a teszt (préba) erejét. Vagyis az erds
préba az, amikor nem kell félniink attél, hogy a nullhipotézist tévedésbdl fogad-
juk el.

3.4.2 Varhaté érték hipotézis tesztelése normadlis esetben, amikor a
szoras ismert

Ha a nullhipotézis p = g, és 0 = 0y, és « szignifikancia szinten (azaz ekkora
elsbfaju hibaval) teszteliink, akkor az

P(abs(\/ﬁM) > Zaj2) = @
o0

egyenlet meghatdrozza z,/2-t, ahogy a konfidencia intervallum meghatérozaséndl
lattuk. Ekkor a z = \/ﬁ@ valtozora:
0

X,
P|=zy2 <z=nonto < zZap2| =1-q
g

Tehdt, ha

X, —
abs(vn =) < 2,

0o
akkor a p = py 0 = oo hipotézist elfogadjuk, egyébként elvetjitk. A hibés
elutasitds valésziniisége «, ezért igyeksziink a-t kicsire vélasztani. (o = 0,1
vagy 0,05 vagy 0,001 gyakori vélasztdsok.)
Az elfogaddsi kritérium ekvivalens médon megfogalmazhaté ugy is, hogy a
nullhipotézist akkor és csakis akkor fogadjuk el, ha

00%a/2 UOZa/Q)
\/ﬁ s Ko \/’ﬁ .
Létszik, hogy adott nullhipotézis, mintaelemszdm és « egyértelmiien meghatédrozza
az elfogadési tartoményt.

X € (no —

3.4.3 Varhaté érték hipotézis tesztelése normalis esetben, amikor a
szOras nem ismert

Ha a nullhipotézis az, hogy p = pg, és o > 0, akkor a nullhipotézisiink mér

egy félegyenes, nemcsak egy pont. A konfidencia intervallumok vizsgédlatdnal

lattuk, hogy /na2—te — ¢, | vagyis ez egy potencidlis tesztstatisztika, mivel

Sn
ismerjiik az eloszldsit. Adott a-ra (azaz ekkora elséfajui hibdra) az

X, —
Plabs(vn="—H0) =1, | . 0) = .

S'Il

egyenlet meghatdrozza ¢,_1 o /2-t.
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Mésképpen:
Xn—p
Pty yap Stn1 = Vn—"—"2 <ty gap|=1-a
n

Az elfogaddsi kritérium ilyenkor a kovetkezs. Ha

X —
abs(\/ﬁiluo) < tn—l,a/?v

n
akkor a p = p hipotézist elfogadjuk, egyébként elvetjiik.
Az ekvivalens elfogadési kritérium:

sntn—l,a/2 sntn—l,a/Q
Lol 4 2nLal?)

N N

Létszik, hogy gy megfogalmazva az elfogadési tartomany nem rogzitett, a
végpontjai valtoznak mintdrél mintéra.

X € (ko —

Egyoldali prébdk Eddig ugynevezett kétoldali tesztekkel foglalkoztunk. Egy-
oldali teszttel van dolgunk példdul, ha a nullhipotézis az, hogy p = p, és az
alternatfv hipotézis az, hogy p > py. Ilyenkor keressiik azt a £,_1 o értéket,
amire

X, —
Py oy s ¢ ) = a

Sn

Xn -
(\/ﬁiﬂo) S tn—l,a

akkor a nullhipotézist elfogadjuk, egyébként elvetjiik. Ugyanez ekvivalens
médon: ha

X, € (—o0, po + 78711571;%@/2
akkor a hipozézist elfogadjuk, egyébként elvetjiik.
Amennyiben a nullhipotézis az, hogy 1 = uy és az alternativ hipotézis u <

o, akkor az egyoldali elfogaddsi kritériumok:

),

X, —
(\/57/1’0) Z *tn—l,a

Sn
Sntn—l,a/Q
NZD
A féloldali prébdk mogott az szokott meghizdédni, hogy a nullhipotézistél
val6 kiilonbozd irdnyu eltéréseket esetleg kiillonb6z6 fontossdgiinak tartjuk. Amikor
"nem banjuk", hogy esetleg 1 > p is fenndllhat, akkor ésszerii alternativaként
csak a pu < py "féloldali alternativat" megfontolni. Nyilvanval6, hogy a féloldali
vagy kétoldali tesztelés melletti dontés mogott a konkrét probléméhoz tartozé
megfontoldsok kell, hogy &lljanak.

X, € (po— , +00).
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Maidsodfaja hiba
Ismert szoéras esete Tegyiik fel, hogy az igazi virhato érték

1= 11+ 8 (5 #0).

Ha ismert szorassal van dolgunk (z-préba), akkor a masodfaju hiba valésziniségét
konnyen kiszamithatjuk, mivel az alternativ hipotézis mellett az X, eloszldsa

N(pg + 0, %) A miésodfaji hiba "bekovetkezik", ha X,, € (ug — JU\’;‘:—L/Q s Mo +

), vagyis ha az atlag beleesik az elfogadési tartomanyba. Ennek valdszinfisége,

00Za/2
NG
ha az alternativ (u = pg + 0) hipotézis igaz:

FN(NO‘HS?ﬁ)( FN(M0+57%)(

o
Ho — %Za/z)

Nyilvdnvals, hogy n novekedésével az elfogadédsi tartomdny "osszesziikiil"
po-ra. Tovabba a N(p, + 0, %) eloszlds is egyre inkdbb koncentralédik pg, + &
koriil. Vagyis a mintaelemszam noévekedésével adott elséfaji hiba valésziniiség
mellett a a médsodfaji hiba valésziniisége 0-hoz, és a préba ereje 1-hez, tart.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy a préba konzisztens.

g
Mo + ﬁza/Q) -

Ismeretlen szérds A § eltéréshez tartozé masodfaji hiba mértékét akkor
Xin—ﬂr)

Sn

tudjuk megmondani, ha ismerjik az \/n val6sziniiségi védltozé eloszldsit

olyankor, amikor u = p, + §. Beldthats, hogy ilyenkor \/ﬁ@ ugynevezett
dvn

nem-centralis eloszldsi ¢ véltozé, =% nem-centralitdsi paraméterrel. (Ez egy
nem szimmetrikus eloszlds.) Ilyenkor a masodfaju hiba meghatdrozasdhoz meg
kell adnunk egy konkrét o szérast is.) (Pontosabban egy g ardnyt.) A mésodfaji

hiba "bekovetkezik", ha X, € (g — WT?W,MO — WT?M),tehét a

N N
FUO0 T (b 1a2) = FUOTB0 (<t 00)

mennyiséget kell meghatdrozunk.

Altalaban & /o-t ugy szoktak meghatdrozni, mint a még "elfogadhato tévedest"
a szords aranyaban. Koénnyen ldthaté, hogy amennyiben az elfogadhaté tévedés
nagyobb, akkor a mésodfaji hiba valészintisége cstkken.

3.4.4 A p-érték megkozelités

A modern ckonometridban gyakran nem adnak meg szignifikancia szintet, és
a kutatok az dgynevezett p-értéket kozlik. A p-érték az a szignifikancia szint,
amely mellett a nullhipotézist még éppen elfogadndnk. Példdul kétoldali t-préba
esetén a p-érték:

po=1- (B (Vi) g (ymin )

n STL
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Ha o« = p, lenne a szignifikancia szint, akkor még éppen elfogadnank a
nullhipotézist. Példdul ha egy adott prébanal

Pv = 0.28

jon ki eredménykémt, akkor minden "szokdsos" szignifikancia szinten (0,1,
0,05, 0,01) elfogadnank a nullhipotézist, de ha

po = 0.0028

akkor ugyanezeken a szinteken elutasitandnk. A p-érték kozlésével mintegy
a hipotézis elfogadds (elvetés) "er6sségét" mérhetjiikk. Nagy (1-hez kozeli) p-
értéket dltaldban gy interpretdlunk, hogy a préba hatdrozottan elfogadja a
nullhipotézist.

3.5 [Elorejelzés

Szeretnénk "elérejelezni" egy x,1 jovObeli, vagy dltaldban mintén kiviili, meg-
figyelés értékét, amelyrol feltessziik, hogy fiiggetlen a meglevd mintanktdl, de
ugyanabbdl az eloszldsbdl szdrmazik. Tekintsiik elorejelzésnek a mintadtlagot
Xp-t. Mit tudunk mondani ennek az elérejelzésnek a hibajardl? A varhaté né-
gyzetes hiba:

Bt —X,)? = E((@agr —p) + (n— X)) =
= Bwni— ) +2B((wn1 — ) (p— X5)) + B(p — X,)?
E(z, 1)? + E(p— X,)*
= U2+0—2.

Itt kihasznaltuk azt, hogy E((zp+1 —p)(un— X)) = 0, mivel z,,,; fiiggetlen
X -6l

Az elbrejelzés négyzetes hibdja tehdt két részbdl all: 1. a (redukdlhatatlan)
bizonytalanségbél, amit o2-tel mérhetiink, és 2. a becslési hibdbél ad6dé vari-
ancidbdl, ami %2 Ez utébbi csokkentheté a mintaelemszdam novelésével. Egy
harmadik hibaforras lehetne, ha X,, torzitott becslése lenne u-nek. Azonban
el6fordulhat, hogy a torzitds nem noveli, hanem csokkenti a varhaté négyzetes
hib&dt! Nem feltétleniil torzitatlan becslés vezet a legjobb eldrejelzéshez.

3.6 Gyakorlatok R-ben
3.6.1 Véletlen szamok és eloszlasok

Generaljunk véletlen mintdkat normalis eloszldsokbdl, illetve hatdrozzuk meg az
eloszlas és slirliségfiiggvény értékeit!
(x=rnorm(30, 3,10)) # 30 elemii véletlen vektor, az N(3,10) eloszldsbol
(x=rnorm(15)) # 15 elemfl vektor az N(0,1) sztenderd norm4lis eloszlasbol
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dnorm(0,3) # a standard normaélis stirliségfiiggvény értéke 23-nal

pnorm (15, 2,5) # az N(2,5) eloszlasfiiggvény értéke 15-nél

qnorm(0.95) # a sztenderd normalis eloszldsfiiggvény inverzének értéke 0,95-
nél

3.6.2 A Z (standard normadlis) eloszlas

# Rajzoljuk ki a standard normélis eloszlds siirliségfiiggvényét, és az dbran
jeloljink be négy gyakran hasznélt abszcissza értéket!
plnl = function(x) {
dnorm(x)}
plot (plnl, main= "Z eloszlds", xlab= "Z 0.05 és 0.1 szintek",
xlim=c(-3,3))
par(new=T)
abline(v=qgnorm(0.975),col=3,)
abline(v=gnorm(0.025),col=3)
abline(v=qgnorm(0.95),col=2)
abline(v=qgnorm(0.05),col=2)

# A set.seed () utasitds megengedi, hogy rekonstrudljuk az eredményeket!
Példéul:

set.seed(237)

rnorm (3)

set.seed(237)

rnorm(3)

# (237 helyett barmely masik pozitiv egész szam megtette volna.)

3.6.3 A t eloszlas 6sszevetve a standard normalissal

# Probaljak ki a kovetkezoket!
qnorm(0.025)
qt(0.025,df=10)
qt(0.025,df=25)
qt(0.025,df=100)
# A standard normalis eloszlds dbraja

n=1
pmean=0
pstd=1
alpha=0.025

plnl = function(xmean) {
dnorm(xmean,pmean,pstd/sqrt(n))}
plot (plnl,pmean-3*pstd,pmean+3*pstd)
abline(v=gnorm(alpha))
abline(v=-quorm(alpha))

# a t(99) eloszlds dbraja

n=100
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pmean=0

pstd=1

alpha=0.025

df=n-1

plnl = function(xmean) {
dt(xmean,df=df)}

plot (plnl,pmean-3*pstd,pmean+3*pstd)
abline(v=qt(alpha,df=df))
abline(v=-qt(alpha,df=df))

#7Z-konfidencia intervallum meghatarozasa

alpha=0.05 # a konfidencia szint=1-alpha

zalpha=qnorm(1-alpha/2) # a z kiiszobérték

pmean=15 # a generdlt minta dtlaga

pstd=5 # a generdlt minta szérdsa

n=25 # minta elemszam

x1=rnorm(n,pmean,pstd) # minta generslds

mean(x1) # dtlag

sd(x1) # variancia

(conll=mean(x1)-(zalpha*pstd)/sqrt(n)) # a konfidencia intervallum alja
(conul=mean(x1)+(zalpha*pstd)/sqrt(n)) # a konfidencia intervallum teteje
# Probaljak ki tobbszor ugyanezt, illetve més n, alpha, pstd paraméterekkel!

3.6.4 t-konfidencia intervallum meghatdrozdsa

alpha=0.05
n=25
talpha=qt(1-alpha/2,df=n-1) # kiiszobérték az n-1 szabadsigfoku t elos-
zlasbol
pmean=15
pstd=5
x1=rnorm(n,pmean,pstd)
mean(x1)
sd(x1)
(conll=mean(x1)-(talpha*sd(x1))/sqrt(n)) # az intervallum a alsé hatdsa
# itt most becsiilt szordssal, nem pedig elméletivel szamolunk
(conul=mean(x1)+(talpha*sd(x1))/sqrt(n)) # az intervallum fels6 hatdra
# Probaljék ki tobbszor ugyanezt més n, alpha, pstd paraméterekkel!

Kétoldali z-préba n=25 # mintaelemszam
alpha=0.05 # az els6faju hiba valésziniisége
(zalpha=qnorm(1-alpha/2))
pmean=15
pstd=10
x1=rnorm(n,pmean,pstd)

(mean(x1))
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muO=pmean # feltessziik, hogy a nullhipotézis az igazi varjato érték

(z= sqrt(n)* (mean(x1)-mu0)/ pstd)

abs(z-zalpha)

# A konkrét esetben elfogadjuk a nullhipotézist? Miért?

# Probaljak ki tobbszor ugyanezt, illetve més n, alpha, pstd paraméterekkel!
# Egy masik médszer:

(zu=mu0+(zalpha*pstd) /sqrt(n)) # az elfogaddsi tartomdny teteje
(zl=mu0-(lalpha*pstd)/sqrt(n)) # az elfogaddsi tartomény alja

# Elfogadjuk a nullhipotézist? Miért?

Kétoldali t préba n=25
alpha=0.05
(talpha=qt(1-alpha/2, df=n-1))
pmean=15
pstd=10
x1=rnorm(n,pmean,pstd)
(mean(x1))
(sd(x1))
muO=pmean # ismét az igazi viarhaté érték a nullhipotézis
(t= sqrt(n)* (mean(x1)-mu0)/sd(x1))
abs(t-talpha)
# Elfogadja a teszt a nullhipotézist?
# Probaljak ki tobbszor ugyanezt, illetve més n, alpha, pstd paraméterekkel!
# Egy masik médszer:
(tl=mu0-(talpha*sd(x1))/sqrt(n))
(tu=mu0+ (talpha*sd(x1))/sqrt(n))
# Mikor fogadjuk el a nullhipotézist?

Egyoldali t préba n=25

alpha=0.05

pmean=15

pstd=10

x1=rnorm(n,pmean,pstd)

mean(x1)

sd(x1)

(level=qt(1-alpha,df=n-1)) #figyelem alpha és nem alpha/2

(mu0=pmean)

(tu=mu0+ (level*sd(x1))/sqrt(n))

# Mi az alternativ hipotézis, ha ezt szdmoljuk ki? Elfogadjuk a null-
hipotézist?

Maisodfaji hiba: kétoldali z-teszt alpha=0.05
zalpha=qnorm(1-alpha/2)
delta=3 # ekkora az eltérés a nullhipotézistol
n=25
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pstd=5

mu0=150

zu=mu0+zalpha*pstd/sqrt(n)

zl= mu0-zalpha*pstd /sqrt(n)

er2= pnorm(zu,mu0+delta,pstd)-pnorm(zl,mu0+delta,pstd) # a masodfaju
hiba valészintisége

(power=1-er2) # a préba ereje
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4 Bayes-i statisztika™

Ez a fejezet érdeklddd hallgatoknak szol. A szokdsos bevezetd Okonometria
konyvek nem foglalkoznak a bayes-i megkozelitéssel, de az 6konometriai gyako-
rlat egyre tobbszor haszndl bayes-i mdédszereket. Ezért indokolt legaldbb a
bayesianizmus alapjainak az ismerete, és annak megértése, hogyan és milyen
indokokbdl kiilonbozik a klasszikus megkozelitéstol.

4.1 A Klasszikus statisztika paradoxonjai
4.1.1 Becslési paradoxon

A Poisson eleoszlds irja le azt a valészinfiséget, hogy esemény n alkalommal
kovetkezik be egy adott id6szakon beliil, ha az egyes tjabb bekovetkezések
valészintisége fiiggetlen a folyamat miiltjatol. Diszkrét eloszlasrol 1évén szé a
valésziniiségeloszlast végtelen 0 és 1 kozti szdm jellemzi, amelyek Osszege 1.
Annak a valészintisége, higy az esemény pontosan n-szer kovetkezik be:
n
Dn = exp(f)\)%.

Itt az ismeretlen paraméter, amit egy statisztikus becsiilni szeretne A, ami az
eloszlas elméleti varhaté értéke. Tegyiik fel, hogy megfigyeljiik a valésagban az
eseményeket és azt taldljuk, hogy pontosan n kovetkezett be. A klasszikus sta-
tisztika szellemében megprébdlhatunk taldlni egy becslofiiggvényt, amely min-
den n megigyeléshez hozzarendel egy szamot, amit A becslésének tekinthetiink.
A becsléfiiggvényt jelsljiik T'(n)-nel. Torzitatlan becsléfiiggvényt keresiink, aminek
vérhato értéke pontosan A. Képletben kifejezve: re

ZPnT(n) = Zexp(—A)i\L—TT(n) =\
n=0 n=0 :

Ebbol

> n—TT(n) = Aexp(\).
n=0 '

A baloldal nem més, mint a Taylor-sora a jobboldalnak A = 0 kortil. Ezért

9" (exp(A)A)

T(n) = Sn

T(n) = n.

Vezessiink le most egy torzitatlan becslbfiiggvényt A*-re (jeloljiik Th(n)-nel),
ami egyébként a Poisson eloszlds variancidja. Hasznéljuk djra a fenti médszert:
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S ep(- N To() = A
n=0
" (ox 2
Ty(n) = 8(ea[7)l(n)\)/\)
T5(0) = 0
T2(1) = 0
Ta(n) = n(n-—1).

A két torzitatlan becslés nyivdnvaléan ellentmond, és ez az ellentmondds
n = l-re elég "radikalis".

4.1.2 Teszt paradoxon

Végrehajtunk egy kisérletet, és definidlunk egy tesztet 0.05 -6s els6faji hibaval.
Az elfogadési tartomédny legyen mondjuk (-2,2). A tesztstatisztika 1.9, ezért a
nullhipotézist elfogadjuk. Kés6bb azonban a statisztikus felfedezi, hogy a mérési
eszkoz korldtai miatt az eredmény nem lehetett volna nagyobb, mint 2, viszont
a mérés sordn soha nem iitkoztek bele a korldtba. Mégis kotelességtuddéanm
djraszamolja az elfogadési tartomdnyt, és ennek alapjan 1.9 mér nincs benne,
azaz a nullhipotézist elfogadjdk. (Kézenfekvo, hogy az 1j elfogaddsi tartomélny
szitkebb mint a régi volt.) Esszerfi a hipotézis elfogaddsst olyan eseményektél
fligg6vé tenni, amik nem kovetkeztek be, habdr bekovetkezhettek volna?

4.1.3 Konfidencia intervallum paradoxon

Legyen x egyenletes eloszldsi a (0 — 1,0 4 1) intervallumon. Most a becsiilendé
paraméter 6.

Van egy fiiggetlen mintdnk 4 megfigyeléssel. Legyen i, = min(x;),és
Tmax = max(x;). Ekkor

P@mm > 0)=1/16
PO > Tumax) =1/16

P(zpmin < 0 < Tpmax) = 7/8.

Tehét (Zmin, Tmax) €gy konfidencia intervallum 7/8 konfidencia szinten.
Tegyiik fel, hogy a mintdban

Lmin — 1.5

Tmax = 2.7.

Ekkor viszont biztosan tudjuk, hogy 6 Ty és Tmax kozé esik.
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4.2 A likelihood elv

A Kklasszikus statisztikusok nagy jelentséget tulajdonitottak az elégségs sta-
tisztika fogalmanak. Intuitive egy statisztika elégségs egy paraméter becsléséhez,
ha mindent, amit megtudhatunk a paraméterrdl a mintabdl tartalmaz. Mit je-
lent ez pontosan?

Legyen a minta eloszldsfiiggvénye

F(X10),

ahol 0 a kérdéses paraméter. Azt mondjuk, hogy T(X) elégséges statisztikdja
f-nak, ha a feltételes eloszlds

G(X [ T(X))

nem fiigg 6-t6l.

Konnyii belatni, hogy ha n fiiggetlen 0 — 1 kisérletet hajtunk végre, akkor az
1-esek bekovetkezésének szdma elégséges statisztikdja az ismeretlen p valészinfiségnek,
ami a kisérlet kimenetelei dltal definidlt binomidlis eloszlds paramétere.

Formalisan egy statisztikai kisérletet igy definidlhatunk, mint egy paraméter
tér, O, egy mintatér, X, és egy likelihood fiiggvény f(z | 6),z € X, 0 € ©
hérmasa.

E={0,X,f(x]0),re X,0c0O}.

Ekkor evidencidnak neveziink barmely fiiggvényt, amely értelmezési tar-
tomdnya a kisérlet és a minta Descartes-szorzata.

Az elégségességgel kapcesolatos intuicionk megfogalmazhaté az Elégségességi
Elvben.

Elégségessgi Elv: Két ugyanabbdl a kisérletbdl szarmazé azonos elégséges
statisztika ugyanazt az evidencidt kell nyujtsa.

Egy maésik raciondlisnak tekinthetd elv az, hogy, amennyiben két kisérletet,
ahol a paraméter terek azonosak, randomizdlunk 1/2 valészinfiséggel, akkor a
kombindlt kisérlet evidencidja ugyanaz kell legyen, mint a realizdl6dé kisérlet
evidencidja (kondicionalitési elv).

Egy nevezetes tétel (Birnbaum Tétel) azt dllitja, hogy ez a két elv egyiittesen
ekvivalens az tdgynevezett Likelihood Elvvel.

Likelihood Elv: Ha két kisérletnek ugyanaz a likelihood fiiggvénye (pozitiv
konstans szorzoétol eltekintve), akkor ugyanazt az evidenciat kell szolgaltatniuk.

Az el6z6 paradoxonok megsértik a likelihood elvet. A becslési paradoxonndl
nyilvdnvald, hogy ugyanaz a likelihood fiiggvény és minta két egymdssal ssze-
egyeztethetetlen evidenciat szolgaltat. A konfidencia intervallumos példaban a
likelihood fiiggvény alapjdn a feltételezett minta valdsziniisége 0.

Azt, hogy a klasszikus tesztelmélet megsérti a likelihoood elvet a kovetkezd
példa illusztrélja legegyszeriibben. Tegyiik fel, hogy fiiggetlen 0 — 1 eseményeket
figyeliink meg n-szer (1. kisérlet). Ekkor a minta eloszldsdt a szokdsos binomislis
eloszlés jellemzi:
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P(k|p,n) = (Z)p’“(l —p)"

A 2. kisérletben azonban élljunk meg azutén, hogy k alkalommal kévetkezett
be az 1-es esemény. Itt az eloszlds negativ binomidlis:

P(n|pk) = (Z - Dp’“(l —p)"

Ha az els6 kisérletben k 1-es megfigyelést tesziink, mig a médsodikban n-t,
akkor a két likelihood megegyzik. Ugyanakkor, mivel a valdszinfiségek mésok,
ezért az ezekbdl képzett tesztek vagy konfidencia intervallumok is mésok lehet-
nek.

Tehdt a klasszikus statisztikai procediirdk nem elégitik ki vagy az elégségességi,
vagy a kondicionalitési elvet. Akik szamédra ezek a racionalitds sziikséges feltételei
mas filoz6fidju statisztikat kerestek. A bayes-i statisztika olyan, ami automatiku-
san kielégiti a Likelihood Elvet.

4.3 A bayes-i megkozelités

A bayes-i megkoelités egy lényeges kiindulé pontban m&s, mint a hagyoményos.
Feltételezi, hogy a paramétereknek van egy a vizsgélat kezdetén adott (a priori
eloszldsa), tehdt a paraméterek maguk is véletlen véltozéknak tekinthetok.

Legyen ennek a véletlen eloszldsnak a sfirtiségfiiggvénye p(6), és a likelihood
vagy feltételes slirtiségfiiggvény f(z | 0). Felhasznalva a Bayes Tételt:

p(0|z) =

megkapjuk a paraméterek megﬁgyelés utdni (poszterior) eloszldsét a minta
barmely realizdciédra. Gyakran csak arra van sziikségiink, hogy f(z | 8)p(0)-t
hatdrozzuk meg, mivel

p(0 | z) o f(z | 0)p(6).
Ugyanis /f(x | 0)p(0)do’ fiiggetlen a megfigyelt mintatdl.
e
A bayes-i frissités egy szinte mechanikus procedira:
p(0 | 21, 32) o f(z1,22 | 0)p(0).
p(0 | z1,22) o fwa | 21,0)p(0 | 71) o f(za | 21,0)f (x| O)p(H).

Az vjabb adatok beérkezésével az elézd poszterior eloszlas prior eloszlés lesz,
de a végeredmaéany fiiggetlen attdél, hogy milyen sorrendben érkeztek az adatok.
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A bayes-i megkozelités tehdt azt mondja, hogy a megfigyelések funkcidja
az, hogy ezek fényében revidedljuk nézeteinket a paraméterek valdsziniiség elos-
zldsarol. Ez azonban nem olyan informécié, amit a legtobb felhasznalé konnyen
meg tud emészteni. Léteznek ezért a bayes-i elvek alapjan pont és intervallum
becslések, valamit tesztek is.

4.4 Bayes-i pontbecslés, intervallum becslés és tesztelés
4.4.1 Pontbecslés

Ehhez sziikség van egy veszteségfiiggvényra, ami azt méri milyen veszteség szdr-
mazik abbdl, ha 6 a pontbecslésiink, mikozben az "igazi" paraméter értéke 6.
(Azaz hisziink abban, hogy van igazi paraméterérték, példdul egy adott pénz-
darabndl annak a valdsziniisége, hogy a "fej" keriil feliilre.) A veszteségfiiggvény
tehat

L(6,6)
alaku, ahol altalaban feltessziik, hogy

L(0,0) =0,0 = 0.

Ha adott egy d(X) pontbecslés, akkor a vdrhat6 veszteség: R(0,d(X))) =
EypL(0,d(X)), ahol a vdrhat6 értéket 6 poszterior eloszldsa alapjan szamitjuk.
Az optimdlis a priori szabély:

B = arg min .
4% (X) = arg min é RO, d(X))p(60)d0

Mivel

[ vocd@psex | oo -
e X
d(z))p(0

[/ re.
X ©

ahol m(xz) az X minta peremeloszldsa, a minimalizdciét gy lehet elérni,

| z)df)m(x)dz,

hogy a poszterior varhaté veszteséget, /L(O, d(X))p(0 | X)d#), minden minta

realizdcié mellett minimalizdljuk. Ez a s%abély tehat kielégiti a likelihood elvet.

Természetesen a bayes-i pontbecslés veszteségfiiggvény fiiggé. Néhany &l-
taldnos dllitds azonban beldthaté. Példaul kvadratikus veszteségfiiggvény esetén
dB(z) = E(§ | x). Ha a veszteséget a hiba abszolit értékében mérjiik, akkor
pedig d(z) a medignja a p(f | z) poszterior eloszldsnak.
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4.4.2 Intervallum becslés

Adjunk meg egy tgynevezett o hihet6ségi szintet. Tekintsiik a

P04 <0<0p)=a

osszefiiggeéssel implicite definidlt (6 4,60 p) intervallumokat. Ezek koziil vdlasszuk
ki a legrovidebbet.

4.4.3 Modellek tesztelése

Tegyiik fel, hogy létezik két lehetséges hipotézisiink, azaz két kiilonb6z6 modellt
fontolunk meg.
1. modell: p1(91), fl((.’L' | 91)

2. modell: pa(62), f2((z | 62).
A minta poszterior siirliségfiiggvényei:

fi(z) = /fi(fﬂ | 0:)pi(0:)d0;,i =1,2.
o

A modellek 6sszehasonlitdsa a Bayes faktoron

fi(z)
fa(z)’

vagy a modellek poszterior valészintiségének ardanyan

p(M) f1()
p2(Ma) fa(x)
alapul. A Bayes faktor haszndlata természetesen ekvivalens a pi(My) =
pa(Msy) = 1/2 feltevéssel.
A modellvilasztas az adatokon és a priori feltevéseken alapul, de nem fiigg
olyan eseményektdl, amelyek megtorténhettek volna, de nem torténtek meg.

4.5 Nagy minta és bayes-i statisztika

Nagy n-re és fiiggetlen megfigyelésekre dltaldban
(a) a prior eloszlds egyre kevésbé befolydsolja a poszteriort,
(b) a poszerior elfajult eloszldshoz konvergal,
(c) a poszterior aszimptotikusan normalis, és vdarhato értéke az igazi 6.
Vagyis nagy mintaban nincs feltétleniil ellentmondads a klasszikus és a bayes-i
megkozelitésbdl szarmazé eredmények kozott. A kovetkezd példa illusztraja ezt.
Tegyiik fel, hogy van n megfigyelésiink egy 0—1 véltozordl, és P(z; = 1) = 6.
Ekkor a likelihood fiiggvény, mint tudjuk:

plx | 6) = 0227 (1 - " 2"
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Legyen a p(f) prior eloszlds béta « és 8 paraméterekkel:

(@) +T()
PO) = a1 p)

Ekkor a varhaté érték és a variancia:

0"t (1—-0)°P 1.

a
a+f

af
(a+B)2(a+B8+1)

Belathato, hogy a poszterior is béta eloszldsi, és paraméterei:

a]p = (1+Z$i,
B, = B—I—n—Za:i.

Ebbol:

B a—+p « n 1 ‘
E(9|x)—<a+ﬂ+n)a+ﬁ+<a+ﬁ+n>n2xz

a bayes-i pontbecslés kvadratikus veszteségfiiggvénnyel. A becslés tehét su-
lyozott atlaga a prior varhaté értéknek és a mintdatlagnak. Lathatéan nagy n-re
a mintadtlag silya 1-hez kozelit.
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5 Tobbvaltozds linearis regresszié

5.1 Lineadris regresszié: Geometriai bevezeto

Adott két pont a sikban x (koordindték: x1,z2) és y (koordindtdk yi,y2). (A
szokassal ellentétben itt a két tengely neve: 1. (vizszintes), és 2. (fiiggbleges).)
Keressiik azt az y pontot, amely az x dltal meghatdrozott egyenesen van, és az
y ponttdl valé tavolsaga a legkisebb. A kovetkez6 feladatot kell megoldani:

mﬁin [(Bx1 — 1) + (Bra — 12)?] -
A célfiiggvény deriviltjat tegyiik egyenlévé 0-val:
z1(bzy — y1) + z2(bz2 — y2) = 0.

A megoldas:

_ Ty + T2y
2+ a3
ami dtirhaté, mint
b = cos(z, y)U
|z|
Tehat
y=bx.

Az y a merdleges vetitettje y-nak az x dltal meghatdrozott egyenesre, vagyis
az y — y = u vektor merdleges mind z-re, mind y-ra, és u a merdleges vetitettje
y-nak, arra az egyenesre, ami merdleges az = dltal meghatdrozott egyenesre.

Az els6 vetitést a
1 I% T1T2| (Y| _ 71
z? + 23 1172 3 Y2 Y2

mig a mésodikat a

L 0 jyu| 1 23z [y] _ [w
1 0] |y2] a2 +a3 |rize 23 | |y2] |2

formula frja le.

5.2 Lineadris regresszié: linearis algebra

A fenti stkgeometriai allitdsokat lehet dltaldnositani linedris algebrai fogalmakkal
az n-dimenziés valés vektortérre.

Adott egy k < n elemii fiiggetlen vektorrendszer, amelyek alkossdk egy X, .k
méatrix oszlopait. Legyen tovdbbd egy y,,1 vektor. Keressiik meg azt a vektort
az X oszlopai dltal kifeszitett altérben, ami a legktzelebb van y-hoz!
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Matrixjelslésekkel, keressiik azt a b k dimenziés vektort, amelyre

b?!* = argmin [(y — Xb)'(y — Xb)
ahol b kxl-es vektor. Jeloljiik y-pal a legkozelebbi pontot, azaz

J = Xb°"".
Tehét b°® elemei a koordinatai X oszlopaira nézve az j-nak.
A célfiiggvény kifejtve:
Yy + b (X'X)b - 2b'X'y.
A derivéltat 0-val egyenléveé téve kapjuk a megolddst. A
2X'Xb - 2X'y =0

normdl egyenletekbdl:

bols — (Xlx)—lx/y.

(A formula ldthatéan az altaldnositdsa az el6zd alfejezetben b-re adott for-
muldnak, ami a k = 1 és n = 2 eset.)

Az y pont, ami

¥ =X(X'X)"'X'y = Ny
alakban {rhatd, egy linedris projekcié képe, ahol a projekcié matrixa N. Egysz-
ert szémolds igazolja ugyanis, hogy N = N? és N rangja k a feltételek alapjan.
A rezidualis u =y — y vektor ortogondlis az X altal kifeszitett altérre, és igy X
minden oszlopédra és y-ra is:
X/'(I-X(X'X)"'X')y = 0.

Az

M=I-XXX)"'X =I-N.

matrix is projekcio, azaz M?= M és, beldthaté, hogy M rangja n — k. (Egy P
projekciénak minden sajitértéke vagy 1 vagy 0, és a matrix rangja megegyezik
az l-es sajatértékek szamaval.)

Tovabbéa definicié szerint:

u = My,

vagyis u az y vetitettje az X 4dltal kifeszitett altér ortogondlis komple-
menterére.
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5.3 Linedaris regresszié determinisztikus regresszorokkal:
statisztika

A Kklasszikus statisztikai problémédknél mindig abbdl indulunk ki, hogy a megfi-
gyelések valamilyen valésziniiségi valtozé realizdciéi. A pontbecslés célja, hogy
a megfigyelésekbdl kovetkeztessiink az ismeretlen eloszlds bizonyos tulajdonsa-
gaira.

5.3.1 A probléma megfogalmazasa
Az Y; valésziniiségi valtozokat (célvéltoz6) az aldbbi mechanizmus generdlja:

k
Y, = ﬂl + Zﬂ]Xﬂ +ei=1,..n
j=2

1. X; nem-sztochasztikus és k — 1 elemfl vektor (regresszorok vagy kon-
trolvéltozok)

2. g; iid 02 > 0 variancidval és E(e;) = 0,

Ebben a probléméban €;—k "okozzak" az y;-k véletlenszeriiségét. Feltessziik,
hogy ezeket nem tudjuk megfigyelni. Ezeket szokds "véletlen hibdnak" vagy
"zajnak" nevezni. Szokdsos interpretdaciéjuk: az X métrixhoz tartozé hatdsokon
kiviili 6sszes hatds ereddje. Késtébb majd taldlkozunk egy mésik interpretaciéval
is: ¢, = y; — E(y; | X), az y; véltozé és X feltétel melletti varhat6 értékének az
eltérése, mint valészin{iségi valtozé.

Az ismeretlen paraméterek ebben a modellben S, ...3; és o2.

Matrix alakban felirva a linedris regressziés modellt:

Ynxlz lgllnacl +X;Lw(k_1)ﬁ(k—1)x1+€nx1-

(Fontos: a "linedris" jelz6 jelentése az, hogy a paraméterekben linedris.
Példdul X masodik oszlopa lehetne X elsé oszlopdnak a négyzete, amikor a
leképezés nem-linedris lenne az X-ben.) )

A modell dtfogalmazhaté, ha az 1,,1 vektort "berakjuk" az X matrixba.
gy nem kell kiilon kiemelniink a konstans (tengelymetszet, intercept) szerepét.

Y=XB+e¢
E(e)=0
E(eg') = o’

A tovabbiakban feltessziik azt is, hogy det(X'X) # 0.

5.3.2 A [ becslése OLS-sel

Tegyiik fel, hogy y az Y valésziniiségi valtozékbdl vett n elemii iid minta.
Kézenfekvo otlet a legkisebb négyzetek becslést az alabbi médon definidlni:

b = arg min [(y — Xb)'(y — Xb)].
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Mint lattuk:
bOlS — (Xlx)—lx/y.

A legkisebb négyzetek becsléfiiggvény tulajdonsagai Nyilvanval6an bl
egy statisztika, vagyis a mintaelemek egy véltlen fiiggvénye. Azok az dltaldnos
statisztikai fogalmak, amelyeket megismertiink az el6z6 fejezetben alkalmazhatéak.

Allitas: A b°* torzitatlan becslése @-nak, valamint BLUE (azaz
legkisebb variancidju torzitatlan, linedris becslés). Tovabba ha lim,, ., ((X'X)/n) =
Q, akkor konzisztens is, Bizonyitas:

1. Torzitatlansag

b = (X'X)'X'y = (X'X)"'X (X8 +e€)
b = B+ (X'X)'Xe
E(b?) = B+ (X'X)"'X E(c) = 8.

2.a BLUE tulajdonsag
A b variancia és kovariancia maéatrixa:

Var(b™*) = B(X'X)"'X'(XB +¢€) - B)(X'X) ' X/ (XB +¢) - B)

BE((X'X)"1X'e)((X'X)"'Xe)
= (X'X)"'X'B(ee')X(X'X) ™!
= 2X'X)"L

Legyen b® egy madsik torzitatlan linedris becslés:
b¢ = bols + Cy
Kifejtve

b¢ = (X'X)"'X' + C)(XB + €).

A formuldbdl litszik, hogy ha b¢ torzitatlan, akkor CX = 0 és kovarancia
métrixa

Var(b?) = E((b°-B)(b"~B)’
= B((X'X)"'X' + C)e(X'X) X' + C)e)') =
F2((X'X)"L + CC)).

Vagyis
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Var(b®) = var(b’®) + Q,

ahol Q egy szimmetrikus pozitiv (szemi)definit matrix.

Ebbdl kovetkezik, hogy b barmely nemnulla linedris kombinaciéjénak a
variancidja kisebb, mint b® ugyanazon linedris kombindciéjdnak a variancidja.

3. konzisztencia

Ha 1 (X'X) konvergsl, akkor

b = B4n(X'X)'X S
n
Pr pr X'
Jm bt = g4Q im S

(Az utolsé egyenldség azért igaz, mert X/E(ﬁ) =0, és lim,,_, X/’UG,T‘% =0,
a Nagy Szdmok Torvénye kovetkezménye.)

A 0?2 variancia pontbecslése A legkisebb négyzetek elv alapjan csak a 3
vektorra kapunk becslést. Fontos azonban szdmunkra a o2 variancia is. Legyen

u=y—Xb°

" u'u

az OLS reziduumok vektora. Kézenfekvének tiinhet o2-e -

dm gy nem kapnank torzitatlan becslést.
Legyen

nel becsiilni,

1 u'u
2 _ 2: .
5 _n—kzul n—=k

(Az s? pozitiv s négyzetgyokét a regresszié standard hibdjanak nevezziik.)

Allitds: s a o2 torzitatlan becslése, azaz
B(s%) = %

Tehét a fentiek alapjan: s2(X X)~! torzitatlan becslése a Var(b®'*) métrix-
nak.

Bizonyités:
u=MY =M(XB+ €)= Me
mivel
MX = (I - X(X'X) 'X')X = 0.
Tehat:

u'u = ¢ Me.

42



Az idempotens métrixok és a nyom tulajdonsigai alapjan

E(u'u) = E(¢€ Me) = E(tr(€ Me)) = E(tr(e€ M)) =tr(c*IM) =o*tr(M) = o?(n—k).

(Itt kihasznéljuk, hogy a tr linedris operator, valamint rendelkezik a kivetkez6
"ciklikalitds" tulajdonsdggal: tr(ABC) = tr(CAB).)
Tehat:

Allitdas: Ha minden ¢; normalis eloszldst, akkor (n — k)s?/o? n — k
szabadsdgfoki y? eloszlds Bizonyitds:
(n—k)s2 dvu ¢&_ ¢
72 e D) = fo ~ X%_k
o o oo

Allitas: Ekkor az (sy/diag((X'X))~1)~'(b®**—3) vektor minden el-
eme t, . eloszlasi. Bizonyités:
A mivel b°* normalis véltozék linedris kombindcidja, maga is normalis vél-

tozok vektora. Az elézéekben lattuk, hogy a varhatd értéke 3, és (o1/diag((X X))~-1)

a bl vektor szérdsainak vektora. Tehat (oy/diag((X X))=1)~!(b%*—3) vek-

tor minden eleme standard normélis. Azt kell még beldtni, hogy e’Me és b°* —3
is fiiggetlenek. Mivel

E((X'X) ' Xee'(I - X(X'X)"'X))
= ((X'X)TX)I-XX'X) X)) =0,

E((X'X) ' X'ee'M)

ez is teljestil.

5.3.3 Intervallum becslés

Ahogyan a populdcié varhato értékére nemcsak pontbecslést, hanem intervallum
becslést is definidltunk, most ezt megtessziik a 3 vektor komponenseire is. Ehhez
fel kell tételezniink a hibdk normalitasét.

Legyen s\/diag;((X'X))~! = SEj, a b¢"® becslés sztenderd hibdja. Ekkor
a kovetkezd egyviltozos intervallum becslések adédnak annak alapjdn, hogy

(s/diag((X'X))~1)~!(b°*—3) minden eleme t,,_; eloszldsti:

b3 — SEy, #ty_pa2 < B < b+ SEy, %ty /0.
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5.3.4 Egyparaméteres hipotézis vizsgalat

Megint csak ativihetd a gondolatmenet egyes paraméterek hipotézis vizsgdlatara
is az el6z6 fejezetbdl. Ha a nullhipotézis 3, = B;y, akkor az egyparaméteres

kétoldali t-tesztekben az elfogaddsi tartomdny:

61’0 - SEbL * tnfk,a/Z S b;‘)ls S ﬁio + SE‘bI * tnfk,oz/2-

Hasonlitsuk ¢ssze a linedris regressziét az egyvaltozds becsléssel!

Egyvéltozds becslés

Elsé momentum varhaté érték (p)

Formula m=1 Z n

Tulajdonsdgok torzitatlan,hatdsos,konzisztens
Becslés variancidja var(m):%z
Becslés szoérdsa sd(m) = %=
\/75

variancia o

nil Z(yl - m)2

[m — sd(m)te n_1,m + std(m)tan—1
(1o — sd(m)ta,n—1, o + std(m)ta,n—1

masodik momentum

o2torzitatlan becslése

t-konfidencia interval.
t-préba elfog.tart.

Linedris regresszié
regresszios paraméterek (3)
b= (X/X) X'y
torzitatlan,hatdsos,konzisztens
var(b) = o2(Xs/X) ™!

sd(b) = o\/diag((X/X)™")

hibatagok variancidja o>

1 /
n—ku u

[bj — Sd(bi)ta_’n,k, bj + Sd(bi)ta’n,k]
[bjo — sd(bi)ta,n—k,bjo + sd(b;)ta,n—k)

A t-konfidencia intervallum és a t-préba érvényessége eldfeltételezi a normal-
itdst. Szignifikancia tesztrél akkor beszéliink, ha a nullhipotézis p, = 0, vagy

bjo = 0.

5.3.5 Regresszi6é ortogondlis regresszorokkal

Amennyiben az X'X maétrix diagondlis, akkor

bj = bj,,

ahol b;, egy olyan egyvaltozds regressziébdl szdrmazé paraméter, amiben

csak az i—edik regresszor szerepel.Tehét:

.
Jrs )(‘/1)(‘7 .

5.3.6 F-prébak

Sziikség van arra, hogy a paramétereket ne csak kiilon-kiilon teszteljiik, illetve
ne csak kiilon-kiilon konfidencia intervallumokat hatdrozzunk meg. Mostantol

feltételezziik az € vektor normalitését.

A hagyomdnyos F préba Nullhipotézis: 8, = ...

= 0 (azaz csak a kon-

stans nem 0, vagyis itt van konstans a regressziéban, mely egyiitthatéja (3.)
Ennek a hipotézisnek a tesztjét gy interpretalhatjuk, higy meg akarunk bi-
zonyosodni arrél, hogy van-e egyaltalén értelme a regressziénak. Ha a null-
hipotézist elfogadnank, akkor a regressziés modell eldobhaté, legaldbbis ezekkel

a regresszorokkal.
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Legyen

TSS = (y-y1)'(y-¥1).
ESS = u'u=(y-p)(y-0)

TSS (teljes négyzetsszeg) nem més, mint az y empirikus variancidjdnak az
n-szerese, E.SS a hiba négyzetosszeg, pedig azt mutatja, hogy mennyire sikertilt
j6 kozeliteni az y megfigyeléseket a regressziéval. Ha csak a konstans szerepelne
a regressziéban, akkor az OLS becslés ¥ lenne, vagyis TSS méri azt, hogy az
X —ek nélkiil milyen pontos kozelitést tudndnk elérni.

Allitas: A nullhipotézis teljesiilése esetén

TSS - ESSn—k
ESS k-1

“Fy_1n—k-

Tehat a nullhipotézist elfogadjuk « szinten, ha

TSS - ESSn—k
ESS E—1 S}711<:—11,71,—le(:l_0‘)'

(A teszt szokds szerint féloldali, mivel az F' véltozok nem-negativak.)

Bizonyités:

A nullhipotézis szerint T'S.S n—1 szabadsagfoki x? valtozé, és belattuk, hogy
ESS n—k szabadsédgfoki x? valtozé. Azt kell beldtni, hogy TSS—ESS = RSS
k — 1 szabadségfoki x? véltozé, és fiiggetlen £SS—tél. Ez az alabbi altaldnos
allitasbol kovetkezik.

Az eredmény jol interpetalhaté. Ha az X; (i = 2,..k) valtozdk elhagydsa csak
kicsit ront a kozelitésen, akkor a nullhipotézist elfogadjuk, és ezeket foloslegesnek
tekintjiikk. Az F statisztika egy tdvolsdgmérték, ami pontosan definidlja azt,
hogy mit tekintiink kicsinek.

Altalanos ANOVA Tétel linedris regressziéra* Tekintsiink egy
Y=XB+¢€
regressziés modellt, ahol € iid normélis, és X rangja és rendje k. Legyen
y = Ny
u =(I-N)Y
Tekintstink most egy

Y=Z8+e¢

regresszios modellt, ahol a Z oszlopai dltal kifeszitett altér | < k dimenzids
altere az X oszlopai altal kifeszitett altérnek, és
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yr = NgpY
u = (I-Np)Y.
Ekkor u'u/((n — k)o?) n — k szabadsdgfoki x?, (Ng—N)y)' ((N,—N)y)

k — | szabadsdgfoku x2, w'u/((n — k)/(k — 1)o?) és (Ngp—N)y)'(N,—N)y)
fiiggetlenek, valamint

(Np—N)y)'(N-N)y) = u'u - upup.
Bizonyités:

(N —Ng)’= N + Nz—2NNpg.
Mivel

(I-N)N, =0

(az altér reldcié miatt Xp oszlopai merélegesek u = (I — N)y-ra) teljesiil

NNgz= Np.
Tehat

(N —-Ngz)> =N - Np.

Az N — Ny métrixnak pontosan k — [ 1-es sajatértéke van. (Ismét az altér
tulajdonsdg miatt.)
Tovébba

(N—Ng)N, =0

vagyis a szamléléban és a nevezdben levd négyzetosszegek fiiggetlenek egymastol.

Az F préba dltaldnositdsa Nullhipotézis: 3, ; = ...5;, = 0. (Vagyis: k —j
restrikcié van.) Az "U" modell az, ahol nincsenek korldtozdsok a paraméterekre,
és az "R" modell az, ahol a korldtozdsok érvényesek. Az el6z6 tételbdl belathaté
a kovetkezd allités.

Allitas:
ESSR — ESSU n—k
ESSy k—j
Ez a teszt nyilvanvaléan a hagyomédnyos F préba édltaldnositdsa. Ez a mdéd-
szer mindig miikodik, ha az "R" modellt fel tudjuk irni, mint az eredeti "U"
modell specidlis esetét.

~ Py k-
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Altaldnos variancia analizis Ha van egy n elemfi minta és egy k rangi
(fiiggetlen paraméterti) U modell, amelynek rezidudlis négyzetosszege ESSy,
és egy j < k rangd R modell, amely "bedgyazott" (specidlis esete) az U mod-
ellnek (m = k — j a korldtozdsok (restrikciok) szdma), és amelynek reziduslis
négyzetosszege ESSp, akkor

ESSr —ESSyn—k

~ Fyjn k-
ESSy  k—j Mok

Tovdbbi dltaldnositds: paraméterek linedris kombindcidjanak tesztjei
Most legyen a nullhipotézis:

RB=r,

ahol R mxzk (m < k) rend{i matrix. Ilyenkor is alkalmazhatjuk az altaldnos
ANOVA tételt, miutdn megbecsiiltiik a korldtozott modell paramétereit. A
kovetkez6 feladatot kell megoldani a korlatozott modell becslésének meghatarozésédhoz:

max(y — Xb)'(y — Xb)
Rb = r.

Viszont van egy "gyorsabb" mdédszer is. Ugyanis

Var(Rb) = E(Rb)(Rb))=RE(bb )R’
= RVar(b)R/
R(X' X) 'R/

Allitas:

(Rb — 1) (¢*R(X'X)"'R')""(Rb — r) ~ x2,.

Bizonyitds: (Rb —r) 0 vdrhatu értékit m elemit normélis véltozé vektor,
ha igaz a nullhipotézis. Ennek kovariancia matrixa o2R(X X) 'R/, tehat
(0>R(X'X)"'R/)"/2(Rb — r) m elemii standard normalis vektor.

Ebb6l kovetkezik (az dltalanos ANOVA Tétel alapjdn), hogy

(Rb—r)(R(X'X)"'R)"Y(Rb—r)n —k
ESSy m ok

5.3.7 F statisztika: konfidencia tartomany

A konfidencia intervallumok és az egyvéltozos tesztek meghatérozdsandl lényegében
ugyanazokat a szdmitdsokat kellett elvégezni. Mindkét esetben egy intervallu-
mot (a prébanal az elfogaddsi intervallumot) kell meghatarozni, csak mig a konfi-
dencia intervallumndl a kdzéppont a becsiilt paraméter érték, addig az elfogadési
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intervallumnadl a nullhipotézisnek megfelelé paraméter érték. A fenti formuldk-
bél létszik, hogy az F probdndl az elfogadasi tartomény egy ellipszoid. Nem
meglepd, hogy készithetiink konfidencia tartoményt is, ahol az hasonléképpen
egy ellpiszoid lesz.

Megéllapitottuk, hogy

var(b?®) = o?(X'X) 1.

1
2

Ezért [5(X'X)]? (b —8) ~ N(0,I), amibsl
! 1 / oLs
(b**—pB) —(XX)(b “-B) ~ xi.

Ha ezt osztjuk s%/0? = %—tel, akkor

1 n—=k

/7
u'u

(X'X) (b7 -3) ~ Fn_.

(b™*—8) S (X'X) (b B)3 = (b )

Ez meghatdroz egy konfidencia tartoményt (ellipszoid) a teljes paraméter
vektorra tetszOleges 1 — o konfidencia szinten. Valamely b* beletartozik ebbe a

konfidencia tartomanyba, ha
n—=k

w1 " _
(b—b") —— (XX)(b—b")" = < Fl (1 - a),

5.3.8 Maximum likelihood becslés normadlis esetben

A legkisebb négyzetek elve mellett alkalmazhatjuk a maximum likelihood elvet
regresszidban is, ha konkrét feltevéssel éliink a hibdk eloszlasarél. Most is
feltessziik, hogy ; ~ N(0,02) i = 1,...n, és E(e;€j) = 0,4 # j.

Ekkor a minta siirtiségfiiggvénye:

(y —X8)'(y — XB)

L(y,X;f)’,Sz) = Uﬁn(2ﬂ)7% eXp(* 252
Z(yi - X;B)?
_ —n 7% o =1
= o "(2m) 72 exp( e ).

Rogzitjiikk a megfigyelések értékeit, ekkor megkapjuk a likelihood fiiggvényt,
majd annak a logaritmusat véve:

1

202 £
7

InL =—-nlns—nln(v2m) (yi — X;/@)Q-

Az ML elv szerint tigy vélasztjuk meg a (basr,s3,;) értékeket, hogy a
(log)likelihood fiiggvény a maximumé&t vegye fel az adott mintdban.
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A B ML becslése lathatéan ugyanaz, mint az OLS becslés, tehdt normalis
valtozokat feltételezve az OLS elv ismét ugyanazt az eredményt adja, mint az
ML elv. Az 02 szerinti elsérendii feltétel:

n 1
— + — § i — XbMEY2 =
SML 5‘?\4[1 (y )

megolddsaként

o _ 2o XBM pss
ML — n - n

adédik, ami, mint tudjuk, torzitott becslése o2-nek.
5.3.9 Példak F és t-prébdk tobb paraméterre vonatkozé korldtozdasa
esetén
Ebben az alfejezetben megmutatjuk konkrét példékon keresztiil, hogy hogyan
lehet t-prébédkat is alkalmazni tobb paraméterre vonatkozé hipotézis mellett is.

Példa: Induljunk ki a

y = By + Bawa + P3x3 + €

regresszios modellbdl, és a nullhipotézis legyen:
By — B3 =0.

1. megoldas: F préba a modell atparametrizaldasaval A nullhipotézis
teljesiilése esetén

ﬂ3:/82

y = By + Baxo + Pox3 + €.
Tehdt a modell atirhaté

y=p0;+Bszte

alakba, ahol z = x5+ z3 egy 14j vdltozé. Ekkor ezt tekinthetjiik a korldtozott
(restricted) modellnek és teljesiil

ESSR — ESSU n—3
ESSy 1

ami alapjan tesztelhetjiik a nullhipotézist.

~ Fl,n—3-
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2. megoldds: F préba atparametrizalds nélkiil Ekkor

R = [0 1 —1]
T o= [0} .
Az elézbek alapjén:

(Rb—r)(R(X'X)"'R/)"'(Rb —r)n — 3
ESSy 1

~ Fi p_s.

3. megoldas: kozvetett t préba Ekkor vezessiink be egy 1j véltozét:

5:52_53

A modell és a nullhipotézis ij alakja:

y = B1+(5+53)5E2+53$3+6
= By + 012+ BsX +e.

A nullhipotézis ebben a felirdsban:

6=0.
Ha d a § paraméter OLS becslése, akkor
d

~ﬁn—3>
Seq

és t probat végezhetiink. (Itt seq a d standard hib4ja, vagyis az s?(X'X)~!
métrix megfeleld diagondlis elemének a négyzetgyoke.)
4. megoldds: kdzvetlen t préba A nullhipotézis teljesiilése esetén
bo — b3

sy, + 512)3 — 2covg(ba, b)

~tn—35

ahol s2 és s? a by és bs becsiilt variancidi, és covs (b2, b3) a becsiilt kovarian-
ba bs , ,

cidjuk. (Azaz az s?(X'X)~! métrix megfeleld elemei.) Ez az osszefiiggés ismét
egy t statisztikdn alapuld tesztet tesz lehetévé, ahol a t statisztika pontosan
megegyezik a kozvetett prébdban szdmolt ¢ statisztikdval.

Tanulsigok Mivel

2
Fl,n = tn

a p-értékek mind a négy esetben ugyanazok lesznek.
Ha egy restrikciéonk van, akkor mindegy, hogy F vagy t préb&t végziink.
A fenti példédt nyilvan altaldnosithatnank ketténél tobb paraméterre adott, de
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egyetlen, restrikciora is. Tobb restrikcié esetén van szitkség F prébdra min-
denképpen, de itt is vdlaszthatunk tobb megoldéds kozott.
Példa: Két restrikcié esete:
3By — B3
By + By + B3

1. megoldas: Bizonyos -k kifejezése a tobbiek fiiggvényeként, majd az
igy redukdlt dimenziéji modell becslése, és a korldtozott és dltaldnos modell
variancia analizise.

Ekkor
53 = 352
51 = *62 - 63-
Yy = —By—308y+ Bawa+ 3Byxs +€
y = Po(—4+z2+ 3$3) + €.
Tehat legyen
Z1 = (—4+£L'2 +3ZL'3)
y = [q21+e€

2. megoldds Az m korldtozdst tartalmazé modell dtalakithaté olyan
alakba, hogy m zéré restrikciét kelljen tesztelni. Vezessiink be §1,,,,d0, Gj
valtozot és hagyjunk ki m darab [-t.

38y — B3
,31“‘52“‘53 =
Legyen
01 = 3By—P3
d2 = B+ B2+ 8
53 = 3ﬁ2 —51

B1 = 02— Py — B3
Ekkor a modell:

y = (02— 05— 03)+ B2+ Psrs+e
y = (02— By —3By+0d1) + Pawa+ (3By —01)x3 + €
y = PBy(—44+z2+3x3)+0:1(1—x3)+d2+¢

o1



Kell egy 1j véltozo:

z29 = 1-— 3.
fgy felirva a korldtozatlan modell:
y = Baz1 + 0122 + 62 +e.
Ebben a modellben a §; = d; = 0 korlatozasokat teszteljiik.

(Rb—r) (R(X X)"'R/)" ! (Rb—1) n—k

3. megoldas A korlatozott modell becslése nélkiil a E550 —

tesztstatisztika haszndlata.
Meg kell taldlnunk az R matrixot és az r vektort. Ebben az esetben:

- 1]

r j—
0 ’

4. megoldas A korldtozott modell becslése korlatozott legkisebb négyzetekkel,
majd a korldtozott és dltaldnos modell variancia analizise.

5.4 A regressziés paraméterek értelmezése

A B; azy x;j vdltozo szerinti derivéltja, tehdt jelentése: egy egységnyi x; novekedés
hatdsa az y-ra varhato értékben. Viszont a regressziés egyenlet csak a paraméterek-
ben linedris sziikségképpen. Lehetséges példdul, hogy a modell

y =1+ Bax1 + 53% + B4z0 + BsT172 + €

alakid. Ekkor példdul az ;1 szerinti derivalt = 85 + 28521 + B5x2.

Nyilvédnvaléan ésszerii kovetelmény, hogy a valtozok linearis transzformécidja
linedrisan hasson a paraméterek értékére. Azaza, ha a magyardzé valtozo eleinte
centiméterben volt megadva, de most dttériink méterre, akkor az egyiitthaté a
szdzszorosara novekedjen.

Legyen (t) egy kxk-s diagonalis matrix. Az tuj mértékegyégben felirt X
métrix: X (t). (Pl¢; = 0.01 ha centiméterr8l méterre tériink 4t.)

Erre alkalmazva az OLS formulét:

b’ (X ()X (8)) (X (t))'y
() XX (8)) 7" (8)' X'y
= ((t))'(XX) " Xy.
Figyeljiik meg, sehol sem haszndltuk ki, hogy (t) diagondlis. Tehdt bér-

milyen XT viltozé transzforméciéra, ahol T nemszinguldris igaz, hogy b =
(T)~"1(X'X) ' Xy.
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Mi a hatédsa annak, ha egy j valtozo6t eltolunk, azaz X;f: X;+1K; a j-edik
oszlopa az X matrixnak. Tekintsiik a minimaliz&dlédsi problémat, ha van konstans
a regressziéban:

min 7 (y: — by~ Xibo)°.

Itt X, és b a konstanst és egyiitthat6jdt nem tartalmazé vektorok. Ekkor
a médositott feladat:

mbin Z(:‘h — by — ijj — Xéib2)2.

A megoldds bs-re ugyanaz, de a médositott feladat megolddsdnak konstans
paramétere:
bl =by +b;K;.

Vagyis, ha a valtozé eltoldsa értelmes miivelet, akkor kell lennie konstansnak
a regressziéban ahhoz, hogy a paraméter becslés ne viltozzon.
Egy specidlis eset:
e _
X;=X;—-1X;.

Ekkor by nem valtozik, és

k
bl =b1— > bX;.
j=2
Mivel

1/(y—b1 — Xzbg) = 0
ldthatd, hogy

bl =7.

yi=y-1y
transzforméciot is végrehajtjuk, akkor
T
bl - 0,

Vagyis ha minden véltozot (beleértve a célvdltozot is) centralizélunk, akkor
kihagyhat6 a konstans a regressziobdl, de ha "bennfelejtjiik", akkor is 0 értéket
fog kapni az OLS becslésben.
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5.5 A regressziés modell minésége: modellvalasztas
5.5.1 Az illeszkedés jésdga

Tegyiik fel, hogy van konstans a regressziéban. Legyen

Ui=b1+X;2bs.

Ekkor
D wi-9* = Y (G-0+w—-5)
i=1 i=1
= > G-0*+>_i—5)’
i=1 i=1
Bizonyités:

~ Azt kell b(i}&itni,}/l\ogy St (@ —Y)(yi — 9i) = 0. Viszont ez igaz, mivel
-7 (y-y)=F-y1)u=0.
A determindcids egyiitthaté definicidja:

_ TSS - ESS ESS

2 2
R TS5 zl—m,ogR <1
A fentiek alapjan
R> n—k
1-R2k—-1

a hagyomadnyos F teszt statisztika. Vagyis a nullhipotézist akkor fogadjuk
el, ha az R? kozel van 0—hoz.
Gyakran kiszdmoljék a korrigalt R? statisztikat is:

=2 _ . (-1)ESS
r=1 TSS(n—k)

Itt a szabadsagfokokkal korrigalunk. Ugy indokolhatjuk ezt a mutatét, hogy
TSS

y (feltétel nélkiili) variancidjanak torzitatlan becslése =%, és az € variancidjanak

E55 A korrigalt R? lehet negativ!
Figyelem: sem az R?, sem korrigalt valtozata nem abszolit modell minéségi
kritérium!

torzitatlan becslése

5.5.2 Modell szelekciés kritériumok

Az F tesztekkel csak egymédsba dgyazott modelleket tudunk sszehasonlitani. A
modell szelekciét informécidelméleti alapokon is el lehet végezni.

Entrépidnak nevezziik valdszinfiségi eloszldsok "bizonytalansdgat" (megjo-
solhatatlansdgdt). Példdul a k dimenziés normadlis eloszlds entrépidja:

% In((27e)* det(S)).
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Léthatéan az eloszlds entrépidja kisebb (a modell informativabb), ha a bec-
siilt paraméterek szdma kisebb, és ha kovariancia matrix koézelebb van a 0-hoz.
Ennek megfeleléen egy becsiilt modell informéciétartalma nagyobb, ha

- kisebb az ESS (pontosabb), és ha

- kevesebb a becsiilt paraméter.

Az informécids kritériumok ezt a két szempontot sulyozzdk. A két taldn
legnépszeriibb az Akaike és a bayes-i kritérium.

Az Akaike (AIC) kritérium:

AIC = 2k — 2maxlog L,
a Schwartz vagy bayes-i (BIC) kritérium:

BIC = In(n)k — 2maxlog L.

A BIC jobban biinteti a sok paramétert, és annal inkdbb, minél t&bb a megfi-
gyelés. Két modell 6sszehasonlitdsandl azt tekintjiik jobbnak, ahol a kritériumok
értéke kisebb.

5.6 Problémadk a linedris regressziés modellel
5.6.1 Multikollinearitas

Szigort multikollinearitas all fenn, ha (X X)~'nem létezik. Ilyenkor az X os-
zlopai nem fiiggetlenek. Nem szigoru multikollinearitasrél beszéliink, ha (X/X)*1
létezik, de "nagyon nagy" abszolit értékben. (Mintha az X'X kozel lenne a
nullmétrixhoz.) Ilyenkor a becslések variancidja nagy, tehdt nagyon pontatlanok.

A multikollinearitds legnagyobb probléméja az, hogy a t tesztek ereje csokken
(nagy a mdsodfajui hiba valészintisége), azaz gyakran fordul els, hogy a null-
hipotézist tévesen fogadjuk el.

A problémadt jelzi a "variancia inflacié tényezod":

ahol a var(bj,) egy olyan regressziobdl szarmazik, amelyben csak a kérdéses
(j-edik) valtozo szerepel. A VIF értéke legalabb 1. Ha a VIF 5-nél nagy-
obb, akkor gyanithatd, hogy a t tesztek ereje kicsi. A becslés variancidjanak
novekedése miatt az egyes paraméterek konfidencia intervallumai is tdgak (sem-
mitmondéak) lesznek.

5.6.2 Nem-normalitas

Mivel a t és F tesztek elvben csak normélis hibatagok mellett igazak, fontos
tudni, hogy a hibatagok normalitdsa feltevés teljesiil-e. A nem-normalitdst
jelezheti a reziduum nem-normalitdsa. Szdmos teszt létezik annak a nullhipotézis-
nek a tesztelésére, hogy egy adott minta normélis eloszldsbdl szarmazik-e. Ilyen
példdul a Jarque-Bera teszt:
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—k+1 1
Jp — -kt (8% 4+ = (C —3)?)
6 4
m3
53
my
e
JB~asymyxa3,

ahol mg és my4 a harmadik és negyedik centrélis mintamomentum, S a minta
ferdesége, és C' a minta kurtosisa. Normélis eloszldsnal a ferdeség 0, a kurtosis
pedig 3.

Vizuélisan gyakran alkalmazzék a kvantilis-kvantilis dbrat, ahol az x tenge-
lyen az elméleti normalis kvantilis értéke, az y tengelyen pedig a mintakvantilis
értéke van. Normalitds esetén az dbra kozel 45 fokos egyenes lenne.

5.6.3 Kiugré értékek (outliers)

Ha vannak olyan megfigyelések, amelyek kiugré i; — y; értéket adnak, akkor
ez megnoveli a standard hibat és a paraméter becsléseket bizonytalannd teszi.
Az outlier nagyon "messze" van a regresszids hipersiktdl, nagy a hozza tartozé
reziduum. Megnoveli a becsiilt variancidt, ami hat a tesztekre (a szignifikancia
ellen "hat"). Ha az outlier oka adathiba vagy kis valdszinfiségii véletlen, akkor
ésszer(i kihagyni a becslésbdl, de lehet figyelmeztetd jele is annak, hogy a speci-
fikdcié rossz. A problémaét észlelhetjiik a "studentizalt" reziduumok kiszamitdss-
val. Ilyenkor az egyes megfigyeléseket kihagyjuk a mintabdl, djra becsliink és
a kihagyott megfigyelést osztjuk a megfeleld predikciés sztenderd hibgval. Al-
taldban 3-nal nagyobb studentizilt reziduumot szoktak outlier-nek tekinteni.

5.6.4 Nagyhatdsi magyarazé valtozé megfigyelések (high-leverage
observations)

Az el6z6 probléma akkor is fenndllhat, ha valamely magyardzé valtozé egy
bizonyos megfigyelése tilsdgosan nagy befolydssal van az eredményre. Ennek
megitéléséhez jol jon egy szintetikus mutato.

A kalapos értékek (hat-values) alatt a projekci6s matrix (X(X'X)™'X) di-
agondlisat értjiik. Ha valamely kalapos érték abszolit értéke tobb, mint kétsz-
erese a tobbi kalapos érték abszolit értékének, akkor gyants, hogy a megfeleld
megfigyelés til nagy hatdssal van a becslés értékére, és ha rdaddsul a megfeleld
y; is outlier, akkor kiilonosen. Tehdt, ha kisérletet terveziink arra is figyelni
kell, hogy ne legyenek "kiugré" regresszor értékek, vagyis a regresszor vektorok
legyenek "sfirtin" elhelyezve.
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5.6.5 Egymasba dgyazott (nested) és nem egymadsba dgyazott (non-
nested) modellek

Amikor a nullhipotézis jellemezhetd a fenntartott hipotézis altereként, akkor
bedgyazott (nested) hipotézisr6l beszéliink. Amikor nem, akkor ugynevezett
non-nested hipotézis tesztelésrdl van szé. Ilyenkor a null és az alternativ hipotézis
egyforma silyd. (A célvaltozé (eredményviltoz6) mindig ugyanaz.) Az egyik
legegyszeriibb tesztelési elv, ha a két hipotézis unidjaként adott modellt tekin-
tjiik fenntartott hipotézisnek, és ebben teszteljiik a két hipotézist, mint null-
hipotéziseket. Példaul ha az els6é modellben a regresszorok métrixa X; és a
mdsodikban Xs, akkor tekintsiik azt a modellt, ahol a regresszorok métrixa
[X1,X,], és teszteljiik azt a nullhipotézist, hogy az X;-hez tartozé paraméterek
0-k, majd azt, hogy az Xs-hoz tartozé paraméterek 0-k. Ez felfoghaté model-
lvélasztési eljarasnak is: ha az egyiket elutasitjuk, mig a mésikat nem, akkor a
nem-elutasitott modellt tekinthetjiik jobbnak. Azonban a teszt eredménye nem
feltétleniil vezet egyértelmii dontéshez.

5.7 Tobbvaltozés linedris regresszid sztochasztikus regress-
zorokkal

Regressziot olyankor hasznédlunk dltaldban, amikor adott informdcickbol (re-
gresszorok értékei) kovetkeztetni szeretnénk a célvaltozé varhat6 értékére. A
célvéiltozé és a "magyardzo valtozok" megkiilonboztetés attol fiigg, hogy milyen
kérdést tartunk érdekesnek. ’

5.7.1 Feltételes varhaté értékek

Legyen y egy valoszintiségi valtozo, és x egy val6sziniiségi valtozo vektor. (Ebben
a vektorban lehet elfajult valésziniiségi valtozo is.)

Allitds: Az iteralt varakozdsok tétele

E(y) = E(E(y | x)).

A feltétel nélkiili vdrhato érték a feltételes varhato értékek varhaté értéke.

Allitas A feltételes varhat6 értékre igaz, hogy létezik olyan e, hogy

v = Blylx)+e
Ee | x)=0
E(h(x)e) = 0

minden h(x) fiiggvénnyel. Az utébbibdl kivetkezik, hogy € minden z;-vel is
korrelédlatlan.
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Allitas
By | x) = arg min(E(y — m(x))?)

ahol m(x) tetszbleges fiiggvény.

Azaz a feltételes varhatéérték fiiggvény kozeliti y-t legjobban az x vektor
fiiggvényében a minimalis vdrhaté négyzetes hiba (MMSE) tekintetében.

Példa: Legyen x és z fiiggetlen sztenderd normalis valtozok, tehat w = z2
elsérendfi x2, amelynek varhaté értéke 1, variancidja 2. Legyen y = 3w + 2.
Ekkor

E(y) =3
E(y | x)=3z"
y—EQl | z)==z
E(zz) = 0
y—Ely | z)=3w-3
E((3w—3)z) = 0.

5.7.2 A linedaris projekcié

A fentiek szerint a feltételes varhaté érték az y egyfajta legjobb kozelitése x
alapjdn. Feltehetjiik azt a kérdést is, hogy van-e legjobb linedris kozelitése
y-nak x fiiggvényében, ahol a legjobb alatt ismét viarhaté négyzetes eltérés min-
imalizdldst értiink. R

Tehat keressiik azt a 3-ot, amely megoldja a

min B((y - x 8)°)
problémat. Az elsérendii feltétel:

E(x(y —x'B)) = 0.
A megoldas:

B = E((xx')"")E(xy).

Az X/B valészintiiségi valtozot y x-re vonatkozo linedris projekcidjénak nevez-
ziik. Tehdt, mig a feltételes varhato érték fiiggvény dltaldban a legjobb MMSE
prediktor, a linedris projekcié a legjobb linedris MMSE prediktor.

98



Allitas Tekintsiik az x egy x; komponensét és azt a projekciét, ahol x;-t

x_j-re (az x vektor kivéve z;-t) vetitjiik. Legyen «; a "maradéktag" a tobbi

projektor projekcigjabdl a j-edik projektorra, azaz a tobbi projektor dltal "nem
magyarizott" rész.

T; =x; — Zﬂjixia
i#j
ahol Z\?ji -k a linedris projekcié paraméterei.
Allitas: _
3 cov(y, ;)
1T ar(@)

(Ttt Bj az y projekcidjanak paraméterei.)
Bizonyfitas:

k
Y= ZBzxk +€7

i=1

szorozzuk meg mindkét oldalt ;-vel, és vegyiik a varhat6 értéket. Mivel

cov(ws, &) = 0,71
cov(a;, &) = var(d)

cov(y, T;) = Bvar(T;).
Igaz az is, hogy
5 _ vl )
= ar(s))

ahol y~; a "maradéktag" a tobbi (# j) regresszor projekciéjdbdl az y-ra.

g:; =Y — Zﬁjixia

i#]
Mésfeldl
3= cov(y=;, x;)
J var(z;)

csak ha a j-edik projektor ortogonalis a tobbire, vagyis ha a z; maradéktag
szérdsa ugyanaz, mint a j-edik valtozo6 szérésa.
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A példa folytatdsa: Tekintsitk y = 322 4+ 2z projekciéjat x-re és a kon-
stansra,

E(xz(3z*+2z—a—bx)) = 0,
EBz*+z—a—bx) =
a = 3,b=0
projly | x,1)=3.

Most pedig y = 322 + z projekciéjat z-re és a konstansra,

E(2(32*+z—a—bz) = 0
E(Bz*+2z—a—bz
a = 3,b=1
projly | 2,1)=3+z.

A példa mutatja, hogy a linedris projekcié egybeeshet ugyan a feltételes
varhaté értékkel, de ez nem sziikségszerii.

A projekci6 segitségével definidlhato az egyszerii korrelacié mellett a parcialis
korrelacié::

oy, )
v Std(E;)std(y=)

ahol std jeloli a szérdast. Mig a korreldcié fiiggetlen egyéb valtozoktol, par-
cialis korreldciét egy valtozé halmazon beliil definidlunk, vagyis potencidlisan
végteleniil sok parcidlis korreldciés mutaté 1étezhet két valtozo kozott.

Allitas Ha a feltételes varhato érték fiiggvény linedris, akkor a paraméterei
ugyanazok, mint a linedris projekcié paraméterei.

Allitas

~

B = argmin(E(E((y | x) — x'6)%))

azaz a linedris projekcié a legjobb linedris kozelitése a feltételes varhaté érték
fiiggvénynek.

Kideriil tehdt, hogy a két probléma (linedris projekcio és a feltételes varhato
érték legjobb linedris kozelitése) megolddsa egybeesik.

Egyiittes normalitds esetén biztosan teljesiil, hogy a feltételes varhaté érték
fiiggvény linedris, egyébként ez csak feltevés, vagy kozelités. Egyiittes normalitéds
esetén barmely valtozé felveheti az y szerepét.
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5.7.3 A (paraméterekben) linedris feltételes varhaté érték fiiggvény
paramétereinek becslése

Azt tételezziik fel, hogy egy alapsokasdgban (y, x1, ...x) vektorral jellemezhetd
minden megfigyelt egyed, a mintavétel véletlenszerii, vagyis a megfigyeléseink
egymadstol fiiggetlenek, és feltételezziik, hogy a célvédltozo feltételes varhato értéke
linedris a paraméterekben. Teh&t

yi = B'%x; + €,
ahol minden ¢; 0 vdrhaté értékil, kolecsonosen fiiggetlen. Ekkor a feltéte-
les varhato érték fliggvény tulajdonsdgai miatt igaz az E(x;€¢;) = 0. (A minta
fiiggetlensége miatt E(xje;) = 0,5 # i is igaz.) Nem sziikségképpen teljesiil
azonban az, hogy

B | ) =o?,

amit gyakran szintén feltesziink (homoszkedaszticités).

A modellben lehetnek elfajult valészintiségi valtozok (konstans) is. A linear-
itds a paraméterekre vonatkozik. Elképzelhetd példdul, hogy x5 = a3, ettsl még
a regressziés modell linedris marad.

A momentumok mdédszerének elve A moentumok mddszere a kovetkezd
becslési elv: vdlasszuk meg a becsiilendé paramétereket tigy, hogy az osszes
regresszor empirikus kovariancidja az eltérés vektorral legyen O.

Legyenek a megfigyelések rendre (y;,x;) pdrok. Ekkor a momentumok maéd-
szerébdl ad6dé egyenlet:

7

Z(yz - injbj)xik =0,k
J

azaz matrix alakban:

X'(y —Xb) =0
Ebbdl
b= (X'X)"'Xy,
azaz a momentumok mddszerével adott becslés ugyanaz, mint az OLS bec-

slés.

Milyen eredmények érvényesek sztochasztikus regresszorokra? A torzi-
tatlansdg teljestil iid minta esetén, mivel ehhez az E(e | X) = 0, feltételnek kell
fenndllnia, ami teljesiil a feltételes varhato érték fiiggvényre.

Igaz marad a konzisztencia:

p Jim bl =B,

61



Ervényes a Gauss-Markov Tétel. (Barmilyen X-re teljesiil a hatdsossag,
tehdt varhaté értékben is.)

A t és F tesztek X feltétel mellett érvényesek, illetve akkor feltétel nélkiil is,
ha az € egyiittes eloszldsa normalis.

A b aszimptotikus variancia és kovariancia méatrixa:

V(b B) ~ asyN (0, E(ex) B (xex'e?) E(xex') 1),

vagyis a /n(b2* —3) valésziniiségi valtozék sorozata konvergal egy 0 varhaté
érteékii vektor normélis eloszlashoz, amelynek a kovariancia matrixa o2 E(xx’) ~1)-
re egyszeriisodik, ha var(e | X) = 02 minden X-re (homoszkedaszticitds) tel-
jestil.

A kihagyott valtozé probléma Legyenek

y = pix1+ Poxate
T2 = YT1+ €y
két projekcié. Ekkor
y = Bzt By(yrr+ey) fe

= (By + Bav)x1 + Paey + €

Mivel E(z1€ey) = E(z1€) = 0 a projekcié definiciéja miatt, ezért E(z1(vey +
€)) =0, és

Y= Blsxl + €

szintén projekcié, ahol e, = Byey + €, €s By, = 51 + By
Ez a formula igaz a megfeleld becsiilt OLS egyiitthatokra is. Tekintsiink egy
kétvaltozés regresszidt:

Yi = B1x1i + Boxai + €,

ahol feltessziik, hogy itt a feltételes vdarhaté érték fiiggvény és a projekcié
gybeesik.
Ekkor

XX — > Zmuxzi.
Zwuxm in

=[5, X [Eoe]
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bl Z xll Z .%'22 [Z Ta; Z T1iYi — Z T1;T2; Z x21y1i|

b [ 7 191 121 2 Z:|
2 = th me Z% szy Zﬂhxz ley

Tekintsiik a

Yi = B1sT1i + €si
regressziot, ahol "kihagyjuk" zo-t. Ekkor

Z T13Yi
Z a3 '

bls =

Tekintsiik most a

Toi = YT1i + €yi

regressziot (projekciot). Nyilvan

E T1i224
S
E )

’Y:

A fentiekbdl kiszamolhatd, hogy

bis = b1 + vba.

Vagyis a teljes hatdst (b1s) megkaphatjuk a "sajdt hatds" (a b; paraméter)
és a "kozvetett hatds" vby Osszegeként. Ezt az sllitdst dltaldnosithatjuk.

A regressziés modell particionalt formaban

y=X,8,+X28,+€

r=po %3]+

ahol Xy nxky es és Xo nx(k — ki)-es
A normalegyenleteket is irjuk fel particionalt alakban:

Xy _ XiX; XiX; by
Xhy X5X1 X5Xe by

Beldthato, hogy

b= (X)X1) "X (y — X,ba).
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Vezessiik be a

1= (X(Xy) Xy

jelolést. Ekkor
by = b — (X[ X,) ' X} Xyb,.

(Ezt szokds "kihagyott véltozé formuldnak" is nevezni.)

Vagyis az els6 véltozécsoporthoz tartozé paraméterek értékét megkapjuk,
ha vessziik a paraméterek értékét egy "rovid regressziéban" (ahol csak az X,
valtozok a regresszorok), és ezekbél kivonjuk a "kihagyott valtozok" (az Xo
valtozok) hatdsat (bs) szorozva a bennhagyott vdltozok hatdsdval a kihagyott
valtozokra (ezek is regressziés paraméterek).

Léthato, hogy amennyiben a két véltoz6 csoport korreldlatlan (XX = 0),
akkor a rovid és a teljes becslésbdl szarmazé paraméterek megegyeznek

Legyen

M;=1- X, (X,X,) "X}
Ekkor az

X! = MX,
y' = My

vektorok az eltérés (regressziés reziduum) vektorok.
Beldthatd, hogy

b= (X, X}) ' XYy

Szavakban: a 2-es véltozécsoport regresszids koefficienseit megkapjuk, ha

(1) Keészitiink egy regresszids becslést az 1-es vdltozékkal, mint regress-
zorokkal a 2-s véltozok mindegyikére, és ezeknek a regresszioknak meghatédroz-
zuk a reziduumait.

(2) Keészitiink egy regresszids becslést az 1-es valtozokkal, mint regress-
zorokkal az y-ra, és ennek a regressziénak meghatarozzuk a reziduumait.

(2) Ezutdn szamolunk egy regressziét, ahol a baloldalon az y reziduumai, a
jobboldalon pedig a 2-es viltoz6 csoport reziduumai vannak.

Igazolhaté, hogy

bo= (X,'X}) ' X3y,

vagyis az y! regressziés reziduum helyett hasznslhatjuk az eredeti y vektort
is.

Ebbdl az dllitdasbdl kovetkezik, hogy amennyiben a 2-es csoportba csak valamely
x; tartozik, akkor

b — empeov(T_;,y—;) _ empcov(x_;,y)
! empuar(z_;) empuar(z_;)
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ahol

L/Cj = M,lxl

y_1 M_y

T
[

ahol M_; az x; elagydsa utdni projekciés matrix.

Ezeket a kovariancidkat és variancidkat empirikus parcialis (ko)variancidnak
nevezziik, és a megfelelé korreldcids egyiitthatét empirikus parcidlis korrela-
ciénak. (Vigydzat: a két vdltozo kozotti parcidlis kapcsolat fligg attol, hogy
milyen hatdsokat "szfiriink ki".) Vildgos, hogy a parciélis korrelacié megegyezik
a szokdsos korrelacioval, ha a sziiré véltozékkal nincs korreldcié.

Példa:
Yy = bixy +bawo
@ = by
Us = bim
b = b1+ biabo

Torzitas kihagyott valtoz6é miatt Lasd a kihagyott valtoz6 formuldt
fent:

b= (X X1) "' X} (y — X,by).
Ebbdl
i=Dbi1+Bisbs
ahol

—1
1= (X(Xy) Xy

By = (X)X,) "X, X,.

Ha a valtozok kihagyésa specifikdcids hiba, vagyis nem ilyen alaki a feltételes
varhaté érték fiiggvény, akkor az OLS "torzit", mivel

E(b,) # E(b}),

kivéve, ha X|Xy= 0. Torzitasrdl itt akkor beszélhetiink, ha a "hosszd"
regresszié paramétereire vagyunk kivdncsiak. A bj becslés torzitott lesz ezekre
nézve.

65



Specifikiaciés hiba Gyakran abban az értelemben hasznéljak a specifikd-
ci6és hiba kifejezést, hogy valamilyen "érdekes" paraméter helyett egy "nem-
érdekes" paraméter konzisztens becslését kapjuk OLS-sel. Példdul valaki a
hosszu regresszié paramétereit szeretné megkapni, de a révid regressziébél més
parameéterre kap konzisztens becslést. Ilyenkor is gyakran "specifikéciés hibarél"
beszélnek. Specifikdcids hibdnak tekintik gyakran azt is, amikor a modellben
olyan regresszor van, amely paramétere a feltételes varhaté érték fiiggvényben
0.

A specifikdcié analizis egy alapvetd eszkoze a Ramsey-féle RESET teszt, ami
egy olyan Wald F teszt, ahol az eredeti regressziét tekintjiik korldtozott modell-
nek, és az dltaldnos modell tartalmazza a korlatozott modell becsiilt értékeinek
(mésodik, harmadik és negyedik) hatvdnyait, mint regresszorokat. Vagyis a
tesztstatisztika itt:

ESSR — ESSU n — <3+ K)
ESSy 3 ’
mivel a regressziéba bevont 1j regresszorok szdama 3. A teszt arra lehet
alkalmas, hogy a nullhipotézis elvetése jelzi, hogy a specifikdcié rossz, 4m nem
ad dtmutatdst arra, hogy mi a j6 specifikacié.

Folosleges valtozék Ismét tekintsiik a kihagyott valtozé formuldt. Ebbol
levezethetd, hogy

Var(b}) = o?(X/X;) "

Var(b,) = o%(X,MyX;) .
Amibdl

Var(b$)™' — Var(b,) ™" = 0*(X|NyX;)
pozitiv definit, ahol

N, = X (X,X,) 'X)
M, = I-N..
Vagyis a "rovid" regresszié kovariancia métrixa mindig "kisebb", mint a

"hosszi" regresszié kovariancia matrixa. Tehdt folosleges valtozé bevétele azért
probléma, mert rontja a becslés hatdsossdgat.

5.8 Hadarom altalanos tesztelési elv

A linedris regressziés modellben a normalitds feltétele mellett lattuk hogyan
mitkodnek az F és t tesztek. Létezik harom &ltaldnos tesztelési elv, amely
alapjdn nagy mintds (aszimptotikus) teszteket készithetiink paraméter restrik-
cidkra dltaldnosabb feltételek mellett is.
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Ehhez vezessiik be a Fisher-féle infomacié fogalmaét.

F(t) = [B(Ga0)

az ugynevezett Fisher-féle informédciés matrix.
Példdul a normalis linedris regressziés modellben a likelihood fiiggvény
n
Z(yi - X}B)?

Ly, X;b,s?) = 07"(2m) " % exp(— = ),

202
tehét a log-likelihood fiiggvény:
1 2
InL=-nlno—nln(v2r) — %57 Z(yZ - X!B)*.
Ha b = by, akkor
X'X
F(b) = B(" 5.

és

cov(asy(by,)) = F(b) .

Tekintsiik most az dltalénos (nem feltétleniil linedris) paraméter restrikcids
problémat, ahol a korlatozé feltétel:

R(8) =r.

Itt R egy J komponensti fiiggvény, tehat r egy J elemii vektor.
Legyen

R,

"= 55

]

5.8.1 LR, mint tesztelési elv

A korlédtozott és korlatozatlan becslés tdvolsdgat mérjiik a loglikelihood fiiggvény
kiilonbségének kétszeresében.

§1r = —2(log L(by) — log L(br))

5.8.2 'Wald, mint tesztelési elv

A korlatozott és korlatozatlan becslés tdavolsagat mérjiik a paramétervektorok
tavolsdgdban.

§w = (R(bu) = ) Ry, Fy, By, (R(bu) — 1),
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5.8.3 LM, mint tesztelési elv

A korlatozott és korlatozatlan becslés tavolsdgdt mérjiik a loglikelihood fiiggvény
derivaltjainak 0-t6l vett tdvolsdgdban. ("Score" tesztnek is szokds nevezni az
LM tesztet.) A korldtozott becslésre igaz, hogy

Odlog L

2 _RRA=
dbg rA=0
Az LM teszt statisztika
_ dlogL,, ;. 0logL
/ 1 1
o = A RRFbR R}a)‘ = [ dbp ]/ br [ obg ]

1. Ez a harom tesztstatisztika aszimptotikusan ekvivalens és X% eloszléds.

Bizonyitas helyett érjiik be egyfajta magyardzattal.

Legyen dltaldban egy F' : R™ — R differencidlhaté fiiggvény, és AF, = 0.
Ekkor

Flz1) — F(z,) = %(xl — 2o) Hr,, (21 — z0).

ahol H az F Hesse-matrixa. Kovetkezésképpen

2(F(21) = F(,)) = (21 — 0) HF,, (21 — o).

Ez "indokolja" az LR és W statisztikdk aszimptotikus ekvivalencidjit, ha F-
et a loglikelihood fiiggvénnyel helyettesitjiik, 2o a (korldtozatlan) ML becslés,
és x1 a korldtozott ML becslés.

Miésrészrol

AF,, — AF,, = Hp, (z1— )

2

1 1
—HF:I Ale = Hﬁﬁ (331 — .730)
AFIIlH};:l Ale = (1171 — LIZ())/HFn (IL‘l — 170),
ami "indokolja" azt, hogy az LM asziptotikusan ekvivalens a masik kett&vel.
2. A &y-b6l a szabadsdgfokokkal igazitva kapjuk a szokdsos (Wald) F tesztet.
3. & megkaphaté abbdl a segédregressziobdl, ahol a célvaltozé a korlato-

zott modell reziduum vektora, és a regresszorok az altaldnos modell regresszorai.
Ha R? a segédregressziobdl szamitott determindciés egyiitthatd, akkor

Som = nRi.

4. Beldthato, hogy a tobbszoros linedris regresszié specidlis esetében, amikor
a 3 paramétervektorra vonatkozo linedris restrikcidkat teszteliink:
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ESSk

LR = nlOg(ESSU)
_ ESSr — ESSy

Sw = "TEgg,
ESSr — ESSy
Som = n—ESSR

Ebbél a kovetkezd nagysdgrendi sorrend adédik:
Eom < €r < &w-

5.9 Gyakorlatok R-ben
5.9.1 Irjuk meg sajat OLS becslésiinket

#A kovetkezd programrész létrehoz egy 2000 elemii mesterséges mintdt, ami
négy valtozét tartalmaz.
n = 2000
x1 = rnorm(n,164,10)
x2= rnorm(n,0,10)
x3=rf(n,5,20)
y = x142*x2-10*x3+ rnorm(n,0,4)
adatok = data.frame(x1,x2,x3,y)
# a regresszorok maétrixa
X = cbind(1, adatok$x1,adatok$x2,adatok$x3)
# az X métrixa transzpondldsa
XT=t(X)
# a transzpondlt és az eredeti méatrix szorzdsa (%*%= matrix szorzds)
XTX=XT%*%X
# az OLS egyyiitthatok elédllitdsa (solve= invertélds)
(b=solve(XTX)%*%XT%*%y)
# a reziduum vektor elédllitdasa
u=y-X%*%b
# a reziduumok négyzetosszegének kiszamoldsa
(ssr=sum(u*u))
# a regresszi6 standard hibéaja
(s=sqrt(ssr/(n-4)))
# az OLS egyiitthatok kovariancia matrixdnak becslése
(cov=s*s* solve(XTX))
# a kovariancia matrix diagondlisa: a variancidk vektora
(std=sqrt(diag(cov)))
# a szokdsos t-statisztikdk
(t=Db/std)
# A modell OLS becslése R utasitédssal
ols=lm(y ~adatok$xl+adatok$x2+adatok$x3)
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summary (ols)

# az egyiitthat6 becslések tsszevetése
b-ols$coeff

# a kovariancia matrix becslések Osszevetése
cov-vcov(ols)

# a standard hiba becslések 6sszevetése
s-summary (ols)$sigma

# a t-statisztikdk osszevetése

t-summary (ols)$coeff [,3]

5.9.2 OLS az R-ben

library (MASS)
attach (Boston)
# két valtozé egyiittes dbrdja
plot(Istat, medv)
# egy egyszeril regresszio
olsO=Im(medv~Istat)
summary (ols0)
# néhdny tobbvaltozos regresszié
(ols1=lm(medv~Istat+age))
(ols2 =lm(medv~.,data=Boston))
ols3=Im(medv ™ .-age,data=Boston )
summary (ols)
# Ertelmezziik ezt az outputot!
Call:
Im(formula = y ~adatok$x1l + adatok$x2 + adatok$x3)
Residuals:
Min 1Q  Median 3Q Max
-13.673 -2.730 -0.025 2.837 16.009
Coeflicients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 1.067382 1.471864 0.725  0.468
adatok$x1 0.992008 0.008907 111.378 <2e-16 ***
adatok$x2 1.998966 0.008926 223.943 <2e-16 ***
adatok$x3 -9.780029 0.105554 -92.654 <2e-16 ***
Signif. codes: 0 “*** 0.001 “**’ 0.01 “*’ 0.05 ‘> 0.1 *’ 1
Residual standard error: 3.997 on 1996 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9728, Adjusted R-squared: 0.9728
F-statistic: 2.379e+04 on 3 and 1996 DF, p-value: < 2.2e-16

# Konfidencia intervallum szamitésa
confint (ols3)
# mi mit jelent az outputban?

2.5 % 97.5 %
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(Intercept) 26.45557192 46.418281372

crim -0.17251263 -0.043498576
zZn 0.01958627 0.073081052
indus -0.10014145 0.141265800
chas 1.00009928 4.377953122
nox -24.94259876 -10.484480962
rm 3.01181752 4.616969603
dis -1.85312219 -1.104100922
rad 0.17593586 0.435636023
tax -0.01970656 -0.004950825
ptratio -1.20821163 -0.696210713
black 0.00405936 0.014581947
Istat -0.61742541 -0.430278274

5.9.3 Konfidencia régié, modellek 6sszehasonlitdsa, tesztek tobb paraméterre

library (MASS)

attach (Boston)

olsl=lm(medv~dis+rad+tax)

summary (olsl)

# F konfidencia tartomény: azt kérdezziik, hogy a becsiilt paramétervektor
1,01-szerese benne van-e a 95 %-os konfidencia tartomanyban

vecov(olsl)

coef(ols1)

bettest=1.01*coef(ols1)

fconf=(t(coef(olsl))-t(bettest))%*%solve(vcov(olsl)) %* % (coef(olsl)-bettest)*(1/ols1$rank)

fconf-qf(0.95,0ls1$rank, ols1$df)

Feladat: Igaz-e, hogy a kovetkezd paramétervektor benne van a 10 %-os
konfidencia intervallumban?

Konstans: ugyanaz, mint az OLS

Dis egyiitthatdja: 5%-nal nagyobb, mint az OLS egyiitthatoé

Rad: egyiitthatdja 99 %-a az OLS egyiitthaténak

Tax: egyiitthatdja ugyanaz, mint az OLS egyiitthaté

bettest1=c(coef(ols1)[1],coef(0ls1)[2]*1.05, coef(ols1)[3]*0.99, coef(olsl)[4])

# Egy ANOVA tédbla két modell tsszevetésére

(ols2 =lm(medv~.,data=Boston))

ols3=Ilm(medv ™ .-age,data=Boston )

anova(ols2,0ls3)

#Ertelmezze az outputot!

Analysis of Variance Table

Model 1: medv “crim + zn + indus + chas + nox + rm + age + dis + rad

tax + ptratio + black + Istat
Model 2: medv ~(crim + zn + indus + chas 4+ nox + rm + age + dis + rad
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tax + ptratio 4+ black + Istat) - age

Res.Df RSS Df SumofSq F Pr(>F)
1 492 11079

2 493 11079 -1 0.061834 0.0027 0.9582

# Elegéns F préba az Rb=r nullhipotézisre

Nullhipotézis:

25*b2-b3=0, b2-b4=0

r0=c(0,0)

r=as.matrix(r0)

R=rbind(x=c(0,25,-1,0),y=c(0,1,0,-1))

covmat=R%*%vcov(ols1)%*%t(R) # a korldtozott kovariancia matrix kisz4-
moldsa

(ftest=t(R%*%coef(ols1)-1)%*%solve(covmat) %* % (R%*%coef(ols1)-r)*(1/length(r0)))
# a tesztstatisztika kiszamoldsa

# Miért nem jelenik meg a formuldban az n?

ftest-qf(0.95, length(r0),0ls1$df) # ha negativ, akkor a nullhipotézist elfo-
gadjuk

Hatdrozza meg a p-értéket!

(pval=1-pf(ftest, length(r0),0ls1$df))

Tesztelje csak azt a hipotézist, hogy dis és tax egyiitthatéja ugyanaz!

# Atparametrizélt F teszt ugyanarra a nullhipotézisre

# a nullhipotézisbol:

b2=b4

b3=25%*b2

Az 14j egyenlet:

y=b1l+b4*x2425*b4*x3+bd*x4+¢)

y=bl+b4(x2*25*x34+x4)+e

Uj valtozo:

7z=x2+25*x3+x4

z=dis+25*rad+tax

Az 1j tesztegyenlet:

ols2=Im(medv~z)

anova (ols2,0ls1)

Analysis of Variance Table

Model 1: medv ~z

Model 2: medv ~dis + rad + tax

Res.Df RSS Df SumofSq F Pr(>F)

1504 34855

2502 32838 2 2017.4 15.42 3.167e-07 ***

Signif. codes: 0 “*** 0.001 “**’ 0.01 “*’ 0.05 ‘> 0.1 *’ 1

# Hasonlitsa 0ssze az eredményt az el6z6 probaval!

# Kozvetett t préba

# most csak a b2=b4 hipotézist teszteljiik

Az 1j egyenlet:
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y=bl+b4*x2+b3*x3+b4*x4+e
y=bl+bd*(x2+x4)*b3*x3+e)
Az 1dj véltozo:
z1=x2+x4
y=bl+b4*z1+b3*x3+e
zl=dis+tax
Az 1j tesztegyenlet:
ols3=lm(medv~zl+rad) # a korldtozott modell becslése
summary(ols3) # elfogadjuk a nullhipotézist?
Call:
Im(formula = medv ~z1 + rad)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-13.572 -4.884 -1.963 3.283 33.387
Coefficients:

Estimate  Std. Error t value Pr(>[t|)
(Intercept) 35.876740 1.376785 26.058 < 2e-16 ***
A -0.038765 0.005182 -7.480 3.33e-13 ***
rad 0.275235 0.099640 2.762 0.00595 **
Signif. codes: 0 “***’ 0.001 “**’ 0.01 ** 0.05 ‘> 0.1 ‘" 1
Residual standard error: 8.08 on 503 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2312, Adjusted R-squared: 0.2281
F-statistic: 75.62 on 2 and 503 DF, p-value: < 2.2e-16
# Az el6z6 proba proba F-teszttel
olsd=lm(medv~zl+rad)
anova(olsl,ols4)
# Megegyezik az eredmény? Igaz-e, hogy t*t=F? Ugyanazok a p-értékek?
# Kozvetlen t-préba
# most a b3=25%b2 hipotézist teszteljiik
(tteszt=(coef(ols1)[[3]]-25*coef(ols1)[[2]]) /sart(vcov(olsl)[[3,3]]+25*25%vcov(olsl)[[2,2]]-

2*25*vcov(ols1)[[2,3]]))

# a t statisztika kiszdmitdsa
abs(tteszt)-qt(0.975,df=0ls1$df)
# ha ez negativ, akkor a nullhipotézist elfogadjuk 5 %-os szinten
Szamitsa ki a p-értéket!
Szamitsa ki a b2=b4 nullhipotézisre is a kozvetlen t-tesztet!
(pvalue=2*(1-(pt(abs(tteszt),502))))
(pvalue=2*(pt(-abs(tteszt),502)) )

# Ellenérizziik, hogy a kozvetett t préba ugyanezt az eredményt adné-e!
d= b3-25*b2

b3=d+25%*b2

y=bl+b2*x2+4(d+25*b2)*x3+bd*x4+e
y=bl+b2*(x24+25*x3)+d*x3+bd*x4+e

z2=x2+25*x3
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y=bl+b2*2z2+d*x3+b4*x4+e
z2=dis+25*rad
ols5=lm(medv~z2+rad+tax)

summary(ols5) # d a rad egyiitthatéja
Ugyanaz, mint a kozvetlen t-préba p-értéke?

5.9.4 Az OLS becslés diagnosztikai

# Studentizalt reiziduumok és outlier-ek
require(MASS)
stres=studres(ols3)
plot (stres) #Mit tekinthetiink outlier-nek?

#High-leverage megfigyelések

lm.influence(ols1)

plot(hatvalues (ols1))

which.max (hatvalues (olsl)) # a legnagyobb hatdsi megfigyelés

#Normalitds tesztek

qqnorm(ols3$residuals) # a kvantilis - kvantilis dbra

require(tseries)

jarque.bera.test(ols3%residuals) # A nullhipotézis a hibatagok normalitdsa,
mikor fogadjuk el?

# Modellvélasztds informéciés krltériummal
AIC(ols1,0183) # Akaike
BIC(ols1,0ls83) # bayes-i
# Melyik a jobb modell?

#Specifikdcios tesztek

require(lmtest)

resettest (olsd) # A Ramsey-féle RESET teszt. MIkor fogadjuk el a speci-
fikaciét, ami a nullhipotézis?

ols3=Ilm(medv ™ .-rad,data=Boston )

encomptest (0l4,016) # Melyik modellt fogadjuk el?

# Elorejelzési és konfidencia intervallumok

predict(ols,interval="predict") # a mintaadatok el6rejelzési intervallumai

predict(ols,interval="confidence") # a mintaadatok konfidencia intervallumai

# Mi a kiilonbség a két intervallum kozott?

uj=data.frame(Catholic=0.5,Education=0.2, Agriculture=0.1) # egy 1j elére-
jelzéshez "prediktorok"

predict(ols,interval="predict",newdata=uj) # 1j adatokhoz predikciés in-
tervallum

predict(ols,interval="con.dence" ,newdata=uj) #1j adatokhoz konfidencia (4t-
lagos elérejelzési) intervallum
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5.9.5 Kihagyott vdltozé formula

Lassuk be tapasztalatilag, hogy példdul "Examination " egyiitthatdja a "hosszd"
regressziéban megkaphaté a kihagyott vdltozé formuldbdl ("Education" a ki-
hagyott valtozd)!

attach(swiss)

ols=Im(Fertility "Education+Examination+Agriculture)

coef(ols)[3] # Examination egyiitthatdja a hosszi regressziéban

coef(ols)[2] # Education regresszidja a hosszui regressziéoban

olsmined=lm(Fertility ”Examination+Agriculture) # a rovid regresszié

coef(olsmined)[2] # Examination egyiitthatéja a rovid regressziéban

olsed=Im(Education”Examination+Agriculture) # a kihagyott valtozét "mag-
yardzé" regresszio

coef(olsed)[2] # Examination egyiitthat6ja a kihagyott valtozét "magyardzo"
regressziéban

coef(olsmined)[2]- coef(ols)[3]- coef(ols)[2]* coef(olsed)[2] # 0-nak kell lennie

Szamolja ki ugyanezt "Agriculture" egyiitthatdjdval is!

LM, LR és Wald-tesztek attach(swiss)

#A Lagrange-multiplikdtor vagy score teszt

olh=Ilm(Fertility “Examination+Education+Catholic+Agriculture)

olr=Ilm(Fertility “Examination-+Education)

an=anova(olr,olh) # az anova output megadja a sziikséges reziduélis né-
gyzetosszegeket

sc=as.matrix(an$RSS) # ezeket matrixként definidljuk

(scoretest=47*(sc[1,1]-sc[2,1])/sc[1,1]) # kiszdmitjuk az LM statisztikdt

# LM maésodszor

olaux=Ilm(olr$residuals “Examination + Education + Catholic + Agricu-
lure) # kisegitd regresszi6

(Imutest=47*summary (olaux)$r.squared) # a kisegitd regresszié R-négyzete
értékébol szamoljuk az LM statisztikat.

# Van kiilonbség?

#LR teszt
(Iratio=47*(log(sc[1,1])-log(sc[2,1]))) # az LR érték
Irtest(olh,olr) # ugyanez a "lmtest" package utasftdsdval

#Wald teszt

(wchi=47*(sc[1,1]-sc[2,1]) /sc[2,1]) # Wald khi-négyzet teszt

# Mit tapasztal a hdrom tesztstatisztika egymédshoz viszonizott értékeir6l?
# a khi2 érték

qchisq(0.95,2)

waldtest(olr,olh) # Wald-teszt az "lmtest"-ben

anova(olr,olh) # mit tapasztal?
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6 Heteroszkedaszticitas

A homoszkedaszticitasi feltevés:

B | X) =o?,

minden i-re nem kovetkezik a feltételes varhaté érték létezésébdl, hanem "ex-
tra" feltevés. Az OLS becslés milyen tulajdonsdgai maradnak igazak, ha nincs
homoszkedaszticitds?

Allitas: A torzitatlansig és konzisztencia megmarad, viszont az
OLS paraméter becslés nem hatdsos. Bizonyitds: Az OLS becslés torzi-
tatlansdga és konzisztencidja bizonyitdsanédl nem hasznaljuk ki a homoszkedasztic-
itdsi feltételt.

A hatdsossdg hianydt megérthetjiik, ha a normalitdsi feltevés mellett tekin-
tjiikk a regressziés modell ML becslését nem homoszkedasztikus hibakkal. .

Ekkor a loglikelihood fiiggvény:

n

. _ X!
In L = —nlndet(diag (0;)) — nln(v2m) — %Z(M)a
— o3

illetve az ebbdl levezetett normalegyenletek:

Zi'ij( l:; ) = O,VJ,] = 1""k’
i=1 v

n k
Z@(&_Zﬂlﬂ) = 0,Y5,j=1,..k.
| o; 0; = g;

Matrix alakban felirva

X'((y —XB) (01,...00) ") = 0.

Ha o; = o (homoszkedaszticitds), akkor a megoldds nyilvén fiiggetlen o-
tél. Egyébként pedig tgy kapjuk meg, mintha az eredeti megfigyeléseket a
megfelel o;-vel osztva "d4j" megfigyeléseket tennénk, és ezekre szdmolnank ki a
normalegyenletek megolddsét.

A heteroszkedaszticitds nem tiinik nagyon stlyos probléménak az OLS bec-
slés mindsége szempontjibdl. Viszont komolyabb probléma, hogy az OLS bec-
slésboél szamitott tesztek inkonzisztensek lesznek. Ugyanis:

Allitas: Torzitott és inkonzisztens az OLS becsldfiiggvény kovari-
ancia matrixdnak szokdsos becslése, s2X'X) "', Az OLS becslés kovari-
ancia métrixa:
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var(b?"%) = B(X'X) ' X'e) (¢ X(X'X)™1)).

Az E(X'e€’X) =02 E(X'X) egyszerfisités nem igaz heteroszkedaszticitds es-
etén. A variancia-kovariancia métrix becsléséhez meg kell becsiilni a F(X’ee’X)
negyedik momentum maétrixot. (Az iid esetben az e€’ diagonalis.)

Legyen

u=y— XbOLS

ekkor a negyedik momentum métrix becslése:

’
E xixiu?
_ i

n

S

Igy a heteroszkedaszticitassal korrigalt kovariancia métrix becslése:

var(OL%) = (X' X)1s(X'X) .

Ennek diagondlis elemeit lehet haszndlni a ¢ statisztikik mostmar korrekt
meghatérozasdhoz.

Tehat az OLS becslést lehet hasznélni teszteléshez is, csak a hatdsossdg
marad megoldatlan probléma.

6.1 Heteroszkedaszticitasi tesztek

6.1.1 F teszt

Legyen két kiilonb6z6 variancigji, 4&m azonos varhaté értéki fiiggetlen normélis
sokasag (A és B).
Ekkor

2

2 ~ XnA—la
2

2 ~ XnB —1-

Az 0% = 0% nullhipotézis fenndlldsa esetén:

2
sanp —1

2 ~Y
spna—1

na—l,np—1-

A szamlalé és a nevezd természetesen megfordithaté. Regresszids esetben
ennek dltaldnositdsa a Goldfeld-Quandt teszt.
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6.1.2 LM tesztek

A nullhipotézis a homoszkedaszticitds. A nullhipotézist akkor utasitjuk el, ha
taldlunk olyan véltozdkat, amelyek szignifikdnsan "magyardzzak" a maradék-
tagot. Kell tehat egy specifikus feltevés a varianciarol.

Lépések:

1. OLS becslés a paraméterekre.

2. Reziduumok eldallités.

u=y— XbOLS,
3. Varianciat "magyardzo" segédregresszio.
Példaul a
0f = a+BipZri+ .+ BpnZpi

specifikus feltevésnek megfelel®

’U’? =a+ 61421+ -+ BppZpi +1;

segédregressziot becsiilhetjiik.

4. A segédregresszié nR2-ének kiszamoldsa, ami aszimptotikusan x%, ahol
P + 1 a segédregressziéban becsiilt paraméterek szdma.

Itt is kiilonboz6 tesztstatisztikdk szamithatok ugyanabbdl a regressziébol!
Meg kell kiilonboztetni a tesztstatisztikak eloszldsat (pl. t, F, vagy x? préba)
a tesztelési elvektol (pl. Wald, LM, LR). A hdrom utébbi elv haszndlata asz-
imptotikusan biztosan x? tesztstatisztikihoz vezet, és nem fiigg a "kisminta"
normalitdsdtol.

6.2 Becslési mdédszerek heteroszkedaszticitas esetén
6.2.1 Az altaldnositott legkisebb négyzetek mdédszere (GLS)

A fenntartott regresszids feltevések:

y=XB+e

E(e|X) =0.
A homoszkedaszticitéasi feltevés
E(e€' | X) = 0?1,
ahol I nxn-es matrix, most nem teljesiil. Heteroszkedaszticitds esetén:
E(e€' | X) = diag (07, ..07,...05) .

ahol o? fiigghet az X-tél.
Tegyiik fel, hogy
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E(e€' | X) = Q,

ami dltaldnosabb, mint a heteroszkedaszticitds esete, ahol

1 = diag <0%, .07, .07 > .

n

Ekkor legyen a transzformalt hiba vektor
=0 3 (y - XB).

(Ez mindig létezik, mivel létezik a Q:0: = Q felbontds pozitiv definit
matrixokndl.)
Nyilvédnvaléan

E(ee”) = (Q 2e)(¢Q 7)) =1

Tekintsiik a transzform4lt

Q 7ty =0 iXB+Q de
y* — X.*,6+6*

modellt. Ez homoszkedasztikus és OLS becslése:

b= (X' X)) (X' ly)

torzitatlan, konzisztens, és hatdsos becslése B-nak.
Tovabba igaz, hogy

var(b®H%) = (X'Q1X)7 1.
Tiszta heteroszkedaszticitds esetén 2 diagondlis métrix, és ennek megfelel6en
az inverze is. A GLS becslés ugy interpretdlhaté, hogy minden megfigyelést a
szorasanak reciprokaval silyozunk, majd az igy transzformalt valtozokra irjuk
fel az OLS-t. (Stlyozott legkisebb négyzetek.)
6.2.2 Megvalésithaté GLS

Mivel €2 nem ismert, sziikség van egy konzisztens Q becslésére. Ha ilyennel
rendelkeziink, akkor a megvalésithaté GLS becslés:

bFELS= (X'Q-1X) 7 (X'Q1y).

Mint azt a tesztelésnél is tettiik, feltehetjiik 2 diagondlis elemeire, hogy :

ol = f(Zy).



ahol Z; valamilyen "varianclat magyardzé" vektora, amely védltozok nem
feltétleniil jelennek meg a regresszié magyardzé valtozoi kozott. Az ismeretlen
o?-ekre vonatkozé becsléseket ugyanigy végezziik el, mint a tesztelésnél, ahol
az OLS reziduumok négyzetét (u?), tekintjiik a variancidk "megfigyelésének".

Ezutdn a megvaldsithaté silyozott LS-t alkalmazhatjuk az u? kozelitd értékek
négyzetgyokének reciprokdval, mint silyokkal.

6.3 Gyakorlatok R-ben

6.3.1 Heteroszkedaszticitas: észlelés és tesztelés

require (Imtest)
# Generdljunk véltozdkat
x1=rnorm(100,1,1)
x2=1.01*x14rnorm(100,0,1)
exl=exp(x1)
ex2=exp(x2)
par(mfrow=c(2,2))
plot (ex1,ex2)
# a kovetkez6 regresszié rosszul specifikilt
ole=lm(ex27ex1)
plot (ole$residuals)
plot (x1,x2)
# kovetkezd regresszié viszint jol specifikalt
oll=lm(x27x1)
plot (oll$residuals)
# A Breusch-Pagan teszt
bptest(ole)
bptest(oll)
#Melyik specifikdciot fogadjuk el?
# A White-teszt
bptest(ole, "ex1+I(ex1"2))
bptest(oll,"x1+I(x1"°2))
#Melyik specifikiciot fogadjuk el?

6.3.2 Heteroszkedaszticitas konzisztens kovariancia matrix

require (sandwich)
vcov(ole) # a szokdsos kovariancia matrix
vcovHC(ole) # a heteroszkedaszticitds-konzisztens kovariancia matrix
veov(oll)
vecovHC(oll)
#Hol 14t kiilonbséget?
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Heteroszkedaszticitds és becslés require (MASS)

# 1. feltevés: a variancidk az ex] négyzetével ardnyosak

ex12=ex1"2

Weight=diag(sqrt(ex12))

olehs=lm.gls(ex2 ex1,W=Weight,inverse=T) # 1. becslés

olew=lm(ex2~ex1,weights=1/sqrt(ex12)) # 2. becslés

coef(olehs) #hasonlitsuk 6ssze a koefficienseket

coef(olew)

coef(ole)

summary (olew)

summary(ole)

#Melyik a jobb modell?

AIC(ole,olew)

# Figyelem: a "jobb" modell sem jél specifikdlt!

# feltevés: a White-tesztnek megfeleld modell frja le a variancidkat a jol
specifikdlt regressziéban

olw=Im(resid(oll) "x1+1(x1"2))

weightw=olw$.tted.values

ollw=Im(x2 " x1,weights=1/sqrt(weightw))

summary (oll)

summary (ollw)

#Hasonlitsuk Ossze a két becslést!
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7 Instrumentalis valtozdk

7.1 Az IV (instrumentdlis vdltozék) mdédszer dltalaban

Tegyiik fel, hogy fennill egy

y=pBx+¢

osszefiiggés, ahol E(xe) # 0. Szeretnénk B-t megbecsiilni, azaz 3 az érdekes
paraméter. A feltevésbdl nyilvanvals, hogy itt nem az E(y | x) feltételes
varhaté érték fiiggvényérdl van szé, hanem valami olyasmirdl, amit gyakran
strukturdlis osszefiiggésnek neveznek (pl. egy keresleti fiiggvény).

Ekkor

B # BE(xx)'E(yx).
Viszont tegyiik fel, hogy létezik egy z valdsziniiségi vektor, amely ugyanannyi
clemfi, mint x, E(ze) = 0,és E(xz') nemszingularis. Tehdt
E(yz') = BE(xz),
vagyis
B = E(x7) "E(yz).

Ez az elméleti osszefiiggés. Az ennek megfeleld becslofiiggvény:

b= (Z'X) 2"y

Z'X

és beldthato, hogy b konzisztens becslése B-nak dltaldnos feltételek (plim m

nemszinguldris, pliszZ pozitiv definit, plimZT/E = 0.) mellett.

A z vektor elemeit instrumentumoknak nevezziik, és a becslést instrumen-
télis vdltozo (IV) becslésnek. Az IV becslés problémédja, hogy sok instrumentum
létezhet, amik hatdrértékben ugyanazt a becslést adhatjdk, de vannak koztiik
hatékonyak és kevésbé hatékonyak.

7.1.1 Indirekt legkisebb négyzetek (IOLS)

Tekintsiik az x vektor regressziéjat z-re és az y regressziéjat z-re.
Ekkor

B..=(Z'2)7'Z'X

és

b,.= (2'2)"'Zy.
Latszik, hogy
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b"=B, b

Y,25

vagyis az IV becslést megkaphatjuk indirekt médon a két OLS becslésbdl is.

7.1.2 A kétfokozatu legkisebb négyzetek (2SLS)

Legyen most z nagyobb elemszamu, mint x. Tekintsiik x vetitését z-re:

X=B,.Z.

Ekkor X ugyantgy tekinthetd instrumentumnak, mint z, és készithetiink vele,
mint instrumentummal, egy IV becslést. A

b2sls: ()?IX)*lj(\v/y

konzisztens becslofiiggvény.
Mivel

(X'X) = XZZ7Z)'Z72(Z2)'2'X =
X'7Z(Z'72)'Z7X = (X'X)
ezért
b2$l5: ()?/A)?)—l)?/y.

Ezért szokds ezt a becslést kétfokozatd OLS-nek nevezni. Az elsé fokozat-
ban elkészitjilk a X = B, ,X OLS becslést, majd a masodik fokozatban az X
regresszorokkal készitiink OLS becslést y-ra, mint célviltozora.

7.2 Az IV mdédszer alkalmazasai
7.2.1 Hiba a véaltozékban modell
Tegyiik fel, hogy
E(y; | ;) = B
de z;-t csak "zajosan" tudjuk megfigyelni, vagyis csak
r; = + ;.

megfigyeléseink vannak, ahol

E(uj) = o

Ekkor
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5 = E(z*y)  E(zy)
- E(@**)  E(2?)+o0?
E(zy) E(zy)

abs(m) < abs(E(IQ)) = abs(pB).

Az OLS becslés az elméleti kovariancidkat az empirikus kovariancidkkal helyettesiti.

b — X*/y _ X*Iy : X*/X* .
xX*x* n n

Tehdt a b OLS becslés (0 felé) torzitott, sét inkonzisztens, becslése S-nak, az

"érdekes" paraméternek.

Ugyanakkor (példdul, ha minden fenti valtozé normalis), akkor

Ey | 27)=p4",
g = By
E(2?) + 02
és
B = E(b).

Tehat "jo" becslést kapunk a feltételes varhaté érték fiiggvényre a linedris
projekcié becslésébdl. A probléma az, hogy nem ', hanem 3 az érdekes paraméter.
Mit tehetiink, ha §-ra vagyunk kivancsiak?

Megoldds, ha taldlunk olyan z megfigyelhetd valtozét (instrumentumot),
amelyre

E(zu) =
E(ze) =
Ekkor:
E(zy) = PBE(z2")
E(z
5 = (y*)_
Azaz mintabdl becsiilve (5-t:
_zy
= 2x’

A fentiek alapjdn b, konzisztens becslése -nak.

plimb, = 3.
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7.2.2 Béregyenlet: klasszikus mikrokonometriai probléma

Legyen y; az i-edik egyed bére és x; az oktatdsi "inputja", példaul az oktatési
rendszerben toltott ideje. Tegyiik fel, hogy érvényes a kovetkez6 relécio:

yi = pBrite,
E(ze) # 0.

A feltevés az, hogy a bér fiigg nem-megfigyelhetd pszicholégiai és egyéb
tényez6ktol, amelyeket nem tudunk megfigyelni, és amik "benne vannak" e-ban.
Instrumentumnak (z) kell valami, ami korreldl az oktatdsi inputtal, de nem ko-
rreldl a fenti pszicholégiai tényezdkkel, vagy barmi méssal, ami befolyasolhatja
a bért, és "benne van" e-ban.

Lehetséges instrumentum példél a lakhely tdvolsdga az iskoldtdl vagy a
sziiletési ddtum az éven beliil. Ugyanis létezik szignifikdnsan 0—tdl kiillonb6z6
korreldcié ezen ismérvek és az iskoldban toltott évek szdama kozott, ugyanakkor
ezek vélhetéen olyasmik, amiknek nem lenne helye a béregyenletben (az egyiit-
thatojuk 0 lenne), és nem is korreldlnak olyan véltozokkal, amiknek helyiik van
ott. Tehat feltehetjiik, hogy

Ebbdl kovetkezik, hogy

8=

A fenti elméleti tsszefiiggésnek megfeleld becslés:

!/
z
bz = Tya
Z'x
plimb, = §.

Egy masik (indirekt) 1t is ugyanehhez az eredményhez vezet. Legyen

E(2?)

T= z="z.

vagyis az proj(z/z) linedris projekcié eredménye. Létszik, hogy a proj(y/)
projekcié egyiitthatéja:

E(yz) _ vE(zy) _ E(zy)
E(3?) 7’E(2*) E(zz)

Vagyis becslésként ez nem mas, mint a kétfokozatdi LS:

= 8.
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z'x

T = —
z'z
7'y z'y 7z'x
== = S - =0z
T'T z'z 7'z

A fenti modell altaldnositdsa, ha mindkét lehetséges érvényes instrumentu-
mot (pl. lakhely tavolsdga (z1) és sziiletési ddtum (z2)) figyelembe vesziink a
becslésnél. Ekkor is létezik a proj(xz/(z1, 22)) projekcio, és Z most ennek a képe.
A proj(y/z) projekcié konzisztens becslése S-nak. Ez hatékonyabb, mint z; és
29 kiilon-kiilon.

Amikor E(ze) # 0 endogén regresszorrol szoktunk beszélni. Hogyan kezeljiik
az egyéb regresszorokat, amelyekre F(xje) = 07 (Az exogén regresszorok.) Ezek
tekinthet6k onmaguk instrumentuménak. A béregyenletekben dltaldban sok
més ilyen regresszort is taldlunk. Az els6 fazisbeli becslésnél a projekciét az
Osszes regresszorra és Osszes instrumentumra kell elvégezni.

7.2.3 Kereslet-kindlati modell: a szimultan strukturalis modell alape-
sete

Legyen a kindlati és az inverz keresleti fiiggvény:

qg = ap+pPetu
= oqq+yy+u,
ahol g a mennyiség, p az ar, ¢ a hatdrkoltség, és y a jovedelem.

Oldjuk meg ezt a két egyenletet g-ra és p-re. Ekkor megkapjuk a kereslet-
kinalati modell redukalt forméjat:

1

4 = TTara (@ +60) +utaw) = mege + mygy + e
1

P = T ana, (@aBetyy) vt aat = mepe + mypy + g,

A paraméterekre igaz, hogy

B
Tea = 1 — agaog
Tyq = _ti
1 — agog
Ty = v
‘ 1 — ago
rep = —2P
1— aga;,
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A regresszorok és hibatagok korreldltsiga miatt az OLS inkonzisztens bec-
slést as mindkét egyenletre. A fenti egyenletek paramétereinek konzisztens bec-
slése viszont megvaldsithaté instrumentalis becsléssel. Mivel cov(p,y) # 0 és
cov(u,y) = 0, ezért y alkalmas instrumentuma p-nek a kinslati egyenletben, és

cov(qy) = ascov(p,y) + Beov(c,y)
cov(g,c) = ascov(c,p) + Puar(c),

amibdl meghatdarozhaték a strukturalis paraméterek a kindlati egyenletben.
Ugyanigy beldthaté, hogy ¢ alkalmas instrumentuma g-nak a keresleti egyen-
letben.

7.2.4 Strukturdlis 6konometria modell

A fenti kereslet-kindlati modell dltaldnosithaté, mint a

Ay=Bz+u

strukturélis forma.
A kereslet-kinalat modell specialis esetében:

1 —Qug 8 0 q c
A = B = , = 72 = 5
—ay 1 0 vY " p Y
ahol A és B matrixok elemeinek egy részét ismertnek tételeztiik fel.

A modell redukélt formdja:

y=A"'Bz+ A lu=1Iz+e.

Az OLS konzisztens lenne, ha E(ez) = 0 lenne, de ez az okénometrikusok
szaméra érdekes esetekben dltaldban nem teljesiil. L&tszik, hogy a strukturélis
paraméterek mindig meghatdrozzék a redukdlt forma paramétereket. Meg-
forditva viszont hdrom lehetdség van.

Eppen identifikilt eset Amennyiben figyelembe véve az a priori restrik-
cickat
AT'B=1I

teljesiil, akkor ennek az egyenletrendszernek a megolddsa egyértelmii adott II-
re, és a redukdlt forma egyiitthatéinak becslése megadja az A és B "hidnyzo"
paramétereinek konzisztens becslését is "szdmoldssal".

Ez teljesiil a fenti példdban. (A 7 egyiitthaték szdma ugyanannyi, mint a
nem elére meghatdrozott a és b egyiittthatok szdma.)
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Alulidentifikdlt (nemidentifikdlt) eset Figyelembe véve az a priori re-
strikcidkat II elemei meghatdrozzdk A és B elemeit, de nem egyértelmiien.
Ekkor a strukturédlis paramétereket nem tudjuk identifikdlni. Ilyenkor a m
egyiitthatok széma kevesebb, mint a nem elére meghatérozott a és b egyiitt-
thatok szama. Ezek a fogalmak egyes egyenletekre, illetve egyes paraméterekre
is értelmezhetdek.

Példdul ha adott IT-re nincs egyértelmii megoldés, akkor 6sszességében aluli-
dentifikélt, de el6fordulhat, hogy egyes egyenletek identifikdltak, mésok nem.
Példéul a:

g = ospi+ PBei+u
Pi = Qqq; +v;

modellben «y identifikdlt, mig as és 8 nem. A redukalt forma egyenletei
most:

1
q = m(ﬁci + u; + asv;)
S
Qg
pi = m(ﬁci +u; + asv; +v;)
S
_ 1
Ta = 1—aaq
d
Ty = —o
¢ 1—az0q

A misodik egyenlet identifikdlt, mivel

Te

74:0(17
Tq

az els6 egyenlet paraméterei viszont nem identifikdltak, hiszen a

(1 —asag)me —agf = 0

(1—-asaq)my—B8 =

rendszernek végtelen sok megolddsa van, mivel az elsé egyenlet ag-szerese a
méasodiknak.

Thlidentifikdcié Figyelembe véve az a priori restrikcidkat IT elemei nem
képesek meghatdrozni A és B elemeit. (A 7 egylitthatok szdma nagyobb, mint
a nem elére meghatdrozott a és b egyiitthaték szdma.)

Mivel tobb instrumentumot is haszndlhatunk, igazdbdl ez a szokdsos eset.
Mi a megoldds a becslésre? Természetesen a kétfokozatu becslés.

Els6 1épésben becsiiljiik a redukalt formét, és meghatdrozzuk az ez alapjan
"elérejelzett" valtozokat.
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TeqC+ Tyqly

) Q)

= TepC+ Typy-

Médsodik 1épésben elkészitjiik a becslést az elérejelzett értékekkel, mint re-
gresszorokkal.

q = ap+Pe+d
p agq+yy+ 0.

Mivel a jobboldali véltozok korreldlatlanok a hibataggal a regresszids paraméterek
konzisztensen becsiilhetok.

Feltehetjiik a kérdést, hogy mi az Osszefiiggés a kétfokozati becslés és az
instrumentalis becslés kozott?

Példdul a g egyenletéhez tartozé elsd (elméleti) normélegyenlet:
cov(q,p) = asvar(p) + Beov(p, c).
Ha p -t instrumentumnak tekintjiik, és az egyenletet instrumentélisan bec-

stiljiik, akkor

cov(q,p) = ascov(p, p) + Beov(p, ¢).

viszont

var(p) = cov(p,p)

mivel

p = ﬁ"’up
E(u, | p)=0.

Vagyis ezzel az instrumentum vélasztéssal igaz, hogy
72'X =77z

Tehdt ugyanazt a becslést kapjuk, ha az egyenletet két fokozatban bec-
siiljiik, vagy pedig instrumentalisan a p; instrumentummal. Beldthaté, hogy
éppen identifikdlt esetben az indirekt LS mdédszer is ugyanezt az eredményt

adja. Viszont egyéb instrumentdlis becslések is létezhetnek, amelyek szintén
konzisztensek, de aktudlisan mds becsléseket adnak.
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7.3 Gyakorlatok R-ben

require (AER)

data("SwissLabor")

attach(SwissLabor)

# egy instrumentum matrix létrehozasa

un=rep(1,length(age))

Z=cbind(un, foreign,education)

# a regresszorok maétrixa

X=cbind(un,age,education)

# az instrumentalis becslés ("foreign" az "age" instrumentuma)

(bz=solve(t(Z)%*%X)%*%t(Z)%*%income)

# a "kalapos" instrumentum métrix el6éllitdsa (els6 fazisu LS)

instr1=fitted(lm(age~ foreign+education))

# az LS mésodik fizisa: a "kalapos" regresszorokkal s "education"-nel, ami
onmaga instrumentuma

(b12=coef(Im(income ~instrl+education)))

# instrumentélis becslés a "kalapos" instrumentum vektorral

Zhat1=cbind(instrl,education,un)

(blz=solve(t(Zhat1)%*%X)%*%t(Zhat1)%* %income)

# Instrumentdlis becslés két instrumentummal (foreign és oldkids)

# a "kalap" instrumentum métrix el8éllitdsa (els6 fazisu LS) két instrumen-
tummal (foreign és oldkids)

instr2=fitted (Im(age~ foreign+oldkids+education))

# az LS mdsodik fazisa: a "kalap", mint regresszor vektorral

(b22= coef(lm(income~instr2-+education)))

# instrumentélis becslés a "kalap" instrumentum vektorral

Zhat2=cbind(instr2,education,un)

(b2z=solve(t(Zhat2)%*%X)%*%t(Zhat2)%*%income)

# Ugyanezek a becslések az AER package-bdl

ivregl <- ivreg(income ~age+education | foreign+education)

coef(ivregl)

ivreg2 <- ivreg(income ~age+education | foreign+oldkids+education)

coef(ivreg2)

summary (ivregl)

summary (ivreg2)

#Tesztek

coeftest(ivregl, vcov=vcovHC)

coeftest(ivreg2, vcov=vcovHC)
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8 Kvalitativ valtozdk

8.1 Kvalitativ magyarazé valtozék

Legyen A egy lehetséges tulajdonsdga a megfigyeléseknek. Ha egy i (i = 1,...n)
egyed rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal, akkor azt mondjuk, hogy i € A.
Az A tulajdonsidg dummy véltozéja egy D4 n elemil vektor, amelyre

Dy = 1,haz'€A,
DAz' = O,hazgéA

Legyen két lehetséges tulajdonsdg (A és B). Tegyiik fel, hogy

yi:ak+6i7k€{AﬂB}v

vagyis a varhaté érték tulajdonsdg (csoport) fiiggd, mig a variancia nem.
Ekkor felirhatjuk a kovetkez6 regressziét:

y=a+agDp+e

(Itt A a "kontrollcsoport", és B a "kezelt" csoport.)
Vilagos, hogy

ay = o
ag = a+ajy

Itt o OLS becslése nyilvdn a kontrollcsoport étlaga, oz pedig a mdsik
("kezelt") csoport 4tlagdnak és a kontrollesoport dtlagdnak a kiilonbsége.
Egy ekvivalens felirds:

y=0a4Da+a5Dp +e,
ahol

g = Oy

ap = OZB

Itt az OLS becslés az egyes csoportatlagok.

Megjegyzések:

1. A dummy véltozokndl haszndlt sziamértékek esetlegesek, 0 ésl helyett
bérmely két kiilonb6z6 érték megtenné.

2. A konstans és a két dummy egyiitt szinguldris X’X médtrixot ered-
ményezne, és nem létezne egyértelmii megolddsa az OLS probléménak.

3. A hipotézisek értelemszeriien felirasfiiggdek. Példdul az a nullhipotézis,
hogy a két vdrhaté érték egyenld, az els6 felirdsban azonos azzal, hogy Dp
egyiitthatdja 0, mig a médsodik felirdsban azzal, hogy D4 és Dp egyiitthatéi
megegyeznek. Tobb lehetséges mdédon is lehet tesztelni barmelyik hipotézist.
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8.1.1 Altaldnositdsok

To6bb kategéria Tegyiik fel, hogy hdrom tulajdonsidgunk (kategéridank) van.
Az els6 tipusu regresszié most:

y=a+apDp+arDc + e,

a masodik tipusi:
y=ayDa+ayDp+ apDco +e.

Tobb ismérv Tegyiik fel, hogy tobb ismérv van. Az egyik szerint A és B, a
mésik szerint a, b és ¢ tulajdonsdgok vannak.

Potencidlisan 6 kiilonb6z6 varhaté értékiink van:
a b c

A aae aay oac
B aps app QBe

Hogyan fogalmazzuk meg a problémét regresszioként?

Definidljunk minden csoportra egy kiilon dummyt, pl. Dpg. stb. Ha ezekkel
futtatjuk a regressziot, akkor nincsenek megkotéseink a hat kiilsnbozé varhaté
értékre.

Egy alternativ megfogalmazdsa ugyanannak, ha a regressziéban van egy kon-
stans, hdrom "féhatds dummy" (Dy, D, Dp), valamint két tgynevezett inter-
akciés dummy (Dpy = DDy, Dp. = DpD.). (Itt az Aa halmaz a kontrollcso-
port.) Ez 6sszesen hat paraméter, és ugyanigy nem vagyunk korldtozva, mint
az elézo esetben.

Gyakran azonban a kovetkez6 leegyszeriisitést tessziik. A regressziéban csak
a konstanst és a harom (Dy, D., Dp) "f6hatds dummy-t" szerepeltetjiik. Ez
négy paraméter, amibdl kiszamolhaté mind a hat varhaté érték. Itt azonban
vannak restrikciok. Példaul mivel

apy =+ ap+ qp

és
A Aq = «
aB, = a4+ ap
asp = o+ qp
ezért

QBp = OBgq + QAp — QAq-

Tehat az igy egyszeriisitett modell két szabadsdgfokot veszit (6 helyett csak
4 szabad paraméter van). Felfoghaté a "teljes" modell egy korlatozott vdltoza-
tdnak, tehdt a szokdsos F-prébak alkalmazhazdak a rstrikcio tesztelésére. Az
egyszeriisités indoka, hogy sok ismérv és sok tulajdonsdg esetén a "teljes" mod-
ell nagyon sok paramétert tartalmaz.
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Példak Tegyiik fel, hogy feltevésiink szerint a férfiak jovedelme leirhato,
mint

Yir = By + €,

ahol ¢; 0 varhaté értékii, az i-edik "egyed" sajdtos jellemz6it megtestesitd
valésziniiségi valtozo. A nodk jovedelme pedig

YiN = Uy + €

alakban frhaté. (Az e;-kre a szokdsos feltevések érvényesek.) Ez a modell
egyetlen egyenletben is felirhato:

Yy =punDn+ppDr + e,

ahol Dy egy né-dummy, vagyis egy olyan véltoz6, amely 1-es értéket vesz
fel, amikor az i-edik megfigyelt egyén né, és 0-t, amikor férfi. A Dp pedig egy
férfi-dummy az értelemszerti médositasokkal. Mivel Dy és Dy korreldlatlanok
(belsd szorzatuk = 0), tudjuk, hogy a paramétereik OLS becslése fiiggetlen,
vagyis ugyanazt kapjuk eredményként az Gsszesitett regressziobol, mint amit a
két kiilon regressziobol kapndnk. (Példdul ppy megegyezik a mintdban szerepld
ndk jovedelmének dtlagdval.)

Vannak azonban tovabbi ekvivalens alternativdk is. Példdul:

y=p+ppDr +e,

ahol most az els6 viltoz6 a szokdsos konstans (1l-es érték minden megfi-
gyelésre.) Tudjuk ismét, hogy lényegi vdltozds nincs, most p becslése meg fog
egyezni f1)y becslésével, mig p- becslése up és 1y becslésének kiilonbsége lesz.
Ami azt jelenti, hogy ; (a becsiilt érték) valtozatlan marad.

Tegyiik fel, hogy most a budapesti, vdrosi és kozségi jovedelmek varhaté
értékére vagyunk kivdancsiak. Természetes dltaldnositds, hogy most egy

y=ppDp +pyDy + pgDi +¢€

egyenletben gondolkodjunk, ahol Dp egy Budapest-dummy, és igy tovabb.
Itt is kivdlaszthatndank a harom kategéria koziil barmelyiket referenciaként, és
az egyenletet "konstans+2 dummy" alakban is felirhatndnk ekvivalens médon.

Lépjiink tovdbb, és tegyiik fel azt a kérdést, hogy van-e kiilonbség a jovedelmek-
ben nemek és telepiilésformdk szerint. Els6é latdsra természetesnek tiinik a
kovetkez6 modell:

Yy=punDN + ppDr+ppDp + py Dy + pgDi + ¢,

igy b paraméteriink lesz.

Azonban alaposabban megfontolva itt egy "restrikciét" is bevezettiink. A két
nem és a hdrom telepiilés tipus alapjdn sszesen 6 kategériat tudunk megkiilon-
boztetni (FB,NB,FV,NV,FK,NK), tehat potencidlisan 6 kiilonbozo dtlagjovedelmiink
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van. A fenti egyenletben az a "restrikcié", hogy feltételezi minden telepiilésti-
pusban ugyanaz a kiilonbség a férfiak és a nék varhaté jovedelme kozott. Hogyan
lehet a korldtozatlan egyenletet felirni?

y = pnp(Dn*Dp)+ ppp(DrxDp) + pyy(Dy * Dy) +
ppy (Dp * Dv) + png (DN * Di) + pipg (D * D) + ¢,

ahol a * a vektorok komponensenkénti szorzasdt jelenti. Ez az dltaldnos
modell és ebben mar tesztelhetd a fenti restrikcio is.

Tegyiik fel, hogy azt a kérdést vizsgdljuk, hogy hogyan hat a befejezett isko-
laévekben (.9) kifejezett tanultsdg a jovedelmekre. Most, eltekintve a telepiilés-
form&ktol, természetesnek tiinik a

y=punDN + ppDr +0S +¢,

regresszié becslése. Azonban itt megint van egy restrikcié: ez az egyenlet fel-
teszi, hogy az iskoldkban eltsltott id6 "hatdsa" a jovedelemre nemtdl fiiggetlen.
Altalanositsunk jra:

y=unDnN+ppDr+0n(Dn*S)+0p(DpxS)+e.

8.2 Kbvalitativ fiigg6 valtozdk (klasszifikiciés probléma)

Gyakran a célvaltozé csak két lehetséges értéket vesz fel. Példdul egy adott
hitelfelvevt visszafizeti a hitelt vagy nem. A gyakorlatban fontos probléma,
hogy megpdbéljuk megjésolni, hogy egy adott tulajdonsdgui hitelfelvev milyen
valésziniiséggel keriil egyik vagy masik dllapotba. A modellt tébbféleképpen is
megfogalmazhatjuk valészinfiségi feltevésekkel.

8.2.1 Linedris valésziniiségi modell

Tegyiik fel, hogy ez egy korrekt modell:

Y = PBxX;+e€
E(ei | X) =0
Y; € {0, 1} .

Lathato, hogy €; minden x;-re x;-t6l fiiggd bindris valésziniiségi viltozd, és nem
lehet homoszkedasztikus. Emiatt a linedris valésziniiségi modell nem népszerii
feltevés, habar elvben az OKS becslés aszimptotikusan konzisztens.

8.2.2 Probit modell

Itt feltessziik, hogy létezik bizonyos magyaridzo véltozok és a véletlen fiiggvényeként
egy nem megfigyelhetd (folytonos) u; index. Ha ez az index elér egy kiiszobértéket,
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amit az dltaldnossag megsértése nélkiil vehetiink 0-nak, akkor az adds visszafizeti
a hitelt, egyébként pedig nem. A probit modell jellemzdje az, hogy a véletlen
hatds normalis eloszldsu.

yi = 0,u; =Pz +¢ <0
yi = Lu;=pr;+¢>0

E(e; | X) =0) és ¢ iid standard normalis. Levezethetd az egyes megfigyelséek
valészintisége:

/ .
P(yz = 0) = P(e; < _ﬁlxi) = F(ﬁ)7
o
/ _/B/mi
Plyi=1) = P(e; > —fzi) =1 - F(——),
ahol F' a standard normalis eloszldsfiiggvény.
Tehat
_ﬁ/zi
Pui=0)= = [ a5
i =0) = — exp(——)ds),
Y o p 2

Ver

Feltéve, hogy a mintaelemek fiiggetlenek, ezen valészintisggek szorzataként
kapjuk a likelihood fiiggvényt, amelynek maximalizdldsdval becslést kaphatunk
az ismeretlen paraméterekre.

Ekkor

,ﬁ/xi
1 7 2
Plyy=1)=1-—— / exp(—%)d8)~

E(y; | zi) = P(y; = 1)
vagyis a feltételes varhato érték megegyezik y; = 1 valdsziniiségével. Leveze-

thetd x;; marginélis hatdsa a feltételes varhaté értékre:

8xij

:ﬁj

1

exp(—
5 OXP(— 5
8.2.3 Logit modell

A logit modell a probithoz képest mds feltevéssel él az exogén valtozok és a
bekovetkezési valdszintiségek reldciéjarol.
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P;
10g( : ) = ﬂlwh

exp(B'z;)
1 +exp(B'x;)’
ahol P; annak a valészintisége, hogy y; = 1. A likelihood fiiggvény ismét ezen

valésziniiségek szorzata, ha a mintaelemek fiiggetlenségét is feltételezziik.
Ekkor a feltételes viarhato érték:

E(y; | z:) = B,
és a marginglis hatds §,(P; — P?) = 8;P;(1 — P;), azaz
OE(yi | @) _ 5 exp(B'wi) _ ,  (exp(B'zi))?
0x;j T1+exp(Bxi) 7 (1+exp(B'z;))?

A Kklasszifikdciés modell jésdga Klasszifikdciés modellek josdgdnak osszeméréséhez
gyakran haszndljdk az tgynevezett konfiuziés matrixot. Ennek elballitdsdhoz
sziikséges egy dontési szabdly, amely gy szol, hogy "mindig jésold azt az al-
lapotot, aminek nagyobb a valészinfisége". Vagyis, ha egy adott megfigyelésre

a modell 0,5-nél nagyobb valésziniiséget jésol annak, hogy a hitel vissza lesz
fizetve, akkor tekintsd ezt a modell joslatdnak (klasszifikdcijdnak). gy a mintaele-
meket 4 csoportra oszthatjuk: 1. azok, amelyeknél 0 értéket jésolunk, és a meg-
figyelés is 0, 2. azok, amelyeknél 1 értéket jésolunk, és megfigyelés is 1, 3. azok,
ahol a megfigyelés 0 és a joslat 1, és 4. azok, ahol a megfigyelés 1 és a joslat 0.
Az 1. és 2. csoport ardnya az sszesen beliil jelzi a klasszifikdcié pontossagdt.
Ez mégsem igazdn szerencsés mérdszam, amennyiben nagyon eltéré mértékben
vannak 0 és 1 megfigyeléseink a mintdban. Egy tobbet mondé mérce az ugyn-
evezett ROC gorbe. Ez a kiovetkezdképpen konstrualhato.

Tekintsiink valamilyen klasszifikdciés kritériumot és szamitsuk ki az igaz
l-es ardanyt (TPR, az l-esek hany szdzalékdt klasszifikdljuk valéban 1l-esnek),
és a hamis 1-es ardnyt (FPR, a 0-sok hény szdzalékét klasszifikdljuk tévesen 1-
esnek). Példdul a kritérium legyen olyan, hogy ha valamely 1-es megfigyelés bec-
siilt valésziniisége nagyobb, mint p, akkor azt 1-es tipusinak klasszifikaljuk.Ha
p = 1, akkor semmit sem klasszifikdlunk 1-esnek, tehdt TPR=FPR=0. Ha vis-
zont p = 0, akkor TPR=FPR=1. Csokkentve p-t 1-t6l 0-ig mind a két ardny
altaldban no, és képiik egy nem véletlenszerii modellben a 45 fokos egyenes folott
helyezkedik el. Ez a ROC gorbe, amely alatti teriilet nagysdgdt gyakran tekintik
a modell josdgat osszefoglalé mutaténak. (A maximalis teriilet akkor &dllna el,
ha barmely p < 1-re a modell eltaldlna a helyes klasszifikdciét, mivel a becsiilt
valészintiség akkor és csakis akkor lenne 1, ha a megfigyelés valéban 1-es.)

8.3 Gyakorlatok R-ben
8.3.1 Kbvalitativ magyarazé viltozék

require (ISLR)
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data(Carseats) # itt vannak a kvalitativ valtozok

attach(Carseats)

require(caret) # ez egy dummy véltoziikat létrehozé package
dumo=data.frame(Urban, ShelveLoc) # a két kvalitativ valtozébdl egy
adatstruktirat hozunk létre

durmi<- dummyVars(" ~.", data = dumo) # a dummy véltozdk létrehozasa
dummies <- data.frame(predict(durmi, newdata = dumo))

print(dummies)

(ol=lm(Sales™ Urban.No+ShelveLoc.Good+ShelveLoc.Bad,data=dummies))
# becslés az elééllitott dummy védltozékkal
(crUnSb=dummies$Urban.No*dummies$ShelveLoc.Bad) # szorzat dummy
készitése

(ol1=lm(Sales™ crUnSb+ShelveLoc.Good, data=dummies)) # becslés fel-
haszndlva szorzat dummy-t is

8.3.2 Kbvalitativ fiiggd valtozdk
require (AER)

data("SwissLabor")

attach(SwissLabor)

plot(participation ~age)

plot(participation ~income)

#Probit becslés

swpr <- glm(participation ~age+income-+education, family = binomial(link
"probit"))

summary (swpr)

par(mfrow=c(2,1))

plot(fitted(swpr)) # a az egyed becsiilt hasznossdga

plot(predict(swpr)) # az y=1 valésziniisége

#Logit becslés

swlg <- glm(participation ~age+income+education, family = binomial(link
"ogit"))

summary (swlg)

par(mfrow=c(2,1))

plot(predict(swlg))

plot(fitted(swlg))

# Mekkora a kiilonbség a kétfajta modell becslése kozott?

plot (predict(swlg), predict(swpr))

plot (fitted(swlg),fitted(swpr))

# Margindlis hatdsok a két modellben

(avd <- mean(dnorm(predict(swpr)))) # y varhaté értéke

(efpr = avd * coef(swpr))

(eff=mean(fitted(swlg) * (1 - fitted(swlg)))) # likelihood ardnyok &tlaga
(eg=eff*coef(swlg))

# Taldlunk kiilonbséget?

require (ROCR)
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# A probit modell minésége

table(true = SwissLabor$participation, pred = round(fitted(swpr))) #siker-
mutaté tdbla

predpr <- prediction(fitted(swpr),SwissLabor$participation)

plot(performance(predpr, "acc")) # eldrejelzés pontossiga

plot(performance(predpr, "tpr", "fpr")) # kétfajta hiba reldciéja

abline(0, 1)

# A logit modell minsége

table(true = SwissLabor$participation, pred = round(fitted(swlg))) # sik-
ermutaté tébla

predlg <- prediction(fitted(swlg),SwissLaborS$participation)

plot(performance(predlg, "acc"))

plot(performance(predlg, "tpr", "fpr"))

abline(0, 1)

# szignifikancia tesztek

coeftest (swpr, vcov = sandwich)

coeftest(swlg, vcov = sandwich)

# tesztelhetiink tobb, mint egy restrikciét is

swprl <- glm(participation ~age, family = binomial(link = "probit"))

waldtest(swprl,swpr)

swlgl <- glm(participation ~age, family = binomial(link = "logit"))

waldtest(swlgl,swlg)
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9 Statisztikai tanulas®

Ez a fejezet rovid bevezetést nyujt a statisztikai tanulas filozéfidjaba, néhany
példén keresztiil illusztrélva is azt.

Az &ltaldnos probléma a kovetkezdképpen irhaté le. Legyen X az inputok
(magyardzé véltozok) tere. Tegyiik fel, hogy létezik egy F': X — Y fiiggvény,
ahol Y = R a célvaltozé, amit "igazi" kapcsolatnak nevezhetiink. Ez a kapc-
solat azonban csak zajosan figyelhet meg. Szeretnénk egy olyan f : X — Y
becsléfiiggvényhez eljutni, amely valamilyen értelemben optimaélisan kozeliti az
igazi kapcsolatot.

A statisztikus kiindul egy Fp fliggvényhalmazbdl, ahol f(X) € Fp. Példdul
linedris regresszié esetén (8 a paraméter vektor. Az optimalitds értelmezéséhez
sziikség van egy veszteségfiiggvényre is, L(Y, fg(X)). A statisztikus megprébélja
megtalalni fé‘—t, ami a varhato veszteséget minimalizalja. Azonban kissé kiilondsen
jar el, az eredeti céfiiggvény helyett egy perturbdlt veszteségfiiggvényt, Ex L(Y, f3(X))+
h(B8,A), minimalizél, ahol A (egy "hiperparaméter") biinteti a becsléfiiggvény
komplexitédsat.

Példa: ridge regresszié A perturbalt célfiiggvény:

SSR+ 3B,

ahol SSR a szokdsos négyzetes eltérés, és A a biintetd paraméter.
A megoldas:

bridse — (X'X + \I) "1 X'y.
Nyilvanvaléan a biintetés tigy hat, hogy nagy A-ra b"%49¢ egyre inkdbb a "sem-
mitmondé" 0 felé kozelit. Mi indokolhatja ezt?
9.1 A torzitas-variancia atvaltas

A feltételezett additiv zaj mellett a modell:

= f(z)+e
E(e) =
2

var(e) = o°.

Ha a veszteségfiiggény kvadratikus, (y — fz(z))?, akkor egy a mintdban nem
szerepld xy megfigyelésnél a varhaté veszteség:

err(zo) = E(y— fs(w))? =
o2 + (Efs(zo) — f(@0))? + E [ fs(w0) — Efs(wo)]”.
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A veszteségnek hdrom komponense van: 1. a redukalhatatlan hibabol fakadé
tévedés (02), 2. a négyzetes torzitds ((Efs(wo) — f(m0))?)), és 3. a becsléfiig-
gvény variancidja (E[fg(zo) — E f5(20)]>). Minél komplexebb egy becslbfiig-
gvény, annal nagyobb a variancidja. Példdul linedris regressziéban aranyosan
né a becsiilt paraméterek szamdval. A tapasztalat azt mutatja, hogy némi
torzitdst érdemes lehet elcserélni a variancia csokkentésére.

Hogyan lehet ezt a gyakorlatban megvalésitani? Az elsé fazisban a hiper-
paraméterek kiilonboz6 értékeire becsiiljiik meg a legjobb modellt. Majd ezeket
a legjobb modelleket validaljuk, valasztjuk ki koziiliikk a legjobbat, lényegében
a legjobban teljesité hiperparamétert. A validdldsra legegyszeriibb mddszer,
ha a megfigyelések egy részét nem haszniljuk fel a becslési fédzisban, majd
ezeken a félretett adatokon kiprébdljuk az egyes hiperparaméterekhez tartozé
legjobb modeleket, és kiszdmoljuk mindegyikhez mekkora veszteség tartozik. A
legkisebb ex post veszteséggel rendelkezé modellt tekintjiik a tanuldsi folyamat
végtermékének.

Amennyiben nem akarunk adatokat félretenni, alkalmazhatjuk a K-szoros
keresztvalidalds modszerét.

Legyen x : {1,..N} — {1,,,K} egy indikdtorfiiggvény, amely az ada-
tokat K azonos elemszdmu részhalmazba osztja. Legyen tovdbbd fg Mz, \) a
A hiperparaméterrel indexalt optimalis fiiggvény, amelyet tugy kapunk, hogy
a becslésnél csak azokat az adatokat haszndljuk, amelyek nem tartoznak a k-
adik halmazba. Szdmoljuk ki a veszteséget minden egyes megfigyelésre, ezt
jeloljiik L(y;, fﬁ_”(z) (z;, \))-vel. Ezutan ezeknek vegyiik az dtlagdt minden hiper-
paraméterre:

N
1 —r(7
CV(N) = 5 - Ll £57 (@i, V).
i=1
A kivdlasztott modell azzal a A-val késziilt becslés, amelyik CV (\)-t mini-
malizdlja. Ezt az eljarast a kovetkezo specialis algoritmus példéjan illusztraljuk.

9.2 A CART (klasszifikdciés és regresszios fa)

A CART az egyik legnépszeriibb tanulé algoritmus, lehet kvalitativ és folytonos
célvéltozéval is haszndlni. Itt a tobb (P) kvalitativ célvaltozos esetet mutatjuk
be.

9.2.1 Fa épités

Induljunk ki a teljes adathalmazbdl, ahol 6sszesen n megfigyelés van. A fa
kialakitdsa lényegében azt jelenti, hogy a teljes n elemii halmazt minden 1épés-
ben 1-gyel novelt szdmu diszjunkt részhalmazra bontjuk, mégpedig az input
tér particiondldsdval. Maga a fa egy olyan graf, ahol az egyes csicspontok
(amelyeknek megfelel a megfigyelések egy részhalmaza) utéd-sziils kapcsolat-
ban vannak egymadssal. Minden felmendnek pontosan két utéda van, egészen a
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végpontokig, amelyeknek nincs utédjuk, és amelyek a végsd particiét reprezen-
taljak.

Induljunk ki a gyokérbél, ami a teljes megfigyelés halmaz. Az algoritmus
lényegében egy fét épit a megfigyelésekbdl, amely minden csomépontja a meg-
figyelesek egy halmazét reprezentdlja. A gyokér (R) az Osszes megfigyelést tar-
talmazza. Ekkor

DPhR = E,hz 1,..P
n

az h-adik osztdly a priori valésziniisége (relativ gyakorisdga) a mintédban.
Természetes klasszifikdciés szabaly:

7(R) = arg mAX Py -

Tegyiik fel, hogy a teljes input halmazt valahogyan két részhalmazra bontjuk, és
mindkét részhalmazra alkalmazzuk ugyanezt a szabdlyt. Altaldban, ha a h-adik
tipus relativ gyakorisdga egy A halmazban:
NhA
Pha = —,
na
akkor a klasszifikdciés szabaly:

7(R) = arg MaX PhA.-

A két részhalmazra bontds nyilvan nagyon sokféleképpen megtorténhet, a CART
(egyik) lényeges tulajdonsdga az az elv, ami alapjan elvégezziik ezt a felbontdst.
A cél az, hogy minél inkdbb csokkentsiik a fa teljes entrépidjat. Egy csomépont
entrépidja:

P
I(A) = - thA log pra.
h=1
Egy teljes leszamldldsa a lehet6ségeknek és az optimaélis felbontds (split) valasztdsa
csak elvben kivitelezhetd, és nem is célszerii. A CART a kovetkezdképpen jér
el: veszi az elsé magyardzé valtozét és annak Osszes lehetséges bindris megbon-
tasat (ha a vdltoz6 rendezett, akkor csak a rendezett felbontdsokat). Minden
egyes lehetséges felbontédsra kiszdmolja az entrépia csokkenését, és kivélasztja
azt, amelyik a legnagyobb javuldst éri el. Ugyanezt megteszi a mésodik, har-
madik, k-adik védltozoval is. Majd azt a valtozét és azt a felbontdst valasztja,
amelyre a legnagyobb az entrépia csokkenése. Ez a felbontds (vagds) egy hdrom
csucspontu fat eredményez, ahol most két végpont van. A kovetkezd vdgasndl
mér mind a két végpontra el kell végezni az egyes viltozok osszes lehetséges
felosztdsat, de az djabb vagds most is csak egy végpontot érint, vagyis a fa
mérete tjra kettovel, a végpontok szdma pedig 1-gyel né. A kovetkezd 1épés-
ben most mér a hdrom végpont valamelyikén haladunk tovdbb a legnagyobb
entropia csokkenés elvének figyelembevételével. Mivel véges szdmu adatunk van
a faépités egyszer meg fog allni, de a gyakorlatban az algoritmusok mér akkor
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is ledllnak, amikor a végpontokhoz tartozé megfigyelések szdma az Osszes meg-
figyelés szdmdhoz képest nagyon kicsivé vdlik. Minden végpontnak megfelel
az input tér egy diszjunkt részhalmaza, és ezek unidja kiadja az input teret.
Ez a médszer az input tér homogenizdldsanak foghaté fel, mivel ugyanahhoz
a végponthoz hasonlé elemek tartoznak abban az értelemben, hogy a hozzdjuk
tartozé célvédltozo értékek kozel lesznek egyméshoz. A lényeg persze az, hogy
azonositjuk az input tér azon részhalmazait, ahol ez a homogenitds érvényesiil.

9.2.2 A fa metszése

Az igy épitett fa egy nem-paraméteres becslésnek tekinthetd, ahol az input
tér diszjunkt részhalmazaira a fenti klasszifikicids szabalyt alkalmazzuk. Ez
a becslés ,tililleszt”, vagyis tilsdgosan pontosan adja vissza az empirikus ada-
tokat, aminek kovetkeztében rossz az dltaldnositdsi képessége, azaz a mintdn
kiviil pontatlan lesz az eldrejelzés. A metszési milvelet a nagy és nagyon kom-
plex fat, egyre kevésbé komplex al-fédkra ,metszi” vissza, amelyek adott kom-
plexitds (végpontok szdma) feltétel mellett optimédlisak, vagyis a legkisebb en-
trépidval rendelkeznek. Beldthatd, hogy ez a metszési miiveletsor ekvivalens
avval, hogy definidlunk egy j célfiiggvényt, ami tartalmazza nemcsak az en-
trépidt, hanem egy komplexitdsi biintetoéfiiggvényt is, és egy adott komplex-
itdsi biinteté paraméter mellett ezt a médositott célfiiggvényt minimaliz&lé rész-
fat vélasztjuk. Definidljuk a perturbalt veszteségfiiggvényt barmely Ty fara a
kovetkezOképpen:

Z L(r(xp), 7(Ta(zp)) + X |Tal,
h=1

ahol Ty(zp) az a végpont, amelyhez xj tartozik, és |T,;| a végpontok szs-
mosséiga Ty-ben.

Ha A = 0 akkor nyilvanvaléan T' az optimdlis fa a perturbalt veszteségfiig-
gvény szerint. Azonban novelve A-t egyre rovidebb részfék vidlnak optimalisss.
Bizonyithatéan a folyamat egymdsba dgyazott részfak sorozatdat indukdlja. Ha
A nagyon nagy, akkor mar csak a gyokér lesz optimélis. Tehdt 0 = Ay < A\ <
A2 < ..Ay = 00, és minden [\;, \;41] intervallumban van egy optimalis fa. Igy
egy rész-fa sorozatot kapunk, amelynek egyik végén 4ll a maximalis fa (ahol a
komplexitds biintetd paramétere 0), a mdsik végén pedig az osztatlan fa (ahol
a biintetd paraméter végtelen nagy).

9.2.3 Valid4cié: a legjobb rész-fa kivalasztdasa

A legjobb rész-fat (ami ekvivalens az optimalis komplexitassal) a CART kereszt-
validdciéval hatdrozza meg. Hatdrozzuk meg a (-kat a kovetkezoképpen:
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51 =0
Ba VAL A2

By = oo

Csindljunk K-szoros kereszt-validdciot, ahol minden n— zalmintdra M mod-
elt becsiiliink, egyet minden S-ra. Szamoljuk ki az entrépidkat a kihagyott meg-
figyelésekre, és dtlagoljuk a K részmintdra. Minden f3;-re lesz egy entrépidnk
(veszteségiink), és azt a 3;-t vdlasztjuk, amelyre ez a legkisebb.

9.3 Gyakorlat R-ben

#Klasszifikdcids fat készitiink logit vagy probit modell helyett
library (tree)
tree.partic =tree(participation ~age+income+education)
# Csak default paramétereket hasznalunk
plot(tree.partic)
text(tree.partic,pretty=0)
summary (tree.partic)
tree.partic
#Milyen informaciét kapunk az outputbdl?
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