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Bevezetés

Ez a kis konyv azoknak az el6addsoknak az anyagat tartalmazza, melyeket a szer-
z8 kombinatorikus optimalizélds témakorben a Corvinus Egyetem operdciokuta-
tas szakiranyos hallgat6inak tartott. Ezzel a cimmel az elsd 6sszefoglalé mii Law-
ler 1976-ban megjelent konyve [Law76] volt, melyre jelentés mértékben tdmasz-
kodunk. A témakor nagy dsszefoglalé monografidja Schrijver 2003-ben publikélt
konyve [Sch03], amibdl elsésorban a poliéder-politépos megkozelitést tartjuk ko-
vetend6nek. Ugyancsak Schrijvertdl szarmazik az a kisebb 1élegzetti tanfolyami
anyag [Sch09], amelyik sok témdban targyaldsunk vezérfonalédt képezi.

Az elsé fejezetben grafelméleti alapfogalmakat ismertetiink. A mésodik feje-
zet a maximadlis folyam, minimdlis vdgas témakorben alapvetd jelentéségti Ford—
Fulkerson-algoritmussal foglalkozik. A 3. fejezetben a Ford—Fulkerson-algoritmus
kovetkezményeként targyaljuk a Menger-tételeket, valamint a paros grafokra vo-
natkoz6 Kénig-tételt.

Péros grafok maximadlis parositdsainak és minimélis lefogé rendszereinek ke-
resése a kombinatorika klasszikus feladata. Ezt ismerteti a 4. fejezet. Az 5. fe-
jezetben pdros grafok stlyozott parositasaival foglalkozunk. Nemparos grafban
a maximalis pérositds eldallitisa Edmonds kontrakcids algoritmusan alapul, ezt
targyaljuk a 6. fejezetben. A 7. fejezetben az optimadlis stilyozott parositdsokat
vizsgaljuk ugyancsak nempdros grafokban. A 8. fejezetben ismerkedhetiink meg
a matroidokkal kapcsolatos alapvetd tudnivalokkal. Végiil a 9. fejezetben targyal-
juk a teljesen unimodularis matrixok témakorét, természetesen kombinatorikai
alkalmazasokkal.

Alapvetd jelentéségii az A. fiiggelék, amelyik a poliéderekkel illetve polito-
pokkal kapcsolatos tudnival6kat foglalja 6ssze. Nevezetes tény, hogy a poliéder
és a politép ugyanaz a fogalom. Az egyetemen a targy oktatdsat ezzel szoktam
kezdeni, itt csak azért keriilt a fiiggelékbe, mert ez inkdbb a konvex analizis té-

makorébe tartozik.



Koszonetet mondok Szeg6 Laszlonak az els6 hét fejezet gondos lektordldsaért
és értékes javaslataiért. Koszonetet mondok Forgé Ferencnek, Solymosi Tamds-
nak és Temesi J6zsefnek egy-egy fejezet lektoraldsaért. Haldval tartozom Fiala
Péternek, aki a munka sordn szakmai és didaktikai szempontbdl egyardnt magas

szinvonalon mutatta az utat a XTEX 0svényein.



1. fejezet

Grafelméleti alapok

1.1. Alapfogalmak

A grafok pontokbdl (vagy csticsokbol) és élekbdl dllnak. Minden él két pontot kot
Ossze. Irdanyitott graf esetén az éleknek irdnya van, és minden él a kezd8pontjabol
a végpontja felé mutat. Ilyenkor az a-bdl b-be mutaté él nem azonos a b-b6l a-ba
mutato6 éllel. Irdnyitatlan graf esetén az élek dsszekotnek két pontot, de nincs ira-
nyuk. Ha egy él 6sszekoti az a és b pontokat, akkor ugyanez az él 6sszekotia b és a
pontokat is. A geometriai graf-fogalom egyszerfi: a pontokat a hairomdimenziés
tér pontjainak tekinthetjiik, az élek pedig két pontot 6sszekotd (gorbe) vonalak.
Iranyitott él esetén az irdnyt nyillal jeloljitk. Algoritmusok ismertetésénél, illetve
szamitogépes programok frasakor sziikségiink van az absztrakt, halmazelméleti

graf-fogalomra.

1.1. Definicié (Iranyitott graf). Irdnyitott grafnak nevezziik a G = (P, E) pdrost, ahol
P egy véges halmaz, E C P x P, és (a,b) € E esetén a # b. P a grdf pontjainak
halmaza, E elemei a grdf élei. Tehdt minden e € E él egy rendezett pontpdr, e = (a,b),
ahola € P,be Pésa +#b.

Az (a,b) élnek a a kezdbpontja, b a végpontja, tigy is mondjuk, hogy az (a, b)
él a-bdl b-be mutat. Az (a,b) él nem azonos a (b, a) éllel, viszont azzal ellentétes
iranya. Az a # b feltétellel az tn. hurokéleket kizartuk. A P x P halmaz rész-
halmazaiban minden elem legfeljebb egyszer szerepel, tehat tobbszoros vagy dn.

parhuzamos élek nincsenek.

1.2. Definicié (Irdnyitatlan graf). Irdnyitatlan grifnak nevezziik a G = (P, E) pdrost,
ahol P egy véges halmaz, E pedig P kételemil részhalmazainak egy halmaza. P a grdf

3



4 1. fejezet. Grafelméleti alapok

pontjainak halmaza, E elemei a grdf élei. Tehdt minden e € E él eqy rendezetlen pontpdr,
e=1{a,b} ={b,a},ahola € P,bec Pésa#b.

Ezek szerint minden él a P ponthalmaznak valamelyik kételem{i részhalmaza.
Az {a,b} élnek (ami azonos a {b, a} éllel) a és b a két végpontja, tgy is mondjuk,
hogy az {a, b} él 6sszekoti az a és b pontokat. Az a # b feltétellel az tin. hurokéle-
ket kizartuk. a = i és b = j esetén {a, b} = {i,j}, tehat két pont kozott legfeljebb
egy €l lehet. Ez azt jelenti, hogy a parhuzamos éleket ezuttal is kizartuk. Ké-
nyelmi okokbdl az {a,b} élt (a,b)-vel, s6t ab-vel is jeloljik. e = {a,b} esetén azt
mondjuk, hogy az e él illeszkedik az a és b pontokra. Haszndlhatjuk az a € e
jelolést is, mert a a kételemi részhalmaz egyik eleme.

Parhuzamos élekre kizarélag a 7. fejezetben, a kinai postas feladat megoldasa-
kor lesz sziikségtiink. Erre az esetre nem adunk kiilon absztrakt definici6t, hanem
a geometriai graf-fogalom hasznalatét javasoljuk.

Grafokat meg lehet adni grafikusan (a pontok és élek felrajzoldsdval), valamint a

szomszédsagi vagy (és) az illeszkedési matrix megaddsaval.

1.3. Definicié (pont-pont matrix). Egy n pontii grdf pont-pont mdtrixdnak vagy szom-

szédsdgi mdtrixdnak nevezziik azt az n x n-es A madtrixot, melyre

1 ha (i,7) a grdf éle

aij =

0 egyébként
Irdnyitatlan esetben a pont-pont métrix szimmetrikus.

1.4. Definicié (pont-él matrix). Eqy n pontbdl és m élbol dllé irdnyitott grdf pont-él
mdtrixdnak vagy illeszkedési matrixdnak nevezziik azt az n x m-es B mdtrixot, melyre

1 haajélazipontbl indul,
bij = q —1 haa jélazipontba mutat,
0  eqyébként.

Egy n pontbol és m élbol dllo irdnyitatlan grdf pont-él mdtrixdnak vagy illeszkedési mit-

rixdnak nevezziik azt az n x m-es B madtrixot, melyre

; 1 haa j él eqyik végpontja az i pont,

0 egyébkeént.
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1.1. dbra. Irdnyitatlan graf pont-él matrixa

Azilleszkedési méatrix minden sora egy pontot, minden oszlopa egy élt képvi-
sel. Irdnyitott esetben minden oszlopban egy darab 1-es és egy darab (—1)-es all,
a tobbi elem 0. Irdnyitatlan esetben a nulldkon kiviil minden oszlopban 2 db 1-es

all. Az 1.1. 4brén egy irdnyitatlan grafot ldthatunk a pont-él métrixaval egytitt.

1.1. Feladat. Egy n pontii irdnyitatlan grdf pont-pont mdtrixa legyen A, a pont-él mit-
rix pedig B. Hatdrozzuk meg a C = BB" — A mdtrixot!

1.5. Definicié (Pont foka). Irdnyitatlan grdfban az i pontban végz0ds élek szdmdt az i

pont fokdnak nevezziik.

1.1. Allitas. Irdnyitatlan grdfban a pdratlan fokii pontok szdma pdros. A fokszdmok

0sszege az élek szamdnak kétszerese.

Bizonyitds. Legyenek i = 1,2,...,n a graf pontjai, és d; az i pont fokszdma. Ha
minden pontban megszdmléljuk az ott végz6do éleket, és igy Osszeadjuk a fok-
szdmokat, akkor minden élt kétszer szdmoltunk. Tehat m-mel jelolve az élek sza-
mat

di+ds + ... + dy = 2m (1.1)

A jobboldalon az élek szdménak a kétszerese all, ami paros, tehat a baloldalon a

pératlan 6sszeadanadok szama pdros kell, hogy legyen. O

A kovetkez6 részgrafokkal kapcsolatos definiciok egyarant érvényesek iranyi-

tott és irdnyitatlan grafokra.

1.6. Definici6 (Részgréf). AG = (P, E) grif részgrdfjaa G' = (P, E') grdf, ha P’ C P
ésE CE.
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1.7. Definici6 (Feszitett részgraf). Legyen G = (P, E) egy grdf, és P’ C P a csiicsok-
nak egy részhalmaza. A P’ ponthalmaz dltal kifeszitett részgrdfnak azt a (P', E') grdfot
nevezziik, melyre

E'={(z,y) € E|lz e P ye P} (1.2)

Tehat P’ az eredeti grafbol azokat az éleket fesziti ki, melyeknek mindkét vég-
pontja P’-ben van. Hasonl6 médon lehet értelmezni egy £’ élhalmaz altal kife-

szitett részgrafot.

1.8. Definici6 (Feszitett részgraf II.). Legyen G = (P, E) egy grif, és E' C E az
éleknek eqy részhalmaza. Az E' élhalmaz dltal kifeszitett részgrdfnak, azt a (P', E') grdfot
nevezziik, melyre

P'={zeP|IyecP(zy) cE} (1.3)

Tehat P" az F’ élhalmaz éleinek végpontjaibol all.

1.9. Definici6 (Teljes graf). Teljes grdfnak neveziink eqy irdnyitatlan grdfot, ha barmely

két pontja Ossze van kotve eqy éllel.
Egy n pontd teljes graf éleinek szdma n(n — 1)/2.

1.10. Definicié (Elsorozat, Gt). k hossziisdgii élsorozatnak nevezziik a G grdf éleinek

egy e(1),e(2),...e(k) sorozatdt, ha
6(2) - (pi7pi+1) ‘ L= 17 27 sy k ’ ahol

D1, D2, - - - Dks Die+1 A §rdf pontjai. Azt mondjuk, hogy ez az élsorozat a p, pontbdl (a
kezdOpontbdl) a pyi1 pontba (a végpontba) vezet, illetve dsszekoti a py pontot a pji1
ponttal (ezek az 1it végpontjai).

Az élsorozatot iitnak nevezziik, ha a py, pa, . . ., pr, pr+1 pontok pdronként kiilonbozoek.

Gyakran nem pusztdn az élsorozatot, hanem az élsorozat élei 4ltal kifeszitett
részgrafot nevezziik ttnak. Tehat az ttnak k+1 pontja és k db éle van. Az 1.2. &b-
ran egy 10 pontbdl és kilenc éIbdl allo élsorozatot latunk irdnyitatlan grafban. A
(2,3) és (8,9) élek azonosak.

1.11. Definici6 (Zart élsorozat, kor). k hossziisdgui zdrt élsorozatnak nevezziik a G grif

éleinek eqy e(1),e(2), ... e(k) sorozatdt, ha

G(Z) = (pi7pi+1) ‘Z = 1727 7k 7 ahol
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1.2. 4bra. Elsorozat, ami nem tt

P1,P2, - Dy Pi41 4 grdfpontjai, és
Pr+1 = P1 -

A zdrt élsorozatot kornek nevezziik, ha a

D1, D2, - - - , Di pontok pdronként kiilonbozdek, és (1.4)
irdnyitatlan grdf esetén k >= 3. (1.5)

Gyakran nem pusztan a zart élsorozatot, hanem az élsorozat élei éltal kifeszi-
tett részgrafot nevezziik kornek. Tehdt a kornek k pontja és k db éle van. Hang-
sulyozzuk, hogy a pi,ps, . .., pr pontokrol kotottiik ki, hogy paronként kiilonbo-
z6ek, hiszen pi1 = p1. A k >= 3 feltételt irdnyitatlan graf esetén azért sziikséges,
mert ha p és ¢ szomszédos pontok, akkor a (p, q), (¢, p) két azonos élbol all6 zart
élsorozatot nem tartjuk kornek. Irdnyitott graf esetén a (p, ¢), (¢, p) zart élsorozat

7 2

két kiilonboz6 é1bsl 4ll6 2 hossztisdgu kor.

A koron beliil barmelyik p; és p; pont (két kiilonboz6) tttal van 6sszekotve. Az 1.3.

ran egy 10 pontbdl és 10 élbdl all6 zart élsorozatot latunk irdnyitott grafban. A
(2,3) ésa (8,9) élek nem azonosak, az élsorozat mégsem kor, mert példdul a 3-as

és 8-as pontok azonosak.

1.12. Definicié (Osszefiiggd graf). Eqy grdf dsszefiiggs, ha barmely két pont dsszekot-
hetd 1ittal.

Ha egy irdnyitatlan graf nem osszefiiggd, akkor 0sszefiiggé komponensekre

esik szét, ahol két kiilonb6z6 komponens nincs éllel 6sszekotve.

z

a



8 1. fejezet. Grafelméleti alapok

1.3. dbra. Zart élsorozat, ami nem kor

1.2. Fak jellemzése

Ebben az alfejezetben eleve feltessziik, hogy a szébanforg6 grafok irdnyitatlanok.

1.13. Definicié (Fa). Egy irdnyitatlan grdfot fanak neveziink, ha 0sszefiigg0d és nem

tartalmaz kort.

1.14. Definici6 (Feszitd fa). Ha adott egy irdnyitatlan alapgrdf, akkor ennek egy rész-
grdfja feszitd fa, ha fa, és az alapgrdf minden pontjdba eljut.

Tehét az alapgraf minden pontja a részgrafban is benne van. Gyakran fogunk

hivatkozni a kovetkez6 egyszer(i lemmara.

1.1. Lemma. Ha egy irdnyitatlan grdfban minden pont foka legaldbb 2, akkor van a
grifban kor.

Bizonyitds. Induljunk el egy P, pontbdl, és szomszédos éleken keresztiil halad-
junka P, ..., Py, ... pontokba. Mindaddig, amig a P, pont tj, tovabb lehet men-
ni még nem haszndlt éleken, hiszen P, fokszdma is legaldbb 2. A graf végessége
miatt elébb utébb olyan P, pontba érkeziink, amelyik kordbban mdr szerepelt,
P, = P,. Ekkor a P;, P4, . ....., P, = P, pontok egy kor pontjai. O

Az 1.1.lemma felhaszndldsdval kimondhatjuk az aldbbi tételt:

1.1. Tétel (Fak jellemzése). Tegyiik fel, hogy a G = (P, E) irdnyitatlan grdfnak n pontja

van. Ekkor a kivetkezd dllitdsok ekvivalensek:

a) Gegy fa.

b) G bdrmely két csiicsdt pontosan egy 1it koti dssze.
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c) G 0sszefiigg0, és n — 1 éle van.

d) G-ben nincs kor, és n — 1 éle van.

e) G-ben nincs ko, és ha behiizunk egy 1ij élt, akkor pontosan egy kor lesz.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az a) 4llitas ekvivalens a tobbivel.

a) < b) Ha két pont kozott van két ut, akkor a két t dltal meghatarozott rész-
grafban taldlhat6 kor. Ennek részletezését az olvaséra bizzuk. Ha pedig van az
eredeti grafban kor, akkor a kor két pontja a koron beliil kétféleképpen 6sszekot-
het6 uttal.

a) = c) Az Osszefligg6ség adott. Az élszamot n szerinti teljes indukcidval iga-
zoljuk. n = 2-re az 4llitas nyilvanval6. Ha egy n pontt grafban nincs kor, akkor
létezik olyan c cstics, amibe pontosan egy él fut. Ha ugyanis minden pont foka
legaldbb 2 lenne, akkor az 1.1. lemma szerint lenne kor. Ha viszont egy pont foka
0, akkor nem Osszefliggd a graf. A c csticsot a belefut6 éllel egyiitt vagjuk le a G
gratbol! A kapott gréf is 0sszefiiggd lesz, és kormentes, tehat annak n — 2 éle van.

Az eredeti graf éleinek szdma ezért n — 1.

¢) = a) Szintén n szerinti indukciéval igazoljuk. n = 2-re nyilvanval6. Ha
n — 1 él van, akkor az 1.1. 4llitas szerint a fokszdmok Osszege 2n — 2, tehat van 2-
nél kisebb fokszdm. Az 1 fokt pontot levadgva miikodik a teljes indukcid, hiszen

a kisebb gréf is 0sszefiiggd, és n — 2 pontja van.

a) = d) A kdormentesség adott. Az élszamot n szerinti teljes indukciéval iga-
zoljuk. n = 2-re az 4llitds nyilvanval6.Ha egy n pontt grafban nincs kor, akkor
létezik olyan c cstics, amibe pontosan egy él fut. Ha ugyanis minden pont foka
legaldbb 2 lenne, akkor az 1.1. lemma szerint lenne kor. Ha viszont egy pont foka
0, akkor nem Osszefliggd a graf. A c csticsot a belefuto éllel egyiitt vagjuk le a G
gratbol! A kapott gréf is 0sszefiiggd lesz, és kormentes, tehat annak n — 2 éle van.

Az eredeti graf éleinek szdma ezért n — 1.

d) = a) Ezt is n szerinti indukciéval igazoljuk. n = 2-re nyilvanval6. Han —1

él van, akkor az 1.1. allitds szerint a fokszdmok Osszege 2n — 2, tehat van 2-nél
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kisebb fokszdm. Az 1 fokt pontot levagva miikodik a teljes indukci6, hiszen a

kisebb grafban sincs kor, és n — 2 pontja van.

a) = e) Ha egy 4j e él behtizdsdval két kor keletkezne, e mindkettének éle
lenne. A két kor egyesitése egy nyolcasra hasonlité részgraf; ebbdl e-t kivagva
még mindig maradna kor. Ha egy 4j él behtizasédval nem keletkezik kor, akkor G

nem lehetett 0sszefliggo.

e) = a) G-ben nincs kor. Ha G nem lenne 0sszefiliggo, akkor egy 4j él behtiza-
sakor nem feltétlentil keletkezne kor.
O

Ennek a tételnek a kovekezményeként megkapjuk két kombinatorikus opti-

malizdlasi feladat megoldésat:

1.2. Feladat. Legyen adott n pont. Minimdlisan hdny él behiizdsdra van sziikség, hogy

az n-pontbol dsszefiiggl grdfot kapjunk?

Megoldas: Minimdlisan n — 1 él behtizdsara van sziikség. Ennél kevesebb él
esetén a graf nem lesz 6sszefiiggd, n — 1 él viszont elgendd, ha egy feszit6 fa éleit

htzzuk be.

1.3. Feladat. Legyen adott n pont. Maximdlisan hdny élt lehet behiizni 1igy, hogy ne

keletkezzen kor?

Megoldas: Maximaélisan n — 1 él behtiz4sa lehetséges. Legalabb n él behtizdsa
esetén feltétlentil keletkezik kor. n — 1 élt viszont be lehet htizni gy, hogy ne

keletkezzen kor, mégpedig tigy, hogy egy feszit6 fa éleit htizzuk be.

1.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy faban van legalidbb 2 db 1-fokii pont!

1.15. Definicié (Erd6). Egy irdnyitatlan grifot erdOnek hivunk, ha nem tartalmaz kort.
Egy erd¢ altaldban nem 6sszefiiggs, de az dsszefiiggé komponensei fak.

1.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy n pontii p 0sszefiigg0 komponensbol dllo erdonek

n — p éle van!

1.16. Definicié (Bindris test, B" vektortér). Bindris testnek nevezziik azt a B algebrai
sruktiirdt, ahol mindossze két szdam—a 0 és az 1-1étezik, és ezek korében a négy alapmii-

velet végezhetd el. Az dsszeaddst és a kivondst
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1+1=0, 0-1=1

definidlja, a szorzds és az osztds a valds szdmok korében megszokott modon miikodik.
B"-nel jeloljiik azt a vektorteret, ahol a vektorok n-dimenziésak, minden koordindtdjuk 0

vagy 1, és ezek a vektorok a bindris test felett alkotnak vektorteret.

Ebben a vektortérben minddssze két skalar van —a 0, és az 1-ezért vektorok
nemtrivialis linedris kombinacidja val6jaban vektorok osszege. A B" vektortér
éppugy n dimenzids, mint az R". A bézissal és dimenziéval kapcsolatos alapvetd
ismereteket a B fliggelék tartalmazza.

A kovetkez6 tétel az erddket jellemzi a B" vektortérben értelmezett linedris fiig-

getlenség segitségével.

1.2. Tétel (Erddk jellemzése). Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grif, F' C E pedig
éleknek eqy halmaza. Az F élhalmaz (dltal kifeszitett részgrdf) pontosan akkor nem tar-
talmaz kort, ha a pont-él mdtrixban az F éleihez tartozé oszlopvektorok a B™ vektortérben

linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy az F' élhalmaz (4ltal kifeszitett részgraf) tartalmaz
egy K = (Q, H) kort. Gyfijtsiik 6ssze a pont-él matrixbdl a H-beli élekhez tartozé
oszlopvektorokat, s az igy kapott matrixot jeloljik C(H)-val. Azt allitjuk, hogy
ekkor C(H) oszlopvektorainak dsszege a B" vektortérben a 0-vektor. Ennek az az
oka, hogy ha egy pont nincs a K = (Q, H) korben, akkor a hozza tartoz6 sorban
C(H) minden eleme 0, ha viszont egy pont benne van a korben, akkor a hoz-
za tartoz6 sorban C(H )-nak paros szdmu eleme lesz 1-es, mert egy kor barmely
pontjara a kornek paros szami éle illeszkedik. Paros szamu 1-es Osszege viszont
a B bindris testben 0. Tehat C(H ) oszlopvektorai liedrisan osszefliggbek, igy az F
élhalmazhoz tartoz6 oszlopvektorok is linedrisan dsszefiiggdek.

Forditva: legyen I’ C E egy olyan élhalmaz, hogy a pont-él matrixban az F' éle-
ihez tartoz6 oszlopvektorok a B" vektortérben linedrisan 0sszefiigg6ek. Ekkor
létezik egy H C F élhalmaz, hogy a hozza tartoz6 oszlopvektorok 0sszege—tehat
C(H) oszlopainak 0sszege—a B" vektortérben a 0-vektor. Ezek szerint C(H )-ban
minden sordsszeg 0, tehdt minden sorban paros szamu 1-es taldlhat6. Ha egy
pont benne van a H altal kifeszitett részgrafban, akkor ebben a foka nem lehet 0,
tehat a foka 2, vagy 4, vagy 6, és igy tovabb. Tehat a H altal kifeszitett részgrafban

minden pont foka legaldbb 2, ezért az 1.1. lemma szerint a [ tartalmaz kort. [
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1.4. dbra. Az {a, d, e} korhoz tartozo6 oszlopvektorok

a b ¢ d e

pogegel 0
11 0 o 1
0 "1 0 0
0 0 ..I....Zl 1

1.5. dbra. Az {a, b, ¢, d} kdrhoz tartozé oszlopvektorok

Az 1.4. abran egy 4 pontbdl és 5 élbol 4ll6 grafot latunk a pont-él matrixa-
val egytitt. Az {a,d, e} korhoz tartoz6 oszlopvektorok dsszege a 0-vektor. Az
{a, b, c, d} korhoz tartozo6 oszlopvektorokat mutatja az 1.5. dbra. A 4 oszlopvektor
Osszege ezuttal is a 0-vektor. Megemlitjiik még, hogy a kormentes élhalmazok és

a linedris fliggetlenség kozotti ekvivalencia volt a matroid-elmélet csiraja.

1.6. Feladat. Egy n ponti irdnyitatlan grdf pont-él mdtrixa legyen C. Mutassuk meg,
hogy C rangja B™-ben legfeljebb n — 1.

1.3. Paros grafok

A gréfelméletben kitiintetett szerepet jatszanak az tn. péros grafok. Arrdl van
sz0, hogy a pontok halmaza két diszjunkt halmaz egyesitése, és minden élnek az
egyik végpontja az egyik halmazban, a masik végpontja pedig a mésik ponthal-
mazban taldlhat6. Példdul az egyik ponthalmaz a fittk halmaza, a mésik pont-
halmaz a lanyoké, és az élek egy fitit egy lannyal kotnek 6ssze, éllitanak péarba.
Ilyenkor két fit nincs éllel sszekotve, és két lany sincs. Az egyszerliség kedvéért

ebben az alfejezetben eleve feltételezziik, hogy G = (P, E) egy iranyitatlan graf.
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1.17. Definici6 (Paros graf). A G = (P, E) irdnyitatlan grifot pdrosnak nevezziik, ha
P =AUB, ANB = 0, és minden e € P élnek az egyik végpontja A-ban, a mdsik
végpontja pedig B-ben van. A pdros grifot 1igy is jeloljiik, hogy G = (A, B; E).

Természetesen felvetddik a kérdés: hogyan lehet felismerni, hogy egy graf

péros?
1.3. Tétel. Egy grif pontosan akkor pdros, ha a grdfban nincs pdratlan hossziisagu kor.

Bizonyitds. Ha a graf paros, akkor G = (A, B, E), és minden kor hossza paros
szam lesz, hiszen a kor mentén végighaladva ugyanannyiszor megyiink A-bol
B-be, mint B-b6] A-ba.

Masfeldl tegytik fel, hogy a G = (P, E) grafban nincs paratlan hossztisagu kor.
Feltehetjiik azt is, hogy G 0sszefliggd, ugyanis egy graf nyilvdnvaléan pontosan
akkor paros, ha minden 6sszefiigg komponense paros. Legyen i0 € P egy tet-
szbleges pont (a gyokér). Ekkor definidlni fogjuk az A és B ponthalmazokat.
Legyen

A = {i € P|3(i0 — i) paros hossztisagu tt } , és
B = {j € P|3(i0 — j) paratlan hossztisagt ut }.

Tehat egy A halmazba 0sszegyfijtjiikk azokat a pontokat, melyek 0-bol paros
hosszasagu tton elérhetdk, a B halmazba pedig azokat, melyek ¢0-bdl paratlan
hosszasagu uton elérheték. Az i0 pont is az A halmazban van, mert :0-bél nulla
hossztisdga tton elérhetd, és a 0 paros szam. A graf Osszefiiggbsége miatt A és
B unidja az dsszes pont. Mdsfeldl azt allitjuk, hogy A és B diszjunktak. Tegyiik
fel indirekt médon, hogy egy k pontba paros hossztisdgt és pératlan hossztsaga
aton is el lehetne jutni :0-b6l. Ha ez a két at él-diszjunkt, akkor a két it egyditt
paratlan kort alkot. Ha viszont van kozos éliik, akkor is a két tt egyiitt paratlan
hossztisdga zért élsorozatot alkot. Az olvaséra bizzuk annak részletezését, hogy
minden pératlan hossztsagu élsorozat tartalmaz pératlan kort.

Az is igaz, hogy két A-beli pont kozott nem lehet él. Ha ugyanis éllel lennének
Osszekotve az A-beli i és j pontok, akkor az i0-bdl i-be vezetd paros hossztisdgu
at, az i0-bol j-be vezet6 paros hosszasagu tt, és az (i, j) €l egylitt egy paratlan
hossztisdgu zart élsorozatot alkotna. Ismét az olvaséra bizzuk annak részletezé-
sét, hogy minden paratlan hossztisdgu élsorozat tartalmaz paratlan kort. Ugyan-

igy két B-beli pont kozott sem lehet él. Tehat a graf valéban paros. O
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Megemlitjiikk még, hogy minden fa péros graf, hiszen fdban nincs kor, igy pa-
ratlan hossziisdgu kor sincs.
Most ismertetiink egy algoritmust, amelyik egy Osszefliggd grafrol eldonti,
hogy péaros-e. Ez az algoritmus egy tipikus tn. cimkézd eljards. El6szor csak
egy kezddpont kap cimkét, utdna fokozatosan kapnak cimkét a kezd6pont szom-
szédai, aztdn tovabbi mar megcimkézett pontok szomszédai, és igy tovabb. Ha
az algoritmus talal egy pdratlan kort, akkor ledll azzal az tizenettel, hogy a graf
nem paros. Ha az algoritmus nem talal paratlan kort, akkor végiil minden pont
cimkét kap. Paros cimkét kapnak azok a pontok, melyekbe a kezd&pontbél pa-
ros hossztisagu tt vezet, paratlan cimkét kap a tobbi pont. Igy ki lesz jeldlve a
paros graf A illetve B ponthalmaza. A c(i) cimkén kiviil minden megcimkézett
i pontnak lesz egy p(i) értéke is, ez annak a pontnak a neve, ahonnan a cimké-
zés sordn az i pontba érkeztiink (previous). Amikor egy pont dsszes szomszédjat

megcimkéztiik, a pont ,vizsgdlt” mindsitést kap.
1.1. Algoritmus.

1)Legyen 1 egy tetszdleges csucs, c¢(l)=paros, p(l) =Gydkér,
1:=1

2)Vizsgadljuk az @ csucsot, tehdt ¢ valamennyi j szomszédjara

-ha ¢(i) ptlan, akkor:
-ha j cimkézetlen, legyen c(j) paros, p(j)=1
-ha ¢(j) paros, akkor nem nytulunk hozza

-ha ¢(j) ptlan, akkor a graf nem pdaros,3a) kov.

-ha ¢(i) paros, akkor:
-ha j cimkézetlen, legyen c¢(j) ptlan, p(j) =1
-ha ¢(j) ptlan, akkor nem nyulunk hozza
-ha ¢(j) paros, akkor a graf nem paros, 3a) kov.

Ezutdn az ¢ csucsot vizsgdltnak nyilvanitjuk. 3b) kov.

3a)Van pératlan kor:j-bdl visszaléphetiink 1-ig kétféleképpen:
3sp(3),p(p(5)),...1, illetve
3,4, (), p(p(3)), ..., 1
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A két ut kozll az egyik hossza paros, a masiké paratlan,

tehdt taldltunk paratlan kort. A grdf nem paros. STOP

3b)Keresiink egy cimkézett, de vizsgdlatlan ¢ csucsot,
és a 2) pontra térlink vissza.

Ha nincs mar cimkézett, de vizsgalatlan csucs, akkor
A legyen a ptlan cimkéjG pontok halmaza,

B a pérosoké, és a graf paros. STOP

Ha az algoritmus nem talal paratlan kort, akkor nem fut a 3a) pontra, tehat

elébb utébb minden pont vizsgélt lesz, és az algoritmus a 3b) pontban 4ll le.

1.4. Euler-grafok

Ebben az alfejezetben eleve feltételezziik, hogy G = (P, E) egy Osszefligg?, ira-
nyitatlan graf. A Konigsbergi hidak tanulmanyozasa sordn Leonhard Euler 1736-
ban vetette fel, és oldotta meg a kovetkez6 problémat. Mikor lehet egy graf élein
korbehaladni tigy, hogy visszaérjiink a kiindulépontba, és kdzben minden élen

pontosan egyszer haladjunk végig?

1.18. Definici6 (Euler-bejaras). EqQy G irdnyitatlan grdfban Euler-bejdrdsnak neveziink
eqy zdrt élsorozatot, ha az élsorozat a grdf valamennyi élét pontosan egyszer tartalmazza.

Ha létezik Euler-bejdrds, akkor a grdfot Euler-grdfnak mondjuk.

Az Euler-bejéras élei kiillonbozbek, hiszen a graf mindegyik éle egyszer fordul

eld, de pontok tobbszor is el6fordulhatnak, ezért nem minden Euler-bejaras kor.

1.4. Tétel (Euler-graf). Egy G irdnyitatlan grdfban pontosan akkor létezik Euler-bejdrds,

ha a grdf 0sszefiigg0, és minden pont foka pdros.

Bizonyitds. Ha a G grafban van Euler-bejaras, akkor végigjarva a zart élsoroza-
tot, minden pontba ugyanannyiszor érkeziink be, ahdnyszor elhagyjuk a pontot,
ezért minden pont foka péros.

Forditva: tegyiik fel, hogy G 0sszefiiggd, és minden pont foka paros. Az Euler-
bejaras létezését az élek szama szerinti teljes indukciéval igazoljuk. Az Ossze-

fiigg6ség miatt egyik pont foka sem lehet 0, tehdt minden fok legaldbb 2, ezért
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1.6. abra. A komponensek Euler-bejarasainak felftizése

az 1.1. lemma szerint van a grafban egy K kor. Hagyjuk el a G grafbol a K kor éle-
it, de a cstcsait nem! A kapott G’ grafban is paros lesz minden fokszadm, viszont
az is elképzelhet, hogy G’ nem 6sszeftiggd. Mindenesetre G’ 6sszefliggé kompo-
nensekbdl all, ahol mindegyik komponensben minden fokszam paros. Az egynél
tobb pontbdl 4ll6 komponensekben teljes indukcié szerint rendre kijelolhetéek
a komponensek Euler-bejardsai. A G graf Euler-bejarasat agy kapjuk, hogy a £
kor bejarasakor a K korre felftizziik a komponensek Euler-bejarasait. A felftizést
az 1.6. dbra mutatja. Tegytik fel, hogy a K kor a baloldali abran az {a,b,c} élek
altal kifeszitett hdromszog. Az {a, b, c} élek kivagdsa utan hdrom komponens ke-
letkezik, ezek Euler-bejarasai rendre a {2,3,4},a {6,7,8} ésa {10, 11, 12} élek &ltal
kifeszitett hdromszogek. A felf(izés utani teljes Euler-bejardst (ami mar nem kor)

a jobboldali 4bra mutatja, ahol az élek sorszamai 1-t6] 12-ig terjednek. O

1.7. Feladat. Fogalmazzuk meg az Euler-feltételt irdnyitott grdfokra!



2. fejezet
Maximalis folyam, minimalis vagas

Ebben a fejezetben G = (P, I) egy irdnyitott graf, melynek n pontja és m éle van.
Feltételezziik, hogy van két kitiintetett pont. F € P a forrds, Ny € P a nyel6. A
forrasbol csak kifelé mennek élek, a nyelbe pedig csak befelé. A tobbin — 2 pont
kozonséges pont. Feltételezziik, hogy minden e = (i, j) élnek van egy pozitiv
kapacitdsa, amit u(e)-vel, vagy u;;-vel jeloliink. Tetsz6leges i € P pontra ki(i) vel
jeloljiik az i-bol kifelé mutato élek halmazat, be(i)-vel pedig a befelé mutaté élek

halmazat.

2.1. Folyam és vagas

2.1. Definici6 (lehetséges folyam). Lehetséges folyamnak vagy egyszeriien folyamnak
neveziink egy x : £ — R fiigguényt (vagy vektort), ha

0 <z(e) < u(e) minden e élre, és (2.1)
Z z(e) — Z x(e) = 0 minden kozonséges i pontra. (2.2)
eeki(i) e€be(i)

Az x(e) értéket az e él terhelésének nevezziik.

Eszerint az élek terhelései nemnegativak, nem haladhatjdk meg a kapacitaso-
kat, és minden kozonséges pontban teljesiil az tin. egyensulyi egyenlet, tehat a

kimend 0sszeg azonos a bemend 0sszeggel.

2.2. Definicié (folyam értéke). Az x folyam értékének nevezziik a

v(x) = Z z(e) (2.3)
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értéket, tehdt a forrdsbol kiindulo élek terheléseinek dsszegét.

A maximalis folyam feladatban olyan lehetséges folyamot keresiink, amelyik-
nek az értéke maximalis. Mivel a lehetséges folyam feltételrendszere egy korldtos
és zart halmazt definidl, a folyam értéke ezen egy folytonos (lineéris) fliggvény,
a feladatnak mindig van megoldédsa. (Megjegyezziik, hogy a maximalis folyam

létezését pusztan kombinatorikai eszkdzokkel is be lehet bizonyitani.[EK72])

2.3. Definici6 (Vagés). Legyen adott pontoknak eqy H C P részhalmaza, amelyik tar-
talmazza a forrdst, de nem tartalmazza a nyelét! A H ponthalmaz dltal meghatdrozott

vdgdsnak nevezziik a P = H U H particiét, ahol H a H halmaz komplementere.

P = HUH, ahol H a H halmaz komplementere, (2.4)
FcHéNyecH (2.5)
Gyakran (kényelmi okokbdl) magdit a H halmazt mondjuk vdgdsnak.

n pont esetén n — 2 pontrdl szabadon eldonthetjiik, hogy a H halmazba vagy

annak komplementerébe tartozzon, ezért a vagésok szama 2" 2.
2.4. Definicié (Vagas élei). Legyen adotta P = HUH vdgds! A vigds éleinek nevezziik
a H-bol H-ba mutaté éleket.
H—H={(i,j)eE|icH,éjecH} (2.6)
Hangstlyozzuk, hogy a H-b6l H-ba mutat6 élek nem a vagas élei.
2.5. Definici6 (Véagas kapacitésa). Legyen adott P = H U H vdgds! A vdgds kapaci-

tdsdt 1igy kapjuk, hogy a vdgds éleinek kapacitdsait Osszeadjuk.

u(H — H) Z uij = Z u(e) (2.7)

i€H, jeH ecH—H

A minimdlis vagas feladat gy sz6l, hogy olyan vagast keresiink, melynek a
kapacitdsa minimdlis. Mivel a vdgdsok szama véges, ennek a feladatnak is min-

dig van megoldasa.

2.1. Allitas (folyam értéke). Tetszéleges x folyam és barmelyik H vdgds esetén

v(x) = Z z(e) — Z z(e) (2.8)

H—H H—H
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Bizonyitds. Osszegezziik a (2.2) egyenletet H — {F} pontjaira!

Z (Z z(e) — Z x(e)) = 0.

ic(H—{F}) \e€cki(s) ecbe(i)

Csoportositsuk at a jobboldalon 4116 kifejezést élek szerint! Azoknak az éleknek
a terhelése, melyeknek mindkét végpontja a H — {F} halmazban van, 0 =1 — 1
egyiitthatéval fog szerepelni, mert minden ilyen él a kezd6pontjébdl kifelé, és
a végpontjaba befelé mutat. Tehdt csak azok az élek maradnak meg, melyeknek
egyik végpontja a H — {F} halmazban, a mésik pedig azon kiviil taldlhat6. Ezeket
az éleket harom csoportra lehet bontani. Vannak az F-b6l (H — {F})-be mutato,
a (H — {F})-b&l H-ba mutato és a H-bol (H — {F})-be mutat6 élek. Tehat

0=— > al@+ >, awle)- >, e
F—(H—{F}) (H—{F}))—H H—(H—{F})
Egészitsiik ki a jobboldali els$ 6sszeget az F-bél H-ba mutaté élek terheléseivel,
ekkor az 0sszes F-bol kivezet6 él terhelésének Osszegét, tehat a folyam értékét
kapjuk. Egészitsiik ki a jobboldali masodik 8sszeget az F-b6l H-ba mutat6 élek
terheléseivel, ekkor az dsszes H-bol H-ba mutato él terhelésének 6sszegét kapjuk.
A két kiegészités kiejti egymadst. A jobboldali harmadik szummadban eleve az

osszes H-bol H-ba mutat6 él szerepel, hiszen H-bdl F-be mutat6 élek nincsenek.

0=— > a(e)+ > z(e)— Y z(e)

ecki(F) H—H H—H

Az eredmény

Ezzel az allitast igazoltuk. O

2.1. Kovetkezmény (folyam értéke). Tetszileges x folyam esetén a folyam értéke azo-

nos a nyeldbe beérkezd terhelések dsszegéuvel.

ecbe(Ny)

Bizonyitds. A (2.8) egyenletben vélasszuk a H = P — {Ny} vagast, ekkor H =
{Ny}, és H-bdl egyéltalan nem indul ki él. O

2.1. Tétel (gyenge dualitas). Tetszdleges x folyam értéke legfeljebb akkora, mint bdrme-
lyik H vdgds kapacitdsa.

v(x) Su(H > H)= Y ule) (2.9)
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Ha az x folyam értéke azonos a H vdgds kapacitdsdval, akkor az x folyam maximdlis, a
H vdgds pedig minimdlis. Ilyenkor a H-bél H-ba mutaté élek telitettek (v(e) = u(e)), a
H-bol H-ba mutaté élek terhelése pedig 0.

Bizonyitds. A tétel éllitasa azonnal kovetkezik a (2.8) egyenldségbdl, hiszen az
ott szerepl6 els6é szumma nyilvanvaléan nem haladja meg a vagéas kapacitasat,
ugyanakkor a mésodik 6sszeg, amit kivonunk, nyilvdnvaléan nemnegativ. Egyen-
16ség pontosan akkor van, ha az elsé szumma minden tagja eléri a fels6 korlatot,

és a masodik Osszeg értéke 0. O

2.2. A Ford-Fulkerson-algoritmus

A Ford-Fulkerson-algoritmus (1d. [FF56]) kiindul6pontja egy tetsz6leges x lehet-
séges folyam. Ezt a folyamot egy a forrast és a nyel6t 6sszekot6 tn. lanc mentén
modositjuk tgy, hogy a folyam értéke novekedjen, mindaddig, amig ez lehetsé-
ges. A lanc pontokbdl és élekbdl all. A pontok egy a forrastol a nyel6ig halado
sorozatot alkotnak. Az élek két szomszédos pontot kotnek 0ssze. Ha az él ala-
csonyabb sorszdmu ponttél a magasabb sorszdmu felé mutat, eléremutaté élrol

beszéliink, ellenkezb esetben az él hatramutato.

2.6. Definici6 (Lanc). A maximadlis folyam feladat esetén lancnak neveziink egy k + 1
pontbdl, és k élbol dllé G' = (P', E") részgrdfot, ahol

Pl = {p07p17p27 s 7pk}/
pOZF,éSpk:Ny,
E' ={e(1),e(2),...,e(k)}, és minden i = 1,2, ...,k esetén

, (pi-1,p:)  vagy
e(i) =
(pis pi-1)-
Eléremutatonak nevezziik az e(i) élt, ha p;_1-bol p;-be mutat, hdtramutaté az e(i) él, ha

p;-b6l p;_1-be mutat.

A lancnak specidlis esete az irdnyitott at; ekkor mindegyik él el6re mutat.
Lanc mentén akkor lehet novelni egy eléremutaté él terhelését, ha z(e) < u(e),
egy hatramutato6 él terhelését pedig akkor lehet csokkenteni, ha z(e) > 0. A2.1. &b-

rén a folyamnak lanc mentén torténd javitasa lathat6. Ezen az dbran F, 1,2, 3, Ny
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o A2)
_|_d e
F (=)

2.1. abra. Folyam javitdsa ldnc mentén

egy lanc pontjai. Az (F, 1) (1,2) és (3, Ny) élek eléremutatdak, ezeken a terhelést
d-vel noveljiikk. A (3,2) él hdtramutat, ezen d-vel csokkentjiik a terhelést. A ka-
pott folyam ismét eleget tesz az egyenstlyi egyenleteknek, mert az 1-es pontban
a bemend Osszeg és a kimend Osszeg ugyanannyival nétt, a 2-es és 3-as pontok-
ban az elGjelvaltasnak koszonhetéen sem a bemend 0sszeg sem pedig a kimend

Osszeg nem valtozik. Ezt fogalmazza meg a kovetkezd 4llités.

2.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy a maximdlis folyam feladatban x egy lehetséges folyam, és

taldltunk egy ldncot, melyre

z(e) < u(e) a ldnc el6remutato élein, és

z(e) > 0 a ldnc hdtramutato élein.

Legyen ¢ kis pozitiv szdm, és készitsiik el az x" folyamot a kovetkezoképpen:

x(e) + € a ldnc eldremutaté élein
a'(e) = x(e) — € a ldnc hdtramutato élein

x(e) a lancon kiviil
Ha ¢ elegendben kicsi, akkor x' is lehetséges folyam lesz, és v(x') = v(x) + €.

Bizonyitds. A lancnak egy éle indul ki a nyel6bd], ez eléremutato, tehédt a folyam
értéke e-nal n6. x’ azért marad lehetséges folyam mert elég kis ¢ esetén 0 <
2'(e) < u(e) tovabbra is teljesiilni fog, masfeldl az egyenstilyi egyenletek minden

e-ra érvényesek maradnak. O

Most ismertetjitk a maximaélis folyam és a minimadlis vagas el6allitasara szol-

géalé Ford-Fulkerson-algoritmust. Az algoritmus egy tetsz6leges lehetséges fo-
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lyammal indul, és ezt lanc mentén prébalja javitani. A lanc keresése cimkézd el-
jarassal torténik. El6szor csak a forrds kap cimkét, utdana a forras bizonyos szom-
szédai, aztdn a mar megcimkézett pontok bizonyos szomszédai. Ha egy pont
cimkét kap, akkor a forrdsbodl addig a pontig lanc (pontosabban lanc-kezdemény)
mentén javitani lehetne a folyamot. Ha a nyeld is cimkét kap, akkor a folyamot
javitani tudjuk, és minden kezd6dik elolr6l. Ha nem tudjuk megcimkézni a nye-
16t, akkor - amint latni fogjuk - a folyam maximalis, és a megcimkézett pontok
egy minimdlis vagdsnak a A halmazat alkotjdk. A csticsokhoz rendelt c(i) cimke
azt jelzi, hogy maximélisan mekkora folyamérték-novekedést lehetne a forrds-
tol az ¢ cstcsig tartd lanc-kezdemény mentén végigvezetni. Ezenkiviil még egy
mennyiséget tartunk nyilvdn a csticsokndl: p(i) azt mutatja, hogy a cimkézés so-

ran honnan érkeztiink i-be (previous).

2.1. Algoritmus (Maximalis folyam).

Start: X egy tetszdleges lehetséges folyam (példaul z;; =0
a halézat minden (i,j) élére).

Az aktudlis folyamhoz ndveld utat vagy léncot keresiink:

1)Egyik csucs sem vizsgdlt, legyen F az egyetlen cimkézett csucs,

¢(F)=00 , p(F)=Gydkér , legyen tovabba i=F.

2) wvizsgédljuk az ¢ csucsot, tehat
-minden olyan (4,j) élre, ahol j még cimkézetlen és z;; < u;; ,
cimkézziik meg a j cslucsot a kdvetkezdbképpen
c(j) = min(c(i), wij —zi5), p(j) =i,
és az (i,j) €1 legyen eldremutatd.
-minden olyan (j,i) élre, ahol j még cimkézetlen és 0 < zj;,
cimkézziik meg a j csucsot a kdvetkezdbképpen
c(j) = min(c(i), xji), p(j) =1,
és a (j,1i) él legyen hatramutatd.

Ezutdn az ¢ csucsot ,vizsgdlt”nak nyilvanitjuk.

3a) Ha a 2) pontban cimkét kapott a nyeld, akkor Ny-bél a p(Ny),
p(p(Ny)), p(p(p(Ny))), ...pontokon a forrdsig visszafelé haladva
megkapjuk azt az L lancot, melynek minden éle (p(j),j) vagy

(,p(4)) alaku. Az L léncon az x folyam értékét eldbdremutatd él
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2.2. dbra. Maximalis folyam példa

mentén ¢(Ny)-nyel ndveljiik, hatramutatd €1 mentén ¢(Ny)-nyel

csbkkent jlik, majd visszatériink az 1) pontra.

3b) Ha a nyeld még nem kapott cimkét, akkor keresiink egy cimkézett,
de vizsgdlatlan ¢ csucsot, és a 2) lépésre tériink vissza.
Ha nincs mar cimkézett, de vizsgdlatlan csucs, akkor
H legyen a megcimkézett csucsok halmaza. Ezzel
P=HUH egy minimadlis vagas, az aktudlis z folyam maximdlis,

és az algoritmus véget ér.

A 2)-es pontban szereplé minimumokat a kovetkez6képpen lehet értelmezni.
c(i) az az érték, amekkora folyamérték-novekedést végig lehetne vezetni a for-
rastél az ¢ pontig terjed6 lanc-kezdemény mentén az algoritmus eddigi 1épései
szerint. Az (i, j) élen torténd terhelés-novelés fels6 korlatja u;; — x;;. Az (i,7) él
segitségével ennek a két szamnak a minimumat lehet a forrdstél a j pontig vé-
gigvezetni, igy kapjuk c(j)-t. Hasonl6an a (j,7) élen torténd terhelés-csokkentés
korlatja z;;. A (j,1) él segitségével c(i)-nek és z;,-nek a minimumét lehet a forras-

tol a j pontig végigvezetni, igy kapjuk c(j)-t.

2.1. Feladat. Kovessiik végig a Ford-Fulkerson-algoritmust a 2.2. dbrdn ldthato példdn!

Az élek mellett ldthato szamok az él kapacitdsdt jelolik.

2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a Ford-Fulkerson-algoritmus a 3b) pontban ér véget. Ekkor
az aktudlis x folyam maximdlis. Jeloljiik H-val a megcimkézett pontok halmazit! Ezzel
P = H U H eqy minimdlis vdgds, és a vdgds kapacitdsa azonos a maximdlis folyam

értékével.
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Bizonyitds. A 3b) pontban gy ér véget az algoritmus, hogy nincs megcimkézve
a nyeld, de természetesen meg van cimkézve a forras. Tehat F € H, és Ny € H.
Ha e = (i,j) a vagas éle, tehati € H és j € H, akkor x;; = u;j, mert kiilonben a
J pont is cimkét kapott volna a 2) pontban. Tehat a vagas élei telitettek. Ugyan-
akkor ha az f = (j,i) élre j € H ési € H, akkor r;; = 0, mert kiilonben a j
pont is cimkét kapott volna a 2) pontban. Tehat a H-bdl H-ba mutat6 élek terhe-
lése 0. A 2.8. egyenlet kovetkezményeként az x folyam értéke azonos a H vagas

kapacitasaval, tehat a 2.1 tétel miatt mindekett6 optimalis. O

Kombinatorikai szempontbdl alapvet6 jelentdségti a kovetkezd egészértékii-

ségi tétel.

2.3. Tétel (Egészértékiiség). Tegyiik fel, hogy a maximdlis folyam feladatban minden
él kapacitdsa pozitiv egész szdm. Ekkor a Ford-Fulkerson algoritmus véges szdmui 1épés
utdn a 3b) pontban befejez0dik, és a kapott x maximdlis folyam is egész. (Tehdt minden él

terhelése egész szdm.)

Bizonyitds. A Ford-Fulkerson-algoritmusban csak 0sszeadast és kivondst végziink,
ezek pedig nem vezetnek ki az egész szdmok korébdl. A 3a) pontban a folyam
értékének novekedése is egész szam, tehat legalabb 1. Ezért az algoritmus sordn
csak véges szamu esetben kertil sor a 3a) 1épésre, hiszen barmelyik vagds kapaci-

tasa a folyamérték fels6 korlatja. O

Tanulsagos dolog, hogy irracionalis kapacitdsok esetén a Ford-Fulkerson-algoritmus
jelenlegi véaltozata nem feltétleniil véges. Tobbek kozott Uri Zwick publikélt egy
egyszer(i példat [Zwi95] arra, hogy az algoritmus soran végtelen sokszor futunk
rd a 3a) pontra, s6t a keletkez6 folyamok sorozata nem a maximalis folyamhoz
konvergal. Ugyanakkor a Ford-Fulkerson algoritmus segitségével minden esetre

bizonyithat6 az er6s dualités tétel.

2.4. Tétel (Er6s dualitds). A maximadlis folyam feladatban a maximdlis folyam értéke

egyenld a minimdlis vdgds kapacitdsdoval.

Bizonyitds. A Ford-Fulkerson-algoritmusban egy tetszéleges lehetséges folyamot
hasznalhatunk induldskor. Legyen most az indul6 lehetséges folyam egy x ma-
ximalis folyam. (Ilyen létezik, mert korlatos zart halmazon folytonos fiiggvény

felveszi a maximumat.) Ebben az esetben a 3a) pontra egyszer sem futunk ra,
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2.3. dbra. Egy maximalis folyam feladat

mert a maximdlis folyam értéke nem novelhet6. A 2) pontra legfeljebb annyi-
szor futunk r4, ahdny pontja van a grafnak. Tehat az algoritmus a 3b) pontban ér

véget, és a 2.2. tétel szerint megad egy minimdlis vagast is. O

Megemlitjiik, hogy ez az er6s dualitas tétel nem kovetkezik automatikusan a
klasszikus LP dualitasb6l, mert itt a maximaélis folyam probléma folytonos ugyan,

de a minimdlis vagés feladat diszkrét.

Feladat. Hatdrozzunk meg egy maximdlis folyamot és egy minimilis vdgdst a 2.3. dbrdn

ldthato feladatban! Az élek mellett lathato szdmok az él kapacitdsdt jelolik.

Megoldas:
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Lanc javitas

F-1-4-Ny
F-2-5-Ny
F-3-6-Ny
F-2-4-Ny
F-3-6-5-Ny
F-3-5-4-Ny
F-3-2-4-Ny
F-3-5-2-4-Ny
F-3-5-1-2-4-Ny
F-3-6-5-1-4-Ny

[ TN U NG T R NG O S O N WO (RS Gy (WY

Egy minimalis vagds H halmaza: H = {F,3,6,5}. A maximadlis folyam értéke
12.



3. fejezet

A Ford-Fulkerson-algoritmus

kombinatorikai kovetkezményei

3.1. Menger tételei

A XX. szazadi gréfelmélet iinnepelt eredményei voltak Menger tételei, melyek
azért is figyelemreméltéak, mert itt a primal és a dudl feladat is diszkrét, még-
is teljesiil az er6s dualitds tétel, tehat a primadl feladat maximuma azonos a du-
al feladat minimumadval. Menger eredeti publikacidja 1927-ben jelent meg (Id.
[Men27]). Az eredmények egyardnt vonatkoznak irdnyitott és irdnyitatlan gra-
fokra, ezért ebben az alfejezetben ezt a két tipust felvaltva hasznaljuk. Legyen
rogzitve két kitiintetett pont, A és B! A maximumfeladat abbdl all, hogy a két
pont kozott szeretnénk minél tobb pont-diszjunkt illetve él-diszjunkt utat talalni.
Két ut, melyek az A és B pontokat kotik 0ssze, akkor él-diszjunkt, ha nincsenek
koz0s éleik. Hasonl6an az A és B pontokat 6sszeko6td két ut akkor pont-diszjunkt,
ha nincsen k6zds bels6 pontjuk, tehdt nincs més kozos pontjuk, mint az A és B
végpontok.

A minimumfeladat Ggy sz6l, hogy minél kevesebb él elvagdsaval szeretnénk elér-
ni, hogy az A pont ne legyen 6sszekotve a B ponttal. Analég feladat, hogy minél
kevesebb pont kivagasaval érjiik el, hogy A ne legyen 0sszekotve B-vel. Pont
kivagdsa esetén az Osszes olyan élt is el kell hagyni, melynek egyik végpontja a
kivagott pont. Pontok kivagédsa esetén csak akkor lehet A-t és B-t szétvalasztani,
ha nincs A és B kozotti él. Annak megfeleléen, hogy a graf lehet irdnyitott illetve

iranyftatlan, valamint szamolhatjuk az él-diszjunkt illetve pont-diszjunkt utakat,

27
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3.1. &bra. 5-szorosen (A, B) élosszefiiggd, 1-szeresen (A, B) pontosszefiiggd graf

4 Menger tétel kovetkezik, ezeket pedig 4 definici6 el6zi meg.

3.1. Definicié (Iranyitatlan élosszefiigg6ség). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyi-
tatlan grdf, A € P és B € P két kiilonbozo pont. Azt mondjuk, hogy a grif k-szorosan
(A, B) élosszefiiggl, ha barmely k — 1 él elhagydsa esetén A és B még osszekothetd ittal.

3.2. Definicié (Iranyitatlan pontosszefiigg6ség). Legyen adott eqy G = (P, E) ird-
nyitatlan grdf, A € P és B € P két kiilonbozo pont, és tegyiik fel, hogy A és B nincs
éllel Osszekotve. Azt mondjuk, hogy a grdf k-szorosan (A, B) pontosszefiiggl, ha barmely

Vaa

k — 1 (A-tél és B-t0l kiilonbozd) pont kivdgdsa esetén A és B még 0sszekithetd iittal.

A 3.1. abran lathat6 graf otszorosen (A, B) élosszefliggs, mert barmelyik 4 €l
elhagydsa utdn A és B még 0sszekothetd tttal. Ugyanakkor a gréaf csak egyszere-
sen (A, B) pontosszefiiggs (elegendd a C pontot kivagni). Hasonlé példa adhat6

iranyitott grafokra is.

3.3. Definici6 (Irdnyitott élosszefliggdség). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitott
grif, A € P és B € P két kiilonboz0 pont. Azt mondjuk, hogy a grdf k-szorosan (A, B)
élosszefiiggl, ha barmely k — 1 él elhagydsa esetén A-bdl B-be el lehet jutni irdnyitott

liton.

3.4. Definici6 (Irdnyitott pontosszefiiggdség). Legyen adott ey G = (P, E) irdnyi-
tott grdf, A € P és B € P két kiilonbozd pont, és tegyiik fel, hogy A-bél B-be nem vezet
él. Azt mondjuk, hogy a grdf k-szorosan (A, B) pontdsszefiiggl, ha barmely k — 1 (A-tdl

és B-t0l kiilonbozd) pont kivdgdsa esetén A-bol B-be még el lehet menni irdnyitott iiton.
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A k-szoros 0sszefligg6ségbdl természetesen mind a négy esetben kovetkezik
a (k — 1)-szeres Osszefligg6ség. Ezért a gyenge dualitas tételeknek megfelel6 alli-

tasokat egyenl6tlenség forméajdban fogalmazzuk meg.

3.1. Allitas (Iranyitatlan élosszefiiggdség). Legyen adott eqy G = (P, F) irdnyitatlan
grif, A € P és B € P két kiilonbozd pont. Ha A és B kozott létezik k darab él-diszjunkt
1it, akkor a grdf legaldbb k-szorosan (A, B) élosszefiiggo.

Bizonyitds. Egy él elhagyasa a k darab él-diszjunkt tt koziil legfeljebb egyet tud
megsziintetni. (k—1) darab él elhagydsa a k darab él-diszjunkt tut koziil legfeljebb
(k — 1)-et tud tonkretenni, tehat legaldbb egy tit megmarad. O

3.2. Allitas (Irényitatlan pontosszefiiggdség). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyi-
tatlan grif, A € P és B € P két kiilonboz0 pont, és tegyiik fel, hogy A és B nincs éllel
Osszekotve. Ha A és B kozott létezik k darab pont-diszjunkt iit, akkor a grdf legaldbb
k-szorosan (A, B) pontdsszefiiggl.

Bizonyitds. Egy pont elhagydsa a k darab pont-diszjunkt tt koziil legfeljebb egyet
tud megsziintetni. (k — 1) darab pont elhagydsa a & db pont-diszjunkt tt koziil
legfeljebb (k — 1)-et tud tonkretenni, tehat legalabb egy Gt megmarad. O

Ugyanilyen egyszerfien igazolhatok az irdnyitott grafokra vonatkozé allita-

sok.

3.3. Allitas (Irdnyitott élosszefiigg6ség). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitott grdf,
A € PésB e P két kiilonbozo pont. Ha A-bol B-be létezik k darab él-diszjunkt 1it, akkor
a grdf legaldbb k-szorosan (A, B) élosszefiiggo.

Az allitas azért igaz, mert (k — 1) darab él elhagydsa a k darab él-diszjunkt tt
koziil legfeljebb (k — 1)-et tud megsziintetni, tehat legalabb egy tit megmarad.

3.4. Allitas (Iranyitott pontosszefiiggéség). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitott
grif, A € P és B € P két kiilonboz0 pont, és tegyiik fel, hogy A-bél B-be nem vezet él.
Ha A-bél B-be létezik k darab pont-diszjunkt iit, akkor a grdf legaldbb k-szorosan (A, B)

pontdsszefiiggo.

Az allitds azértigaz, mert (k—1) darab pont elhagyasa a k darab pont-diszjunkt
ut koziil legfeljebb (k — 1)-et tud megsziintetni, tehat legalabb egy ut megmarad.
Most kovetkeznek a Menger-tételek. A 4 tétel koziil kettt egy megfelel6 maxi-
malis folyam feladat konstrukci¢jdval bizonyitunk. Javasoljuk, hogy az olvas6 az

ismertetett technikdk alkalmazédsaval bizonyitsa be a mésik két tételt.
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3.1. Tétel (Irdnyitatlan él-Menger). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitatlan grdf,
A € P és B € P két kiilonboz6 pont. Ha a grdf k-szorosan (A, B) élosszefiiggd, akkor A
és B kozott létezik k darab él-diszjunkt 1it.

Bizonyitds. A G graf A-t6l és B-t6l kiilonboz6 pontjait kozonséges pontoknak ne-
vezziik. A G grafbol készitiink egy G’ irdnyitott grafot a kovetkez6képpen. G'-nek
ugyanannyi pontja lesz, mint G-nek. A képe lesz a forrds, az itt végzddo éleket a
forrasbdl kifelé iranyitjuk. B képe a nyeld, az idefut6 éleket a nyelSbe befelé ra-
nyitjuk. Az eredeti graf minden (7, j) kozonséges pontokat 6sszekotd éle helyett
két irdnyitott élt szerepeltetiink az Gj grafban: ezek (i, j) és (j,¢). Valamennyi él-

nek a kapacitdsa legyen 1.

Tekintsiik a G'-re vonatkoz6 maximalis folyam feladatot! Mivel minden kapa-
citds egész szam, a Ford-Fulkerson algoritmussal egészértéki maximadlis folya-
mot kapunk. Ebben minden él terhelése 0 vagy 1, hiszen az élek kapacitasa 1.
Tehét véges sok egészértéki maximalis folyam létezik. Ezek koziil valasszunk ki

egy olyat, melyre

ecE
tehat az élek terheléseinek osszege minimdlis! Ezt a folyamot jeloljiik x'-vel.

Az x' folyamban nem fordulhat el6, hogy az (i, j) élnek és a (j, i) élnek egyarant
1 a terhelése. Ekkor ugyanis minkét él terhelését levihetnénk O-ra, tovébbra is
egészértékli maximadlis folyamot kapnénk, de az élek terheléseinek dsszege csok-
kenne. Az sem fordulhat el§, hogy egy K iranyitott kor valamennyi élén 1 a
terhelés. Ekkor ugyanis a kor valamennyi élének a terhelését levihetnénk 0-ra.
Egy irdnyitott kor elkertili a forrast és a nyel6t, tehat nem véltozna a folyam ér-
téke. Ugyanakkor a kor pontjain a bemend dsszeg és a kimend 0sszeg egyardnt
1-gyel csokkenne, tehét tovdbbra is lehetséges folyamot kapnéank. Ez viszont el-

lentmond annak, hogy x'-ben az élek terheléseinek 6sszege minimélis volt.

Most belétjuk, hogy az x’ maximaélis folyam értéke legalabb k. Tegyiik fel in-
direkt médon, hogy a maximaélis folyam értéke és a minimalis vagas kapacitasa
legfeljebb k£ — 1. A minimadlis vagas is 1 kapacitdst élekbdl all, tehat a minimalis
vagas kapacitdsa a vagés éleinek szdma. Ha a minimélis vdgdsnak csak & — 1 éle
volna, akkor ennek a k£ — 1 élnek k — 1 irdnyitatlan él felel meg az eredeti grafban.

A k-szoros Osszefliggbség miatt a k — 1 él elhagyasa utan is létezne a G grafban
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egy S ut, amelyik A-t B-vel koti 0ssze. S pontjainak a képe az 4j grafban legyen
az S' pontsorozat. S’ a forrdssal kezd6dik, és a nyel6vel végzddik, tehdt van egy
olyan szakasz, ahol a pontsorozat 4tlép a vagas H halmazab6l a H-be. i € H és
i+ 1€ H esetén az (i,94 1) élis a vagds éle, ami a vagds k — 1 élétdl kiilonbozik,
tehét lenne a vdgdsnak még egy éle, ami ellentmondas.

Ezek szerint a maximalis folyam értéke legaldbb k. Igy a forrasbol legaldbb k
db olyan él indul, amelyiknek 1 a terhelése. Mindegyik ilyen élbdl egy ¢ pon-
ton keresztiil tovabb lehet haladni egy masik 1 terhelésti eredeti élre, mert az ¢
pontban a bemend 0sszeg azonos a kimend Osszeggel. Az (i,5) 1 terhelésti él-
bdl a j ponton keresztiil tovébb lehet haladni egy egy harmadikra, és igy tovabb,
mindaddig, amig meg nem érkeziink a nyelSbe. Egy ilyen 1t bejardsa sordn nem
érkezhetiink ugyanennek az ttnak kordbban maér érintett pontjdba, mert akkor 1
terhelésti élekbdl all6 irdnyitott kort kapnank. Az is biztositva van, hogy a for-
rasbol kiilonboz6 1-terhelésti élekkel inditott utak él-diszjunktak lesznek, hiszen
minden él kapacitdsa 1. Tehat az x’ folyam G-beli vetiilete is 0 vagy 1 értékii. G-
ben az 1 terhelésti élek 4ltal kifeszitett részgraf él-diszjunkt A -t és B-t 6sszekotd

utakbol all, és ezek szama legalabb £. O

3.2. Tétel (Iranyitatlan pont-Menger). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitatlan grdf,
A € P és B € P két kiilonbozo pont, és tegyiik fel, hogy A és B nincs éllel osszekotve.
Ha a grdf k-szorosan (A, B) pontisszefiiggd, akkor A és B kozott létezik k darab pont-

diszjunkt 1it.
3.1. Feladat. Bizonyitsuk be az irdnyitatlan pont-Menger-tételt!
Most az iranyitott grafokra vonatkoz6 Menger-tételek kovetkeznek.

3.3. Tétel (Iranyitott él-Menger). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitott grif, A € P
és B € P két kiilonboz6 pont. Ha a grdf k-szorosan (A, B) élosszefiiggd, akkor A-bol
B-be létezik k darab él-diszjunkt irdnyitott 1it.

3.2. Feladat. Bizonyitsuk be az irdnyitott él-Menger-tételt!

3.4. Tétel (Iranyitott pont-Menger). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitott grdf,
A € Pés B € P két kiilonboz0 pont, és tegyiik fel, hogy A-bol B-be nem vezet él. Ha a
grif k-szorosan (A, B) pontosszefiiggd, akkor A-bol B-be létezik k darab pont-diszjunkt

irdnyitott 1it.
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helyett

3.2. dbra. Iranyitott pont-Menger-konstrukcié

Bizonyitds. A G grafbdl elhagyhatjuk az A-ba mutaté és a B-bdl induld éleket,
ezek ugyanis nem befolyasoljak A-bdl B-be vezetd utak szdmat. A kapott gra-
fot tovdbbra is G-vel jeloliik, ez is k-szorosan (A, B) pont-Osszefiiggd. A G graf
A-t61 és B-t6] kiilonb6z6 pontjait kozonséges pontoknak nevezziik. Készitiink
egy nagyobb G’ grafot a kovetkez6képpen. Az eredeti graf minden kozonséges ¢
pontja helyett az Gj grafnak két pontja lesz: i1 és i2. A 3.2. dbran lathaté modon
11-b6l i2-be egy 1j él mutat, ennek a kapacitdsa 1. Az eredetileg 7 be mutat6 G-beli
élek képe i1-be mutat, az eredetileg i-b6l indul6 élek képe G'-ben i2-bdl indul ki.
Ezeket régi éleknek nevezziik. A régi élek kapacitdsa 2. G'-ben szerepel a két ki-
tiintetett pont képe is, az A pont képe lesz a forras, és a B pont képe lesz a nyeld.
Tekintsiik a G'-re vonatkoz6 maximalis folyam feladatot! Mivel minden kapaci-
tas egész szam, a Ford-Fulkerson algoritmussal egészértékii maximalis folyamot
kapunk, ezt jeloljiik x-szel. Ebben az 1j élek terhelése 0 vagy 1, hiszen az 1j élek
kapacitdsa 1. Az eredeti gafban nem volt A-bol B-be mutato6 él, ezért az Gj grafban
minden eredeti él vagy egy i1 pontba mutat, vagy valamelyik 2 pontbél indul ki.
A folyamegyenstlyi egyenletek miatt a 3.2. 4brdn ldthaté moédon ¢1-ben a kimend
Osszeg 0 vagy 1, tehat a bemend Osszeg is 0 vagy 1. Hasonl6an i2-ben a bemend
Osszeg 0 vagy 1, tehat a kimend 0sszeg is 0 vagy 1. Ez azt jelenti, hogy minden

eredeti él terhelése 0 vagy 1, tehat a 2 kapacitds nem érhet? el, az eredeti élek nem
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telitettek. Az is latszik, hogy minden i1 pontba legfeljebb egy olyan él fut, aminek
1 a terhelése, és minden i2 pontbdl legfeljebb egy olyan él megy ki, aminek 1 a
terhelése. Ha az i1 pontba bemegy egy 1 terhelésti él, akkor (i1,:2) terhelése is 1,
tehat i2-b6l kimegy egy 1 terhelésti él.

Most belétjuk, hogy a maximdlis folyam értéke legaldbb k. Tegyiik fel indirekt
moédon, hogy a maximdlis folyam értéke és a minimdlis vagas kapacitdsa legfel-
jebb k — 1. A minimadlis vagas csupa tj élbdl 4ll, mert a minimadlis vagas élei
telitettek, és ez eredeti éllel nem fordulhat el6. A minimalis vagds kapacitdsa a
vagas éleinek szama. Ha a vagasnak csak £ — 1 éle volna, akkor ennek a k£ — 1 él-
nek k —1 kozonséges pont felel meg az eredeti grafban. A k-szoros Osszefiiggtség
miatt a £ — 1 pont kivdgasa utdn is létezne a G grafban egy S irdnyitott Git, amelyik
A-bol B-be vezet. S képe az 1j grafban legyen S’. S’ a forrasbél a nyelSbe vezet
iranyitott at, ami elkeriili a minimadlis vagas k — 1 élét. De az S 1t is 4thalad a
végéas H halmazabol a H-be, tehét az S tton lenne a vagasnak még egy éle, ami
ellentmondas.

Tehat a maximalis folyam értéke legalabb k. Ezek szerint a forrdasbdl legalabb &
db olyan él indul, amelyiknek 1 a terhelése. Mindegyik ilyen éIbdl az il és 2
pontokon keresztiil tovabb lehet haladni egy masik 1 terhelésti eredeti élre, abbol
egy harmadikra, és igy tovabb, mindaddig, amig meg nem érkeziink a nyel&be.
Egy ilyen ut bejarasa sordn nem érkezhetiink kordbban mar érintett 71 pontba,
mert (:1,i2) kapacitdsa 1. Ugyanez biztositja azt is, hogy a forrasbél kiilonb6z6 1-
terhelésti élekkel inditott utak pont-diszjunktak lesznek. Tehat a maximalis egész
folyam G-beli vetiilete is 0 vagy 1 értékii. G-ben az 1 terhelésti élek altal kifeszitett
részgraf pont-diszjunkt A-bol B-be vezetd irdnyitott utakbdl 4ll, és ezek szdma
legalabb k. O

3.2. A Ko8nig-tétel

Ebben az alfejezetben G = (A, B; E) egy iranyitatlan paros graf, A és B a két disz-
junkt ponthalmaz, P = AU B a pontok, E az élek halmaza. Példaul A lehet egy
gimndziumi osztalybdl a fikk halmaza, B ugyanebbdl az osztalybdl a lanyoké, és
az élek azt jelzik, hogy méretiik és egyéb adottsdgaik folytdn melyik fia melyik

lannyal indulhat egy tdncversenyen.

3.5. Definici6 (fiiggetlen élek). Egy irdnyitatlan grdfban két él fiiggetlen, ha nincs
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3.3. dbra. Fiiggetlen élek és lefog6 pontok paros grafban

kozos végpontjuk. Eleknek eqy X halmaza akkor fiiggetlen, ha bdrmely két X-beli él

fiiggetlen. A fiiggetlen élhalmazokat pdrositdsnak nevezziik.

Alapvet6 feladat, hogy minél tobb fiiggetlen élt taldljunk, tehat maximalis pa-
rositast keressiink. A gimnaziumi példdban ez azt jelenti, hogy az osztaly minél

tobb part akar a tancversenyen inditani.

3.6. Definici6 (lefog6 pontok). Egy pont lefogja azokat az éleket, melyeknek az egyik
végpontja a szébanforgo pont. EQy () C P pontrendszer azokat az éleket fogja le, melyek-
nek legaldbb az egyik végpontja Q-ban van.

A P ponthalmaz nyilvanvaléan lefogja az dsszes élt. Erdekes feladat az, hogy
minél kevesebb ponttal fogjuk le a graf dsszes élét. A gimnaziumi osztallyal kap-
csolatos példdban ezt tigy lehet elképzelni, hogy egy konkurrens osztély tanul6i
meg akarjdk akadélyozni, hogy az osztaly akar csak egy part is el tudjon indi-
tani a tAncversenyen. Céljukat bizonyos fitk és lanyok bokédnrtagésaval akarjak
elérni, és humanitarius okokbol minél kevesebb bokartgéssal akarjék a feladatot
megoldani.

A 3.3. dbran egy péaros grafot latunk. Az (al, b2) és (a2,3) élek fuggetlenek,
de harom fiiggetlen élt nem taldlunk. Ugyanakkor al és b3 két pont, és ezek va-
lamennyi élt lefogjak.

A fiiggetlen élek szamanak maximalizaldsa illetve a lefog6 pontok szaméanak mi-

nimalizaldsa egy tipikus dualitds-szituacié. Most is igaz, hogy a maximumfeladat



3.2. A Kénig-tétel 35

célfiiggvénye nem haladhatja meg a minimumfeladat célfiiggvényét. Ez az allitas

nem csak pdros grafokra érvényes.

3.5. Allitas. Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf, F C E egy fiiggetlen élekbél dll6
halmaz, ) C P pedig egy lefogé pontrendszer. Ekkor

[F| < Q) (3.1)

Tehdt a fiiggetlen élek maximdlis szdama nem haladhatja meg a lefogé pontok minimdlis

szdmut.

Bizonyitds. Pusztan az F-beli élek lefogasdhoz sziikség van annyi pontra, ahany
él van F-ben, mert egy pont sem tud két fiiggetlen élt lefogni, hiszen két fliggetlen
élnek nincs kozos végpontja. Valamennyi él lefogasahoz legaldbb |F'| db pontra

van sziikség. O

A kombinatorika klasszikus eredménye az a Kénig Dénest6l szdrmazé tétel
([K6n31]), mely szerint paros graf esetén a fiiggetlen pontok maximaélis szdma
azonos a lefogd pontok minimélis szdmaval. Ezt az eredményt a konyv kiilonbo-
26 fejezeteiben kiilonb6z6 modszerekkel fogjuk bizonyitani. Itt természetesen a

Ford-Fulkerson-algoritmust hasznaljuk.

3.5. Tétel (Kénig Dénes). Legyen G = (A, B; E) egy irdnyitatlan pdros grdf. Ekkor a

fiiggetlen élek maximdlis szdma azonos a lefogé pontok minimdlis szdmdval.

Bizonyitds. Jeloljiik a fiiggetlen élek maximadlis szamat f.c-szal, a lefogd pontok
minimalis szamat /,,,;,-nel. Készitiink egy G’ irdnyitott grafot a kovetkezdképpen.
G éleit A-bol B-be iranyitjuk, ezek lesznek az eredeti élek. A pontok halmazat
kiegészitjiik egy F forrdssal és egy Ny nyel6ével. F-bol egy-egy iranyitott élt in-
ditunk A pontjaiba, B pontjaibdl pedig egy-egy iranyitott élt inditunk a nyel&be.
Ezeket hivjuk mesterséges éleknek. Minden mesterséges él kapacitdsa 1 lesz, az
eredeti élek kapacitdsa pedig 2. A 3.4. dbrdn egy péros grafbol szarmaztatott
maximadlis folyam feladatot latunk. A forrasbél az A halmazba mutaté illetve a
B halmazbdl a nyel6be mutaté Gn. mesterséges élek kapacitdsa 1, ugyanakkor
valamennyi eredeti él kapacitdsa 2. Ezekutdn tekintjiik a G’ gréffal kapcsolatos
maximalis folyam feladatot.

Az élek kapacitdsai egészek, tehat a Ford-Fulkerson-algoritmus egészértékii ma-

ximaélis folyamot ad eredménytiil. Ezt jel6ljiik x-szel. x-ben minden éI terhelése 0
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3.4. dbra. Paros grafhoz rendelt maximalis folyam feladat

vagy 1, hiszen mesterséges éleken 1 a fels6 korlat, eredeti éleken pedig a 2 fels6
korlat nem érhet6 el. Ennek az az oka, hogy A-beli pontban a bemend 6sszeg
legfeljebb 1, ezért a kimend Osszeg is legfeljebb 1. Hasonléan B-beli pontban a
bemend 6sszeg is legfeljebb 1, tehdt az 1 terhelésti eredeti élek fliggetlenek. Talal-

tunk annyi fliggetlen eredeti élt, amennyi az x folyam értéke, tehat

0(X) < finax

Most belatjuk a forditott irdnyt egyenl6tlenséget, tehat azt, hogy fumax < v(x).

Legyen X C E egy maximadlis szdmu fiiggetlen eredeti éIbdl all6 halmaz, és defi-

nialjuk az y folyamot a kovetkez6képpen:

(

1 haeegy X-beli eredeti él,
1 ha e F-bdl egy X-beli él A-beli végpontjaba mutat,
1 haeegy X-beli él B-beli végpontjabol Ny-be mutat,

0 egyébként.

\

Ekkor y egy lehetséges folyam, aminek az értéke X éleinek szama. Tehat v(x) >
v(y) = fmax- Ezek szerint az x maximadlis folyam értéke egyenld a fiiggetlen élek

maximalis szdméaval.

U(X) = fiax
Most megmutatjuk, hogy a minimdlis vagdas kapacitdsa a lefog6 pontok minimalis
szaméval azonos. Legyen AU B = H U H a Ford-Fulkerson algoritmus &ltal szol-

géltatott minidlis vagas! A vagas élei telitettek, tehat a vagas élei kivétel nélkiil
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3.5. dbra. Minimalis lefog6 pontrendszer és minimalis vagas

mesterséges élek, mert az eredeti élek terhelése nem éri el a 2-t. A vagas élei vagy
F-bdl A-ba vagy B-b6l Ny-be mutatnak. A vagas éleinek A-beli végpontjaibol
allé ponthalmaz legyen V(A), a vagés éleinek B-beli végpontjaibdl allé ponthal-
maz peig legyen V(B)! Azt allitjuk, hogy V(A) U V(B) lefogja az eredeti paros
graf éleit.

Val6ban, tegyiik fel, hogy a € (A —V(A)), b e (B —V(B)), és (a,b) a g graf éle!
Ekkor G’-ben elmehetiink a forrasbodl a nyelébe az {F, a,b, Ny} ttvonal mentén.
valamelyik a vagds éle lenne. Ez azonban nem lehetséges, mert a vagas élei teli-
tettek.

Tehat V(A) UV(B) egy lefog6 pontrendszer, az ebben 1év6 pontok szdma a mini-
malis vagas éleinek a szdma, az pedig a minimdlis vagds kapacitdsa, mert a vagas

éleinek kapacitdsa 1. Ezzel belattuk, hogy
lnin < u(H — H) = 0(X) = fuax
Ezt a (3.1) egyenlettel dsszevetve

lmin - fmax

adodik. ]

A 3.5. 4bran a minimadlis vagds H halmazdnak pontjait aldhtizdssal jeloltiik,
tehat H = {F,a2,a3,03}. A vagas élei az (F,al) és (b3, Ny) élek, ezeket vastag
nyilak abrazoljdk. A végas éleihez tartozo eredeti pontok —tehét al és b3 — egy

minimalis lefogé pontrendszert alkotnak. Az abrabdl kiolvashaté a minimalis
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vagds H halmazara vonatkozo6 szabaly:

H=FU(A-V(A)UV(B) (3.2)
H=V(A)U(B-V(B))UNy (3.3)

Megemlitjiik még, hogy nemparos graf esetén a fliggetlen élek maximalis szdma
gyakran kisebb a lefogé pontok minimdlis szamdandl. Példdul a 3 pontd teljes graf

esetén fro.x = 1, de [, = 2.

3.3. Teljes parositasok paros grafban

A Konig-tételnek szamos hires kovetkezménye van, ezeknek egy jelentds része

teljes parositdsokra vonatkozik.

3.7. Definici6 (Teljes pérositds). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitatlan grdf. Teljes
pdrositdsnak neveziink eqy X C E élhalmazt, ha a grdf minden pontja pontosan egy

X-beli élnek végpontja. A teljes pdrositdst 1-faktornak is szoktdk nevezni.

Két X-beli él ezek szerint nem taldlkozhat, tehat a teljes parosités fiiggetlen
élekbdl all. X parokba rendezi a graf pontjait, tehat ilyenkor a pontok szdma
péros. Egy G = (A, B; E) paros graf esetén a teljes parositds A-beli pontokat B-
beli pontokkal kot 0ssze, allit parba. Ezért ilyenkor A és B ugyanannyi pontbdl

all. |A| = |B| = n esetén (n, n)-pontt paros grafrol beszéliink.

3.8. Definicié (ponthalmaz szomszédai). A G = (P, E) irdnyitatlan grdfban a () C
P ponthalmaz szomszédai azokbol a (QQ-n kiviili pontokbdl dllnak, melyek () valamely

pontjdval szomszédosak. A @ halmaz szomszédainak halmazdit N(Q)-val jeloljiik.

NQ) ={pe(P-Q)|3eQ, (pq) € E}

A kovetkezd eredmény sziikséges és elégséges feltételt ad arra nézve, hogy

egy (n,n)-pontu pdaros grafban létezzen teljes parositas.

3.6. Tétel (Hall-tétel). Legyen adott eqy G = (A, B; E) irdnyitatlan (n, n)-ponti pdros
grdf. G-ben pontosan akkor létezik teljes pdrositds, ha tetszlleges C' C A ponthalmaz
esetén

IN(O)| = [C]
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Bizonyitds. Ha létezik teljes pérositds akkor ennek az élei C' pontjaihoz ugyan-
annyi szomszédot biztositanak a masik oldalrél, ahany pontja van C-nek. Masfe-
161 tegyiik fel, hogy G-ben nincs teljes parositas. Ekkor a fliggetlen élek maximalis
szdma n-nél kevesebb, tehdt a Kénig-tétel miatt a lefogé pontok minimaélis szdma

is kisebb, mint n. Legyen C' U D egy minimdlis lefogé pontrendszer, ahol
CCA,DCB,és|Cl+|D|<n

A — C minden szomszédja D-ben van, hiszen az (A — C')-b6l indul6 éleket C' nem
tudja lefogni. De |[A —C| =n—|C

ponthalmaznak kevesebb szomszédja van, mint ahdny pontja, ami ellentmond a

> | D|. Ez viszont azt jelentené, hogy az A — C'

tétel feltevésének. O
Teljes parositds 1étezésének elégséges feltétele az, hogy a paros graf k-reguldris.

3.9. Definici6 (k-reguldris graf). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitatlan grdf, és egy

k pozitiv egész szdm. G k-reguldris, ha minden pont foka k.

Ha a G = (4, B; E) péros graf k-regularis, akkor A ugyanannyi pontbdl 4ll,

mint B, hiszen az élek szdma egyik oldalrél £ x | A|, mésik oldalrél k& x |B|.

3.7. Tétel (1-faktorok unidja). Legyen adott ey G = (A, B; E) irdnyitatlan (n,n)-
pontii pdros grdf, és tegyiik fel, hogy G k-reguldris. Ekkor létezik X C FE teljes pdrositds,

sot a grdf éleinek halmaza k darab teljes pdrositds unidja.
E=X(1UX2u...UX(k),
ahol X (1), X(2),...,X(k) k darab teljes pdrositds.

Bizonyitds. Legyen C' C A egy ponthalmaz. C-b6l k x |C] él indul ki. Ezeket az
éleket a mésik oldalon legalabb |C| pont fogadja, mert ha ennél kevesebb pont
fogadnd, akkor lenne olyan pont, amibe legalabb £ + 1 él fut. Tehat C' szomszéda-
inak szdma legaldbb |C|. A Hall-tétel szerint van X C E teljes parositds. Hagyjuk
el a grafbol X éleit, ekkor (k — 1)-regularis grafot kapunk, amire indukciéval al-

kalmazhat6 a tétel. £ = 1 esetén a tétel allitdsa nyilvanvalo. O

3.3. Feladat. k-reguldris pdros grifban bizonyitsuk be a teljes pdrositds létezését kozvet-
leniil a Konig-tételbdl (a Hall-tétel nélkiil)!
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4. fejezet
Parositasok paros graftban

Ebben a fejezetben G = (A, B; E) egy irdnyitatlan pdros graf, A és B a két disz-
junkt ponthalmaz, P = AU B a pontok, £ az élek halmaza. A graf parositdsainak
szisztematikus tanulmdanyozdasaval foglalkozunk. X-szel jelolve egy pdarositast
megallapithatjuk, hogy X fiiggetlen élekbdl 4ll, és az X-beli élek &ltal kifeszitett
részgrafban minden P-beli pont foka 0 vagy 1.

4.1. Optimalitasi kritérium

4.1. Definicié (fedetlen pont). Az X pdrositds lefedi a p pontot, ha p X valamelyik
élének végpontja. Ellenkezl esetben a p pont (X dltal) fedetlen.

Altalaban nem fér kétség ahhoz, hogy X melyik parositas, ilyenkor egyszer(-

en fedetlen pontrol beszéliink.
4.2. Definici6 (alterndl6 ut). Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf, X C E pedig
eqy pdrositds. Eqy it X -alterndld, ha az it élei felvdltva X -hez tartozo illetve X -en kiviili

élek.

Amikor egyértelm{i, hogy melyik parositdsrél van sz6, egyszertien alternalé
atrél beszéliink.
4.3. Definici6 (javito at). Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf, X C E pedig
eqy pdrositds. X-javitd iitnak neveziink egy olyan alterndlé utat, amelyiknek mindkét

végpontja (X dltal) fedetlen.

Amikor egyértelmi, hogy melyik pérositasrol van sz6, egyszerfien javito ttrol

beszéliink. Javit6 tt mentén megtehetjiik, hogy X éleit a parositasbdl kivessziik,

41
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4.1. &bra. Javitas javit6 Gt mentén

az X-en kiviili éleket pedig a parositasba betessziik. Eredményképpen olyan él-
halmazt kapunk, ahol tovadbbra is minden pont foka legfeljebb 1, tehat egy 4j
parositast kapunk, és ennek az eredetinél eggyel tobb éle lesz. Figyelemremélto,
hogy az 4j pdrositds élei lefedik mindazokat a pontokat, melyeket a régi parosi-
tas lefedett. A javité atnak fontos tulajdonsédga, hogy pontjai az egyik végpontbo6l
péros, a masik végpontbdl pedig paratlan hossztisdga X -alterndlé tuttal érhetéek
el. A 4.1. dbra a javitas folyamatat dbrdzolja. Az dbrdn a pdarositds éleit vastag
vonallal, a tobbi élt vékony vonallal jeloljitkk. Baloldalon az 1-es és a 6-os pont
tfedetlen, ezeket egy X-alterndl6 ut koti dssze. Az Gt mentén felcseréljiik az X-
beli és az X-en kiviili éleket, igy kapjuk a jobboldalon lathaté Gj parositast. Az
4j pérositasban eggyel tobb él van, mint a régiben. Az Gj pdarositas élei lefedik
mindazokat a pontokat, melyeket a régi parositas lefedett.

Most megfogalmazunk egy optimalitési kritériumot, ami nem csak paros grafban

érvényes, ezért a 6. fejezetben is hasznalni fogjuk.

4.1. Tétel (Optimalitdsi kritérium). Legyen G = (P, E) eqy irdnyitatlan grif, X C E
pedig eqy pdrositds. X pontosan akkor maximdlis, ha a G grdfban nem létezik X-javito
1it.
Bizonyitds. Ha van X-javito6 ut, akkor ezen az tton az X-beli és az X-en kiviili
éleket felcserélve olyan 1j parositast kapunk, aminek 1-gyel tobb éle van, tehat X
nem volt maximadlis.
Masfeldl tegyiik fel, hogy X nem maximaélis, ezért 1étezik olyan Y parositds,
melynek tobb éle van, tehat

(X <]Y]

Jeloljiikk G’-vel az X U'Y élhalmaz 4ltal feszitett részgrafot! Ez a részgraf biztosan

nem Osszefliggs, ha X-nek és Y-nak van kozos éle, mert minden ilyen e él G'-
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ben egy két pontbdl és egy éIbol allo Osszefiiggd komponens. G’'-ben minden
pont foka legfeljebb 2, hiszen a fokszdmhoz X és Y egyarédnt legfeljebb 1-gyel
tud hozzdjarulni. Ha egy pont foka 2, akkor ebben a pontban 1 db X-beli és
1 db Y-beli €l taldlkozik. Mindezt 0sszevetve a G’ graf mindegyik 0sszefiiggd

komponense az aldbbi hdrom tipus valamelyikébe tartozik.

1) szeparalt e él, ahole € X NY
2) paros hossztsdgi X — Y — alterndl6 kor

3) X —Y — alternal6 ut

A szeparalt él X-ben és Y-ban is benne van, ezért egyik végpontjdhoz sem
csatlakozhat sem X-beli, sem Y-beli él. Az X — Y —alternal6 kor és ut élei felvalt-
va vannak X-ben illetve Y-ban. Hangstlyozzuk, hogy egy X — Y —alternal6 kor
az alterndlds ténye miatt akkor is paros hossztisagu, ha egyébként a graf nempa-
10s.

Az els6 két tipusu részgrafban X-nek és Y-nak ugyanannyi éle van. Ezért | X| <
|Y'| csak a harmadik tipusban teljesiilhet, mégpedig gy, hogy egy X —Y —alterndlé
at Osszefiiggd komponens G'-ben, és az it mindkét végén Y-beli él talalhaté. Ek-

kor ennek az titnak minkét végpontja X &ltal fedetlen, tehat az at X-javité. [

Egy fontos kovetkezményt emlitiink, amelyik az optimalitdsi kritériumhoz

hasonléan nemcsak paros grafban érvényes.

4.1. Kovetkezmény. Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf, X C E pedig egy pdro-
sitds. Ekkor létezik G-ben olyan X* maximadlis pdrositds, amelyik lefedi az X dltal fedett
pontokat. Ha i € P nem izoldlt pont (, tehdt létezik beldle kiindulé él) , akkor létezik

G-ben olyan X* maximdlis pdrositds, amelyik az i pontot lefedi.

Bizonyitds. A javit6 it mentén torténd javitdsok soran az tj parositas lefedi a régi
altal fedett pontokat, ugyanakkor tobb éle van, mint az el6z6nek. Javité utak
mentén torténd javitdsok sordn elébb-utébb maximalis X* pérositdshoz jutunk
(1d. 4.1. tétel). Az allitds masodik része abbdl kovetkezik, hogy ha i nem izolalt,
akkor 1étezik i-b6l indulé él. Egy ilyen él lehet az X péarositas. O

Tehét eljutottunk oddig, hogy ha valaki (egy pont) bekeriilt egy pérositasba,
akkor maximalis parositdsba is be tud kertilni. Ehhez hasonl6 eredmény kovet-

kezik, eztittal kimondottan péaros grafokra.
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X Y
BOH—B O—®

Y X
O~ @O~
Y X

4.2. dbra. X-Y alterndlo utak

4.2. Tétel (Mendelsohn-Dulmage). Legyen adott eqy G = (A, B; E) irdnyitatlan pd-
ros grdf, valamint X és'Y két pdrositds. Ekkor létezik olyan Z C X UY pdrositds amelyik
lefedi az X dltal fedett A-beliés az'Y dltal fedett B-beli pontokat.

Bizonyitds. A 4.1. tétel bizonyitdsdhoz hasonléan tekintsiik az X UY élhalmaz al-
tal kifeszitett G’ részgraf osszefiiggd komponenseit. Mindegyik komponensben
valasztani fogunk X és Y koziil gy, hogy a kivalasztott parositas élei az adott
komponensben lefedjék az X 4ltal fedett A-beli és az Y &ltal fedett B-beli pon-
tokat. A kivalasztott parositds komponensbeli élei alkotjdk az adott komponens-
ben a Z pérositast. Ugyantgy, mint a 4.1. tétel bizonyitasaban, megéllapithatjuk,

hogy mindegyik komponens az aldbbi hdrom tipus valamelyikéhez tartozik.

1) szeparalt e él,ahole € X NY
2) paros hosszasagu X — Y — alternél6 kor

3) X — Y — alterndl¢ ut

Az els6 két tipusndl X élei lefedik valamennyi Y 4ltal fedett pontot, és forditva,
tehdt mindegy, hogy X és Y koziil melyiket valasztjuk. Amikor az ¢sszefiiggd
komponens egy X — Y —alterndl6 ut, akkor el6fordulhat, hogy az at mindkét
végen X-beli él all, vagy az it mindkét végén Y éle taldlhat6. Az elsd esetben Z =
X a helyes vélasztas, mert X élei egy ilyen komponensben valamennyi Y altal
fedett pontot lefedik. Hasonldéan a masodik esetben Z = Y a helyes vélasztas.
Mar csak az a két eset maradt hatra, amikor az Osszefliggé komponens egy

X — Y —alterndl6 ut, melynek az egyik végén X-beli, a masik végén Y-beli él
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4.3. dbra. X -alternalod fak

all. A 4.2. dbra bal oldalén lathato esetben Z = X-et kell védlasztani, mert X élei
az adott komponensben lefedik az Y altal fedett B-beli pontokat. Az abra jobb
oldalan lathat6 esetben Y élei fedik le az adott komponensben X altal fedett A-
beli pontokat, tehat Z = Y a helyes vélasztas. O

Megemlitjiik kovetkezd alkalmazast: A a munkavallalok, B a feladatok hal-
maza. A szakszervezet sorba rendezi a munkavallalokat, és a sor elejérdl akar
foglalkoztatni annyit, amennyi csak lehetséges. A cégvezetés a feladatokat rende-
zi sorba, és ennek a sornak az elejérél akar minél tobb feladatot kiosztani. Ekkor
van olyan maximadlis pdrositds, amelyik a szakszervezeteknek és a cégvezetésnek

is megfelel.

4.4. Definicié (X-alterndl6 fa). Legyen G = (P, E) eqy irdnyitatlan grdf, X C E pedig

egqy pdrositds. X-elterndlé fanak neveziink egy fdt, ha

A fdban pontosan eqy X dltal fedetlen pont van, ez a gyokér.

A fa barmely mdsik pontjdbdl a gyokérbe vezetd 1it X —alterndlo.

A 4.3. 4bran 4 db X-alterndl6 fat (és még 3 X-beli élt) lathatunk. A parositas
éleit vastag vonallal, a tobbi élt vékony szaggatott vonallal jel6ljiik. A négy X-
alterndl6 fa, 4 db A-beli fedetlen pontban gyokerezik. Balrdl az els6 pusztin a
gyokérbdl all. A méasodik 11 pontbdl és 10 élbdl 4ll. Ebben a fdban a pérositasnak
5 éle talalhato, és a B-beli pontok szdma is 5.
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4.2. Maximadlis parositas paros grafban algoritmus

Az a cél, hogy taldljunk maximalis szamu fliggetlen élt és minimaélis szdm lefo-
g6 pontot. Az algoritmus egy tetsz6leges X pdrositdssal indul. Ha A-ban nincs
X altal fedetlen cstics, a parositds maximalis, és az A halmaz egy minimaélis lefo-
g6 pontrendszer. Egyébként mindegyik A-beli fedetlen csticshoz Osszegyfijtjiik,
és megcimkézziik azokat a csticsokat, ahova X-alterndl6 tuton el lehet jutni. Ha
B-beli fedetlen csticshoz jutunk, akkor van javité at. A-beli fedetlenhez nem ju-
tunk, mert B-b6l A-ba mindig pdrositas-éllel joviink vissza. Ha nem jutunk B-
beli fedetlenhez, és nem lehet mér 4j csticsot megcimkézni, akkor minden A-beli
fedetlen pontbol, mint gyokérbdl, felépiilt egy X-alterndl6 fa. (A cimkézés soran
mindig olyan csticsba megytink, amelyik még nem volt megcimkézve). Ezeknek
a fdknak a cstcsai vannak megcimkézve, a tobbi cimkézetlen. Ilyenkor mér nincs
X-javité at, tehdt X egy maximadlis pérositds. Az A-beli fakon kiviili csticsok,
valamint a B-beli valamelyik fdhoz tartozé cstcsok minimalis lefogé rendszert
alkotnak.

4.1. Algoritmus (Maximalis parositds paros grafban).

Start: G=(A,B;F) a paros graf, X egy tetszdleges parositéas.

Egyik cslcs sincs megcimkézve. Egyik cstcs sem vizsgdlt.

1) vValamennyi A-beli (X &ltal) fedetlen csucs megkapja
a Gy cimkét (gydkér). Ha nincs ilyen csucs, a 3b)

pontra megylink. Egyébként ¢ legyen egy ilyen csucs.

2a)Megvizsgdljuk az i csucsot (i€ A)a kdvetkezdképpen:
Valamennyi (i,j) € X élre, ahol j még cimkézetlen
-Ha j fedetlen, a j csucs az & cimkét kapija,
és 3a) kovetkezik.
-Ha j fedett, a j az ¢ cimkét kapja, és a j-t fedd
X-beli é1 mésik (A-ban 1évd) k végpontija a
"4" cimkét kapja.
Ezutdn az ¢ csucsot ,vizsgdlt”nak nyilvanitjuk.
2b) Keresiink egy i€ A cimkézett, de még vizsgdlatlan csucsot,
és visszatériink a 2a) lépésre.

Ha nincs A-beli cimkézett, de vizsgdlatlan csucs,
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akkor 3b) kovetkezik.

3a) (Javités) Taldltunk egy javitd utat, ami B-ben végzddik.
Ezt a j cslcsbdél a cimkék szerint visszalépve kapjuk meg,
az Ut kezdd csucsénak cimkéje Gy. Elvégezzik a javitast.
Minden cstcstdl elvessziik a cimkét. Egyik cstcs sem vizsgéalt.
Az 1) lépés kovetkezik.

3b) (Optimum) A cimkézés befejezbd6ddtt, nincs javitd ut,
az aktudlis X pérositds maximélis.
Legyen C C AUB a cimkével ellatott csucsok halmaza.
Ekkor Q =(A—C)U(BNC) egy minimalis lefogd pontrendszer,
STOP

4.3. Tétel. A maximdlis pdrositds algoritmus tetszdleges pdros grdf és induld pdrositis
esetén véges szdmii Iépésben véget ér. Az utolsé X pdrositds maximdlis. C-vel jelolve az

algoritmus végén megcimkézett pontok halmazdt, a
Q=(A-C)u(BNC)
ponthalmaz egy minimdlis lefogé pontrendszer.

Bizonyitds. A 3a) pontban a pdrositds éleinek szdma eggyel n6, ezért csak véges
sokszor futunk ra a 3a) pontra. Két javitas kozott legfeljebb annyiszor futunk a
2a) pontra, ahdny pontja van a grafnak. Tehat az algoritmus véges szamu 1épés
utdn a 3b) 1épéssel ér véget. Most megmutatjuk, hogy a ) ponthalmaz lefogja
a graf osszes élét. Ha () nem fog le egy e = (i, ) élt, akkor i A-beli cimkézett
pont, és j pedig B-beli cimkézetlen. Ez viszont azt jelentené, hogy az i cstics
vizsgélatakor j nem kapott cimkét, ami ellentmondas.

Maisfel6l megmutatjuk, hogy az utolsé X pdarositdsnak legalabb annyi éle van,
mint ahdny pontbdl all a () ponthalmaz. A — C minden pontja fedett, mert A-ban
az X altal fedetlen pontok megkapjak a Gyokér cimkét. A — C kiilonboz6 pontjait
a parositas kiilonbozo élei fedik le, tehat (A — C')-b&l a parositasnak |[A —C| db éle
indul ki. (B N C) pontjai is fedettek, mert az algoritmus végén mdr nincs javitas,
ezért B-beli fedetlen pont nem kaphatott cimkét. (B N C)-b&l a parositdsnak |B N
C| db éle indul ki, és ezek egyike sem fut (A — C')-be, mert az algoritmus szerint
az él masik végpontja is cimkét kap, vagy mar korabban cimkét kapott. Ezzel
belattuk, hogy

Q<X



48 4. tejezet. Parositdsok pdros grafban

4.4. dbra. Példa a maximalis pérositds algoritmusra

Ezt 6sszevetve a 3.1 egyenl6tlenséggel

@l = [X]
adodik, tehdt a parositds maximalis, a lefogd pontrendszer pedig minimdlis. [

4.1. Feladat. Kovessiik végig a maximdlis pdrositis algoritmust a 4.4. dbrdn ldthaté pdros
grdf esetén! Induldskor legyen X = {(2,7), (4, 8)}. Rajzoljuk fel az X —alterndlo fikat!

4.3. A parositas és teljes parositas politépok

4.5. Definici6 (Parositas politép). A G = (A, B; E) irdnyitatlan pdros grdf pdrositds

politdépjanak nevezziik a kivetkez0 egyenlotlenségrendszer megolddshalmazit

z(e) >0|e€ E (4.1)
> z(e)<1|pe AUB (4.2)

pee

A pdrositds politépot K(G)-vel jeloljiik.

Tehat minden élhez tartozik egy nemnegativ valtoz6. Minden csticsra dssze-
gezziik a csticsbdl kiindul6 élekhez tartozé valtozok értékeit, és az igy kapott
csticsOsszeg nem lehet nagyobb 1-nél. n cstcs és m él esetén K(G) n + m db féltér

metszete, tehat egy konvex halmaz R™-ben. Minden valtoz6 0 és 1 kozott van,
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hiszen egyik csticsosszeg sem lehet 1-nél nagyobb, ezért a konvex halmaz korlé-
tos, tehdt poliéder. A parositas politop feltételrendszere hagyomdanyos alakban a

kovetkez6:

x>0 ‘ (i,j) € B (4.3)
i,(i,j)€E

Nevezetes tény, hogy paros graf esetén ennek a poliédernek az extremalis pontjai
(csticsai) egészek, tehat m dimenzids 0 — 1 vektorok, rdaddsul a G graf parosité-
sainak a karakterisztikus vektorai. Ezt a tényt réviden dgy mondjuk, hogy K(G)

cslicsai a parositdsok.

4.1. Allitas. Legyen G egy irdnyitatlan pdros grdf. Eqy x € K(G) vektor nem extremlis
pontja a pdrositds politépnak, ha létezik olyan e él, hogy

0<uz(e) <1 (4.6)

Bizonyitds. Tetsz6leges p pont csticsosszegét jeldljiik s(p)-vel!

pEe
Jeloljiik tovabba G'-vel azt a részgrafot, melyet a (4.6) feltételnek eleget tevd e élek
feszitenek ki! Ezeket az éleket roviden tort-éleknek fogjuk nevezni.

Ha egy e tort-él befut a p pontba, és s(p) = 1, akkor p egy masik tort-éInek is
végpontja, tehat p-bdl tovabb lehet menni egy mésik tort-élen. Legyen ez a masik
tort-él f = (p,q)! Ha s(q) értéke is 1, akkor a ¢ pontbdl is tovabb lehet menni
egy Gjabb tort-élen, és igy tovdbb. Tehat vagy taldlunk olyan tort-élekbdl allo
kort, melynek minden pontjdban s(p) = 1, vagy G'-nek valamelyik 6sszefliggd
komponense tort-élekbdl 4116 élsorozat, melynek a belsé pontjaiban s(p) = 1, de
a két végpontjaban a csticsosszeg 1-nél kisebb (a két végpont azonos is lehet). A

kor esetén legyen
y(e) = z(e) + ¢, ha e a kor paros sorszamd éle,
y(e) = xz(e) — £, ha e a kor paratlan sorszdmu éle,

z(e) egyébként

<

—~
Q)

~—
Il
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Legyen tovdbba

z(e) = z(e) — €, ha e a kor paros sorszadmd éle,
z(e) = x(e) + ¢, ha e a kor paratlan sorszamt éle,

z(e) = x(e) egyébként

Itt felhasznéltuk azt, hogy pdaros grafban minden kor hossza paros. Elegend6en

kicsi pozitiv € esetén y és z egyarant benne van a parositas politopban, ugyanak-

kor

x = (y +2)/2

tehat x nem lehet extremalis pont.

Ugyanezt a konstrukciét hasznélhatjuk abban az esetben, ha olyan tort-élekbdl

all6 élsorozatot taldltunk, melynek a bels pontjaiban s(p) = 1, de a két végpont-

jdban a cstcsosszeg 1-nél kisebb. Legyen tehat

tovabba

y(e) = z(e) + €, ha e az élsorozat paros sorszamd éle,
y(e) = z(e) — ¢, ha e az élsorozat paratlan sorszam éle,

y(e) = x(e) egyébként

z(e) = z(e) — €, ha e az élsorozat péaros sorszamt éle,
z(e) = z(e) + €, ha e az élsorozat pératlan sorszdmd éle,

z(e) = z(e) egyébként

Elegend&en kicsi pozitiv € esetén az élsorozat végpontjaiban az 1-nél kisebb cstics-

Osszeg 1-nél kisebb marad, bels6 pontban pedig nem valtozik. Tehat kis epszilon-

ray és z egyarant benne van a pdrositas politopban, ugyanakkor

x=(y+2)/2

ami azt jelenti, hogy x ezuttal sem lehet extremadlis pont.

]

4.4. Tétel (A pdrositas politop cstcsai). Legyen G egy irdnyitatlan pdros grif. A K(G)

pdrositds politép extremdlis pontjai a grdf pdrositdsainak karakterisztikus vektorai.
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Bizonyitds. Legyen X egy pdrositds G-ben, x pedig a pdarositds karakterisztikus

1 haee X
z(e) =
0 egyébként

vektora, tehat

Ekkor x benne van a pérositas politépban, hiszen nemnegativ, és minden cstcs-
osszeg legfeljebb 1 (két parositasbeli él nem taldlkozhat egy pontban). Tegyiik fel,
hogyy € K(G), z € K(G), és

x=(y+2)/2

Két kiilonboz6 0 és 1 kozotti szam szamtani kdzepe egyfeldl pozitiv, masfeldl 1-
nél kisebb, tehat y és z nem lehetnek kiilonb6z6ek. Ezérty = z = x, tehat x a
politép extremdlis pontja.

Tegytik fel most forditva, hogy x a parositas politép extremalis pontja! Az el6z6

allitas szerint = egész, tehat z(e) = 0 vagy 1 minden e € E esetén. Tekintsiik a
X:{GEE‘x(e):l}

élhalmazt! Ez egy pérositds, mert ha X két éle egy csticsban taldlkozna, akkor ott
a csucsosszeg értéke legalabb 2 volna. Tehat K(G) minden csticsa egy parositas

(karakterisztikus vektora). O

A most bizonyitott tétel azért nagyjelentdségti, mert linedris programozasbol
kozismert, hogy ha egy LP feladat lehetséges halmaza korlétos, akkor amellett,
hogy a feladatnak van optimalis megoldasa, optimalis cstics is 1étezik (1d. A fiig-
gelék). A IC(G) poliéder korlétos, tehat a megfelel$ LP feladatnak van olyan op-
timdlis megolddsa is, amelyik extremdlis pont, ezért egész, s6t egy pérositas (ka-

rakterisztikus vektora).

4.6. Definici6 (Teljes parositas politép). A G = (A, B; E) egy (n, n) ponti irdnyitat-
lan pdros grdf. A grdf teljes pdrositds politdpjanak nevezziik a kovetkez0 egyenldtlenség-

rendszer megolddshalmazdt

z(e)>0]e€ E (4.7)
Z:U(e):1|pEAUB (4.8)

pee

A teljes pdrositds politépot L(G)-vel jeloljiik.
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Tehat minden élhez tartozik egy nemnegativ valtoz6. Minden csticsra dssze-
gezziik a csticsba fut6 élekhez tartozé véltozok értékeit, és az igy kapott cstics-
Osszeg értéke 1. n darab A-beli cstics, n darabb B-beli cstics és m él esetén L(G) m
db féltér és 2n db (hiper)sik metszete, tehdt egy konvex halmaz R™-ben. Minden
véaltozo6 0 és 1 kozott van, hiszen mindegyik csticsosszeg 1, ezért a konvex halmaz
korlatos, tehat poliéder. A teljes pérositds politop feltételrendszere hagyomanyos

alakban a kovetkez6:

2y >0|(i,j) € E (4.9)

Y ay=1|icA (4.10)
7, (j)EE

> w;=1|jeB (4.11)
i, (i,j)€E

Nevezetes tény, hogy paros graf esetén ennek a poliédernek az extremalis pontjai
(csticsai) is egészek, tehat m dimenzids 0 — 1 vektorok, rdadasul a G graf teljes pé-
rositasainak a karakterisztikus vektorai. Ezt a tényt réviden tigy mondjuk, hogy

L(G) cstcsai a teljes parositasok.

4.2. Allitas. Legyen G egy (n,n) ponti irdnyitatlan pdros grdf. Egy x € L(G) vektor
nem extremdlis pontja a teljes pdrositds politépnak, ha létezik olyan e él, hogy

0<z(e) <1 (4.12)

Bizonyitds. A bizonyitds ugyanagy torténik, mint a 4.1 4llitds bizonyitasa, s6t még
egyszer(ibb, mert jelenleg minden csticsosszeg értéke 1, ezért a tort-élek altal ki-
feszitett grafban biztosan van tort-élekbdl 4116 kor. A részletek végiggondolasat

az olvasora bizzuk. O

4.5. Tétel (A teljes parositas politdp csticsai). Legyen G egy (n,n) ponti irdnyitatlan
pdros grdf. Az L(G) teljes pdrositds politdp extremidlis pontjai a grdf teljes pdrositdsainak
karakterisztikus vektorai.

Bizonyitds. Legyen X egy teljes parositds G-ben, x pedig a parositas karakterisz-
tikus vektora, tehat

1 haee X
z(e) =
0 egyébként
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Ekkor x benne van a teljes parositas politopban, hiszen nemnegativ, és minden
csticsOsszeg 1 (a parositds minden cstcsot lefed). Tegytik fel, hogy y € L£(G),
z € L(G), és

x=(y+2)/2

Két kiilonb6z6 0 és 1 kozotti szam szdmtani kozepe egyfeldl pozitiv, mésfeldl
1-nél kisebb, ugyanakkor x mindegyik koordinatdja 0 vagy 1, tehat y és z nem
lehetnek kiilonbozbek. Ezért y = z = x, tehat x a politép extremalis pontja.

Tegyiik fel most forditva, hogy x a parositas politép extremadlis pontja! Az el6z6

allitas szerint x egész, tehat x(e) = 0 vagy 1 minden e € E esetén. Tekintsiik az
X:{eEE‘x(e):l}

élhalmazt! Ez egy teljes parositas, mert minden cstcsosszeg 1. Tehat £(G) minden

csticsa egy teljes parositds (karakterisztikus vektora). O

Megjegyezziik, hogy egy (n,n) pontt paros graf esetén a teljes parositds po-
litép tires is lehet. Amikor a teljes pérositas politop nemdiires, minden linedris
célftiggvénynek van optimuma az £(G) poliéderen (a poliéder korlatos). A most
bizonyitott tételnek az a jelentésége, hogy a megfeleld LP feladatnak olyan opti-
malis megolddsa is van, amelyik egész, tehét egy teljes parositas (karakterisztikus

vektora).

4.2. Feladat. Adjunk meg olyan (2,2) pontii pdros grdfot, ahol a teljes pdrositds politép

tires!

4.3. Feladat (Birkhoff, von Neumann-tétel). Mutassuk meg, hogy minden dupldin
sztochasztikus mdtrix permutdcié-mdtrixok konvex kombindciéja. (Egy n x n-es mdtrix
dupldn sztochasztikus, ha elemei nemnegativak, valamint minden sorban és oszlopban az
elemek Osszege 1. Permutdcié-mdtrix minden sordban és oszlopdban pontosan egy 1-es
dll, a tobbi elem 0.)

Utmutatds: Azt igazoljuk, hogy a duplén sztochasztikus matrixokbél 4116 po-

liédernek az extremalis pontjai a permutdcié-matrixok!

4.4. Feladat. [rjuk fel azt a poliédert, melynek extremdlis pontjai a pdros grdf éleit lefogd

pontrendszerek (karakterisztikus vektorai)!
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5. fejezet
Sulyozott parositasok paros grafban

Minden e = (4, j) élnek van egy w(e) = w;; > 0 stlya (i € A, j € B). Elhalmaz
sulyat a benne szereplt élek sulyainak dsszegeként hatdrozzuk meg, tehat X C £

esetén

eeX
Salyokkal elldtott paros grafokat egyszertien megadhatunk szamtablazattal. A
tdblazat sorai az A ponthalmaz elemeinek, az oszlopok pedig a B ponthalmaz
elemeinek felelnek meg. A cellak az élek, az él stlya a celldban lathaté szam. A
nemlétez6 éleknek megfelels celldkat iiresen hagyjuk. Az 5.1. tdblazat egy (4, 4)
pontu teljes paros grafot mutat az élek stilyaival egyditt. A bekeretezett cellaknak

megfeleld élek egy teljes pdrositast alkotnak.

5.1. Maximalis 0sszsulyt parositas

Olyan X pdarositast keresiink, melynek az 6sszstlya maximadlis az dsszes pdro-
sitds kozott. Ehhez el6szor minden k-ra meghatdrozunk egy £ élti maximalis

parositast, majd ezek koziil a legnagyobb 0sszstlyt lesz az X parositas.

5.1. tdblazat. (4, 4) pontu teljes paros graf salyokkal

5 4 (7] 2
5] 3 6
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5.1.1. algoritmus

Olyan X (1), X(2),..., X (k) parositasokat készitiink, hogy minden k-ra X (k) k db

élbdl all, és a k élti parositasok kozott maximalis Osszstlyt (azaz extremalis).

5.1. Algoritmus (Primal algoritmus).

1) X(1) = egy maximalis sulyu él. k=1
2) Ha X(k) adott, ugy irédnyitjuk a grafot, hogy
X(k) élei A-bél B-be mutatnak, a hosszuk w(e),
a tébbi é1 B-bdél A-ba mutat, ezek hossza —w(e).
3a) Ha van fedetlen B-beli pontbdl fedetlen A-beli pontba
vezetd iradnyitott Ut, akkor ezek kozll egy minimalis
hossztUsagut keresiink (ez nyilvan X (k)-alterndld és javitd),
ennek az élhalmaza legyen F.
X(k+1)=X(k)®F (tehat X(k) és F szimmetrikus
differencidja irédnyitatlanul).
k-t eggyel ndveljlk, a 2) pont kdvetkezik.
3b) Ha nincs fedetlen B-beli pontbél fedetlen A-beli pontba
vezetd irdnyitott ut, akkor k41 €14 parositds nem létezik.

STOP

Az eredeti feladat 1étszamkorlat nélkiil a legnagyobb 6sszstilyt parositas meg-

taldldsa volt. Ezt tgy kapjuk, hogy az X (1), X(2), ..., X (k) pérositdsok koziil ki-
véalasztjuk a legnagyobb dsszsulyt.
Példaként tekintsiik az 5.1. 4bran lathat6 (3, 3)-pontt paros grafot az élek mellé irt
sulyokkal! Az élekre irt szamok az él sulyat jelolik. Ezen az dbran X (1) és X (2)
lathato, a parositasok éleit vastag vonalak mutatjak. (X (2) X (1)-béla b2 — al —
bl — a2 javitd Gt mentén torténd javitassal késziilt.) & = 2 esetén az 5.2. dbra
mutatja az algoritmus szerinti iranyitott grafot. Itt b3 az egyetlen B-beli, a3 pedig
az egyetlen A-beli fedetlen pont. Az egyetlen b3 — a2 — bl — al — b2 — a3
szObajovd javito ut a legrovidebb. Ennek a hossza —2+43 -4+3 -2 = —2. Ezérta
javitas utdn w(X (3)) = w(X(2)) — (—2) = 6 +2 = 8. A végeredmény az 5.3. dbran
lathato.

5.1. Tétel. Ha az 5.1. algoritmusban X (k) extremdlis volt, akkor X (k + 1) is extremalis.
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5.1. abra. Példa a primal algoritmusra

5.2. abra. Iranyfitott graf a primal algoritmusban k = 2 esetén
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5.3. dbra. Maximalis 0sszsulyu parositas

Bizonyitds. Az irdnyitott grafban jeloljiik s(e)-vel egy él hosszét!

w(e)  hae e X(k)a pdrositas éle
—w(e) egyébként.

Egy H élsorozat hosszat az egyes élek elGjeles hosszainak 0sszegekét értelmez-

zuik, és s(H)-val jeloljik.

ecH
Kezdjiik azzal, hogy az irdnyitott grafban nincs negativ hossztisaga kor, mert
X (k) extremalis (Egy korben az X (k)-beli élek Osszstlya legalabb akkora, mint
az X (k)-n kiviili élek 6sszstlya). Tehat ha van fedetlen B-beli pontbdl fedetlen
A-beli pontba vezetd iranyitott ut, akkor az ilyen utak kozott 1étezik minimalis
hossztisagu.

Legyen Y tetszOleges k + 1 elemi pérositds. X (k) U Y-nak van olyan U kom-
ponense, ami X (k)-javité ut. Y ® U k élbdl all (amikor Y és U szimmetrikus

differencidjat képezziik, az élszam eggyel csokken), ezért
w(Y @U) <w(X(k)). (56.1)

U hossza az irdnyitott grafban legalabb akkora, mint F' hossza (Emlékeztetd:
X (k)-bol F-fel javitva késziilt X (k + 1), és F' minimalis hossztsagu volt).

s(U) > s(F) (5.2)
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z

18y
w)=wlY @U)—-sU) <w(X(k))—s(F)=wX(k+1)). (5.3)

Ezzel belattuk, hogy X (k + 1) is extremalis. O

5.1.2. A maximumfeladat dualisa

Jeloljiik egy tetszbleges e él A-beli végpontjat a(e)-vel, a B-beli végpontot pedig
b(e)-vel.

5.1. Definicié (dudl lehetséges). Azu : A — Rés v : B — R vektorokat dudl

lehetségesnek nevezziik, ha

u(a) >0 ‘ a € A,
v(b) > 0|b e B,
u(a(e)) +v(b(e)) > w(e) |e € E

Az (u, v) dudl lehetséges vektorok halmazit D(G, w, max)-vel jeloljiik.

Ez azt jelenti, hogy minden csticshoz tartozik egy dudlvaltozé. Az A-beli csu-
csokhoz tartozé dudlvéltozékat u-val, a B-beli csticsokhoz tartozékat v-vel jelol-
jik. A duédlvaltozék nemnegativak, és barmely él esetén az él két végpontjdhoz
tartozo dudlvaltozok osszege eléri az él sulyat. Klasszikus jeloléssel (n, k) ponta

péros gréfra ez gy is irhat6, hogy

u,-20|i:1,2,...,n
v; >0]|j=1,2,...k

uz—i—ijww‘(z,j)EE

Hangstlyozzuk, hogy ez a dudl lehetséges definici6 csak ebben az alfejezetben
érvényes, ahol a primal feladat egy parositds dsszstilydnak a maximalizaldsa. A
3. fejezetben szerepl6 példa esetén w;; lehet az (i, j) par varhaté nyereménye
a tancversenyen. Képzeljiik el, hogy a konkurrencia u; 0sszeget kinal az i-edik
fitnak, és v; Osszeget a j-edik lanynak azért, hogy el se induljanak a tancverse-
nyen. A dudl-lehetségesség azt jelenti, hogy a felajanlott 0sszegek nemnegativak,
és minden lehetséges pér vesztegetési pénze eléri a tancversenyen varhat6 nyere-
ményiik értékét. A konkurrens cég minimalizalni akarja azt az dsszeget, amivel

elérhetik, hogy egyetlenegy pér se induljon a tancversenyen.
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5.2. Definicié. A

max  w(X)
X pdrositds

diszkrét maximumfeladat dudlisdnak nevezziik a

min (Zu +Zv(b)>

D
(u,v)eD(G,w,max) beB
minimumfeladatot.

Most a maximumfeladat diszkrét, a minimumfeladat folytonos. Ebben a hely-

zetben is érvényes a gyenge dualitds.

5.1. Allitas. Leqyen X egy tetszGleges pdrositds a G pdros grifban, leqyen tovdbbd (u,v) €
D(G, w, max) egy tetszileges dudl lehetséges vektor. Ekkor
X) <> ufa)+ > v(b)
acA beB

Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha

u(a) + v(b) = w(e) a pdrositds valamennyi e = (a, b) élére, és (5.4)
X lefedi a pozitiv dudlvdltozéval rendelkezd pontokat. 5.5)

Bizonyitds.

=3 wie) <3 ulale) + Y v(b(e))

eeX ec X ecX

Itt akkor &ll fenn egyenl6ség, ha (5.4) teljesiil. A jobboldalon a kiilénb6z6 e élek-
hez tartoz6 a(e) pontok kiilonbozbek, mert X egy parositas. Ugyanigy a kiillonbo-
26 élekhez tartozo b(e) pontok is kiilonbozdek. Valamennyi dudlvéltozé nemne-
gativ, tehat a jobboldali 8sszeg nem csokken, ha az 6sszegzést valamennyi A-beli
és B-beli pont dudalvéltozojara kiterjesztjiik.

> ula(e) + ) v(b(e)) < D ula) + ) v(b)

ecX ecX acA beB
Itt pedig akkor all fenn egyenl6ség, ha (5.5) teljestil, tehat a kiterjesztés soran

esetleg megjelend 1j tagok értéke 0. O

5.1. Példa. Az 5.2. tdbldzat egy (4, 4) pontii teljes pdros grdf maximalis Osszsiilyii pdro-
sitdsdt mutatja az optimdlis dudlvdltozokkal egyiitt.

A maximdlis pdrositds dsszsilya 12 4+ 10 + 12 + 9 = 43. A dudlvdltozék Osszege
4+34+0+24+8+10+9+ 7 = 43. Javasoljuk, hogy az olvasé ellendrizze az (5.4)
egyenldségeket!
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5.2. tdblazat. Primal és dual optimaélis megoldas
u\v 4 3 0o 2

8 ||12] 11 5 5
10 7 3 |10] 11
9 12 [12] 8 9
7 1m 6 7 ]9

Nevezetes tény, hogy paros grafban a maximalis 6sszstlyt parositas feladattal

kapcsolatban az er6s dualitas tétel is érvényes.

5.2. Tétel (Egervary [Ege31]). Tetszéleges G pdros grdf és w siilyfiigguény esetén

Xg;r%;gtdsw()() min (Z u(a) + Z v(b)) : (5.6)

)eD
(a,v) (G,w,max) beB

Bizonyitds. A 4.3. alfejezetben bevezettiik a K(G) pérositds politopot. A 4.5. defi-
niciét tanulmanyozva megallapithatjuk, hogy a folytonos LP dualitds szabélyai-
nak megfelelGen a

max wX
xeK(G)

maximumfeladat dudlisa a

(u,v) Eglglw max) (Z ua + Z U(b)>

beB

minimumfeladat. Alkalmazhatjuk a folytonos LP dualitas tételét.

max wX — min E U; + E Vj
xeK(G) (u,v) dudl lehetséges \ 4

jE€B

A parositasok a K(G) poliéder csticsai, tehat a poliéder részhalmazat képezik.
Ezért

max w(X) < max wx

X pérositas xeK(G)
Ha viszont egy poliéderen egy folytonos LP feladatnak van optimalis megoldasa,
akkor optimalis csticsa is van (Id. A.2. kovetkezmény), ezért

max  w(X)= max wx
X pérositas xeK(G)
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5.3. tdblazat. Maximalis dsszstlyu parositas

u\v

U‘IH;HH

w [ v e

3
6]
7
5

B e e

Ez az eredmény azon alapul, hogy a parositds politép csticsai egészek, és ép-
pen a parositasok karakterisztikus vektorai. A bizonyitas jol mutatja a poliéder-

politép technika erejét.

5.1. Feladat. Az 5.3. tdbldzat egqy (4,4) pontii teljes pdros grdf maximdlis dsszsiilyu
pdrositdsdt mutatja. Adjuk meg a dudl feladat eqy optimdlis megolddsdt!

5.2. Maximin parositas

Ismeretes, hogy egy lanc erejét a leggyengébb lancszem ereje hatdrozza meg. Eb-
ben az alfejezetbena k = 1,2, ... értékekre olyan k élb&l 4ll6 parositast kerestiink,
ahol a salyok minimuma maximalis. A szébanforgé & élbdl 4ll6 pérositast X (k)-
val jeloljiik. El6szor csak a maximalis stlyt éleket hasznéljuk. Amikor ezek koré-
ben mar elkésziilt a maximadlis parositds, bevonjuk a keresésbe a masodik legna-
gyobb stly éleket, aztdn a harmadik legnagyobb stly kovetkezik, és igy tovéabb.
Az aktudlis szintet a IV valtozo6 tarolja. Az algoritmus sordn W a stulyok érté-
kein megy végig a maximalis sulytol lefelé haladva egészen a minimalis stlyig.
W értékének csokkentését gy mondjuk, hogy W-t eggyel alacsonyabb szintre

vesszik.
5.2. Algoritmus (Maximin parosités).

1) X(1) = egy maximdlis sulya él. W =maz{w;}, k=1.
2) Javité utat keresiink X(k)-hoz a {w;; > W} élek
4dltal meghatdrozott részgrafban.
-Ha van javitd tt, 3a) kovetkezik.
-Ha nincs Jjavitd ut, 3b) kovetkezik.

3a) Elvégezziik a javitéast, ezzel X(k+1) adott,
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5.4. abra. Példa a maximin pérositds algoritmusra

k-t eggyel ndveljiik, 2) pont.
3b) W-t eggyel alacsonyabb szintre vessziik.
— ha W nem ment le a minimdlis suly alé4,
a 3a) pont kovetkezik.
- ha W lement a minimdlis suly alég,

akkor nincs k+1 €10 parosités, STOP.

Megjegyezziik, hogy az algoritmust akkor is célszeri ledllitani, ha k elérte a

nyilvanval6 fels6 korlatot, példaul |A| és | B| koziil a kisebbiket.

5.2. Feladat. Kovessiik végig a maximin pdrositds algoritmust az 5.4. dbrdn ldthaté pdros

grdf esetén! Az élekre irt szdmok az €l silyit jelolik.

5.3. Minimalis 0sszstlyu teljes parositas

Ebben az alfejezetben G = (A, B; E) egy (n,n) pontt irdnyitatlan paros graf, és
adottak a w(e) = w;; > 0 stulyok. Feltételezziik, hogy a grafban van teljes pa-
rositds. Olyan teljes pdrositast keresiink, melynek az 6sszstulya minimalis. A

tomorség kedvéért minden dudlvaltozot y-nal fogunk jeldlni.
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5.3.1. A minimumfeladat duélisa

5.3. Definicié (dudl lehetséges). Azy : AU B — R vektort dudl lehetségesnek nevez-

ziik, ha
y(a(e) +y(b(e) < w(e) [e € E (5.7)
A dudl lehetséges vektorok halmazdt D(G, w, min)-vel jeloljiik.

Ez azt jelenti, hogy minden p csticshoz tartozik egy elgjelkotetlen y(p) dudl-
véltoz6. Barmely él esetén az él két végpontjahoz tartozé dudlvaltozok dsszege

nem haladhatja meg az él sulyét. Klasszikus jeloléssel ez gy is irhatd, hogy
yi+y; <wij | (4,5) € E.

Ismét hangstlyozzuk, hogy ez a duél lehetséges definici6 is csak ebben az alfeje-
zetben érvényes, ahol a primadl feladat egy teljes parositas dsszstulydnak a mini-

malizélésa.

5.4. Definicié. A

min  w(X)
X teljes pdrositds

diszkrét minimumfeladat dudlisdnak nevezziik a

max
y€D(G,w,min) < Z y(p)>

pEAUB

maximumfeladatot.

Most a maximumfeladat folytonos, a minimumfeladat diszkrét. Jelenleg is

érvényes a gyenge dualitds.

5.2. Allitas. Leqyen X egy tetszbleges teljes pdrositds a G pdros grdfban, legyen tovdbbd
y € D(G, w, max) eqy tetszdleges dudl lehetséges vektor. Ekkor

w(X)> > y(p).

peEAUB

Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha

y(a) + y(b) = w(e) a teljes pdrositds valamennyi e = (a, b) élére. (5.8)
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5.4. tdblazat. Primal és dual optimaélis megoldas

uzv| 4 1 1 -1
4 8 9 [5| 3
3 8 9 6
1 9 [2] 2 1
2 7 6 7 [1]

Bizonyitds.

w(X) = wle) > (y(ale)) + y(be))

ecX eeX

Itt akkor 4ll fenn egyenl6ség, ha (5.8) teljesiil. A jobboldalon a kiilénb6z6 e élek-
hez tartozé a(e) pontok kiilonbozéek, és lefedik a teljes A halmazt, mert X egy
teljes parositas. Ugyanigy a kiilonb6z6 élekhez tartozo b(e) pontok is kiilonb6z6-
ek, és egyiitt a teljes B halmazt adjdk.

> yla(e)) +yble) = Y y(p).

e€X pEAUB

]

5.2. Példa. Az 5.4. tdbldzat tabldzat eqy (4,4) pontii teljes pdros grdf minimdlis 0sszsii-
lyii teljes pdrositdsdat mutatja az optimdlis dudlvdltozokkal egyiitt.

A minimdlis teljes pdrositds dsszsilya 5 + 74 2 + 1 = 15. A dudlvdltozdk 0sszege
44+3+1+24+4+1+14 (—1) = 15. Javasoljuk, hogy az olvasé ellendrizze az 5.8
egyenldségeket!

Nevezetes tény, hogy paros grafban a minimalis 8sszstly parositas feladatra

is érvényes az erds dualitas tétel.

5.3. Tétel (Egervary). Ha a G pdros grdfban van teljes pdrositds, és w tetszileges nem-

negativ silyfiigguény, akkor

' X) = 9
Xtel]gslrng'osz’tu’sw( ) YGDI(IQI,%\z(,min) < Z y(p)> (5 )

peAUB
Bizonyitds. A 4.3. alfejezetben bevezettiik az £(G) pérositas politépot. A 4.6. de-
finiciét tanulmanyozva megallapithatjuk, hogy a folytonos LP dualitds szabélya-
inak megfelel6en a

min wx
z€L(9)
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5.5. tdblazat. Minimalis 6sszstly teljes parositas

u\v

A~ III ~ N

Q1 = III 6]

III N W B
a NN o III

minimumfeladat duélisa a

max
yeD(QW-’min)( Z y(p>>

peEAUB

maximumfeladat. Alkalmazhatjuk a folytonos LP dualitas tételét.

min wx = max
x€L(G) y dual lehetséges ( Z y(p )>

peAUB

A teljes pérositasok az £(G) poliéder csticsai, tehat a poliéder részhalmazat képe-
zik. Ezért

min  w(X) > min wx
X teljes parosités x€L(G)

Ha viszont egy folytonos LP feladatnak egy poliéderen van optimalis megoldésa,
akkor optimalis csticsa is van (Id. A.2. kovetkezmény), ezért

min  w(X)= min wx.
X teljes parositas x€L(G)

O

Ez az eredmény is azon alapul, hogy a teljes parositas politép cstcsai egé-
szek, és éppen a teljes parositdsok karakterisztikus vektorai. Ez a bizonyitas is a

poliéder-politép technika hatékonysdgat mutatja.

5.3. Feladat. Az 5.5. tdbldzat egy (4, 4) pontii teljes pdros grdf minimdlis dsszsiilyi teljes
pdrositdsdt mutatja. Adjuk meg a dudl feladat egy optimdlis megolddsdt!

5.4. Feladat. Az 5.6. tdbldzat egy (4, 4) pontii teljes pdros grif siilyait mutatja. Adjunk
meg egy maximdlis dsszsilyii teljes pdrositdst, és a dudl feladat eqy optimdlis megoldd-
sdt!
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5.6. tablazat. Maximalis 6sszstlyt teljes parositas

u\v
7 7 5 2
11 9 2 6
6 5 9 2
9 9 2 4

5.3.2. Primal-dual-algoritmus

Feltételezziik, hogy a G = (A, B; E) paros grafban van teljes parositds. P = AU B
a pontok halmaza, |A| = |B| = n. Minden e élhez adott egy w(e) > 0 stly. Olyan
teljes parositast keresiink, ahol az 6sszstuly minimalis. Az algoritmusban hasz-

nalni fogjuk a kovetkezd jeloléseket:

Minden i € P cstcshoz tartozik egy y(i) el6jelkotetlen dualvaltozo.

E(y) C E azon eredeti e = (i, j) élekbdl all, melyekre y(i) + y(j) = w(e).
o §' = (P, E(y)) G-nek részgrafija.
e X egy parositds G'-ben.
e () aG'-beli X 4ltal fedetlen pontok halmaza.

5.3. Algoritmus (primél-duédl-algoritmus).

Induldskor y=0, és X =0. (Ezzel G’ is adott.)
Iterdcidé: @ az X &ltal fedetlen P-beli pontok halmaza.
Ha () lires, STOP. Egyébként az E(y) élhalmazt,
és ezzel a G grafot aktualizaljuk.
l.eset: G'-ben van QNA— QNB X-alterndld ut.
U legyen egy ilyen javitd ut, X-et
ezzel javitjuk, és iterdlunk.
2.eset: @'-ben nincs QNA—QNB X-alterndld ut.
Ekkor
-S legyen azon G'-beli ¢ cstcsok halmaza,

melyekre paros hosszusagu QNA —q
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5.7. tdblazat. Példa a primal-duél-algoritmusra

1 2 3
1 3 5
1 4 7

X-alterndld ut létezik.

-T legyen azon G'-beli ¢ cstcsok halmaza,
melyekre paratlan hosszusdgu QNA—gq
X-alterndld ut létezik.

-q € S esetén ndveljik y(¢)-t d-vel,

-q €T esetén csdkkentsiik y(¢)-t d-vel, ahol
d a legnagyobb olyan érték, amire y még
dudl lehetséges marad, tehat
y(i) +y(j) <w(e) minden e = (i,j) € E-re.

Iterdlunk.

Az algoritmus értelmezéséhez hozzatartozik, hogy az S halmaz készitésekor
a 0 hosszusagu alterndl6 t is paros hossztsagu, tehét a fedetlen A-beli pontok
eleve az S halmazban vannak. Ezért mindaddig, amig amig X nem teljes, |S| >
|T'| , tehat d hozzaaddsakor illetve kivonasakor a dudl célfiiggvény novekszik. A
graf paros, ezért S C A, és T' C B.Az algoritmus akkor ér véget, ha G'-ben teljes
pérositast kaptunk.

5.3. Példa. Kovessiik végig a primdl-dudl-algoritmust az 5.4. dbrdn megadott (3, 3) pon-

tii pdros grdfon! Az élek siilyai az 5.7. tdbldzatban is ldthatéak.

Induldskor minden dudlvéltoz6 0, az X pdérositas tires. Az E(y) élhalmaz is
tires, tehat a G’ graf 6 db izolalt és fedetlen pontb6l ll. Az 1. iteracidban ezek ko-
ziil az A halmaz hdrom pontja az S halmazba keriil mert fedetlen A-beli pontbdl
0 hossztsagu alterndl6 tton elérhetd. Az 5.5. dbra az 1. iterdcié végén valamint
a 2. iteracio elején és végén érvényes allapotokat dbrazolja. Az 1. iterdci6 végén
d = 1 vélasztassal még dudl-lehetséges y vektorhoz jutunk (140 = 1). Ezértaz A
oldalon a harom dudlvaltozo értéke 1 lesz, a B oldalon marad 0, és a dualvaltozok
Osszege 3-ra emelkedett. A 2. iterdciéban E(y)-ban megjelenik hdrom él (ezeknek
1 a sulya), és mindegyikiik két fedetlen pontot kot dssze. Az els6t bevélasztjuk

az X parositasba, ezt az abran vastag vonal jeloli. A parositas elemszama 1-gyel
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1. iteracio 2. iteracié eleje 2. iterécid vége

1) O 01 0
1 O 1% 5 0 15 ; 0
1(5) O 1 0 1 0

5.5. abra. Példa a primal-duél-algoritmusra

3. iteracid 4, iteracid eleje 4, iteracié vége

2(3) (1)-1 19 -]
2 Ou 2 0 2 0
2 () 0 ) 0 OO0

5.6. abra. Példa a primal-duél-algoritmusra

nott.

Az 5.6. dbra a 3. iterdci6 végén valamint a 4. iteraci6 elején és végén érvényes al-
lapotokat dbrazolja. Az A ponthalmaz pontjai legyenek al, a2, a3 (feliilrél lefelé),
a B ponthalmaz pontjai pedig b1, b2, 03. A 3. iterdciéban 2 darab A-beli fedetlen
pont van, ezek a2 és a3. Ezeken kiviil b1 fedett pontként keriil a 7" halmazba, al
pedig fedett pontként az S halmazba. d-t ismét 1-ig emelhetjiik, mert az (al, b2)
él salya 2. Az 1j dudlvéltozok az dbran lathatéak, osszegiik 5-re emelkedett. A
4. iteradci6 elején az (al, b2) 1j él bekertil az E(y) élhalmazba. Egy javité utat tala-
lunk, ennek a pontjai 02, al, b1, a2. Elvégezve a javitast, az X pdrositds most mar
két élbol all.

Az5.7. dbran az 5. iteracidban, a 6. iterdcidban és a 7. iterdcio elején kialakult alla-
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5. iteracio 6. iteracid 7. iteracié eleje

2 2 308 (D)-3 3 -3

4

3 Ox 4 (s) OO0 0

5.7. abra. Példa a primal-duél-algoritmusra

7. iteracid vége

5.8. dbra. A primél-duél-algoritmus vége

potokat lathatjuk. Az 5. iterdcidban egy A-beli fedetlen pont van, a3. Ezen kiviil
bl fedett pontként keriil a 7" halmazba, a2 pedig fedett pontként az S halmazba.
d-t ezuttal is 1-ig emelhetjiik, mert az (a2, 02) él silya 3. Az Gj dualvéltozok az
abran lathatdak, osszegiik 6-ra emelkedett. A 6. iterdciéban az (a2, b2) él bekertilt
az E(y) élhalmazba, ugyanakkor (al,bl) kiesik az E(y) élhalmazbdl, és tjra oszt-
juk az S és T cimkéket. Most is egy A-beli fedetlen pont van, a3. Ezen kiviil b1
fedett pontként keriil a 7" halmazba, a2 fedett pontként az S halmazba, b2 fedett
pontként keriil a 7" halmazba, al pedig fedett pontként az S halmazba. d-t ezattal
is 1-ig emelhetjiik, mert az (a1, b3) él stilya 3. Az Gj dudlvaltozok az dbran latha-
téak, 0sszegiik 7-re emelkedett.

A'7. iteraci6 elején az (al,b3) él bekeriil az E(y) élhalmazba. Egy javité utat

taldlunk, ennek a pontjai b3, al, b2, a2, b1, a3. Elvégezve a javitast, az X pdrositas
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most mar harom éIbdl 4ll, tehat teljes. A végs6 allapot az 5.8. dbrdn lathat6. A
pérositds Osszstlya 3 + 3 + 1 = 7, és ez természetesen a dualvaltozok 0sszegével
azonos.

A most ismertetett primal-dudl algoritmus szerint az 1. esetben a parositas élei-
nek szdma 1-gyel n6. A 2. esetben a dudl valtozok Osszege, tehat a dudl célfiigg-

vény novekszik, ezt is tartalmazza a kovetkezd tétel.

5.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az X pdrositds még nem teljes, és az 5.3 algoritmus a 2.
esetre fut rd. Ekkor d > 0. Az X dltal fedett pontok dudlvdltozéinak 0sszege d-t0l nem
fiigg. A fedetlen A-beli pontok mindegyikének a dudlvdltozdja d-vel né. A fedetlen B-beli

pontok dudlvdltozéja nem vdltozik.

Bizonyitds. A fedetlen A-beli pontok az S halmazba keriilnek, mert ezek A-beli
fedetlen pontbdl 0 hossztsagu alterndlé tton érheték el. A fedetlen B-beli pon-
tok nem keriilnek a 7" halmazba, mert kiilonben lenne javit6 tt. A parositas
minden éle az E(y) élhalmazban van, mert G'-ben késziil a pérositds. Legyen
e=(a,b) € E(y) a g’ graf éle!

Most belédtjuk, hogy ha a € S, akkor b € T'. Létezik ugyanis egy fedetlen A-beli
pontbdl a-ba vezet6 alternalé tt, aminek a hossza paros. Ha az it hossza legaldbb
2, akkor ez az ut egy X-beli éllel érkezik a-ba. (a,b) € X esetén az a-ba érkez6 él
csak az (a, b) él lehet, mert a parositas két éle nem taldlkozhat. Igy b ugyanabbél
a fedetlen A-beli pontbdl 1-gyel rovidebb alternalé tton érhet6 el, ezért b € T.
(a,b) ¢ X esetén az a-ba érkez{ alterndlé utat megtoldhatjuk az (a, b) éllel, tehat
b € T. Ha az a pont maga fedetlen, akkor b ebb&l 1-hossztisdgu alterndlé tttal
érhetb el, tehatb € T.

Ez azt jelenti, hogy amikor G'-ben egy él egyik végpontjanak a dudlvéltozoja d-vel
nd, akkor a mésik végponté d-vel csokken, tehat az él tovabbra is bentmarad az
E(y) halmazban. Ha egyik végpont dualvéltozéja sem n6, akkor az él kikeriilhet
az F(y) halmazbdl, de ekkor sem korldtozza d értékét. Tehat d novelését csak a
G'-n kiviili élek korlatozzak, ezeken viszont az (5.7) feltételben a kisebb relécié
szerepel, ezért lesz d > 0.

Maésfeldl belatjuk, hogyha e = (a,b) € X, ésb € T, akkor a € S. Ez azért igaz,
mert most b egy fedetlen A-beli pontbdl paratlan hossztsagu alternalé titon érhe-
t6 el, ez az at X-en kiviili éllel fut be b-ba, igy ezt az utat G’-ben folytathatjuk az

(a,b) éllel. Tehét a parositds e = (a, b) éleire a kovetkezs két lehetéség maradt:
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1. Az e € X él a végpontja S-ben, a b végpontja T-ben van, ezért y(a) + y(b)
értéke d — d = 0-val véltozik, tehat nem fiigg d-t6l.

2. Az e € X él egyik végpontja sem tartozik sem S-be illetve T-be, tehét egyik

végpont dudlvaltozoéja sem valtozik.

Ezeket egybevetve az X altal fedett pontok dudlvéltozéinak 0sszege nem valto-
zik. k darab fedetlen A-beli pont esetén az 6sszes dudlvaltoz6 dsszege kd-vel né.
Megemlitjiik még, hogy d-re van fels6 korlat, mert a dudl célfiiggvény feliilrsl
korlétos (1d. 5.2. 4llitas). O

Ha a sulyok egész szamok, akkor a dudlvaltozok is egészek, mert az algo-
ritmus csak az 0sszeadds és kivonds miiveleteket alkalmazza. Ilyenkor a most
igazolt tételbdl kovetkezik az algoritmus végessége, hiszen az 1. esetben a péro-
sitds elemszama novekszik, a masodik esetben pedig a dual célfiiggvény értéke
né legalabb 1-gyel. A primél-dudl algoritmus azonban akkor is véges, ha a salyok

kozott nem egész —akar irraciondlis— szamok is el6fordulnak.

5.5. Tétel. Tegqyiik fel, hogy az X pdrositds még nem teljes, és az 5.3. algoritmus két
szomszédos javito 1épés kozott tobbszor eqymdsutdn a 2. esetre fut rd. Ekkor |T'| novek-

szik.

Bizonyitds. Ha egy iteracidban a 2. eset fordul el6, akkor kiosztjuk az S és T' cim-
kéket. Ha a rakovetkezé iteraci6 is a 2. esetre vezet, akkor a cimkék tjraoszta-
sakor valamennyi el6z6 cimke megmarad véltozatlanul, hiszen fedetlen pont fe-
detlen pont maradt, az alterndl6 utak is alternal6 utak maradtak. Ugyanakkor a
G’ grafba bekertil legaldbb egy e = (a, b) él, amelyik az el6z6 iterdciéban nem volt
E(y)-ban. Ez csak tigy fordulhat el6, hogy az el6z6 iteraciéban a dudlvéltozdja
noétt, b dudlvaltozéja nem csokkent, tehat a € S, és b ¢ T teljestilt. e = (a,b) nem
lehetett a pérositds éle, mert a parositas élei E(y)-ban voltak. A cimkék tjraosz-
tasakor a ismét S cimkét kap, b pedig megkapja a 7' cimkét, mert az a-ba vezetd
paros hossztisdgt X alterndl6 ut az (a, b) éllel folytathat6. Tehat két szomszédos
javitds kozott vagy egyszer futunk a 2. esetre, vagy pedig T pontjainak szdma

novekszik. O]

Példaul az 5.7. 4brén lathato, hogy az 5. iterdcioban a 7" halmaz 1 pontbdl all,
a 6. iteraciéban pedig 2-b6l.
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A most bizonyitott tétel szerint a 5.3. algoritmus két szomszédos javité 1épés ko-
z0tt legfeljebb n-szer fut rd a 2. esetre, hiszen T legfeljebb n pontbdl 4ll. Ebb6l ko-
vetkezik, hogy a primal-dual-algoritmus tetsz6leges w nemnegativ sulyfiigvény

esetén véges szamu 1épésben végetér.
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6. fejezet

Maximalis parositasok nemparos

grafban

Ebben a fejezetben G = (P, E) egy irdnyitatlan graf, X pedig altaldban egy paro-
sitds, vagyis fiiggetlen élek halmaza. Olyan pérositast keresiink, amelyik maxi-
malis, tehat maximdlis szamu fiiggetlen élbdl all. A negyedik fejezettd] eltérden a
G = (P, E) graf nem (feltétlentil) paros, ezért paratlan hossztsagu korok is eléfor-
dulhatnak. Néhany eredményt mar korabban igazoltunk erre az esetre is. Ervé-
nyes példdul a (3.1) felsd korlat, tehat a fliggetlen élek szdma nem haladhatja meg
egy lefog6 pontrendszer pontjainak szdmat. Emlékeztetiink a 4.1 optimalitési kri-
tériumra, mely szerint egy X pdarositds pontosan akkor maximadlis, ha nem létezik
X-javité aut. Ugyanakkor nempadros grafban sok helyen alapvetSen bonyolultab-
ba valnak a dolgok. Eléfordulhat példaul, hogy két kiilonb6z6 fedetlen pontot
Osszekoté X-alterndlo élsorozat nem 1t, mert bizonyos pontok ismétlddnek. Ezt
mutatja a 6.1. dbra.

A lefog6 pontok minimadlis szdma gyakran nagyobb, mint a fiiggetlen élek ma-

6.1. dbra. X-alternalo6 élsorozat, ami nem tt

75



76 6. fejezet. Maximalis parositdsok nempdros grafban

ximdlis szdma (erre példa a 3 pontu teljes graf, vagy barmelyik paratlan hossztsa-
gt kor). Minimalis szamu lefogé pont elallitasa NP-nehéz feladat [Sch03], ezért
erre nem ismeriink hatékony algoritmust. Ugyanakkor Jack Edmonds munkas-

sdga nyomdn hatékony algoritmussal tudunk maximalis parositast eléallitani.

6.1. Maximalis parositas

A maximalis parositéds el6allitdsara szolgélo algoritmusok leglényegesebb része a
kontrakci6. Ha adott a grafban egy C ponthalmaz, akkor megtehetjiik azt, hogy
C pontjait egy pontra 6sszehtizzuk. Ilyenkor kontrakciét hajtunk végre. (Ezt tgy
is mondjuk, hogy kontrahalunk.)

6.1. Definicié (kontrakcio). Legyen adott a G = (P, E) grdfban egy C' C P ponthal-
maz. C pontjainak egy c pontra torténd kontrakcidjdval keletkezik aza G' = (P/C, E/C)
grdf, melyben

P/C = (P —C)U{c},
E/C={(i,j)|(i,j) € B,i ¢ C,j ¢ CYU{(i,0)|i ¢ C,j € C,(i,j) € E}.

Az 1j (i,c) éleket csak egy példdnyban (tehdt multiplicitds nélkiil) szerepeltetjiik. A
kontrakcié utdn kapott G' grifot G/C—uvel is jeloljiik. Az 1ij c pontot gyakran pszeudo-
csiicsnak mondjuk. Ha X egy pdrositds, akkor X /C-vel jeloljiik az

X/C={(i,))|(i,j) e X,i¢ C,j ¢ CYU{(i,c)|i ¢ C,jeC, (ij) € X}
élhalmazt.

Tehat kihagyjuk a grafbol a C' ponthalmaz pontjait, helytiikre egyetlen 4j c pont
keriil. Megtartjuk azokat az éleket, melyeknek egyik végpontja sem volt C-ben.
Azokat az (i, j) éleket, melyeknek csak a j végpontja volt C-ben, az (i,c) éllel
helyettesitjiik, és a kontrahdlt grafba minden ilyen 4j élt csak egy példanyban

vesziink be. Ha X egy parositas, akkor X/C nem feltétlentil lesz parositas.

A 6.2 dbrana C = {1,2,3,4, 5} ponthalmazt htiztuk 6ssze egy c pontra.
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6.3. dbra. Blossom és virag

6.2. Definicié (blossom). Legyenek vy, vy, vs, . . ., vy a grdf pontjai, ahol
a vy, V1, Vs, . . ., Ui_1 pontok pdronként kiilonbozdek,

vy = vy, fedetlen pont,
(vi,viy1) € X, ha i pdratlan, és

(vi,vi41) € X, ha i pdros.
Ezt a pdratlan szdmii élbdl dll6 kort blossom-nak nevezziik.

Emlékeztetiink arra, hogy ajavité at két kiilonb6z6 fedetlen pontot 6sszekotd
X-alterndlé ut. Némi irénidval azt mondhatjuk, hogy a blossom két ,azonos"
fedetlen pontot 0sszekotd X-alternalé ,at".

A 6.3. abra bal oldaldn egy 6t élbdl 4116 blossom lathat6. A v, pont fedetlen.
A (v1,v2) és a (vs,vs) élek a pdrositas élei, a masik harom él nem tartozik a paro-

sitdshoz. A blossom-ok jelent8ségét fogalmazza meg a kovetkez6 - Edmondstol
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6.4. dbra. Példa az alaptételre

szarmazo - alaptétel [Edm65].

6.1. Tétel (Alaptétel). Leqyen C' a G grdfban egy blossom. Ha X egy pdrositds, akkor
X/C' is pdrositds. Az X pdrositds pontosan akkor maximdlis G-ben, ha X /C maximadlis
G/C-ben.

A 6.4. dbra bal oldaldn a C blossom az {1, 4, 7} pontok altal kifeszitett harom-
sz0g. Kontrakci6 utdn a blossom-bodl egy c pszeudo-cstics lesz. A vastagon jelolt

parositas kontrakci6 el6tt és kontrakcié utdn is maximalis.

Bizonyitds. Legyenek (uvg,v1,...,v;) a C blossom pontjai, legyen tovabba G' =
G/C és X' = X/C. A kontrakci6é soran C-bsl keletkezd pontot c-vel jeloljiik.
X' nem fedi le c-t, mert vp-t X nem fedte, a tobbi v;-t viszont olyan X-beli élek
fedték, amik nincsenek X’-ben (C élei voltak, ezért 6sszehtizds soran megsziin-
tek). Ezért X' is pdrosités, és X' C X.
El6szor belatjuk, hogy ha X nem maximadlis G-ben, akkor X’ sem maximdlis G'-
ben. Legyen U egy X-javitod aut G-ben. Feltehetd, hogy U nem vy-ban kezd&dik,
kiilonben U-t megfordithatjuk. Ekkor ¢/ a C' blossom-on kiviil kezd6dik, hiszen
a tobbi v;-t X lefedi. Ha U nem megy at C egyik csticsdn sem, akkor U a G’ graf-
ban is X'-javit6 lesz. Ha U/ dtmegy egy C-beli csticson, akkor U felbonthaté LM
alakban, ahol £ utolsé csticsa C-beli, a tobbi viszont nem. £ utolsé cstcsat c-vel
helyettesitve £ egy X'-javit6 tt lesz G'-ben, mert £ egy X-en kiviili éllel érkezett
C-be.

Most azt igazoljuk, hogy ha X’ nem maximdlis G'-ben, akkor X sem maximalis
G-ben. Legyen U’ egy X'-javit6 ut G'-ben. Ha U’ nem megy &t a c csticson, akkor

U’ a G grafban is X-javité. Ha U’ d&tmegy c-n, akkor U’ a c pontban végzsdik,
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6.5. dbra. G'-beli javito ut folytatdsa G-beli javito ttta

hiszen X' nem fedi le c-t. Az U’ élsorozat egy G-beli U élsorozat képe a kontrak-
ci6 sordn. U’ és U egy él kivételével azonosak. Ha U’ a (p, c) éllel érkezik c-be,
akkor U a (p, v;) éllel érkezik a C' blossom-ba. A (p, v;) él X-en kiviili, tehét a foly-
tatdshoz X-beli élt kell vélasztani a blossom élei koziil. Ha ¢ paratlan (példdul
a 6.5. dbran i = 3), akkor a v; csticshoz novekvé irdnyban illeszkedik a blossom
X-beli éle, tehatU-ta vy 1, ... vi_1, vp Gtvonallal kiegészitve kapunk G-ben egy X -
javité utat. Ha ¢ > 0 és paros, akkor a v; csticshoz csdokkend iranyban illeszkedik a
bloosom X-beli éle, tehdt U-ta v;_1, ... vy, vy Gtvonallal kiegészitve kapunk G-ben
egy X-javité utat. Ha i = 0, akkor &/ G-ben is javité at. vy = v, miatt mindhdrom

esetben a blossom fedetlen pontja lesz az U javité at masik végpontja. O

A 6.5. dbra aljan G'-ben lathatunk egy javit6 utat. A ¢ pszeudo-csticsba vezet
(ug, ) él az (u4,v3) élbO6l keletkezett a kontrakci6 sordn. Ezért a G-beli javité ut
pontjai

U, U1, U2, U3, U4, V3, Vg, Vo

az abra fels6 részén. Hangstlyozzuk, hogy a 6.1 alaptétel bizonyitdsa kontstruk-
ciét ad arra nézve, hogy hogyan késziil a kontrahdlt graf U’ javité atjabol, az
eredeti graf U/ javit6 utja.

A 6.6. dbra arra mutat példat, hogy az alaptétel allitdsa nem marad érvényes ak-
kor, ha C csak egy pdratlan hossztsagu X-alternal6 kor, de nem blossom, tehét a
vy pont is fedett. Az dbra bal oldaldn a vastagon jelzett parositds nem maximalis

(az ot kiill6 fiiggetlen). Kontrakcié utdn a parositds mar maximalis.
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6.6. dbra. Kontrakcié utan maximadlis, de el6tte nem

Az alaptételnek az a jelent6sége, hogy amikor egy blossom-ot talalunk, akkor a
maximdlis pdrositds feladatot vissza lehet vezetni egy kisebbre. Az is el6fordul,
hogy az X parositast médositani kell ahhoz, hogy blossom-ot kapjunk. Erre vo-

natkozik a kovetkez allités.

6.1. Allitas. Leqyen Q az X dltal le nem fedett csticsok halmaza, v € Q. Legyen tovdbbd
U = (vo,v1,...vx) egy legrovidebb hossziisdgii X-alterndlé () — v élsorozat, amelyik
legaldbb egy élt tartalmaz. Ekkor U vagy javité iit, vagy pedig léteznek olyan i < j

sorszdmok, hogy

v; = vj, 1 pdros, j pdratlan és

avg,v1,...,v,_1 csicsok paronként kiilonbozoek.
Az utobbi esetben a vy, vy, ..., v;_1,v; Un. nyél mentén X éleit és az X-en kiviili éleket

felcserélve olyan 1ij X pdrositdshoz jutunk, melyre a

Vi, Vit1, - - -, Uj_1, vj pontok egy blossom pontjai.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy U nem javit6 1t, és keressiink olyan i < j part, hogy
v; = v;, és j alehetd legkisebb. Ha j—i paros, akkor U/-bodl tordlhetjiik a viyq, . . ., v;
csticsokat, igy viszont rovidebb X-alterndlé () — v élsorozatot kapnank. Tehat
Jj — ¢ paratlan. Ha j pdaros lenne, és ¢ pdratlan, akkor v;-ben két X-beli él taldl-
kozna. Tehat i paros és j paratlan. A (v;_1,v;) él a pdrositas éle, ezenkiviil a
paratlan hossztusaga X-alterndl6 kor két X-en kiviili éle fut még a v; pontba. A

Vo, V1, - - -, Vi—1, V; Un. nyél mentén X éleit és az X-en kiviili éleket felcserélve olyan
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4j X pdrositdshoz jutunk, amelyik ugyanannyi élbdl all, mint az el6z6. Ugyan-
akkor a v; pont most mar X altal fedetlen, tehat a v;, v;11,...,v;_1,v; pontok egy

blossom pontjai. O
6.3. Definicié (virdg). Legyenek vy, v1, v, . . ., v; a grdf pontjai, ahol

v; = vj,1 < j,1 pdros, j pdratlan, a

Vo, V1, V2, . . ., Vj_1 pontok pdaronként kiilonbozoek,
Vo fedetlen pont,

(g, Vk41) € X , ha k pdratlan, és

(g, Vit1) & X, ha k pdros.

A {(vg,vi41) |k = 0,1,...j — 1} élsorozatot virdgnak nevezziik. A {(vy,vps1) |k =
0,1,...i— 1} élek alkotjik a virdg nyelét, a { (v, ve1) | k =1i,i+1,...j — 1} élek pedig
a virdg fejét.

A blosssom olyan virdg, ahol a nyél hossza 0. A 6.3. dbra jobb oldalan egy
hét élbdl allo virag lathatdé (1 = 2,5 = 7). A vy pont fedetlen. A nyél két élbdl,
a fej pedig ot éIbdl 4ll. A nyél kezd6pontja fedetlen. Fontos tulajdonsdg, hogy
a fej pontjai a fedetlen pontbdl paros és pdratlan hossztisdgti X-alternalé uttal is
elérhetdek, attdl fiiggden, hogy a fejet alkotd korben melyik irdanyba haladunk.
A 6.1 allitasban tobbek kozott azt igazoltuk, hogy amikor a nyél mentén felcse-
réljiikk az X-beli és az X-en kiviili éleket, akkor a pdrositas éleinek szdma nem
véltozik, a fejb6l pedig blossom lesz.

Az alaptétel és a 6.1 Allitds segitségével most egy rekurziv algoritmust adunk a
kovetkezd feladat megoldaséra.

Adott egy X pérositds. Vagy adunk egy U X-javitd utat, és egy Y parositast,
amire |Y| = | X| + 1, vagy megallapitjuk, hogy X maximalis.

6.1. Algoritmus (Edmonds).

@-val jeldljuk az X &ltal fedetlen csuUcsok halmazat.

l.eset: Nincs Q — @ pozitiv hosszusdgu X—alternald
élsorozat. Ekkor X maximdlis. STOP

2.eset: Van @ — @ pozitiv hosszusdgu X—alterndld élsorozat.
Legyen U = (vg,v1,...,v;) egy legrdvidebb ilyen élsorozat.

2a) Ha U X-javitd ut, akkor Y-t ugy kapjuk, hogy
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X—-et U-mentén feljavitjuk. STOP
2b) Ha U nem X-javitd ut, akkor keressiink olyan

i <j part, hogy v; =v;, és j a lehetdé legkisebb. X-et
médositsuk a (vg,v1,v2,...,0i—1,v;) nyél mentén ugy, hogy a
nyél éleit felvaltva bevesszik X-be, kivessziik X-bdl.
Ekkor C = (vj,Vit1,...,vj) egy X-blossom. Alkalmazzuk az
algoritmust rekurziv médon G =G/C-re és X' = X/C-re.
-Ha G'-ben taldlhaté X'-javité U’ at, akkor

készitslink ebbdl egy U X-javitd utat

G-ben (1d. Alaptétel).
-Ha X’ maximdlis G'-ben, akkor X is maximdlis

G-ben (Alaptétel).

Megjegyzés: A 2a) esetben a pdarositds elemszama novekszik, a 2b) esetben
pedig a kontrakcié miatt csokken a pontok szama. Ezért az algoritmus véges.
Megmutathat6, hogy n cstcs és m él esetén az algoritmus miiveletigénye O(n*m).
Megemlitjiik még, hogy a kontrakcié akkor is alkalmazhat6, ha barmilyen médon
(tehat nem a legrovidebb X -alterndl6 élsorozat részeként) talaltunk egy blossom-
ot.

Példaként tekintsiik a 6.7. 4bran lathat6 16 pontbdl 4ll6 grafot, és a vastag vona-
lakkal jelolt 7 élbol all6 parositast! Két fedetlen pont van, ezeket f-fel megjelol-
tilk. Az als6 fedetlen pontbdl X-alterndl6 élsorozatot inditunk, ennek a pontjai
0,1,2,3,4,...,11, és a 11-es pont azonos lesz a 2-essel. A 6.1 dllitdsnak megfelels-
en 2 péros, 11 paratlan. Egy virdgot kaptunk, ahol a virag feje egy 9 élt tartalmazo
kor, a nyele 2 éIbdl 4ll.

Az algoritmus 2b) pontja szerint a 6.8. dbra fels6 részén lathaté médon a nyél
mentén az X-beli éleket X-bol kivessziik és forditva. Eredményiil X éleinek sza-
ma nem véltozik, a virdg feje viszont blossom lesz. Az alaptétel szerint végre-
hajtjuk a kontrakciét. Eredményiil a 6.8. dbra also felén lathaté 8 ponta gréafot
kapjuk, ahol a kontrakcié sordn a virag fejébdl a c iin. pszeudo-cstics keletkezett.
Figyelemremélt6, hogy a c cstics fedetlen. A kis grafban taldlunk egy javito utat,
melynek a pontjai 4, 74, iii, (v, v, c. A javito Gt utolsé (v, c) éle a kontrakcié sordn az
(v, 3) éIbdl keletkezett. 3 paratlan, tehat az alaptétel bizonyitdsaban leirt médon
a javité utat a blossomon beliil novekvd irdnyban tudjuk folytatni. Eredményiil

a nagy grafban a 6.9. dbra fels6 részén lathato i, i, vi¢,iv, v, 3,4, 5, ..., 11 javito at



6.1. Maximadlis pdrositds

6.7. abra. Rekurziv algoritmus 1.
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6.8. abra. Rekurziv algoritmus 2.



6.1. Maximadlis pdrositds

6.9. dbra. Rekurziv algoritmus 3.
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adodik. A 11-es fedetlen pont a virdg fejének és nyelének kozos pontja. Elvégez-
ve a javitast, a a 6.9. dbra also6 felén lathat6 parositast kapjuk. Ez egy 8 élbdl all6

teljes parositas, tehat maximalis.

6.2. Paratlan ponthalmaz fedés (odd set cover)

Tudjuk, hogy nemparos grafban a lefogd pontok minimélis szdma nagyobb le-
het a fiiggetlen élek maximaélis szdmdandl. Ezért, amikor f,.x értékére pontos fel-
s6 becslést akarunk kapni, nem elegendd pusztdn pontokkal lefogni a graf éle-
it. Pontokon kiviil pdratlan szamu pontbél 4ll6 ponthalmazokat is hasznéalni fo-

gunk, igy jutunk el a paratlan ponthalmaz fedés fogalmahoz.

6.4. Definicié (paratlan fedd ponthalmaz). Legyen () C P egy ponthalmaz, ahol a

pontok szdma pdratlan. () lefedi azokat az e éleket, melyekre

|Q| = 1 esetén az e él () — ban végzidik.

|Q| > 1 esetén e mindkét végpontja () — ban van.

A pdratlan ponthalmaz c(Q) kapacitdsdt a kovetkezdképpen definidljuk:

1 ha|lQ|=1
c(Q) =
ko ha|Q|=2k+1
Tehat példdul egy 3 pontbél 4ll6 ponthalmaz kapacitdsa 1, az 6t pontbdl all6
ponthalmazok kapacitdsa 2, és igy tovabb. Ez megfelel annak a ténynek, hogy

egy 3 ponta részgrafban a fiiggetlen élek szama legfeljebb egy, 5 pontt részgraf-
ban legfeljebb 2, stb.

6.5. Definici6 (paratlan ponthalmaz fedés (odd set cover)). AzQ = {Q1,Q2, ... Qs}

halmazrendszert pdratlan ponthalmaz fedésnek nevezziik, ha

mindegyik (); a grdf pdratlan szdmii pontjdbél dll, és

mindegyik e € E élt lefedi valamelyik Q); ponthalmaz.

A pdratlan ponthalmaz fedés kapacitdsa a benne szerepl0 pdratlan ponthalmazok kapaci-

tdsainak osszege.
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6.2. Allitas (gyenge dualitas). Legyen a G = (P, E) grdfban ) egy tetszleges pdratlan
ponthalmaz fedés. Ekkor a fiiggetlen élek szdma nem haladhatja meg ) kapacitdsdt.

fmax < C(Q)

Bizonyitds. A péaratlan ponthalmaz fedés barmelyik egyelemi ponthalmaza leg-
feljebb 1 fiiggetlen élt fedhet le, hiszen két fiiggetlen él nem taldlkozhat. Ugyan-
akkor egy 2k + 1 elemfi paratlan ponthalmaz legfeljebb k£ darab fiiggetlen élt fed-
het le, mert £ + 1 fiiggetlen élnek mar 2k + 2 végpontja van. A lefedhetd élek
szdmdanak fels6 korlatja mindkét esetben a pdratlan ponthalmaz kapacitdsa. A
teljes paratlan ponthalmaz fedés halmazai egyiitt legfeljebb annyi fliggetlen élt

fedhetnek le, amennyi a kapacitasaik dsszege, tehat (2 kapacitasa. O

Minden lefog6 pontrendszer paratlan ponthalmaz fedés (1 paratlan szdm),
ezért ez az eredmény a (3.1) fels6 korlat javitdsa. A jelenlegi fels6 becslés is egy
tipikus dualitds-szituaci6, ami természetesen a megszokott kovetkezményekkel

jar.

6.1. Kovetkezmény. Legyen a G = (P, E) grifban X egy pdrositds és ) eqy pdratlan
ponthalmaz fedés. Ha

| X = (),

akkor X maximdlis pdrositds, Q pedig eqy minimdlis kapacitdsi pdratlan ponthalmaz
fedés.

Ezt a nyilvanval6 kovetkezményt gyakran haszndljuk annak felismerésére,
hogy egy parositds maximaélis. Tekintsiik példaul a 6.10. dbran lathato grafot! A
vastagon jelzett 4 darab fliggetlen él maximalis parositast alkot. Ezt onnan tud-
juk, hogy talalunk olyan péaratlan ponthalmaz fedést, aminek 4 a kapacitdsa. A
négy paratlan ponthalmaz a kovetkezé: ()1 = {c} a centrum, Q> = {1,2,3}, Q5 =
{4,5,6} és Q4 = {7,8,9} a haromszogek. c(Q1) = 1, ¢(Q2) = ¢(Q3) = ¢(Q4) = 1,
tehat a kapacitasok 0sszege (csak) 4. Az olvas6 konnyen ellenérizheti, hogy vala-
mennyi é] pontokkal torténd lefogdsahoz 6 pontra lenne sziikség.

Nevezetes tény, hogy a paratlan ponthalmaz fedések kapacitdsainak minimuma
éppen a fliggetlen élek maximalis szama. Tehat itt egy tipikus dualitds-szitudciéval
taldlkozunk, ezért a minimalis kapacitdsti paratlan ponthalmaz fedés feladatot a

maximadlis parositas feladat diszkrét dudlisdanak tekinthetjiik.
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6.10. dbra. Példa paratlan ponthalmaz fedésre

6.2. Tétel (erds dualitas). Tetszoleges G grdfban a fiiggetlen élek maximdlis szdma azo-
nos a pdratlan ponthalmaz fedések kapacitdsainak minimumdval.
max — i Q
f Q pdratlan g)liii%almaz fedés C( )
Bdrmelyik X maximdlis pdrositds esetén olyan minimdlis kapacitdsii pdaratlan ponthalmaz

fedés is létezik, ahol a benne szerepld Q; pdratlan ponthalmazok diszjunktak, és az egy
pontbdl dllo Q); ponthalmazok X dltal fedettek.

Péld4ul a 6.2. dbra bal oldaldn lathaté 10 ponta grafban a fiiggetlen élek ma-
ximalis szama 5 (példdul az o6t ,kiillg" fiiggetlen). Az olvasé konnyen ellendriz-
heti, hogy valamennyi él pontokkal torténd lefogdsahoz 6 pontra lenne sziikség.
Ugyanakkor megadhatunk két pédratlan ponthalmazt a kdvetkez6képpen: ()1 =
egy tetszbleges pont, () = a tobbi 9 pont. ¢(Q1) = 1, ¢(Q2) = 4, tehét a kapacita-
sok Osszege (csak) 5.

A tétel bizonyitdsa rekurziv és konstruktiv. A rekurziét a kontrakci6 sordn kapott
kisebb grafra alkalmazzuk: feltessziik, hogy erre igaz a tétel, és ebb&l bebizonyit-

juk a tételt a kontrakci6 eldtti gréfra.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a grafnak n pontja van. n = 1,2,3 esetén a tétel
allitasai rendkiviil egyszer(ien ellen6rizhetéek. A tovdbbiakban n > 4, X egy

maximadlis parositas. Négy esetet kiilonboztetiink meg.
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1. eset: az X pdrositas teljes. Ekkor n = 2k, | X| = k. Legyen @); = egy tetsz6-
leges pont, ()2 = az Osszes tobbi pont, ezek ketten lefedik az 6sszes élt. Ekkor
c(@Q1) =1, ¢(Q2) = k — 1, tehat a pératlan ponthalmaz fedés kapacitasa is k. A
két fed6 halmaz diszjunkt, minden pont X altal fedett, tehdt a tétel valamennyi

allitasa teljestil.

2. eset: az X pdrositds nem teljes, de létezik G-ben egy C' blossom. Ekkor
a C blossom pontjait 0sszehtizzuk (kontrakcid) egy c pszeudo-cstcsra. Ha C-
nek 2m + 1 éle van, akkor a kontrahalt G’ grafnak n — 2m pontja van, X/C-t
X'-vel jeloljve a pérositas éleinek szdma a kontrakcié sordn m-mel csokkent. Az
alaptétel szerint X’ maximadlis pérositas G'-ben. Teljes indukcidval feltehetjiik,
hogy G'-ben létezik olyan ) = {Q], @, . .. Q). } paratlan ponthalmaz fedés, amire
| X'| = c(§), és a tétel tobbi 4llitasa is teljesiil (a fed6 halmazok diszjunktak, az
egyponttd fedé halmazok X' 4ltal fedettek). Az alaptétel bizonyitasdban lattuk,
hogy a ¢ pszeudo-cstics fedetlen. Ezért {c} nem lehet egypontt fed halmaz. Ha
c € @) valamelyik i-re, akkor a de-kontrakcié utan (); = @)} U C tovéabbra is pa-
ratlan fed6 halmaz lesz (a pontok szdma 2m-mel no), a tobbi fed6 halmaz nem
valtozik. Ha c egyik ();-nek sem eleme, akkor C lesz a de-kontrakci6 sordn egy 4j
paratlan fed6 halmaz. Megmutatjuk, hogy mindkét esetben az 1j (vagy megujult)
pératlan halmazrendszer lefedi G' valamennyi élét. Ha egy él mindkét végpontja
C-ben van, akkor C vagy @); = Q;UC lefedi az élt. Haegy (i, j) élrei ¢ Césj € C,
akkor G'-ben az (i, c) élt lefedte valamelyik @);. Ha egypontt volt a fed6 halmaz,
akkor ez csak {i} lehetett, mert a c fedetlen pont nem lehetett egypontt fed6hal-
maz. Ekkor {i} lefedi az (i, j) élt. Ha az (4, c) élt tobbpontt fedShalmaz fedte le,
akkor ez a fed6halmaz C pontjaival bévitve lefedi az (i, j) élt. A de-kontrakci6
sordn a parositas elemszdma és a paratlan ponthalmaz fedés kapacitdsa is m-mel
nd, tehat tovédbbra is azonosak lesznek. Kénnyen lathat6, hogy a tétel tobbi 4lli-
tdsa (a fed6 halmazok diszjunktak, az egyponta fed6 halmazok X 4ltal fedettek)

is teljesil.

3. eset: az X parositds nem teljes, és G-ben nem létezik blossom, de létezik vi-
rag. A virdg nyelén felcseréljiik az X-en kiviili és az X-beli éleket. A nyél hossza
paros, tehdt X elemszdma nem valtozik, az Gj X pdrositds is maximalis. A 6.1
allitas szerint ekkor a virag feje blossom lesz. Ezzel a 3. esetet visszavezettiik a 2.

esetre.
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" Cels

6.11. dbra. Péaros és pdratlan hosszu X -alterndl6 utak taldlkozasa

4. eset: az X pdrositds nem teljes, és G-ben nem létezik sem blossom sem
virdg. Ebben az esetben megadunk egy minimdlis paratlan ponthalmaz fedést,
amelyben legfeljebb egy tobbponta (|Q;| > 3) fed6 halmaz taldlhaté. Az X altal
fedetlen pontok halmazat jeloljiikk Q-val. Ezeket a pontokat gyokereknek nevez-

ziik. Definidlunk egy S és egy T ponthalmazt a kovetkezdképpen.

S ={i € P|3(Q — i) paros hosszusagu X-alterndlo ut } , és
T ={j € P|3(Q — j) paratlan hossztsagt X-alternal¢ tt }.

A 0 hosszasagu utak hossza péros, tehat minden fedetlen pont az S halmazban
van (Q C S).

-Megmutatjuk, hogy az S és T' ponthalmazok diszjunktak. Valéban, legyen U
egy pdros hossztisdgt X-alterndl6 tat, amelyik a Gyl gyokérbdl az i pontba ve-
zet, V pedig egy pdratlan hossztisdga X-alterndl6 at, amelyik a Gy2 gyokérbsl
az i pontba vezet. (A 6.11. dbrdn U/ hossza 6, V hossza 9.) Ha a két Gt egyetlen
kozos pontja az i pont, akkor a két aut egyiitt a Gyl = Gy2 esetben blossom-ot,
a Gyl # Gy2 esetben pedig javité utat alkotna, ami ellentmondds. Ha viszont
a két atnak korabban is voltak k6zds pontjai, akkor a két ut egyesitése vira-
got tartalmaz, ami szintén nem felel meg a 4. eset feltételeinek. (A 6.11. dbrdn
{uog, w1, us, us, us} a virdg nyelének pontjai, {u4, us, ug, vs, v7,v6} a virdg feje.) A
virdg feje az utolso el6tti kozos pont és az i pont kozotti részekbdl all, ennek rész-
letezését az olvasoéra bizzuk (Id. még 6.1., 6.2. feladatok).

-Megmutatjuk, hogy ha egy X-beli él egyik végpontja S-ben van, akkor a mésik
végpont T-ben van. Valdban, legyen e az X pdrosités éle, az i pont pedig ennek
egy S-hez tartoz6 végpontja. Hogyan kertilt ¢ az S halmazba? Valamelyik gyo-
kérbdl paros hossztsagu X-alterndlé ut X-beli éllel érkezik i-be. Ezen az tton

az i-t megel6z6 j pont T-ben volt, a (j,7) él az X pdrositds éle. Az i pontban a
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parositasnak csak egy éle végz6dhet, tehat e = (i, j).

-Megmutatjuk, hogy ha egy X-beli él egyik végpontja T-ben van, akkor a mésik
végpont S-ben van. Valéban, legyen e az X parositas éle, a j pont pedig ennek
egy T-hez tartoz6 végpontja. Hogyan keriilt j a 7" halmazba? Valamelyik gyo-
kérbdl pératlan hossztisdga X-alterndl6 at X-en kiviili éllel érkezik j-be. Ezt az
utat az e éllel folytathatjuk, és akkor e masik végpontja ugyanabbdl a gyokérbol
péros hossztsdgt X-alternal6 titon érhetd el, tehat az S halmazhoz tartozik.
Mindezt 6sszevetve az X pérosités éleit két csoportba lehet osztani. Az els6 cso-
portba azok az élek tartoznak, melyeknek az egyik vége S-ben, a mdsik vége
T-ben van. Ezeknek az éleknek a szama a 7T-beli pontok szaméval azonos, és eze-
ket az éleket a T-beli pontok lefogjdk. A masik csoportba az a p darab él tartozik,
melyeknek egyik végpontja sem érhetd el fedetlen pontb6l X-alternalé attal. A
maésodik csoportba tartozé éleknek 0sszesen 2p pontja van, mindegyik S U T'-n
kiviil. p > 0 esetén legyen (); ezen pontok koziil egy pont, és p > 1 esetén legyen
()2 a tobbi 2p — 1 darab pont. A (); pont valamint p > 1 esetén a (), paratlan pont-
halmaz kapacitasainak 6sszege 1 + p — 1 = p, és ez a két paratlan halmaz lefedi
a pérositds méasodik csoportba tartozo éleit. Tehat a 7-beli pontok, a ¢); pont és
p > 1 esetén a (), paratlan ponthalmaz olyan (2 paratlan ponthalmaz-rendszert
alkotnak, melynek a kacitdsa az X pdrositds éleinek szama. Ezek a paratlan fe-
déhalmazok diszjunktak, és az egypontt halmazok X altal fedett pontbél allnak.

Tehét a keresett () paratlan ponthalmaz fedés a kovetkezé:
Q2 = {a T-beli pontok, (); és p > 1 esetén ()>}.

Hatra van még annak igazoldsa, hogy (2 lefedi a graf valamennyi élét. Két S-
beli pont kozott nem lehet él, mert akkor S és T nem lennének diszjunktak (S-
beli pont szomszédja T-beli). Nem létezhet él egy S-beli pont és a () illetve ),
ponthalmaz valamelyik j pontja kozott sem, mert akkor a j pont a 7" halmazba

kertilt volna volna. Tehat 3-féle él maradt:
1. Az e él egyik végpontja T-ben van
2. Az e él egyik végpontja );-ben van
3. Az e él mindkét végpontja (),-ben van

(2 mindhdrom esetben lefedi az e élt, tehat a tétel valamennyi allitasa teljesiil. [
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6.1. Feladat. Legyen U egy pdros hossziisigu X-alterndlé iit, amelyik a Gyl fedetlen
pontbdl az i pontba vezet, V pedig egy pdratlan hossziisdgu X-alterndld iit, amelyik a
G'y2 fedetlen pontbdl az i pontba vezet. Igazoljuk, hogy Gyl # Gy2 esetén U UV vagy

javitd 1it, vagy pedig tartalmaz virdgot.

6.2. Feladat. Legyen U egy pdros hossziisdgu X-alterndl6 it, amelyik a Gy fedetlen
pontbél az i pontba vezet, V pedig eqy pdratlan hossziisdgii X-alterndlé 1it, amelyik a
Gy fedetlen pontbdl az i pontba vezet. Igazoljuk, hogy U UV vagy blossom, vagy pedig

tartalmaz virdgot.

6.6. Definicié. Tetszbleges G = (P, E) grif és Q C P ponthalmaz esetén o(G — Q)-val
jeloljiik a () pontjainak elhagydsakor keletkezd pdratlan (pontot tartalmazé) komponensek

szdmit.

6.3. Feladat (Tutte-tétel). A 6.2. tételbil bizonyitsuk be, hogy egy irdnyitatlan grifban
pontosan akkor létezik teljes pdrositds, ha tetsz6leges () C P ponthalmazra o(G — Q) <

Q.

A fliggetlen élek maximalis szdma pontosan megadhat6 a ponthalmazok elha-
gyésakor keletkez6 paratlan komponensek szamanak segitségével is. Ezt mondja
ki a kovetketkezd tétel:

6.3. Tétel (Tutte-Berge formula). Tetszdleges G = (P, E) irdnyitatlan grdf esetén
Frvax = min(|P| +[U] = o(G — U))/2. (6.1)

Ezt a tételt nem bizonyitjuk, a bizonyitds megtaldlhat6 Schrijver [Sch03] mo-
nogréfidjaban (1d. 24.1. Tétel). Szintén bizonyitds nélkiil idézziik azt a struktira-
tételt, amelyik megad egy olyan U ponthalmazt, melyre a 6.1. képletben szerepl6

minimum felvétetik.
6.4. Tétel (Gallai-Edmonds dekompozicid). A G = (P, E) grdfban legyen
D(G) = {p € P|van olyan maximdlis pdrositds, melynél p fedetlen},
A(G) = D(G) szomszédjainak halmaza, és
C(G) = P = A(9) = D(9).
Ekkor az U := A(G) ponthalmaz minimumot ad a 6.1. képletben. Ezenkiviil G — U
pdratlan komponenseinek unioja D(G), a pdros komponensek unidja pedig C(G).

A bizonyitas megtalalhaté tobbek kozott Schrijver [Sch03] sokat idézett kony-
vében (1d. 24.7. Tétel).
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6.3. Pontok fedése élekkel

Ebben az alfejezetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy hogyan lehet a graf
valamennyi pontjat minél kevesebb él felhasznéldsaval lefedni. Képzeljiik el,
hogy egy konferencia résztvevsit kétagyas szobdkban lehet elhelyezni. Ismert,
hogy ki kivel hajland¢ egy szobdban lakni. (A hajlandésag kolcsonos: az (i, j) €l
azt jelenti, hogy i és j elhelyezhet egy szobaban.) Mindenkit el kell helyezni,
és minimalizdlni akarjuk a szobdk szamat. Barmelyik résztvevével el6fordulhat,
hogy egyediil keriil egy kétagyas szobaba. Ezt igy oldjuk meg, hogy felvesziink
egy fiktiv pontot (senki), és ebbdl élt htizunk mindegyik val6di pontba.

Tehat az a kérdés, hogy minimadlisan hany élre van sziikség valamennyi pont lefe-
déséhez? Egy pontot csak akkor lehet lefedni, ha a pont nem izolélt, tehat 1étezik
bel6le kiindul6 él. Mindegyik él két pontot (a sajat végpontjait) fed le, ezért n
pontu grafban biztosan sziikség van legalabb n/2 élre. Ha n péros, és n/2 él elég
valamennyi pont lefedéséhez, akkor az n/2 darab lefed6 él egy teljes parositas.
Ha viszont f,.«-tehdt a fliggetlen élek maximalis szdma - nem éri el n/2-t, akkor

a lefedd élek nem lehetnek valamennyien fiiggetlenek.

6.5. Tétel. Legyen G = (P, E) eqy n-pontii grdf, és tegyiik fel, hogy mindegyik pont va-
lamelyik él végpontja. A valamennyi pontot lefedd élek minimadlis szdmat jeloljiik fedyin-
nel. Ekkor

fmax + fedmin = n. (6.2)

Bizonyitds. Ha X egy maximdlis pérositas G-ben, akkor az X altal fedetlen n—2 x
[max darab pontot tetsz6legesen vélasztott egy-egy éllel lefedve fed6 élrendszert

kapunk, ahol az élek szdma fiax + 7 — 2 X fiax > fedmin. Ezért
fmaX + fedmin S n. (63)

Ha viszont M egy minimalis szdmdu élb6l all6 minden pontot lefed élhalmaz,
akkor ezen beliil legyen a fiiggetlen élek maximalis szama £, a k darab fliggetlen
élbol 4116 halmaz pedig Y. Két Y 4ltal fedetlen pontot M-beli él nem kot dssze (k
maximadlis), tehat k +n —2 x k = |M| = fedmin, azaz k + fedpin = n. Ugyanakkor
k < fuax, €zért

fmax + fedmin Z n. (64)

O
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Ez aztjelenti, hogy a valamennyi pontot lefedé minimalis szamu él megadasa
ugyanolyan nehéz, mint maximadlis szdmu fiiggetlen él keresése. A maximalis
pérositas altal fedetlen pontokat tetszés szerint lefedhetjiik egy-egy éllel, és igy

7 2z

minimalis lefed6 élhalmazt kapunk.



7. fejezet

Optimalis stlyozott parositasok

nemparos grafban

Ebben a fejezetben G = (P, E) egy irdnyitatlan graf, amelyik nem (feltétlentil)
paros, tehat pédratlan hossztsdgu korok is eléfordulhatnak. Az 5. fejezethez ha-
sonldan feltételezziik, hogy minden e = (i, j) élnek van egy w(e) = w;; > 0 stlya.
Flhalmaz stlyét (vagy osszsulyét) a benne szerepld élek sulyainak dsszegeként

hatdrozzuk meg, tehat X C £ esetén

7.1. Kiillonb6z6 optimumfeladatok

AlapvetSen haromféle optimaélis parositas el6éllitdsaval foglalkozunk.
1. Maximalis 6sszsulyt parositas
2. Maximalis 0sszsulyu teljes parositas
3. Minimalis 6sszstly teljes parositas

El8szor megmutatjuk, hogyan lehet az 1. problémat visszevezetni a 2.-ra. A
G = (P, E) grafbol készitiink egy G’ = (F’, E') masodpéldanyt. Tehat P’ ugyan-
annyi pontbdl all, mint P, és ¢/ = (i, j') pontosan akkor él a mdsodpéldanyban,
ha e = (i, j) az eredeti G gréf éle. (Ezt igy mondjuk, hogy G és G’ izomorfak.) Ké-
szitiink egy G = (P, E) gréfot a kovetkezéképpen. A G és G’ grafokat képzeljitk

95
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7.1. abra. Visszavezetés teljes parositdsra

el vizszintesen, egyiket a masik felett, és az eredeti éleken kiviil htizzuk még be

az Osszes fliggbleges élt. Tehat
P=PUP, és
E=EUE U{(i)]|iec P}
G-ben és G'-ben megtartjuk az eredeti stilyokat, a fligg6leges élek stlya 0 lesz.
Egy példa lathat6 a 7.1. dbran. Ha a G grafnak n pontja és m éle, van, akkor

G'-nek ugyanennyi, a g grafnak 2n pontja és 2m+n éle van. G-ben mindenképpen

van teljes parositas, példaul az dsszes ,fliggbleges" €l teljes parositast alkot.
7.1. Allitas. Az aldbbi két feladat ekvivalens:

1. Maximdlis 0sszsulyii pdrositds keresése G-ben

2. Maximdlis dsszsilyii teljes pdrositds keresése G-ben

Bizonyitds. Legyen X egy maximadlis 0sszstlyt parositds G-ben, és s = w(X) a
maximadlis 0sszsuly. Ekkor X képe - X’ - nyilvdnvaldéan maximadlis 6sszstulyta
pérositds G'-ben ugyancsak s 0sszstllyal. Ha ¢ X &ltal fedetlen G-ben, akkor ter-

mészetesen i’ X' 4ltal fedetlen G'-ben. G-ben maximalis 6sszsulyt teljes parositast
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kapunk, ha X és X' éleit kiegészitjiik a fedetlen i pontokhoz tartozé (i, i) élek-
kel, hiszen a fiigg6leges élek stlya 0, és G-ben természetesen nem lehet 2s-nél
nagyobb 6sszstlyt elérni. Masfelsl, ha adott G-ben egy maximalis dsszstlyt X
teljes pdrositas, akkor ennek az élei G-ben és G'-ben is el kell, hogy érjék az s 6ssz-
stlyt, mert a fiigg6leges élek stilya 0. Tehat X egy G-beli és egy G'-beli maximalis

Osszsulyt parositast tartalmaz (a ketté nem feltétlentil egymas tiikorképe). [

A 7.1. abran G-nek és G'-nek is 5 pontja van, tehat egyikben sincs teljes paro-
sitds. G-nak 10 pontja van, ebben egy 5 éIbdl 4116 teljes parositast latunk vastag
vonallal. Az 6t élbdl egy fiiggbleges az eredetileg fedetlen 1-es és 1’ pontokat koti
Ossze.

Most megmutatjuk, hogyan lehet a 2. problémaét visszevezetni a 3.-ra. A G =
(P, E) grafbol most is készitiink egy G' = (I, E') tiikorképet (masodpéldanyt).
Legyen M a {w(e) |e € E} sulyok maximuma, és definidljuk G'-ben a w’'(¢’) st-

lyokat a kovetkez6képpen.
w'(e)=M—we)|e€E

Feltételezziik, hogy G-ben van teljes pdrositas, tehat a pontok szdma n = 2k, és
minden teljes parositds £ darab élbdl 4ll. Ha X teljes pérositds G-ben, akkor X' is
teljes parositas G'-ben, és

w'(X') = kM — w(X)
Ez pedig azt jelenti, hogy X 0sszstilydnak maximalizdldsa X' 0sszstlyanak mini-
malizdlasdval ekvivalens.

A 3. probléma megoldasaval foglalkozik a kovetkez6 alfejezet.

7.2. Minimadlis stlyt teljes parositas primal-dual algo-
ritmussal

Feltételezziik, hogy a G = (P, E) grafban van teljes parositds. Minden e élhez
adott egy w(e) > 0 suly. Olyan teljes parositast keresiink, ahol az ¢sszstly mi-
nimalis. Az alabb ismertetésre keriil6 algoritmusban fontos szerepet jatszanak
a P ponthalmaz pdaratlan részhalmazai, valamint a hozzajuk tartozé tn. dudl-
véaltozok. A graf paratlan szdmu pontbdl 4116 ponthalmazainak halmazat PN-nel
jeloljiik, tehat

Q €PN N Q) C P, és|Q)| paratlan szam.
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7.1. Definici6 (duédl lehetséges). Azy : PN — R vektort dudl lehetségesnek nevezziik,

ha
Q| > 3 esetén y(Q) > 0, és (7.1)
S Y@ <wle)|ee k. (7.2)
QEPN, ecki(Q)

A lehetséges dudl vektorok halmazdt D(G, w)-vel jeloljiik.

Ez azt jelenti, hogy minden legalabb 3 pontbdl 4116 paratlan () ponthalmazhoz
nemnegativ y(Q)) dudlvaltozé tartozik, a p csacsokhoz tartozé y(p) dudlvaltozok
viszont elGjelkotetlenek. Barmely e él esetén az él két végpontjdhoz tartozé du-
alvaltozok Osszegéhez hozzdadjuk azoknak a legaldbb 3 pontt pératlan halma-
zoknak a dudlvéltozoit, melyekbdl az e él kimutat, és az igy kapott 6sszeg nem
haladhatja meg az él stulyat. Masik jeloléssel ez tgy is irhat6, hogy

Yi + Y5+ > y(Q) Swy|(i,5) € E
Q123 1Q| paratlan, ccki(Q)
Ismét hangstlyozzuk, hogy ez a dudl lehetséges definici6 csak ebben az alfejezet-
ben érvényes, ahol a primal feladat egy teljes parositas 0sszstilyanak a minimali-
zélasa. Duadl célftiggvénynek a dudl lehetséges vektor valamennyi koordinatéja-
nak 0sszegét tekintjiik, ami a kontstans 1 vektor és az y vektor skaldris szorzata,
tehat

ly=> y(Q) (7.3)

QePN
A kovetkez? allitads a gyenge dualités tétel diszkrét valtozata.

7.2. Allitas. Legyen X egy tetszbleges teljes pdrositds a G grdfban, legyen tovdbbd y €
D(G, w) egy tetszbleges dudl lehetséges vektor. Ekkor

1y < w(X)

Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha

Z y(Q) =wle)|e€ X, és (7.4)
QEPN, ecki(Q)
y(Q) > Oesetén | X Nki(Q)| =1|Q € PN. (7.5)

Ez azt jelenti, hogy a dudl-lehetségesség definicidjdban szerepld (7.2) egyen-
16tlenségnek a parositds élein egyenldségként kell teljestiilnie, és a 1ényeges pa-
ratlan ponthalmazokbdl (amiknek a duélvaltozdja nem 0) a parositasnak egy éle

mutat ki.
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O——0

D O—=C

7.2. abra. Minimalis 0sszstly teljes parositas optimélis dualvaltozokkal

Bizonyitds.

w(X) = w(e) > ( > y(Q))
@

ec X eeX \QePN,ecki
Itt akkor 4ll fenn egyenl6ség, ha (7.4) teljestil. A jobboldali 6sszegben egy y(Q)
annyiszor szerepel, ahdny olyan e éle van az X parositasnak, amelyik a ) pont-

halmazbdl kimutat. Tehat a jobboldalt atcsoportositva

> ( > y(@)) = 3" y(@QIX Nki(Q)|
(Q)

e€X \QePN, ecki QEPN

X teljes parositas, tehdt minden pératlan ponthalmazbél van kifelé mutat6 éle,
egyelem ponthalmazbdl pontosan egy él mutat ki, ezért | X N ki(Q)| > 1, ha @
paratlan, és | X N ki(Q)| = 1, ha Q egy pontbdl all. y(Q) csak egyelemti ponthal-

maznal lehet negativ, ezért

D y@IXNki(Q) > ) y(Q) =1y

QePN QePN

Itt pedig pontosan akkor 4ll fenn egyenl6ség, ha (7.5) teljesiil. O

A most bizonyitott allitdsbol természetesen kovetkezik, hogy ha talal valaki
egy y dudl lehetséges vektort és egy X teljes pdrositast, és a dudl valtozok dssze-
ge azonos a parositas Osszstlyaval, akkor a parositds minimdlis 0sszsulyd, a duél
vektor pedig szintén optimadlis. Tekintsiik példdul a 7.2. abrdn lathat6 grafot,
ahol az élek mellé irt szdmok az élek sulyait mutatjdk. (A példa Csat6 Laszlo
gazdasag-matematikai elemz szakos hallgat6tdl szdrmazik (2010).) A pontok
duélvéltozoit beleirtuk a csticsokba. Az dbran egy lényeges pératlan ponthalmaz
van, aminek a duélvaltozdja pozitiv: ez a bal oldalon 1év6 haromszog, amit C-vel

jeloltiink. A vastagon htuzott élek minimalis 6sszsulyt parositéast jelolnek. Ezt
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onnan tudjuk, hogy a dudlvaltozok dudl lehetséges vektort alkotnak, és teljesiil-
nek a (7.4) és (7.5) feltételek. Péld4ul a parositas bal als6 élén a két végpont dudl
valtozoinak 0sszege 1 + 2, és ehhez még hozzdadodik a C' blossom dualvaltozdja
(ami 1), hiszen ez az él C-b&l kifelé mutat. Az is lathat6, hogy C-bdl a parosités-
nak pontosan egy éle mutat ki. A pdrositds dsszstlya és a dudlvaltozok osszege
egyarant 19.
Most ismertetiink egy tn. primdl-dudl algoritmust, amelyik olyan X teljes pa-
rositast és dudl lehetséges y vektort készit, melyekre telesiilnek a (7.4) és (7.5)
teltételek, tehdt mindkettd optimdlis. Az algoritmusban hasznalni fogjuk a ko-
vetkezs jeloléseket:
-Minden i € P csticshoz tartozik egy (i) el6jelkotetlen dualvaltozo.
-A legaldbb harom pontbdl all6 @) paratlan ponthalmazokhoz y(@)) > 0 nemnega-
tiv dudlvaltozé tartozik. Az y vektor dudl lehetséges, tehat minden e = (i,j) € £
esetén

y(i) +y(j) + > y(Q) < wle) (7.6)

|Q|>3, |Q| paratlan, ecki(Q)

-E(y) C E azon eredeti e = (i, j) élekbdl all, melyekre

y(i) +y() + > y(Q) = wle)
QI23,1Q| paratlan, ccki(Q)
-G(y) = (P, E(y)) G-nek részgrafja.
-Q) C PN bizonyos pératlan szdmu pontbdl 4116 ponthalmazok csalddja.
-Omax az Q-beli tartalmazasra nézve maximalis halmazok csaladja.
-G' = G(y)/Qmax, tehat ez G(y)-bol kontrakciéval késziil.
-X egy pérositas G'-ben.
-F a G'-beli X éltal fedetlen pontok halmaza.

7.1. Algoritmus (primél-dudl-algoritmus).

Indulaskor y=0, X =0, Q={{z}|z e P}.
Iterdcié: F a G'-beli X &ltal fedetlen pontok halmaza.
Ha F iires, a G'-beli teljes parositast de-kontrakcidkkal
G(y)—beli teljes parositassa egészitjik ki. STOP.
Egyébként az FE(y) élhalmazt, és ezzel a G(y) és G’ grafokat
aktualizalijuk.

l.eset: G'-ben van FF— F X-alterndldé élsorozat, amelyik
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legaldbb egy élt tartalmaz. Ezek koztil U legyen
az egyik legrdvidebb.
-Ha U egy javité ut, X-et ezzel javitjuk, és iterdlunk.
-Ha U nem javitd ut, akkor (esetleg a virdgnyélen cserével)
taldlhaté egy C blossom. Ennek a ponthalmazat 2-ba
betesszik (kontrakcid), az élhalmazt X-bdl elvesszik,
y(C)=0, és iteralunk.
2.eset: G'-ben nincs F—- F X-alterndld élsorozat,
amelyik legaldbb egy élt tartalmaz. Ekkor
-S legyen azon G'-beli ¢ cstcsok halmaza,
melyekre paros hosszusagu F — ¢
X-alterndld ut létezik.
-T legyen azon G'-beli ¢ cstucsok halmaza,
melyekre pdratlan hosszusagu F —q
X-alterndld ut létezik.
-q € S esetén ndveljik y(¢)-t d-vel,
-q €T esetén csdkkentsiik y(¢)-t d-vel,
ahol d a legnagyobb olyan érték, amire y még dual
lehetséges marad.
Ha iitkdzéskor y(Q)=0 lesz valamilyen Q €, |Q|>3 pontra,
akkor @Q-t Q-bdél kivessziik (de—kontrakcid), és X-et
a nagyobb graf teljes parositdsava egészitijlik ki.

Iterdlunk.

Fontos megjegyzés, hogy mindaddig, amig a pérositds nem teljes, |S| > |17,
ezért a dudl célfiiggvény d-nek egész szamu tobbszorosével novekszik (1d. Sch-
rijver [Sch03], 26.2 alfejezet). Feltételeztiik, hogy létezik teljes parositas, ezért a
duédl-célfiiggvény feliilrdl korlatos (7.2. Allitss), tehat d értéke véges.

Példaként kovessiik végig az algoritmust a 7.3. dbra bal oldalan lathat6 graf

esetén. Az élek mellé irt szdmok az él sulyat jelzik.

1. iterdcié: E(y) egy élt sem tartalmaz, minden pont X 4ltal fedetlen, tehat min-
den pont S-beli. A fels¢ hdromszog élein d+d < 1 miatt d = 0.5 lesz mindegyik

duélvéltozo értéke. A csticsok mellé irt szamok mutatjak a dudlvaltozokat.

2. iterdcié: A fels6 hdromszog harom éle bekeriil E(y)-ba. A 7.4. dbra bal oldalan

lathato, hogy javitas utdn a harom él koziil az egyik az X parositas éle lesz.



102 7. fejezet. Optimdlis stilyozott padrositdsok nempdros grafban

1. iteracio 2. iteracié eleje
0.50) O 0.50) (0.5
0.9 v
@
0.5 0.5

7.3. dbra. Példa a primdl-dudl algoritmusra

2. iteraci6 vége 3. iteracid 4,it, dudlvaltozéi

0.5

O
O O O
0.50) Qs O O 10 :

y(blossom) =0.5

7.4. dbra. A primal-dudl algoritmus lépései

5. iteraci6 eleje 5. iteracid vége 6.it. dualvaltozoi

O O
O O O 1

y(blossom) =0.5

~O

7.5. abra. A primal-duadl algoritmus lépései
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3. iterdci6: A fels6 hdromszogbdl 1étrejott C' blossom-ot 6sszehtzzuk (kontrak-

cid) egy c pszeudo-csiicsra. A kontrahdlt grafban X {ires, y(C) = 0.

4. iteracio: A kontrahalt G’ graf 4 pontbdl all, egy éle sincs, tehat mind a 4 pont
S-beli. A d véltozéra vonatkozo6 korlatokat az eredeti graf élein kell meghata-
rozni. A fels6 haromszogbol kimutato jobb oldalon 1év6 fliggbleges €l stulya 2,
ez az él jelenti a legszigoribb 0.5 + (0 + d) + (0.5 + d) < 2 fels korlatot. Itt
a zarojelen kiviili 0.5 a haromszog jobb-szélsé pontjanak dudlvaltozéja. Ez a
pont nincs a G’ grafban, ezért nem kertilt az S halmazba. (0 + d) a ¢ pszeudo-
cstcs (tehdt a haromszog) dualvaltozdja, (0.5 + d) pedig a fliggbleges €l als6
pontjdhoz tartozik. Az eredmény d = 0.5, az Gj dudlvaltozok a 7.4. dbra jobb

oldalan lathatoak. A fels6 hdromszog (blossom) dudlvéltozdja 0.5 lett.

5. iterdci6: A 7.5. dbra bal oldalan lathat6, hogy a 2 stlya él képe a G’ gréfban

bekeriilt az élek k6z¢, majd javitds sordn az X parositasba.

6. iterdci6: A G’ graf két fedetlen pontja az S halmazba kertil, ezeknek a duéalval-
tozoja d-vel novekszik. d fels6 korlatjat ismét az eredeti graf élein hatarozzuk
meg. A 3 sulyu fuggbleges él adja a legszigortbb 0.5+0.5+(1+d) < 3 korlatot.
Itt az egyik 0.5 ennek az élnek a fels6 végpontjahoz tartozik, a masik 0.5 pedig
a hdromszoghoz (blossom). (1 + d) lesz a 3 suly fligg6leges él als6 végpontja-
nak dudlvaltozdja. Az eredmény d = 1. Az 4bra jobb oldaldn lathato, hogy két

csticsnak nétt 1-gyel a dudlvaltozodja.

7. iterdcié: A 7.6. dbra bal oldalan lathat6, hogy 3 sulyu fiiggbleges él bekertilt
a a G’ grafba. Tovébbra is két X 4ltal fedetlen pont van, viszont a ¢ pszeudo-
cstcs a T' halmazba keriilt, mert fedetlen csticsbdl 1 hossztsdgu X-alternalé
uttal érhetd el. A d = 0.5 értékkel Gj dudlvaltozokat kapunk, ugyanakkor a C
blossom duélvaltozéja lemegy 0O-ra, kovetkezik a de-kontrakcié. A pdrositas
G'-beli élének a képe a de-kontrakcié utan az eredeti graf 2 stulyu fliggbleges

éle. Bzt egészitjiik ki a fels6 haromszog élei koziil parositassa.

8. iterdci6: A 7.6. dbra jobb oldalan lathato az Gj S illetve 7" halmaz. S-beli pont
duélvéltozdja d-vel n6, T-beli ponté d-vel csokken. A legszigorubb felsé korla-
tot a 4 sulyt fliggtleges él adja: (0.5 + d) 4 (2.5 +d) < 4. Ebb6l d = 0.5 ad6dik,

ésaa7.7. dbra bal oldalan latjuk az j dudlvaltozokat.
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7. iteracio eleje 7.it. dualvaltozoi 8. iterdcit eleje

0.5 00.5 T

T 0.5

S S 2'50
O 50 O ©

y(blossom) =0

©

7.6. dbra. A primal-dudl algoritmus lépései

8. it. duadlvaltozoi 9. iteracid eleje 9. iteracid vége

1O O

O
o
o o O

7.7. abra. A primal-dudl algoritmus lépései

9. iteraci6: A 4 sulyu él mellett az 5 sulyu €l is bekertilt az £(y) halmazba. 3-
hossztisdgu javité atat taldlunk, amelyik két fliggbleges X-en kiviili, és egy
X-beli élt tartalmazt. Elvégezve a javitast teljes parositashoz jutunk, ami opti-
malis. A parositas 0sszstlya 4 +3+2 = 9. Ugyanennyi a dudlvéltozok dsszege
is (14 0+ 0+ 3 + 3 + 2). Emlitésre mélt6, hogy természetesen teljestil a (7.4)
feltétel.

Alapvet6 jelentéségti a kovetkezd eredmény:

7.1. Tétel. Haa G = (P, E) grdfban van teljes pdrositds, akkor a primdl-dudl-algoritmus
tetszOleges nemnegativ w sulyfiigguény esetén véges szdmii lépésben befejezodik. Az
eredmény egy minimdlis dsszsulyil teljes pdrositds a hozzdtartozo dudl optimdlis vdlto-

z0kkal egyiitt.

Ez a tétel a paros grafokra vonatkoz6 primal-dudl-algoritmusnal alkalmazott

modszerhez hasonlé gondolatmenettel (1d. 5.5. Tétel) igazolhato, erre azonban
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most nem tériink ki. A bizonyitds megtaldlhat6é Schrijver [Sch03] monogréfidja-
ban (26.1. Tétel).

7.3. Az Edmonds-féle parositds politépok

Mindenekel6tt emlékeztetiink arra, hogy egy () ponthalmaz esetén ki(())-val je-
161tiik azon élek halmazat, melyeknek egyik végpontja ()-ban, a masik pedig Q-n
kiviil van. Azoknak az éleknek a halmazat, melyeknek mindkét végpontja )-ban

van, beliil(@)-val fogjuk jelolni.

e=(i,7) €belil(Q) <L ic Q,ésj€Q
A 4. fejezetben ugy irtuk fel egy pdros graf pdrositas politopjat, hogy minden
élhez nemnegativ valtoz6t rendeltiink, és minden cstcsra felirtuk, hogy a cstcs-
Osszeg értéke legfeljebb 1. Ezt nemparos grafra is megtehetjiik, és a kapott konvex
halmaz természetesen tartalmazni fogja a parositasok karakterisztikus vektorait.
Nem lesz igaz viszont az a 4.1. allitdsnak megfelel? kijelentés, hogy az igy kapott
poliéder cstcsai egészek. Tekintsiik példaként a hdrom pont teljes grafot. Ennek

barmely két éle szomszédos, tehat a kovetkez6 konvex halmazrél van szo.

x,y,z >0
r+y <1
y+z<1
z+x <1

Megmutatjuk, hogy ennek a poliédernek nem csak a pérositdsok (karakteriszti-

%.3,3) vektor is. Valoban,

ha ez a v vektor a v1 és v2 vektorok szamtani kozepe, akkor v1 = (1 +a, 5 +

kus) vektorai a csticsai, hanem extremalis ponta v = (

b3 +c),ésv2=(3—a,3—b1—c). Havlésv2isa poliéderhez tartozik, akkor

tfelhasznalva, hogy mindegyik csticsosszeg legfeljebb 1

a+b<06és

—a—0b<0

adodik. Ebb6l a + b = 0, tehdt a = —b kovetkezik. Ez az érvelés barmelyik két

szomszédos élre megismételhet, tehat b = —c és c = —a isigaz. Ezekb8l a = —a
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kovetkezik, tehdt a = b = ¢ = 0, vagyis v = vl = v2.

Hasonl6 a helyzet a teljes parositdsok konvex burkét kijelolni , hivatott"

x,y,z >0
r+y=1
y+z=1
z+ax=1

feltételrendszerrel. A hdrom ponta teljes grafban nincs teljes parositds, a most
megadott poliéder mégsem iires, egy pontbdl all, ez pedig a v = (3, 3, 3) pont,
ami nyilvanvaldan extremdlis pont is. Mindkét esetben az okozza a problémat,
hogy a feltételrendszer nemparos grafok esetén olyan extremalis pontokat is meg-
enged, melyeknek nem minden koordinétaja egész. A tort koordinatdkkal is ren-

delkezd extremalis pontok kisz{iréséhez tovabbi feltételekre van sziikség.

7.2. Definici6 (Edmonds-féle teljes parositas politép 1.). Legyen G = (P, E) egy
2n pontil irdnyitatlan grdf. A grdf teljes pdrositds politdpjdnak nevezziik a kovetkezd

feltételrendszer megolddshalmazdt:

z(e) >0|e € E, (7.7)

Z z(e) =1 ‘p € P, (7.8)
ec€ki(p)

> x(e) >1]Q €PN, |Q| > 3. (7.9)
e€ki(Q)

A teljes pdrositds politdp itteni alakjit L£(G, 1)-gyel jeloljiik.

Tehat minden élhez tartozik egy nemnegativ valtoz6. Minden csticsra dssze-
gezziik a csticsba futé élekhez tartozé valtozok értékeit, és az igy kapott cstics-
Osszeg értéke 1. Ha () egy paratlan ponthalmaz, akkor a )-bél kifelé mutaté
élekre Osszegzett valtozok értéke legalabb 1. A feltételek szdma véges, és L(G, 1)
télterek és (hiper)sikok metszete, tehdt egy konvex halmaz. Minden valtoz6 0 és
1 kozott van, hiszen mindegyik csticsosszeg 1, ezért a konvex halmaz korlatos,
tehat poliéder. A teljes pérositas politop feltételrendszere hagyomanyos alakban
a kovetkezd:
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> ay=1l|ieP (7.11)
> z; > 1]Q € PN,|Q| > 3. (7.12)

(J)eE i€, j¢Q
A teljes péarositds politép tulajdonsdgainak ismertetése el6tt megadjuk ennek
egy masik alakjat.
7.3. Definicié (Edmonds-féle teljes parositas politép II.). Legyen G = (P, E) egy
2n ponti irdnyitatlan grdf. A grdf teljes pdrositds politdpjanak nevezziik a kovetkezd

feltételrendszer megolddshalmazdt:

z(e) > 0|e € E, (7.13)

Z z(e) =1 !p € P, (7.14)
ecki(p)

d a(e) <k[QEPN,|Q=2k+1,k>1. (7.15)
e€beliil(Q)

A teljes pdrositds politép itteni alakjdt L(G, 2)-vel jeloljiik.

Tehat minden élhez tartozik egy nemnegativ valtoz6. Minden csticsra Ossze-
gezziik a cstucsba futé élekhez tartozé véltozok értékeit, és az igy kapott cstics-
Osszeg értéke 1. Ha () egy 2k + 1 pontbdl all6 ponthalmaz, £ > 1, akkor ssze-
gezziik a (Q-n beliili élekre a valtozok értékét, és az igy kapott dsszeg legteljebb k.
A feltételek szdma eztttal is véges, és L£(G, 2) is félterek és (hiper)sikok metszete,
tehat konvex halmaz. Minden valtozo6 0 és 1 kozott van, ezért ez a konvex hal-
maz is korlatos, tehat poliéder. A teljes pérositds politop itteni feltételrendszere

hagyoméanyos alakban a kdvetkez6:

> 2 <k|QePN,|Q=2k+1,k>1. (7.18)

(i,))€E ,i€Q , jeQ

Mindenekel6tt igazoljuk, hogy a kétféle felirdssal ugyanazt a politépot definial-
tuk.
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7.3. Allitas. A teljes pdrositds politdp két feltételrendszere ekvivalens, tehdt
£(G,1) = £(G,2).

Bizonyitds. (7.9) és (7.15) ekvivalenciajat kell igazolni. Legyen x : £ — R egy

tetsz6leges vektor, és jeloljiik egy tetszbleges p pont csticsosszegét s(p)-vel!

Tetszbleges () ponthalmaz esetén

Zs(p)zz Z z(e) | =2 Z z(e) + Z z(e). (7.19)

PEQ PEQ \ e€ki(p) e€beliil(Q) ecki(Q)

Ez azért igaz, mert amikor az e él mindkét végpontja )-ban van, z(e) mindkét
végpont csticsosszegében szerepel, a tobbi él ()-bdl kifelé mutat, és ezekre z(e)
csak egyszer szerepel. Ha a () ponthalmaz 2k + 1 pontbdl 4ll, és minden cstics-

Osszeg értéke 1, akkor

2 z(e)+ > x(e) =2k+1 (7.20)
ecbelill(Q) ecki(Q)

(7.9) esetén a masodik szumma legaldbb 1, tehat az els6 szumma értéke legfeljebb

k. (7.15) viszont azt jelenti, hogy az els6 szumma értéke legfeljebb £, ekkor pedig

a méasodik szumma értéke legalabb 1. O

Most ratériink a teljes parositds politop és a teljes parositdsok kozotti kapcso-
lat ismertetésére. Mar tudjuk, hogy a kétféle alak ekvivalens, ezért barmelyiket
hasznalhatjuk.

7.2. Tétel. Legyen X egy teljes pdrositds a G grdfban. Ekkor X karakterisztikus vektora

benne van a teljes pdrositds politépban, és annak extremdlis pontja.

Bizonyitds. Legyen x a X teljes pérositas karakterisztikus vektora, tehat

1 haee X
z(e) =
0 egyébként.
El6szor belédtjuk, hogy x benne van a teljes parositds politépban. Valéban, x nem-
negativ, és minden cstcsosszeg 1 (a parositds minden csticsot lefed). (7.9) is telje-

siil, hiszen egy 2k+1 elemfi paratlan ponthalmazbdl a teljes parositdsnak legalabb
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egy éle kimutat (legfeljebb k£ darab ()-beli pontnak lehet beliil a parja, lagalabb
egy pontnak a pdrja kiviil van). Természetesen (7.15) is teljestil. Most belétjuk,
hogy x extremalis pont. Tegyiik fel, hogy y € £(G,1),z € £L(G,1), és

x=(y+2)/2

Két kiilonb6z6 0 és 1 kozotti szdm szdmtani kozepe egyfeldl pozitiv, masfeldl
1-nél kisebb, ugyanakkor x mindegyik koordinatdja 0 vagy 1, tehat y és z nem

lehetnek kiilonbozb6ek. Ezért y = z = x, és x a poliéder extremdlis pontja. O

A kovetkez6 tétel azt allitja, hogy a teljes pdarositds politép nem mads, mint a
teljes parositasok (karakterisztikus vektorainak) konvex burka, tehat a megfordi-
tas is igaz.

7.3. Tétel. Az Edmonds-féle teljes pdrositds politép nem mds, mint a teljes pdrositdsok

karakterisztikus vektorainak konvex burka.

Bizonyitds. Legyen w egy tetsz6leges nemnegativ sulyfiiggvény, és a teljes paro-

sitds politopnak az els6 alakjat haszndlva tekintsiik a

min wx
x€L(G,1)

minimumfeladatot. A folytonos LP dualitds szabalyainak megfeleléen ennek a

Jhax ( > y(Q)>

QePN

feladatnak a duélisa a

maximumfeladat (Id. 7.2. Definici6). A dudl célfiiggvényben az egypontu és a
legaldbb 3 ponta () halmazok dual valtozéinak egyardnt 1 az egyiitthatéja. Az
egypontt dudlvaltozok elGjelkotetlenek, mert ezekhez egyenléség alakti primdl
feltétel tartozik (csticsosszeg=1). A legalabb 3 pontt dudlvaltozok nemnegati-
vak, mert ezek > tipusti primal feltételhez tartoznak (kimend ¢sszeg legaldbb 1).
Alkalmazhatjuk a folytonos LP dualitas tételét.

min wWx = max Z y(Q))

x€L(G,1) yeD(G,w) (QGTN

A 7.1. tétel szerint a 7.1. primél-dudl algoritmus tetsz6leges nemnegativ suly-
tiiggvény esetén véges szamu lépésben végetér, és olyan optimdlis teljes parosi-

tast ad, melynek az 6sszstulya azonos a dudl-célfiiggvény értékével. Ezért

. X) —
X teljgllierilrositésw< ) yerg(ag}fw) ( Z y(Q>>
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Ebbdl kovetkezik, hogy

min wx = min  w(X)
x€L(G,1) X teljes pdrositas

Jeloljiik a teljes pérositdsok karakterisztikus vektorainak konvex burkit M(G)-
vel. Ezen minden lineédris célfiiggvénynek létezik minimuma, és van optimaélis
cstics is. M(G) csticsai a teljes parositasok (karakterisztikus vektorai) koziil ke-
riilnek ki, igy:

min  w(X)= min wx.
X teljes parositas xeM(G)

Ezzel belattuk, hogy tetszb6leges nemnegativ w stlyfiiggvény esetén

min WX = min Wwx,
x€L(G,1) xeM(G)

tehataz £(G, 1) illetve az M(G) poliédereken a stlyfiiggvény minimuma azonos.

Megmutatjuk, hogy mindkét poliéder benne van az
Ix=n

sikban, és akkor alkalmazhatjuk az A fiiggelék A.4. tételét. Ha x az M(G) poli-
éder egyik cstcsa, akkor x egy teljes parositas karakterisztikus vektora. A teljes
péarositasnak n darab éle van, tehdt 1x = n. M(G) pontjai a teljes parositdsok
(karakterisztikus vektorainak) konvex kombindaciéi, tehat a teljes M(G) poliéde-
ren 1x = n. Masfel6l £(G, 1) minden pontjadban mindegyik csticsosszeg értéke 1.
Ha ezeket 0sszeadjuk, a cstcsok szama, tehat 2n lesz az eredmény. Mésfeldl a

cstcsosszegek Osszege 2 x ) .., x(e), tehdt 1x kétszerese. O
Most ratériink az Edmonds-féle pérositas politép ismertetésére.

7.4. Definicié (Edmonds-féle pérositas politép). Legyen G = (P, E) egy n ponti

irdnyitatlan grdf. A grdf pdrositds politopjanak nevezziik a kovetkezd feltételrendszer

megolddshalmazit
z(e) > 0|e € E, (7.21)
Y a(e)<1i|pePr (7.22)
ecki(p)
> a(e) <E[QEPN,|Q=2k+1,k>1. (7.23)
ecbeliil(Q)

A pdrositds politépot K(G)-vel jeloljiik.
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Tehat minden élhez tartozik egy nemnegativ valtoz6. Minden cstcsra dssze-
gezziik a csticsba fut6 élekhez tartozé véltozok értékeit, és az igy kapott cstics-
Osszeg értéke legfeljebb 1. Ha ) egy 2k + 1 pontbdl 4ll6 ponthalmaz, k > 1, akkor
Osszegezziik a ()-n beliili élekre a véltozok értékét, és az igy kapott dsszeg leg-
feljebb k. A feltételek szama ezuttal is véges, és IC(G) is félterek és (hiper)sikok
metszete, tehat konvex halmaz. Minden véltoz6 0 és 1 kozott van, ezért ez a
konvex halmaz is korlatos, tehat poliéder. A teljes parositas politop itteni feltétel-

rendszere hagyomanyos alakban a kdvetkezd:

zi; > 0] (i,)) € E, (7.24)
Y ay<1lieP, (7.25)
> vy <k|QeEPN,|Q =2k+1,k>1. (7.26)

(i,))€E ,i€Q , jeQ

A teljes parosités esetétdl eltéréen itt csak egyféle alakkal dolgozunk. Most raté-

riink a pdrositas politép és a pdrositasok kozotti kapcsolat ismertetésére.

7.4. Tétel. Legyen X egy pdrositds a G grdfban. Ekkor X karakterisztikus vektora benne

van a pdrositds politépban, és annak extremilis pontja.

Bizonyitds. Legyen x az X pérositas karakterisztikus vektora, tehat

1 ,haee X,
x(e) =
0 egyébként.

El8szor belatjuk, hogy x benne van a parositas politépban. Valéban, x nemnega-
tiv, és minden csticsosszeg legfeljebb 1 (a parositds élei nem taldlkoznak). (7.23)
is teljestil, hiszen egy 2k + 1 elemfi paratlan ponthalmaz esetén legfeljebb k da-

rab (Q-beli pontnak lehet a pérja is -ban. Most belatjuk, hogy x extremalis pont.
Tegytik fel, hogy y € K(G), z € K(G), és

x=(y+z)/2

Két kiilonbozd 0 és 1 kozotti szdm szdmtani kozepe egyfeldl pozitiv, mésfelsl
1-nél kisebb, ugyanakkor x mindegyik koordinétdja 0 vagy 1, tehdt y és z nem

lehetnek kiilonbozbek. Ezért y = z = x, és x a poliéder extremadlis pontja. O
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Megemlitjiik, hogy példaul az iires pérositadsnak az orig6 felel meg, ami szin-
tén cstcsa a K(G) poliédernek. A kovetkezo tétel azt allitja, hogy a parositas po-

litbp nem mads, mint a parositasok (karakterisztikus vektorainak) konvex burka.

7.5. Tétel. Az Edmonds-féle pdrositds politop nem mds, mint a pdrositdsok karakterisz-

tikus vektorainak konvex burka.

Bizonyitds. A bizonyitas gy torténik, hogy a 7.1. alfejezetben ismertetett konst-
rukciéval a G graf parositasait egy nagyobb G graf teljes parositasainak részeként
kezeljiik, és G-re alkalmazzuk a 7.3. tételt. Ennek ismertetésétdl eltekintiink. A

részletek megtaldlhat6ak Schrijver [Sch03] monografidjaban. O

7.4. A kinai postas feladat

Mei-Ko Kwan 1960-ban vetette fel és oldotta meg a kovetkezd problémat. (Kinai

nyelven irt cikkének angol forditdsa 1962-ben jelent meg [Gua65].)

Feladat. Adott ey 0sszefiigql irdnyitatlan G grdf, ahol minden él hossza pozitiv (d(e) >
0). Olyan zirt élsorozatot kell keresni, amelyik mindegyik élt tartalmazza legaldbb egy-

szer, és a hossza minimdlis.

Az els6 fejezetben lattuk, hogy egy zart élsorozatban pontosan akkor szere-
pelhet a graf valamennyi éle pontosan egyszer (Euler-bejaras), ha minden pont
foka paros. Ellenkez6 esetben egy minimalis hossziisdgti minden élt tartalmazo
zart élsorozatban vannak olyan élek, melyeknek tobbszor is el6fordulnak. El6-

sz0r megmutatjuk, hogy egyik élnek sem kell haromszor el6fordulnia.

7.4. Allitas. Eqy minimdlis hossziisdgu valamennyi élt tartalmazé zdrt élsorozatban

egyik él sem szerepel 3-szor.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy egy (i, ) él egy minimadlis élsorozatban haromszor
szerepelne, kétszer egymdasutdn i — j iranyban, egyszer pedig j — ¢ iranyban
(Id. a 7.8. abra bal oldaldn). Az élsorozat koztes szakaszait C-vel illetve D-vel
jelolve megéllapithatjuk, hogy az i — jCi — jDj — i élsorozatndl iC~'jDj — i
rovidebb, mikdzben ugyanazokon az éleken megy 4t, és szintén i-bdl i-be érkezik.
(C~'-zel a C élsorozat forditott irdnyt bejarasat jeldljiik.) Hasonl6 konstrukcidkat

lehet adni a tobbi estre is. Példaul, ha egy (¢, j) él haromszor szerepelne valtakozé
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® (3
() (1) D

7.8. dbra. El nem szerepelhet hdromszor

irdnyban, akkor i« — jCj — iDi — j helyett iDi — jC lenne révidebb tugy,
hogy i-b6l j-be érkezik, és ugyanazokon az éleken megy &t (Id. a 7.8. &bra jobb
oldalan). Javasoljuk, hogy az olvas¢ készitse el a hasonl6 konstrukciét a hidnyzo

esetre. O

Ha egy minimalis élsorozat esetén megdupldzzuk azokat az éleket, melyek
kétszer szerepelnek, akkor olyan - parhuzamos éleket is tartalmaz6 - grafot ka-
punk, amelyben van Euler-bejards, ezért minden pont foka péros. Az 1j graf
éleinek Osszhossza a megduplazott élek hosszainak 0sszegével haladja meg az
eredeti graf éleinek 0sszhosszat. Tehat gy kell bizonyos éleket megduplazni,
hogy minden pont foka péros legyen , és a megduplazott élek 6sszhossza mini-
malis legyen. Ezt a feladatot visszavezetjiik minimaélis 6sszstlyt teljes parositas
keresésére teljes grafban. Legyen ) a pératlan foku pontok halmaza. Az els6
fejezetben lattuk, hogy @-ban pédros szamu pont van. ) pontjain készitiink egy

G = (Q, F) teljes grafot tgy, hogy minden f = (¢q,r) € F élre

w(f) = d(q,r),

ahol d(q, ) a két végpont tavolsdga G-ben, G'-ben pedig az f él stlya. Ezekutan
G'-ben készitiink egy minimalis sszstly teljes parositast (példaul a 7.1.Algoritmussal).
A G'-beli teljes parositas éleinek G-ben pératlan fokt pontparokat 6sszekotd leg-
rovidebb utak felelnek meg. Ezek a legrovidebb utak él-diszjunktak. Ha ugyanis

a 7.9. abran lathaté moédon az i <+ 7' és j <> j' legrovidebb utaknak lenne egy
kozos (q,q') éle, akkor az i < g <> j és i’ +» ¢’ <> j' utak egydittes hossza kisebb
lenne, mint ¢ <+ i’ és j <+ j’ hosszanak Osszege.

A G gréfban a G'-beli minimdlis dsszstlyt teljes pérositas éleinek megfelel6
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7.10. dbra. A kinai postads probléma megoldasa

legrovidebb utak éleit kell kétszer bejarni. Ezeknek a legrovidebb utaknak az éle-
it megkettézve olyan — parhuzamos éleket is tartalmaz6 — grafot kapunk, ahol
minden pont foka péros lesz. Példaként tekintsiik a 7.10. dbran lathat6 G gra-
fot! Négy olyan cstics van, melynek paratlan a foka, tehat G’ egy 4 pontbdl all6
teljes graf. G’-ben az (1,4) él silya G-ben az 1-es és 4-es pont tadvolsdga, tehat
11 = 54 6. G'-ben a (4,5) él sulya G-ben a 4-es és 5-0s pont tavolsidga, tehat
15 = 6 + 9, és igy tovabb. Két vastag €l jelzi G’-ben a minimdlis 6sszsulyt tel-
jes parositast (ennek a meghatdrozdsahoz most nem volt sziikség a 7.1. Algorit-
musra, hiszen minddssze harom teljes pérositds koziil kellett valasztanunk). Ez
a két él G-ben az 1-es és 4-es pontokat 0sszekoto 1, 3,4 legrovidebb tutnak, vala-
mint a 2-es és 5-0s pontokat 0sszekotd 2,5 legrovidebb ttnak felel meg. A két
legrovidebb ut él-diszjunkt, ahogyan azt elére vartuk. Ezek megvastagitdsa azt

jelzi, hogya ezeknek az éleit megdupldzzuk. Eredményiil minden pont foka pa-
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ros lesz. A kapott —kett6zott éleket is tartalmazo —graf élei bejarhatdéak tigy, hogy
minden élen pontosan egyszer megyiink végig. Egy ilyen lehetséges bejarast ad
meg a kdvetkezd pontsorozat: 1,3,1,4,3,4,5,2,5,3,2,1. A teljes élsorozat hossza
5+5+124+6+6+16+5+5+9+5+4 = 78. Bzt agy is megkaphatjuk, hogy
az élek hosszait 0sszeadjuk, és ehhez hozzdadjuk a megduplézott élek hosszait:
62+5+6+5="T78.
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8. fejezet

Matroidok

A matroid egy olyan strukttira, ami els6 megkozelitésben a lineéris algebrabol
ismert fliggetlenség absztrakcidja. Kozismert, hogy linedrisan fiiggetlen vektorok
barmely részhalmaza is linedrisan fiiggetlen. Ezenkiviil, ha adott 4 linedrisan
tiggetlen vektor, és egy masik csomagban 5 darab lineérisan fiiggetlen vektor,
akkor az 5 kozott kell lennie egynek, amelyik fliggetlen az elsé csomagban 1év6 4

vektortol.

8.1. Alapfogalmak

8.1. Definicié (Matroid). Matroidnak neveziink eqy I = (H,P) struktiirdt, ahol H
eqy véges halmaz, P pedig H bizonyos részhalmazaibdl dll, és eleget tesz a kovetkezd

axiomdknak:
1. 0 € P, tovibbd X € PésY C X esetén Y € P

2. HaY € P kelembdl dll, X € P k + 1 elembdl dll, akkor létezik v € X — Y, amire
Y+zeld

A P halmazrendszerhez tartozé halmazokat fiiggetlen halmazoknak nevezziik. Ossze-
fiiggonek (nem fiiggetlennek) mondjuk H-nak azon részhalmazait, melyek P-ben nem

szerepelnek.

Az els6 axiéma azt mondja, hogy a fiiggetlen halmazok csalddja leszallg, tehat
tiiggetlen halmaznak a részhalmaza is fiiggetlen. A méasodik axiéma szerint egy
tiggetlen halmaz (Y') egy nagyobb méreti fliggetlen halmazbdl (X-bdl) bévithe-

to.

117
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8.1. Példa. H elemei egy mdtrix oszlopvektorai, P elemei pedig azok a részhalmazok,

amelyek linedrisan fiiggetlen oszlopvektorokbél dllnak.

Mindkét axioma kozismert a linedris algebrdbdl. Ez a példa azt mutatja, hogy

a matroid fogalom a linedris fliggetlenség fogalmanak (is) absztrakcidja.

8.2. Példa (él-matroid). A H halmaz egy irdnyitatlan grdf éleibol dll, P elemei pedig

azok az élhalmazok, melyek nem tartalmaznak kort.

Az elsb fejezetben lattuk, hogy a pont-él métrixban egy F' élhalmazhoz tartozé
oszlopvektorok pontosan akkor linedrisan fliggetlenek a B” vektortérben, ha az F’
élhalmaz nem tartalmaz kort (1.2. tétel). Ezért a masodik példa az els6 példanak
specidlis esete. Ettdl fliggetlentil most tisztan grafelméleti eszkdzokkel belatjuk,
hogy egy irdnyitatlan graf kormentes élhalmazainak csalddja eleget tesz a két
matroid-axiémanak. Az els6 axiéma nyilvanvald: egy kormentes élhalmaznak a
részhalmazai sem tartalmaznak kort. A masodik axiémdval kapcsolatban legyen
Y egy kormentes élhalmaz, és tekintsiik az Y altal kifeszitett graf Y;,Y5,..., Y}
Osszefliggd komponenseit (ezek fak). Legyen X egy kormentes élhalmaz, melyre
|X| = |Y] + 1. Ha X-nek van olyan éle, melynek legfeljebb az egyik végpontja
van valamelyik Y; komponensben, akkor ez az él lehet x, mert ekkor ¥ + = sem
tartalmaz kort. Ha X-nek van két kiilonb6z8 Y; komponenst 6sszekotd éle, akkor
ez lehet z. Egyébként X mindegyik élére igaz, hogy a két végpont ugyanabban az
Y; komponensben van. Ekkor viszont X-nek egyik komponensben sem lehetne
tobb éle, mint Y-nak. Ez azért igaz, mert Y; az adott komponensben feszit6 fa,
tehat semelyik kormentes részgrafnak nem lehet tobb éle, mint Y;-nek. Mivel

X-ben sincs kor, igy X-nek nem lehetne tobb éle, mint Y'-nak, ami ellentmondaés.

8.3. Példa (Particié-matroid). Adott egy H = By U By U ... U B, particid, és adottak
ad; > 0egész szamok (i = 1,2,...,m). X C H pontosan akkor van P-ben, ha

Az els6 axidma most is nyilvdnval6. A mésodik axiémaét illetéen legyen X és
Y két fliggetlen halmaz, és tegyiik fel, hogy | X | = |Y'|+ 1. Ekkor legalabb egy i-re
| X N B;| >|Y NB,, ésigy Y B;-ben bovithets.

8.4. Példa (Parositas matroid). G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf. H C P tetszbleges
ponthalmaz. Eqy A C H ponthalmaz pontosan akkor van P-ben (tehdt pontosan akkor

fiiggetlen halmaza a matroidnak), ha van olyan pdrositds, ami A pontjait lefedi.
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8.1. dbra. B-A elemeit X nem fedi

Itt fontos latni a kiilonbséget P és P kozott. P a graf pontjainak halmaza, P pe-
dig a matroid fiiggetlen halmazainak csalddja. Hangstlyozzuk, hogy a fiiggetlen
halmazok ponthalmazok, tehat nem a péarositds éleib6l, hanem a parosités altal

lefedett pontokbdl allnak. Most bebizonyitjuk, hogy ez a példa valéban matroid.

8.1. Tétel (Parositas matroid). Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf, H C P pedig
eqy tetszoleges ponthalmaz. A 8.4. példdban definidlt P halmazrendszer eleget tesz a két

matroid-axiémdnak.

Bizonyitds. Az els6 matroid axiéma nyilvanval6 (ha egy parositds lefed egy pont-
halmazt, akkor annak részhalmazait is lefedi).
A mésodik axiémadra térve legyen A, B C H, |A| = k és |B| = k + 1. Feltessziik,
hogy A-t lefedi az X pdrositds, B-t lefedi az Y parositds. Ha van (B — A)-ban
olyan elem, amit X lefed, akkor A ezzel b6vithetd. Tegytik fel tehat, hogy (B — A)
elemeit X nem fedi, és tekintsiik X NY’, valamint X UY — X NY komponenseit.
X N'Y komponensei szeparalt élek. Ha egy végpont B-ben van, akkor A-ban is,
hiszen X lefedi mindkét végpontot.
X UY — X NY komponense lehet egy péaros kor (azért paros, mert X és Y élei
valtjak egymast). Ezen a koron minden B-beli pont A-ban is benne van, mert X a
kor dsszes pontjat fedi. Tehat iddig A-nak legalabb annyi pontja van, mint B-nek.
Tehat X UY — X NY-nak van olyan tt-komponense, ahol B-nek tobb pontja van,
mint A-nak. (Id. 8.1. dbra.) Ha az 1t bels6 pontja B-ben van, akkor A-ban is, mert
X lefedi a bels6 pontokat. r € B, ésr ¢ Aesetén r egy ilyen tit egyik végpontja, és
r-b&l Y-beli él indul mondjuk s-be. Az Gt masik végpontja legyen ¢. Ha t A-ban
van, akkor B-ben is, mert kiilonben B-nek nem lenne tobb pontja, mint A-nak.
Ekkor viszont az 1t folytatédna ¢-b&l. Tehat ¢ nincs A-ban. Felcserélve X és Y

éleit, az 4j X eggyel tobb pontot (r-et is) fed le, tehat az A halmaz az r ponttal
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8.1. tablazat. Semi-matching feladat

4 6 4 5
381 6
2 9 2 10
1 2 3 18

8.2. tdblazat. Semi-matching feladat megoldésa
4 (6] 4 5
3 1 6
2 9 2
1 2 3

bovithetd. O

Feladat (Semi-matching). A 8.1. tdbldzatban ldthaté szdmok egy W mitrix elemei.
Maximalizdlni kell az
=3 Y,
i=1 j=1

0Osszeget, feltéve hogy

d wy<1li=12,...n,és
j=1
zi; = 0vagy 1| Vi, j.

Megoldas: Ez egy partici6-matroid feladat. Minden sorbdl legfeljebb egy ele-
met vélaszthatunk ki Ggy, hogy az Osszeg maximalis legyen. A megoldast a
8.2. tdbldzat mutatja. A linedris algebrai terminolégiat viszi tovabb a kovetke-

76 két definicio.

8.2. Definici6 (bazis). Bdzisnak neveziink egy maximdlis — tehdt nem bovithetd— fiig-

getlen halmazt.

A kovetkezd nyilvanval6 éllitas azt mondja, hogy két bazis ugyanannyi elem-
bl all.
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8.1. Allitas. Ha az 9 = (H,P) matroidban A C H és B C H két maximdlis fiiggetlen

részhalmaz, akkor elemszdmuk azonos.
|Al = |B]|

Bizonyitds. Az 1. matroid axiéma szerint |A| > |B| esetén lenne olyan A’ C A

fuggetlen halmaz, melyre |A’| = |B| + 1. Ekkor a 2. matroid axiéma szerint a B
fiiggetlen halmaz b&vithetd volna. O

8.3. Definicié (rang). Legyen 9 = (H,P) eqy matroid, és A C H. Az A-ban 1év6 leg-
nagyobb elemszdmii fiiggetlen részhalmaz elemszdmdt az A halmaz rangjdnak nevezziik.
A rang jele r(A), tehdt

r(A) = max |B]
BCA, BEP

Emlékeztetiink arra, hogy a nem fiiggetlen halmazokat dsszefiiggének nevez-
tiik.

8.4. Definicié6 (kor). Az 9 = (H, P) matroidban kornek neveziink minden minimdlis —

tehdt nem sziikithet6— Osszefiiggd halmazt.
8.2. Tétel (Axioma-tétel). Legyen I = (H, P) eqy matroid, és A C H. Ekkor

a) TetszOleges A C H esetén, ha X és'Y az A-nak két maximadlis (A-n beliil nem bovit-
het8) P-beli részhalmaza, akkor | X| = |Y|.

b) Fordiva: Ha P a H halmaz részhalmazaibol dll6 halmazrendszer, amelyik eleget tesz
az 1. matroid-axiomdnak, valamint az itteni a) tulajdonsdgnak, akkor M = (H,P)

egy matroid.

Bizonyitds. Az a) éllitas bizonyitdsdhoz tegytik fel, hogy 9t matroid, A C H, X és
Y A-nak két maximadlis P-beli részhalmaza, melyekre | X| > |Y|. Legyen X' C X
olyan, hogy | X'| = |Y|+ 1. Az 1. axiéma szerint X’ is fiiggetlen. A 2. matroid
axioma miatt létezik olyan x € (X' —Y'), hogy Y + x € P. Ez viszont ellentmond
annak, hogy Y A-ban maximadlis.

A b) allitas igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy tetszbleges A C H esetén, ha X és Y
A-nak két maximadlis P-beli részhalmaza, akkor |X| = |Y|. Legyen X és Y két
P-beli halmaz, | X| = k+ 1, |Y| = k, tovdbba A = X UY. Az a) feltétel miatt
Y nem lehet A-ban maximalis (van olyan maximdlis, amelyik X-et tartalmazza).
Ezért 1étezik olyan € (X —Y), hogy Y + = € P. Ez pedig éppen a 2. matroid

axiéma. L]
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8.1. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy matroidban B és C' két bdzis, tovdbbd e € B, akkor
van olyan f € C, hogy B — e + f is bdzis.

A kovetkez6 tételnek fontos szerepe van példdul a szallitasi feladat hurok-

transzformécidkkal val6 megoldasakor.

8.3. Tétel. Eqy 9 = (H, P) matroidban legyen A C H fiiggetlen. Haaz e € H elemmel

”_ .z

torténd bovités utdn A + e nem fiiggetlen, akkor A + e pontosan eqy kort tartalmaz.
Bizonyitds. Legyen

C(1) ={e,ai,as,...,a5,21,2T2,...,2} , €S

C(2> = {6,@176L2, sy sy Y1,Y2, - - aym}

két kiilonb6z6 kor, ahol semelyik z; nem azonos semelyik y;-vel. Természetesen
(C(HuC(2) —e) C A E = {e,a1,0a9,...,as,T1,22,...,%,1} fliggetlen, mert
C(1) kor, és ' = {a1,as,...,a5, 21,2, ..., Tk, Y1, Y2, - - -, Ym} 1S fliggetlen, tehdt £
bovitheté F' elemeivel addig, mig a kapott £’ fliggetlen halmaz elemszama el
nem éri F' = (C(1) UC(2) — e) elemszamat. A bévitések utanis £’ C C(1)UC(2),
tehat C'(1) U C(2)-ben egyetlen f elem van, ami nincs £'-ben. Ha f = z;, akkor
C(2) tiggetlen lett volna (hiszen £’ része). Ha viszont f = y;, akkor C(1) lett
volna fliggetlen. O

8.2. A mohd algoritmus

Ebben az alfejezetben feltételezziik, hogy az 9 = (H, P) matroid alaphalmazin
értelmezve van egy w nemnegativ sulyfliggvény, tehdt e € H esetén w(e) > 0.

Tetsz6leges A C H halmazra a halmaz 6sszstlyanak nevezziik a

e€cA

Osszeget. Olyan fliggetlen halmazt keresiink, amelyiknek az 6sszstilya maximalis
a fliggetlen halmazok kozott.
A w sulyfliggvényt hasznédlva sorbarendezhetjitkk H elemeit tigy, hogy a stlyok

monoton csokkend sorozatot alkossanak. Legyen

H ={ey,e,..., e}, ahol
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w(er) > w(eg) > ..

Ezzel a rendezéssel H barmelyik részhalmaza is rendezve van, ezért I részhal-

mazait sorozatnak tekinthetjiik.

8.5. Definici6 (lexikografikus rendezés). A H elemeibdl dllé m hossziisdgui {b1, ba, . .., by}
sorozat lexikografikusan nagyobb az n hossziisdgu {ay, as, . .., a, } sorozatndl, ha
w(by) = w(ay), w(be) = w(az), ..., w(b;) =w(a;), valamilyen i-re, de w(b;y1) > w(a;+1),
vagy pedig

w(by) = w(ay), w(by) = w(ag),...,wb,) =w(a,), dem > n.

Ez aztjelenti, hogy az els6 olyan indexnél, ahol eltérés van, b, nagyobb, mint
a;+1 (1 értéke 0 is lehet), vagy pedig az els6 n pozicidéban a két sorozat azonos, de

a b sorozat az a sorozatnal hosszabb.

8.6. Definici6 (lexikogafikusan maximalis fiiggetlen). Adott w nemnegativ sily-
fiiggvény esetén az A C H, A € P fiiggetlen halmaz lexikogafikusan maximilis, ha nincs
olyan B C H, B € P fiiggetlen halmaz, amelyik A-ndl lexikografikusan nagyobb.

Ebben a definiciéban H elemeinek azt a rendezését hasznéljuk, melynél a sa-
lyok monoton csokkend sorozatot képeznek.
Lexikografikusan maximaélis fiiggetlen halmaz el6éllitdsara alkalmazhat6 az tn.
moho6 algoritmus. A mohdsdg abban 4all, hogy el6szér maximalis sulyt egyele-
mii fiiggetlen halmazt keresiink, majd ezt tigy toldjuk meg egy Gj elemmel, hogy
a kapott kételemii halmaz fiiggetlen legyen, és ekkor is a lehetséges 1j elemek

koziil a legnagyobb stlyut valasztjuk, és igy tovabb.

8.1. Algoritmus (Moho algoritmus).

1) Legyen e; egy maximdlis sulyu elem, ami egyelemli halmazként
fiiggetlen.
w(er) = maz{w(e) | e € H,{e} € P}
Legyen k=1.
2) Ha ej,eg,...,e; adottak, olyan (k+1)-edik elemet keresiink,
amivel az elsd® k-t kibdévitve fliggetlen halmazhoz jutunk,

és epy1 az ilyen elemek k&zil maximalis sulyu.
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w(eps1) = maz{w(e) |e € H,{e1,e,..., e, e} € P}
-Ha nem tal&lunk ilyen elemet, akkor {ej,es,...,ex} egy
maximdlis Osszsulyu fliggetlen halmaz. STOP
-Ha taldlunk egy ilyen egq; elemet, k:=k+1, és visszatérink a

pontra.

Megjegyezziik, hogy e;-et mindenképpen megkapjuk, mert ha egyaltalan 1é-
tezik nem {ires fiiggetlen halmaz, akkor annak minden egyelemfi részhalmaza
fuggetlen. Az algoritmus végén kapott {e;, es, . .., e} fliggetlen halmaznak a mé-
rete is maximdlis (mert tovabb nem bévithet), tehat ez egy bazis.

Példaként tekintsiik azt az esetet, amikor adott egy n pontt iranyitatlan graf, és
a matroid ennek az él-matroidja. Pozitiv stlyok esetén minden maximalis salyt
fiiggetlen halmaz egy feszit6 fa éleibdl 4ll. A feszito fa éleinek szama n — 1 (1d.
1.2. alfejezet), tehat konstans. Ezért a maximaélis feszitd fa feladat ekvivalens a
minimalis feszit6 fa feladattal, amit hagyoméanyosan a moh¢ algoritmussal (pél-
déul Prim [Pri57] algoritmusaval) oldunk meg ([sTS05]).

Az algoritmus lépéseit végigkovetve nyilvdnvaléan megéllapithato, hogy az al-
goritmus lexikografikusan maximalis fliggetlen halmazt &llit el6. Most bebizo-
nyitjuk, hogy az eredmény egy maximalis Osszstlyt fiiggetlen halmaz, tehét az

ebben az alfejezetben megfogalmazott optimumfeladat megoldasa.

8.4. Tétel (Moho algoritmus tétel). Legyen 9t = (H, P) eqy matroid, ahol a H halmaz
e elemei silyozva vannak, és w(e) > 0. Ekkor tetszbleges lexikografikusan maximilis

fiiggetlen halmaz maximidlis dsszsillyal rendelkezik a fiiggetlen halmazok korében.

Bizonyitds. Legyen B = {by, bs, ..., b, } egy lexikografikusan maximadlis fliggetlen
halmaz, tovabba
Y = {yhva ce 7yn}

egy fliggetlen halmaz, ahol az elemek a stulyok csokkend sorrendjében vannak

felsorolva, tehat
w(b;) > w(biy1), és
w(y;) > w(Yis1)

minden szébanforgé i-re. Ekkor semelyik k-ra nem fordulhat el8, hogy w(by) <

w(yy). Tegytik fel, hogy mégis. Tekintsiik ekkor a
Bk:—l = {bh b27 s 7bk—1} s és
Vi ={y1, 92, ui}

2)
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halmazokat. A 2. matroid-axiéma szerint lenne olyan 1 < ¢ < k index, hogy

{517172, cee bkflayi}

fuggetlen halmaz, ez viszont lexikografikusan nagyobb lenne B-nél (mert w(y;) >

w(yg) > w(bg)). Tehdt minden k-ra
w(br) >=w(ys)-

Ugyanakkor B elemszdma is maximalis a ftiggetlen halmazok kozott (lexikogra-
fikusan maximalis sorozat nem folytathatd), tehat m > n, ezért w(B) > w(Y),

vagyis B 0sszstilya maximadlis. O

Nevezetes tény, hogy a moho-algoritmus optimalitasa éppen a matroidokra
jellemz6. Olyan esetben, amikor a 2. axiéma nem teljesiil, a moho algoritmussal

nem feltétlentiil kapunk optimélis eredményt.

8.5. Tétel (Edmonds, Rado [Rad42]). Legyen 9 = (H,P) egy halmazrendszer, ame-

lyik eleget tesz az 1. matroid-axiomdnak, tehdt

0 € P, tovibbi ha X € P,ésY C X, akkor Y € P is teljesiil.

Ha tetsz0leges nemnegativ siilyozds esetén egy lexikografikusan maximdlis P-beli halmaz

maximdlis 0sszsiilyii, akkor I egy matroid.

Bizonyitds. Ha 9t nem matroid, akkor a 8.2. tétel szerint létezik olyan A C H,
X C AésY C Angy, hogy X és Y P-beli, A-n beliil mindkettd maximalis, de
| X| =k < |Y]|. Rendeljiik X valamennyi eleméhez az 1 + ¢ sulyt, ahol ¢ kicsi, Y —
X elemeihez rendeljiik az 1 sdlyt, a H halmaz tovabbi elemeinek stlya legyen 0.
Ekkor a moh¢ algoritmus az elsd k 1épésben X elemeit valasztja ki, mert ezeknek
van a legnagyobb stlya. A k-adik 1épés utan Y-beli elem nem johet sz6ba, mert X
az A halmazon beliil nem b6vithets. Az A halmazon kiviil minden elem stlya 0,
tehdt a moho algoritmus altal készitett halmaz 6sszstlya k x (1 + ¢). Ez a halmaz
lexikografikusan maximalis, és P-beli. Az Y P-beli halmaz 6sszstlya legaldbb
k + 1. Elég kis € esetén k x (1 +¢) < k + 1, ami ellentmondas. H
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8.2. abra. A nagykovetek IQ-jdnak 0sszegét maximalizadljuk

8.2. Feladat. Legyen

1 0 2 01
2 -1 -1 1 1
A= , 6s
3 2 8 1 4
2 1 5 0 2

WI(lO 9 8 4 1>

A mohé algoritmussal adjunk meg maximdlis dsszsiilyil linedrisan fiiggetlen oszlopvek-

torokat! (A w vektor elemei az A mdtrix oszlopvektorainak siilyai.)

8.3. Feladat. Anglidba, Németorszigba, Franciaorszdgba és Olaszorszdgba kell nagyko-
veteket kiildeni. A 8.2. dbra jobb oldaldn kezdobetiik jelolik a négy orszdgot. Hat személy
koziil kell vdlasztanunk, a jeloltek 1Q értékei az dbra bal oldaldn ldthatéak. Az élek azt
mutatjdk, hogy nyelvtudds és eqyéb képességek miatt, melyik személy melyik orszdgban
johet szoba. Vilasszunk ki jelolteket 1igy, hogy az 1Q-k 0sszege maximilis legyen!
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8.3. dbra. Példa a matroid-politép felirdsara

8.3. A matroid politép

Legyen 9 = (H, P) egy matroid, x : H — R egy vektor, tovabbd A C H esetén

heA

Tetsz6leges A halmaz rangjat r(A)-val jeloljik.

8.7. Definicié (Matroid politép). Matroid-politépnak nevezziik a kivetkezo feltétel-

rendszer megolddshalmazdt

x(h)>0|heH (8.1)
z(A) <r(A) | ACH (8.2)

A matroid politdpot K(9)-mel jeloljiik.
Tehéat a H halmaz minden eleméhez nemnegativ valtoz6 tartozik. Az x vektor
értékeinek Osszege egyik részhalmazon sem haladhatja meg a részhalmaz rang-

jat.

Feladat. Tekintsiik a 8.3. dbrdn ldthat6 4 pontii teljes grdfot! Irjuk fel a grdf él-matroidjdra

vonatkozd matroid-politdp feltételrendszerét!
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Megoldis:

8
5 8 8 8

=

+ 4+ + + + + + + + 4+ 4+ + +

8

8

8. tejezet. Matroidok

A matroid alaphalmaza a graf 6 élébdl all. Ennek az iireshalmazon kiviil 63 rész-

halmaza van, tehat a matroid-politépot 63 egyenl6tlenség definidlja. Ezek koziil

azonban sokat elhagyhatunk, mert szamos egyenl6tlenség a tobbinek kovetkez-

ménye. Miutdn felirtuk, hogy az egy élbdl 4ll6 halmazokon z értéke legfeljebb

1, felesleges felirni, hogy a két élbdl 4ll6 halmazokon z értéke legfeljebb 2, ezzel
15 feltételt elhagyhatunk. A 20 darab hdrom élbdl 4ll6 részhalmaz koziil 16-nak

harom a rangja, ezt a 16 feltételt is elhagyhatjuk. Marad 4 darab hdromelem

részhalmaz —a négy haromszog —melyeknek 2 a rangja. A teljes alaphalmaz rang-

ja 3, mert van 3 fiiggetlen él (példaul a,b és d), de tobb fiiggetlen él nincs. A 15

darab négyelemti élhalmazbdl harom olyan van, amelyik egy 4-hosszusagu kor,

ezekre felirtuk, hogy x 0sszértéke legfeljebb 3. A maradék 12 négyelemfi élhal-

maz gy néz, ki, hogy egy haromszogbdl kimutat egy él. Erre nem irjuk fel, hogy

x értéke legfeljebb 3, mert a haromszogon legfeljebb 2, a kimutat6 élen legfeljebb

1. Itt megtakaritottunk 12 feltételt. Mindegyik 6telemii élhalmazra felirjuk, hogy

x értéke legfeljebb 3. Ha az igy kapott 6 db feltételt 6sszeadjuk, és elosztjuk 5-tel,

akkor megkapjuk azt, hogy x 0sszértéke a teljes élhalmazon is legfeljebb 3. Ezért

a nemnegativitason kiviil dsszesen 6 + 4 + 3 + 6 = 19 feltételt irtunk fel.
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8.2. Allitas. Ha eqy 9 = (H,P) matroidban B fiiggetlen, akkor B karakterisztikus

fiigguénye
1 ,haheB
x(h) = {

0 egyébként

eleget tesz a matroid-politdp definicidjdban szerepl0 feltételeknek, és a KC(90t) politdp egy

extremdlis pontja.

Bizonyitds. Legyen A C H. Ha A = B, akkor B fiiggetlensége miatt A rangja
azonos az elemszammal, tehat (8.2)-ben egyenl6ség all fenn. Egyébként x(A) =
|AN B| <r(A), mert AN B (B részeként) fliggetlen. Az 1. matroid-axiéma miatt
B egyelemi részhalmazai is fliggetlenek, tehdt h € B esetén x(h) < 1 is szerepel
IC(ON) definicijaban. Ezért B karakterisztikus fliggvénye a poliéder egyik ext-
remdlis pontja. (Sem a 0 sem pedig az 1 nem lehet két kiilonb6z8 0 és 1 kozotti

szadm szamtani kozepe.) O

8.3. Allitas. Legyen adott eqy 9 matroid. Ha x egy egészértékii vektor a IC(OM) poli-
éderben, akkor x egy fiiggetlen halmaz karakterisztikus fiigguénye.

Bizonyitds. Egyelemt halmaz rangja 0 vagy 1, tehat (k) < 1 minden h € H
esetén (a matroid politép korlatos). Legyen B azon elemek halmaza, melyekre
xz(h) = 1. Ekkor z(B) = |B|. Ha B nem lenne fliggetlen, akkor B rangja kisebb

lenne, mint |B|. O
A kovetkezd tételben a sulyfiiggvénynek negativ értékei is lehetnek.

8.6. Tétel. Legyen MM = (H,P) eqy matroid, w : H — R egqy tetszbleges siilyfiigguény.
Ekkor a

max wX
xe(M)

LP feladatnak van egészértékii optimdlis z megolddsa.

Bizonyitds. H elemeit rendezziik gy, hogy w(hi) > w(hy) > ... > w(h,,) tel-
jestiljon, és legyen n az utolsé olyan index, amire w(h,) > 0. Haszndlni fogjuk

az

Xo=10
Xi:{hl,hg,...7hi}|i:1,2,...,71
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jeloléseket. Legyen
B = {hz ‘ 1<n,és T(Xi_l) < T’(XZ)} (83)

Tehat B azokbol az elemekbdl all, melyeknek a megjelenésekor az X; halmaz
rangja emelkedik. B egy fliggetlen halmaz, mert indukciéval konnyen lathato,
hogy B elemszama B rangjdval azonos. Legyen z a B halmaz karakterisztikus
fiiggvénye. Ekkor z nyilvdnval6an lehetséges megoldésa a fenti LP-nek (8.2. al-
litds). Azt allitjuk, hogy ez a z vektor az LP feladat egyik optimadlis megoldésa.
Az optimalitast tgy igazoljuk, hogy felirjuk az LP feladat dudlisét, és adunk egy
duaél-lehetséges megoldést, ahol a dudl célfiiggvény értéke wz-vel azonos. A fenti
LP feladat duélisa:

Min Z yar(A), feltéve hogy (8.4)
ACH
ya >0|ACH,és (8.5)
Z ya > w(h) |he H (8.6)
ACH ,heA

Tehét a matroid politép definicidjdnak megfeleléen minden A C H halmazhoz
tartozik egy nemnegativ y 4 dudlvéltozo. Az y, egyiitthatdja a dual-célfiiggvényben
az A halmaz rangja. Tetszbleges h elemre Osszegezziik azon A halmazok dual-
valtozo6it, melyekben h benne van, és az igy kapott 0sszeg értéke legalabb w(h).

Tekintsiik a kovetkez6 dudl-lehetséges vektort:

w(h;) —w(hiy1) ha A= X, valamilyeni = 1,2,...,n értékre,
ya =  w(hy) ha A=X,,
0 a tobbi A C H esetén.

Ez valéban dudl-lehetséges, mert nemnegativ, és w(h;) > 0 esetén h; benne van
az X;, X;i1, ..., X, halmazokban, és ezeken a halmazokon az y vektor koordi-
natdinak osszege w(h;). (A w(h) < 0 eset nyilvanval6.) Most megmutatjuk,
hogy a primal- és a dudl célfiiggvényérték azonos. Valéban, felhasznalva, hogy
r(X;) —r(X;_1) értéke 1 vagy 0 attol fliggden, hogy h; benne van-e a B halmazban

vagy sem

n

wz = w(B) = Y w(h)(r(X;) —r(Xi)) = Y wlh)(r(X:) — (X))

h;,eB =1
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d4 e?

b9
alo

8.4. dbra. Adjunk maximalis dsszsulyu élhalmazt, és dual optimélis megoldast!

adoédik. A jobboldali szummat atrendezve

—_

n—

wz = w(h,)r(X,) + Y (w(hs) —w(hipq))r(X;) = ZyXiT(Xi)

i=1

adoédik. Mivel az X; halmazok kivételével y4, = 0,

wz = ZyXiT(Xi) = Z yar(A).

AeH

Most mar megfogalmazhat6 ennek az alfejezetnek a f6 eredménye.

8.7. Tétel (A matroid politép jellemzése). Legyen M = (H, P) eqy matroid. Ekkor a
IC(9M) matroid-politdp a fiiggetlen halmazok karakterisztikus vektorainak konvex burka.

A tételbdl az is kovetkezik, hogy a matroid-politép minden csticsa 0-1-vektor,

és valamely fliggetlen halmaz karakterisztikus vektora.

Bizonyitds. Jeloljuk a IC(9t) matroid-politépon beliil az egész vektorok konvex
burkéat L£-lel. A 8.6. tétel szerint tetszbleges w sulyfliggvény esetén a wx cél-
fuggvénynek a maximuma £-en ugyanannyi, mint (9)-en. Az A fiiggelék A.2.
tétele szerint £ = K (). O

8.4. Feladat. A 8.4. dbrdn ldthaté grifon az élek mellé irt betilk az él nevét, a szdmok az
él sulydt jelzik. Adjunk meg egy maximidlis dsszsulyii fiiggetlen élhalmazt! Oldjuk meg
a dudl feladatot is!
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9. fejezet

Teljesen unimodularis matrixok

Ebben a fejezetben egy fontos matrixosztalyt targyalunk, amelynek nagy jelent6-
sége van szdmos kombinatorikai eredmény bizonyitdsdban. A targyaldshoz sziik-
séges determindnsokkal kapcsolatos és egyéb linedris algebrai ismeretek megta-

lalhatéan példdul Dancs Istvan és Puskas Csaba [sCP01] konyvében.

9.1. Alapvet6 tulajdonsagok

9.1. Definicidé. EqQy mdtrix teljesen unimoduldris, ha barhogyan kivdlasztva k darab sort

és k darab oszlopot, a kapott részmdtrix determindnsa vagy 1, vagy —1 vagy 0.

k = 1 esetén (1 x 1)-es részmétrixszal van dolgunk, tehdt egy teljesen uni-
moduldris métrix minden eleme 1, vagy —1 vagy 0. A definiciébdl az is kovet-
kezik, hogy egy teljesen unimoduldris matrixnak barmelyik sordt vagy oszlopat
megszorozhatjuk (—1)-gyel vagy 0-val, eredményiil ismét teljesen unimodularis
matrixot kapunk. Mindenekel6tt bebizonyitunk egy Hoffmantél és Kruskaltol
szdrmaz6 tételt, amelyik a teljesen unimoduldris matrixok jelent6ségét mutatod

tételt késziti eld.

9.1. Tétel (Hoffman-Kruskal). Legyen A egy egész mitrix linedrisan fiiggetlen sorok-

kal, b egész vektor, és tekintsiik az
ﬁZ{Jj‘AX:b,éSXZO}
poliedrikus halmazt. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
a) az A mdtrix oszlopaibdl kivdlasztott barmelyik B bdzis determindnsa +1 vagy —1.
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b) az L poliedrikus halmaz extremdlis pontjai barmely egész b esetén egészek.
¢) az A mitrix oszlopaibdl kivdlasztott tetsz6leges B bdzis inverze, B™! is egész.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a)-bdl kovetkezik b), b)-b&l kovetkezik c), és c¢)-
bdl kovetkezik a).

e a) — b) Linedris programozasbdl ismert, hogy az extremalis pontok éppen
a bazismegoldasok. Ha viszont a B bazis determinédnsa +1 vagy —1, akkor

B! egész, tehat B~'b is egész.

e b) — ¢) Legyen e(i) az i-edik alap-egységvektor (az i-edik koordinétaja 1, a
tobbi 0). B~'e(i) a B~! métrix i-edik oszlopa. Legyen d olyan egész vektor,
hogy d + B 'e(i) > 0, legyen tovédbba b’ = B(d + B~ 'e(i)) = Bd + e(i).
Ekkor d + B~ 'e(i) bazismegoldédsa az Ax = b/, x > 0 feltételrendszernek,
tehat extremadlis pontja az L poliedrikus halmaznak. A b’ vektor egész, ezért
b)-b6l kovetkezik, hogy d + B~ 'e(i) is egész. A d vektor is egész, ezért B™*

i-edik oszlopa egész. Ezt minden i-re allithatjuk, tehdt B! is egész.

e ¢) — a) B™'B =1, tehat det(B~')det(B) = 1. Eszerint det(B) 1 osztdja az

egész szamok korében, tehat +1 vagy —1.
O

Kovetkezményként bebizonyitjuk azt a tételt, amelyik a teljesen unimoduléris

matrixok jelent6ségét mutatja.
9.2. Tétel. [HK56] Legyen A’ eqy egész mitrix, b egész vektor, és tekintsiik a
K:{X‘A’xgb,éSXZO}
poliedrikus halmazt. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
i) A’ teljesen unimoduldris.
ii) a IC poliedrikus halmaz extremdlis pontjai barmely egész b esetén egészek.
iii) A’ barmelyik nemszinguldris M almdtrixdnak az inverze, M~ is egész.

Bizonyitds. Legyen A = (A’,I). Megmutatjuk, hogy az el6z6 tétel a), b) és c)

allitasai rendre ekvivalensek az itteni ), ii) és i7i) allitdsokkal.
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e a) < i) A oszlopaibdl ugy all 6ssze egy bazis, hogy k darab oszlopot ve-

sziink A’-b6l, és n — k oszlopot az I egységmatrixbodl. Sorok atrendezésével

M 0
B =

D Infk

adodik, tehét det(B) = det(M). B pontosan akkor béazis, ha M invertalhato.

Ha M nem invertédlhat6, akkor a determindnsa 0.

o b) <~ ii)y € Kesetén A’y < b,y >= 0 azzal ekvivalens, hogy A’y +Is=b

,y >= 0, és s >= 0 valamilyen egész s vektorra, tehat x = Y S
b—A'y
L. y pontosan akkor nem extremadlis pontja K-nak, hay = (y1 + y2)/2,

ahol y1,y2 € K, és yl # y2. Ez viszont azzal ekvivalens, hogy x1 =

1
Y és x2 = Y jeloléssel x1,x2 € £, x1 # x2,és x =
b— Ayl b—A'y2

(x1 + x2)/2, tehat x nem extremadlis pontja £-nek.

e ¢) <> iii) Az a) <> i) pontban szerepld konstrukciéhoz kiszamolhat6, hogy

M 0 )
aB= inverze

D In—k

g1 M-! 0
-DM™! 1,

Tehat, ha B~! egész, akkor M~ is egész, ha viszont M~! egész, akkor DM ™!

is egész, tehat B! is.
]

Tehét teljesen unimoduldris métrix esetén a K poliedrikus halmaz csticsai egé-
szek, és az invertdlhat6é almatrixok inverze is egész. Ezt az eredményt sokszor
nem az eredeti A’ matrix 4ltal definidlt poliedrikus halmazra alkalmazzuk, ha-
nem egy abbdl szarmaztatott szintén teljesen unimoduldris matrixra. Ezért fon-

tos a kovetkez6 allitas, amelyik azt mutatja, hogy egy adott teljesen unimodularis

matrixbol hogyan tudunk tovébbi teljesen unimodularis métrixokat konstrudlni.

9.1. Allitas. A kivetkez6 dllitdsok ekvivalensek:
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a) A teljesen unimoduldris.

b) AT teljesen unimoduldris.

c) —A teljesen unimoduldris.

d) (A, A) teljesen unimoduldris.

e) (A1) teljesen unimoduldris.

Bizonyitds. Azt fogjuk beldtni, hogy az a) allitds ekvivalens a masik néggyel.
e a) <> b). A és AT esetén ugyanazok az aldeterminansok fordulnak el®.

e a) <> ¢). —A aldetermindnsa vagy azonos A megfelel$ aldetermindnsaval,

vagy annak (—1)-szerese.

e a) <> d). Ha M az (A, A) matrixnak egy k x k-as almétrixa, akkor vagy
van A-nek két azonos oszlopa (egy a baloldali A-bdl, egy a jobboldalibél),

és ezért M determindnsa 0, vagy pedig M A-nak is almétrixa.

e a) < e). Legyen M az (A, I) métrixnak egy k x k-as almétrixa, amelyiknek s

oszlopa szdrmazik A-bdl, k — s oszlopa pedig az egységmatrixb6l. A sorok

wo [C 0
D kas

adodik, ahol C az A matrixnak almaétrixa, I;_; pedig egy kisebb egységmat-
rix. Ekkor det(M') = det(C), és az dtrendezés miatt det(M) = +det(M’).

megfelel6 dtrendezésével

9.2. Teljesen unimodularis pont-él matrixok

Viszonylag nehéz jol hasznédlhat6 sziikséges és elégséges feltételt talalni annak el-
dontésére, hogy egy maétrix teljesen unimoduldris-e. Ugyanakkor gyakran ered-

ményesen alkalmazhat6 a kovetkez6 elégséges feltétel.

9.3. Tétel. Legyen A egy (0,1, —1) mdtrix. Ha teljesiil az aldbbi két feltétel, akkor A

teljesen unimoduldris.
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1. Minden oszlopban legfeljebb két 0-t6l kiilonbozd elem van.

2. A mdtrix sorait particiondlhatjuk egy S és eqy T halmazra 1igy, hogy bdarmelyik
oszlopban 2 nemnulla elem ugyanabban a halmazban van, ha kiilonbozo eldjeliiek,

és kiilonbozd halmazokban van, ha azonos elGjeliiek.

Bizonyitds. Tekintstink egy k x k-as A (k) almétrixot. Az 1. és 2. tulajdonsagok erre
is érvényesek. k-szerinti indukciéval bizonyitjuk, hogy a k x k-as aldeterminéns
+1, —1vagy 0. k = 1 esetén ez trivialis.

Ha van a k x k-as almétrixban csupa 0 oszlop, akkor a determinans 0.

Ha van olyan oszlop, amiben csak 1 nemnulla elem van, kifejtjiik a determinanst
eszerint az oszlop szerint. Det(A(k)) = (£1) x det(A(k — 1)) adodik.

Ha minden oszlopban 2 db nemnulla elem van, akkor az S-beli sorok Osszege
azonos a 7T -beli sorok dsszegével, tehat a sorok linedrisan Osszefiiggbek, ezért a

determindns 0. O]

9.1. Kovetkezmény. Ha egy (0,1, —1) mdtrix mindegyik oszlopban legfeljebb egy +1

és legfeljebb eqy —1 taldlhatd, akkor a mdtrix teljesen unimoduldris.
Bizonyitds. Az S halmaz tartalmazza az 6sszes sort, a 7 halmaz legyen iires. [

Irdnyitott graf pont-él matrixa esetén minden oszlopban egy +1 és egy —1
taldlhato, tehat bebizonyitottuk a kovetkez6 tételt.

9.4. Tétel. Minden irdnyitott grdf pont-él mdtrixa teljesen unimoduldris.

Iranyitatlan grafok pont-él matrixai nem mind teljesen unimoduldrisak. Pél-

dédul a harom pontu teljes graf pont-él matrixa az
110

A=1011
101

matrix, és ennek a determindnsa 2. Ugyanakkor konnyen igazolhat6 a kovetkezd

eredmény:

9.5. Tétel. Eqy irdnyitatlan grdf pont-él mdtrixa pontosan akkor teljesen unimoduldris,

ha a grdf pdros.
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Bizonyitds. El6szor azt latjuk be, hogy ha a graf nem paros, akkor van a pont-
él métrixaban olyan almdtrix, amelynek a determindnsa 2. Val6ban, nempdros
grafban létezik paratlan hossztsagu kor, amelyik £ darab élbdl és k darab pontbol
all. Vélasszuk ki a pont-él matrixbol a kor k darab pontjdhoz tartozé sorokat, és
a kor k darab éléhez tartoz6 oszlopokat. A kapott k x k-as almatrix egy paratlan
hosszasaga kor pont-él matrixa, példaul (k = 5 esetén)

11000
01100
A()=100 110
00011
1 0001

Fejtsiik ki ezt a determindnst az els6 oszlop szerint! Az eredmény

1 100 1 000
01 10 1 100
det + det —14+1=2
0011 01 10
0 001 0011

Ha k 5-nél nagyobb pdratlan szam, akkor ugyanigy 2 lesz a determindns értéke.

Ezutéan belatjuk, hogy ha a graf paros, akkor a pont-é] matrix teljesen unimodu-
laris. Ez az allitas a 9.3. tételbdl kovetkezik, ha az S halmaz a péros graf egyik
ponthalmazahoz (férfiak) tartoz6 sorokbol 4ll, a 7 halmaz pedig a paros graf ma-

sik ponthalmazahoz (n6k) tartozé sorokat tartalmazza. O

9.3. Alkalmazasok

Ebben az alfejezetben olyan eredményekkel foglalkozunk, melyeket kordbban

madr (tobbféleképpen is) igazoltunk.

Feladat (K6nig-tétel). Igazoljuk a pdros grifokra vonatkozé Konig-tételt abbol kiindul-

va, hogy irdnyitatlan pdros grdf pont-él mdtrixa teljesen unimoduldris!

Megoldds: Tegytiik fel, hogy a paros grafnak m éle és n pontja van, és legyen A

egy paros graf pont-él matrixa. Tekintsiik a

K={x|Ax <1(n),ésx > 0}
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poliédert, és a

g )

LP feladatot! Itt 1(m) illetve 1(n) azt az m-dimenzids sorvektort illetve n-dimenziés
oszlopvrektort jeloli, melynek minden koordinatdja 1. A lehetséges pontok hal-
maza korlatos, tehat van optimélis megoldas. Az LP feladat normaél-feladat, tehat
van optimalis bazismegoldés is (1d. [s]JT07]). A 9.5. tétel szerint az A métrix telje-
sen unimoduldris, tehat az optimélis bdzismegoldds egész. Ekkor az optimalis x
vektor egy parositas karakterisztikus vektora, az optimum értéke pedig a fiigget-

len élek maximdlis szdma. Az LP feladat dudlisa

min w = y1(n) feltéve, hogy
yA >1(m), és
y = 0.

AzyA > 1(m) feltétel —ATy" < —1(m)” alakba irhat6, tehat a Hoffman-Kruskal-
tétel szerint a dudl feladat bazismegoldasai is egészek. Egy y dual-optimalis
megoldasnak egyik koordindtédja sem lehet 1-nél nagyobb, mert egy esetleg 1-nél
nagyobb koordinatat 1-re csokkentve a w = y1(n) célfiiggvény értéke csokken-
ne, és tovabbra is teljesiilne az yA > 1(m) egyenl6tlenség. Igy a dual-optimalis
megoldasokat elegend6 egy korlatos poliéderben keresni. Ezért 1étezik olyan y
duél-optimélis bdzismegoldas, melynek minden koordinétaja 0 vagy 1. Ez az y
egy lefog6 pontrendszer karakterisztikus vektora, és a dualités tétel miatt a lefogé

pontok minimadlis szama a fliggetlen élek maximalis szdmdval egyenlé.

9.1. Feladat. Bizonyitsuk be a pdros grdf maximdlis 0sszsilyi teljes pdrositdsdval kap-
csolatos dualitds tételt (5.2. tétel) az A pont-él mdtrix teljesen unimoduldris voltdt ki-

haszndlva!
Utmutatds: Legyen A a paros graf pont-él matrixa. Tekintsiik az
MZ{X’AXZl,éSXZO}

poliédert, és a

max 1x
xeM

LP feladatot, valamint ennek a dualisat!
9.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy eqy maximadlis folyam feladatban minden él kapacitdsa
pozitiv egész szdm! A 9.4. tétel segitségével bizonyitsuk be, hogy létezik egészértékil

maximdlis folyam!
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Utmutatds: Egészitsiik ki a halozatot egy f éllel, amelyik a nyel6b6l a forrasba
mutat, és legyen A a kapott irdnyitott graf pont-él matrixa! Jeloljiik a kapacitdso-

kat u -val, és tekintstik az
M:{X’AXZO,éSUZXZO}

poliédert, valamint a

max (f)

LP feladatot!



Osszefoglalas

A kombinatorika erdejében taldlhat6é néhany jol kitaposott 6svény, melyek egye-
bek mellett azzal 6rvendeztetik meg a bakancsos turistdt, hogy arra jarva diszkrét
eredményeket folytonos médszerrel bizonyitunk. A diszkrét és folytonos feladat
kapcsolata szamos esetben abban all, hogy olyan konvex testet vizsgalunk, mely-
nek a cstcsai egészek. Erre példa a(z Edmonds féle) parositds- és teljes parositds
politépok alkalmazésa, a matroid politp jellemzése valamint a teljesen unimo-
duldris matrixok 4ltal meghatarozott poliedrikus halmazok esete.

Mar a Teremtés Konyvében olvashat6, hogy "Nem j6 az embernek egyediil” (Préd.
4,9.). Ez az 8si tanitds optimumfeladatokra is érvényes. Szinte minden maxi-
mumfeladathoz elvalaszthatatlanul hozzatartozik egy minimumfeladat, melyet
altaldban az eredeti feladat dudlisdnak neveziink. A kapcsolat hagyoménytisz-
tel6 modon szimmetrikus: minimumfeladatok dudlisa mindig maximumfeladat.
Ugyanakkor nagy valtozatossag lelhet6 fel abban a tekintetben, hogy a primal-
és dudl feladatok koziil melyik diszkrét, és melyik folytonos.

A maximalis folyam probléma folytonos, de a vdgdsok szama véges, tehat itt foly-
tonos feladat dudlisa diszkrét. Forditott a helyzet példaul a maximalis dsszstlyd
parositasok keresésekor; ebben az esetben a primadl feladat diszkrét, és a duali-
sa folytonos. Két diszkrét feladat alkotja a primdl-dudl part a Menger-tételek, a
Kénig-tétel és a minimdlis 6sszstlyd pératlan ponthalmaz-fedés esetén.

Amikor mindkét feladat diszkrét, kivételesnek szamit az az eset, hogy az er6s
dualités tétel is igaz. Kirdnduldsunk sordn fontosnak tartottuk ezeknek a kivéte-
leknek a felkeresését.
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A. fuggelék
Poliéder és politop

Hasznalni fogjuk a konvex halmazok elméletében alapvetd jelent6ségti tn. sze-

parécios tételt:

A.1. Tétel (Szeparacios tétel). Legyen H C R" egy nemiires, zdrt konvex halmaz, és
y ¢ H azon kiviil egy pont. Ekkor taldlhaté olyan a € R™ vektor, és olyan b konstans,

melyre az ax = b hipersik szigoriian elvdlasztja az y pontot és a H halmazt, tehdt

ay > b, és

ax < bminden x € H esetén.

A bizonyitas megtalalhaté példaul Komaromi Eva [Kom02] konyvében (7. Al-
litas).

A.1. Definicié (Poliedrikus halmaz, poliéder). A H C R" halmazt poliedrikus hal-

maznak nevezziik, ha taldlhaté olyan A mitrix és b vektor, hogy
H={xeR"|Ax < b} (A.1)
A korldtos poliedrikus halmazokat poliédernek nevezziik.
Ha a(i)-vel jeloljiik az A matrix i-edik sorat, akkor
H={xeR"|a(i)x<b;,i=1,2,...,m},
tehat minden poliedrikus halmaz véges sok féltér metszete.

A.2. Definicié (Politop). Politépnak nevezziik véges sok pont konvex burkdt.
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Tehat, ha x(1),x(2),...,x(k) € R", akkor
k
K = {ux(1) + Ax(2)+, ..., Ax(k) [ A = 0,65 > A =1} (A.2)
=1

egy politop. Valés szamok konvex kombindacidja (stulyozott szdmtani kdzepe) a
valds szdmok maximuma és minimuma kozé esik, érvényes tehat a kovetkezd

allitas:
A.1. Allités. Ha K az x(1),x(2),...,x(k) € R" pontok dltal kifeszitett politép, akkor
tetszoleges ¢ € R™ vektor esetén

max CX = max cx(i). (A.3)

Ez azt jelenti, hogy amikor egy linedris célfiiggvényt egy politépon maximali-
zalunk, akkor a célfiiggvény maximuma az x(7) pontokban felvett célfiiggvényér-
tékek maximuma. Nevezetes tény, hogy a poliéder és a politép azonos fogalmak.

Ennek a fliggeléknek ez a f6 eredménye, amit tobb 1épésben fogunk igazolni.

A.3. Definicié (extremalis pont). Egy K konvex halmaz extremdlis pontjinak nevezziik
ap € K pontot, ha p nem dllithaté el pozitiv hossziisdgii IC-beli szakasz felezopontja-

ként. Az extremdlis pontokat KC csiicsainak is mondjuk.
Konnyen igazolhat6 az alabbi allitas:

A.2. Allitas. Legyen a K politdp az x(1),x(2), ..., x(k) pontok konvex burka. Ekkor K

minden extremdlis pontja az x(i) pontok valamelyike.

A kovetkez6 allitas linedris algebrai szempontbdl jellemzi az extremdlis pon-
tokat.

A.3. Allitss. Legyen H = {x € R" | Ax < b} egy poliedrikus halmaz, és z € .
Jeloljiik A,-vel azt a mdtrixot, amelyik az A madtrix azon a(i) soraibél dll, melyekre a
< korldt eqyenlOségként teljesiil, tehdt a(i)z = b;. A z pont pontosan akkor extremdlis

pontja H-nak, ha A, rangja n.

Bizonyitds. Ha A, rangja kisebb n-nél, akkor van olyan u # 0 vektor, hogy A,u =
0. Elég kis pozitiv t-re A(z+tu) < b, és A(z—tu) < bis teljesiil, tehat z+tu € H

,ész—tu € H.z=(z+tu+z— tu)/2, tehat z nem extremdlis pont.
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Masfeldl tegytik fel, hogy z € H nem extremadlis pont, tehdtz = (x +y)/2, x € H,

y € H,ésx # y. Haa(i) az A, matrix tetsz6leges sora, akkor

a(i)x < b, =al(i)z, és

a(l)y < b, =a(i)z,
ezért a(i)(x —z) < 0,ésa(i)(y —z) < 0. De a(i)(x —z) = —a(i)(y — z), tehat
a(i)(x — z) = 0. Ekkor viszont A, rangja kisebb, mint n. O

A.4. Allitas. Minden poliedrikus halmaznak véges sok extremdlis pontja van.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas jeloléseit haszndlva, ha z € H egy extremdlis pont,
akkor z megoldésa az
A,z=D>b,

egyenletrendszernek, ahol b, a b vektor azon koordinatdiboél all, melyekre a(i)z =
b;. Az A, egyiitthatomatrix rangja n, tehdt a megoldas egyértelmii. Az A matrix n

rangl almatrixainak szama véges, tehdt az extremdlis pontok szdma is véges. [
A.2. Tétel. Minden poliéder az extremdlis pontjainak a konvex burka.

Bizonyitds. Legyen M a poliéder, x(1),x(2),...,x(t) legyenek M extremélis pont-
jai, K pedig az extremalis pontok konvex burka. X C M nyilvdnvalé. Most be-
latjuk, hogy z € M esetén z € K. Legyen s = n — rang(A,). Az allitast s szerinti
teljes indukciéval bizonyitjuk.
s = 0 esetén z az egyik cstcs (A.3. allitas). Ha s > 0, akkor létezik olyan u # 0
vektor, hogy A,u = 0. Legyen

Ao = maz{\|z+ A u€ M}, ésx=z+ \u
uo:max{,u‘z—,uue./\/l},ésy:z—,uou

Ao és j1p véges, mert a poliéder korlatos. Ekkor A,x = A,z + A,(\u) = A,z. Ha

i egy olyan index, ahol A maximuma felvétetik, akkor {itk6zés miatt

Ez azt jelenti, hogy A, tartalmazza A, 0sszes sorat, és még az i-edik sort. a(i)u #
0 (mert a(i)z < b;), ezért az i-edik sor nem linedris kombinacidja A, sorainak
(A,u = 0), tehat A, rangja A, rangjanal nagyobb.

Az indukciés feltevés miatt x € K. Ugyanigy y € K is megéllapithato, z pedig x

és y konvex kombindcidja. O
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Ezzel azt is igazoltuk, hogy ha a poliéder nem {ires, akkor van extremdlis pont-

ja. Ennek a nagy jelent6ségti tételnek szamos fontos kovetkezménye van.
A.1. Kovetkezmény. Minden poliéder politip.

Ez azért igaz, mert az extremadlis pontok szdma véges (I1d. A.4. allitds). Az

A.1. 4llitas felhasznéldsaval adddik az

A.2. Kovetkezmény. Ha poliéderen maximalizdlunk egy linedris célfiigguényt, akkor a

célfiigguény extremdlis pontban is felveszi a maximumadt.

Ezt a kovetkezményt haszndaltuk példaul az 5.2. tétel és az 5.3. tétel bizonyita-

sdban.

A.4. Definicié (orig6 koriili politdp). Origé koriili politépnak neveziink egy M poli-

topot, ha tartalmazza az origénak egy kornyezetét, tehdt van olyan r > 0, hogy
B(0,r) ¢ M (A4)

A.5. Definici6é (halmaz konjugéltja). Egy H C R"™ halmaz konjugdltjinak nevezziik
azon vektorok halmazdt, melyeknek H bdrmely elemével vett skaldris szorzata legfeljebb
L.

H* = {y € R" | xy < 1 minden x € 1 esetén.} (A.5)
A H halmaz konjugdltjat H*-gal jeloljiik.

A.5. Allitas. Politép konjugdltia poliedrikus halmaz. Origd koriili politép konjugdltja

poliéder.

Bizonyitds. Legyen a K politép az x(1),x(2),...,x(k) pontok konvex burka. Ek-
kor
Kr={y eR"|yx(i) <1(i=1,2,...,k)} (A.6)

Ha ugyanis \;-vel megszorozzuk az yx(i) < 1 reldciét, és a kapott egyenl&tlen-
ségeket i-re Osszegezziik, akkor azt kapjuk, hogy yx < 1 a politép tetszbleges
x pontjdra. Az (A.6) képletben szerepl6 k darab egyenl6tlenség egy poliedrikus

halmazt hatdroz meg. Ha K origé koriili politép, és yx € K*, akkor tekintsiik az

_LT—E
*= o
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vektort. Ez y-nal azonos irdnyd, a hossza r-nél kisebb, tehat benne van az origé

r sugaru kornyezetében, { -ban is. yx < 1 mia r—e)<1,tehd
gard kornyezetében, igy K-ban is. yx < 1 miatt ||y|| ( ) <1, tehat

1
Iyl < —.
Ez pedig azt jelenti, hogy K* korlatos poliedrikus halmaz, vagyis poliéder. O
A.6. Allitas. Ha K egy origd koriili politdp, akkor K* is origé koriili politdp.

Bizonyitds. Az A.5. allitds miatt K* egy poliéder, tehat az A.2. tétel szerint po-
litép. K nyilvanvaldan korlatos. Ha K-ben nincs d-nél hosszabb vektor (d egy

pozitiv szam), akkor az origé 1/d sugaru kornyezete benne van *-ban. O
A.7. Allités. Ha K egy origd koriili politép, akkor K** = K.

Bizonyitds. Az A.6. éllitds szerint K* is politép, vagyis véges sok pont konvex
burka, tehat

K* =konv{y(1),y(2),...,y(s)}.

Természetesen

K* = {x|xy(i) < 1mindeni=1,2,...,s esetén.}
Azt allitjuk, hogy

K={x } xy(i) < 1 mindeni =1,2,..., s esetén.}
K C K** nyilvanval6. Ezért azt fogjuk igazolni, hogy

KD{x ] xy(i) < 1 mindeni=1,2,...,s esetén.}

Tegyiik fel indirekt médon, hogy x*y (i) < 1 minden i-re, de x* ¢ K. Az A.1. sze-

pardaciods tétel szerint 1étezik olyan a vektor, és olyan b konstans, hogy
ax® > b, és
ax < bminden x € K esetén.

Az orig6 K-nek belsé pontja, ezért b > 0. Feltehetd, hogy b = 1 (kiilonben a-t és

b-t 1/b-vel szorozzuk). Eszerint a € K*, tehat

a=My(l)+ Xy(2)+,...,Ay(s),ahol\; >0, és Z A= 1. (A7)

i=1

De ekkor
I <ax® = \y(1)x" + Ay (2)x" +, .. ., AY ()X < A+ Xot, .o A =1,

ami ellentmondaés. OJ
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A.3.Tétel. Ha K C R" egy politép, akkor KC poliéder.

Bizonyitds. A tételt n-szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. n = 1 esetén minden
politép egy zart intervallum, ami nyilvdnvaléan két félegyenes metszete.

Legyen K az x(1),x(2),...,x(k) pontok konvex burka. Ha K benne van egy
(n — 1)-dimenzi6s sikban, akkor indukciéval igazolhat6 az allitds. Ha nincs, ak-
kor az x(2) — x(1), x(3) — x(1), x(4) — x(1), ..., x(k) — x(1) vektorok kifeszitik
az n-dimenzids teret. Ezért K-ben van olyan x(0) pont, hogy ennek r-sugart kor-
neyezete is K-ban van, B(x(0),r) C K. Eltolassal elérhets, hogy x(0) legyen az
origd. (Egy politép eltoltja is politop, poliéder eltoltja is poliéder.) Tehat K origd
koriili politop. Tekintsiik K konjugéltjat. Az A.6. 4llitas szerint K* is origé koriili
politép. Az A.5. 4llitas szerint K** poliéder, az A.7. 4llitds miatt I = £**, tehat K
is poliéder. O

A.4. Tétel. Legyen L C R™ és M C R" két poliéder. Ha minden w célfiigguény esetén

max wx = Imnax wx,
xeL xeM

akkor a két poliéder azonos.

Bizonyitds. Ha £ # M, akkor feltehet6, hogy létezik olyan y € £, amelyik nincs
M-ben. M korlétos, zart konvex halmaz, tehdt az A.1. szeparacios tétel szerint

létezik olyan a € R" vektor, és olyan b konstans, hogy

ay >b, és

ax < b minden x € M esetén.

Ekkor viszont

max ax > b > max ax,
xeL xeM

ami ellentmondaés. O]

A.5. Tétel. Leqyen L C R" és M C R" két poliéder, és tegyiik fel, hogy valamilyen c
valds szdmra mindkettd része a

1x=c (A.8)
(hiper)siknak. (1 azt a vektort jeloli, amelynek minden koordindtdja 1.) Ha minden nem-

negativ w célfiigguény esetén

min wx = min wx,
xeL xeM

akkor a két poliéder azonos.
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Bizonyitds. Legyen a € R" tetszbleges,
m = miin a;,
és tekintstik azt a w = (wy, wo, . . ., w, ) vektort, melyre
wi:a@-—m}izl,Q,...,n.
A w vektor nemnegativ, tehat

min wx = min wx.
xeL xeEM

Ugyanakkor L-en és M-en beliil barmely x vektor koordinatdinak ¢sszege c, te-
hat

min wx — minax — mc¢ — min ax — mc = min wx.
xeL xXEL xeEM xeEM

Tehat tetsz6leges a € R™ esetén

min ax = min ax,
xeL xeEM

és ezzel a tétel 4llitdsat visszavezettiik az A 4. tételre. O]



150 A. tiiggelék. Poliéder és politép



B. fiiggelék

A B" vektortér

Az 1. fejezetben bevezettiik a B bindris testet és a B" vektorteret. A bindris testben
mindossze két skaldr van, a0 ésaz 1, és 1+ 1 = 0. Ebben a fliggelékben igazoljuk,
hogy R"-hez hasonléan n darab linedrisan fliggetlen vektor a B" vektortérben is

béazist alkot, és a B™ vektortér n-dimenzids.

B.1. Definici6. i-edik alap-eqységuektornak nevezziik azt az e(i) € B™ vektort, melynek

az i-edik koordindtdja 1, a tobbi pedig 0.
Tehat

ahol az 1-es az i-edik helyen 4ll.

B.1. Tétel. Legyen k < n. Haaz u(1),u(2),...,u(k) € B" vektorok linedrisan fiigget-

lenek, akkor megadhaté olyan A invertdlhaté mdtrix, hogy

Bizonyitds. A tételt konstruktiv médon bizonyitjuk. Az allitasban szerepld A mat-
rix konstrukciéja nem mds, mint a numerikus matematikdban alapvetd jelent6sé-
gli Gauss-elimindci6 bindris valtozata. Jeloljiik U-val azt a métrixot, amelynek az
oszlopai az u(1),u(2),...,u(k) € B" vektorok. Tehat

U

I
/N
o
—~
—
~—
o
—~
[\
~
o
—~
w
~
o
—~
Sy
~—
N—
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az U métrixnak n sora és k oszlopa van. Ezt a matrixot 4ttranszformaéljuk az
E=(e(1) e2) e®3) .. e(k))
matrixba az aldbbi két 1épés szisztematikus alkalmazdsaval:
1. a métrix két sorét felcseréljiik.
2. a matrix i-edik sorat hozzdadjuk a j-edik sordhoz.

Mindkét 1épés realizdlhat6 Ggy, hogy az aktudlis matrixot balrél megszorozzuk
egy invertalhat6é matrixszal. A sorcsere esetén jeloljiik C(7, j)-vel azt az n x n-es
matrixot, melyet az egységmatrixbol az i-edik és j-edik sor felcserélésével ka-

punk. Példdul i = 2 és j = 4 esetén

o o O
(@)
—

o o o O

10
0 0

o o o O
o o O

1

Amikor ezzel balrél szorzunk egy B matrixot, eredményiil felcseréljiik B i-edik
és j-edik sordt. Ha a sorcserét mégegyszer elvégezziik, akkor visszakapjuk az
eredeti B matrixot, tehat C(z, 7)™ = C(i, j).

A 2. 1épéssel kapcsolatban jeloljiik L(i, j)-vel azt az n x n-es matrixot, melyet
ugy kapunk, hogy az egységmatrix j-edik sordnak i-edik elemét 1-re médositjuk.

Példaul i = 2 és j = 4 esetén

—_
e}
o o O

1 01

o o O O

o o o O

0001

Amikor ezzel balrél szorzunk egy L méatrixot, eredményiil B j-edik sordhoz hoz-
zdadjuk B i-edik sordt. Ha ezt mégegyszer elvégezziik, akkor 1 + 1 = 0 miatt

visszakapjuk az eredeti B métrixot, tehat L(i, j)~* = L(4, j).
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Tehat a sorcsere, és egy sornak a mdsikhoz torténé hozzaadasa egyarant inver-
tdlhat6 matrixszal balrdl torténd szorzast jelent. Most ratériink az eliminacios
lépések ismertetésére.

Az els6 1épéssorozattal az U matrix els6 oszlopat elimindljuk, tehat a matrixot

o o o O

alakra hozzuk, a kovetkezdképpen: Sziikség esetén sorcserével elérjiik, hogy a
maétrix els6 sordnak els6 eleme 1 legyen. (Ha az els6é oszlopban nem lenne 1-
es, akkor u(1) a 0-vektor lenne, tehat nem lenne fliggetlen.) Ezutdn az els6 sort
rendre hozzdadjuk azokhoz a (t6le kiilonb6z6) sorokhoz, melyeknek az elsd ele-
me 1-es volt. 1 + 1 = 0 miatt elérjiik, hogy az els6 oszlopban e(1) alljon.

A mésodik lépéssorozattal az U(1) matrix masodik oszlopét elimindljuk, tehat a

matrixot

) ) o )
) ) )

8

8

8

alakra hozzuk, a kovetkez6képpen: Sziikség esetén a masodik és k-adik (k > 2)
sor cseréjével elérjiik, hogy a matrix mésodik soranak mésodik eleme 1 legyen.
(Ha a masodik oszlopban a mésodik illetve az azalatti elemek k6zott nem lenne
1-es, akkor u(1) és u(2) nem lenne fiiggetlen.) Ezutdn a masodik sort rendre hoz-
zdadjuk azokhoz a (t6le kiilonbz8) sorokhoz, melyeknek a masodik eleme 1-es
volt. 1 + 1 = 0 miatt elérjik, hogy a masodik oszlopban e(2) élljon, és ekdzben az
els6 oszlop nem valtozik.

A harmadik lépéssorozattal az U(2) méatrix harmadik oszlopat elimindljuk, tehat
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a matrixot

r X

o O O O
o o O

0
0 =z x
alakra hozzuk, a kovetkez8képpen: Sziikség esetén a harmadik és k-adik (¥ > 3)
sor cseréjével elérjiik, hogy a matrix harmadik sordnak harmadik eleme 1 legyen.
(Ha a harmadik oszlopban a harmadik illetve az azalatti elemek kozott nem len-
ne 1-es, akkor u(3) az u(1) és u(2) vektorok linearis kombindcidja lenne.) Ezutan
a harmadik sort rendre hozzaadjuk azokhoz a (t6le kiilonb6z6) sorokhoz, me-
lyeknek a harmadik eleme 1-es volt. 1 4+ 1 = 0 miatt elérjiik, hogy a harmadik
oszlopban e(3) alljon, és mindekodzben az elsd két oszlop nem véltozik.

fgy tovabb haladva a k-adik oszlopot is elimindljuk, és az

Uk = (e(1) e(2) e3) ... ek))

alakhoz jutunk. Az U(k) matrix az U matrixbdl késziilt tgy, hogy véges sok

invertdlhat6é matrixszal szoroztunk balrdl, s ezzel a tétel allitasat belattuk. l

Legfontosabb kovetkezményként kapjuk a linedris algebra alaptételét a B"

vektortérben.

B.2. Tétel. Ha az u(1),u(2),...,u(n) € B™ vektorok linedrisan fiigetlenek, akkor tet-

szOleges v € B"™ vektor ezek linedris kombindcidja, tehdt felirhaté
v=uvu(l) +vnu(2)+...+v,un)
alakban, ahol mindegyik v; skaldr 0 vagy 1.

Bizonyitds. Az el6z6 tételt a k = n esetre alkalmazzuk. Nyilvanvaléan minden
vektor az e(1),e(2), ..., e(n) alap-egységvektorok linearis kombindcidja. Az Av

vektor is linedris kombindcidja az alap-egységvektoroknak.
Av =vie(l) +ve(2) + ... +v,e(n)

esetén
v=vA"e(l) + A e(2) +... +v,Ate(n),
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tehat
v =vu(l) + vu(2) + ...+ v,u(n).

]

Ezzel belattuk, hogy n darab linearisan fiiggetlen vektor bazist alkot a B" vek-
tortérben. k < n esetén k darab linearisan fiiggetlen vektor nem alkot bazist, mert
példaul

Au(i) =e(i)]|i=1,2,...k

esetén az A~'e(k + 1) vektor nem allithat6 el6 a k darab u(i) vektor linedris kom-

bindci6jaként. Tehat a B" vektortér valéban n-dimenzids.
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Név- és targymutato

alap-egységvektor 151 tak jellemzése 8

algoritmus 14, 22, 46, 56, 62, 67, 81,100, fedetlen pont 41, 45, 46, 56, 67, 71, 77,
123 81,90, 100

alterndl6 fa 45 feszitett részgraf 6

alterndlo ut 41 teszitett részgraf II. 6

feszité fa 8,124
fok 5,39,112,113
folyam 17

B™ vektortér 10, 151

bazis 120, 155

binaris test 10, 151
Birkhoff, von Neumann 53
blossom 76, 80

folyam értéke 17
Ford-Fulkerson 27, 35
Ford-Fulkerson-algoritmus 20, 22

cstcs 131, 144 fiiggetlen élek 33

tiiggetlen halmaz 117
de-kontrakcié 89, 100, 103

dimenzi6é 155 Gallai 92
duél lehetséges 59, 60, 64, 68, 98-100 Gauss-algoritmus 151

Gauss-eliminéacié 151
Edmonds 76, 81, 105-107, 110

Egervéry 61, 65 gyenge dualitds 19,29, 60, 64, 87, 98
él-matroid 118,124 gyokér 13,14, 22,45, 46, 90
elimindcié 151

élsorozat 6,75, 81,101, 112 Hall-tétel 38

erdd 10 Hoffman-Kruskal-tétel 133

erddk jellemzése 11

er6s dualitas 24, 25,27, 61, 65, 88
Euler-bejaras 15, 16, 112

Euler-graf 15

extremdlis pont 52,53,108, 111, 134, 144

iranyitatlan élosszefligg6ség 28
iranyitatlan graf 3

iranyitatlan pontosszefligg6ség 28
iranyitott élosszefiiggdség 28
iranyftott graf 3

fa 8,45 irdnyitott pontosszefiiggdség 28
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javito at 41, 42, 46, 47,56, 58, 62, 67,71,
77-80, 82,92, 101, 104

k-regularis graf 39

kinai postas feladat 112
komponens 7, 92,118
Koénig 1, 35

Ko6nig-tétel 33, 35, 138
konjugalt 146

kontrahalas 76, 79, 89, 103
kontrakcié 76, 78,79, 82, 88, 100, 103
konvex burok 112,131, 144
kor 6,121

Kwan 112

lanc 20

Lawler 1

lefog6 pont 46, 76, 86

lefogé pontok 34

lehetséges folyam 17
lexikogafikusan maximdlis 123

lexikografikus rendezés 122

matroid 117,122,126

matroid politép 126

maximadlis 0sszsulyt parositds 55, 95

maximalis Osszstuly teljes parositds 95

maximadlis parositas 46, 76

maximadlis parositds nempdaros grafban
76, 81

maximadlis parositds paros grafban 46

maximin pérositas 62

maximumfeladat dudlisa 59

Menger-tételek 1,27, 30, 31

minimaélis sszstuly teljes parositds 63,
113, 139

NEV- ES TARGYMUTATO

minimdlis stlyt teljes parositds 97
minimumfeladat duélisa 64, 98

moho algoritmus 122
NP-nehéz 76

odd set cover 86
optimalitasi kritérium 41, 75
optimumfeladatok 95

orig6 koriili politép 146
Osszefliggd graf 7
Osszefliggd halmaz 117

Osszefliggbség 28, 29

paratlan komponens 92

pératlan ponthalmaz fedés 86

péaros graf 12,13, 137

paros gréafok jellemzése 13

pérositads matroid 118

pérositas politép 48, 105, 110

particié-matroid 118

permutacié-matrix 53

poliéder 49,51, 52, 61, 66, 105-107, 109—
111, 129, 139, 143-148

poliedrikus halmaz 143

politép 48-53, 105-108, 126, 143

pont-él métrix 4, 11, 137

pont-pont matrix 4,5

pont foka 5, 39,112,113

pontok fedése élekkel 93

Prim 124

primdl-dudl algoritmus 67, 97, 100

primal algoritmus 56

pszeudo-cstcs 76, 78,79, 82,89, 103

rang 121

részgrat 5
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Schrijver 1
sulyozott parositdsok nemparos grafban
95

sulyozott parositasok paros grafban 55
szeparacios tétel 143,148

teljesen unimoduléris métrix 133

teljesen unimoduldris pont-él méatrixok
136

teljes graf 6

teljes parositas 38, 92

teljes parositas politép 48, 51, 106, 107

Tutte 92

Tutte-Berge 92

uat 6

vagas 17,18

vagas élei 18

vagas kapacitdsa 18

virdg 81, 82, 86, 89, 90, 92, 101
virag feje 81

virdg nyele 81

X-alternalo fa 45

z4art élsorozat 6
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