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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Az élettartam-kockazat problémaja

Az emberi élet hosszanak el6relathatatlansaga az id6k kezdete ota fog-
lalkoztatja az emberiséget. Bar az emberi élettartam egy-egy egyén ese-
tén el6zetesen tobbnyire nehezen megjosolhato, nagy szami, egyméshoz
kell6képpen hasonlo egyén megfigyelt adatai alapjan mégis szamos gya-
korlati célra megfelel6en modellezhets. A halandosagi modellezés fon-
tos alkalmazasi teriiletei az élet- és nyugdijbiztositas, amelyekre az[5] és
[7 fejezetekben bemutatando két esettanulméany fokuszal.

Empirikus tény, hogy az emberi élettartam atlagos hossza az elmult két
évszézad soran jelentGsen novekedett a fejlett orszagok tilnyomo részé-
ben, melynek héatterében tobbek kozott az orvostudomany fejlédése,
a csecsemd- és gyermekhalandosag jelentGs csokkenése, az élelmiszer-
ellatas és a kozegészségiigyi helyzet javulasa, valamint az emberi élet-
mod jelentds atalakulasa allnak. A noévekedés mértéke orszagonként
eltérs, de gyakran viszonylag rovid tavon is érzékelhetd.

A jelenség szemléltetése kedvéért az[1.1] abran lathaté a magyarorszagi
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nemenkénti, években mért sziiletéskor varhato élettartamok alakulésa
1900 és 2014 kozott. Az abra alapjan megallapithato, hogy a sziile-
téskor varhato élettartam Magyarorszagon mind a férfiak, mind a nék
esetén kozel kétszeresére emelkedett az utobbi valamivel tobb mint egy

évszézadban.

Ev —Férfiak —Nok

80
70
60
50
40
30
20

10

1900
1905
1910
1915
1920
1925
1930
1935
1940
1945
1950
1955
1960
1965
1970
1975
1980
1985
1990
1995
2000
2005
2010
2015

Naptari év

1.1. &bra. Nemenkénti sziiletéskor varhato élettartamok Magyarorszagon
(19002014, forréas: sajat szerkesztés a KSH adatai alapjan)

A kutatok és modellezd szakemberek munkajuk soran kevés ilyen egy-
értelmtiien pozitiv, 6rvendetes tarsadalmi-gazdasagi jelenséggel foglal-
kozhatnak. Ezt figyelembe véve valojaban helyesebb lett volna a kissé
negativ kicsengésti cim helyett példaul ,Az emberi élettartam néveke-
désébdl szarmazo bizonytalansag modellezése” cimet adni konyvemnek,
jobban kihangsilyozva a jelenség 6romteli jellegét. Ennek ellenére még-
is az aktuarius szakméban magyar nyelven is meghonosodott ,longevity
risk” kifejezés Majer—Kovacs [2011[ cikkében bevezetett forditasat, az
élettartam-kockdzatot helyeztem konyvem cimének koézéppontjaba, ez-

zel nyomatékositva azt, hogy a kérdést szigortan aktuariusi — és nem
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példaul demografiai vagy kvantitativ pénziigyi — szemléletben igyek-
szem megkozeliteni.

Az aktuariusi élettartam-kockizat a kozgazdasagtudomanyi szakiroda-
lomban nem altalanosan el6fordulo, alapvetd fogalom, igy némi tovabbi
kifejtést igényel. Az élettartam-kockazat abbdl ered, hogy — a javulo
¢lettartam-kilatasok jelenségének masodlagos hatasaként — egyes pénz-
ligyi intézmények (elsGséroban a feloszto-kirovo elven miikodd allami
nyugdijrendszerek, a nyugdijpénztarak és a jaradéktermékeket értéke-
sit6 életbiztositok) a jelenbeli halandosagi statisztikdkat a jovore ki-
vetitve csupan meglehetésen pontatlanul jelezhetik el6re az intézmény
jovébeli bevételeit és kiadasait, igy komoly tervezési hibat kovetnek el,
és jelentGs veszteségre szamithatnak a jévében. Ezt az [ és[7] fejeze-
tekben bemutatandoé esettanulméanyok az allami nyugijrendszer, illetve
a nyugdijpénztarak és biztositok példajan illusztraljak majd. A jelen-
ség mindemellett egyéni szinten, az éngondoskodés keretében is értel-
mezhets, mivel az emelked6 varhatod élettartam a személyes idGskori
megélhetés tervezése soran is kihivast jelent.

Az élettartam-kockézat sziikségessé teszi a kifinomult, modern
halandésag-elérejelzé modszerek alkalmazéasat. Aktuariusi szamitasok-
ban betoltott szerepe mellett a jelenség aktualitasat az adja, hogy
2016. januar 1-ét6l, a Szolvencia II keretiranyelv elGirasainak gyakor-
lati hatalyba lépésétsl imméar hatéalyos jogszabaly is rendelkezik annak

modellezésérsl és kiemelt kezelésérol.
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1.2. Elettartam-kockazat a Szolvencia II

keretrendszerben

Az Eurépai Unidoban mtkdds biztositd tarsasagok és nyugdijpénzté-

rak kockazatkezelését és szavatolotSke-sziikségletének meghatéarozasat

szabalyoz6, a gyakorlatban 2016. januar 1-én életbe lépett Szolvencia

IT iranyelv (EU| [2009]) és az arra épiil6 kockazatkezelési keretrendszer

kiilon figyelmet fordit az élettartam-kockazat modellezésére.

q

Szavatoldtike-
szikséglet

B. Miikddési o
C- mlgka

i Halandéség

ii. Elettartam

E
g

kkantsig
és betegség

iv. Torlés

v. Kiltségek

vi. Revizit

vii. Katasztrifa

A. Alapvetd
szavatoldtike-
sziikséglet
1
T T T T 1
2. Egészség- 3. Nemélet-

biztositisi
kockézat

biztositisi
kockézat

i 1. Dfj és tartalék

-

_

4. Piaci kockdzat

6. Immateriilis

Partner-
k javak kockdzata

5.
kockdzat

i. Kamatldb

ii. Részvények

iil. Ingatlan

iv. Kamatrés

g
E.

(]

g
3

g

vi. Koncentricié

vii. likvidités

1.2. abra. A szavatold t6ke Osszetevsi a Szolvencia II keretrendszerben
(forrés: sajat szerkesztés)

A szavatolo téke azt hivatott biztositani, hogy a tarsasag egy év idéta-
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von legalabb 99, 5 szazalék valoszintiséggel fizetSképes maradjon, vagyis
— eltekintve a bevételek és kiadasok varhatéan csupan 200 évente be-
kovetkezd, kiugroan kedvezdtlen alakulasatol — eleget tudjon tenni a
vallalt ké)'telezettségeinek.ﬂ

A szavatolotdke-sziikséglet Szolvencia 1 keretrendszer szerinti hierarchi-
kus, lentrdl felfelé épitkezs szemléletd felépitését az[1.2] dbra szemlél-
teti. A szavatolotSke-sziikséglet {6 Osszetevéi az alapvetd szavatoldtike-
sziikséglet, a miikodési kockazat (lasd példaul Panjer| [2006] konyveét és
Veékas [2009] osszefoglalojat) szavatolotSke-szitkséglete és a kiigazitasok
értéke.

Az alapvetd szavatolotSke-sziikséglet meghatéarozasa hat, az[[.2] 4bran
arab szamokkal jelolt ngynevezett modul segitségével torténik. A mo-
dulok szavatolotske-sziikségleteit a modulok kozott feltételezett korre-
laciokat figyelembe véve sziikséges aggregalni az alapvets szavatolotéke-
sziikséglet meghatéarozasa érdekében. Az egyik ilyen — a jelen konyvben
kitiintetett szerept — modul az[I.2] abran 1. sorszammal jelolt életbiz-
tositési kockdzathoz tartozik.

A modulok tovabbi, az [I.2] dbran kisbetis romai szamokkal jelolt al-
modulokbol allnak, melyek szavatolotéke-sziikségletét — az almodulok
kozott feltételezett korrelaciokat figyelembe véve — aggregalva kapha-
t6 meg az egyes modulok szavatolotGke-sziikséglete. Az [I.2] &bran a
ii. sorszam jeloli a konyv fokuszaban allo élettartam-kockézat almodul-
jat.

Az egyes almodulok szavatolotSke-sziikségletei a Szolvencia II keret-

rendszerben a sokkforgatokonyvekre épiils ugynevezett sztenderd mo-

L Az egy éves idStavon legalabb 99, 5%-os fizetSképességi valoszintiségre vonatkozo
kovetelménynek az itt ismertetendd kockazati modulokra és almodulokra egyenként
is teljestilnie kell.
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dell vagy a vallalat egyéni jellegzetességeire szabott bels6 modell se-
gitségével is meghatérozhatok (EIOPA| [2012])P] A sztenderd formu-
la keretében az élettartam-kockazat szavatolotGke-sziikségletét a netto
eszkozérték csokkenése adja meg egy olyan feltételezett sokkhatas ese-
tén, melynek keretében a modellben valamennyi haland6ségi rata értéke
azonnal és véglegesen 20 szazalékkal csokken.

A Szolvencia II keretrendszer numerikus paramétereit az utébbi évek-
ben tobbszor modositottak a biztositok és nyugdijpénztarak egyiittmii-
kodésevel elkészitett 6t mennyiségi hatdstanulmdny (angol roviditéssel
QIS) eredményeinek felhasznalasaval. Bar a szabalyozéas el6djéhez, a
Szolvencia I-hez képest kockazattal kapcsolatos szemléletében kétségki-
viil rendkiviil modern és eléremutato, egyes részletei egyelére kiforrat-

lanok és modszertani szempontbol biralhatok. Ilyenekre néhany példa:

e Nem realis az az elGiras, miszerint a kockazati almodulok és mo-
dulok szavatolotske-sziikségleteinek aggregalasahoz felhasznalan-
do korrelacids matrixok minden orszagban és biztositasi 4gazatban

azonosak.

e A korrelacios egytitthatok segitségével torténs aggregalasi eljaras
csak a tobbdimenzids normaélis eloszlas esetén tamaszthato ala ma-
tematikai szempontbol, jollehet a biztositdsban gyakran eléfordul-

nak vastag széld eloszlédsok és nemlinearis kapcsolatok.

e A sztenderd formula &ltal el6irt sokkforgatokonyvek erdésen leegy-
szertsit6k és ad hoc jellegtiek: példaul Borger| [2010] egy belsd

modell hasznalatéaval bemutatja, hogy az élettartam-kockazat ese-

2Vallalati szinten tgynevezett hibrid modell is alkalmazhat6, melynek keretében a
kockazatok egy része esetén a szavatolotSke-sziikségletet a sztenderd formula, mas
része esetén pedig bels6é modellek segitségével hatarozza meg a tarsasag.
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tén a fentebb méar emlitett, egységes 20 szazalékos halandésagi
sokkra vonatkozo forgatokonyvet hogyan kellene joval finomabban
differencialni gy, hogy azok egy éves idétavon valoéban 99, 5%-os

fizetGképességi valoszintiséget biztositsanak.

Az élettartam-kockazat vallalatspecifikus belsé modellek keretében tor-
ténd, aktuariusi szempontbol megfelel6 modellezéséhez elengedhetetle-

nek a késébbiekben ismertetendd halandoség-elérejelz6 modszerek.

1.3. Felépités

A jelen tankonyv harom {6 részre tagolodik:

o Az 1. részhez tartozo[2] fejezetben a halandosagi modellezés, el6re-
jelzés és az élettartam-kockazat gazdag nemzetkozi és hazai szak-
irodalmi hatterét, a [3 fejezetben pedig a halandésigi modellezés
keresztmetszeti, statikus modszertanat mutatom be. A statikus
modszertan figyelmen kiviil hagyja a halandésag idébeli valtoza-
sat, ugyanakkor annak ismertetése sziikséges a II. és III. részekben

bemutatand6 dinamikus megkozelitések targyalasahoz.

o A II. részhez tartozo [l fejezetben a halandosig-elGrejelzés vezetd
modszerének tekintett Lee—Carter [1992] modell elméletét ismer-
tetem. Itt igyekszem nagy hangsilyt fektetni az eljards mate-
matikai hatterének a szakirodalomban megszokottnal mélyebb és
szabatosabb bemutatasara. Az 5l fejezetben a modszer gyakor-
lati alkalmazasat mutatom be [Bajko—Maknics—Toth—Veékas [2015]
cikke alapjan. Az esettanulmény elsé alfejezetében bemutatom a

hazai korfiiggs halandosagi és termékenységi ratak, a népesség, a
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sziiletéskor varhato élettartam és az idéskori fiiggdségi rata elére-
jelzését, a tovabbi alfejezetekben pedig egy kohorszalapu nyugdij-
modell segitségével ismertetem az allami nyugdijrendszer {6bb mu-
tatoinak az elkovetkezé hiisz évre vonatkozo elérejelzését, tovabba
a makrogazdasagi és gazdasagpolitikai feltételezések valtoztatasa-
ra vonatkoz6 érzékenységét. Az eredmények alapjan lehetséges
gazdasagpolitikai ajanlasokat is ismertetek a rendszer hosszi tava

fenntarthatésagéanak biztositasa érdekében.

A TIIL. részhez tartozo [0 fejezet a Lee—Carter modellnél ujabb,
az aktuariusi gyakorlatban egyre népszertibb halandosag-elérejelzé
eljarasokat modszertanilag egységes targyalasban mutatja be az
altalanositott korcsoport-idészak—kohorsz (GAPC) modellcsalad
(Villegas és szerzGtarsai [2016]) keretében. A [T} fejezetben is-
mertetett esettanulmany arra a [Vékas [2016] tanulméanyra épiil,
melyben Majer—Kovacs [2011]| cikke nyomén, de azzal ellentétben
a GAPC modellcsalad segitségével végzem el a hazai nyugdijasok
nyugdijkorhatdron varhato hatralévs élettartamanak és a nyug-
dijcélu életjaradékok egyszeri netté dijanak aktuariusi becslését,
miutan kivalasztom a mintan kiviili el6rejelzési pontossag kritéri-
uma alapjan javasolhato legjobb modellvaltozatot. Elemzésemben
nagy hangsulyt fektetek a paraméterbizonytalansag megfelel§ mo-
dellezésére. Végezetiil eredményeimet Osszevetem Majer—Kovacs
[2011]| korabbi adatok és eltéré modszertan alapjan szamitott ha-
sonlo értékeivel. A [7.1] alfejezetben réviden bemutatom azokat
a jaradékszolgaltatasra vonatkozd jogszabalyi valtozasokat, ame-
lyek a kérdés aktualitasat adjak, illetve felértékelik a halanddsag-

elérejelz6 modszertan szerepét.
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Konyvem matematikai jellegii részeiben a téma erGsen alkalmazott jelle-
génél fogva, a szaraz targyalas elkeriilése érdekében eltekintek a szigoru

allitas-bizonyitas sorrendtdl.
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I. rész

A halandoésagi modellezés
szakirodalmi hattere és

keresztmetszeti modszertana
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2. fejezet

Szakirodalmi attekintés

Jelen fejezet a téma nemzetkozi és hazai szakirodalmat tekinti at. Mi-
vel az élettartam-kockazat rendkiviil széles kortd, folyamatosan és gyors
titemben b&viilg szakirodalommal rendelkezik, melynek csupan egy kis
szeletére terjed ki e konyv, ezért a teljességre torekvés helyett kénytelen
vagyok a f6bb csapésiranyok felvazolaséra szoritkozni, nagy hangsulyt
fektetve az 1j és igéretes kutatasi teriiletek vazlatos ismertetésére.

A vonatkoz6 hazai szakirodalmat kiilon alfejezetben ismertetem, mivel
lényegesnek tartom munkdm magyarorszagi kutatasokhoz fiz6dé viszo-
nyanak meghatarozasat.

Némi tovabbi, az itt bemutatott forrasokhoz szorosan nem kapcsol6do
szakirodalmi attekintést tartalmaz majd az alfejezet, amely az[5] fe-
jezetben bemutatott alkalmazas mikroszimulacios tovabbfejlesztési le-

het&ségeit ismerteti.

2.1. Nemzetkozi szakirodalom

A téméamhoz kapcsolodd nemzetkozi szakirodalmat az attekinthetGség
kedvéért strukturaltan, tematikus szakaszokra bontva mutatom be.
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2.1.1. A halandé6sagi modellezés kialakulasa

Az els6 mai értelemben vett halanddsagi tablat a halandésagi modelle-
zés atyjanak tekinthets Halley] [L693][| készitette. A halandéségi tdblak
elterjedését kovetGen szamos kisérlet tortént az emberi élettartam va-
loszintiségeloszlasdnak egyszert, paraméteres matematikai Osszefiiggé-
sek segitségével torténd leirasara, melyeket a szakirodalom halanddsdgr
torvények (angolul mortality laws) néven ismer. Ezek részletesebb be-
mutatasara a [3.3.4] szakaszban keriil majd sor. Az els6 — kezdetleges
— halandosagi torvényt |de Moivre| [1752] javasolta. Torvénye szerint az
emberi élettartamok a sziiletés és a feltételezett legmagasabb életkor
kozotti intervallumon egyenletes eloszlastak. (Gompertz| [1825] torve-
nye szerint az életkorfiiggd halandéségﬂ az ¢letkorral exponenciélisan
nd, ami abbol az empirikus megfigyelésbdl ered, hogy a Gompertz altal
megfigyelt életkorfliggd halandosagi ratak nagyjabol konstans hosszu-
sadgu intervallumonként kétszerez6dtek meg. Gompertz torvényét Ma-
keham| [1867] additiv konstanssal bévitette, amit az életkortol fiigget-
leniil alakul6 — jellemz&en baleseti — halalozésok indokolnak. Az alta-
la javasolt Osszefiiggés Gompertz—Makeham torvény néven is ismert.
A logisztikus torvény (Perks [1932]) a Gompertz—Makeham térvény
olyan moédositasa, amely képes megragadni a legmagasabb életkorokban
mar lassuld iitemben névekvs halandoésag’| empirikus jelenségét. Wei-
bull térvénye (Weibull [1951]) a megbizhatoség-elméletbdl szarmazik,
és konstrukcidja egy egymastol fiiggetleniil meghibasodé alkatrészekkel

rendelkezé mechanizmus élettartamat irja le. Ujabb, dsszetettebb para-

1 Az angol Edmond Halley nevét viseli a hires Halley-iistokos is.

2 Precizebben: a halalozasi intenzitas (lasd a szakaszban).

3|Gavrilov—Gavrilova [2011] amellett érvelnek, hogy ez a jelenség valojaban irrelevans,
illetve annak korabbi észlelései adat- és modszertani hibakbol fakadtak.
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méteres halandosagi torvényekre példa a nyolc paraméterrel rendelkezd
Heiligman—Pollard torvény (Heiligman—Pollard [1980]).

Az életkorfiiggs halandosagi ratak eldrejelzésének lehetséges modszere
a megfigyelt adatokra illesztett halandosagi torvények paramétereinek
elérejelzése valamely idGsoros modell segitségével (lasd példaul Forfar—
Smith [1985]). Ezt a modszert az tjabb eljarasok elterjedése miatt

manapsag viszonylag ritkan alkalmazzak a gyakorlatbanE]

2.1.2. A Lee—Carter modell

A halandésag elérejelzésében hatalmas attorést hozott Lee—Carter
[1992| cikke, amelyben a szerzok az életkorfiiggs halandosagi ratakra
egy viszonylag egyszerd, naptari idGszaktol és életkortol fliges para-
métekkel rendelkezé log-bilinearis modell illesztését javasoljak, amely
meglepden jol irja le az Egyesiilt Allamok 1900-1989. évi életkorfiig-
g6 halandoséagi ratainak alakulasat. A szerzk a paraméterek becslé-
sét kovetGen a pontossag érdekében a naptari évtdl fliged paraméte-
rek (az ugynevezett mortalitasi index) tjrabecslését javasoljak, elirva
a modell alapjan vart és a ténylegesen megfigyelt haldlesetek szamai-
nak egyezését. Az Gjrabecsiilt mortalitési index idGsorat autoregressziv
integralt mozgo’dtlagoldszﬂ (ARIMA, angolul Autoregressive Integrated
Mowing Average) folyamatnak tekintik, és az adatok alapjan az eltola-
sos véletlen bolyongast taldljak a legmegfelelébb modellspecifikiacidonak.
A folyamat elérejelzése alapjan a modellben az tjrabecsiilt mortalitasi

index idGsora varhatoan linearisan csokken, és az elére jelzett halando-

4 Hasonl6 moédszert alkalmaz |Araté és szerzStarsai [2009) alfejezetben ismertetett
tanulmanya.

5 Az ARIMA modellekrsl és az azokhoz szorosan kapcsolodé Box-Jenkins modszer-
tanrol részletesebben lasd példaul |Asteriou—Hall [2015]| konyvét.
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sagi ratak csokkenése exponencialis. Az azota Lee—Carter modell néven
elterjedt eljaras Deaton—Paxson [2001| szerint az ezredfordulora a vilag
vezetd halandoség-elérejelz6 modszerévé valt.

A Lee—Carter [1992| modell megjelenése 6ta az alkalmazésokkal kap-
csolatos nemzetkozi tapasztalatokrol szamtalan cikk latott napvilagot.
A modell elsé nyolc évének tapasztalatairol [Lee| [2000] ad attekintést.
Tuljapurkar—Li—Boe [2000| tanulménya a G7 orszagok fél évszadot fel-
0lels adataira alkalmazza a modellt, és valamennyi vizsgalt orszagban
helytéallonak taldlja annak a mortalitasi index lineéris csokkenésére vo-
natkozo feltételezését. Csupan az illusztracié kedvéért néhény orszag-
specifikus tanulmany: példaul Argentinaban [Andreozzi és szerzGtarsai
[2011[, Portugaliaban Coelho| [2001], Svédorszagban pedig Wang [2007]
alkalmaztédk a modellt.

Fontos megjegyezni, hogy a Lee—Carter modell — a tovabbiakban ismer-
tetendd egyéb modszerekhez hasonloan — statisztikai alapt, ugynevezett
extrapolativ eljdrds, amely a multban megfigyelt trendek meghosszab-
bitasara épiil, figyelmen kiviil hagyva a valtozasok hatterében all6 mo-
gottes (példaul orvostudomanyi, életmodbeli stb.) okokat. A halan-
dosagi folyamatok hattérben rejld jelenségeket leird strukturdlis model-
lekrol példaul Booth—Tickle [2008| tanulménya nyujt révid Osszegzést,
amelynek szerzdi megallapitjak, hogy ez a megkozelités jelentds kivanni
valokat hagy maga utan az oksagi kapcsolatok elégtelen ismerete miatt.
Keilman ([1998] ¢és [2008]) tanulményaiban amellett érvel, hogy a nem-
zeti és nemzetkozi statisztikai szolgalatok altal készitett, gyakran szub-
jektiv szakértsi véleményekre alapozott hivatalos demografiai projekci-
Ok pontossaga erdsen megkérddjelezhets, mivel azok a multban sziszte-

matikusan és jelentGsen alabecsiilték az emberi élettartam javulasi tite-
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mét és ezaltal az élettartam-kockazat nagységat. Lee—Miller [2001] és
Wong-Fupuy—-Haberman [2004| megallapitjak, hogy a Lee—Carter mo-
dellt visszemendleg alkalmazva a hivatalos projekcioknal joval megbiz-
hatobb elérejelzések készithetdk.

A szakirodalomban nincs egyetértés azzal kapcsolatban, hogy vajon az
emberi élettartam miltban tapasztalt, gyors iitem® névekedése a jovo-
ben is folytatodik-e. Mig Wong-Fupuy—Haberman [2004| a pesszimista
szakértGi becslések pontatlansaga és a Lee—Carter modell meglepGen jo
teljesitménye alapjan arra kévetkeztet, hogy a novekedés fenntarthato,
addig a vitaban szkeptikus allaspontra helyezkeddk (példaul a maguk
allaspontjat ,realistaként” aposztrofalo |Carnes—Olshansky [2007() meg-
kérddjelezik az extrapolativ halandosag-elérejelzé eljarasok hossza tava
alkalmazhatosagat, és elképzelhetének tartjak, hogy a fejlett orszagok-
ban a sziiletéskor varhato élettartamok el6bb-utébb egyfajta plafonba

iitkoznek, s6t, akar csokkenébe fordulnak majd.

2.1.3. A Lee—Carter modell biralata
és kiterjesztései

Szamtalan tanulmany biralja a Lee—Carter [1992] modell eléfeltevése-
it, és javasolja annak modositasat, illetve kiterjesztését. Egy egyszert
modositas mar |Lee—Carter [1992] eredeti tanulmanyaban is szerepel,
amelyben a szerz6k az elsé vilaghédborut kévet§ spanyolnathajarvany
idején megfigyelt halandosdgi sokk kezelésére binaris valtozokkal bévi-
tik a halandosagi ratak egyenleteit a sokkhatéas éveiben.

Wilmoth| [1993] biralja a Lee-Carter [1992| modell tgynevezett ho-
moszkedaszticitast feltevését, miszerint az egyes korcsoport-naptari év
kombinaciokhoz tartozoé logaritmikus halandoésagi ratdk hibatagjainak
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varianciai azonosak, ramutatva arra, hogy a hibavariancia val6jaban
kozelitleg forditottan aranyos az egyes korcsoport-naptari év kombi-
naciokban megfigyelt haldlesetek szamaival. A probléma orvoslasa ér-
dekében a szerzé a silyozott legkisebb négyzetek modszerét javasolja
a paraméterek becslésére a Lee—Carter [1992| tanulmanyaban szerepld
szingularisérték-felbontas helyett.

Lee—Miller [2001| az eredeti modell modositasaként azt javasoljak, hogy
a becsiilt mortalitési index kiigazitasa ne a halélesetek szdma, hanem a
sziiletéskor varhato élettartam alapjan torténjen, tovabba hogy minden
életkorban kiilon-kiiloén a logaritmikus halandéséagi ratak utolsd ismert
értékei legyenek az elérejelzések kiindulopontjai.

Alternativ megoldasként Brouhns és szerzétarsai [2002al| a normalis el-
oszlast hibatagok alkalmazasa helyett az egyes korcsoport-naptari év
kombinaciokhoz tartozé halalesetek szamainak Poisson-eloszlaséat fel-
tételezik. Az altaluk javasolt — Poisson Lee—Carter modell néven is
ismert — modellvaltozat szamos elénnyel rendelkezik |Lee—Carter [1992]
eredeti modelljéhez képest: tobbek kozott nem él a homoszkedisztici-
tasra vonatkozo irrealis feltevéssel, a maximum likelihood becslés ré-
vén — [Wilmoth| [1993] modszeréhez hasonloan — figyelembe veszi az
egyes korcsoport-naptari év kombinaciokhoz tartozo létszamokat, sziik-
ségtelenné teszi a mortalitasi index erésen heurisztikus, a sztochasz-
tikus modellkeretbe nem illeszked6 Gjrabecslését, valamint kénnyedén
beagyazhaté aktuariusi alkalmazasokba. Ez utébbira példaként |Bro-
uhns és szerzotarsai [2002a| egy életjaradék-piaci antiszelekciot elemzé
alkalmazéast mutatnak be.

A [Lee—Carter [1992] modellel szembeni gyakori kritika, hogy a szer-

z0k értelmezésében az elére jelzett halandosagi ratéak konfidenciainter-
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vallumai csupédn a mortalitasi index id&soranak hibatagjaibol fakado
bizonytalansagot tartalmazzék, ismertnek tekintve a modell — val6ja-
ban becsiilt — paramétereit. A modell ezaltal figyelmen kiviil hagyja a
paraméterbecslési eljarasbol fakado bizonytalansagot, jelentésen alabe-
csiilve a tényleges elérejelzési hiba nagysagat. |Brouhns és szerzotarsai
[2005| megmutatjak, hogy a Brouhns és szerzétarsai [2002al altal java-
solt Poisson Lee—-Carter modellvaltozatban az elére jelzett halandosagi
ratak konfidenciaintervallumaiba a paraméterbizonytalansdg is beépit-
hetd a statisztikai becsléselméletben |[Efron [1979] 6ta ismert bootstrap
eljaras segitségével.

A Lee—Carter [1992] modellel és annak Poisson-véltozatéval szemben
egyarant gyakran felmerils tovabbi kritika, hogy az életkortol fiiggs
(keresztmetszeti) és naptari évtdl fliggs (hosszmetszeti) hatasokon tul
nem veszi figyelembe az azonos naptari idészakban sziiletett egyének
halandésidganak a sziiletés idépontjatol fliged — a szakirodalomban ko-
horszhatds néven ismert — jellegzetességeit. A Lee-Carter modell legis-
mertebb, kohorszhatést tartalmazo kiterjesztése a Renshaw—Haberman
[2006| modell. Mivel ez az eljaras a gyakorlatban numerikusan instabil-
nak bizonyult, ezért Haberman—Renshaw [2011]|tjabb tanulméanyukban
modelljiiket tigy egyszertsitik, hogy az eredeti modellben életkortol fiig-
g6 kohorszhatast életkortol fiiggetlennek tekintik ]

A halandoésag-eldrejelzé modellek tovabbi bévitési iranya a halandésag
hosszmetszeti valtozasat leird egydimenzids idGsorok szamanak novelé-
se, amelyekbdl az eddig ismertetett modellek csupén egyet tartalmaz-
nak. Az ilyen iranyban bévitett modelleket a szakirodalom tébbténye-

20s eljardsoknak nevezi. Booth—MainDonald—Smith [2002| tanulmé-

6 Sajnos még az egyszertisitett modell illesztése is gyakran komoly numerikus prob-
lémakkal jar. A téméat b6vebben [Hunt—Villegas [2015] tanulmanya targyalja.
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nya tobbek kozott a [Lee—Carter [1992[ modell — bizonyos szempont-
bol természetes — tobbtényezds kiterjesztését mutatja be. Figyelem-
be véve, hogy a klasszikus Lee—Carter modellben a keresztmetszeti és
hosszmetszeti hatasok paraméterei a soronként centralizalt logaritmi-
kus halandosagi ratak méatrixédnak szingularisérték-felbontaséval, majd
a legnagyobb szingularisértéknél kisebb szingularisértékek elhagyasa-
val nyerheték, Booth—MainDonald—Smith [2002| — a f6komponenselem-
zés (Kovacs [2011]) analogiajara — a tovabbi szingularisértékek koziil
is megtartanak néhanyat, igy téve tobbtényezGssé a modellt. A szer-
z6k tovabba ajanlasokat fogalmaznak meg a mortalitasi index kiigazi-
tasaval és a becslési idGszak kivalasztasaval kapcsolatban. A modell
tobbtényezbs kiterjesztésével kapcsolatban megallapitjak, hogy az igy
nyert tovabbi tényezdk nehezen épitheték be az elérejelzésekbe, illet-
ve ausztral adatokon kimutatjak, hogy azok a teljes variancia igen kis
hanyadat magyaréazzak, igy a gyakorlatban elhanyagolhatok. |Girosi-
King [2007| megmutatjak, hogy az altaluk vizsgalt 24 orszag jelentds
részében az egytényezds modell a logaritmikus halandésagi ratdk va-
riancidjanak 90% feletti hanyadat képes megmagyarazni, igy a jelent-
kez6 modszertani nehézségek mellett a tovabbi tényezsk felhasznélasa
nem noveli jelentGsen a modell magyarazo erejét. FeltehetGen ez az
oka annak, hogy ez a modellvaltozat nem valt kiilonosen népszeriivé.
Booth ¢és szerzétarsai [2006| a Lee-Miller [2001}|és Booth-MainDonald
Smith [2002]| modellvéaltozatok, valamint az eredeti Lee—Carter modell
elérejelz6 képességét hasonlitjak Ossze egymaéssal, és tiz fejlett orszag
adatainak vizsgalataval megallapitjak, hogy az tijabb modellvaltozatok
pontossaga jellemzGen feliillmilja az eredeti modellét.

A Lee-Carter modell és kiterjesztései az életkorfiiggd termékenységi
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ratdk modellezésére is alkalmazhatok. Ilyen alkalmazasokra két pél-
da: Hyndman—Ullah [2007] cikke, amely a Lee—Carter [1992] modell
tobbtényezds kiterjesztését a simitott korcsoportos halandosagi és ter-
mékenységi ratak eldrejelzésére alkalmazza ausztral adatok felhasznalé-
saval, valamint Wisniowski és szerzétarsai [2015] tanulméanya, amely a
halandoéséag, a termékenység és a vandorlas elemzését kozos bayes-i mo-
dellkeretbe agyazza be a Lee—Carter |1992| eljaras kiterjesztésével, és e

modell segitségével jelzi elére Nagy-Britannia népességének alakulasat.

2.1.4. Ujabb halandésag-eldrejelzé modszerek

Haberman—Renshaw [2011] tjabb modelljének nevezetes speciélis esete
az orvosi statisztikAban mar régota alkalmazott korcsoport—idészak—
kohorsz (réviden APC, vagy angolul Age-Period—Cohort) modell
(Hobcraft és szerzdtarsai [1982], illetve Carstensen| [2007]), amelyben
a kohorszhatason kiviil a hosszmetszeti hatés is — a Lee-Carter modell-
t6l eltérGen — fiiggetlen az életkortol.

Az aktuariusi gyakorlatban a legelterjedtebb, twjabb tobbtényezds
halandoséag-elérejelz6 modszerek a kéttényezds |Cairns—Blake—Dowd
[2006], valamint az azt altalanosito, haromtényezds [Plat| [2009] model-
lek. Speciélisan az idgskori halandésag modellezésére [Plat| [2009] mo-
delljének olyan kéttényezls egyszertisitését javasolja, amely a Cairns—
Blake-Dowd modell kohorszhatassal bévitett valtozata. A korabban
ismertetett eljarasoktol eltéréen ezekben a modellekben paraméteres
forméaban adott a halandosagi ratak érzékenysége a mortalitasi ténye-
z6k valtozasara.

Lovasz [2011] tanulméanya finn és svéd halandosagi adatok felhaszna-

lasaval szamos, az eddigiekben targyalt halandésag-elérejelz6 modellt
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Osszehasonlit egymaéssal, és az eredmények alapjan aktuariusi alkalma-
zésok céljara a Plat| [2009] modellt javasolja. |Cairns és szerzGtarsai
[2009|| nagy-britanniai adatokon a Cairns—Blake-Dowd [2006], amerikai
adatokon pedig a Renshaw—Haberman (2006 modell illeszkedését ta-
laljak a legmegfelel6bbnek, ugyanakkor megéllapitjak, hogy e modellek
becsiilt paraméterei nem eléggé robusztusak a becslési idgszak valtozta-
téasara nézve. A szerzdk a probléma megoldaséara a Cairns—Blake-Dowd
modell kvadratikus életkorhatést tartalmazé bévitését javasoljak.

A tudomanyos és gyakorlati szakmék részérsl egyarant jelentkezd, ter-
mészetes igény a Lee—Carter modell kritikdja nyomén sziiletett, rend-
kiviil szerteagaz6 halandosag-eldrejelzé eljarasok atlathato, egységes
modszertani keretbe foglaldsa. Erre tébbek kozott Hunt-Blake [2014],
Villegas és szerzétarsai [2016], valamint |Currie| [2016] tettek kisérletet
a kozelmultban. A |Villegas és szerzétarsai [2016] altal javasolt — sza-
mos, mar létezd és széles korben alkalmazott modellt felolels — egy-
séges modellkeret Osszefoglald neve dltaldnositott korcsoport—iddszak—
kohorsz (angolul Generalized Age—Period—Cohort vagy réviden GAPC)
modell, a statisztikdban és az aktuariustudomanyokban elterjedt alta-
lanositott linearis modell (angolul Generalized Linear Model vagy ro-
viden GLM, lasd példaul McCullagh—Nelder [1989], illetve magyarul
Gray—Kovacs [2001]) analogiajara. A GAPC modellkeret az életkor-
ban és idGszakban log-bilinearis vagy logit-bilinearis, egy- és tobbté-
nyezGs, valamint kohorszhatastol mentes és azt tartalmazo eljarésokat
egységesiti. Az igy nyert, igen széles modellcsalad tagjai tobbek ko-
zOtt a korabbiakban méar ismertetett Poisson Lee—Carter (Brouhns és
szerztarsai [2002a]), Renshaw—Haberman [2006], korcsoport—idgszak—

kohorsz (Carstensen| [2007]), (Cairns—Blake-Dowd [2006] és [Plat| [2009]
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modellek. A GAPC modellek keretében lehetGség nyilik tobbek kozott
a paraméterbecslés, a modellvalasztas és az elGrejelzés egységes keret-
ben torténd targyalasara és elvégzésére.

A bemutatott halandosag-elérejelzé modszerek tovabbi fejlesztése az
életkorfiiggd halandésag simitasanak| és a halandosag eldrejelzésének
egységesitése, amelyre példa |Currie és szerzétarsai [2004| p-spline in-
terpolacios fiiggvényeket felhasznald tanulmanya.

Egyéb halandosag-elérejelzési  megkozelitésekre példak a  panel-
Okonometriai eljarasok hasznalatat javaslo Babel-Bomsdorf—Schmidt
[2008], illetve a Lee—Carter modellbeli becsiilt mortalitasi index val-
tozésa és egyes makrodkonémiai valtozok valtozéasai kozotti 6sszefiiggeé-
seket elemz6 Hanewald [2009] tanulmanyok. Hanewald| [2009] elemzé-
sében arra a kovetkeztetésre jut, hogy hat fejlett orszaghan gazdasagi
fellendiilés esetén jellemzGen kissé mérsékldik a halandoség csdkkené-
si iiteme, tehat az emberi élettartam javulasa enyhén kontraciklikus.
Eredményét a haldlokok kozotti, gazdasagi novekedéstdl fliggd atrende-

z6déssel magyarazza.

2.1.5. Tobbdimenzi6és haland6sag-elbrejelzés

Szamos tanulmény foglalkozik a kiillonb6z6 populaciokra készitett ha-
landosagi el6rejelzések koherens keretbe foglalasaval. Lee|[2000] példaul
a|Lee—Carter [1992] modellben nemenkénti elérejelzések esetén egységes
férfi és n6i mortalitasi index eléirasat javasolja, amennyiben lényeges
szempont az elérejelzések koherencidja. [Li—Lee [2005|| megallapitjak,
hogy a [Lee—Carter [1992] modellben a kiilénb6zé populaciokban egy-

mastol hosszu tavon nem divergald eldrejelzések sziikséges és elégséges

7 A téma valamivel részletesebb targyalasara a szakaszban keriil majd sor.
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feltétele, hogy a mortalitasi indexek eltoldsos véletlen bolyongésainak
sztochasztikus trendparaméterei és az index véltozasara vonatkozo élet-
korfliggs érzékenységi paraméterek egyarant azonosak legyenek a vizs-
galt populaciokban. Ezen tal a szerzdék eldirjak a mortalitasi indexek
idGsorainak azonossagat is, igy az altaluk javasolt koherens modellben
az egyes populaciokban csak az életkorfiiggd atlagos logaritmikus halan-
dosagi szintek kiilonboznek egymastol. Tizenot orszag adatait megvizs-
galva megallapitjak, hogy tizenegy orszag esetén a koherens el6rejelzé-
sek nagyjabol megegyeznek az egyenkénti elérejelzésekkel, négy masik
orszag esetén pedig egy-egy orszagspecifikus komponenssel bévitve az
egyenleteket méar elfogadhato a kozos modell. Li-Lee [2005] amellett
érvelnek, hogy a javasolt koherens keretben egy adott orszig esetén a
hasonlé demogréafiai adottsdgokkal rendelkezé orszagok adatainak fel-
hasznalasa javithatja az eldrejelzések pontossidgat. |Cairns és szerzo-
tarsai [2011] a bayes-i modellkeretbe beagyazott korcsoport—idGszak—
kohorsz (Carstensen [2007]) modellt javasoljak koherens eldrejelzésre.
Igéretes kutatasi teriilet a halandoésagi ratak halalozéasi okok szerint
bontott elérejelzése, amely pontosabba teheti az elérejelzéseket. A ha-
lalozasi okokat egymastol fiiggetleniil jelzi elére [Wilmoth| [1995] tanul-
ménya, amely az aggregalt elérejelzéshez képest pesszimistabb becslé-
seket kozol a varhato élettartam névekedési titemére, illetve |[Di Cesare—
Murphy [2009]| cikke, amely nagy-britanniai adatok segitségével ha-
rom lényeges haldlozési ok trendjeit jelzi el6re kiilonb6z6 népszert
halandésag-elérejelzé modszerek felhasznalaséaval.

A fejlettebb megkozelitések kiilonos figyelmet forditanak a halalozasi
okok kozotti korrelaciok statisztikai szempontbol megfelels kezelésére.

Arnold-Gaille-Sherris [2016] a tobbvaltozos idGsorelemzésbdl koleson-
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z0Ott kointegracios, vektor-autoregresszios és vektor-hibakorrekcios elja-
rasokat alkalmazzak, és 6t halalokot elemeznek az Egyesiilt Allamok,
Japan, Franciaorszig, Nagy-Britannia és Ausztrélia adatai alapjan. Ta-
nulményukban megallapitjak, hogy a modell inkabb a halalokok kozotti
Osszefliggések vizsgalatara alkalmas, de a megkozelités kiforratlansaga
miatt nem javasoljak annak elérejelzési céla hasznalatat. Alai-Arnold-
Gaille-Sherris [2015] a kiilonb6z6 halalokokat és a tulélést mint ver-
sengd kimeneteleket hosszmetszeti multinomiélis logisztikus regresszio
segitségével modellezik, és modelljiiket franciaorszagi adatok alapjan
elorejelzésre is felhasznaljak. Korrelalt kockazatok (példaul hazastarsak
élettartamai vagy kiilonboz6 betegségek okozta haldlesetek) modellezé-
sére a kvantitativ modellezésben az ezredforduld 6ta elterjedt kopulak
szintén alkalmazhatok ] [Dimitrova-Haberman-Kaishev [2013] tanul-
manya ezzel a modszertannal modellezi a halalokok kozotti Osszefiiggé-
seket, és megallapitja, hogy az ismertetett eredmények sztochasztikus
halandésag-elérejelzésre is felhasznalhatok.

A véarhato élettartamon tul kiilon figyelmet érdemel a varhato egész-
séges élettartam mutatoja is, amelyet az Egészségiigyi Viladgszervezet
(WHO) a sziiletéstsl a rokkantsag vagy halal valamelyikének beko-
vetkezéséig eltelt id§ varhato értékeként definial. A tobbdimenzids
halandoség-elérejelz6 modszertan ennek vizsgalatara is alkalmazhato:
példaul [Majer és szerzétarsai [2013| cikke 55 éves és annal idGsebb hol-
land egyének adatai alapjan a Lee—Carter [1992| modell segitségével
jelzi elére az egészséges, rokkant és elhunyt allapotok kozotti atmenet-

valoszintségeket.

8 A kopula a tébbdimenzios egységkockan értelmezett, a (0,1) intervallumon egyen-
letes peremeloszlasokkal rendelkezé eloszlasfiiggvény, melyet tetszéleges peremel-
oszlasokkal kombinalva barmely tobbidimenzios eloszlasfiiggvény elGallithato Sklar
tétele alapjan (lasd példaul Nelsen [2006] vagy magyarul [Vékas| [2012]).
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2.1.6. Az élettartam-kockazat
pénziigyi hatasai

Az élettartam-kockdzat pénziigyi hatasair6l a Nemzetkozi Valuta-
alap készitett atfogo jelentést (IMF| [2012]), amely egyebek mellett
megéallapitja, hogy a 63 éves korban véarhaté hatralévs élettartam
minden egy évnyi novekedése hozzavetSleg 3 szazalékkal noveli a
nyugdijkotelezettségek értekét az Egyesiilt Allamokban.

Brouhns és szerzétarsai |2002b| cikke az élettartam-kockazat életja-
radékok dijszamitasidban betoltott szerepét vizsgalja a |Brouhns és
szerzétarsal [2002a| tanulmanyaban bemutatott Poisson Lee-Carter
modell segitségével. A szerz6k a halandosag-elérejelzé modell paramé-
tereit tobbdimenzios normalis eloszlasbol szimulaljak (Deéak [1990] és
Gassmann—Deak—Szantai [2002]) a maximum likelihood becsléfiiggvény
értéke és aszimptotikus kovaranciamétrixa alapjan, majd minden egyes
replikaciora kiszamitjak az életjaradék nettod dijat, igy kozelitve annak
eloszlasat. Hari és szerzotarsai |2008]| cikke hasonlo célra a kéttényezds
Lee-Carter modellt (Booth-MainDonald-Smith [2002]) alkalmazza.
Tanulméanyukban Richards—Currie [2009| a modellkockazat szerepére
hivjak fel a figyelmet, kimutatva, hogy az alkalmazott modellfeltevések
hatésa pénziigyileg jelents lehet az életjaradékok piacan.

Borger, [2010] cikkében az élettartam-kockazat —szavatolotGke-
szitkségletét a Szolvencia Il keretrendszerben a sztenderd formula
és a |Lee—Carter [1992| modellre épils belsé modell segitségével
egyarant kiszamitja, és megallapitja, hogy a sztenderd formula leegy-
szerlsits sokkforgatokonyve nincs Osszhangban a keretrendszer altal

eléirt 99,5 szazalékos kvantilis elvével. Ezért Osszetettebb sokkforga-
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tokonyvek hasznélatat javasolja.

Csupan illusztracioként néhadny prominens forrads az élettartam-
kockézat értékezésemben nem targyalt, kvantatitiv pénziigyi és
befektetési vonatkozésaival kapcsolatban: az élettartam-kockazat
értékpapirositaval — mint a pénziigyi piacokon az ezredforduld ota
felttint 1j jelenséggel — példaul Krutov| [2006] és (Cairns—Blake-Dowd
[2008], az ennek keretében megjelent longevity kotvények arazasi
kérdéseivel Blake és szerzétarsai |2006] és [Bauer és szerzdtarsai
[2010[, a kapcsolodo ,longevity swap” cseretigyletekkel pedig Dowd és

szerztarsal [2006] tanulménya foglalkozik.

2.2. Hazai kutatasok és alkalmazasok

A torténelmi Magyarorszag elsé halandosagi tablajat [Fay |1854] készi-
tette, azonban ezt kvetGen csak hosszu sziinet elteltével, a XX. szazad
elején késziilt Gjra hasonld szamitas hazankban. Az 1900-1968. évek
magyarorszagi halandosagi tablait és azok modszertani hatterét Pallos
[1971] miive foglalja Gssze.

Csupan illusztracioként harom, a hazai népesség részcsoportjainak ha-
landoésagara vonatkozé munka: a hazai halandésagot iskolazottsag sze-
rinti bontasban vizsgalo Hablicsek—Kovacs [2007], valamint a nyugdij-
ban és nyugdijszerd ellatdsban részesiilék halandosagaval foglalkozo
Hablicsekné—Hollosné [2007] és [Molnar—Hollosné [2015] tanulméanyok.
A halélozas oka szerint bontott halandésagi trendekkel foglalkozik [Ko-
vacs [2012] irésa.

Baran és szerzotarsai [2007] a Lee—Carter modell tébbtényezds véaltoza-

tat alkalmazzak hazai adatokon, és az illesztett haromtényezss modell
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alapjan megéallapitjdk, hogy az 1949-2003. évek adatai alapjan nyert
elérejelzések nem megfelel6k a mortalitasi indexek trendjeiben beko-
vetkezett strukturdlis torések miatt, amelyek az 1989-2003 kozotti ba-
zisidGszak esetén azonban mér nem jelentkeznek. A szerzdék szerint a
modell segitségével nyert el6rejelzéseket 6vatosan kell kezelni a hazai
halandésadg miltbeli valtozékonysiga miatt.

Mivel a jaradékban részesiil6k halandésaga jelentGsen eltérhet a nép-
halandoségtol, és a hazai életjaradék-piac rovid torténete és alacsony
volumene miatti sziikos tapasztalatok altalaban nem teszik lehetévé
a jaradékszolgaltatok szaméra a megbizhato, vallalatspecifikus halan-
doséagi tablak készitését, ezért |Aratd és szerzétarsai [2009| tanulma-
nya mas orszagok olyan, multbeli halandésagi tabldinak hasznalatat
javasolja, amelyek kell6képpen hasonloak az elérejelzendd adatokhoz.
A megfelels referenciatabla kivilasztasara harom lehetséges tavolsag-
mértéket javasolnak, és ismertetnek egy eljarast a tablak egyezésére
vonatkozo teszt kritikus értékeinek Monte Carlo szimulaciojara (Deak
[1990]). A szerzsk megéallapitjak, hogy a 60-90 év kozotti életkorokban
az BEgyesiilt Allamok 1950. évi férfi és 1970. évi néi halandosagi tablai
meglehetdsen jol illeszkednek a 2000. évi hazai halandosagi tapaszta-
latokhoz. A referenciatablak segitségével végzends eldrejelzés céljabol
bemutatnak tovibba egy egyszerd paraméteres halandosagi torvényre
épiils el6rejelzs eljarast és annak egy lehetséges alkalmazasat is.
Majer—Kovacs [2011[ tanulménya a 65-100. korévek 1970-2006. évi ha-
landoségi adataira a |Lee—Carter [1992] modellt illeszti, és a klasszikus
statikus, keresztmetszeti halandosagi tabla és a halandosag elGrevetité-
se alapjan egyarant kiszamitja a jelenlegi nyugdijkorhatar betoltésekor,

65 évesen varhato hatralévs élettartamot és a nyugdijcéla életjaradék
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egyszeri netto dl’jéiﬂ A szerz6k eredményei alapjan a nyugdijazaskor
varhato élettartamot 6, 33%-kal, az életjaradék egyszeri netto dijat pe-
dig 4, 51%-kal becsiili ala az élettartam-kockazatot figyelmen kiviil ha-
gyo keresztmetszeti szamitas. A tanulméany két eltéré megkozelitésben
kozol konfidenciaintervallumokat a nyugdijazaskor varhato élettartamra
és az ¢letjaradék netto dijara: az elss esetben |Lee—Carter [1992| nyoméan
csupan a mortalitasi index folyamatanak véletlen hibatagjait tekintik
a bizonytalansag forrasanak, mig a mésodik esetben a mortalitasi in-
dex sztochasztikus trendparaméterét is valoszintiségi valtozoként keze-
lik, igy az elérejelzési hiba részeként — részben — a becslés soran felléps
paraméterbizonytalansagot is figyelembe veszik. Megmutatjak tovabba,
hogy élettartam-kockazat jelenlétében még végtelen nagy kockazatko-
z0sség esetén, hatarértékben sem valik kockdzatmentessé a nyugdijcéla
¢életjaradék nyudjtasa a jaradékszolgaltatod szamaéra.
Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015] cikke a |[Lee—Carter |1992] modell
alapvaltozatat alkalmazza az életkorfiiggé halandosagi és termékenysé-
gi ratak elGrejelzésére és a magyar nyugdijrendszer fenntarthatosaganak
vizsgalatara. E tanulmény részletes bemutatéasara az [ fejezetben ke-
riil majd sor.

Arato-Dryden—Taylor 2006 hierarchikus bayes-i térstatisztikai modellt
illesztenek 150 magyarorszagi kistérség életkorfiiggs halalozasi adataira.
A kistérségenként kiilonbozé életkorfiiggs halandoésagi ratdk megbizha-
tosagi intervallumait a szerzék Markov-lanc Monte Carlo szimulacio

segitségével allitjak els, és relativ kockazati szinteket is becsiilnek a

9 Az egyszeri netto dij az az azonnali befizetés, amelyért cserébe az adott szerzédésen
— a dijtartalékon a technikai kamatlabnak megfelels hozamot elérve — a jaradékszol-
galtato dijbevételeinek és jaradék-kifizetéseinek varhato jelenértékei megegyeznek
(Banyar| [2003]). A nett6 dij kozgazdasagi értelemben nem tekinthets arnak. Az ar
itt a netto dijon feliil felszamitott koltségekhez kapcsolodik (Banyar—Vékas [2015]).
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nem és telepiilésméret valtozok kategoriaira.

A |[Lee—Carter [1992| modellben is alkalmazott szingularisérték-felbontas
altalanositasait mutatja be |[Ispany és szerzétarsai [2010]| tanulmanya,
melynek szerz6i a javasolt modszereket hazai néphalandésagi adatok
modellezésére és vizualizaciojara alkalmazzak.

Agoston [2001] tanulménya harom olyan, a halandésagi ratak becslé-
sére alkalmazhato modszert mutat be, amelyek cenzoralt megfigyelések
(példaul év kozben felmondott életbiztositasi szerzédések) jelenlétében
is alkalmazhatok: a Kaplan—Meier, aktuariusi és maximum likelihood
becslsfiiggvényeket. Az orvosi statisztikaban régota alkalmazott, ha-
landosag becslésére is alkalmazhatd Kaplan—Meier és Cox-regresszios
modelleket magyar nyelven Vékas| [2011] ismerteti. Bar nem szigortian
hazai alkalmazas, mégis itt emlitem meg Méajer és szerzGtarsai [2011]
cikkét, amely Cox-regresszid segitségével elemzi a rokkant egyének ha-
landosagat, és megéllapitja, hogy varhato élettartamuk 10 évvel marad
el az egyéb csoportokétol, amelybdl 6 év magyarazhato a két populacio
kozott az életmod, a tarsadalmi-demografiai jellemzsk és a kronikus
betegségek terén fennalld kiilonbségekkel.

A nyugdijpénztari életjaradékok elméleti és gyakorlati kérdéseirdl és
modellezési problémair6l Banyar| [2012] nytjt széles kort attekintést.
Az élettartam-kockazat, a népességoregedés, valamint a rokkantnyug-
dijasok magas szama okozta anomaliak hazai nyugdijrendszerben be-
toltott szerepét mutatjak be Kovacs—Sziile ([2005] és [2006]) munkai.
Szepesvary| [2015] cikkében a Lee-Carter modell felhasznéalasaval mo-

dellezi az élettartam-kockazatot a Szolvencia II keretrendszerben.
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3. fejezet

A halandoésagi modellezés

modszertani alapjai

Ebben a fejezetben a halandosig keresztmetszeti, statikus modellezésé-
r6l adok attekintést a halandosig statisztikai mérdszamaibol kiindulva
a folytonos és diszkrét matematikai modelleken 4t az aktuérius szakmé-
ban elengedhetetlen eszkozként szolgalé halandosagi tabla konstruéla-
séig és teszteléséig. El6re megjegyzem, hogy targyalasomban — a téma
sokszintiségébsl adodoan, az egyszertiséget szem el6tt tartva — néhol
keverednek a statisztikaban, valoszintiségszamitasban és az aktuarius-

tudoméanyokban szokasos jel6lésmodok.

3.1. A halandésag statisztikai mér&szamai

A halandésag multbeli adatok alapjan torténé szamszertisitésének leg-
alapvet6bb leiro statisztikai eszkoze a halanddsdgi rdata (més néven ha-
lalozdsi ardnyszdam), amely egy valasztott idGszak és populacié vonatko-

zésdban értelmezhetd, és az adott idészak sorédn az adott populaciéban

44



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

bekovetkezett halalozasok szaméanak a populacio létszamahoz viszonyi-

tott aranyaként szamithato ki. Képlettel felirva:
D
= —. 3.1
m= " (31)

ahol m a halandésagi rata, D € N a vizsgalt idGszakban elhunytak sza-
ma, F > 0 pedig a vizsgalt populacié valamilyen moédon értelmezett
létszama. E konyvben a vizsgalt idGszak hossza mindig egy év lesz.

A populacio létszamat pontosabban definialni sziikséges: érthets alat-
ta a vizsgalt idGszak kezdetén €16 egyének szama (tgynevezett kezdeti
kitettség, angolul initial exposed to risk, jeldlése: E°) vagy a vizsgalt
idGszak alatt €16 egyének atlagos létszama (tgynevezett kozponti kitett-
ség, angolul central exposed to risk, jelolése: E€) is. Ez utébbi a vizsgalt
id6szak kezdetén életben 1év6 egyénekre a vizsgalt idGszakban megélt
egyéni idémennyiségeket Gsszegezve szamithato ki.E|

Kezdeti kitettség alkalmazéasa esetén kezdeti halanddsdgi ratdrol (an-
golul initial death rate, jelolése: mY), kozponti kitettség esetén pedig
kézponti halandésdgi ratdrol (angolul central death rate, jeldlése: mc)
beszélhetiink. A kétféle halandoségi rata kozotti kapesolat a vizsgalt
idGgszakban elhunyt egyének altal megélt idémennyiségektdl fiigg. Ha a
vizsgalt iddszak soran elhunyt, az idészak kezdetén még él6 egyének
atlagosan A > 0 egységnyi id6t éltek az idGszak kezdetétsl szamitva,

akkor a kétféle kitettség kozotti kapcesolat:

E°=E"—(1—-A)D. (3.2)

LA kozponti kitettség mértékegysége f6 és év is lehet, attol fiiggden, hogy atlagos
létszamnak vagy Osszes megélt id6mennyiségnek tekintjiik.
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Igy a (3.1) és (3.2)) osszefiiggések alapjan adodik a kétféle halandosagi

rata kozotti kapcsolat:

. D D . m m’
mo= e T EB-0-AD T 1 (1- Aymd’
EO

E° Ey—(1—A)D

C

(3.3)

TR - Ame

Gyakori az A = % egyszerlsits feltevés, miszerint a vizsgalt idészakban
elhunytak atlagosan az idgszak feléig éltek. Ebben az esetben a ((3.3)
Osszefiiggés kovetkeztében a kétféle halandosagi rata egymésbol az alab-

bi képletek segitségével szarmaztathato:

0 m

- 1+%mc'

Konnyen belathato, hogy minden esetben fennallnak az

Osszefiiggések, és a kozponti halandosagi réata a kezdeti halandésagi

ratéaval ellentétben egységnyinél nagyobb értéket is felvehet.

1. Példa. Magyarorszdg lakossdga 2014. janudr 1-én E° = 9.877.365
f6 volt, és az év soran D = 126.308 haldlozdst regisztraltak. FEkkor a

2014. éuvi orszdgos kezdeti halanddsdgr rata értéke

D 126.308
o_ P _ 120598 g 41979
T T 9877365 ’
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az A = 5 év feltételezés mellett pedig a kozponti kitettség értéke a

1
2

osszefiiggés alapjan
. o 1 1
E°=FE" — §D = 9.877.365 — 5126.308 = 0.814.211,

19y a 2014. évi orszdgos kozponti halanddsagi rdta értéke

D 126.308
e 2 229900 0. 01287
M= e T ostann 017

1.0-27
27-44
44 -6.0
6.0-77
ma-11

[_BERE]
Wi3-16
M50

3.1. dbra. Kozponti halandosagi rata ezerszerese a vilag orszagaiban
2014-ben (forras: www.indexmundi.com)

[lusztracioképpen a abra a kozponti halandosagi rata orszagon-
kénti alakulasat szemlélteti a vildgon a 2014. évben. Ugyanekkor az
egész vilagra nézve a rata értéke 0,00789 volt. Erdemes megfigyelni,
hogy szamos fejl6dé orszaghan a fejlett orszagok tobbségéhez képest
kedvez6bb a rata értéke, ami a fejlédd orszagok fiatalosabb korosszeté-
telével magyarazhatd. Azonos korcsoportok ratait dsszehasonlitva mar
megmutatkozna a fejl6dé orszagok jelentds hatranya.

A kezdeti és kozponti halandosagi ratak kozotti modszertani kilonb-

ségtételen tul szamos kiilonb6z6 tipust halandoésagi ratat szokas meg-
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kiilonboztetni a vizsgalt populacié szerint:

e Eletkor szerint: életkortol fiiggetlen (tigynevezett nyers) és életkor-
fiiggds (korévenként vagy bévebb korcsoportonként bontott) halan-

dosagi ratak,
e Nem szerint: uniszex, férfi és néi halandosagi ratéak,

e Lakohely szerint: orszagos, regionalis, megyei, varosi stb. halan-

dosagi ratak,

o Fqyéb szelekcios wvdltozok szerint: példaul nyugdijasok, hazasok,
egy adott biztosité valamely termékének tligyfelei, egy vallalat al-
kalmazottai, a sajat bevallasuk szerint napi hédrom szalnal tobb

cigarettat fogyasztok stb. halandosagi ratai.

E konyv tovabbi fejezeteiben kitiintetett szerepet jatszanak majd az
életkorfiiggs halanddsagi ratak, melyek esetén a tovabbiakban az adott
x € {1,2,..., X} korcsoportot alsé index jeloli majd. Ennek megfelels-
en az életkorfiiggd kezdeti és kozponti halandosagi ratak képletei a

Osszefiiggés alapjan:

(3.4)

3.2. A halandésag matematikai modellezése

A maultbeli adatokon nyugvo, leir6 statisztikai szemléleten és annak kor-
latain az élettartamok hosszara vonatkozo, valoszintiségszamitéasi ala-

pokra épiils, sztochasztikus modell feltételezésével lehetséges tullépni.
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A tovabbiakban az élettartam kifejezés (jelolése: L) minden esetben va-
lamely években mért, nemnegativ valoszintségi valtozora fog utalni.

A halanddésag modellezésében kiemelt jelentGségtd a tulélési fiigg-
vény (angolul survival function) fogalma, amely az élettartam

,,,,,,

a G :RT — [0, 1] fiiggvényt szokas érteni, amelyre

Gy)=P(L>y) (y=0).

Nyilvanvaloan teljesiilnek a

Gly)=1-F(y) (y=>0)

osszefiiggések, ahol F': RT — [0, 1] az L élettartam eloszlasfiiggvénye.
Ha a modellezett egyén mar betoltott egy adott x > 0 életkort, akkor
L — x hdtralévd élettartamdnak valoszintiségeloszlasa az L > x feltétel
melletti feltételes eloszlasként modellezheté megfeleléen. Ezt ragadja

meg a G, : RT — [0,1] (z > 0) rezidudlis tulélési fiigguény fogalma:

Goly) =B(L =2 2yl 2 ) = P%(f - Z)y) - G(&;)y) @y 2 0)

s s

Fontos mutatészam az x > 0 éves korban vdrhato hdtralévd élettartam,

melynek jelolése és kiszamitasi modja:

es = E(L —z|L > 1) = / TGdy @=0),  (35)
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illetve annak = = 0 melletti nevezetes specialis esete, az

e = E(L) = / " Gly)dy (3.6)

sziiletéskor vdrhato élettartam.

Az L élettartam eloszlasanak konkrét specifikiaciojaban két jellegzetes
irdny kiiloniil el aszerint, hogy a modellez& folytonos vagy — jellemzs-
en egész értékl — diszkrét valoszintiségi valtozonak tekinti azt. E két

modellkeretet kiilon szakaszokban targyalom.

3.2.1. A folytonos modell és a halalozasi intenzitas

Folytonos eloszlasok hasznalata esetén célszert a halandosig mértékét
az egyes életkorokban az adott pillanatra vonatkoztatni, tgy, hogy az
igy kapott mérdszam ne fiiggjon a vizsgalt idGszak hosszatol. Persze
adott pillanatban a halalozasi valoszintiség mindig nulla, mivel folyto-

nos eloszlas esetén barmely y > 0 értékre

Hatarértékekben viszont értelmezhets egyfajta pillanatnyi évesitett ha-
lalozasi valoszintiség, ha egy rovid idétartam évesitett haldlozasi valo-
szintiségében az idGtartam hossza nulldhoz tart. Az igy kapott muta-
toszam szokasos neve haldlozdsi intenzitds (mas néven hazdrdrdta vagy
kockdzati rdta, angolul hazard rate, Agoston—Kovacs [2000]):

. P(L<y+ellL>y)
ply) = lim .

(y >0).
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A halalozasi intenzités tehdt — bar maga nem valdszintiség — egyfajta
évesitett pillanatny: haldlozdsi valdsziniségnek tekinthets. A halalo-
zasi intenzitas fenti definicioja tartalmi szempontbdl igen szemléletes,
ugyanakkor a gyakorlatban a haldlozasi intenzitésfiiggvényt tobbnyire

kénnyebb a kovetkezd Osszefiiggés alapjan kiszamitani:

o Flyte) —Fly) _ fly)
ply) = lim G0 = G (y = 0,G(y) > 0),

ahol f: RT — RT az L élettartam stirtdségfiggvénye.
Hasznalatos még a kumuldlt haldlozdsi intenzitds fogalma, amely a ha-

lalozasi intenzitasfiiggvénybdl integralassal szamithato ki:

M(y) = / "u(@)dz (g > 0). (3.7)

A kumulalt halalozasi intenzitas gyakorlati jelentGségét az adja, hogy
segitségével konnyedén meghatarozhato a tulélési fiiggvény a kdvetkezd

Osszefliggés alapjan (Vékas| [2011]):
Gly) =M (y>0). (3.8)

2. Példa. Legyen pu(y) =y (y > 0). Ekkor a egyenlet alapjdn

y y 1,

M (y) =/ pi(z)dz =/ zdr =2y (y 2 0),

0 0

tovdbbd a (@ osszefiiggés alapjan
Gly) =e MW =e " (y20),

19y a sziiletéskor varhato élettartam a @ egyenlet és a sztenderd nor-
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malis eloszlds stiridségfiigguényének tulajdonsdgai alapjdn

o0 o0 1 1 o0 1 /2
ey = / G(y)dy = / e*gyzdy — _/ e*§y2dy _ vem — \/E
0 0 2 ) 2 2

3.2.2. A diszkrét modell és a halando6sagi tabla

Aktuariusi alkalmazasokban kitiintetett jelentGségli az egész értékd

élettartamokra épils halanddsdgi tdbla (angolul life table), melynek

/////

valosziniségek ismerete, amelyek egész életkorok esetén annak a valo-
szintiségét adjak meg, hogy egy adott életkort éppen betoltétt egyén a

soron kovetkezo sziiletésnapjat megéri, illetve mar nem éri meg;:

pe=P(L>x+1|L>z) (zeN),

¢ =PL<z+1L>z) (reN).
Nyilvanvaloan fennall a kovetkezs azonosség:
Petqe=1 (l’ S N), (39)

illetve a koréves tulélési valoszintiségek és a tulélési fliggvény egész élet-

korokban felvett értékei egymasbol egyszertien meghatarozhatok:

Gz +1)

)=, (eN).

(xeN, G(z)>0), (3.10)

Az egészértékiiség feltevése két okbol is célszert: egyrészt az embe-

ri élettartamokrol altalaban egész években mért adatok allnak csupéan
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rendelkezésre, masrészt integralok helyett konnyebb véges Gsszegekkel
dolgozni a modellezés soran.

Az egészértéki modell matematikai hatterének ismertetéséhez minde-
nekel6tt célszerd az L élettartamot annak egész és tort részének Ossze-

gére felbontani:

L=|L|+ L,

ahol | L| az élettartam egész része, L; pedig annak tort része. A koréves
halalozasi valoszintiségek csak az élettartam egész részének eloszlasat
definialjak, igy ebben a modellben a tort rész alakulaséval kapcsolatban

potlolagos feltevéssel sziikséges élni (lasd a szakaszban).

Magyarorszag férfinépességének halanddsagi tablaja a 2013. évre
x qx IK dx e!
0 0,00589 100 000 589 72,01
1 0,00035 99 411 35 71,43
2 0,00020 99 376 20 70,46
3 0,00017 99 357 7 69,47
4 0,00010 99 340 0 68,4
5 0,00005 99 330 5 67,49
B 0,00006 99 324 B 66,49
7 0,00010 99 318 9 65,50
8 0,00012 99 308 2 64,50
9 0,00013 99 296 3 63,51
0 0,00012 99 283 2 62,52
1 0,00011 99 271 0 61,53
2 0,00009 99 260 9 60,53
3 0,00012 89 251 12 59,54
4 0,00023 99 239 23 58,55
5 0,00028 99 216 27 57,56
6 0,00032 99 188 2 56,5
7 0,00036 99 157 6 55,59

0,00041 99 121 41 54,61

9 0,00045 99 080 45 53,64
20 0,00049 99 035 49 52,66
21 0,00052 98 987 2 51,69
22 0,00055 98 935 54 50,71
23 0,00057 98 880 57 49,74
24 0,00059 98 824 59 48,77
25 0,00061 98 765 61 47,80
26 0,00063 98 704 62 46,83
27 0,00063 98 642 62 45,86
28 0,00063 98 580 62 44,88

3.2. abra. A KSH 2013. évi férfi néphalanddségi tablajanak részlete
(forras: KSH NKI)

A halandoségi tablak altalaban tartalmaznak egy olyan feltételezett
w € N maximalis életkort, amelyre P(L > w) = 0. Magyarorszagon a
KSH az w = 100 év paramétert alkalmazza. A maximalis életkor fel-
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tevésének kovetkezménye, hogy az élettartam egész részének eloszlésat
meghatarozzék a ¢, (r = 0,1,2,...,w — 1) valoszintiségek a szokésos
¢ = 1 potlolagos feltételezéssel egyiitt, amely biztositja, hogy a mo-
dellben nulla az w-nal magasabb életkor megérésének valdszintisége.

A halandoségi tablakban a p, és ¢, (z =0,1,2,...,w — 1) valoszintisé-

geken kiviil rendszerint szerepel még az

l. =1G(x) (z=0,1,2,...,w),

dy =lpp1—1l; (x=0,1,2,...,w—1)

tovdbbélési és kihaldsi rend, ahol [y = 100.000 a haland6sagi tabla alap-
szama. A tovabbélési rend a tulélési fiiggvény konstansszorosa, és egy
az alapszammal megegyezd 1étszamu — hipotetikus — djsziilott popula-
cibban adja meg a legalabb z éves kort eléré egyének varhato szamat,
amellett az — igen silyos — feltételezés mellett, hogy az id6 mulasaval
a koréves tulélési valoszintségek véltozatlanok maradnak. A kihalasi
rend ugyenezen feltevés mellett az x éves korukban elhunyt egyének
varhato szamat adja meg.

A halandodségi tabldkban szerepelnek még a kovetkezd képlet alapjan

kiszamitott vdrhatd hdtralévd élettartamok:
=7 > Ltz (=012 ,w-1) (3.11)
i=x+1

melyekrsl konnyen belathato, hogy a (3.5)) egyenletnek megfelels
mennyiségek, feltéve, hogy az élettartam tort részének varhatd érté-

ke E(L;) = 3, tovabba annak egész ¢s tort részei fliggetlenck.
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3.3. abra. Sziiletéskor varhato élettartam években a vilag orszigaiban
2014-ben (forras: www.indexmundi.com)

Nlusztracioképpen a [3.2] abran a KSH 2013. évi férfi néphalandosa-

gi tablajanak egy részlete lathato, valamint a [3.3] abra szemlélteti az

években mért sziiletéskor varhato élettartam alakulédsat 2014-ben a vi-

lag orszéagaiban.

3.2.3. A folytonos és a diszkrét modell kapcsolata

Az egészértékd modell konnyedén beagyazhatd a folytonos modellbe:
a sziikséges koréves tulélési valoszintiségek a Osszefiiggés alapjan
meghatarozhatok, sziikség esetén egy w € IN feltételezett maximalis
életkorral és a q, = 1 lezéarassal kiegészitve. Tehat a folytonos modell
alapjan is elkészithet6 a halandosagi tabla.

Forditott irdnyban a két modell kapcsolata mar nem ilyen egyértel-
mi: az egészértéki modell nyilvanvaldéan kevesebb informacioét hordoz
a folytonos modellnél, mivel a tulélési fliggvényt csak egész életkorok
esetén definialja, nem specifikalva az élettartam tort részének eloszlasat.
Ebben az esetben — sziikség esetén — két egész életkor kozott a tulélési

fliggvényt a szomszédos egész értékek kozotti interpolacioval szokés de-
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finidlni, igy bizonyos értelemben a folytonos modell is bedgyazhato az
egészértéki modellbe.ﬂ Az interpolécié mikéntjére tobbféle megoldés
létezik a szakirodalomban. A tulélési fiiggvény interpolacioja altaldnos
alakban, az argumentumot annak x egész és v tort részére felbontva

(Bowers és szerzdtarsai [1997], 3.6. alfejezet):

P(G(x +v)) = (1 -v)o(G(2)) +vo(G(z + 1))

(reN,Glx+1)>0,0<v<1),

ahol a ¢ : (0,1) — R szigortian monoton interpoldcics fliggvény altala-

ban a kovetkezk valamelyike:
e identitasfiiggvény: ¢(s) = s,

e logaritmusfiiggvény: ¢(s) = In s,

e reciprokfiiggvény: ¢(s) = s~ 1.

A fenti valasztésok esetén ebben a sorrendben linedris, exponencidlis
vagy harmonikus interpoldciorol beszélhetiink. E hérom eljaras esetén
aG(x+v)és ulr+v) (r €N, 0 <o < 1) interpolalt tulélési és hala-

lozési intenzitasfiiggvényeket a [3.1] tablazat foglalja Gssze.

Eljaras o(s) = Gz +v) = p(r+v) =
Linearis S (1 —-v)G(z) +vG(x +1) .
Exponencialis Ins G(z)(pz)’ —Inp,
: - G(2)G(a+1) s
Harmonikus s WG (@) +(1—0)G(z+1) 1—(1q—v)qz

3.1. tablazat. A legelterjedtebb interpolécios eljarasok (forrés: sajat
szerkesztés Bowers és szerz6tarsai [1997] alapjan)

2 Erdemes megjegyezni, hogy az itt bemutatott interpolaciés modszerek példaul 5 év
hosszusagi idGszakra vonatkozo halandosagi ratak évesitésére is alkalmazhatok.

56



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

A linearis interpoléciot ebben a kontextusban a halélesetek éven be-
lilli egyenletes eloszlasa hipotézisének is nevezik, mivel egyszertien be-
lathato, hogy alkalmazasa egyenértékd azzal a feltételezéssel, hogy az
élettartam tort része egyenletes eloszlasu a (0,1) intervallumon, vala-
mint fiiggetlen annak egész részétél. Ebben az esetben a és
egyenletek azonos eredményre vezetnek. Az eljaras szemléletessége el-
lenére az intuicioval ellentétes, hogy alkalmazasa esetén a halalozasi in-
tenzitasfiiggvény az egész életkoroknal talalhatoé ugraspontokban nem
feltétlentil monoton novekvs (lasd 3.1] tablazat).

Exponencialis interpolacié esetén a haldlozasi intenzitasfiiggvény sza-
kaszonként konstans (lépesds) fiiggvény (lasd [3.1] tablazat), amelyet
ezért a konstans halalozasi intenzités hipotézisének is neveznek. Az in-
tenzitasfiiggvény monoton névs, ha a koréves haldlozasi valoszintiségek
sorozata is az.E| Ekkor az exponenciélis interpoléacié az egyetlen olyan a
bemutatott harom megkozelités koziil, amely — az intuiciénak megfele-
16en — garantaltan monoton névé haldlozési intenzitasfiiggvényt ered-
ményez. Az eljaras tovabbi kedvezd$ tulajdonsaga a tablazatban
risége.

A hiperbolikus interpolaciot a szakirodalom Balducci-hipotézis néven is
ismeri. Hasznalata az intuitioval és a tapasztalatokkal ellentétesen azt
feltételezi, hogy egész életkorok kozott a haldlozasi intenzitasfiiggvény

monoton csokkend (lasd [3.1] téblazat).

3Ez utobbi feltevés altaldban csak igen alacsony életkorok esetén sériil, de ekkor
empirikus tények alapjan nem is varhato el a haladlozasi intenzitasfliggvény mono-
tonitasa.
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3.3. A halandésagi tabla becslése

3.3.1. Becslés diszkrét modellkeretben

Feltéve, hogy minden egyes x € {0,1,...,w—1} életkorra megfigyelhets
EY € Ny szamt egyén tulélése az egyének x-edik sziiletésnapjat kovetd
egy-egy évben, jelolje D, € N az x éves életkorban megfigyelt halélo-
zasok szamat, valamint D, a megfelels elméleti valoszintségi valtozot.
Ekkor az egyéni élettartamok filiggetlenségét feltételezve ez utdbbiak
fliggetlen, binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozok az alabbi para-

méterekkel:
D, ~ Bin(E%, q,) (x=0,1,...,w—1). (3.12)

Ezért a modell log-likelihood fiiggvénye a kovetkezs alakban irhato fel:

w—1

g(q07q17 .. aQw—l) =a+ Z (Da: lnq:c + (E;(g) - Da:) ln(l - Qz)>7

=0

(3.13)

ahol o = Z‘;;é In (gﬂz) konstans. A (3.13) fiiggvény a maximumaét

akkor veszi fel, ha a jobb oldalon szereplé 0sszeg minden egyes tagja

maximalis. Elemi differencidlszamitassal belathato, hogy ez a

Go=—=my (x=0,1,...,w—1) (3.14)

értékek esetén teljesiil, vagyis a fenti feltételezések mellett a ¢, koréves
halalozési valoszintiségek maximum likelihood becsléfiiggvényei a (3.4))

egyenlet szerinti életkorfiiggs kezdeti halanddsagi ratak.
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3.3.2. Becslés folytonos modellkeretben

A diszkrét modellt a folytonos modellbe a|3.2.3| szakaszban ismertetett
— legkedvez&bb tulajdonsagokkal rendelkez6 — exponencialis interpo-
lacio feltevése mellett bedgyazva a modell log-likelihood fiiggvénye a

kovetkezd alakban frhato fel (Agoston—Kovacs [2000], 53. oldal):

i
L

(p(0), 1), plewo = 1) = 37 (Do () — (@) ES). - (3.15)

8
Il
o

A (3.15) fiiggvény maximumbhelyén a jobb oldalon szereplé Gsszeg min-

den egyes tagja maximalis, ami a

() =——=m. (z=0,1,...,w—1) (3.16)

valasztas esetén teljesiil. Tehat ebben a modellkeretben a halalozasi
intenzitasfiiggvény egész életkorokban felvett értékeinek maximum li-
kelihood becsléfiiggvényei a (3.4]) Osszefiiggés szerinti életkorfiiggs koz-
ponti halandoésagi raték.

A. tablazat és a Osszefliggés alapjan exponencialis interpolacio

esetén teljesiil az alabbi Osszefliggés:

p(x)=—-In(l—¢q,) (x=0,1,...,w—1), (3.17)

igy ebben a modellben a (3.16)) és (3.17)) egyenletek Gsszevetésébdl és a

maximum likelihood becsléfiiggvény fliggvénytranszforméacioval szem-

beni invarianciajabol adodik a koréves halélozasi valoszintiségek maxi-
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mum likelihood becslése:

—In(l—¢,)=m

Go=1—€e" (x=0,1,...,w—1).

Ez a kiilonboz6 kiindulo feltevések kovetkeztében eltér a Ossze-
fliggéstol, de a kiilonbség a gyakorlatban jelentéktelen.

A tovabbiakban koréves haldlozasi valosziniiségek esetén a , ha-
lalozasi intenzitasfiiggvény esetén pedig a Osszefiiggést tekintem

iranyadonak.

3.3.3. A sziiletésnapok és a naptari év kezdete

kozotti eltérés korrekcidja

Fontos kitétel, hogy a Osszefiliggés feltételezi, hogy a megfigyelési
id6szak kezdete az egyének sziiletésnapjara esik, igy egyénenként kii-
16nb6z6. Ezzel szemben a valdésdgban egy adott naptari évre vonatkozd
halandésagi tabla osszeallitdsanal az adott év januar elsején megfigyelt
r éves egyének — ritka kivételektdl eltekintve — nem aznap toltotték
be az z-edik életéviiket, igy elképzelhets, hogy az adott naptari évben
bekdvetkez6 haldluk idején mar x + 1 évesek, illetve — ehhez hasonlo-
an — az év soran x évesen elhunyt egyének jelentGs része a naptari év
kezdetekor még csak x — 1 éves. Igy ha EY a naptdri év kezdetén x
éves egyének szamat és D, a naptdr: év soran x évesen elhunyt egyé-
nek szamat jeloli, akkor a (|3.14]) Osszefiiggés mar hibas eredményt ad,
mivel a szamlaloban figyelembe vett egyének egy része nem szerepel a
nevezében, és a nevezében figyelembe vett, a naptari év sordn elhunyt

egyének egy része nem szerepel a szamlaloban.
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A probléma megoldasara a KSH az alabbi tgynevezett Bockh-formulat
(Radnoti| [2003]) alkalmazza, amely mar figyelembe veszi és korrigalja

a naptéri év kezdete és az egyének sziiletésnapjai kozotti eltérést:

) D! D"
qz = — 1—m _ﬁ ($:1,2,...,(JJ—1),

(3.18)

ahol B az adott naptari évre esd élvesziiletések szama, valamint D! és
D" azon x évesen, az adott naptari év folyamén elhunyt egyének szama,
akik z-edik sziiletésnapjukat az adott, illetve a megel6z6 naptari évben
toltottek bell

A B4 abra egy példan keresztiil szemlélteti, hogy valodi hazai ha-
landosagi adatokon a és képletek eredményei még magas
életkorok esetén sem kiilonboznek egymastol szamottevéen: a koréves
halalozasi valoszintiségek és a kezdeti halandosagi ratak gorbéi szabad

szemmel megkiilonboztethetetlenek egyméstol.

3.3.4. Kiegyenlité eljarasok

Ahogy a[3.4 abréan is lathato, a (3.14)) vagy (3.18) Gsszefiiggések alap-

jén becsiilt koréves halélozési valoszintiségek sorozata meglehet&sen sza-
bélytalan, véletlen ingadozast tartalmaz, amelyet az élet- és nyugdijbiz-
tositési alkalmazasokat szem el6tt tartva célszerd kisztirni az adatokbol.
Az aktuariusi szakirodalom ezt kiegyenlitésnek vagy simitdsnak (ango-
lul graduation vagy smoothing) nevezi. Erre a célra félparaméteres,

paraméteres és nemparaméteres eljarasok egyaréant alkalmazhatok.

4 Nyilvanvaléan fennall a D!, + D = D, (z =1,2,...,w — 1) azonossag.
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3.4. abra. Férfi koréves halalozési valoszintségek, kezdeti halandoséagi
ratédk és simitott koréves haldlozasi valoszintiségek
(2013-ban, 0-84 évesekre, 10.000-rel szorozva, logaritmikus
skalan, forras: sajat szerkesztés a KSH NKI adatai alapjan)

A KSH a (3.18]) Osszefiiggés alapjan becsiilt koréves halalozési valo-
szintliségek simitasara a kovetkezd félparaméteres eljarast alkalmazza
(Agoston [2003]): 0-3 éves életkorok esetén a becsiilt koréves haldlo-
zési valoszintiségeket valtozatlanul hagyjék, 4-14 éves életkorok kozott
negyedfokti polinom illesztésésével simitjak azokat, 15-74 éves életko-
rok koézott a mozgodatlagolashoz hasonld, mechanikus kiegyenlitésnek is
nevezett Karup-King interpolaciot alkalmazzak, 75-100 éves életkorok
kézott pedig a Gompertz—Makeham térvényt (lasd a[3.2] téblazatban)
illesztik a becsiilt adatokra. A [3.4] 4bran lathato a KSH altal alkalma-
zott simitas hatasa a koréves halalozési valoszintiségekre.

Tovabbi lehetdség a paraméteres simité modszerek alkalmazésa, vagyis

paraméteres eloszlas illesztése a megfigyelt élettartamokra. Az ilyen

eloszlasokat a szakirodalom halanddsdgi torvényekként (angolul morta-

lity laws) is ismeri. A paraméteres simitas leginkabb abban az esetben
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hasznos az aktuériusi gyakorlatban, ha — példaul kisebb allomannyal
rendelkezd életbiztositok vagy nyugdijpénztarak esetén — a megfigyelt
populacioban til kevés adat all rendelkezésre a halandoséagi tabla meg-
bizhato becslésére. Ekkor a paraméteres eloszlas altal meghatéarozott
szabalyszertiségek hivatottak kiegésziteni a hidnyos halandoségi tapasz-
talatokat. Az eloszlasok paraméterei a kdzonséges és silyozott legkisebb
négyzetek modszerével és a maximum likelihood moédszerrel egyarant
becsiilhet6k. Csupan illusztracioképpen, a teljesség igénye nélkiil né-
hény nevezetes halandoséagi torvény paramétereit és p(y) (y > 0) hala-

lozési intenzitasfiiggvényeit mutatja be a[3.2] tablazat.

Név Paraméterek Intenzitasfiiggvény
de Moivre w>0 (w—1y)1 (y<w)
Gompertz a, >0 aeV

Gompertz—Makeham a,B,v>0 el + v
Logisztikus a,B,v7>0 % +y
Weibull a, >0 ay”

3.2. tablazat. Néhany nevezetes halandoséagi torvény
(forras: sajat szerkesztés)

A félparaméteres és paraméteres modszereken kiviil tovabbi lehetdség a
nemparaméteres simito eljarasok alkalmazasa. Ilyenre példék a korab-
ban emlitett Karup—King interpolacio, a mozgoatlagolas vagy a p-spline

interpolacio (lasd példaul Currie és szerzétarsai [2004]).

3.3.5. Az illeszkedés vizsgalata

Ha minden z € I' C {0,1,...,w — 1} életkorra rendelkezésre &llnak
ismert E° € Ny kezdeti kitettségek és D, € N haléleseti gyakorisagok,
valamint a ¢, koréves halalozési valoszintiségekre vonatkozo ¢, € (0,1)

feltételezett értékek, akkor érdemes lehet megvizsgalni, hogy a tapasz-

63



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

talt halaleseti gyakorisagok szarmazhatnak-e a feltételezett koréves ha-
lalozasi valoszintiségek altal meghatarozott eloszlasokbol. A nullhipo-

tézis ekkor:

Hy:q¢:=¢ (xzel). (3.19)

Az egyes egyének egymastol fiiggetlen tulélését feltételezve a D, élet-
korfiiggs elméleti haléleseti gyakorisagok fiiggetlen, binomialis eloszlast

valoszintségi valtozok:

D, ~ Bin(E?, q,) (v €T),

melyek eloszlasai elegendGen nagy kezdeti kitettségek esetén a valoszi-
niiségszamitasban alapvets fontossagi de Moivre-Laplace tétel kovet-

keztében normalis eloszlassal kozelithetsk:

D, ~ N(E%,, E%.(1 —q,)) (x€Tl). (3.20)

A (3.20) osszefiiggés ekvivalens felirdsa sztenderdizalas segitségével:

Eg(g]qgc(l - qgc)

~N(0,1) (zeT). (3.21)

A nullhipotézis fennallasa esetén igy — aszimptotikusan, elegen-
déen nagy kezdeti kitettségeket feltételezve — a Osszefliggés és az
életkorfiiggs elméleti halaleseti gyakorisdgok fiiggetlensége kovetkezté-
ben felirhaté a kovetkezs tesztstatisztika:

2 (Da: B qux)z 2
X = E —e = ~ X \V), 3.22
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ahol v = #I" a vizsgélt életkorok szama. Igy az illeszkedésre vonatkozo
(3.19) nullhipotézis az adott 0 < a < 1 szignifikanciaszinten elutasit-

hato, ha fennall az aldbbi relacio:

X2 > X (v),

ahol x3__(v) a v szabadsagfokt x?-eloszlas 1 — a valoszintiségi szinthez
tartozo kvantilise.

Erdemes megjegyezni, hogy kozponti kitettségek ismerete esetén a
Osszefiiggés felhasznalasaval szamitott kezdeti kitettségek alapjan is fel-
irhato a tesztstatisztika.

A halandoségi tablék egyezésének vizsgalatara szamos tovabbi eljarast
és tesztstatisztikat mutat be példaul Benjamin—Pollard [1993| miive és

Araté és szerzétarsai [2009| tanulmanya.
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II. rész

A Lee—Carter modell

és alkalmazasa
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4. fejezet

A Lee—Carter modell elmélete

Ebben a fejezetben a halandoség-elérejelzésben mara méara klasszikussa
valt Lee—Carter [1992] modell részletes matematikai héatterét ismerte-
tem. A fejezetben az my, jelolés minden esetben az x € {1,2,..., X}
korcsoporthoz és ¢t € {1,2,...,T} id6szakhoz tartozo m¢ kozponti ha-
landosagi ratdkra vonatkozik majd: az egyszertiség kedvéért a © felss
indexet elhagyom a halandoésagi ratak jelolésében. Az 1,2,...,T id6-

szakok minden esetben egymaést kévets naptari éveket jelentenek majd.ﬂ

4.1. A modell felirasa

Lee—Carter [1992| modellje feltételezi, hogy minden x € {1,2,..., X}
korcsoportra és t € {1,2,...,T} idszakra ismertek egy populécio
mg¢ > 0 korcsoport- és idGszakfliggd kozponti halandoésagi ratai, me-

lyek alakulasat a kovetkezé egyenlet irja le:

Inmg =a, + bk +ep (x=1,2,...,X, t=1,2...,7), (4.1)

! Bar egyéb azonos hossziisagii, egymast kivets idészakokat is jelolhetnének.
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ahol az X > 2 és T > 2 egész szamok a vizsgalt korcsoportok és id&sza-
kok Szamaiﬂ A korcsoportokat tobbnyire korévenként, az idGszakokat
pedig altalaban naptari évenként szokas megadni.

A egyenlet jobb oldalén szerepl6 a, és b, valamint k; értékek a ha-
landosag alakulasanak életkortol, illetve idGszaktol fliggd paraméterei,
g4 pedig a modell véletlen hibatagjait jeloli, melyekrdl altalaban szokas
feltenni, hogy fiiggetlen, 0 varhato értéki, azonos o2 > 0 varianciju,

normalis eloszlast valoszintiségi valtozok{|

cet ~N(0,0%) (x=1,2,....,X, t=12,...,7T).

Ekkor a kiilonb6z6 korcsoport-idgszak kombinaciokhoz tartozé logarit-
mikus halandésagi ratak fiiggetlenek, valamint teljesiil rajuk a kovet-

kez6 Osszefiiggés:

Inmg ~ N(ag + bk, 0%) (x=1,2,...,X, t=12,...,7). (4.2)

A tovabbiakban célszertd a (4.1]) 6sszefliggés jobb oldalan szerepld isme-

retlen paramétereket a kovetkezd vektorokba foglalni:

aq bl ]{71
o ) b= by k= ko
i ax i i bx i i kr i

2 A késSbbiekben ismertetendd feltétel alapjan belathato, hogy az X = 1 vagy
T = 1 értékek elfajuld megoldashoz vezetnének. Az elrejelzésnek T' = 1 esetén
amugy sem lenne sok értelme.

3 Bar [Lee—Carter [1992] eredeti cikke a varhato értéken és a variancian ttl nem al-
kalmaz peremeloszlasbeli feltevést a hibatagokra, a normalis eloszlas feltevésének
elénye, hogy lehetvé teszi a szabatos maximum likelihood becslést, mely az eredeti
cikkben leirttal azonos eredményre vezet.
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Lathato, hogy a hibatagok szorasaval egyiitt a modell ismeretlen pa-
ramétereinek szama 2X + T + 1, melyek a parszimoénia elve jegyében
kell6en nagy X és T értékek esetén az ismert X'T' darab halandésagi
rata tomor leirasat szolgaltatjak.

Identifikacios probléeméat okoz, hogy a (4.1) egyenletben szerepls pa-
raméterek nem egyértelmiiek: konnyen belathato, hogy adott (a, b, k)

paraméterek esetén az
I 1
(8,b,k) = (a+ab, bl a1)) (@, E€R,B#0)

transzformalt paraméterekre is fennall a (4.1]) Gsszefliggés. A szabad-
sagfokok megsziintetése érdekében |Lee—Carter [1992] a kovetkezs pot-

l6lagos paramétermegkdotéseket javasoljakﬁ

X
Y by=1"b=1, (4.3)
r=1

T
Y k=1"k=0. (4.4)
t=1

4.2. Interpretacié

A Lee—Carter modell paraméterei a kovetkezSképpen értelmezhetsk:

o Atlagos logaritmikus halanddsig: Az a, (x = 1,2,...,X) para-
méterek az atlagos logaritmikus halandésagi ratak értékeit adjak
meg az egyes korcsoportokban (lasd késébb a egyenletet),
igy a halanddsag életkor szerinti tipikus alakulasat jelenitik meg.
A KSH tablaiban szokasos korévenkénti, 0-100 év kozotti felosz-

tas esetén az értékeket az életkor fiiggvényében abrazolva a kapott

417 = (1,1,...,1) a megfelel6 dimenziobeli Gsszegzévektor.
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gorbe jellemzden egy viszonylag magas jsziilottkori értéket (cse-
csemdhalandoséag) kovetGen néhany éven beliil eléri minimumat,
majd kozel linearisan emelkedik, végiil bizonyos esetekben kiugro-

an magas (példaul 95 év feletti) életkorokban kissé konkavva valik.

e Mortalitdsi index: A ky (t = 1,2,...,T) sorozatot mortalitasi in-
dexnek szokas nevezni. Ez a ({.1)) egyenlet egyetlen id6tdl] fiiggd
komponense, mely igy a halandésag idGbeli valtozésat testesiti meg
a modellben. Altalaban csokkend sorozat, de gyakran tartalmaz
rovid novekve szakaszokat (példaul haboruk idején vagy Magyar-

orszagon a rendszervaltozast kovets néhany évben).

o Eletkorfiiggs érzékenység: A b, (x = 1,2,...,X) egyiitthatok a
logaritmikus halandosagi ratak érzékenységét adjak meg a morta-

litasi index valtozasara nézve:

E(].n Mgit+1 — In mxt) = bm(kt—f—l — kft) (t = 1, 2, e 7T — ].),

vagyis ha a mortalitasi index egy idSegység alatt egységnyivel
ng/csokken, akkor az adott életkorbeli logaritmikus halandosagi
rata varhatoan b, egységgel nd/csokken, illetve a (nem logarit-
mikus) halandésagi rdta az e’ tényezdészeresére valtozik. IdSben
csokkens mortalitési index mellett a pozitiv b, paraméterrel ren-
delkez§ életkorokbeli halandésag csokken, a negativ életkorfiiged
érzékenységi korcsoportok halandésaga pedig a trenddel ellenté-

tesen valtozik.

e Atlagos négyzetes hiba: A o2 paraméter a megfigyelt logaritmi-

kus halandoségi ratak valtozékonysagéat adja meg a korcsoport- és
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id6szakspecifikus szisztematikus becslés koriil (lasd a (4.22)) egyen-
letet). Alacsony értéke esetén a modell jol reprodukalja a tapasz-

talatokat.

A egyenlet bal oldaldn szereplé halandosagi ratak logaritmikus
nem fordulhat el6 negativ becsiilt halandoségi rata a modellben, méas-
részt a varianciastabilizald transzformacié mellett valosaghiibb a ho-
mogén varianciara vonatkozo tgynevezett homoszkedaszticitasi feltevés
a Osszefiiggés jobb oldalén, hiszen mig a kiilénb6z6 korcsoportok-
hoz és életkorokhoz tartozo halandosagi ratdk nagysagrendekkel is el-
térhetnek egymastol, addig a logaritmikus ratak kozotti eltérések joval

kiszémithatobbak.

4.3. A paraméterek becslése

A egyenlet paramétereinek itt bemutatott becslési eljarasat Lee—
Carter [1992| kissé heurisztikus gondolatmenettel indokoljak, amely a
maximum likelihood elv alapjan tehets precizzé. Kovetkezzen tehat
a paraméterbecslési eljaras ismertetése! A levezetés egyuttal elégséges

feltételeket ad a megoldés 1étezésére és egyértelmiiségére.

4.3.1. A modell log-likelihood fiiggvénye

A paramétereket a 87 = (a” b’ k', 0) € © = R2X*T x R vektorba
foglalva azok maximum likelihood becslése a (4.2]) Osszefiiggés alapjan

felirt log-likelihood fliggvény (4.3) és (4.4) feltételek melletti maxima-
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lizalasaval végezhets el:

6 = argmax{/(8): 1"b=1, 17k =0},
0co

X T
1 2
5(0):a—XTlna—T‘Q;;(lnmm—am—bxkﬁ s

(4.5)

ahol o« = —XT'In(2m) konstans. A (4.5) feladat felirasabol lathato,
hogy a &7 = (a’ b’ k") € = = R**7 paramétervektor maximum
likelihood becslését tetszdleges o > 0 esetén a feladat célfiiggvényében

szerepld eltérés-négyzetdsszeg minimalizélasa szolgéltatja:

A

€ =argmin{SSE(): 1'b=1, 17k =0},
£c=

X T (46)
SSE(€) =) (lnmy — a, — byky)*.

z=1 t=1
4.3.2. Az eltérés-négyzetosszeg redukalt alakja

Bar a feladat jellegében hasonlit a klasszikus legkisebb négyzetek
probléméjahoz, megoldasa nem végezhets a kézonséges legkisebb négy-
zetek (OLS) modszerével, mivel a (4.1) Osszefiiggésben egyediil a bal
oldalon szerepelnek ismert mennyiségek.

Mivel a feladat célfiiggvénye folytonosan differencialhato, és az a,
paraméterekre nem vonatkoznak megkotések, ezért a feladat optima-
lis megoldésaban a hibanégyzetosszeg a, paraméterek szerinti parcialis

derivaltjai nullaval egyenldk:

T

DSSE(E) o
a—axg_E:—Qg(lnmxt_ax_bxkt):O (le,z,,X>
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A (4.4) megkotéshbol és a (4.7) Osszefliggésbol kovetkezik, hogy az a,
paraméterek maximum likelihood becsléfiiggvényei minden egyes kor-
csoportban az ismert logaritmikus halandosagi ratak atlagos értékeivel

egyenldk:

1
iy ==Y Inmy (z=12...,X). (4.8)

A tovabbiakban célszerd bevezetni az my; centrdlt logaritmikus halan-

dosagi ratdak fogalmét, melyek definicioja:

T
1
mxtzlnmmt—?zmmxt (x=1,2,....X, t=12,...,7).

t=1

(4.9)

Az a = a becsiilt paraméterérték (4.8|) dsszefiiggés szerinti behelyette-
sitésével a (4.6)) feladat a kovetkezs redukalt probléméra egyszertisodik,
melynek megoldasa a ¥’ = (b’ k’) € ¥ = R¥*T vektor maximum

likelihood becslétiiggvénye:

~

¥ =argmin{SSE(4,v): 1'b=1, 17k =0},

pew
i (4.10)
SSE(a, ) = > (s — bake)”.
r=1 t=1
A centralt logaritmikus kozponti halandosagi ratakat az
m21 mQQ o e mQT
M= (4.11)
le ﬁ’lxg o .. mXT
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méatrixba rendezve, valamint az euklideszi norma altalanositasaként tet-

sz6leges C € R méatrixra bevezetve a

IC|r = (4.12)

métrixnormatP] a (4.10) feladat célfiiggvénye a kivetkezs alakot 6lti:

SSE(a,b,k) = ||[M — bk”|[%. (4.13)

A (4.10) minimalizalasi feladat a (4.13]) Osszefiiggés alapjan tehat az

adott M métrix bk’ alakban torténd legjobb kozelitésével ekvivalens,
ahol az optimalitas kritériuma az eltérés-négyzetosszeg minimalizalasa,
figyelembe véve a és paramétermegkotéseket. E feladat meg-
oldésahoz sziikség van két linearis algebrai tételre: a szinguldrisérték-
felbontdsra (ismertebb, angol nevén Singular Value Decomposition vagy
roviden SVD), illetve az Eckart—Young—Mirsky approximdcids tételre.

Kovetkezzen tehat e tételek ismertetése!

4.3.3. A szingularisérték-felbontas (SVD) és

az Eckart—Young—Mirsky approximacios tétel

A szingularisérték-felbontas a linearis algebra egyik kozponti tétele]

1. Tétel. (Szinguldrisérték-felbontds)

Tetszdleges M € R™® madtrix felirhato

M= UAV"

5A l) normafogalom Frobenius-norma néven ismert.
6 A tételt és bizonyitasat lasd példaul [Harville [1997] konyvének 556-565. oldalain.
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-

alakban, ahol U € R™" és V € R**® ortogondlis mdtrizok, valamint
A € R™ olyan diagondlis mdtrix, melynek fodatlobeli 6; elemei mono-
ton csokkennek, a rang M-edik értékig bezdrolag pozitivak, azt kévetden

pedig nullaval egyenldk:

512(522"-25rangM>07

9; =0 (rang M < i < min{r, s}).

A 6; (1=1,2,... ,min{r, s}) szdmokat az M matrix szingularisértéke-
inek, az U és V métrixok u; és v; oszlopvektorait pedig az M matrix
0; szingularisértékéhez tartozo bal és jobb oldali szingularisvektorainak
szokas nevezni.

Belathato, hogy a valamely adott szingularisértékhez tartozo szinguléa-
risvektorok nem egyértelmtek: tetszéleges 0; (i = 1,2,..., min{r, s})
szinguléarisértékhez tartozo u; és v; bal és jobb oldali szingularisvekto-
rokra az 0; = %ui, v; = fu; (B € R) vektorok is ugyanazon szingula-
risértékhez tartozo bal és jobb oldali szingularisvektorok.

A szingularisérték-felbontasnal kozismertebb, azzal rokon modszer a
szimmetrikus matrixok spektralfelbontésa. Erdemes tehat megvizs-
galni a két modszer kozotti kapcsolatot. Az [1] tételben szerepls
szingularisérték-felbontas alapjan az MM” és MY M (szimmetrikus)

matrixok a kovetkezd alakban allnak eld:

MM’” = UAV'VATU" = UAATU”, (4.14)

M'M = VATUTUAVT = vATAVT. (4.15)
Mivel U és V ortogonélis matrixok, valamint AAT & ATA olyan
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diagonélis matrixok, amelyek f6atlobeli pozitiv elemei az M métrix po-
zitiv szingularisértékeinek négyzetei, ezért a és képletek az
MM és MTM maétrixok spektralfelbontasat adjak. Belathato tehat,
hogy ezen méatrixok pozitiv sajatértékei megegyeznek az M méatrix po-
zitiv szingularisértékeinek négyzeteivel, sajatvektoraik pedig megegyez-
nek M bal illetve jobb oldali szingularisvektoraival.

Az Eckart—Young—Mirsky tétel a matrixok alacsonyabb rangt métri-

xokkal torténé kozelitésének problémajara ad optimalis megoldéstﬂ
2. Tétel. (Eckart-Young—Mirsky tétel)

Tetszdleges M € R™* madtrizra és p € {1,2,...,rang M} értékre az

M = argmin{||M — C||%: rang C < p}
CGRT‘XS

feladat optimdlis megolddsa felirhato a kovetkezd alakban:
. P
M = Z 5iui'viT,
i=1

ahol 8; az M = UAVT mdtriz i-edik szinguldrisértéke, w; és v; pedig

annak i-edik bal és i-edik jobb oldali szinguldrisvektoras.

A . tétel alapjan tehat p = 1 esetén az M = diuyvl alakt métrixok

biztositjak az M métrix legpontosabb egységnyi rangu kozelitését.

4.3.4. Az optimalis megoldas

Mivel a bk alakt métrixok egységnyi ranguak, sét, barmely egységnyi
rangt matrix felirhato ilyen formaban, igy az [I} és[2] tételek egyenes

kovetkezménye, hogy a (4.13|) Osszefiiggésbeli eltérés-négyzetosszeget

T A tételt és bizonyitasat lasd példaul [Markovsky [2012] kényvének 86. oldalan.
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minimalizaljak az M matrix u; elsd bal és v els6 jobb oldali szingularis-

vektorainak kovetkezs forméban felirt konstansszorosai (8 € R, 5 # 0):

b= —uy, (4.16)

k = ﬁ51V1. (417)

A [ konstans megvélasztasanal figyelembe kell venni a (4.3)) és (4.4)

paramétermegkotéseket. Jol lathato, hogy a (4.3) megkdtés teljesiil,

amennyiben a (4.16]) egyenletben
B=1"u; #0 (4.18)

az u; vektor koordinatainak Gsszege
Tovabba mivel a (4.9)) és (4.11]) Osszefiiggésekbdl lathato, hogy az M

méatrix sorainak Osszege nulla, ezért
M1 =0. (4.19)

A (4.15)) Gsszefiiggés alapjan v, az MT M méatrix 67 sajatértékhez tar-

tozd sajatvektora, ezért a (4.19) egyenlet alapjan
0= (Ml)Tle = ].T(MTMVl) = 1T(5%V1 = 5%1TV1,

vagyis a v; vektor koordinatainak dsszege 17v, = 0, igy a (4.17)) egyen-

let miatt a (4.4) megkdtés automatikusan teljesiil[]

8 Ha kivételesen 17u; = 0 adodik, akkor a megkdtés a b'b = 1 feltétellel
helyettesithets. Az Gj megkotés a egyenlet alapjan 8 = 1 mellett teljesiil,
mivel ekkor b7b = %ulTul =1, figyelembe véve, hogy U ortogonalis méatrix.

9 Eltekintve a d; = 0 elfajult esettsl. A [1| tétel alapjan ekkor rang M = 0, vagyis
M=0,és a és egyenletek kovetkeztében Inm,; barmely adott x €
{1,2,..., X} korcsoportra konstans t-ben, tehat nincs mit modellezni.
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A 1} feladat ’[b megoldasanak egyértelmiiségéhez elégséges, ha
01 > g, (4.20)

mivel ekkor a és matrixok 62 sajatértékhez tartozo saj-
atalterei egydimenziésakm

Mivel a feladat célfiiggvénye folytonosan differencialhato, és a o
paraméterre a o > 0 feltételtsl eltekintve nem vonatkoznak megkotések,

ezért a maximumhelyen o szerinti parcialis derivéaltja nullaval egyenld:

85(9) XT 1 X T ) o
Jdo s == + e ; ;(ln Mgt — Gy — boky)? =0, (4.21)

igy a (4.21)) osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a hibatagok varianciajanak

maximum likelihood becsléfiiggvénye a modell atlagos négyzetes hibaja:

A~

X T
. 1 P SSE(€)
9 2
0° = — ;Zl él (Inmy — @y — byky)” = ————=. (4.22)

Ha az M matrixra teljesiil a
rang M > 1 (4.23)

feltétel, akkor a [2] tétel szerinti egységnyi rangt kozelités nem lehet

tokéletes, igy a 1| feladat célfiiggvényére SSE (é) > 0, vagyis a 1)
egyenlet alapjan teljesiil a 6 > 0 feltétel.E
Koénnyen ellendrizhets, hogy a (4.5)) feladat ¢(0) célfiiggvénye o-ban

10 A vonatkozo tételt lasd példaul Harville| [1997] kényvének 530. oldalan.

1A rang M = 1 speciélis esetben SSE (&) = 0, vagyis az illesztett modell hiba nélkiil
leirja a logaritmikus halandosagi ratak alakulésat, igy nincs sziikség hibatagokra.
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folytonos az R~ halmazon, valamint barmely adott SSE (é ) >0 mellett

lim ((€,0) = lim ((£,0) = —oo0,

o—0+ o—00

igy az ((0) figgvény felveszi a maximumat a © halmazon.
Mivel beldttuk, hogy SSE(€) < SSE(€) (€ € Z), tovabba a (L.5)
feladat £(0) célfiiggvénye kétszer folytonosan differencialhato, és némi

szamolassal ellenérizhets, hogy 6 > 0 esetén fennall a

Ododo R 02

6=0

Osszefiiggés, ezért a (4.22) egyenlet szerint vélasztott ¢ maximalizal-

ja a log-likelihood fiiggvényt. Tehat a (4.8), (4.16), (4.17), (4.18) és

(4.22) egyenletek egyiittesen a @ paraméter maximum likelihood becs-
lését szolgaltatjak.

Végezetiil az itt ismertetett eredmények alapjan megallapithato az is,

hogy a (4.18)), (4.20)) és (4.23) feltételek egytittesen elégségesek a maxi-

mum likelihood becsléfliggvény 1étezéséhez és egyértelmiiségéhez.

4.4. A mortalitasi index kiigazitasa

Ha minden =z € {1,2,..., X} korcsoportra ¢s t € {1,2,...,7} id6-
szakra ismertek a korcsoporttdl és idgszaktol fiiggs ES, > 0 kozpon-
ti kitettségek és D,; € N halaleseti gyakorisagok, akkor |[Lee—Carter
[1992] a mortalitasi index tapasztalati adatokhoz torténd kiigazitésat
javasoljak. Az eljaras ezen lépését az a megfigyelés motivalja, hogy a
Lee—Carter modell [1.3] alfejezetben bemutatott becslése egyenld sullyal

kezeli az egyes korcsoportokat, figyelmen kiviil hagyva azok létszamait
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és haldleseti gyakorisagait, igy a haldlesetek szamait pontosabban be-
csiili a fiatalabb, mint az idGsebb életkorokban.

A kiigazitott mortalitasi indexet a

f((ad]) _ {k c RT : Dt — Z Dait — Z E';te(lac‘i‘bxk?t (t — 17 27 e ,T)}
=1

=1

(4.24)

egyenletrendszer megoldésa szolgaltatja. A kiigazitas alkalmazésa ese-
tén teljesiil, hogy az egyes idGszakokban megfigyelt halalesetetek szamai
pontosan megegyeznek azok modellbeli varhato értékeivel. Gyakorlati
alkalmazéasokban a (4.24)) egyenletrendszer megoldasat numerikus eljéa-
rasokkal sziikséges elgallitani.

Kivanatos tulajdonsigai ellenére a mortalitasi index kiigazitdsa heu-
risztikus eljarasnak tekinthetd, mely nem illeszkedik a[4.3] alfejezetben

bemutatott, maximum likelihood elvre épiil6 becslési keretbe.

4.5. A kiigazitott mortalitasi index iddébeli
alakulasa

A Kkiigazitott mortalitasi index idgsorat Lee—Carter [1992] ARIMA fo-
lyamatnak (lasd példaul Asteriou—Hall [2015]) tekintik. Empirikus vizs-
galataik igazoltak, hogy az eltoldsos véleten bolyongas néven ismert
eltolasos ARIMA(0, 1,0) modellspecifikacio valos adatokon tobbnyire
igen jo illeszkedést mutat. Az azéta publikilt alkalmazéasok tilnyomo

részében is ez a specifikacid szerepel.
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4.5.1. A modell felirasa

Az eltolasos véletlen bolyongas modellje alapjan a kiigazitott mortali-

tasi index idébeli alakulésa a kovetkezSképpen irhato le:
R =Yy s+ ¢, (1=2,3,...,T), (4.25)

ahol l;éadj ) € R adott kezdgérték, az s € R trendparaméter az eltolas
mértéke, ¢, pedig a folyamat véletlen hibatagjait jeloli, melyek fligget-
len, 0 varhato értékd, azonos 0%y > 0 variancidj, normélis eloszlast

valoszintségi valtozok:
¢y ~ N0, 08y p) (t=2,3,...,T), (4.26)

tovabba fiiggetlenek a Lee-Carter modell alapegyenletének e,
(x=1,2,..., X, t=1,2,...,T) hibatagjaitol is.

Tehat a kiigazitott mortalitasi index a Lee—Carter modellben a
egyenlet alapjan az id6ben linearis sztochasztikus trendfolyamatot ko-
vet, melynek névekményei fliggetlenek. A sztochasztikus trend mere-
dekségét megadod s trendparaméter jellemzGen negativ a halandosag

idébeli javuldsa miatt.

4.5.2. A paraméterek becslése

A (4.25) egyenletet atrendezve a (4.26) Osszefiiggésbdl adodik, hogy a

kiigazitott mortalitasi index idGsordnak els6rendi differencii fiigget-

len, azonos paraméterekkel rendelkezd, normalis eloszlast valoszintségi
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valtozok:
MY =D~ N(s,0hwp) (6=2,3,...,T),  (4.27)

igy kozos eloszlasuk varhato értékének és variancidjanak maximum li-
kelihood becsléfiiggvényei a megfigyelt minta atlagéval, illetve varian-
cidjaval egyenldk:

1
-1

7 (adj 7 (adj
k( i) _ ]fg lj)

A 7 (adj 7 (adj
§ = (k" = R) = =

B

(4.28)

~

2

o
|

1 e
1 (kt(adj) _ kigdly) —8)2.

B

~92 o
ORwWD —

~

t

[|
)

A (4.28)) egyenlet alapjan lathato, hogy a kiigazitott mortalitasi index
trendparamétere csak az elsd és utolsd megfigyelt értékektdl fligg, és az

id6sor kezd6 és zard idGszakok kozotti dtlagos megvaltozasaval egyenld.

4.5.3. A trend szignifikanciaja

A novekmények fiiggetlensége és a (4.27) egyenlet szerint feltételezett
normalitasa miatt az eltolasos véletlen bolyongas trendparaméterére a

kovetkezd konfidenciaintervallum irhato fel:

A a-RVVD ~ &RWD
Plé—t o(T—2) A <5<+t a(T—2 =1 -
(3 1-5 )m s <5+hgl )m> @

(4.29)

ahol 0 < o < 1 adott szignifikanciaszint, t,_« (T'—2) pedigav =T — 2

szabadsagfokti Student-eloszlas 1 — § valoszintiségi szinthez tartozo

kvantilise. Amennyiben a (4.29) konfidenciaintervallum tartalmazza
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a nulla értéket, vagy ezzel ekvivalens moédon, amennyiben a

N

> JT—-1

TS = -
ORWD

tesztstatisztikira |T'S| < ;o (T — 2) teljesiil, dgy a

H(): S:O,

Hy: s#0

hipotézispér@ alkalmazasa esetén az adatok alapjan nem vethetd el a
Hy nullhipotézis, vagyis az s trendparaméter az adatok alapjan nem
kiilonbozik szignifikdnsan nullatol.

A nullhipotézis — elegend&en hosszi id&sor esetén empirikus adatokon
igen ritkan el6fordulo — elfogadésa esetén a egyenlet alapjan a
kiigazitott mortalitési index varhato értéke idében konstansnak tekint-
hets, és a (4.1) egyenlet alapjan az idében valtozatlan, statikus élet-
korfiigg6 halandoésagi ratak alkalmazasa elfogadhato. Vagyis ebben a
ritka esetben a Lee—Carter modell szerint valojaban nincs sziikség a
halandoéségi ratak elérejelzésére, mivel azok a modell alapjan legutolso

ismert, T-edik idGszakbeli értékiikkel jelezhetsk elGre.

4.6. Elorejelzés

A Lee—Carter modell eddig ismertetett 1épéseinek célja a halandosagi
ratdk multbeli alakulasdnak minél pontosabb leirdsa a nyers adatoknél
kevesebb paraméter segitségével, ami az id6tdl fliggd mortalitési index

extrapolalasa révén lehetGséget ad a halandosagi ratak elGrejelzésére.

12 Természetesen a teszt egyoldali ellenhipotézis mellett is elvégezhetd.
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A mortalitasi index jovébeli értékeinek pontbecslései a mar ismert érté-

keket adottnak tekintve a (4.27)) dsszefliggés extrapolalasaval adodnak:
ad (ady) (ad; adj)
E() = ( 7+ Z (2~ kL) =
adj) (ad; 7 (ad .
+Z]E ;-‘rjz T+]Z) 1) k J)+]S (]:1727)

A maximum likelihood becsléfiiggvény fliggvénytranszforméciora vo-
natkozo invariancidja miatt a (4.28]) egyenletben szerepld becsiilt trend-
paraméter behelyettesitésével nyerhets a jovGbeli mortalitasi indexek

varhato értékének maximum likelihood becslé’fiiggvénye:ﬁ
E(ky?) = k¢ + 55 (j=12,...). (4.30)

Végiil a (4.30) egyenletet a (4.1)) osszefliggésbe helyettesitve jelezhetk

elére a kozponti logaritmikus halandésagi ratak:
I g rpj = g + b (B +3) (2=1,2,...,X, j=1,2..).

Az elbrejelzési bizonytalansig a (4.25) egyenlet hibatagjainak Monte
Carlo szimulaciojaval (Dedk] [1990]) modellezhets[™]

13 Lee-Miller [2001] cikkében szerepel az a pontosségot novels, dsszetettebb javaslat,
hogy ne csak a kiigazitott mortalitasi index, hanem egyenként minden egyes életkor
logaritmikus kozponti halandésagi ratai esetén az utolsé ismert értékek legyenek a
projekciok kiindulépontjai.

14 A bizonytalansag modellezését lasd valamivel részletesebben a szakaszban.
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5. fejezet

Esettanulmany:
A magyar nyugdijrendszer

fenntarthatosagarol

Jelen fejezet |Bajko—Maknics—Toth—Vékas |2015| tanulmanyara épiil. A
bemutatott cikk a Lee—Carter [1992| modell segitségével jelzi eldre a
kovetkezd évtizedek statisztikai alapon varhaté demografiai mutatoit,
valamint bemutat egy a kapott eredmények felhasznalasaval felépitett
nyugdijmodellt, melynek segitségével megvizsgalja a demografiai folya-
matok, a feltételezett makrogazdasagi és nyugdijpolitikai paraméterek,
illetve egyes feltételezett gazdasdgpolitikai intézkedések hatasat a ma-
gyar allami nyugdijrendszer fenntarthatosagara.

A feloszto-kirovo elven miikdodd nyugdijrendszer modellezése kozgaz-
dasagi és statisztikai megkozelitésben egyarant végezhetd. Szamtalan
tanulmany alkalmaz e célra mikro- és makrodkonémiai megkdzelitése-
ket. Ezekre néhany példa: [Simonovits [2003] a nyugdijrendszerek kvan-

titativ modellezésérdl szolo atfogd miive, |Simonovits [2009] és Major—
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Varga [2013| parametrikus nyugdijreformokrol szol6 tanulményai, to-
vabba [Varga [2014] demografiai dtmenettel foglalkozod cikke. Az itt
bemutatott tanulmany ezekkel szemben nem feltételez optimalizal6 vi-
selkedést és mogottes hasznossagfiiggvényeket, hanem aktuariusi szem-
léletben pusztan a statisztikai modszerekkel elérhetd legpontosabb el6-
rejelzésre torekszik, a demografiai folyamatokra és a nyugdijrendszer
miikodésére koncentralva.

A modszertan mellett az egyes tanulmanyok kiilénbozhetnek asze-
rint is, hogy parametrikus reformok vagy szerkezeti valtozésok hatésat
elemzik-e az adott modell segitségével. Az itt bemutatott tanulmany
parametrikus valtoztatasok hatasat vizsgalja, mig a szerkezeti valto-
zasokat elemzé tanulmanyok soraba tartozik példaul |Orban—Palotai
[2006| a tSkefedezeti pillér hatasairol irt cikke, amely a Magyar Nemzeti
Bank nyugdijmodelljével végzett szimulaciok eredményeit mutatja be,

illetve a |[Holtzer [2010] ktetben szerepls tanulmanyok.

5.1. Demografiai el6rejelzés

A Bajko-Maknics—Toth—Vékas [2015] tanulmanyaban bemutatott ha-
landosagi és termékenységi modell célja a korévenként varhatd magyar-
orszagi férfi és néi népesség alakuladsanak minél pontosabb elérejelzése.
A folyamat f6bb lépéseit az attekinthetdség kedvéért szakaszokra bont-

va ismertetem.

5.1.1. A halandé6sag modellezése

A halandésag modellezésére a szerzék a KSH 1950-2012. naptari évekre

vonatkoz6, nemenkénti néphalandosagi tablaibol nyert adatokat hasz-
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naltak fe1.|I| Az el6rejelzés alapjaul hasznalt bazisidGszak kivalasztasa
érdekében elGszor az 1960-2000, 1970-2000, 1980-2000 és 1989-2000
tanulo idgszakok alapjan felépitett Lee-Carter modellek segitségével
elore jelezték a 2001-2012 tesztels idGszakra vonatkozo6, naptari éven-
kénti és nemenkénti néphalandosagi tablakat, majd a[3.3.5] szakaszban
bemutatott y2-proba segitségével megvizsgaltak a tényleges és az elére
jelzett értékek egyezését. A halandoséigi tablak egyezésének tesztelé-
sét az 1-24 éves korosztalyon végezték, mivel varhatdéan ez a generacio
fogja meghatarozni a nyugdijrendszert a késGbbiekben vizsgalt perio-
dusban. A teszt eredményei alapjan az 1980-2012 kozotti idGszakot
valasztottak bazisidGszaknak, melynek alapjan a modell paramétereit
becsiilték. A szerz6k a nemenkénti mortalitasi indexek idGsoraira ARI-
MA folyamatokat illesztettek, és a Box—Jenkins modszertan alapjan az
ARIMA(1, 1, 1) specifikaciok mellett dontottek.

A mortalitasi indexek multbeli, szamitott és jovébeli, el6re jelzett érté-

keit az [B.1l 4bra szemlélteti.

44 Néi 44 Férfi
2 2
0 0
-2 -2
-4 - -4
-6 -6 R
-8 4 “"-... -8 A .’."--._‘“-‘-"“\.
-10 Tl -0
-12 — -+ =12

80 85 90 9 0 05 10 15 20 25 30 35
Ev

80 85 90 95 0 05 10 15 20 25 30 35
Ev

Né6i elére jelzett mortalitdsi index (2013-2035)
—— NG6i tény mortalitdsi index (1980-2012)

- - - Konfidenciaintervallum (fels8)
Konfidenciaintervallum (alsd)

5.1. dbra. Becsiilt és el6re jelzett k; mortalitasi indexek
(1980-2035, forras: Bajko—Maknics-Toth—Vékas [2015])

1 Az 1950-2009. évi adatok kozvetlen forrasa a Human Mortality Database adatba-
zis (University of California, Berkeley & Max Planck Institute for Demographic
Research, Rostock, www.mortality.org, letoltés datuma: 2016.08.19.).
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Az abra arrél arulkodik, hogy Magyarorszagon a vizsgalt idészakban a
halandésag trendje igen valtozékonyan alakult, s6t, volt olyan idGszak
is — f6ként az 1990-es elején —, amikor altaldnosan névekedett a halan-
dosag. A ndk esetében a romlas mértéke kisebb volt, s a javulas iiteme
gyorsnak mondhat6, dsszevetve a férfi halanddsag dinamikajaval, ahol
a javulas a romlas mértékével ardnyosan lassabb iitemii.

Az [5.2 abra a nemenkénti sziiletéskor varhato élettartamok multban

megfigyelt és jovére vonatkozo, el6re vetitett értékeit szemlélteti:

EI.‘ (é\-') Né6i Eu (éV) Férfi

100 100 A

90 4 90 -

80 4 80 -
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50 A 50
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o 0 o = o SR =T~ - B = B [=] S 0 W W NS 0 b~ B ' B =]
[T T T = B w N N = o o wn W o b~ 90 O S = ©o o
L= N - R = R = o o O O O O (=] = T = S = - o T - S - T - c o o O
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5.2. abra. Miltbeli és elére jelzett sziiletéskor varhato élettartamok
(19502035, forras: Bajko—Maknics-Toth—Vékas [2015])

A 2035. évre eldre jelzett értékek: ndék esetén 82,1 év, férfiak esetén
pedig 76,0 év, a KSH 2014. évi néphalandosagi tablaiban szerepls 78,9,

illetve 72,1 évvel szemben.

5.1.2. A termékenység modellezése

A termékenységi ardnyszam a halandosaggal egyiitt nagyban megha-
tarozza az allami nyugdijrendszer jovébeli fenntarthatosagat. Az tgy-
nevezett teljes termékenységi rdata az egy nére a teljes élethossza soran
jutoé gyermekek varhato szaméat adja meg, feltéve, hogy a gyermekszii-

lés életkor-specifikus valdszintiségei id6ben véltozatlanok. A mutatd
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képlete (Berde-Németh [2015a] és [2015Db]):

Tmax

TTR= ) fu

T=Tmin

ahol i, €8 Tae a feltételezett legalacsonyabb és legmagasabb sziilési
életkorok, az f, (r = ZTmin, Tmin + 1, - - ., Timae) értékek pedig az életkor-

specifikus termékenységi ratak. A teljes termékenységi rata kritikus

értéke (Espenshade és szerzétarsai [2003]) fejlett orszéagokban 2,1 koriil

alakul: ha ezen érték ala esik a rata értéke, akkor a vizsgalt népesség
létszama altalaban csokkend trendet kovet P

Teljes termékenységi rita
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5.3. abra. A teljes termékenységi rata multbeli és el6re jelzett értékei
(19502035, forras: Bajko-Maknics-Toth-Vékés [2015])

Az [5.3] abra mutatja be a magyarorszagi teljes termékenységi rata
multbeli és jovében varhato alakuldsat. Az &bra alapjan a vizsgalt

idGszakban egyértelmd negativ trend jellemezte a magyar népesség ter-

2 Ennek heurisztikus indoklasa: mivel a férfiak és nék létszama kozel azonos, ezért
egy nének atlagosan koriil-beliil két, sajat anyasdgat vagy apasagat megérs gyer-
meket kell sziilnie ahhoz, hogy a népesség létszama egyensulyban legyen. Mivel
nem minden gyermek éri meg ezt a kort, ezért valamivel két gyermek felett huzodik
a kritikus érték. Magas gyermekhalandosaggal rendelkezs, fejléds orszagokban a
kritikus érték a 3,5 gyermeket is elérheti (Espenshade és szerzétarsai [2003]).
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mékenységét, leszamitva az tgynevezett Ratko-korszakot, amikor az
abortusztilalom miatt novekedett a termékenység értéke, valamint az
tgynevezett Ratko-visszhangot (a Ratko-unokék megsziiletését) és az
azzal egybees6 tjabb abortuszszigoritas idészakat. Ezt a két kiugrast
leszamitva azonban a teljes termékenységi rata folyamatosan csokkent.
Ertéke 1978 6ta folyamatosan az elméleti egyenstlyi rata alatt volt, és

az 1,3-as szint koriil ingadozik az elmilt kicsivel t6bb mint tiz évben.

A sziiletések szamat a szerzék Hyndman| [2007] nyoméan a — halando-

sag elbrejelzésére szintén alkalmazott — Lee—Carter modell segitségével
jelezték elére a KSH 2000-2012. évi korcsoportos néi termékenységi
adatai alapjénEl A projekcidhoz sziikséges bazisidGszakot minden kor-
csoportra egyedileg hataroztdk meg, hogy az utébbi években esetlegesen

kibontakoz6 1j trendet nagyobb siillyal vehessék figyelembe.

Szdzalék

10 4 Noi népesség

sziilési ardnyszamai
15-19 éves

----- 20-24 éves
—— 25-29 éves
30-34 éves

"""" 35-39 éves
=== 40-44 éves
45-49 éves

5.4. abra. A korcsoportos termékenységi rata miltbeli és elére jelzett értékei
(2000-2035, forras: Bajko-Maknics-Toth-Vékés [2015])

Az ébrérﬁ jol latszik, hogy a vizsgalt idGszakban a sziilések id6-

3|Bajk()fMaknicszétthékés [2015]| cikkével szemben a termékenységet endogénnek
tekinti példaul Simonovits [2014] tanulmanya.

4 Az &abran lathaté kis négyzetek adnak tovabbi informéciét a projekcié soran valasz-
tott bazisidészakok kezd&pontjairol. Ahol ez nincs kiilon jeldlve, ott a 2000. év a
bazisidgszak kezdGpontja.
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pontja jellemz&en a magasabb életkorok felé tolodott. A sziiletéssza-
mok elérejelzése soran a szerzGk azzal a tovabbi, a KSH adatai alapjan
alatamasztott feltételezéssel éltek, hogy a sziiletendd gyermekek 55%-a
lesz fiti a jovGben.

Erdemes megjegyezni, hogy a szerzék a halandosag és a termékenység
alakulasat fiiggetlen folyamatokként modellezték. Mas valasztéasuk nem
is lett volna egyrészt a becslési bazisidGszakok kiillonbozGsége, masrészt
a két folyamat esetén alkalmazott eltéré korcsoportos felosztés miatt.
A valésagban természetesen nem feltétleniil helytallo a fliggetlenség fel-
tételezése, hiszen a két folyamatnak kozos kiils6 mozgatorugoi (példaul
jovedelem és egészségiigyi helyzet) allhatnak a valtozasok hatterében.

A korrelacio figyelembe vétele igéretes jovébeli kutatasi irany lehet.

5.1.3. Lakossagszam és id6skori fuiggdségi rata

A szerzdk az el6z6 két szakaszban ismertetett halandoségi és termé-
kenységi elérejelzések alapjan egyszerid rekurzioval szamitottak ki a né-
pességszam varhato alakulasat. Az[b.5labréan lathato el6rejelzés alapjan
2035-ben varhatoan 8 647 505 {6s lakossaggal lehet szdmolni, amelynek
51,5 szazaléka, azaz 4 450 507 {6 lesz nG, mig a fennmaradé 4 196 998 {6
lesz a férfiak 1étszama. Fontos megjegyezni, hogy ezek az eredmények
nem veszik figyelembe a migracié hatasat.

A populaci6 létszamanak meghatarozasa mellett a feloszto-kirovo nyug-
dijrendszerek finanszirozhatosaga szempontjabol lényeges mutatd az
iddskori fiiggdségi rata, amely a nyugdijas kort (65 éves vagy annal

idGsebb) és az elméletileg aktiv kori (19-64 éves) népesség létszamai-
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5.5. dbra. A népességszam miltbeli és eldre jelzett értékei nemenként
(19502035, forras: [Bajk-Maknics-Toth-Vékés [2015])

nak egymashoz viszonyitott ardanyat adja meg. A mutato képlete:

w 0
IFR = Zx=65 ESE

64 :
Zx:lg Eg

Az abra alapjan megallapithat6, hogy az id6skori fiiggéségi ra-
ta gyorsuld iitemben emelkedik, igy egy aktiv egyénre (jarulékfizetére)
mind t6bb passziv (nyugdijas) jut, ami komoly kihivast jelent a feloszto-

kirovo elven miikodé allami nyugdijrendszer fenntarthatosagara nézveEl

5.2. A bevételek és kiadasok modellezése

A korabbiakban bemutatott demogréfiai modell eredményeinek felhasz-

nalasaval Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015] egy kohorszalapt nyugdij-

modellt épitettek fel a Nyugdijbiztositasi Alap varhato bevételeinek és
kiadésainak el6rejelzésére. A modell célja a fenntarthatosig elemzése,

illetve az exogén paraméterek — példaul redlbér-emelkedés, foglalkozta-

5 A teljes termékenységi rataval ellentétben az iddskori fliggéségi ratanak nincs el-
méleti egyensilyi szintje, mivel a nyugdijrendszer szdmos paramétere befolyasolja a
mutatd pénziigyi egyensilyt biztositd értékeét.
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5.6. dbra. Az idGskori fiiggGségi rata miltbeli és elére jelzett értékei
(19502035, forras: Bajko—Maknics-Toth—Vékas [2015])

tottsagi arany, nyugdijkorhatar — hatasanak vizsgalata. A kohorszalapu
megkozelités valasztasanak oka, hogy — az egyénekre épiil6 mikroszimu-
lacio, illetve a pusztan aggregatumokat felhasznélé makromodellek ko-
zOtt féluton — ez a legegyszeritibb olyan modelltipus, amelybe beépithe-
t6k a demografiai elérejelzés eredményei. A nyugdijmodell szerkezetét
az 5.7 abra szemlélteti.

A jarulékbevételek modellezése érdekében sziikség volt az egyes kohor-
szokban a foglalkoztatottak létszaménak elérejelzésére. Ehhez a szer-
z6k minden kohorsz esetében kiszamitottak a nem és korcsoport szerinti
aktivitasi és munkanélkiiliségi ratédkat, majd a foglalkoztatottakat alkal-
mazotti és egyéb jogviszonyban (példaul vallalkozoi tevékenység, rovid
idejii alkalmi munkavégzés stb.) allokra bontottak ketté. Erre a felbon-
tasra azért volt sziikség, mert a brutto atlagkereseti adatok kdzvetlentil
csak az alkalmazasban allokra érhetdk el. Az egyéb jogviszonyban allok
(a foglalkoztatottak koriilbeliil 30 szazaléka) atlagos brutté jovedelmé-

re (pontosabban jarulékalapjara) csak a nyugdijkassza elmult évekbeli
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5.7. dbra. A nyugdijmodell felépitése
(forrds: Bajko-Maknics-T6th—Vékas [2015])

jarulékbevételeibdl lehetett kovetkeztetni. Végiil a varhato éves atla-
gos brutto jovedelmek segitségével kiszamitottak az egyes évek soréan
kifizetett teljes brutté bértomeg értékét, amelyre a nyugdijkassza bevé-
teleinek meghatarozasa épiil.

A nyugdijrendszer bevételeinek két f6 forrdsa a munkaadé altal befi-

zetett szocidlis hozzajarulasi adonak (27 szazalék) a kozponti koltség-

vetésrol szolo torvényben (Orszaggytlés| [2014]) meghatérozott része

(jelenleg 85,46 szézaléka), valamint a munkavallalé altal fizetett nyug-
dijjarulék (10 szazalék). Ez a kettd egyiitt adja a nyugdijrendszer 6sszes
bevételének tobb mint 90 szazalékat. A nyugdijkassza bevételeinek els-
rejelzése soran a szerzék figyelembe vették, hogy az elmult években az

egyéni nyugdijjarulékokbol érkezs bevételnek a szocialis hozzéjarulasi
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adobol befolyt 6sszeghez viszonyitott aranya rendre nagyobb volt a tor-
vényben meghatarozott szazalékos mértékek alapjan varhato aranynél,
melynek hatterében feltehetGen a szocialis hozzajarulasi adobol a mun-
kaadok &ltal igénybe vehet§ kedvezmények allnak. Az elmilt hdrom év
adatai alapjan Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015]| feltételezték, hogy
e kedvezmények a szocialis hozzajarulasi adobol befolyt bevételeket 8
szézalékkal csokkentik.

A szerzok a nyugdijrendszer tovdbbi bevételeinek (példaul késedelmi
potlékok, birsagok, koltségvetési hozzajarulasok) modellezésétdl elte-
kintettek, mivel azok mértéke — a modellben nem szereplé okokbodl — az
elmilt idGszakban évrél évre jelentGsen ingadozott.

Az[5.7 abran lathato, hogy a modellben a munkaerépiaci elérejelzést az
1j belépdk atlagos nyugdijanak meghatarozasa koveti a nyugellatéasok
kiszamitasa érdekében. A modellben az atlagos nyugdij értéke férfiakra
és nékre egy olyan személy oregségi nyugdijanak felel meg, aki a nyug-
dijkorhatar betoltésekor a nemének megfelels atlagos szolgalati idével
rendelkezik, és életpéalyaja soran keresete végig atlagos volt, figyelembe
véve az atlagos szolgalati id6 2022-ig varhato emelkedését is a folyama-
tosan emelked6 nyugdijkorhatar miatt.ﬁ A modell az életkoronkénti és
nemenkénti atlagos nyugdijakat évente a targyévre feltételezett inflacio
mértékével indexélja.

Tapasztalati adatok alapjan a nyugdijkorhatart tjonnan elérg férfiak 99
szézaléka és a n6k 97 szazaléka jogosult a modellben 6regségi nyugdijra,
mig a mar korabban nyugdijazott kohorszokban a szerzék a tényleges
aranyok figyelembe vételével allapitottak meg a nyugdijasok létszamat,

illetve a néknek 40 év jogosultsagi id§ utan, életkortol fiiggetlentl ja-

6 Tapasztalati adatok hianyaban az atlagos szolgalati id6 feltételezett novekménye a
korhataremelés 60 szazaléka (az aktivitasi rata alapjan).
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r6 Oregségi nyugdijat igénybe vevSk ardnyét és ezen ellatédsok atlagos
szintjét a tapasztalati értékek kivetitése alapjan kozelitették.

A modell utols6 lépése a Nyugdijbiztositasi Alap kiadasi oldalanak
meghatarozéasa. Ezek a kiadésok az oregségi, valamint a hozzatartozoi
nyugdijakbol és egyéb koltségekbdl (példaul méltanyossagi kifizetések)
allnak. A szerzék a hozzatartozoi nyugdijakrol azt feltételezték, hogy

azok Oregségi nyugdijakhoz viszonyitott aranya allando.

5.3. Gazdasagi feltételezések

A modell szempontjabol relevans makrogazdasiagi mutatok

Maknics—Toth—Vékas [2015]

altal feltételezett alakuldsa az abran

lathato. A foglalkoztatas elérejelzése érdekében a szerzdk a korcso-
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Nyugdijasinflci6 (jobb tengely) -~ Brutté béremelkedés (jobb tengely)

5.8. dbra. Az alkalmazott makrogazdasagi feltételezések
(forrés: Bajko-Maknics—T6th—Vékas [2015])
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portos aktivitési, valamint munkanélkiiliségi ratak 1998-2014 kozotti
értékeire illesztettek logaritmikus vagy hatvany tipusi trendvonalakat.
Az el6rejelzés alapjan az aktivitasi rata a legfiatalabb (15-19 éves) kor-
osztéaly esetében csokken, a 25-29 éves férfiak, valamint a legid&sebb
(65 feletti) korosztalyok esetén stagnal, a tobbi korosztély esetén pedig
folyamatosan emelkedik az id&szak végéig. A leirt korcsoportos tren-
dekkel Gsszhangban az 5.8 abran lathato, hogy a férfiak esetén eny-
hén, a nék esetén pedig erdsebben emelkedik a foglalkoztatottsagi rata,
amely az idGszak végére varhatdan a nék esetében 6,2 szézalékponttal,
a férfiak esetében pedig 2,7 szézalékponttal lesz magasabb, mint 2014-
ben volt.

A nyugdijak indexaldhoz hasznélt nyugdijasok fogyasztoi arindexére a
szerzGk a mar ismert évekre a tényadatokat alkalmaztak, 2016-t6l pedig
a jelenleginél magasabb, 2 szézalékos szinten alland6sul6 arszinvonal-
emelkedést tételeztek fel. Ehhez az inflacids szinthez képest 2015-t61
kezdve 1,43 szazalékos allando realbér-emelkedéssel szamoltak az 1992—
2014 kozti netto realbér-emelkedés atlagos liteme alapjan.

Az itt bemutatott alapfeltételezések mellett a szerzsk a kovetkezé al-

ternativ forgatokonyvek hatasait is megvizsgalték:

e az alaphelyzethez képest éves szinten 0,5 szazalékponttal alacso-

nyabb, illetve magasabb atlagos realbér-emelkedés;

e az alaphelyzethez képest a foglalkoztatasi ardnyok intenzivebb, il-

letve alacsonyabb iitemd javulésa (lasd az[5.8 abrén);

e a nyugdijkorhatar 2022 utani tovabbi emelése, gy, hogy az ne val-

toztasson a nyugdijkorhatar betoltésekor varhato atlagos hatralévs
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élettartamon/]

5.4. A modell validaciéja

A modell validacioja érdekében Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015] a
modell segitségével, a megel6z§ évek adatai alapjan el6re jelezték a
2012-2014. évek bevételi, kiadasi és egyenlegadatait, melyeket ¢sszeha-
sonlitottak az ONYF tényadataival. Az abran lathato, hogy mind
a bevételek, mind a kiadasok becsiilt értékei igen kozel allnak a valos
adatokhoz. A legnagyobb eltérés sem haladja meg az adott tényadat
1,5 szazalékat. Az egyenleg esetében jelentGsebbnek ting eltérést az
okozza, hogy a nyugdijrendszer egyenlege legalabb egy nagységrenddel

kisebb a bevételeknél /kiadasoknal.

5.5. Eredmények és javaslatok

Az alfejezetben bemutatott alapfelteltételezések mellett, 2014-es
arakon szamolva a modell alapjan varhatoan az [5.10] abran lathato
modon alakulnak a nyugdijrendszer bevételei és kiadasai a jovGben.
A 2015-2030 kozotti idészakban a rendszer bevételei és kiadasai vér-
hatoan igen kozel lesznek egymaéashoz. A kiadasok elészor varhatoan
2026-ban haladjak meg a bevételeket, és ett6l az évtél kezdve az els-
rejelzési idGszak végéig a nyugdijrendszer egyenlege folyamatosan ne-
gativ is marad. Az elsé deficites évben a hiany 13,4 millidrd forintrol
indul, majd ezt kovetGen egyre gyorsuld iitemben novekedve a vizs-

galt iddszak végére varhatéoan mar a 300 milliard forintot is megkozeliti

" Ez nagyjabol évi két honap emelést jelent, amelyet a szerzék harom évenként fél év
emeléssel kozelitettek, 67 évig emelve a nyugdijkorhatart az 1969-1971 kozt sziile-
tettek esetén.
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5.9. dbra. A modell eredményeinek Osszehasonlitasa az ONYF adataival
(forrés: Bajko-Maknics-T6th—Vékas [2015])

(2014. évi arakon), ami az Osszes bevétel kozel 8 szézaléka. Ahogy
az [5.10] abran is lathato, ennek a gyorsulo {itemben névekvd hianynak
az oka a bevételek emelkedési iitemének csokkenése. Ez az tigynevezett
Ratko-unokak munkaerd-piaci aktivitasanak csokkenésével van Ossze-
fiiggésben, ugyanis ezek a kohorszok a 2030-as évekre mér az 6tvenes
éveik kozepén lesznek, amikor az aktivitasi ardny mar szdmottevSen
csokken az alacsonyabb életkorokban megfigyelhet6khoz képest.

Az[5.10] dbran szerepel meég a kiadasok és bevételek egyensulyat bizto-
sito bérterhek (a szocialis hozzajarulasi adé nyugdijalapba keriil6 része
és az egyéni nyugdijjarulék osszege kifejezve a bruttd bér szézalékaban)
gorbéje is. A modell alapjan az idGszak végére varhatoan 35,7 szazalé-
kos bérteher lesz sziikséges ahhoz, hogy a bevételek fedezzék a kiadaso-
kat, ami a jarulékkulcsok emelése nélkiil csak a szocialis hozzéajarulési

adobevételek Egészségbiztositasi Alap karara torténd atcsoportositasé-
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5.10. abra. A Nyugdijbiztositasi Alap f6bb mutatoinak varhato
alakulasa az alapforgatokonyv esetén (2014. évi arakon,
forras: Bajko-Maknics-T6th-Vékés [2015])

val valésithatd meg.

Az[5.3 alfejezetben bemutatott, foglalkoztatéasra és redlbér-emelkedésre
vonatkozo alternativ forgatokonyvek hatésa az[5.11] abran lathato.
Az abra alapjan a nyugdijrendszer egyenlege még magas realbér-
emelkedés esetén is negativva valik a vizsgalt peridodus vége el6tt, azon-
ban az els6 deficites év az alapesethez képest csak nyolc évvel késébb,
2034-ben kovetkezik be, és egészen 2031-ig a rendszer 100 milliard forint
feletti bevételi tobblettel rendelkezik. Ha azonban az alacsony realbér-
emelkedés valosulna meg, akkor a rendszer az alapesethez képest négy
évvel korabban, mar 2022-t6l folyamatosan negativ egyenleggel zarna,
ez a hidny pedig évrél évre névekedve az iddszak végére mar a 470 mil-
lidrd forintot is elérné (2014. évi arakon). A foglalkoztatottsag intenzi-
vebb javulasa mintegy hét évvel képes késleltetni az egyenleg negativva

valasat a normal esethez képest, az idGszak végén jelentkezd éves hiany
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5.11. abra. A Nyugdijbiztositasi Alap f6bb mutatoinak varhato
alakulésa a makrogazdasagi paraméterekre vonatkozo

alternativ forgatokonyvek esetén (2014. évi arakon,
forras: Bajké—Maknics-T6th—Veékés [2015])

pedig 160 milliard forinttal lenne kevesebb, mint az alapesetben. Ezzel
szemben lassabb javulas esetén az alapesethez képest méar harom évvel
korédbban, 2022-t6] negativva valna az egyenleg, 2035-re pedig a hiany
mar elérné a 450 milliard forintot.

A nyugdijkorhatar betoltésekor varhato hatralévs élettartamhoz igazi-
tott korhataremelés hatasat az[5.12] abra szemlélteti. Az abran lathato,

hogy ez esetben a rendszer egyenlege varhatoéan a vizsgalt id&szak vé-
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12. d4bra. A Nyugdijbiztositasi Alap f6bb mutatéinak varhato
alakulasa a nyugdijkorhatar varhato élettartamhoz
igazitott folyamatos emelése esetén (2014. évi arakon,
forras: |Bajk(’)—Maknics—Téth—VékéS [2015][)

pozitiv maradna ff

Bajko-Maknics-Toth—Vékas [2015] az itt bemutatott eredmények

alapjan amellett érvelnek, hogy bar a jelenleg folyamatban 1évé

nyugdijkorhatar-emelés az elkdvetkezs tiz évre biztositja a nyugdijrend-

szer

fenntarthatosédgat, azonban a kedvez6tlen demografiai folyamatok

a 2020-as évek mésodik felétsl kezd6dGen egyre stulyosabb terhet ronak

a nyugdijrendszerre, amelyet onmagaban sem a bemutatott mértéki

realbér-emelkedés, sem pedig a foglalkoztatottsag feltételezett javula-

sa nem képes ellenstlyozni. Igy arra a kovetkeztetésre jutnak, hogy a

rendszer fenntarthatosaga érdekében érdemes megvizsgalni a nyugdij-

korhatar 2022 utani tovabbi emelését, a korhatar betoltésekor varhato

8 Az eg

yenleg latvanyos ingadozasat a korhataremelés kezelésére vonatkozo egyszert-

sités (harom évenkeént fél év emelés) okozza a modellben.
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4tlagos hatralévé élettartam emelkedésének megfelelGen [

A szerz6k hosszabb tavi megoldasnak a demografiai helyzet — a Ratko-
unokak 2040-es évekbeli nyugdijba vonulasa miatti — varhaté tovabbi
romlésa miatt egy olyan atfogd intézkedéscsomagot tekintenek, amely
a gyermekvallalas 0sztonzésére koncentral. Mivel azonban ez leghama-
rabb csak 20-30 év miulva kezdhetné érzékeltetni hatasét, igy amellett
érvelnek, hogy addig kozép- és rovid tava intézkedésekkel sziikséges
fenntartani a nyugdijrendszer egyensulyat. Ugy vélik, hogy ilyen, ko-
zéptavon hatasos intézkedés a munkaerdpiac élénkitése lehet, melynek
fontos része az Ratko-unokak munkaerdpiacon tartasa és munkaképes-
ségiik minél hosszabb fenntartasa (példaul egészségmegdrzéssel, képzé-
sekkel). A fenntarthatosag érdekében javasoljak tovabba, hogy a jo-
vében a nyugdijak indexélasa kizarolag azok realértékének megdrzését
szolgalja, ramutatva olyan multbeli esetekre, amikor az inflacio feliil-
becslése miatt a nyugdijak realértéke emelkedett.
Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015] javaslatai kozott kiemelt helyet fog-
lal el a gyermekvallalas 6sztonzése, de ennél konkrétabban nem emli-
tenek ilyen iranyu lehetséges intézkedéseket. A problémakor rendkiviil
szerteagazo, melyet jol szemléltetnek a [Kovacs [2012| tanulmanykotet-
ben szerepld, a gyermekvéallalas és a nyugdijrendszer kozotti Osszefiig-
gésekkel foglalkozd tanulmanyok. E problémakoér messze tulmutat a
jelen konyv keretein, mégis csupan az illusztracio kedvéért érdemesnek
tartom roviden ismertetni a Banyéar [2014] tanulményabanm szerepld
javaslatot. A cikk szerz@je amellett érvel, hogy a folyd finanszirozasiu
nyugdijrendszerek nem kell6 mértékben veszik figyelembe a gyermek-

vallalas koltségeit, ezért olyan 1j paradigméara van sziikség, melyben

9 Daniadban alkalmaznak hasonlé megoldast a nyugdijkorhatar emelésére.
10 Bajko-Maknics-Toth—Vékas [2015] nem emlitik ezt a lehetséges megoldast.
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az allami nyugdij val6jaban a gyermeknevelés koltségeinek utolagos el-
lentételezése. A szerzd altal javasolt rendszer logikdjabol kovetkezik,
hogy abban csak a gyermekeket felnevelt sziil6knek jarna a gyermekek
szamatol és a jarulékbefizetésektdl fliggd nagysagi allami nyugdij, mig
a gyermektelenek szaméra egy parhuzamos, tékésitett nyugdijrendszer
allna rendelkezésre, igy ez utobbiak az elmaradt gyermeknevelési kolt-
ségeikbdl képezhetnének sajat maguk szaméra nyugdijjogosultsagot.
A gyermekvallalas 0sztonzésének hangsulyozasan kiviil kiillonosen fon-
tosnak tartom az aktuariusi elv hangsulyozott érvényesitését és az egyé-
ni szintd be- és kifizetések kozotti 6sszhang novelését, ami példaul egy
névleges egyéni szamlas (NDC) allami nyugdijrendszer bevezetével biz-
tosithatd. Egy ilyen elszamolési rendszer keretében aktuariusi szem-
pontbdl igazsagos modon kezelhetSk példaul a korhatar el6tti nyug-
dijazasok, tovabbé jelentGsen né a nyugdijas évek tervezhetdsége és a
nyugdijak atlathatosdga. Europaban jelenleg Lengyelorszégban, Nor-
végidban, Olaszorszégban és Svédorszagban miikodik ilyen rendszer.
A bevezetés 6ta azonban egyelére tul kevés idé telt el a tapasztalatok
atfogo értékeléséhez.

A nyugdijkorhatar emelése Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015] elemzé-
se alapjan igen hatasos eszkoznek tiinik, akar a Daniaban sikerrel al-
kalmazott, a nyugdijkorhataron varhato élettartamhoz igazitott folya-
matos kiigazitassal vagy valamely egyéb megoldassal. Ennek ellenére
véleményem szerint a korhataremelés gyakorlati problémakba iitkoz-
het: kérdés, hogy a 65 évnél idGsebb egyének képzettsége és egészségi
allapota megengedi-e a foglalkoztatasukat, és hogy a vallalatok részé-
r6l lenne-e erre elegendd hajlandosig. Emiatt kiilonosen fontos lenne

egy ilyen intézkedés esetén az egészségmegirzés tamogatasa és a szak-
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mai tovabbképzések tovabbfejlesztése, mert kiilonben a korhataremelés
kénnyen novekvé munkanélkiiliséghez és tarsadalmi fesziiltségekhez ve-
zethet. Kiilonosen a hazai férfiak varhato élettartama rendkiviil ala-
csony eurdpai Osszehasonlitasban, igy szdmukra kiilonosen igazsagta-
lannak ttinhet a korhatar tovabbi emelése. Mivel Magyarorsziagon eu-
ropai viszonylatban igen magas a korai nyugdijazasok arénya, ezért
véleményem szerint a korhatar novelése mellett a valodi cél az atlagos
nyugdijba vonulasi életkor novelése kell legyen, ami a korkedvezményes
nyugdijazasi lehetGségek csokkentésével, a korai nyugdijazéas aktuériusi
szempontbol igazsdgos szankcionalaséval és a korhatar el6tti foglalkoz-
tatés Osztonzésével érhetd el.

A megoldasi lehetdségek targyalasanak lezarédsaképpen tugy gondolom,
hogy a jelen fejezetben bemutatott modellen, valamint a szerzdk és|Ba-
nyar |[2014] konkrét javaslatain ttl érdemes tételesen is végiggondolni,
mitdl fiigghet az allami nyugdijrendszer hosszu tava fenntarthatosaga.

Néhény ilyen lényeges tényezd:

e a halandosag és egészségligy,

a gyermekvallalasi hajlandosag és termékenység,

a be- és kivandorlas,

e a munkaerG-piaci aktivitasi rata és a ledolgozott munkaorak szama,

a nyugdijkorhatar és a tényleges nyugdijazasi életkor,

a nyugdijak szintje,

a jarulékkulcs és a hozzajarulasok mértéke,

a nyugdijrendszer jellege (klasszikus foly6 finanszirozasiu, NDC,
tékésitett, alapnyugdijat tartalmazo stb.),
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e a rokkant-, 6zvegyi és egyéb ellatasok rendszere, sth.

Lathatoan igen Osszetett problémakorrsl van szo, melyre a hazai tar-
sadalombiztositas szdmos érintett teriiletre kiterjeds, a hasonld prob-
lémékkal kiiszkodd orszagok tapasztalataira is épité djragondolésa és
reformja jelenthet hosszii tavi megoldast. Ez azonban messze tilmu-

tat a konyv keretein.

5.6. Mikroszimulaciés modellek

Ez a szakasz [Bajko-Maknics—Toth—-Vékas [2015]|5.2] alfejezetben ismer-
tetett kohorszmodelljén tullépve, annak jovébeli kivanatos kiterjeszté-
seként a mikroszimulacios megkozelitést ismerteti roviden |Vékas| [2015]
és |[Kovacs—Rétalléer—Veékas [2015]| cikkei alapjan, a hazai gyakorlat be-
mutatasara fokuszalva, kimondottan a teljesség igénye nélkiil.

A nyugdijmodellezésben az ezredfordul6 6ta eltelt években teret nyert
ugynevezett sztochasztikus-dinamikus mikroszimuldcios modellek (Li—
O’Donoghue [2013]) a nyugdijrendszerek makro- és kohorszmodelleknél
precizebb vizsgalatéat teszik lehetévé. E modszerek a vizsgalt makrogaz-
dasagi aggregatumok vagy sziiletési év szerinti kohorszok modellezése
helyett a rendszer altal érintett jarulékfizeték és jaradékszolgéaltatas-
ban részesiil6k viselkedését és dontéseit egyéni szinten irjak le és jelzik
elére. A mikroszimulaciés modszerek elénye, hogy a modellezni kivant
aggregatumok varhato értékei mellett azok eloszlasat is megfelelGen ké-
pesek eldre vetiteni, és az aggregdtumokon beliil végbemend Gsszetétel-
valtozasok méas valtozokra gyakorolt hatasat is statisztikai szempontbol
megfelel6 modon képesek kezelni. Segitségiikkel elemezhet6k példa-

ul olyan jovedelem-tijraelosztési hatasok, amelyeket a makromodellek
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nem képesek megragadni. E modellek az egyéni dontéshozok viselke-
dését statisztikai-Okonometriai eljarasok felhasznélasaval becsiilt visel-
kedési egyenletekkel, intertemporélis varhato hasznossagi fliggvények
maximalizdsaval vagy e két modszercsalad 6tvozésével is leirhatjak.
Magyarorszagon — a Nemzetgazdasagi Minisztérium és el6dintézményei,
valamint a Magyar Nemzeti Bank altal korabban alkalmazott makro- és
kohorszmodelleket kiegészitends — a Nyugdij és IdGskor Kerekasztal ho-
zott dontést egy atfogd mikroszimulaciés modellkeret, illetve azon beliil
tobb mikroszimuléacios nyugdijmodell létrehozéasarol (Holtzer [2010]).
Az els6, részleges modelleket kovetSen az Orszégos Nyugdijbiztosité-
si Foigazgatosag (ONYF) a 2012-2015 kozotti idGszakban készitette el
a Belgiumban alkalmazott MIDAS (Microsimulation for the Develop-
ment of Adequacy and Sustainability, lasd Dekkers—Belloni [2009| és
Dekkers [2010]) nagy méreti sztochasztikus-dinamikus mikroszimulé-
cios modell hazai adaptéaciojat (ONYF [2015]) egy kozel fél évszazadra
kiterjeds, nagy részletességii, egyéni szint adatokat tartalmazé infor-
matikai adatbézis alapjan.

A MIDAS modell szamos egymassal kolecsonhatéasban allo modulbol és
almodulbol (példaul munkaerdpiac, foglalkoztatas, jovedelmek, sziile-
tések, halalozasok, hazassagok stb.) all, és az egyéni dontéseket tobb-
valtozos statisztikai eljardsok segitségével becsiilt viselkedési egyenle-
tekkel irja le. A modell az egyéb elérejelzésekkel valoé konzisztencia
érdekében szamos ponton uniés intézmények aggregalt elérejelzéseihez
torténd exogén kiigazitasokat tartalmaz, igy az egyéni szinti és eloszlas
jellegti eredmények adjék f6 hozzajarulasat a mar ismert predikciokhoz.
A modell kulcsfontossagu része a munkaerd-piaci aktivitas modellezé-

se, amelyet [Vékas [2015] tanulmanya ismertet. A cikkben bemutatott
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becslés statisztikai viselkedési egyenletekre épiil az egyének multbeli
munkaerd-piaci aktivitasara, sziiletési évére, nemére, foglalkozéasara és
lakéhelyére vonatkozé informéciok felhasznalasaval. A hidnyzo ada-
tok potlasat, az egyének foglalkoztatas-torténet szerinti szegmentéla-
sat és az utolso ismert évre vonatkozo egyéni jogosultsagszerzési idGk
alapjan kialakitott, aktivitasra vonatkoz6 binéris eredményvaltozo ki-
alakitasat kovetGen |Vékas| [2015] binéris logisztikus regresszios becslést
alkalmaz, figyelembe véve a modszer més eljarasokkal szembeni elénye-
it és a MIDAS modellek szerkezetébdl adodo korlatokat. A tanulmény
nagy hangsilyt fektet a becslés koriiltekint6 validalasara. A modell az
osztott mintas validacio céljabol kialakitott tesztels alloményon magas,
80 szazalék koriili talalati pontossaggal rendelkezik.

A tanulméanyban alkalmazott statisztikai megkozelités korlatja, hogy
bar az egyéni foglalkoztatés tényét kielégité pontossaggal képes leg-
alabb rovid tavon elére jelezni, a munkaerépiac keresleti és kinélati ol-
dalan jelentkezd hatasokat nem képes elvalasztani egymastol, és explicit
modon nem jelenik meg benne a kereslet és kinalat kozott jelentkezd
mennyiségi eltérés. Tovabba optimalizild viselkedés hianyaban az exo-
gén paraméterek (példaul nyugdijkorhatér) valtozasa esetén nem veszi
figyelembe az egyéni viselkedés esetleges valtozasait. Fontos megjegyez-
ni, hogy a felhasznalt adminisztrativ adatallomany természeténél fogva
nem terjed ki a feketegazdasidgban foglalkoztatottakra. Ez a probléma
ugyanakkor az ONYF szaméra lényeges nyugdijjarulék-befizetések és
nyugdijkifizetések modellezése soran kevésbé relevans.

A |Vékas [2015] tanulményaban szerepld becslést évrél évre szekvencia-
lisan alkalmazva, az exogén unios elérejelzésekhez torténd kiigazitéas fi-

gyelembe vételével egyénenként becsiilheté a modellben a jovébeli évek-
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re vonatkozé munkaerd-piaci aktivitdas, amely a MIDAS modell t6bbi
moduljaval kolesonhatasban egyiittesen elére vetitheti példaul a nyug-
dijkassza jovGbeli bevételeinek és kiadasainak egyénenkénti alakulasat,
egyes tarsadalmi csoportok anyagi helyzetének jovébeli valtozasait stb.
Mivel a tanulmény elkésziiltének idépontjaban a teljes mikroszimula-
ci6s modell még nem késziilt el, igy a tanulmanyban szereplé ered-
mények sziikségszertien részlegesek: a modulok kozotti kolesonhaté-
sok miatt a félkész modell teljeskort nyugdij-hatasvizsgalat elvégzé-
sére és munkaerd-piaci forgatokonyvek, illetve paraméteres nyugdijre-
formok vizsgalatara nem volt alkalmas. Azonban a jov6ben a becsiilt
munkaerd-piaci egyenletek a MIDAS modell keretein beliil lehetvé te-
szik az eddigieknél alaposabb nyugdij-hatasvizsgélatok készitését.

A modell az élettartam-kockézat és a nyugdijrendszer fenntarthatdsaga-
nak pontosabb modellezéséhez is hozzajarulhat azzal, hogy a bevételek-
nél figyelembe vett aggregalt jarulékalap szamitasa soran az aggregalt
foglalkoztatottsag valtozasan tul a foglalkozatottsag Gsszetételének val-
tozasat is képes figyelembe venni.

Erdemes szot ejteni még a MIDAS modellhez hasonlé mikroszimuléci-
6s modszerek Osszetettségébdl fakado nehézségekrsl. Az ilyen modellek
egyéb megkozelitésekhez képest joval jelentGsebb szamitési kapacités-
igényei, implementacios és személyi koltségei, valamint az adatokkal
szemben tamasztott mindségi elvarasai (Kovacs—Rétallér—Veékas [2015])
kivanatosséa tesznek bizonyos strukturélis egyszertisitéseket. Az aktu-
ariusi gyakorlatban elterjedt egyszertisits eljaras az ugynevezett modell-
pontok létrehozésa: ebben az esetben a modellezd a szimulacids szami-
tasokat — vagy azok egy részét — egyének helyett azok homogén csoport-

jaira hajtja végre. A csoportositas elkészitése soran a minél egyszertibb
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modellszerkezet (azaz minél kevesebb modellpont) és az egyszertisités
soran elkovetett minél kisebb hiba irédnti igényeket — mint két egymaés-
nak ellentmondé szempontot — egyszerre sziikséges figyelembe venni.
Kovacs—Rétallér—Vékas (2015 tanulmanyukban modszertani megfonto-
lasokbol a mintavételes, klaszterezs és definicidval adott, tobbdimenzi-
6s kategoriakombinaciokat képzd csoportositasok koziil Holtzer [2010]
nyoman a harmadik médszercsaladot valasztjak, melynek segitségével a
magyar felnétt népességet demografiai, jovedelmi és nyugdijjogosultsagi
jellemzdk alapjan hozzavetsleg 93 ezer modellpontra osztjak fel, a KSH
adatai alapjan kikiiszobolve az esetleges adathianyokat, és teljes kortivé
téve a csoportositast. A szerzék tanulményaban bemutatott csoporto-
sitas nagyban megkonnyiti a mikroszimulacios megkozelités gyakorlati

alkalmazasat.
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Ujabb halanddsag-elérejelzd

modszerek és alkalmazasuk
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6. fejezet

Az altalanositott
korcsoport—idészak—kohorsz

(GAPC) modellcsalad

Ebben a fejezetben a |Villegas és szerzétarsai [2016| altal a kozel-
multban javasolt, szamos széles korben elterjedt halandoség-elérejelzs
modszert felolels altalanositott korcsoport-idgszak—kohorsz (GAPC)
modellcsalad elméletét ismertetem. A fejezetben az m,; jeldlés az
x €{1,2,..., X} korcsoporthoz és t € {1,2,...,T} idészakhoz tartozo
altalanos, m° kezdeti vagy m¢ kozponti halandésagi ratédkra vonatko-
zik, ésaz 1,2, ..., T indexek tovabbra is minden esetben egymast kovets

naptari éveket jelolnek majd.

6.1. A modell felirasa

A GAPC modellcsalad alkalmazésa feltételezi, hogy minden egyes

x € {1,2,...,X} korcsoportban és t € {1,2,...,T} idGszakban is-
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mert a bekovetkezett haldlesetek D,, € N szama, valamint az £, > 0
kozponti vagy az EY, € Ny kezdeti kitettség értéke.ﬂ

A korcsoport- és iddszakspecifikus halalozasok D,; szamait a modell a
Do valoszintiségi valtozok megvalosult értékeinek tekinti, melyek pe-
remeloszlasédra vonatkozo feltevés — a rendelkezésre allo kitettségi ada-

tok tipusatol fliggben — a Poisson vagy a binomialis eloszlas:

Dy ~ Poisson(ES,mS,) (x=1,2,....X, t=12,...,T)

xt

vagy D, ~ Bin(E"

xt)

md,) (r=1,2,...,X, t=12,....T).

(6.1)

A GAPC modellkeret feltételezi tovabbé, hogy a (6.1)) egyenletbeli D,
(x=1,2,...,X,t=1,2,...,T) valosziniiségi valtozok fﬁggetlenekﬂ
A (6.1)) 6sszefiiggésben szerepls kézponti vagy kezdeti halandosagi ratak

becslGegyenletei a kovetkezdk:
gmy) =n (x=1,2,...,X, t=12,...,T), (6.2)

ahol n,; a modell tgynevezett szisztematikus komponense, g : Rog — R
pedig folytonosan differencialhato, szigortian monoton nové fliggvény
(az ugynevezett kapocsfiggvény vagy angolul link function). |Hunt—
Blake [2014| az &ltalanositott linearis modell szakirodalmara épitve
kozponti kitettségek és Poisson-eloszlas hasznélata esetén a g(y) = Iny
(y > 0) logaritmikus, kezdeti kitettségek és binomialis eloszlas alkalma-
zésa esetén pedig a g(y) = In (%) (0 <y < 1) logit kapocsfiiggvényt

javasoljak. A konyv a tovabbiakban ezt a konvenciot koveti.

! Precizebben: minden korcsoport-idészak kombinaciéra a kitettség azonos valtozata
ismert.
2 Pontosabban fogalmazva: adott halandésagi ratak mellett feltételesen fiiggetlenek.
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A GAPC modellesalad (6.2) egyenletbeli szisztematikus komponense a

korcsoport, iddszak és kohorsz fiiggvényében igy irhato fel:

N
ot = g + O 0Ok +00¢, , (r=1,2,...,X, t=12..T),
=1

(6.3)

ahol N € N a modellezett korcsoport-idgszak interakciok széma, vala-
mint a, és {bg)}fio korcsoporttol, {k:t(l)}fil id6szaktol, ¢;—, pedig ko-
horsztol fiiggs, valos értékid paraméterek.

Mivel a modellbeli kohorszok lehetséges szama T+ X —1, ezért belatha-
t6, hogy a (6.3)) egyenlet paramétereinek szama (N+1)(X+T)+2X —1,
melyek elegendGen nagy X és T értékek esetén képesek lehetnek kellGen
tomoren leirni az ismert X7T' darab halandoéséagi ratat.

A becsiilt paraméterek egyértelmtisége érdekében a egyenletet a
Lee-Carter modellbeli identifikacios megkotésekkel analog korlatozo fel-
tételekkel sziikséges kiegésziteni, melyek konkrét modellspecifikicion-

ként eltérnek.

6.2. Interpretacio

A (6.3)) egyenlet paramétereinek értelmezése sziikségszertien bonyolul-

c sz

e Korcsoport-hatds: Az a, (x = 1,2,...,X) paraméterek a halan-

dosagi szint életkortol fiiggs alakulasat irjék le.

e Kohorszhatds: A ¢;—, (x =1,2,...,X,t=1,2,...,T) paraméte-
rek a t — x idGszakban sziiletett kohorsz halandosagéanak a tipikus

halandésagi palyahoz képesti eltérését reprezentaljak a modellben.

117



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

e Mortalitdasi indexek: A kzgi) (t=1,2,...,N, t=1,2,...,T) para-
méterek az altalanos halandosagi szint idébeli alakulasat N darab

id@sor formajaban modellezik.

o Eletkorfiiggs érzékenységek: A b%) (x=1,2,...,X) érzékenységi
egyiitthatok a transzformalt halandosagi ratak érzékenységét ad-
jak meg i = 0 esetén a kohorszhatés, i € {1,2,..., N} esetén pedig
az 1-edik mortalitasi index megvéltozasara nézve. Ha az adott ¢ in-
dexhez tartozé kohorszhatés vagy mortalitési index értéke ceteris
paribus egységnyivel ng, akkor a modell szerint a g(m,;) transz-
formalt halandoségi rata értéke by egységgel novekszik, vagyis

specidlisan logaritmikus kapocsfiiggvény mellett az m¢, kézpon-

ti halandosagi rata, logit kapocsfiiggvény mellett pedig az TEL%

1 xt

P . S (@) , P .
esélyhanyados értéke e’ -szeresére valtozik.

6.3. A GAPC modellcsalad nevezetes tagjai

Alkalmasan valasztott paraméterezés mellett a GAPC modellcsalad
szamos széles korben hasznélatos halandosag-elérejelz6 modszert tar-
talmaz. Ebben a szakaszban a legnevezetesebb ilyen modszereket és
azok GAPC modellcsalddhoz fliz6d6 viszonyat ismertetem. A modsze-
rek bemutatéasa soran a korcsoportok minden esetben egymést kévetd

koréveket jelentenek majd.

6.3.1. A Poisson Lee—Carter (LC) modell

A Brouhns és szerzétarsai [2002a| altal bevezetett és azota széles kor-
ben elterjedt modellkeretben a halandésagot leiré szisztematikus kom-
ponens a Lee-Carter modell (4.1) alapegyenletének hibatagok nélkiili
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valtozata:
Net = ap + 0.k (x=1,2,...,X, t=1,2,...,T). (6.4)

Brouhns és szerzdtarsai |2002a| cikkiikben kozponti kitettségeket és lo-
garitmikus kapocsfiiggvényt feltételeznek, igy a Osszefiiggés kovet-
keztében a egyenlet bal oldalan a (4.1)) egyenlethez hasonléan az
Inmg, kozponti logaritmikus halandéségi ratak allnak.

A egyenletben a normélis eloszlasu €,; hibatagok hianyat az in-
dokolja, hogy a modell ezen valtozatdban a halandosagi ratak becsiilt
értékek koriili véletlen ingadozasat a halalesetek szamat leird Dmt valo-
szintiségi valtozok variancidja ragadja meg.

A egyenlet paramétereinek értelmezése egyébként azonos a. al-

fejezetben korabban mar leirtakkal. Identifikdcios megfontolésbol a

X
> b =1,
x;l
Zkt == O
t=1

paramétermegkotések a modell e valtozataban is érvényesek.
A (6.4) osszefiiggésbeli szisztematikus komponens altal meghatarozott
modell nyilvanvaloan a GAPC modellcsalad tagja a (6.2)) egyenlet alab-

bi paraméterezése mellett:
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A modell nem tartalmaz kohorszhatést, illetve a halanddség alakulasat
egyetlen id6tdl fliggd mortalitasi index segitségével modellezi.

Ebben a modellvaltozatban a paraméterek becslését kovetGen nincs
sziikség a mortalitasi index [£.4] alfejezetben ismertetett kiigazitasara,
mivel a Poisson Lee—Carter modell a korcsoportok létszamait a kitett-
ségek és halaleseti gyakorisagok révén explicit médon figyelembe veszi.
Erdemes megjegyezni, hogy a Lee-Carter modell . fejezetben ismerte-

tett alapvaltozata nem illeszkedik a GAPC modellcsaladba.

6.3.2. A Renshaw—Haberman (RH) modell

Renshaw-Haberman [2006] a kohorszhatas figyelembe vételére a Pois-
son Lee—Carter modell (6.4]) egyenletének alabbi médon bévitett valto-

zatat javasoljak:
Mot = ap + DVED +0O0¢, . (2=1,2,...,X, t=1,2,...,T),

amely a GAPC modellcsalad egyenletének specidlis esete N = 1
mellett. Cikkiikben Renshaw—Haberman {2006 kézponti kitettségeket
és logaritmikus kapocsfiiggvényt feltételeznek.

Mivel a modell kritikusai ramutattak a becslési eljaras numerikus insta-
bilitaséara, ezért ajabb cikkiikben [Haberman—Renshaw [2011] modelljiik

egyszertisitése érdekében a
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paramétermegkotéseket ajanljak, mely — lemondva a kohorszhatéas élet-
kor szerinti differencialasarol — altalaban megoldja az eredetileg javasolt
modell numerikus probléméitﬁ Az igy modositott Renshaw-Haberman

modell szisztematikus komponense:

Net = Ay + 0k + ¢ (x=1,2,...,X, t=1,2,...,7). (6.5)

A szerz6k a paraméterbecslés egyértelmiisége érdekében a kovetkezs

identifikacios megkotéseket javasoljak:

=1
T
E kt = 07
t=1
T-1
C;, = 0
i=1-X

Jelen konyvben a tovabbiakban mindig a Renshaw—Haberman modell

(6.5) egyenlet szerinti valtozata fog szerepelni.

6.3.3. A korcsoport—idgszak—kohorsz (APC) modell

A |Carstensen| [2007] altal ismertetett korcsoport—idészak—kohorsz (an-
golul Age-Period—Cohort vagy réviden APC) modell a (6.5) egyenlet
szerinti modositott Renshaw—Haberman modell specialis esete b, = 1

(x=1,2,...,X) mellett. A modell szisztematikus komponense:

Mot =0z + ke +c—p (x=1,2,...,X, t=12,...,7).

3 Hunt—Villegas [2015] megmutattak, hogy sajnos még ebben az egyszertisitett mo-
dellvaltozatban is felléphetnek problémék a paraméterbecslés soran.
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Tehat az APC modell N = 1 mortalitasi indexet tartalmaz, toviabba
a korcsoport, idGszak és kohorsz halandosagra gyakorolt hatasait nem
moédositjak korcsoportfiiged érzékenységi egyiitthatok.

Az APC modellben a kozponti kitettségek és a logaritmikus kapocs-
fiiggvény hasznélata, valamint az alabbi identifikacids megkotések al-

kalmazasa elterjedt:

T
}:mza
t=1
T-—1
Ci = )
i=1-X
—1
z:mza
i=1—-X

6.3.4. A Cairns—Blake-Dowd (CBD) modell

Az idéskori halandosag eldrejelzésére javasolt |Cairns—Blake—Dowd

(2006 modell szisztematikus komponense:

e =k + (@ —0)k? (2=1,2,...,X, t=1,2,...,T), (6.6)

ahol T = % az el6fordulé korcsoport-indexek szamtani atlaga.

A modszer alkalmazéasat a szerzék xo = 60 évesnél magasabb életkorok
esetén javasoljak, azzal a kiegészitéssel, hogy a egyenletbeli 7.,
szisztematikus komponens az xy + = éves egyének halandosigéat irja
le. |(Cairns—Blake-Dowd [2006|| cikkiikben kezdeti kitettségeket és logit
kapocsfiiggvényt tételeznek fel.

A CBD modell egyenlete a GAPC modellcsalad (6.3)) egyenletének
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specialis esete az alabbi paraméterezés mellett:

A CBD modellben nem szerepel additiv életkorhatas és kohorszhaté&ﬂ,
és a halandosag alakulasat két mortalitasi index irja le, melyek egyiitt-

hatoi adottak. E modellben nincs sziikség identifikacios megkotésekre.

6.3.5. A Plat modell

A [Plat| [2009] modell szisztematikus komponense:

Dot = ap + kY + (2 — D)EP + (2 — 2) kP + ¢y
(6.7)
(r=1,2,....X, t=1,2,...,T),

1+X

5~ az eléfordulo korcsoport-indexek szamtani atlaga, vala-

ahol & =
mint (Z — z)* = max{z — z;0}.
A szerz6 az idGskori halandosag vizsgalata esetén a egyenletbe-

li k:t(S) harmadik mortalitasi index elhagyéasat javasolja (mivel ekkor

4 Erdemes megjegyezni, hogy a CBD modell bévitéseként Cairns és szerztarsai [2009)
kohorszhatas bevezetését javasoljak. E modellvaltozatot a tovabbiakban nem tér-
gyalom.
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x > ), melynek kovetkeztében a (6.7)) egyenlet igy egyszertisodik:

nzt:ax—l—kgl)—i—(x—i:)kt@)—i—ct,x (x=1,2,....X, t=12,...,7).
(6.8)

A egyenletbeli 7,; szisztematikus komponens az xy + = éves
egyének halandoésagat irja le, ahol xzy valamely kiinduld életkor
(példaul zq = 60). A tovabbiakban a Plat modell egyenlet sze-
rinti valtozatat alkalmazom majd, amely a GAPC modellcsalad

egyenletének speciélis esete az aldbbi paraméterezés mellett:

N =2,
WO =1 (z=1,2,...,X),
bW =1 (z=1,2,...,X),

VW =x—z (z=1,2,...,X).

Plat|[2009] cikkében kozponti kitettségeket és logaritimikus kapocsfiigg-

vényt feltételez, és az alabbi identifikicios megkotéseket javasolja:

S
kY =0,

;t
S, 0
k=0,

;t

T—-1
ZCiZO,

i=1-X
—1

S

iCi = 0.
1-X

%
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6.3.6. Attekintés és csoportositas

A GAPC modellcsalag tagjai szamos szempontrendszer szerint csopor-

tosithatok. Néhény lényeges csoportosités:
e A modellezett mortalitasi indexek szama (az N paraméter).
e Korcsoport-hatas (a, paraméterek) jelenléte.
e Kohorszhatés (¢;—, paraméterek) jelenléte.
e Az érzékenységi egyiitthatok (bﬁf)) jellege:

— Nemparaméteres: példaul a Poisson Lee-Carter modell (6.4))

egyenletbeli egyiitthatoi.

— Paraméteres: példaul a Cairns—Blake-Dowd modell

egyenletbeli egyiitthatoi.

e A kitettségek, halandosagi ratak, az eloszlasfeltevés és a kapocs-

fliggvény tipusa szerint két f6 aleset kiilonithets el:

— kozponti kitettségek, koézponti halandosagi ratak, Poisson-

eloszlés és logaritmikus kapocsfiiggvény;,

— kezdeti kitettségek, kezdeti halandosagi ratak, binomialis el-

oszlas és logit kapocsfiiggvény.

A GAPC modellcsaladhoz tartozo, jelen fejezetben bemutatott neve-
zetes modellek e szempontok szerinti csoportositasat a |6.1} dbran és

al6.1] tablazatban szemléltetem [l

SA tablazatban *-gal jelolt CBD modell kezdeti kitettségeket és logit kapocs-
fliggvényt feltételez. A tobbi modell esetén a kozponti kitettségek és a logaritmikus
kapocsfiiggvény alkalmazéasa altalanos.
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N=2, adott
érzékenységek

LC

nincs kehorszhatas

CBD*

nincs korcsoport-
és kohorszhatas

adott
érzékenységek N=1

6.1. abra. A GAPC modellcsalad néhany nevezetes tagja és a kozottiik
fennnallo hierarchia (forras: sajat szerkesztés)

Eljaras Korcsoport Kohorsz N Erzékenység Kitettség Kapocs
APC van van 1 egységnyi koézponti log
CBD nincs nincs 2 paraméteres kezdeti logit

LC van nincs 1 nemparaméteres kozponti log
Plat van van 2 paraméteres kozponti log
RH van van 1 nemparaméteres kozponti log

6.1. tablazat. Néhany nevezetes GAPC modell jellemz6i
(forras: sajat szerkesztés)
A[6.0] abran lathato, hogy a GAPC modellcsalad két nevezetes agat a
Renshaw—Haberman és Plat modellekﬂ adjak. Az RH modell neveze-
tes almodelljei a kohorszhatast nem tartalmazé Poisson Lee—Carter és
az egységnyi érzékenységi egylitthatokkal rendelkez6 APC modellek, a
Plat modell nevezetes alesetei pedig a korcsoport- és kohorszhatést nem
tartalmazo Cairns—Blake-Dowd és az egyetlen mortalitési indexet fel-
tételez6 APC modellek. Az APC modell tehat — mint a legegyszertibb,

korcsoport- és kohorszhatést egyarant tartalmazé modell — a GAPC

6 Pontosabban: az RH modell [Haberman-Renshaw [2011]| cikkében bemutatott, egy-
szertisitett, valamint a Plat modell egyenlet szerinti, id6skori halandosag mo-
dellezésére javasolt valtozata.
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modellcsalad mindkét aganak specialis esete, igy a modellcsalad nevé-
hez hiien bizonyos értelemben ezt a modellt altalanositja.

Az altalanos, illetve az idGskori halanddsidg modellezésére ebben a sor-
rendben a [6.1] abra bal oldali, illetve mindkét 4gén szerepld modellek
alkalmazhatok. Természetesen szamos tovabbi halandosag-elérejelzé el-

jaras elGallithatd a GAPC modellcsaldd megfelel§ paraméterezésével.

6.4. A paraméterek becslése

A GAPC csaladba tartozé modellek paramétereinek becslése a maxi-
mum likelihood elv alkalmazasaval végezhets. A jelolés egyszertisitése

érdekében érdemes az ismeretlen paramétereket a

CT: (al,ag...,ax,
0 0 0
AR A

1 1 1
ARSI

ARSI

N RN RN,
CloX,Cl_X 11, -+, Cp_1) € ROVFDXFT)F2X -1
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Vektorbam foglalni. A kiilénb6z6 korcsoport-idgszak kombinaciokhoz
tartozd elméleti haldleseti gyakorisagok fiiggetlenségébdl és a (6.1)
osszefiiggésb6l adodéan a modell log-likelihood fiiggvényd®| Poisson-

eloszlasu halaleseti gyakorisdgok esetén

X
1¢) = D03 Xt ( = Bzt + Daylin EZ, + nms,) = In(Da) )

r=1 t=1

(6.9)

ahol a ([6.2) egyenlet alapjan logaritmikus kapocsfiiggvény mellett
mé, =g ') =™ (z=1,2,...,X, t=12,...,T),

binomiélis eloszlasu halédleseti gyakorisdgok esetén pedig

X T
EO
6¢) =23 xe(n (ij + Dylnm, + (EY, = Du)In(1 = ml) ).

=1 t=1

(6.10)
ahol a ([6.2)) egyenlet alapjan logit kapocsfiiggvény esetén

1

Mgy = 9~ (M) = [

A kivalasztott modellspecifikicioban elhagyandé paraméterek nul-
la értékére vonatkozo feltételeknek és az alkalmazott identifikaci-
0s megkotéseknek egyarant eleget tevs, megengedett ¢ paraméter-

vektorok halmazéara olvashatosédgi szempontbol hasznos bevezetni a

T A sortorések csupan az attekinthetGséget szolgaljak, valamint az N paramétert
adottnak kell tekinteni.

8A és egyenletekben szerepls x,¢ (x =1,2,...,X,t=1,2,...,T) binaris
valtozok értéke 0, ha az adott korcsoport-id&szak kombinaciéra nem all rendelkezésre
elegendd adat, és 1 egyébként. |Cairns és szerzGtarsai [2009| nyoméan az elegendd
adat kritériuma lehet, hogy az adott kohorszra legalabb &t haldleset ismert legyen.
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Z C RINADXHTI+2X -1 selglést. Ekkor az ismeretlen paramétervektor

maximum likelihood becsléfiiggvénye a

~

¢ = argmax/(¢) (6.11)
Cez

optimalizalasi feladat megoldasaként nyerhets, melynek elGallitasa ér-
dekében célszert el6szor elhagyni a vagy a log-likelihood
fiiggvénybdl a ¢ paramétervektortol nem fiiggs tagokat. A fel-
adat egy specialis esetének megoldasara Brouhns és szerzétarsai [2002a|
a Newton-modszert alkalmazzak, amely a log-linearis modellek paramé-
tereinek becslésére is altalanosan hasznalatos, [Villegas és szerzGtarsai
[2016] pedig az altalanositott linearis modell (GLM) illesztésére alkal-
mazhato, szamos statisztikai programcsomagba beépitett optimalizalo

algoritmusokat javasoljak.

6.5. Modellvalasztas és illeszkedés

6.5.1. Egymasba adgyazott modellek kozotti valasztas

Két egymésba agyazott modell esetén — vagyis amennyiben két mo-
dell koziil az egyik a masikbol paramétermegkdtések segitségével szar-
maztathatd — a modellek kozotti valasztéast elGsegits, a statisztikdban

kozismert likelihood-arény tesztstatisztika képlete:

~ ~

X = 2(0(61) — €(Co)), (6.12)

ahol &1 és &0 a ¢ paramétervektor 1} Osszefiiggés szerinti maxi-

mum likelihood becsléfiiggvényei a bévebb, illetve a sziikebb modell-
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ben. A tesztstatisztika aszimptotikusan y?-eloszlast v = K;— K
szabadsagfokkal, ahol K; € N és Ky € N a bdvebb, illetve a sztikebb
modell effektiv paramétereinek szama, azaz az adott modell paramé-
tereinek szédma és a paraméter-megkotések széama kozotti kiilonbség,

valamint K; > K. Ha fennall a

X2 > X (v)

Osszefiiggés, ahol 0 < a < 1 az alkalmazott szignifikanciaszint, vala-
mint x3__(v) a v szabadsagfoki x2-eloszlas 1 — « valoszintiségi szinthez
tartozo kvantilise, akkor a teszt alapjan a bévebb modell alkalmazasa
javasolt a sziikebb modellel szemben.

Kiilon figyelmet érdemel az tgynevezett telitett modell, amelyben a
halélesetek szamanak elméleti varhato értéke minden egyes korcsoport-

idGszak kombinéciéra megegyezik a tapasztalt értékkel:

~

E(Dw) =Dy (x=1,2,....X, t=12,...,T). (6.13)

E modell effektiv paramétereinek szama a vagy ([6.10]) képletben
a becslés soran figyelembe vett korcsoport-idészak kombinaciok széma.
Tehat ha az egyméasba agyazott modellek koziil a bévebb modell a te-

litett modell, akkor

X T
K, :;;X”'
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6.5.2. Egyedi, teljes és skadlazott deviancia

Az egyes korcsoport-iddszak kombinaciokra egyenként egy adott GAPC
modell illeszkedése az altalanositott linearis modellkeretben (GLM)
hasznélatos egyedi deviancia (angolul deviance residual) fogalmaval
mérhets. Az egyedi deviancidk az adott modell és a (6.13) egyen-
let altal definialt telitett modell kozotti valasztéast elGsegitd likelihood-
arany teszt keretében értelmezhetdk, és ebben az esetben megegyeznek
az egyes korcsoport-idGszak kombinaciok tesztstatisztikdhoz valo
hozzajarulasaval.

Poisson-eloszlasu halédleseti gyakorisagok esetén az egyedi deviancidk

képlete a fentiek alapjan a (6.9), (6.12) és (6.13)) osszefiiggésekbol szér-

maztathato:

c
ot Mt

D,
ckvm::2<1%thyE ! —%Eﬁﬂnm——LQJ
(6.14)

(r=1,2,....X, t=12,...,T).

Binomialis eloszlasi halaleseti gyakorisagok esetén a megfelels képlet:

Da:t EO - th )
devy =2 Dy In + (EY — Dyy)In —2—*_
t ( t B3 qut (B ! E2 (1 — qat) (6.15)

(r=1,2,....X, t=12...T).

A (6.14]) vagy (6.15)) Osszefiiggésekben szerepls egyedi deviancidk in-
dikatorvaltozokkal stlyozott Osszege adja a teljes deviancia (angolul
total deviance) értékét, amely megegyezik az adott modell és a ((6.13))

egyenlet altal definialt telitett modell kozotti valasztasra alkalmazhato
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likelihood-arany tesztstatisztika értékével:

X T
Dev = Z Z Xt AUyt (6.16)

z=1 t=1

Az egyedi deviancidk ismeretében a kdvetkezs képlet alapjan szamitha-
tok ki az ugynevezett skdldzott eqyedi deviancidk (angolul scaled devi-

ance residuals):

devy;

sdevxt = Sgn(Dact - E(Diﬂt)) Dev

ahol v = K; — K a ([6.16|) Osszefliggésbeli tesztstatisztika szabadsag-
fokainak szdma, tovabba K| az illesztett modell, K; = Zle Zle Xt
pedig a telitett modell effektiv paramétereinek szama. Az egyedi de-
vianciakkal ellentétben a skilazott deviancidk a megfigyelt és becsiilt
haldleseti gyakorisagok kozotti eltérés iranyat és a paraméterek szamat

is figyelembe veszik.

6.5.3. Informacios kritériumok

A parszimonia elve jegyében a modellvalasztas soran két azonos illeszke-
dést biztosité modell koziil a kevesebb paramétert tartalmazo, a valosa-
got egyszertibben leir6 modellt célszert elényben részesiteni. Cairns és
szerzotarsal |2009| a paraméterek szamanak indokolatlan emelkedését
elkeriilends az egyéb statisztikai alkalmazasokban is népszert, infor-
mécidelméletbdl szarmazo Akaike (AIC) és bayes-i (BIC) informdcids

kritériumok (angolul information criteria) hasznalatat javasoljak, me-
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lyek képletei:

AIC = 2Ky — 20(¢),

BIC = KoIn K, — 20(¢),

ahol az eddigieknek megfeleléen K, az illesztett modell, K; pedig a
telitett modell effektiv paramétereinek szama.

Az AIC és BIC kritériumok konstrukciojabol lathato, hogy két illesz-
tett modell koziil az alacsonyabb informéciés kritériummal rendelkezé
véaltozat hasznalata célszertibb. Fontos megjegyezni azonban, hogy e
kritériumok segitségével az illesztett modellek illeszkedése abszolut ér-
telemben nem tesztelhets: elképzelhetd, hogy a fenti kritériumok &ltal
legjobbnak mindsitett modell illeszkedése is elfogadhatatlan. A
szakaszban bemutatott likelihood-arany tesztstatisztikaval ellentétben
az itt ismertetett informacios kritériumok nem egymasba agyazott mo-

dellek kozotti valasztasra is hasznéalhatok.

6.6. A mortalitasi indexek és a kohorszhatas
id6beli alakulasa

A . alfejezetben bemutatott kerethez hasonléan a (6.3]) egyenlet id6-
t6l fiiggs paramétereinek alakulasa idGsoros modellek segitségével irha-

t6 le és jelezhets elére.

6.6.1. Modellspecifikacio

A |’ egyenletbeli kt(i) (1t =1,2,...,N, t = 1,2,...,T) mortalité-

si indexek becsiilt értékeinek egyiittes alakulédsat |Cairns—Blake-Dowd
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[2006], Haberman-Renshaw [2011], valamint Villegas és szerzStarsal
[2016|| tobbdimenzids eltoldsos véletlen bolyongdsként (angolul multiva-
riate random walk with drift) modellezik.

A jelolés egyszertsitése érdekében célszerti az N darab becsiilt morta-

litasi indexet id6t6l fliggd vektor forméajaban felirni:

B

A k2

kt - (t - 17 2, ,T)
B

Ezzel a jeloléssel a tobbdimenzids eltolasos véletlen bolyongas alapjan

a becsiilt mortalitasi indexek dinamikajat definialé egyenlet:

ki=k1+s+¢, (t=23,....T), (6.17)

ahol k; € RY adott kezdsérték, s € RY az eltolas mértékét meg-
ado trendparaméter, valamint ¢, a folyamat véletlen hibatagjait jeloli,
melyek fiiggetlen, 0 varhato értéki, adott X € RNV pozitiv defi-
nit kovarianciamatrixi, tobbdimenziés normalis eloszlast valoszintiségi

vektorok:

b, ~N(0,%) (t=2,3,....T), (6.18)

tovabba fiiggetlenek a egyenletben szerepls elméleti halaleseti gya-
korisagoktol is.

A egyenletben szerepl6 ¢; (j = 1-X,2—X,...,T—1) kohorszhatas
becsiilt értékeinek alakulésat szintén ARIMA modellek segitségével szo-
kas modellezni. Renshaw—Haberman {2006 az eltolasos ARIMA(1, 1,0)
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modellt javasoljak, mely igy irhato felﬂ

éj:(1+’Y)5j71—’75j—2+8c+¢§'8) J=3-X4-X,....T-1),

(6.19)

ahol ¢_x és ¢o_x adott kezdGértékek, v € R és s, € R adott paraméte-
rek, a gbg.c) hibatagok pedig fiiggetlen, 0 varhato értéki, azonos o2 > 0

varianciaja, normaélis eloszlasu valészintiségi valtozok:

o\ ~N(0,02) (j=3-X.4-X,...,T—1), (6.20)

melyek fliggetlenek a (6.18) egyenletbeli hibavektoroktol és a (6.1])

egyenletben szerepld elméleti haléleseti gyakorisagoktol is.

6.6.2. A paraméterek becslése

A (6.17)) egyenletet atrendezve a ((6.18)) Osszefiiggésbdl adodik, hogy a

becsiilt mortalitési indexvektor idgsoranak elsérendd differenciéi fiig-
getlen, azonos paramétert, tobbdimenziés normalis eloszlasi valoszi-

niiségi vektorok:
ki—ki 1 ~N(s,X) (t=2.3,....T). (6.21)

[gy kozos eloszlasuk varhatoérték-vektoranak és kovarianciamatrixanak

maximum likelihood becsléfiiggvényei a koordinatdnkénti mintaatlagok

9Plat| |2009] javaslata a hasonld, de &ltalanosabb eltoldsos ARIMA(2,2,0) modell,
amelyben a c;_1 és c;_o tagok egyiitthatoi egymastol fiiggetleniil megvélaszthatok.
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vektoraval és a mintabol becsiilt kovarianciamatrixszal egyenldk:

. R 1 . .
(kt - kt_1> - ﬁ(kT — kl), (622)

wn>

|
y
| —
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-
||

2
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| =
[M] =

-+
||
N

Tovabba a kohorszhatas alakulasat leiro (6.19)) és (6.20]) 6sszefliggések-

b6l atrendezéssel és sztenderdizalassal kovetkezik az aldbbi relacié:

6j_éj*1_’y(éj*1_éj*2) NN(SC,O'g) (923_X54_X77T_1)7

amelybél a 87 = (v,s.,0,) € R? x Ry = O, paramétervektor fiiggve-

nyében felirhato a kohorszhatas modelljének log-likelihood fliggvénye:

.(0.)=a—(X+T-3)lno.

S (& = &1 = (-1 — ¢5-2) — 82)%,
202 Prmt

ahol o = —*+I=31n(27) konstans. A kohorszhatds paramétereinek
maximum likelihood becsléfiiggvényét ekkor a kovetkezs optimalizélasi

feladat megoldasa szolgéltatja:

6, = argmax /.(,).
0:.€06.

Mivel a egyenlet jobb oldalan szerepl Gsszeg regresszios eltérés-
négyzetosszegként is felfoghato, ezért a becslési feladat a kozonséges
legkisebb négyzetek modszerével is megoldhato. Igy a ¢j — Cj—1 elso-
rendd differencidkat egy linearis regresszids modellben sajat elsérendd

késleltetett értékeikkel és egy konstannsal magyarédzva a paraméterek
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maximum likelihood becslése a kovetkezd lesz: 4 a regresszios egyiitt-
hato, 8. a regressziés konstans, 62 pedig a regresszio atlagos négyzetes
hibaja. Alternativ megoldasként a paraméterek becsiilt értékei a Yule—
Walker egyenletek (lasd példaul Asteriou—-Hall [2015]) segitségével is

kiszémithatok.

6.7. Elo6rejelzés

Az el6z6 szakaszban ismertetett idGsoros modellek felépitésének célja a
GAPC modell id6ts] fiiggs paramétereinek elérejelzése, melynek segit-
ségével megbecsiilhetSk a jovébeli halandosagi ratak. Az attekinthets-
ség kedvéért érdemes a pontbecslést és a bizonytalansagot is magaba

foglal6 bootstrap becslést két kiilon szakaszban targyalni.

6.7.1. Pontbecslés

A mortalitasi indexvektor jovébeli értékeinek pontbecslései a méar is-
mert értékeket adottnak tekintve a ((6.21) osszefiiggés extrapolalasaval

nyerhetdk:
A A j A A
E(kry;) = E<kT + Z(kT+i - kT+z>1)) =
i=1

J
:kT+ZE(kT+i_kT+i—1) :kT +]S (] = 1,2,)

=1

Mivel a maximum likelihood becslés invarians a paraméterek fliggvény-
transzformaciojara, ezért a ((6.22)) egyenlet behelyettesitésével adodik az

alabbi maximum likelihood becslés a jovbeli mortalitasi indexvektorok

137



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

varhato értékére:
E(kry)) =kr+j8 (j=1,2,...). (6.24)

A kohorszhatas jovGbeli varhaté értékeinek pontbecslései a mar ismert
értékeket adottnak tekintve a (6.19) egyenlet rekurziv extrapolalasaval

szamithatok ki:

~ ~

E(er 14;) = (1 + N)E(r-at;) = FE(Crse) + 5. (G =12,...,),
(6.25)

ahol 4 és §, a (6.23)) log-likelihood fiiggvény maximalizalasa soran nyert

értékek.

A (6.24) és (6.25]) egyenletek alapjan nyert becsléseket a (6.3)) Osszefiig-

gésbe behelyettesitve jelezhetd elére a GAPC modellcsalad szisztema-

tikus komponense:

i=1 (6.26)

Végiil a (6.2)) és (6.26)) egyenletek alapjan nyerhetsk a jovébeli kbzponti

vagy kezdeti halandoésagi ratdk pontbecslései:

Mers; =9  (Meryy) (x=1,2,...,X, j=12,..).

6.7.2. A bizonytalansiag modellezése

A halandosag-elérejelzd modszerek alkalmazésaval jard eldrejelzési bi-

zonytalansdg modellezésére |Lee—Carter [1992| ota szokasos eljaras
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a [0.7.1] szakaszban bemutatott pontbecslések alkalmazasa helyett az
id6tol fliggd paraméterek hibatagjainak Monte Carlo szimuléacidja (De-
ak| [1990]) segitségével eldrejelzéseket késziteni. A GAPC modell kere-
tében konnyedén készithetdk ilyen elérejelzések a és 0ssze-
kat behelyettesitve az id6t6l fliged paraméterek jovébeli alakulasat leird
egyenletekbe. Ez az eljaras ugyanakkor meglehetGsen félrevezets ered-
ményeket produkal, mivel a egyenlet paramétereit implicit moédon
azok mintabol becsiilt értékeivel azonositja, figyelmen kiviil hagyva ez-
altal a paraméterbecslési eljarasbol fakadod tugynevezett paraméterbi-
zonytalansdgotm

A GAPC modellcsalad keretében az el6rejelzési bizonytalansag és a pa-
raméterbizonytalansag egyittesen a Brouhns és szerzétarsai [2005], va-
lamint |Villegas és szerzétarsai 2016 altal javasolt félparaméteres boot-
strap (angolul semiparametric bootstrap) eljaras segitségével vehetd fi-
gyelembelﬂ, mivel analitikus modszerekkel a bizonytalansag két forrasa
nehezen kezelhetd egyiittesen. Koissi és szerzétarsai [2006] alternativ
megkozelitésként a skaldzott egyedi devianciakbol vett mintavételezé-
sen alapuld rezidudlis bootstrap modszert javasoljak.

A Brouhns és szerzétarsai [2005| altal javasolt félparaméteres boot-
strap eljaras keretében a B € Ny, darab bootstrap mintdban elGszor
a Dy (x = 1,2,...,X,t = 1,2,...,T) ismert haléleseti gyakorisa-
gokat tujra sziikséges generalni a megfigyelt értékekkel azonos varhato

értékd Poisson vagy binomialis eloszlasokbol, majd a modellillesztést

10 Bar néphalandosagi ratak elérejelzése esetén jellemzden a teljes népesség adatai
ismertek, a sztochasztikus halandésag-elérejelzé modellek a megfigyelt halandosa-
gi ratdkat és halaleseti gyakorisdgokat elméleti valoszintiségi valtozok megvalosult
értékeinek tekintik, igy az azok alapjan becsiilt modellparaméterek maguk is bi-
zonytalanok (valoszintségi valtozok).

A bootstrap modszert [Efron| [1979] javasolta el@szér dltalanosabb kontextusban.
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és az eldrejelzést minden egyes Db, (b= 1,2,...,B, v = 1,2,..., X,

t =1,2,...,T) bootstrap mintéara el kell végezni, a modellvalasztasi
lépés nélkil, minden egyes mintara az eredetileg javasolt modellvalto-
zatot alkalmazva. A vizsgalni kivant véletlen mennyiségek (példaul ha-
landoséagi ratak vagy varhato élettartamok) elméleti eloszlasa a minta-
méret novelésével hatarértékben azok bootstrap mintdkban megfigyelt

empirikus eloszlasaval kozelithetd.
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7. fejezet

Esettanulmany:
Elettartam-kockazat a
nyugdijcéla életjaradékok

dijszamitasaban

A [7] fejezetben a Vékas [2016] tanulmanyt ismertetem, melynek célja
elsésorban Majer—Kovécs [2011] az élettartam-kockazat szerepét vizs-
galo cikkének modszertani tovabbfejlesztése és aktualizdlasa. Elemzé-
semben a Majer-Kovacs [2011] tanulmanyaban alkalmazott |Lee-Carter
[1992]| modell keretein tullépve az &altalanositott korcsoport—idszak—
kohorsz (GAPC) modellcsalad (Villegas és szerzdtarsai [2016]) segitsé-
gével vizsgalom a nyugdijcélu életjaradékok dijszamitasaban jelentkezé
élettartam-kockazatot.

Szamitasaimat az 1975-2014. naptari évek halandosagi adataira alapo-
zom, ezaltal a Majer—Kovacs [2011] altal alkalmazott, 1970-2006. éveket

felolels béazisidGszak alapjan szamitott értékekhez képest jelentésen ma-
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gasabb varhato élettartamokat és netto dijakat éllapitok meg. A relativ
alularazottsag emelkedésének bemutatasa révén aldtamasztom, hogy a
jaradékok dijszamitédsdban nétt az élettartam-kockazat szerepe, illetve
az annak figyelmen kiviil hagyéséaval elkovetethets hiba nagysaga.

Ot nevezetes modell mintan kiviil becsiilt elérejelzési pontossaga alap-
jan a nyugdijcélu életjaradékokkal kapcsolatos elemzésémet a (Cairns—
Blake-Dowd [2006| modellre épitem. Majer—Kovacs [2011] cikke a Lee—
Carter [1992| modell keretében figyelembe vette a mortalitasi index
sztochasztikus trendparaméterére vonatkozo bizonytalansdgot. Ehhez
képest lényeges modszertani Gjitas, hogy az itt bemutatandé elemzés a
becslés sorén felléps paraméterbizonytalansagot valamennyi paraméter
kapcsan figyelembe veszi a bootstrap (Efron [1979]) eljarés segitségével,
ezaltal pontosabb képet adva az aktuariusi szempontbdl igen 1ényeges
kockazat mértékérdl.

A probléma aktualitdsat az onkéntes nyugdijpénztari életjaradékokra
vonatkozo szabalyok modositasa (Orszaggytilés [2015]) adja, melynek
kovetkeztében a vizsgalt téma gyakorlati jelentésége a kozelmultban

jelentGsen emelkedett.

7.1. A kérdés aktualitasa

Az 6nkéntes nyugdijpénztarakra vonatkozo korabbi szabalyozas silyos
hidnyosséga volt, hogy a nyugdijkorhatar betoltésekor a pénztarak nem
voltak kotelesek a felhalmozott vagyon ellenében életjaradékot szolgal-
tatni a pénztartagok részére, még az iigyfél kifejezett kérésére sem. Igy
a pénztartagok nyugdijas éveik biztositasara csupan banktechnikasi jara-

dékot igényelhettek. E konstrukcio keretében a pénztartagok vagy 6ro-
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koseik egy hatarozott tartam erejéig részesiiltek rendszeres jaradékban.
A banktechnikai jaradék valojaban nyugdijcélra teljességgel alkalmat-
lan, mivel egyrészt a hatarozott tartam letelte utan az tigyfelek anyagi
biztonsdgat mar nem garantalja, masrészt szolgaltatasa a tartam végéig
a pénztartag esetleges halala esetén is fennmarad, melynek kévetkez-
tében dija joval magasabb annal, mint amit a nyugdijcéla felhasznélas
indokolna.

Ezt a helyzetet orvosolja a 2015 decemberében elfogadott 0j pénzté-
ri szabélyozas (Orszaggyiilés [2015]), melynek értelmében a legalabb
ezer tagot szamlalo onkéntes nyugdijpénztarak — a tagok erre vonat-
kozé nyilatkozata esetén, a felhalmozott pénztari vagyonért cserébe —
a nyugdijkorhatar betoltését kovetSen kotelesek valamely életbiztosito
tarsasagnal életjaradékot vasarolni a tagok részére. Az életjaradék a
banktechnikai jaradékkal ellentétben a tulajdonosa élete végéig biztosit
rendszeres kifizetéseket. Az intézkedés 1j lendiiletet adhat az életja-
radékok pang6 hazai piacdnak. Ezzel parhuzamosan varhatoéan elGtér-
be keriil az — életjaradékok esetén kiemelt jelentGségli — élettartam-
kockézat problémaja, amely az életkorfiiged halandosagi ratak idébeli
csokkenésébdl fakad.

Az életjaradékok dijszamitasa sorédn az aktuariusi szakma hagyomé-
nyosan az egy bizonyos naptari évre vonatkozd halandésagi tablakra
tamaszkodik, feltételezve, hogy a dijkalkulaciohoz felhasznélt koréves
haldlozasi valoszintiségek a jovében valtozatlanok maradnak. A ha-
landosagi ratak idébeli csokkenése kovetkeztében igy az életjaradékok
tulajdonosai a kalkulaltnal nagyobb valdszintiséggel érik meg a jara-
dékfizetési id6pontokat, ami elére nem kalkuldlt veszteséget jelent a

jaradékszolgaltatoknak. A probléma tobbek kozott a jovbeli napté-
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ri évekre vonatkozo koréves haldlozési valoszintiségek minél pontosabb

elérejelzésével orvosolhato.

7.2. Adatok és modszerek

A nyugdijas koru egyének halandosagi ratainak elérejelzése érdekében
a KSH 1975-2014. naptari évekre és 65—-99 korévekre vonatkozd, nap-
tari és korévek szerint bontott létszam- és haldlozasi adatait hasznal-
tam fel.E] Mivel az Europai Uni6 erre vonatkozo iranyelve (EU| [2004])
értelmében a jaradékbiztositasok dijkalkulacidjaban tilos a nemek sze-
rinti megkiilonboztetés, ezért a nemenkénti adatokat aggregaltam, és
a szamitasokat a nemtdl fliggetlen (uniszex) korévenkénti létszamok és
halaleseti gyakorisagok alapjan végeztem el.

A halandosagi raték eldrejelzésére a GAPC modellcsaladba tarto-
z0, a [6.1] abran korabban szemléltetett korcsoport—idészak—kohorsz
(APC, |Carstensen [2007]), Cairns—Blake-Dowd [2006[(CBD), Poisson
Lee—Carter (LC, Brouhns és szerzétarsai [2002a]) és idGskori Plat
[2009] modelleket, valamint a Renshaw—Haberman [2006| (RH) modell
Haberman—Renshaw [2011| cikkében szerepld, egyszertisitett véltoza-
tat alkalmaztamf| A szamitdsokat az R statisztikai programcsomag
(R [2008]) és a StMoMo sztochasztikus halandoséag-elérejelzo fiiggvény-

konyvtar (Villegas és szerzétarsai [2016|) segitségével végeztem el.

HBanyar| [2012] mitive részletesen foglalkozik a jaradékok dijszamitasahoz hasznalhato
halandosagi tabla kivalasztédsanak kérdésével. Jaradékszolgéltatok egyedi halando-
sagi adatai hijan itt kénytelen vagyok a néphalandésagi adatokbol kiindulni.

2Bar a [Booth-MainDonald-Smith [2002| tanulmanyaban ismertetett tobbtényezds
Lee—Carter modell Poisson-valtozata is a GAPC modellcsalad tagja, ezt nem il-
lesztettem az eldrejelzéssel jaro modszertani nehézségek miatt. |Girosi-King [2007]
alapjan egyébként Magyarorszagon az egytényezGs modell altal megmagyarézott
variancia hanyada 85% az 51 dimenzi6s térben, vagyis az egytényezds modell alkal-
mazasa viszonylag kis informacioveszteséggel jar.
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A legjobb mintan kiviili elérejelzési teljesitményt nytajté modell kiva-
lasztasa és a tulillesztés elkeriilése érdekében az 1975-2014. naptari éve-
ket az 1975-2004. naptari éveket magéba foglal6 tanuld és az 2005-2014.
naptari éveket felolel§ teszteld iddszakra osztottam fel. A felsorolt 6t
modell paramétereinek becslését a tanul6 idGszakon, illeszkedéstik vizs-
galatat pedig — a[3.3.5] szakaszban bemutatott modszertan segitségével
— a tesztel§ idGszakon végeztem el.

A tesztelés soran az elsé husz korévet (vagyis a 65-84 évesek adata-
it) vettem figyelembe, mivel a kés6bbi korévek egyrészt méar kevésbé
relevansak a hozzajuk tartozo alacsonyabb tulélési valoszintségek és a
jaradékok dijszamitésa soran alkalmazott diszkontélas miatt, masrészt
az azokban megfigyelt halandésagi raték alakulasa az alacsony létsza-
mok miatt nem kell6képpen megbizhat6. Ennek tudhaté be, hogy a
KSH nyers halalozasi valoszintiségeket ezekre a korévekre nem is ko-
z0l, csak a Gompertz-Makeham formula alapjan kiegyenlitett értékeket
publikalja ]

A tesztek eredményeit és az illesztett modellek effektiv paraméterei-
nek szamat a [7.1} abrafl| szemlélteti, melynek alapjan a tesztels iddsza-
kon a legjobb eldrejelzési teljesitményt a kifejezetten az idGskori ha-
landosag elérejelzésére kifejlesztett Cairns—Blake-Dowd modell nyjt-

ja, melyet illeszkedés szerinti sorrendben a Poisson Lee—Carter és a

3 A jovoben varhatéan meghizhatobba valnak a 84 éves kor feletti halandésagi adatok
az idGsek ardnyéanak és ezéltal az érintett csoportok létszaméanak rohamos noveke-
dése miatt. Ekkor biztosabban eldélhet, hogy a legmagasabb életkorokban vajon
konkéavva vélik-e az életkorfiiggs halandosagi gorbe, vagy |Gavrilov—Gavrilova [2011]
allaspontja a helytallo, akik szerint ezekben az életkorokban is megfelel a KSH &l-
tal is alkalmazott konvex gorbe feltételezése, illetve a konkavitas korabbi észlelései
adathianybol és adathibakbol eredtek.

4 Az alacsonyabb x? tesztstatisztikdk utalnak jobb illeszkedésre. Az orszagos lét-
szamadatok hasznalatabol ad6d6 nagy mintaméret miatt az illeszkedésre vonatkozo
nullhipotézis valamennyi modell esetén hatarozottan elutasithato. Effektiv para-
méterszam alatt a tobbi paraméter altal az identifikdcios megkotések révén nem
meghatarozott paraméterek szama értendé.
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7.1. abra. GAPC modellek illeszkedése a tesztidGszakon és a modellek
effektiv paraméterek szama (2005-2014, 65-84 éves korokban,
forras: sajat szerkesztés)

korcsoport—id@szak—kohorsz modellek kovetnek. Az illeszkedés alap-

jan felallitott rangsort az els harom modelltsl leszakadva a Plat és

Renshaw-Haberman modellek zarjak.

A Cairns—Blake-Dowd modell j6 teljesitménye annél is figyelemre mél-

tobb, hogy ez az eljaras a vizsgélt 6t modell koziil a legkevesebb effektiv

paraméterrel rendelkezik. A [7.I] abran megfigyelhets, hogy a maga-
sabb effektiv paraméterszami modellek gyengébb el6rejelzési pontos-
sdgot nytjtanak. A latszolagos ellentmondas oka, hogy a bonyolutabb
modellek hasznélata esetén a tilillesztés jelensége 1ép fel: ezek a model-
lek a kevesebb paramétert tartalmazo modelleknél sziikségertien jobban
illeszkednek a tanul6 idGszak adataira, ugyanakkor a tesztels idészak

éveire mar gyengébb elérejelzést eredményeznek, hasonléan ahhoz a

tankonyvi elrettenté példahoz, mint amikor egy tapasztalatlan elemzé

a tanulo iddszakon mért illeszkedéstdl félrevezetve egy idében kozel li-

nearis egyvaltozos iddsort magas fokszamu polinommal jelez elére.
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Erdemes megjegyezni, hogy a vizsgalt adatokon a szakaszban be-
mutatott Akaike és bayes-i informacios kritériumok alapjan — a mintén
kiviili teljesitmény alapjan felallitott rangsorral ellentétesen — a maga-
sabb effektiv paraméterszami modellek hasznélata lenne indokolt. Ez
annak tudhato be, hogy bar ezek a mutatok biintetik a paraméterszam
indokolatlan emelkedését, mégis csupan a tanul6 idGszakon tapasztalt
illeszkedést szamszertisitik, mikdzben lényegében semmit nem monda-
nak arrél, hogy az adott modell valoban plauzibilis el6rejelzést nyijt-e
a jovére nézve.

Hogy fényt deritsek az egyes modellek elérejelzési hibainak természe-
tére, az illeszkedés vizsgalatat a 65-84 éves életkorokban korévenként
és az elérejelzési idGszak éveire naptari évenként bontva is elvégeztem.

Az eredményeket a és[7.3] abrak szemléltetik.
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7.2. abra. GAPC modellek illeszkedése a tesztidGszakon naptéri
évenként (2004-2013, 65-84 éves korokban,
forras: sajat szerkesztés)

A 72 abra alapjan az elérejelzési id6tav novekedésével jellemzden va-
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lamennyi vizsgalt modell el6rejelzési pontossaga csokken. A pontos-
sag romlési iteme a magas effektiv paraméterszamu Plat és Renshaw—
Haberman modellek esetén a legszembetiingbb, illetve ezekkel szem-
ben a legjobb illeszkedést nytjté Cairns—Blake-Dowd és Poisson Lee—
Carter modellek esetén a legmérsékeltebb. A naptari évenkénti elemzés
megerssiti a Cairns-Blake-Dowd modell alkalmazhatosagat, annal is
inkabb, mivel a tovabbiakban az életjaradékok dijszamitasa az itt be-
mutatottnal joval hosszabb, 35 éves el6rejelzési horizont hasznalatat
teszi majd sziikségessé.
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7.3. abra. GAPC modellek illeszkedésének sszehasonlitiasa a teszt-
idgszakon korévenként (2004-2013, 65-84 éves korokban,
forras: sajat szerkesztés)

A abra alapjan egyik vizsgalt modell esetén sem figyelheté meg
életkor szerint monoton trend az el6rejelzési pontossagban. A legpon-
tosabbnak itélt Cairns—Blake-Dowd és Poisson Lee—Carter modellek
kozotti £6 kiilonbség e tekintetben a 65-70 év kozotti életkorokban fi-
gyelhetd meg: itt a Cairns—Blake-Dowd modell érezhetGen pontosabb
elérejelzést szolgaltat. 72 éves kortol kezdve a két modell pontossidga
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kozel azonos. A 73-77 év kozotti életkorokban valamennyi modell a
tobbi vizsgalt életkorhoz képest viszonylag gyengén teljesit.

Az eredmények alapjan Gsszességében megéllapithato, hogy a vizsgalt
adatsoron a hazai idGskori halandosag elérejelzésére az ot kivalasztott
GAPC modell koziil a Cairns—Blake-Dowd modell hasznélata javasolt.
E modell mellett szol, hogy a legalacsonyabb mintén kiviili el6rejelzé-
si hibaval és emellett a legkevesebb effektiv paraméterrel rendelkezik,
elérejelzési hibaja a legalacsonyabb iitemben emelkedik az idShorizont
novelésével, valamint az életjaradékok dijszamitasanal leglényegesebb,
65-70 év kozotti életkorok halandosagat a Poisson Lee-Carter modell-
hez képest joval alacsonyabb hibaval jelzi el6re a tesztels idGszakon.
Nem mellékes szempont az sem, hogy |Cairns-Blake-Dowd |2006|| cik-
kiikben a modellt kifejezetten az idGskori halandoséig elérejelzésére ja-

vasoljak a Lee—Carter modell alternativajaként.

7.3. Eletjaradékok statikus és dinamikus dij-
szamitasa

Az x éves koru biztositott azonnal indulo, élethosszig tarto, évi egy
forint Osszegii életjaradékédnak egyszeri netté dijképlete az aktuériusi

ekvivalenciaelv (Banyar [2003]) alapjén{’]

w—x i—

dxzz<viﬁ(1—qx+j)> (x=0,1,...,w), (7.1)

ahol w a feltételezett legmagasabb elérhets életkor (a KSH gyakorlata

alapjan w = 100 év), v a technikai kamatlab alapjan szamitott éves

5 A képletben az iires szorzat értéke definicié szerint egynek tekintends.
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diszkonttényez(ﬂ aq; (x=0,1,...,w—1) értékek pedig a koréves ha-
lalozéasi valoszintiségek.

A Osszefiiggés szerinti netto dij azt az életjaradékért cserébe nyj-
tando egyosszegii befizetést adja meg, amely mellett a jaradékszolgalta-
t0 a technikai kamatlabnak megfelels, rogzitett éves befektetési hozam
feltételezése mellett, a jaradékfizetésen kiviili egyéb koltségek figyelem-
be vétele nélkiil nulla profitot realizal. Az életjaradék brutto dija (Ba-
nyar [2003]) a Osszefliggés szerinti nettd dij és a tényleges éves
életjaradék Osszegének szorzata, novelve a koltségek és a szolgaltatoi
profit fedezetével [

A 7] osszefiiggés a klasszikus aktuariusi dijszamitasban érvényes sta-
tikus halandéséagi ratak feltételezése mellett helytallo. Ezzel szemben a
halandoség-elérejelz6 modszerek segitségével elGallithato, idében valto-
76, dinamikus halandéséagi tabla hasznédlata esetén a szamitasok soran
az életkor novekedésével a naptéari id6 mulasat is figyelembe kell venni.

Ekkor a[7.1] osszefiiggés a kovetkezSképpen modosul:

w—x i—

1
Gy = Z (vi (1-— qzﬂ»,Tﬂ»)) (x=0,1,...,w),
=0  j=0

ahol ¢y (x =0,1,...,w—1, t=T,T+1,T+2,...) az x éves egyének
koréves halalozési valoszintisége a t-edik naptéri évben, valamint T az
aktualis naptari év a dijszamitas pillanataban.

P

Az x éves korban varhaté hatralévd élettartamot statikus halandésag

6 A technikai kamatlab a befektetett életbiztositasi dijtartalékon garantalt éves ho-
zamréata, melynek segitségével az aktuarius az életbiztositasok klasszikus dijkalku-
lacioja soran meghatarozza a jovébeli pénzaramlasok jelenértékét (Banyar| [2003]).

T Az életjaradékok kifizetései dltalaban évesnél stiribb (példaul havi) gyakorisagiak.
Mivel az évesnél stirtibb jaradékfizetési gyakorisag hatasa az életjaradék netto dijara
jellemzden csekély, illetve a nettd dijjal kozelitSleg aranyos, ezért annak figyelembe
vételétdl itt eltekintek.
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mellett megado (3.11)) Osszefiigges igy is felirhato:

w—zx 1—1

em_ZH(1—qx+j)+% (x=0,1,...,w).

i=1 j=0
A megfelels Osszefiiggés dinamikus halanddsag esetén:

w—x 1—1

1
er = ZH(I — QujT4j) T 5 (x=0,1,...,w).

i=1 j=0

7.4. Eredmények

Az élettartam-kockézat szerepének szamszertsitése érdekében elséként
a 65-99 éves egyének életkorfiiges halandoséagi ratait a GAPC modell-
csaladba tartozo, korabban mar bemutatott 6t nevezetes halandosag-
elérejelzé modell felhasznélasaval a 2016-2050. naptari évekre elére je-
leztem, majd a szamitasokat a Villegas és szerzétarsai [2016] tanulméa-
nyaban javasolt félparaméteres bootstrap eljaras segitségével egyenként
5000 replikiciobof| 4116 bootstrap mintédkon is megismételtem. A jo-
vébeli koréves haldlozasi valoszintiségeket a kezdeti halandosagi raték
értékeivel becsiiltem, és a nyugdijkorhatar betoltésekor varhato egs hat-
ralévg élettartam és ags egyszeri nettd dij értékeket a varhato értékek
alapjan szamitott pontbecslések alapjan, illetve valamennyi szimulélt
bootstrap mintaban egyenként is meghataroztam. Az Gsszehasonlitas
kedvéért a legfrissebb ismert, 2014. évi néphalanddséigi tabla alapjan
— a klasszikus aktuariusi gyakorlat szerinti id6ben véltozatlan, statikus
halandoséagi ratakat feltételezve — is elvégeztem a szédmitasokat. Mivel a

technikai kamatlab maximalis mértéke az azt szabalyozé6 MNB rendelet

8 A bootstrap minték szamanak novelése 5000 replikacié felett mar csak elhanyagol-
hato mértékben valtoztatta meg a szamitott konfidenciaintervallumok hatérait.
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(MNB [2015]) alapjan forintban fennéllo kotelezettségek esetén 2016.
julius 1-ét6l évi 2, 3%, ezért a szamitasok sordn az v = 170#23 diszkont-
tényez6t alkalmaztam. Tovabbi Osszehasonlitésra adtak lehetGséget a
Majer—Kovacs {2011 tanulméanyaban bemutatott eredmények, melyek
a [Lee—Carter [1992| modell és az 1970-2006 bazisidészak alapjan, 3%-
os technikai kamatlab feltételezésével késziiltek.

A Cairns—Blake-Dowd modell alapjan nyert szamitasi eredményeimet
és a Majer—Kovacs |2011]| cikkében szereplé megfeleld mutatoszamokat
ebben a sorrendben a [7.1] téblazat fels§ és also része foglalja Gssze.
A tablazat masodik oszlopdban a legutols6é ismert halandosagi tab-
la alapjan szamitott keresztmetszeti értékek, harmadik oszlopaban a
halandosag-elérejelzés segitségével nyert dinamikus, kohorszszemléleti
varhato értékek és bootstrap konfidenciaintervallumok, negyedik oszlo-
paban pedig a statikus, keresztmetszeti szemléletben a dinamikus var-

hato értékekhez képest elkovetett szazalékos hibak nagysagai lathatok.

Sajat szamitas (bazisiddszak: 1975-2014):

Mennyiség Keresztmetszeti Varhato érték (konf.int.) Statikus hiba

eqs (év) 16,47 18,21 (16,61; 19,80) 9,51%
gs (Ft) 13,72 14,78 (13,83:15,72) -6,43%

Majer—Kovacs [2011] (bazisidgszak: 1970-2006):

Mennyiség Keresztmetszeti Varhato érték (konf.int.) Statikus hiba

eqs (év) 15,39 16,43 (15,12; 17,83) -6,33%
iigs (Ft) 11,87 12,43 (11,70; 13,17) -4.50%

7.1. tablazat. Osszehasonlitas: a 65 éves korban varhato hatraléve élet-
tartam és az életjaradék egyszeri netto dija (forras: sajat szamitas és
Majer—Kovacs [2011])

A [71] tablazat alapjan megallapithato, hogy a statikus, keresztmet-

szeti szemléletben szamitott 65 éves korban varhaté hatralévs élettar-
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tam 2006-2014 kozott 1,08 évvel, a nyugdijcélu életjaradék egyszeri
nett6 dija pedig 1,85 Ft-tal emelkedett. Ez utobbi hatas részben a
varhato élettartam novekedésének, részben pedig a technikai kamat-
lab csokkenésének tudhato be. Az djabb szamitasaim alapjan méar az
élettartam-kockazatot figyelmen kiviil hagyo, keresztmetszeti értékek is
meghaladjak a Majer—Kovacs [2011] altal k6zolt kohorszszemléletd, di-
namikus varhato értékeket. Az 0j szamitas alapjan a dinamikus értékek
konfidenciaintervallumai joval szélesebbek a Majer—Kovacs [2011]| ta-
nulmanyéban szereplé megfelelGikhez képest, mivel az utébbiak — az 1]
szamités soran alkalmazott bootstrap eljarassal szemben — a mortalita-
si index sztochasztikus trendparaméterét leszamitva nem tartalmazzak
a paraméterbecslésbdl fakadé bizonytalansagot

A naiv, statikus szemlélet alkalmazasaval elkovetett szazalékos hiba
nagysaga mind a varhatd hétralévs élettartam, mind az életjaradék
netto dija esetén kozel masfélszerese a Majer—Kovacs [2011] eredményei
alapjan szamitott szazalékos hibanak, ami a modszertani kiilénbségeken
tul is arra enged kovetkeztetni, hogy az élettartam-kockéazat jelent&sé-
ge nétt a 2006 és 2014 kozotti idészakban. A statikus megkozelités a
nyugdijazaskor varhaté hatralévs élettartamot kozel két évvel alabe-
csiili, és a nyugdijcéla életjaradékok esetén 6,43%-os alularazottsaghoz
vezet, ami példaul évi 1 millié Ft Osszegi jaradék esetén a szerzédés
megkotésekor 1 millié 60 ezer Fﬂ tartalékhianyt, és ezaltal ugyanekko-
ra nagysagi azonnali veszteséget jelent a jaradékszolgaltato szaméra. E

veszteség a biztositasi gyakorlatban is igen jelentds, igy a statikus szem-

9 Erdemes megjegyezni, hogy a [LeeCarter [1992] modell hasznalata az tjabb ada-
tokon minimaélis eltéréssel a |Cairns—Blake—Dowd |2006]| modellel kozel azonos ered-
ményt ad, igy a kiilonbség nem a moddszervalasztasbol adodik.

10 A veszteség a megfelels netto dijak eltérése és az éves jaradéktag szorzataként kap-
hat6 meg (Banyar| [2003]).
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lélet egyre kevésbé megengedhetd, és egyre nagyobb hangsulyt sziiksé-
ges forditani az élettartam-kockazat megfelel6 modellezésére, hogy a
biztositok és nyugdijpénztarak megfelelen késziilhessenek fel az 6n-
kéntes nyugdijpénztari életjaradékok nyujtéasara és a Szolvencia II ke-
retrendszer alkalmazésara. A halandosag-el6rejelzé modszereket min-
den eddiginél egységesebben és attekinthetébben magaba foglalo GAPC
modellcsalad alkalmazasa és az elérejelzési bizonytalansag modszertani

szempontboél adekvat figyelembe vétele elGsegitheti ezt a munkat.
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Az emberi élettartam dtlagos hossza — mind Magyarorszdgon, mind
a fejlett orszdgokban dltalaban — az elmiilt évszdzad sordn rendkiviil
gyorsan novekedett, melynek hatterében elsésorban az orvostudoméany
fejlédése és az élelmiszer-elldtds javuldsa dllnak.

Ez a jelenség egyrészril kétségteleniil nagyon pozitivan befolydsolja
életkildtdsainkat, méisrészrél ugyvanakkor jelentds terhet ré a folyé
finanszirozdsu dllami nyugdijrendszerekre, a nyugdijpénztdrakra és a
jaradéktermékeket értékesits életbiztositékra. Ezeket a negativ pénziigyi

et a szakirodalom élettartam-kockdzatnak nevezi.
E konyv elméleti része a halandésdgi modellezés, elGrejelzés és az
élettartam-kockdzat gazdag nemzetkozi és hazaiszakirodalmihdtterének
ismertetése utdn bemutatja a legnépszertibb és legijabb modellezési
megkozelitéseket, és végiil a kordbban tdlalt ismereteket két gyakorlati
pspttanulmanyon az allaml nyugdijrendszer, illetve a nyugdijpénztdrak
és életbiztositék példdjan illusztrélja.

A szerz6 célja, hogy konyvét az aktudriusképzésben részt v
hallgaték, az érdekldd6 tudomédnyos kutatdk és tdrsadalombiztositdsi
szakemberek, valamint gyakorlé aktudriusok egyardnt eredményesen
haszndlhassdk fel az olyan modellek készitése sordn, amelyekben fontos
az élettartam-kockdzat figyelembe vétele.
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