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Tokeallokacios modszerek és tulajdonsagaik a gyakorlatban

A pénziigyekben mind elméletileg, mind az alkalmazasok szempontjabél fontos kérdés
a tékeallokacio. Hogyan osszuk szét egy adott portfélié kockazatat annak alportfélioi
k6z6tt? Miként tartalékoljunk t6két a fennallé kockazatok fedezetére, és a tartaléko-
kat hogyan rendeljiik az lzleti egységekhez? A t6keallokacio vizsgalatara axiomatikus
megkozelitést alkalmazunk, tehat alapvet6 tulajdonsagok megkovetelésével dolgozunk.
Cikkiink kiindulépontja Cséka-Pintér [2010] azon eredménye, hogy a koherens kocka-
zati mértékek axiomai, valamint a t6keallokaciora vonatkozé méltanyossagi, 6sztonzeési
és stabilitasi kovetelmények nincsenek 6sszhangban egymassal. Ebben a cikkben ana-
litikus és szimulacios eszkozokkel vizsgaljuk ezeket a kovetelményeket. A gyakorlati
alkalmazasok soran hasznalt, illetve az elméleti szempontbol érdekes t6keallokacios
maddszereket is elemezziik. A cikk f6 kovetkeztetése, hogy a Cséka-Pintér [2010] altal
felvetett probléma gyakorlati szempontbdl is relevans, tehat az nemcsak az elméleti
vizsgalatok soran meriil fel, hanem igen sokszor el6fordul6 és gyakorlati probléma. A
cikk tovabbi eredménye, hogy a vizsgalt tékeallokaciés modszerek jellemzésével segit-
séget nyujt az alkalmazéknak a kiillonb6z6 moédszerek kézotti valasztashoz.*

Journal of Economic Literature (JEL) kédok: C71, G10.

Bevezetés

A kockazat megfelel6 mérése és elosztasa elengedhetetlen a bankok, biztositok, port-
foliokezeldk és mas pénziigyi kockazatnak kitett egységek szdmdara. A kockazatmérés
lehetséges modszereirdl a Krokhmala és szerzétarsai [2011] cikkben olvashatunk. Mi a
koherens kockazati mértékekre (Artzner és szerzétarsai [1999]) szoritkozunk, amelyek
négy természetes axiomaval definialtak: monotonitas, transzlacidéinvariancia, pozitiv
homogenitas és szubadditivitas. A koherens kockazati mértékek a pénziigyi irodalom-
ban széleskoriien elfogadottak, a fogalom elméleti megalapozasara lasd példaul Csoka
és szerzotarsai [2007] és Acerbi—Scandolo [2008].

Egy tobb alegységbdl (alportfoliobol) allo pénziigyi egység (portfolio) esetén az alegysé-
gek kockazatanak 6sszege nagyobb, mint az egység kockazata, azaz diverzifikacios hatas

* Balog Dora koszoni a TAMOP/4.2.1/B-09/1/KMR-2010-0005 projekt és a Magyar Tudomanyos Akadé-
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keletkezik, aminek kovetkezményeként a kisebb kockazathoz kisebb tokét kell tartalékol-
ni. A kisebb téketartalékolasi kovetkezmény megtakaritast jelent az alegységek szamara,
amely megtakaritast fel kell osztani kozottiik. Mivel a csdd elkeriilése érdekében tarta-
lékolando tokét egy kockazati mérték hatarozza meg, ezért ezt a folyamatot nevezhetjiik
kockazatelosztasnak is és tOkeallokacionak is. Ebben a cikkben az utobbi, a tékeallokacio
kifejezéssel fogunk a fenti vazolt folyamatra hivatkozni.

Balog és szerzotarsai [2010] a tékeallokacio gyakorlati alkalmazésaira a kdvetkezd pél-
dakat fejti ki:

1. a pénzintézetek lizletagakra osztjak fel a tartalékoland6 tokeét,

2. 1j tizletaggal kapcsolatos stratégiai dontéshozatal, termékarazas,

4. (egyéni) teljesitményértékelés,

5. kockézati limitek kialakitasa,

6. biztositotarsasagok kockazatfelosztasa (Valdez—Chernih [2003], Buch—Dorfleitner
[2008], Kim—Hardy [2009]).

Csoka—Pintér [2010] (atruhazhatoé hasznossagl) kooperativ jatékelméleti eszkozoket
hasznalva mutatta meg, hogy altalanos, azaz nem specifikus, csak az axiomak altal meg-
hatarozott, koherens kockazati mértéket hasznalva, nincs olyan tokeallokacidos modszer,
ami kielégiti a SZIMMETRIKUS, az 0SZTONZO és a STABIL tulajdonsagokat (mas axiomakat
vizsgal Denault [2001] és Kalkbrener [2005]). Ugyanakkor Csoka és szerzotarsai [2007]
belatta, hogy mindig van a sTaBIL tulajdonsdgnak eleget tevé mddszer.

Az egyes tulajdonsagok a kdvetkezOképpen irhatok le: a sziMMmETRIKUS tulajdonsag azt
koveteli meg, hogy a kockazati szempontbdl szimmetrikus alegységeket egyenléen kezel-
jik, azonos tékét allokaljunk hozzajuk. A szimmetrikussag tehat valamiféle méltanyos-
sagot, egyenld elbanast ir eld, tehat elvi jelentdségli, megkockaztatjuk, hogy bizonyos
korilmények kozott a nem szimmetrikus tékeallokacios modszer alkalmazasa még jogi
kovetkezményekkel is jarhat.

Az 0szTONzO tulajdonsag azt irja eld, hogy ha egy alegység tetszdleges mas alegy-
ségesoport kockazatdhoz vald hatarhozzajarulasa nem csokken, akkor a raesd toke se
csokkenjen.

A staBIL tulajdonsag azt kdveteli meg, hogy pontosan osszuk szét a pénziigyi egység
altal tartalékolando tokét annak alegységei kozott, €s kdzben egyik alegységesoportra se
osszunk tobb tokét, mint amennyit az adott alegységcsoport kockazata dnalléan indokol-
na. Ellenkez6 esetben az adott alegyeségcsoport erdsen tiltakozna az elosztas ellen.

Mivel, amint mar emlitettiik, nincs olyan tokeallokaciés modszer, amely altalanos ko-
herens kockazati mértéket hasznalva teljesiti mindharom fenti feltételt, ezért hét ismert
tokeallokacios modszert vizsgalunk abbol a szempontbol, hogy azok miként viszonyul-
nak a fenti harom kovetelményhez. A hét vizsgalt tékeallokacios modszer a kdvetkezd:
EGYENI KOCKAZATTAL ARANYOS MODSZER (activity based method; Hamlen és szerzétarsai
[1977]), BETA-MODSZER (példaul Homburg—Scherpereel [2008]), NOVEKMENYI MODSZER (pél-
daul Jorion [2007]), KOLTSEGRESMODSZER (cost gap method, pédaul Homburg—Scherpereel
[2008]), EuLErR-MODSZER (példaul Buch—Dorfleitner [2008]), SHAPLEY-MODSZER (Shapley
[1953]) és NUKLEOLUSZ-MODSZER (Schmeidler [1969]).

Vizsgalatainkban két utat kovetiink. Elészor analitikus Gton meghatarozzuk, hogy a
fenti t6keallokacidos modszerek mely tulajdonsagokkal rendelkeznek, és melyekkel nem.
Ezek utan kiilon goéreso ala vessziik a sTaBIL tulajdonsagot, ahol szimulacios médszerekkel
azt hatarozzuk meg, hogy az egyes t6keallokacios modszerek az empirikusan megfigyel-
heté hozameloszlasokra milyen gyakran teljesitik a sTABIL tulajdonsagot. Eredményeinket
a 3—7. tablazatok tartalmazzak.

A cikk eredményei a kovetkezok: a vizsgalt hét tokeallokacios modszer koziil a két
jatékelméleti modszer, a SHAPLEY- és a NUKLEOLUSZ-MODSZER teljesit a legjobban, mindkét
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modszer két tulajdonsagot teljesit a harom koziil. Mig a SHAPLEY-MODSZER esetén a STABIL
tulajdonsagrol, a NUKLEOLUSZ-MODSZER esetén az 0szTONZESROL kell lemondanunk.

A kovetkeztetéseink a kdvetkezok: a Csoka—Pintér [2010] altal felvetett elméleti problé-
ma, tehat az idealis tékeallokacios modszer lehetetlensége nemcsak elméleti, de gyakorlati
szempontbdl is relevans. A szimulacios eredmények azt mutatjak, hogy a SHAPLEY-MODSZER
minden vizsgalt szimulacios kdrnyezetben jelentds ardnyban sérti a STABIL tulajdonsagot,
tehat nem néhany kivételes eset az, ami miatt az idedlis tékeallokdcids mddszer lehetet-
lensége fennall. Mivel Csoka—Pintér [2010] belatta, hogy a SHAPLEY-MODSZER az egyetlen
olyan modszer, amely pontosan osztja szét a pénziigyi egység altal tartalékolandd tokét
annak alegységei kozott (hatékony), valamint rendelkezik a SZIMMETRIKUS €s az OSZTON-
76 tulajdonsagokkal, ezért azzal a masodlagos, de nem elhanyagolhatd kérdéssel, hogy
a NUKLEOLUSZ-MODSZER milyen ardnyban nem teljesiti az 6szTonzisT, egy késébbi tanul-
manyban szeretnénk foglalkozni.

Masodik f6 kovetkeztetésiink az, hogy minden vizsgalt tékeallokacios modszernek
megvan a maga elonye és hatranya. Emiatt az elemzonek alkalmazasrol alkalmazasra kell
valogatnia a kiilonb6z6 modszerek koziil, mérlegelve azt, hogy az adott alkalmazashoz
melyik t6keallokacios modszer illik a leginkabb. Ebben a valasztasban nyujthatnak segit-
séget elméleti, illetve szimulacios eredményeink.

A cikk felépitése a kovetkez6: a kovetkezo fejezetben roviden bevezetjiik a vizsgalataink
soran hasznalt fogalmakat, a keretrendszert, majd ismertetjiik a hét vizsgalt tokeallokacios
mddszert, végiil az utolsé fejezetben az eredményeink keriilnek bemutatéasra.

Alapfogalmak

Ebben a cikkben az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy a vizsgalt alegységek mii-
kddése olyan valosziniiségi valtozokkal reprezentalt, amelyek egy (€2, M, P) véges
valésziniiségi mezén vannak értelmezve. A valdsziniiségi valtozokat nagy latin be-
tikkel jeloljiik, példaul X : Q@ — R. Mivel véges vilagallapottéren dolgozunk, igy a
valbszinliségi valtozokra mint vektorokra (a komponensei €) elemei) is gondolhatunk.
A rogzitett (2, M, P) véges valoszinliségi mezén értelmezett valosziniiségi valtozok
halmazat jeldlje X.

Cikkiinkben a kovetkezd pénziigyi helyzetet elemezziik. Egy pénziigyi egység,
példaul vallalat, portfolio stb. véges sok alegységbdl all. Az alegységek halmaza
N={1,2, ..., n}. Minden alegység pénziigyi helyzete leirhato egy valdsziniségi valtozo-
val; az i alegység esetén az X, ez a valdoszinliségi valtozd. Magyaran szolva, az X, vektor
megadja az i alegység lehetséges nyereségeit egy adott jovébeli idopontra vonatkozdéan
(a negativ értékek veszteséget jelentenek). Az alegységek részhalmazait is vizsgaljuk,
egy S C N alegység-koalicié pénziigyi helyzete X, = Eies X,, ahol az iires szumma
értéke a 0 fliggvény (vektor).

A p: X — R fiiggvényt kockazati mértéknek nevezziik. A kockazati mérték minden va-
16szintiségi valtozéhoz hozzarendel egy szamot, minden portfoélidhoz megadja annak koc-
kazatat. Ebben az értelemben a kockdzat azt a minimalis tokét jelenti, amit tartalékolva,
elfogadhato helyzetbe jutunk. Ebben a cikkben tobbnyire koherens kockazati mértékekkel
dolgozunk (Artzner és szerzétarsai [1999]). Szimulacidink sordn a k varhatd veszteség
(expected shortfall, ES) kockazati mértéket (Acerbi—Tasche [2002]) hasznaljuk, ami a leg-
nagyobb k szazaléknyi veszteség sulyozatlan atlaga.

Végiil, tékeallokacios helyzeten az alegységek pénziigyi helyzetét leird vektorok és a
kockazati mérték Gsszességét értjiik, azaz Xy, = { N, {X,} . p} egy tokeallokacios helyzet.
Az N alegységcsoporttal rendelkez6 tékeallokacios helyzetek osztalyat 74 ,-nel jeldljiik.
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1. PELDA. Vegyiik az X, tékeallokdciés helyzetet, ahol az (2, M, P) valésziniiségi mezd-
ben Q2 = {w,, ®,, 0, ®,}, M az § dsszes részhalmaza, P({w,}), P(w,}), P(w,}), P{w,})
= 1/4, harom alegységiink van, N = {1, 2, 3}, és az alkalmazott kockazati mérték p a 25
szazalékos varhato veszteség (ES) kockazati meérték, ami jelen esetben (0 és 25 szazalék
kozott) egybeesik a maximalis veszteséggel. Az X, vektorok az 1. tablazatban lathatok.

1. tabldzat
Az X}, tokeallokacios helyzet

Q )(l XZ X3 Xv{l,Z) Xv{l,}) X(2,3} X(LZ‘})
o, 10 10 0 -20 10 10 -20
w, -3 4 -100 -7 -103 ~104 -107
s -6 0 -99 -6 105 -99 -105
w, -0 -6 -99 -6 -99 105 ~105
X 10 10 100 20 105 105 107

A legals6 sorban lathato az egyes alegységcsoportok altal tartalékolando toke. Vegyiik
észre, hogy a harom alegység dsszefogasaval jelentds diverzifikacios hatas érhetd el ahhoz
képest, mint ha az alegységek kiilon-kiilon mérnék kockazatukat:

p(Xy)=107<120=> "p(X,).
ieN

Ahogy az 1. példaban, ugy altalaban a tokeallokacios helyzetek vizsgalata soran felme-
riil a kérdés, hogy miként osszuk el a diverzifikacios hatas eredményeként felmeriilé meg-
takaritast (tartalékolando t6kében) az egyes alegységek kozott, és milyen tulajdonsagokat
koveteljiink meg az alkalmazott tokeallokaciés modszerektdl.

A ¢ : TA, — RY fliggvényt tékeallokdciés modszernek nevezzik. A o tékeallokacids
modszer azt hatdrozza meg, hogy az egyes tokeallokacios helyzetekben az egyes alegysé-
geknek mekkora t6két kell tartalékolniuk. A kovetkezokben a tokeallokacios modszerek
harom lehetséges tulajdonsagat vezetjiik be.

1. DEFINICIO. 4 ¢ tbkeallokdciés médszer
SZIMMETRIKUS, ha minden X\ € TA, tékeallokacios helyzetre, és tetszéleges olyan
i, j € N alegységek esetén, hogy minden S C N\{i, j} alegységcsoportra p?XSU{I_} ) —
_p(XS):p Su{j})_p(XS):SOi le\)/):@/<X1/\]/)»
OSZTONZO, ha minden X7, Y> € TA tékeallokdcios helyzetre és tetszéleges olyani € N al-
egység esetén, hogy p, (XSU{,'})j_ Py (XS) <P (Ysu{i} ) P (Ys>’S CN:p Xy ) < (YAI/)Z );

STABIL, ha minden Xy, € TA, tokeallokdcios helyzetre p(XN) = Zgai (X{(,) és minden
S C N alegységcsoportra p(XS) > ngi (X,f,) ieN

i€S

E kovetelmények egy lehetséges magyarazata a kovetkezo.

A sziMMETRIKUS tulajdonsag (equal treatment property) azt koveteli meg, hogy ha két
alegység kockazati szempontbol megkiilonbdztethetetlen (tetszdleges, Oket nem tartalma-
76 alegységcsoport kockazatdhoz ugyanolyan mértékben jarulnak hozzd), akkor legyenek
azonosan értékelve, azaz a tékeallokdcios modszer mindkét alegységnek ugyanakkora tar-
talékolando tokét irjon el6. A kooperativ jatékelméletben ezt a tulajdonsagot egyenléen
kezeldének nevezziik (Pintér [2009]).

Az 6szToNz6 tulajdonsag (strong monotonicity) azt irja eld, hogy ha ugyanazon alegységet
két hipotetikus vagy akar valos helyzetben vizsgalunk, és az elsé helyzetben az kockazato-
sabb, mint a masodikban (akar eltéré kockazati mértéket hasznalva is), akkor a tékeallokacios
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mddszer ne irjon el6 kisebb tartalékolando tékét az adott alegységnek az els6 helyzetben, mint
a masodikban. Az 6szTONzO elnevezésre a kovetkezd magyarazatot adhatjuk: ha egy tokeal-
lokacios modszer nem rendelkezik a fent leirt 6szTonz6 tulajdonsaggal, akkor elképzelhetd,
hogy egy bizonyos helyzetben, egy bizonyos alegységnek érdemes ,,kockazatosabbnak mutat-
koznia/lennie”, mint ami, mert igy egy olyan helyzetbe keriilhetne, ahol 6ra kisebb tartaléko-
lando toke harulna, mint abban az esetben, amiben van. Magyarul, az 0szToNz6 tulajdonsagt
tékeallokaciés modszer nem csabitja az alegységeket ,,nem valds” kockazatok vallalasara.

A staBIL tulajdonsag (core compatibility) azt kdveteli meg, hogy pontosan osszuk szét
a pénziigyi egység altal tartalékolandd tokét annak alegységei kozott, és a tokeallokaci-
6s modszer altal az alegységeknek eldirt tartalékolando toke semelyik alegységcsoportra
tekintve se legyen talzo. Vagyis ne legyen olyan alegységcsoport, amelyik a sajat kocka-
zatahoz tartalékolando tékét (ezt a rogzitett kockazati mérték meghatarozza) ugy tudna
szétosztani a tagjai kozott, hogy az minden tagja szamara kisebb lenne, mint az eredetileg
eldirt tartalékolando toke. Ez a tulajdonsag egyfajta stabilitast testesit meg, hiszen nincs
olyan alegység vagy alegységcsoport, aminek lehetdsége és érdeke lenne, hogy eltérjen az
eredeti tokeallokaciotol. Ez a tulajdonsag a kooperativ jatékelméletben hasznalt magfoga-
lom (Gillies [1959]) erre a kdrnyezetre szabott formaja.

Az ismertetett fogalmak bevezetése utan mar ki tudunk mondani egy, az idealis tékeal-
lokaciés modszer lehetetlenségérdl szolo tételt.

1. TETEL (Csdka—Pinter [2010]). Altaldnos koherens kockdzati mérték haszndlata esetén
nincs olyan tékeallokdacios modszer, amely egyszerre SZIMMETRIKUS, OSZTONZO és STABIL.

Atfogalmazva a fenti tételt, ha tetsz6leges koherens kockazati mérték hasznalata megen-
gedett, akkor altalanos esetben nem férnek 0ssze a SZIMMETRIKUS, az OSZTONZO €S a STABIL
tulajdonsagok, ezt a harom természetes kovetelményt egyszerre egy tokeallokaciés mod-
szert6l sem kovetelhetjiitk meg. Kérdés, hogy a gyakorlatban tapasztalt hozameloszlasokra
mennyire relevans ez a probléma. Erre a kérdésre A kiilonbozé tékeallokacios modszerek
tulajdonsagai cimi fejezetben adunk valaszt.

Tokeallokacios modszerek

Ebben a fejezetben hét, a késébbiekben vizsgalt tokeallokacios modszert mutatunk be.
A tokeallokacios modszereket teljesen altalanosan, a kockazati mérték specifikalasa nél-
kil definialjuk. A modszerek kozil az elsé négyet Homburg—Scherpereel [2008] cikke
alapjan mutatjuk be, az 6todik — a Tasche [2008] altal is vizsgalt — EULER-MODSZER, mig a
hatodik és a hetedik két, a jatékelméletbol jol ismert modszer: a SHAPLEY-MODSZER (Shapley
[1953]) és a NUKLEOLUSZ-MODSZER (Schmeidler [1969]).

Egyéni kockazattal aranyos modszer

Az egyéni kockdzattal aranyos modszert (activity based method) Hamlen és szerzotarsai
[1977] vezette be, a 1ényege, hogy a kdzos kockazatot az alegységek egyedi, a tobbi elemtdl
fliggetlen kockazatanak aranyaban osztja szét. Tetszéleges X € T4, tékeallokacios hely-
zet és i € N alegység esetén:

i (1) = L0 (x,),

ZP(X/')

jEN
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A modszer meglehetdsen komoly hatranya, hogy nem veszi figyelembe az egyes eszko-
z0k kozotti fliggdségi struktarat, igy nem ,,jutalmazza” kisebb kockazati hozzajarulasok-
kal azokat az alegységeket, amelyek negativan korrelalnak a tobbiekkel.

Béta-modszer

Legyen X7 € TA, egy tokeallokacios helyzet, és jelolje Cov(X,, X)) az i € N alegység és
a pénziigyi egység pénziigyi helyzetét leird valosziniiségi valtozok kovariancidjat. Mint
ismert, az i alegység bétdja, 0, a kdvetkezo:
~ Cov(X, X))
T Cov(Xy, Xy )
TetszOleges Xy, € TA, tokeallokacios helyzet és i € N alegység esetén:

B
B,

jEN

QDI'B(X;\)/): p(XN)'

Fontos még megemliteni, hogy a béta-mddszer nem minden esetben szdmolhat6, példa-
ul ha nincs aggregalt kockazat, akkor minden béta nulla, tehat nem alkalmazhat6 a fenti
formula.

Novekményi modszer

A NOVEKMENYI MODSZER (példaul Jorion [2007]) az egyéni ,,kockazatnévekmények” ara-
nyaban adja meg az egyes alegységek tartalékoland6 t6kéjét. Tetszéleges Xy, € T4, toke-
allokacios helyzet és i € N alegység esetén:

SD;V(X,l\);): p(XN)_p(XN\{i})

Z[p(XN)ip(XN\{j}

JEN

)}p(XN)-

Ennél a médszernél is meg kell emliteniink, hogy nem minden esetben szdmolhato,
példaul az egységmatrix minusz egyszerese altal meghatarozott tékeallokacios helyzetre
minden 7 alegységre p(X,) — p(Xy,,;;) = 0, tehat nem alkalmazhato a fenti formula.

Koltségrésmodszer

A NOVEKMENYI MODSZER kis médositasaval kapjuk a KOLTSEGRESMODSZERT (cost gap, b6-
vebben lasd Homburg—Scherpereel [2008]). El6szor is minden i € N alegységre definaljuk
annak legkisebb koltségrését () a kdvetkezoképpen:

p(Xs)=>_ P(XN)_"(XN\U})}

Jjes
A minimum utani kifejezés az S koalicio koltségrése, ami azt mutatja meg, hogy a koali-
ci6 tagjainak egyéni novekménye mennyire tér el a koalicio kockazatatol, vagyis mennyi a
koalici6 fel nem osztott kockazata (koltsége). Ha a NOVEKMENYT MODSZERT gy modositjuk,
hogy a fel nem osztott kockazatot minden jatékos koltségrésének aranyaban osztjuk fel,
akkor mindenki ahhoz a koalicidhoz fog hiizni, amiben a legkisebb a fel nem osztott koc-

.= min
Vi SCN, ieS
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kazata. Tetszoleges X}, € TA, tokeallokacios helyzet és i € N alegység esetén formalisan a
KOLTSEGRESZMODSZER definicidja a kovetkezo:

Ha Z'yj =0, akkor
JEN
SDiCG (lexll) = /0<XN>7P(XN\{I'})7
egyébként
o (X5) =P (X)) =p Xy )+

'0<XN>_p(XN\{j})}}'

+Z%’V {P(XN)_;

Tehat amennyiben a kockazatnovekmények Osszege kiadja a teljes kockazatot,

2w

egyezik. Egyébként pedig a legkisebb koltségrés aranyaban osztjuk fel a fel nem osztott
kockézatot.

p(XN ) —p(XN\{j} )] = p(XN ), akkor a KOLTSEGRES- €s @ NOVEKMENYI MODSZER meg-

FEuler-modszer

Az BEULER-MODSZERREL (gradiens mddszer)' a kdvetkezéképpen kaphatjuk meg az egyes
alegységek tartalékolando tokéjét: tetszéleges X5 € TA, tokeallokacios helyzet ési € N
alegység esetén:

o (Xll\)/):p/(XNﬂXi)’
ahol p’(X v X, l.) a p(X,) kockazat X; szerinti iranymenti derivaltja.

Leegyszertisitve, az EULER-MODSZER azt mutatja meg, hogyan valtozik a pénziigyi
egység kockazata, ha még egy X, alegységet hozzdadunk. Az EULER-MODSZER arra utal,
hogy ugyanazt kapjuk, ha minden vilagallapotra 6sszegezziik azt, hogy egységnyivel
noveljik X, értékét, kiszamitjuk a kockazat valtozasat, és beszorozzuk X, megfeleld
értékével.

Shapley-modszer

A SHAPLEY-MODSZER (Shapley [1953]) a kovetkezéképpen adja meg az egyes alegységek
tartalékolando tokéjét: tetszéleges X € TA, tOkeallokacios helyzet és i € N alegység
esetén:

ol (xh)= > IS =1 |p

SCN\{i} ‘N ‘ :

ahol |S| az S elemeinek szamat jeloli. A SHAPLEY-MODSZER tulajdonsagairdl magyarul lasd
példaul Pintér [2007], [2009].

! Az Euler-modszer esetén (példaul Buch—Dorfleitner [2008]) a pénziigyi egység az alegységek sulyozott (pél-
daul nagysag) dsszege. Ebben a cikkben a pénziigyi egység az alegységek Osszege, és a hasznalt kockazati mérté-
kek els6 fokon pozitiv homogének, igy az Euler-moédszert is ennek megfelelden definialjuk.
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Nukleolusz-modszer

A NUKLEOLUSZ-MODSZER (Schmeidler [1969]) a kovetkez6képpen adja meg az egyes al-
egységek tartalékolando tokéjét: tetszéleges Xy, € T4, tékeallokacios helyzet és i € N al-
egység esetén:

@ (X,(’,):{xel(X;’,):E(x) > E(0) mindenyGI(X,’\’,)},

ahol I(X;):{xERN:Z x, =p(X,) és minden jeN:xjgp(Xj)}, E(x):[-..z

jeN T
>p(X5)-> x> ] , és > alexikografikus rendezést jeldli. A NUKLEOLUSZ-MOD-
icS SCN

szer tulajdonsagairol lasd példaul Forgo és szerzétarsai [2006].
Ezt a fejezetet a 1. pELDA folytatasaval zarjuk.

2. PELDA (az 1. piLpa folytatdsa). A 2. tabldzatban lathatok a targyalt hét t6keallokacios
modszerrel kapott megoldasok az 1. pELDABAN bemutatott tékeallokacios helyzetre.

2. tablazat
Az 1. PELDA megoldasa a kiilonbdzé modszerek szerint

Modszer 1. alegység 2. alegység 3. alegység
EGYENI KOCKAZATTAL ARANYOS 8,9167 8,9167 89,1667
BeTa -8,7390 —-8,2969 124,0359
NOVEKMENYI 2,3516 2,3516 102,2967
KOLTSEGRES 6,4138 6,4138 94,1724
EuLEr 3 4 100
SHAPLEY 6,5 6,5 94
NUKLEOLUSZ 6 6 95

A példaban a BETA-MODSZER esetében a bétak rendre —0,0817, —0,0775 és 1,1592, mig a
KOLTSEGRESMODSZERNEL a gammak 8, 8 és 13 értéket vettek fel. Az EULER-MODSZER esetén
konnyen lathatd, hogy teszdleges i € N-re az X irdnymenti derivalt megegyezik X; azon
vilagallapotbeli értékének ellentettjével, ahol X,-nek maximalis a vesztesége.

A Kiilonb6zo tokeallokacios modszerek tulajdonsagai

Ebben a fejezetben ismertetjiik az analitikus és a szimulacios eredményeinket. Fontos,
hogy altalanos koherens kockazati mértékekkel dolgozunk, tehat barmely koherens kocka-
zati mértékre nézziik a tulajdonsagok teljesiilését, illetve nem teljestilését.

Analitikus eredmények

A 3. tablazatban 6sszefoglaltuk analitikus eredményeinket. A tablazat értelmezése a ko-
vetkezé: a v/ jel azt jeldli, hogy az adott sorbeli modszer rendelkezik az adott oszlopbeli
tulajdonsaggal. Miel6tt részletesen gorcso ala vessziik a 3. tablazatot, egy altalanos észre-
vételt tesziink. Csoka—Pintér [2010] eredményébdl (1asd 1. TETEL) kovetkezik, hogy egyik
modszer sem rendelkezik minden tulajdonsaggal.
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3. tablazat
A vizsgalt modszerek tulajdonsagai

SZIMMETRIKUS OszToNzZ6 STABIL
Modszer =
axiéma

EGYENI KOCKAZATTAL ARANYOS Vv (%) (%)
Bfta Vv (%) 16}
NOVEKMENYI \/ %] %)
KOLTSEGRES V4 (%) (%)
EuLEr (%) (%) 1%}
SHAPLEY Vv Vv %)
NUKLEOLUSZ v (%) Vv

Lassuk a részletes eredményeket! Az EGYENI KOCKAZATTAL ARANYOS MODSZER definicidja-
bol kdvetkezOen SZIMMETRIKUS, és megeldlegezve szimulacids eredményeinket, nem STABIL.
Az 6szTOoNz6 tulajdonsagra tekintsiik a kovetkezo példat!

3. PELDA. Vegyiik az X4 és Y! tdkeallokdcios helyzeteket, ahol mindkét esetben az
(€, M, P) valosziniiségi mezében ) = {w,, ®,}, M az Q) dsszes részhalmaza és P olyan,
hogy P{w,} = P{w,} = 1/2, két alegységiink van, N = {1, 2}, és és az alkalmazott kockazati
meérték p az 50 szazalékos varhato veszteség (ES) kockazati mérték (ujra a maximalis vesz-
teség). Az X, és Y, vektorok, valamint dsszegeik a 4. tablazatban lathatok.

4. tablazat
Az X} és Y, tokeallokacios helyzetek

QX X, X, X Q/Y, Y, Y, Y
o, 0 11 11 o, 0 -20 -20
w, -11 0 10 o, -9 0 -9
pXy) 10 11 11 p(Yy) 9 20 20

Ekkor p(X,) =10 > 9 = p(¥;) és p(X,) = p(X) = 0 > 0 = p(¥y) — p(¥;). de " (X ) =

10 9 >
=—11<—20=
21 29 #

az 0sztonzo tulajdonsaggal.

(YA'? ), tehat az egyéni kockazattal aranyos modszer nem rendelkezik

A BETA-MODSZER esetében is konnyen lathato, hogy a sziMMETRIKUS tulajdonsagot teljesi-
ti, és a szimulacios eredményekbdl is lathatd, hogy nem sTABIL. Az 0szTONZO tulajdonsag
vizsgalatara tekintsiik a kovetkezd példat!

4. PELDA. Tekintsiik a 3. PELDABAN vett t6keallokdcids helyzeteket! Ekkor p(X,)=10>9=p(Y,)
és p(Xy) — p(X;) =0 > 0= p(Y,) — p(Y;), de ] (X} ) =110 <=9 =} (Y}, tehdt a pita-
MODSZER nem rendelkezik az 0szTONz6 tulajdonsdaggal.

A NOVEKMENYT MODSZER esetében szintén a formulabol kozvetleniil lathato a szim-
METRIKUS tulajdonsag, illetve szimulacios eredmények is mutatjak, hogy nem rendel-
kezik a staBIL tulajdonsaggal. Az 6szTONZ6 tulajdonsagot a kovetkezd példan keresz-
tiil vizsgaljuk.
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5. PELDA. Vegyiik az X\ és Y} tékeallokdcios helyzeteket, ahol mindkét esetben az
(2, M, P) valosziniiségi mezoben 2 = {w,, w,}, M az § dsszes részhalmaza, és P olyan,
hogy P{w,} = P{w,} = 1/2, két alegységiink van, N = {1, 2}, és az alkalmazott kockazati
meérték p az 50 szazalékos varhato veszteség (ES) kockdazati meérték (ujra a maximalis vesz-
teseg). Az X, és Y, vektorok, valamint dsszegeik az 5. tablazatban lathatok.

5. tabldzat
Az X}, és Y} tokeallokacios helyzetek
Q/X, X, X, Xy Q/Y Y, Y, Y,
, -2 -9 -11 o, -2 -7 -9
, -9 0 -9 , -9 0 -9
p(Xy) 9 9 11 p(Yy) 9 7 9

. 11
Ekkor p(X)) = 9 = p(%) & p(Xy) — p(Xy) = 2= p(Yy) = (), de @' (X7) = <9

=l (YA'? ), tehat az NOVEKMENYT MODSZER nem rendelkezik az 6szTonNzo tulajdonsaggal.

A KOLTSEGRESMODSZER nagyon hasonlit a NOVEKMENYI MODSZERHEZ, €és ebben az esetben
szintén a formuldbodl kozvetlenil lathatd a szimmETRIKUS tulajdonsag, illetve szimulacios
eredmények is mutatjak, hogy nem rendelkezik a staBiL tulajdonsaggal. Az 6szTONZO tu-
lajdonséagot a kdvetkezd példan keresztiil vizsgaljuk.

6. PELDA. Tekintsiik az 5. PELDABAN vett tékeallokdcids helyzeteket! Ekkor p(X)) =9 = p(Y,)
11

és p(Xy) = p(X;) =2 = p(Y,) - p(Y2), de o (X )= 5> 2+% =7 (¥}), tehdt a xovLr-

SEGRESMODSZER nem rendelkezik az 0sztONz6 tulajdonsdaggal.

Az EULER-MODSZER tekintetében Buch—Dorfleitner [2008] megmutatta, hogy folytono-
san parcialisan differencialhato koherens kockazati mérték alkalmazasa esetén az EULER-
MODSZER STABIL, de nem SZIMMETRIKUS (szintén lasd az 1. PELDAT a szimmetria sériilésére).
Altaldban azonban az EULER-MODSZER egyik tulajdonsagot sem elégiti ki, ahogy azt a ko-
vetkez6 példa mutatja.

7. PELDA. Tekintsiik az 5. példaban vett tékeallokdacios helyzeteket! Ekkor p(X;) =9 = p(Y))
és p(Xy) — p(X,) =2 = p(Yy) = p(Yy), de ol (X[ ) =2<9= (Y}) 56t ¢} (V¢)=7, azaz
of (Yﬁ ) +¢; (Y,§ ) =16>9=p(Y, ) tehdt az EULER-MODSZER nem rendelkezik sem a sziv-

METRIKUS, sem az OSZTONZO, sem a STABIL tulajdonsaggal. Ez utobbinak az az oka, hogy
példankban a vizsgalt pontban nem dll fenn a folytonosan parcialis differencialhatosag
(azért, mert Y, ,, értéke mindkét vilagallapotra 9, nincs aggregalt kockdzat).

A SHAPLEY-MODszER tulajdonsagaira lasd Csoka—Pintér [2010]-t. A NUKLEOLUSZ-
MODSZERRE 1asd Forgo és szerzotarsai [2006]-t, valamint Young [1985] 69. oldalan
talalhat6 egy ellenpélda, amelyben a NUKLEOLUSZ-MODSZER nem teljesiti az 6szTONZO
tulajdonsagot.

Osszességében elmondhatjuk, hogy a két jatékelméleti modszer, a SHAPLEY- és a
NUKLEOLUSZ-MODSZER teljesit a legjobban, mindkét modszer két tulajdonsagot teljesit
a harom koziil.

“1

Yﬂ



Tokeallokacios modszerek és tulajdonsagaik a gyakorlatban 629

Szimuldcios eredmények

A korabban targyalt axiomak koziil van, amelyiknek elvi jelentdsége van, és van, ame-
lyik azonban inkabb gyakorlati szempontbdl 1ényeges. A szIMMETRIKUS tulajdonsag
elvi jelentdségii, ha egy modszer nem szimmetrikus, akkor mondhatjuk, hogy az nem
méltanyos. A masik két tulajdonsag azonban ,,csak” gyakorlati jelentéségti, ezeknél
érdemes vizsgalni, hogy milyen gyakran sértik a kiilonb6z6 modszerek az adott tu-
lajdonsagokat. Ebben a cikkben a staBIL tulajdonsag kérdésére osszpontositunk, az
0szTONZO tulajdonsag vizsgalatara egy késobbi cikkiinkben kivanunk visszatérni. A
sTABIL tulajdonsag sériilésének fontossdgara szimulaciés modszerrel kiséreliink meg
valaszt adni.

A szimulaci6 soran elobb egy harom, majd egy négy alegységbdl (példaul tizletagbol)
allo pénziigyi egység (példaul bank) hozamait modelleztiik. A hozamsorokat véletlen
korrelacios matrixok segitségével allitottuk eld. Elsd megkozelitésként normalis, majd
t-eloszlast hasznaltunk. A t-eloszlasra azért volt sziikség, mert a legtobb pénziigyi esz-
koz hozaménak eloszlasa nem normalis: a kiugréan magas és alacsony hozamok ugyanis
gyakrabban fordulnak el6, mint ami a normalis eloszlasbol kovetkezik — vagyis a valds
hozamok eloszlasanak szélei vastagabbak, mint a normalis eloszlasé (Cont [2001]). Ezt
nevezik a vastag szélek stilizalt tényének, amelyet mar Mandelbrot [1963] is megfigyelt a
gyapotarakat vizsgalva.

A t-eloszlas paramétere, a szabadsagfok (jele a tovabbiakban: v) tekinthetd a vastag-
sz€liség ,,fokszamanak” is: az eloszlés a széleken ugyanis v kitevovel esik. A szimulacid
soran kiilonbozé szabadsagfoku t-eloszlasokat is vizsgaltunk (az alegységek linearisan
fliggetlenek). Mivel a normalistol jelentésen eltérd eloszlasokra az eredmények nem mu-
tattak tulzott eltérést, igy a szimulacios eredmények kozlésénél csak a v =35 szabadsagfoku
closzlast hasznaljuk, amely mar igencsak vastag széleket jelent (a szabadsagfok novelé-
sével a t-eloszlas a normalis eloszlashoz tart, vagyis minél kisebb a szabadsagfok, annal
vastagabb az eloszlas széle).

A hozamsorok generalasahoz elobb korrelacios matrixokat (pontosabban el6bb
Cholesky-matrixokat), valamint az egyes eszkozok szorasait allitottuk eld. A korrelacids
matrixokhoz egy (-1, 1) intervallumon egyenletes eloszlasu elemeket tartalmazoé also ha-
romszog matrixot generaltunk, amelynek vettiik az Snmaga transzponaltjaval vett szorza-
tat, és normaltuk, igy allitva eld egy korrelacids matrixot. A szérdsokat a (0, 1) intervallu-
mon egyenletes eloszlasbol generaltuk. Ezutan harom, illetve négy egyvaltozos normalis,
illetve t-eloszlasu fiiggetlen, 1000 elembdl allé hozamsort generaltunk, majd az igy kapott
(1000 x 3, illetve 1000 x 4 méretli) matrixot megszorozva a Cholesky-matrixszal és a
szorasokkal, végiil tobbvaltozds normalis, illetve t-eloszlast idésorokat kaptunk. Vizsga-
latunk soran 10 000 darab Cholesky-matrixot, é¢s ezek mindegyikéhez egy-egy 1000 elemii
véletlen hozamsort generaltunk, majd azt vizsgaltuk, hogy az altalunk targyalt modszerek
koziil melyik hany szazalékban képes igy felosztani a kockazatot, hogy az eredmény tel-
jesitse a sTABIL tulajdonsagot.

Az ismétlésszamot ugy valasztottuk meg, hogy az elég nagy legyen ahhoz, hogy stabil
eredményt adjon — ugyanakkor a szamitasokhoz sziikséges idot is figyelembe kellett ven-
niink. Az 1000 elemii hozamsor generalasat pedig azért tartottuk megfelelonek, mert ez
négy év hozamadatanak felel meg (egy évben 250 kereskedési nappal szdmolva), ami mar
elegendd a kockazat viszonylag pontos becsléséhez.

A célunk — hasonléan Homburg—Scherpereel [2008] vizsgalatahoz — annak meghataro-
zésa volt, hogy a vizsgalt modszerek az esetek hany szazalékaban eredményeztek STABIL
tokeallokaciot. Homburg—Scherpereel [2008]-rel ellentétben azonban kockazati mérték-
nek nem a kockaztatott értéket (Value at Risk), hanem a koherens kockazati mértékek cso-
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portjaba tartozo6 varhatd veszteség (expected shortfall, ES) kockazati mértéket hasznaltuk,
nem csak normalis eloszlast hozamokkal dolgoztunk és tobb modszert vizsgaltunk meg.
A 6. tablazat harom jatékos mellett tartalmazza az eredményeinket. Vilagos, hogy egy
modszer annal jobban teljesit, minél kdzelebb van 100 szazalékhoz a staBiL tokeallokaciot
eredményez6 kimenetelek aranya. A szimulaciot 95 és 99 szazalékos szignifikanciaszin-
tek mellett is lefuttattuk, de mivel nem volt szamottevd eltérés az eredményekben, a 6.
tablazatban csak 99 szazalékra kozoljiik az eredményeket.

6. tablazat
A vizsgalt mddszerek stabilitasa harom alegység esetén (szazalék)

Modszer Normalis Student-¢
EGYENI KOCKAZATTAL ARANYOS 40,26 39,86
BEta 70,44 58,89
NOVEKMENYI 23,19 22,07
KOLTSEGRES 99,77 99,27
EULER 100,00 100,00
SHAPLEY 67,01 64,65
NUKLEOLUSZ 100,00 100,00

Ahogyan a 6. tabldzat is mutatja, a KOLTSEGRES-, az EULER- és a NUKLEOLUSZ-MODSZER
a masik négynél sokkal jobb teljesitményt mutatott a varhatd veszteség (ES) kockazat-
mérték mellett. A NOVEKMENYT €s az EGYENT kockazattal ardnyos modszerek kifejezetten
gyengén teljesitettek, de a BETA- és a SHAPLEY-MODSZER teljesitménye is csak 60 szazalék
koriill mozgott normalis és t-eloszlasti hozamok mellett. Azt gondoljuk, hogy a gyakorlati
alkalmazasokban ez is igen szerény eredmény lenne.

A szimulaci6 eredményét négy jatékos mellett a 7. tablazat tartalmazza.

7. tablazat
A vizsgalt modszerek stabilitasa négy alegység esetén (szazalék)

Modszer Normalis Student-¢
EGYENI KOCKAZATTAL ARANYOS 18,12 18,77
BETA 59,86 46,72
NOVEKMENYT 8,95 7,95
KOLTSEGRES 97,79 96,50
EULER 100,00 100,00
SHAPLEY 47,38 45,30
NUKLEOLUSZ 100,00 100,00

Osszehasonlitva a hdrom és négy jatékos mellett kapott eredményeinket, megéllapit-
hatjuk, hogy a staBiL tOkeallokaciok aranya csdkkent a jatékosok szamanak ndvelésével.
Kivétel természetesen az EULER- és a NUKLEOLUSZ-MODSZER, amelyek tovabbra is minden
esetben sTaBIL tokeallokaciot eredményeztek. Szintén jol szerepelt a KOLTSEGRESMODSZER,
amelynek teljesitménye csak igen kis mértékben (nagyjabodl 3 szazalékponttal) romlott a
harom jatékosnal tapasztalthoz képest, mikdzben a tobbi modszer teljesitménye legalabb 14
szazalékponttal gyengiilt. A négy jatékosra futtatott szimulacido megerdsitette tehat, hogy
ha gyakorlati alkalmazasra alkalmas modszert keresiink a staBiL tulajdonsagot eldtérbe
helyezve, akkor minddssze harom lehetséges modszer marad: a KOLTSEGRES, @ NUKLEOLUSZ-
és (megfeleld feltételek esetén) az EULER-MODSZER.
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Amennyiben azonban nem elsdsorban a stabilitasra koncentralva szeretnénk valaszta-
ni, akkor is igen kevés a relevans lehetdség. Az elméleti eredményeknél a 3. tablazat-
ban lathato, hogy csak két olyan modszer 1étezik, amely tobb mint egyet teljesit a harom
megkovetelhetd tulajdonsagbol, mégpegig a SHAPLEY- €s a NUKLEOLUSZ-MODSZER. Mivel a
SHAPLEY-MODSZER az egyetlen olyan modszer, amely pontosan osztja szét a pénziigyi egy-
ség altal tartalékolando t6két annak alegységei kozott (hatékony), valamint rendelkezik
a SZIMMETRIKUS €s az 0szToNzO tulajdonsagokkal, ezért a SHAPLEY-MODSZER stabilitdsanak
alacsony aranya azt mutatja, hogy a gyakorlatban tapasztalhaté hozameloszlasokra vala-
melyik tulajdonsagrol sziikségszertien le kell mondanunk.
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