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Kivonat

Jelen tanulményban megmutatjuk, hogy a t&kepiaci eszkozok arazasi modellje
(CAPM) levezethets egy haromiddszakos altalanos egyensulyelméleti modellbdl is,
ami felveti a CAPM hosszutavu alkalmazhatosagat is. Bebizonyitjuk tovabba, hogy

a modelliink Pareto hatékony megoldast eredményez.
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1. Bevezetés

A t6kepiaci eszkozok arazési modellje - amelyre szinte mindig CAPM-ként hivatkozik
az irodalom -, pontos becslést ad egy adott eszkdz kockdzata és varhatd hozama kozti
kapcsolatmegfigyelésére. A tékepiaci eszkozok arazéasi modellje tulajdonképpen becslések
Osszessége a kockazatos eszkozok egyensiilyi varhatoé hozaménak vonatkozasaban.

A CAPM egyenlet levezthets egy kétidGszakos dltalanos egyensulyelméleti modellbdl
is, ami megnyugtatd elméleti megalapozottsagot nytjt a modern protféliokezelés alapvets
eszkozéiil szolgald hozam-béta kapcsolathoz.

Jelen tanulmanyunkban a fogyasztasi alapu eszkozarazas modelljének harom idésza-
kos kiterjesztését vizsgaljuk. Ennek a kiterjesztésnek szamos teriileten lehetnek rendkiviil
jelentGs alaklmazésai. A minimum hérom idGszak elengedhetetlen példaul a hosszileja-

ratl pénziigyi eszkozok modellben valo kezeléséhez, illetve az idGinkonzisztens viselkedés
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beépitéséhez is. Bemutatunk egy haromid&szakos, egy termékes, intertemporalis altaldnos
egyensulyelméleti modellt, a pénziigyekbdl méar jol ismert CAPM arazasi képlet CCAPM
valtozatat. Bebizonyitjuk, hogy a fogyasztasalapi CAPM arazési formuléja levezethet6 az
altalunk felvazolt haromidgszakos modellbdl is, amelyre a szakirodalomban még nincsen
példa.

A modelliink alapjaul szolgdld kétidGszakos, mér ismert arazasi formulakat jol leirja
példaul LeRoy (2001) konyve, melyre a tanulmanyban tobb ponton épitiink. Az altalamos
egyensilyelméleti megkozelités lehetGséget nyijt a piacok hatékonysigénak vizsgélatara
is.

Tanulméanyunk masodik f6 eredménye, hogy a joléti kozgazdasagtan elsé tétele a ha-

romidészakos modelliinkben is teljesiil.

2. Az intertemporalis pénziigyi-gazdasagi modell felépi-
tése

A konnyebb attekinthetség, rendszerezettség és az egyértelmisités okan jelen fejezet-
ben Osszefoglaljuk a hasznalt fogalmak tanulménybeli értelmezését, ismertetjiik a f6bb
definiciokat, feltevéseket, melyek sziikségesek a modell miikédéséhez. Ezen struktira lét-
rehozasaban elsGsorban Habis (2011) cikkére tamaszkodunk.

Tekintsiink egy haromidgszakos modellt, ahol a periédusokat ¢ € {0,1,2} = T jeloli.
Minden ¢ > 0 idgszakban egy esemény a véges sok koziil teljesiil. Minden s € S allapotban
megvalosuld eseményt t peribdusban s; € S;-vel jeloljiik, ahol az S; szdmossaga S; és
S =, S minden t € T esetén. t = 0-ban definialjuk ezt sy = 0-val. Fejezziik ki s; -szal
az Sy yutodait”, azaz az s;-t kovets allapotokat minden ¢t = 0, 1-re, és s, -val az s; ,el6deit”
(s-t megel6z6 allapotokat) minden ¢t = 1,2 esetén. Minden peribdusban van egyetlen,
nem tartos fogyasztéasi joszag.

A neoklasszikus kozgazdasagtan feltevéseinek megfelelGen racionalis, azaz a haszon-
maximalizalo (6nérdekkovets) viselkedést feltételeziink. A raciondlis fogyasztok tokéle-
tesen elérelatnak (perfect foresight), melynek lényege, hogy doéntéshozataluk idépontja-
ban meglevd tudéasuk elégséges ahhoz, hogy optimélis dontést hozzanak. A gazdasagban
véges szami h € H racionalis fogyaszté van jelen. Minden h € H alany rendelkezik
(8 )sctusius; € RMS2HD indulo készlettel, és preferencidkkal a ¢ € RS1+52H1) fo.

gyasztasi kosarakra, ahol s; € {0} US; U S.



Minden szerepld preferenciajat egy Neumann-Morgenstern hasznossagi fiiggvény rep-
rezentalja, amely az id§ fiiggvényében elkiilonithet§ részekre bonthaté. A 0. id@szaki
hasznossagi fiiggvény a racionélis fogyaszto esetében

u () = o () + 61 D> pa vl () 46102 > pa > patlh(ch) (2.1)
$1E€81 51€81 so€st
ahol pg, jeloli az s; esemény bekovetkezésének objektiv valoszintségét, ps, pedig s eléfor-
dulasanak feltételes valoszintisége, és feltétele, hogy s; bekovetkezett. o, egy egyiddszakos
diszkontfaktor és v} egy Bernoulli hasznossagi fiiggvény.

A dolgozat soran végig elfogadjuk az alabbi feltevést:

2.1. Feltétel. Feltételezziik, hogy ps, > 0 minden s, € S; esetén, és 251631 ps;, = 1,
252 cs, Ps2 = 1, 01,02 > 0, a valoszintiségek és a diszkontfaktorok megegyeznek a szereplk

kozott, és a Bernoulli hasznossagi fiiggvény szigorian névs. Tovabba ¢ € X" ahol X" C

R1+S1+52.

Jeloljiikk Jg,-vel a pénziigyi eszkozoket minden egyes s; € {0} U S; esetén. Adott s,

allapotban létezs eszkozok Osszessége legyen Ji,. Minden j eszkoz d (véletlenszert)

St+1,]
osztalékokat fizet ki s,,1 € s vildgallapot bekovetkezésekor. Az osztalékok vektora d, =
(ds, 15 - - ,dst’J.g_) ahol s; € §;US,, és a kifizetési métrixok A,, = (dy,...,d,,,) € RIst 1x s,
ahol s; € {0} Ut81. A j eszkoz ara s, € {0} US; vilagallapot végbemenésekor ¢s, ; € R. Az
eszkozérak vektordt qs, = (Gs,15 - - - Gs,.0.,) jelzi, és az drak Osszessége az allapotok soran
q = (s, )s;eforus, - Feltételezziik, hogy az eszkozok piacan a netto tulkinalat nulla. Minden
s; € {0}US; vilagallapotban h szerepls 0%, = (0% ,,0% ,, ... ,Hgt,JSt) € R7= portfsliot tart.

Az E = (U, e")par,. m; (As,)sieqous, ) pénziigyi gazdasag az alanyok hasznossagi fiigg-

vényei és készletei, valamint a kifizetési méatrixok altal definialt.

2.2. Definicio. A tokéletes versenyzdi egyensily egy € gazdasag portfolio dllomanya 0* =
(01,0% ..., 01%) € RIS fogyasztasai ¢ = (c!*, ¢, ..., cH*) € REX(Si+5+1) g
Vs; € {0} U S esetre J,, eszkozei, és az ezekhez tartozo eszkozéarak qs, = (qs,1, - -5 sy, )
altal meghatarozott, és kielégiti az alabbi feltételeket:

1. h=1,2,..H fogyaszto esetén

(", 0™) € arg o, max u"(c")  amelyre fennall (2.2)
cheXh gheR’* (51

h h_ _h
h h _ h h “n ¢
cy, T 45,05, = eg, +ds 00, s1 € Sy esetén, és

h _ _h h /
cg, =€, + d3295,; S9 € Sy esetén
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H
> o=, (2.3)
h=1

3.
H H
Z A= Z e, (2.4)
h=1 h=1

Lathato, hogy a harmadik feltétel mindig teljesiil, ha az elsé és a masodik is.

Ha a 2.1. feltétel teljesiil (azaz a szereplSk szigorian noévekvs hasznossagi fiiggve-
nyekkel rendelkeznek), az egyensilyi arak kizarjak az arbitrazs-lehetgségeket a kovetkezd

definici6 altal meghatérozott modon.

2.3. Definicio. A g eszkozérak arbitrazsmentesek ha nincs olyan 0" = (0% ),,cq03us, amire

igaz, hogy

IA

Q0! 0, (2.5)

Vs, € S1US g0t < A _ejt,, (2.6)

— St

ahol legalabb az egyik egyenl6tlenség szigortian teljesiil.

2.4. Definicié. A piacokat teljesnek nevezziik, ha minden y € R*17%2 jovedelemaramlas

esetén létezik egy olyan (0% ),,cqojus, portfolio-terv, amely esetén

Vs €81 dsﬁg - qS10?1 = Ysys

\V/SQ S 82 : dSQHS; = Ysq-

Azaz, minden egyes s; € {0} U S; vilagallapotra és s; kozvetlen kovetsiben jelentkezd
tetszlleges kifizetéshez létezik egy portfolio, ami generalja ezeket a Kkifizetéseket. Ilyen

portfolio akkor és csak akkor létezik, ha A,, rangja |s;]. !

2.5. Allitas. Ha nincsen arbitrdzsra lehetdség a pénziigyi piacokon, és a piacok teljesek,
akkor létezik egy egyedi, szigorian pozitiv, dllapotokhoz tartozd drvektor (ms,)s.c{ojus, €

R+ amire igaz, hogy
qst - ﬂ-;l; : Ast' (27)

Bizonyitas. Az allitas bizonyitasa megtalalhato (Magill, 1996) kényvében. O
Az alabbi két feltételt, valamint az Gket kovetd jelolésmodot elfogadjuk, és alkalmazzuk a

dolgozat egészében:

LAz A,, rangjara vonatkozo feltétel jelen modellbeli fontossagénak részleteit 1asd: Habis (2011).
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1
Qs¢,1

1. Az 1-es eszkoz kockdzatmentes, tehat ds, ;1 = 1 Vs, € S1USs, és a hozama Ry =

2. &s {c" € X"u(c") > u(e")} C int(X"), ami biztositja, hogy ne forduljon el a
fogyasztas szempontjabol hatarponti megoldas egy szereplé maximalizalasi problé-

maja soran.
Az E, (cst+) a ¢+ varhato értéke, feltéve, hogy s, vilagéallapot bekovetkezett, azaz F, (ng“) =

Zst+1 Es?’ pSt CSt N

2.1. Hatékonysag

A joléti kézgazdasagtan elsd tétele alapjan a teljes piacok egyensiilya a fogyasztasok
Pareto-hatékony feloszlasat eredményezi. Egy felosztas Pareto-optimélis, ha a teljes kész-
letet lehetetlen olyan modon tjra felosztani, hogy egy vagy tobb szerepls jobban jarjon,
anélkiil, hogy barmelyik mésik alany rosszabbul jarna. Specialisan, a fogyasztéis egy c”
allokacioja Pareto-optimalis, ha nem létezik olyan megvalésithato, alternativ ¢ felosztésa

az erGforrasoknak, amely

H H
A=) e (2.8)
h=1 h=1

minden alany altal gyengén preferalt,
ut(e") > u("), (2.9)

és szigoruan preferalt legalabb egy fogyaszto altal tigy, hogy a 2.9. egyenlet szigori egyen-
16tlenségként teljesiil legalabb egy fogyasztora.

2.6. Allitas. (A joléti k6zgazdasdgtan elsé tétele) Legyen (0%, c*,q*) egy versenyzd

eqyensily E-ban. Ha az eszkozok piaca teljes, akkor ¢* Pareto-optimdlis.

Bizonyitas. A bizonyitéast indirekt modon végezziik. Tegyiik fel, hogy ¢ az egyen-
sulyi fogyasztéasi allokicio a teljes piacon, és hogy létezik egy olyan megvalosithato &
elosztas, amelyre u”(¢") > u(¢**) minden h esetén 1gy, hogy az egyenl6tlenség szigori
valamely h-ra.

Felhasznalva 2.2 definicio keretrendszerét, a c** fogyasztési terv u”(c") hasznossigot

maximalizalja, a koltségvetési korlat betartéséaval

gl = e} —md,, 0) (2.10)
o = ey +dy 0y — 7y dy,0, (2.11)
o= e +d,,00, (2.12)



ahol 7,, az édllapotokhoz tartoz6 drak egyedi vektora g;, arakbol. Fontos megjegyezni,
hogy s, szigorian pozitiv.
Megszorozva 2.12. egyenletet m, -vel, és hozzdadva a 2.11. egyenlet megoldasat, kap-

juk

c:fb + 7y, = eifl + wsle;g +d, 05 (2.13)

52

Megszorozva 2.13. egyenletet mp-vel, és hozzaadva a 2.10. egyenlet megoldasat, kapjuk

xh __
S

ey + moel + moms, € (2.14)

*h *h
Cy + MoCq, + ToTs, C s

ennélfogva az eredeti hasznossdg-maximalizalasi probléméhoz tartozo koltségvetési korla-
tok a 2.2. egyenletben ekvivalensek a 2.14. egyenlettel. Kovetkezésképpen az optimalis
c*h fogyasztasi terv maximalizalja az u’(c")-t figyelemmel a 2.14. feltételre.

Mivel u"(c") szigortian néve,

~h ~h ~h *h *xh *h
Co + ToCq, + ToTs, Cy, > Co ' + MoCy, + Ty, C, (2.15)

minden A esetén, szigoru egyenlStlenséggel valamely h szereplére, aki szaméra szigorian
jobb a ¢ mint a ¢*". Osszegezve ezt az Osszes szereplére és felhasznalva a 2.14. egyenletet

azt kapjuk, hogy

H H H

~h ~h ~h
g ¢y + E ToCy, + g T, Cgy > €0 + To€s, + MoTs, sy (2.16)
h=1 h=1 h=1

ami ellentmondasban all azzal a feltételezéssel, hogy a fogyasztas ¢ allokacioja megvalo-

sithato. O

Ez az allitas nagyon fontos, alatamasztésaval Gj eredményre jutottunk. Elengedhetet-
len volta a 3 idGszakra valo kiterjesztésében keresendd, emiatt az Gjonnan igazolt tulaj-
donség miatt lesz lehet&ségiink a modellt is harom idészakra felirni, és ekkor is Pareto-
optimélis megoldést talalni.

Amikor a piacok nem teljesek, a fogyasztas egyensulyi elosztasai altalaban nem Pareto-
optimélisak, és a joléti kozgazdasagtan elsé tétele nem 1ép érvénybe, ugyanis elfordulhat,
hogy a szerepl6k nem képesek végrehajtani az optimalis allokacidhoz sziikséges kereske-
delmet. Azonban az egyensulyi fogyasztasi elosztasok optimalisak lehetnek korlatozott
értelemben. Ekkor a hatékonysag egy kevésbé ambiciozus értelmezésére tériink at: Jol
miikodnek a piacok amellett, hogy lehetetlen a szocialis jolét emelése az eszkozpiaci for-

galmon keresztiil?



Ha a hatékonysagot tgy vessziik tudomésul, mint egy tarsadalmi dontéshozo 2 Aal-
tal kivitelezett programot, ahol a tervezé bizonyos célokat kovet, megkiilonboztethetiink
rovidlato és elérelatoé dontéshozo-tipusokat.

A fenti eredmények tiikrében bizakodhatunk abban, hogy ezen korlatozott esetben is
belathatoak a targyalt tételek, azonban ez egy késébbi kutatas kérdéskorét adja.

Ebben a fejezetben tehat megismertiik a modell rendszerét, a kovetkezs fejezetben

bemutatjuk a CCAPM modellt.

3. A fogyasztasalapu eszkozarazas modellje

A CAPM arazasi modell a modern pénziigyi kozgazdasagtan egyik popularis témaja és
kozponti motivuma. Rengeteg értekezésben kérddjelezik meg hasznalhatosaganak ko-
rét, feltételezései sziikségességét, allitasai igazsagat. Kiilonlegességét mutatja az 1950-es
évekre visszanyilo torténete, és mindazok a nagy nevek, akik kutatték, tjragondoltak és
tovabbfejlesztették 3.

Az ismertetést a CAPM f6bb vonasainak felvazolaséval kezdjiik, majd attériink a szé-
munkra érdekfeszitébb fogyasztési alapi eszkozarazas Consumption-Based Capital Asset

Pricing koriljarasahoz.

3.1. A tékepiaci eszk6zok arazasi modellje: CAPM

Jelen alfejezetben olvashat6 a tékepiaci eszkozok arazasi modelljének révid bemutatasa
Bodie (2011) kényvének vonatkozo fejezete alapjan.

A t6kepiaci arfolyamok modellje - amelyre szinte mindig CAPM-ként hivatkozik az iro-
dalom -, pontos becslést ad egy adott eszkoz kockazata és varhato hozama kozti kapcsolat
megfigyelésére. E kapcsolatnak két 1étfontossédgi funkcidja van.

A tékepiaci eszkozok arazéasi modellje tulajdonképpen becslések Osszessége, a kockaza-
tos eszkozok egyensulyi varhaté hozaménak vonatkozasdban. A modern portfélio-kezelés
alapjait Harry Markowitz fektette le 1952-ben. A konkrét CAPM-et csak 12 évvel késGbb
hoztak létre, a kifejlesztéshez 3 cikk kapcsolhato, melyeket Sharpe (1964), Lintner (1965),
Mossin (1966) irt.

2 Angolul ,social planner”, jelentése egy olyan gazdasagi szerepls, aki tgy hozza déntését, hogy azaltal

a tarsadalmi jolétet maximalizalja.
3Lasd: W.French (2003)



A CAPM modell feltevéseit és allitasait jelen tanulmanyban nem részleteznénk, mind-
ezek elolvashatoak Bodie (2011) kdtetében. Amit kiemeliink a fent emlitett konyv leira-
sabol, az a kovetkezd néhény elméleti pont.

A kockézati prémium a piaci portfoliora megadhato a kockézatéanak és a reprezentativ

befektets kockazatkeriilési mértékének az ardnyaban. Azaz,
E(ry) — Ry = Aoy, (3.1)

ahol 02, a piaci portfolio variancidja és A az alanyok altalanos kockazatelutasitasanak
mértéke. Az egyedi pénziigyi eszk6zok kockézati prémiuma aranyos a piaci portfolié koc-
kézati prémiumaval, valamint a papir béta koefficiensével. A béta egyfajta mérték, hogy

a papir hozama és piaci hozam mennyire mozog egyiitt. Formélisan

Cov(r;, )
gy = L, (32)
M
és a kockazati prémium az egyedi értékpapirok esetén

Cov(rj,r)
E(rj) = Ry = ——5——=[E(ru = By] = B[E(ra) — By, (3:3)
M
A CAPM egyik legnépszertibb kifejezése a varhato hozam-béta kapcesolat. Amennyiben
ez igaz egyedi eszkozokre, ez igaz kell, hogy legyen az eszkozok barmely kombinacidjara is.
Ezt a kapcsolatot tekinthetjiik agy, mint egy jutalom-kockéazat egyenletet. Az eszkozbéta
jol mutatja a kockazatot, mert ardnyos azzal a kockazattal, amivel a papir hozzajarul az

optimalis kockazatos portfoliohoz. A varhaté hozam-béta kapcsolat grafikus abrézolasa

az értékpapir-piaci egyenes (security market line (SML)).

3.2. CCAPM, avagy a fogyasztasalapu eszkozarazas

A fogyasztasi alapu eszkozarazas ezen modelljét szintén Bodie (2011) kdtetben talalhato
dokumentéacio segitségével prezentaljuk.

A CAPM kozéppontjaba most kozvetleniil a fogyasztas keriil. ElGszor ilyen model-
leket Rubinstein (1976), Lucas (1978), és Breeden (1979) hoztak létre. Egy élethosszig
tarto fogyasztasi tervet vesziink, ahol a szereplének minden periédusban doéntenie kell
vagyona felosztéasarol a mai fogyasztas, és a jovGbeli fogyasztast biztosité megtakarita-
sok és befektetések kozott. Akkor ériink el optimumot, ha a mai napon egy potlolagos
pénzegység hasznossidga megegyezik annak a varhato jovébeli fogyasztasnak a hasznossa-

gaval, amit ugyanezzel a potlolagos pénzegységgel finansziroztunk. A jovébeli vagyon az



altalanos modellekben néhet a munkabértél és az optimalis teljes portfolioba befektetett
pénzegységek hozamatol.

Egy pénziigyi eszkoz a fogyasztas tekintetében kockazatosabb, ha pozitiv a kovarianci-
aja a fogyasztas novekedésével. Mas szavakkal, a kifizetése magasabb, amikor a fogyasztas
mar magas, és alacsonyabb, amikor a fogyasztas relative korlatozott.? Ebbél adodéan az
egyenstlyi kockazati prémiumok magasabbak azoknak az eszkozoknek az esetében, ame-
lyek magasabb kovariancidt mutatnak a fogyasztas novekedésével. Ebbdl a meglatasbol
kiindulva egy értékpapir kockazati prémiumaéat felirhatjuk a ,fogyasztas kockazatédnak”

fiiggvényében:
E(RJ) = 5jc(E<TC> - Rf), (34)

ahol C portfolio interpretalhaté a fogyasztdskdovetd portfolioként, ami az a portfolio, amely
korrelacidja a legmagasabb a fogyasztas novekedésével. A B;c a j eszkéz R; tébblethoza-
maira felirt regresszios egyenes meredekségi egyiitthatdja, amely regresszioban a fogyasz-
taskovetd portfolio tobblethozamai a magyarazo valtozok. Végiil az (E(rc) — Ry) kifejezés
a fogyasztas bizonytalansagatol fiiggé kockézati prémium, amelyet szintén a fogyasztés-
kovets portfolio varhato tobblethozama altal hatarozunk meg.

Lathato, hogy mennyire hasonlit ez a hagyomanyos CAPM-hez. A fogyasztaskovets
portfolié jatssza a CAPM piaci portféliojanak a szerepét. Azonban az eredeti tékepiacok
arazasi modelljével szemben a piaci portfolio megfelelGjének bétdja a CCAPM-ben nem
feltétlentil 1, s6t teljes mértékben életszerti és empirikusan alatdmasztott, hogy ez a béta
nagyobb 1-nél. Ez azt jelenti, hogy a linearis kapcsolat a piaci index kockazati prémiuma

és a fogyasztési portfolio kozott
E(Ry) = am + BucE(Re) + e (3.5)

ahol aps és €y, biztositja a lehetGséget az empirikus elhajlasokra az egzakt 3.4. egyenlettel
felirt modelltsl, és [Byc nem feltétleniil egyenls 1-gyel.

A fogyasztasalapi pénziigyi eszkozarazas modelljének vonzereje az, hogy kompakt
mo6don magéban hordozza a fogyasztéas fedezetének gondolatat (consumption hedging), és
a befektetési lehetGségek lehetséges valtozasait; mindezt beépitve a hozamok eloszlasanak
paraméterébe egy egyetlen faktoros keretrendszerben.

Rovid 6sszefoglalasképp tehat felirjuk a CCAPM egyfajta definiciojat.

4Erre felhivjuk a figyelmet a harom idészakos modell kifejtése soran is.



3.1. Definicio. A fogyasztasi alapu tékepiaci eszkozok arazasi modellje (CCAPM) egy
egytényezds modell, amiben a piaci portf6lio tobblethozamat a fogyasztaskovets portfolio
tobblethozamaval helyettesitjiik. Ez a modell a befektetéknek a fogyasztés valtozaséara

valo érzékenységével hozza Osszefiiggésbe a pénziigyi eszkozok kockazatat.

4. CAPM egyenlet 3 id6szakra

Ebben a fejezetben be fogjuk bizonyitani, hogy a 3 arazasi formula, ami egy kockazatos
eszkoz hozaméat hasonlitja a piaci portf6lio hozamahoz, levezethets egy harom idészakos
pénziigyi altalanos egyensilyelméleti modellbdl is. Jollehet a CAPM kiilonb6z6 szituaci-
okban (hianyzo feltételek, kiilonboz6 kérnyezet) valdo megtestesiilése megannyi publikicio
témajat képezte mar, ez a megkozelités egyedinek tekinthets. A tékepiaci eszkozok ara-
zasi modelljét az eddigiek soran nem terjesztették ki harom idgszakra, és ennek igazolasa
jovébeli kutatasokra is okot szolgéltat, felveti a lehetGségét a CAPM hossza tavra vald
alkalmazhatosaganak is.

A jelolések, és a gazdasagi kornyezet a 2. fejezet altal mar adott. A dontéshozok
optimalizaléasi folyamatanak a kozgazdasagtan és a matematika nyelvén valé felirdsdhoz,
valamint a tovabbi egyenletek levezetéséhez Riedel (2004) és LeRoy (2001) megfelels sza-
kaszait hivtuk segitségiil.

Ahogyan az altalanos modellek a kozgazdasagtanban, mi is a hasznossagi fiiggvény
ismertetésével kezdjiik felirni a modellt. Ennek megfelelen a h véges szamu racionélis
egyén hasznossagi fiiggvénye

(T = oh(ch) 401 3 pahi(ch) 018 3 g 3 p(cl) (11)
s1€51 s1€81 2657
amelyet maximalizalni szeretnénk. A maximalizalds azonban tobb feltételhez is kotott;
egy személy nem fogyaszthat végtelen mennyiséget, mert adott nagysagi készletei, be-
vételei és akar koltségei is vannak. A koltségvetési korlatokkal mar taldlkozhattunk is,
szintén a 2. fejezetben: a 2.2. feladatban, a 2.3 és a 2.4. egyenletek irjak le ezeket.

A hasznossagi fiiggvény feltételekhez kotott maximalizalasdhoz a Lagrange-modszert
hasznaljuk, ahol /\Zt—vel jeloljiik a Lagrange-multiplikdtorokat. Ez az eljaras hatékony-
nak bizonyul a fiiggvények szélsGértékének megkeresésében, mikozben biztositja, hogy a
megkotések is teljesiiljenek, ezért lesz szamunkra is alkalmas. A Lagrange fiiggvény, ha a

hasznossagi fiiggvényt maximalizéljuk, és a koltségvetési korlatok a feltételek
rh— uh(ch>_Ag(cg_eg+qoeg)—A’;l(cgl+qslegl—e’;l—dsleg)—x;(c’;z—egz—dsﬁgz_). (4.2)
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Ennek a fiiggvénynek kell a valtozok (cf, c? . 82, oh 9?1) szerint vett parcialis derivaltjait
egyenlévé tenni nullaval, és ezéltal jut a fogyaszté optimumra, ezek a 1. fiiggelékben
szerepelnek.
A parcialis derivaltakat megoldjuk gs,-re
/\h
qs, = As,—- )\h , feltéve, hogy Al # 0 (4.3)
majd behelyettesitjiik a M-k megfelels értékét
4 Or1 D +ESF Ps“% (c Z;)/ﬁci}
e ACRYEED

(4.4)

és ezzel, ahogy az majd lathato lesz, megkapjuk a kiilonb6z6 idészakok fogyasztasa kozti
helyettesitési hatarratat, azaz MRS-t. A 4.4. egyenlet azt jelenti, hogy barmely h alany
minden egyes s, € {0} US; vilagallapotban ugy fektet be minden j pénziigyi eszkozbe,
hogy egy potlolagosan hozzaadott egység gs, ; hatarkoltsége egyenls legyen a hatarhasz-
naval, ami pedig h szereplé jovébeli osztalékainak jelenértéke.

A véarhato érték 2. fejezetben leirt definicioja alapjan behelyettesitiink a 4.4. egyen-
letbe
Ot 1Es, [ac Uh+ (Ch*)ASt]

P Uh (Ch*>

Csy 7S¢

s, = = E(MRS! A,), minden s, € {0} US;, (4.5)

ezaltal mar meg is jelent az MRS, ami a t id6pontbeli és a t* id6ponthoz tartozo osszes
allapotbeli fogyasztasok kozott értelmezett. A helyettesitési hatarrata kapcsan kiemelen-
dé, hogy az egyes fogyasztokhoz tartozd MRS-ek akar kiilonbozhetnek is, a hasznossagi
fiiggvény alakjabol adodoan (példaul kockazathoz valo viszonyulastol fiiggéen), azonban
egyensilyban ezek meg kell, hogy egyezzenek. Ennek az egyezfségnek az eredményeként
a teljes piacok feltételezésével egyetlen arat kapunk, amely nem mas, mint a 4.5. egyen-
letben meghatarozott. A ¢s, eszkozarakhoz definialjuk az Tt 0., ©8Y id6szakos hozamot
olyan Gh portfoliora, amire qste # 0 teljesiil, az alabbi médon

A, 0"
=t St 4.6
rs;"ﬂSt qsteh ( )

Ez a képlete a hozamnak az altalanosan is ad6dé meghatarozas: a portfolio értékpa-
pirjainak kifizetését osztjuk azok araval. Mar csak egy fogalom sziikséges ahhoz, hogy
levezethessiik a fogyasztas alapu eszkozarazéas egyenletét, és ez a kovariancia. Ennek sem-
milyen megszokottol eltérd értelmezésével nem fogunk most taldlkozni, ahogy mar sokan

méasok, mi is a
E(yz) = cov(y, z) + E(y) E(2) (4.7)
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formulat alkalmazzuk. Ezekkel a 4.5. egyenlet mar atirhato

5t+1Est [acszr U;} (Ch*)rs;rﬁst]
1=
O, vl (ch*) ’

Csy 7St

(4.8)

amihez felhasznalva a fenti definiciokat, és a covst(:psj, ysj) kifejezést a feltételes kovari-

ancia jelolésére két valtozo kozott

0141 [rgr g, 1o, [0e 0" ()] Sps1c005, (8, 0! (%), 70 4, )
1 — £ i : 4.9
aCSt Ui}t (Ch*) + 3CStvgt (Ch*) ( )

egyenletet kapjuk, amelynek atrendezését kovetGen jutunk a varhato egyidészakos hozam

i) )
ESt Ts = Cst ~ st _ °t ¢ ! 410
[ jﬂst] 5t+1ESt [acsj U::r (C’”)] ESt [a%j U:j' (ch*)] ( )
leirésara, ahol
ac ?}h ch*
RS ., Vs, (™) (4.11)

5t+1Est [achr Ui} (Ch*)]

5

kifejezés a kockdzatmentes eszkoz egy periddusos hozama®. Ezzel és a 4.10. egyenlettel

adodik a fogyasztasalapi eszkozarazéas egyenlete

covs, (8cst+ vi} (), Tt 0,,)

B, VI ()

Csy =St

Eo[rg g, = R, — 60 R, (4.12)

Ez az egyenlet azt mutatja, hogy a kockazati prémium (ami a varhaté hozam és a kocka-
zatmentes kamatlab kiilonbsége) minden eszkoz esetében aranyos a kamatlabanak és az
sy 6s s vilagallapotok kozti helyettesitési hatarratanak a kovariancidjaval (negativ aré-
nyosséagi allandoval). Szigortian véve a e + vi} (™) /0e,, vl (") az 4.12. egyenletben nem
az s; és s, kimenetek allapottol fiiggd fogyasztasa kozti helyettesitési hatarrata, mivel
hidnyoznak a valoszintiségek. Hasonloképpen a tovabbiakban is a fogyasztas hatarhasz-
nosséagaként fogunk hivatkozni a 0. s ’UZ;F (c"*) kifejezésre, a valoszintiségek hianya ellenére.
Nincs azonban oka annak, hogy ennél a terminoldgiai imprecizitasnal megtorpanjunk,
ugyanis nem szakadunk el a pénziigyi-kozgazdasagi irodalomban szokasos modtol LeRoy
(2001).

Egy szigorian kockazatkeriil¢ dontéshozot tekintve a 808 s Ui} (c"*) csdkkend fiiggvénye
az si-beli fogyasztasnak. Ezért annak az értékpapirnak, ami magas kifizetést, ha a fo-

gyasztas magas, és alacsony kifizetésti, amikor a fogyasztas is alacsony, a varhaté hozama

®A kockézatmentes eszkdz hozamara a LeRoy (2001)-ben talalhaté R/ = —«——1—— definici6t

- ZStE{O}Uslk,'Sz dsy
hasznaljuk, amely egyensilyban megegyezik a levezetésbeli Rgt—fel.
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meghaladja a kockazatmentes papirét. Ennek megfelelGen viszont egy eszkoz varhato ho-
zama, aminek akkor magas a kifizetése, amikor a fogyasztas alacsony, és akkor alacsony
a kifizetése, amikor a fogyasztas magas, kisebb lesz, mint a kockazatmentes hozam. Ilyen
értékpapirok felhasznalhatoak, hogy csokkentsék a kockazatat a szerepld fogyasztasanak.
A relative alacsony hozam relative magas arat tiikroz. Az az eszkoz, amely hozaménak
az MRS-sel vett kovariancidja nulla, a kockdzatmentes papirral egyenl varhaté hozamu
lesz.

Az 4.12-es egyenlet alapjan egy értékpapir kockdzati prémiuma kizarélag a hozama
és az s; és s kozti helyettesitési hatarrata kovarianciajatol fiigg. Ez a kovariancia a pa-
pir kockédzatanak mértékeként értelmezhets, aminek két szokatlan tulajdonsagat érdemes
kiemelni. Egyrészt csak akkor hasznalhato, ha egyenstiilyban van a gazdasag. Masrészt vi-
szont ez a kovariancia-mérték nem csak részleges, hanem teljes rendezését adja a hozamok
kockézatanak.

Ha a helyettesitési hatarrata allando, a fogyasztasalapu eszkozarazas az 4.12. kép-
let szerinti értelemben fair arat (tisztességes arat) szab meg. Két szituacioban lehet az
MRS determinisztikus: ha a szerepls fogyasztasa is determinisztikus, és ha a szerepld
kockézatsemleges.

Ismerjiik meg most az egyén optimalizalasanak tovabbi részleteit, amelyhez a kdvet-
kez6 feltételben bemutatjuk a v"jt hasznosségi fiiggvények ¢ + 1. id&szaki fogyasztasban

kvadratikus alakjat.

4.1. Feltétel. Legyen minden fogyaszt6 Bernoulli fiiggvénye a kovetkezs kvadratikus

h)2_

f ot fioovdnye b (o) — eoh 1
hasznossagi fiiggvény: v] (c)) = &er, — sau(cy,

St 2
Behelyettesitve ennek derivaltjait az 4.12. eszkozéarazasi egyenletbe azt kapjuk, hogy

)

h
4 COUs, (&1 — Qpi1Cg 5Tt g

_ pf s
By [rgp,) = Rl — 0en R, E o ) (4.13)
amibdl kovetkezGen egy tetszéleges j eszkoz varhaté hozamara is felirhato
Ser10y R
_ pf t+1G 14, h
By lrer ] =R, + & — o cdh covst(csj, Tt ) (4.14)

Egy értékpapir-piaci gazdasagban (securities market economy) az aggregalt készlet az esz-
kozok kifizetései altal generalt altérben (asset span) van, ami azt jelenti, hogy ez elérhetd
valamely értékpapirokbol allo portfolio a kifizetéseként. Ezt a portféliot nevezziik a piaci

portfolionak, melynek hozamat jeloljiik 7 -mel. Az 4.14. egyenlet portfolick hozaméra
St
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is alkalmazhato. Kivaltképp alkalmazhat6 a Y piaci hozamra, és ezért
St

5 « Rf
M f 14140, ho M
Es, [7“83] = R, + —ft & covst(csj, Tsj) (4.15)

is helytallo. Elosztjuk az 4.14. egyenletet az 4.15. egyenlettel, miutan az Rgt levonésra

Otr10+41 Rf

keriilt mindkett6bdl, ezaltal elhagyjuk a " °t kifejezést és a
t atcSt

B lrer ] — R, B covs, (€5 T )

= 4.16
Est [Ti\f{] - Rgt CO’USt (Csj' ) Ti\;{) ( )

egyenlethez jutunk, feltéve, hogy a piaci kockazati prémium nem nulla.

Ha az egyensiilyi fogyasztas a piaci és a kockazatmentes papirok kifizetései altal ge-
neralt altérben van, akkor CZ+ és r;‘ﬁ tokéletesen korreldlnak. Ennek megfelelGen CZ+
t t t

helyettesithetd gpr%—vel. Végiil, egy 9& € R7s portfoliéra definidljuk By,,-t

covs, (Ti\tf Tt 6)

Bo., = (4.17)

va'r(ri‘;{)

Ez a [y, lesz a CCAPM modell 3. fejezetben is emlitett fogyasztasi bétaja, amely egy
adott pénziigyi eszkdz kockazatédnak viszonyulasat mutatja a piaci kockédzathoz.
Most, hogy mar minden sziikséges eszkoziink és egyenletiink megvan hozza, lathatjuk,

hogy az alabbi CAPM éaraz6 formula minden 62 € R’ esetén fennall, tehét
Ey,[ryr o] = RL, = Bo., (Es[r] = RL); (4.18)

ami nem més, mint a CAPM értékpapir-piaci egyenesének (security market line) egyen-

lete:
E;, [Tsjﬂ] = th + Bﬁst (Est [Ti\g{] - Ri)' (4-19)

A feltevés, miszerint az egyensulyi fogyasztas a piaci és a kockdzatmentes papirok
kifizetése altal generalt altérben van, trividlis egy reprezentativ szerepls gazdasagban
(representative-agent economy), mivel ekkor minden egyes dontéshozo egyenstlyi fogyasz-
tasa egyenlG az piaci portfolio kifizetésének egy fére es6 részével. Mivel feltettiik, hogy
mindenkinek ugyanolyan kvadratikus hasznossagi fiiggvénye van, ezért ez az altalunk fel-

vazolt gazdaséagra is igaz.

Ezaltal belattuk, hogy a haromid&szakos haszonmaximalizélasi modellbdl is levezet-

het6 a jol ismert CCAPM; azaz a szakirodalomban eddig ismert kétidészakos modell
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eredményeit kiterjesztettiik egy haromid&szakos modellre. Ez az eredmény énmagaban
is komoly jelentGséggel bir, de alapjaul szolgalhat szamos késébbi kutatdsnak, melyek-
nek alapkdvetelménye egy tobbidGszakos modell, ilyen példaul a hosszi lejarati papirok

elemzése vagy a nemteljes piacok hosszi tava hatékonysaganak kérdése is.
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Fuggelék

1. fiiggelék: Parcialis derivaltak

A racionélis fogyaszté Lagrange-fliggvényének parcialis derivaltjai, melyeket egyenlévé

tesziink nullaval:

oL avh(ch)

= — M=
och och 0
aﬁh _ 51 231651 pslavgl <Cg1) . )\h =0
och och 51 ’
8£h o 5152 Zslesl p31 ZSQGS{F pSQa/UiLQ (CQLQ) o Ah o 0
och, och, 52 ’
oLk L b
8_98 = _/\OqO + d51>\51 = 07
W = —)\Sl(]Sl + d52As2 = 0
A fogyasztas szerinti derivaltak ekvivalensek a
Aul () = A (1.1)

méatrix egyenlettel, ami azt jelenti, hogy ¢ = 0-ban a Lagrange multiplikatorok a hasznos-
sagi fiiggvény megfelels vilagallapothoz tartozd fogyasztas szerinti parcialis derivaltjaival

egyenl6k. A portf6lio alloméany szerinti derivaltak pedig a
—q, A+ AStAgt+ =0,VYs, € {0}US,

egyenlettel megfeleltethetdk.
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