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PORTFOLIO OPTIMALIZALASA
VARHATO HOZAM-VARIANCIA - ES

VARHATO HOZAM -

CVAR-MODELLEL

Az extrém veszteségek el6fordulasi esélyeinek
minimalizalasara épilé portfolié optimalizalé modell

A tanulméany attekintést ad a pénzugyi kockazatok rendszerérdl. Definialja a piaci kockéazat fogalméat
kulonb6z6 szempontok szerint. Bemutatja az optimalis portfolié kialakitasat a ,,klasszikus” Markowitz-
modell szerint, valamint az extrém veszteségek minimalizdlasa mellett. A két modszer eltérését példan

keresztil illusztralja a dolgozat.

A pénziigyi kockazatok rendszerét leginkabb banki
szempontbdl lehet értelmezni, attekinteni. Ez nyilvan
nem azt jelenti, hogy méas gazdalkodo szervezeteknél
ezek a kockézatok ne jelentkeznének, a pénzigyi in-
tézmények esetében azonban az alaptevékenységhez,
illetve az ahhoz kot6d6 Uzleti kockazat keriil el6térbe.
A masik figyelembe veendd tényez6, pedig a banki
adatallomanyok kielégitéen nagy adatmennyisége,
ami lehetévé teszi matematikai-pénziigyi modellek
konstrualasat és alkalmazésat a kilénb6z6 kockazatok
kezelésére. Természetesen a banki kockazatok rend-
szere szélesebb, mint a pénziligyi kockazatoké. A banki
kockazatok rendszerét Crouchy és tarsai munkaja
alapjan (Crouchy - Galai - Mark, 2001) tekintjuk éat.

Az 1. abrabdl lathatd, hogy a likviditasi kockaza-
tok és a miikodési kockazatok a pénzligyi kockazatok
mellett szintén részét képezik a teljes banki kockazat-
nak. A pénzigyi kockazatokon belll a piaci kockéza-
tok, azon belul is a t6kepiaci kockdzatok mérése,
értelmezése tortént meg idében elséként. Az itt
kialakitott modellek &ltalanosithatok a banki kockéza-
tok egyéb teriletein.

Tdékepiaci kockazat mérése
A kockazat mérésének kezdeteit Peter Bernstein
(Bernstein, 1998) konyvében, egészen a XV. széazad

végére teszi. Ekkor fogalmazta meg Luca Paccioli
olasz szerzetes azon dilemmajat, mellyel kés6bb sza-
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mos matematikus foglalkozott, s az eset korrekt
megoldasara is csak tobb szaz év malva kerilt sor. A
kérdés lényege az, hogy abban az esetben, ha két
személy fordulénként egyenld esélyl szerencsejatékot
jatszik - mely akkor ér véget, ha valaki tiz fordulét
nyer - s egy adott idépontban, 5:3-as nyerési aranynal
a felek megszakitjak a jatékot, milyen aranyban kell a
téteket igazsagosan elosztani. Ez a probléma elinditot-
ta a gondolkoddkat azon az Gton, mely soran a
jovébeni kimeneteleket, azok bekdvetkezési valo-
szinlségeit szisztematikusan figyelembe kell venni.

A kilénb6z6 aru- és értéktézsdék szintén tobb szaz
éves mdalttal rendelkeznek. A XX. szdzad koOzepéig,
Markowitz portféliovalasztassal kapcsolatos munkaja-
nak megjelenéséig (Markowitz, 1952) senki nem gon-
dolt arra, hogy a t6zsdei arfolyamokban megjelen6
kockazatot szdmszerdsitse. ,,A kockazat a ramendsség-
ben volt, nem pedig a szamokban...” ahogy Peter
Bernstein fogalmaz.

Markowitz munkajanak megjelenése forradalmi
jelent6ségl volt a kockazat szamszerli megragadasa-
nak terén. Markowitz a kockazatot egyetlen eszkdz
esetében, a varhatd értékt6l valo atlagos eltéréssel,
azaz a variancival; tébb eszkdzbdl &ll6 portfolional,
pedig az eszkdzok megtériilése kozdtti kovarianciaja
segitségével szamitott portfolio varianciaval méri.
Fontos Ojitas tehat, hogy egy portfélidvarianciaja nem
a benne szerepl6 eszkdzok variancidinak az 0sszege,
hanem jellemzG8en anndl kisebb.
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Gazdalkodastani Doktori Iskola

1. abra

A banki kockazatok rendszere

Az elmélet publikadlasa Ota eltelt mintegy &tven
évben egyrészt specifikéltdk azokat az eseteket, ame-
lyekben a Markowitz-modell alkalmazhatd, masrészt
megkisérelték olyan esetek modellezését, amikor az
elmélet altal el6irt feltételek nem teljestinek.

Egyetlen eszkdz esetében, azaz egyvaltozés elosz-
laskor az eszkdzok hozamainak normaélis eloszlasa
sordn a kockazat varianciaként vald felfogésa helytal-
6. Amennyiben a hozamadatok szignifikans aszim-
metridt mutatnak, a varianciaval mért kockazat nem
korrekt. Szintén problematikusak azok az esetek,
amikor a hozameloszlasok széleinél magasabb hozam-
gyakorisagokat talalunk, mint azt a normalis eloszlas
implikalnd. Ezeket a problémékat, '.fat tail”, illetve
»heavy tail” problémaként emliti a szakirodalom. A
vastag farokrészek modellezése felveti az egynél
(varhat6 érték) magasabb rendli momentumok
létezésének problémajat (Részletesebben Id. Lux, T. -
Varga, J. 1996; Varga, J. 1998). Tébb esetben a hozam-
eloszlasok csak olyan eloszlassal modellezhet6k,
melyeknek nem létezik els6nél magasabb rendi
momentuma. Tehat csak a varhat6 érték létezik, a vari-
anda és mas magasabb rendi momentumok nem. Ez a
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korilmény szintén neheziti a varhat6érték-variancia
modellek helytallésadgénak elfogadésat.

Tobb eszkdzbdl allé portfolié, azaz tobbvaltozds el-
oszlassal térténé modellezés esetén komplexebb meg-
kozelités szlikséges. Egy portfolio tobbvaltozés hozam-
eloszldsa a hozamok hatéreloszlasai és a hozamok ko-
z0otti fligg6ségi struktlra ismeretében tekinthetd adott-
nak. Abban az esetben, ha a portfoliéban szerepl6 esz-
kézok hozamai normalis eloszlast kdvetnek, ill. ameny-
nyiben a hozamok fligg6ségi struktdraja is normalis
eloszlasa, akkor a Markowitz altal definidlt kockézat-
mérték pontos. A legutdbbi kutatdsok definidltdk azt az
eloszlasosztalyt, mely esetén alkalmazhatéak a lineéaris
fligg6ségi mértékek, igy a kovariancia is. Ez az osztéaly
az elliptikus eloszlasok osztéalya, ahol is az egyenl6 s(-
rlisegl feluletek ellipszoidok. Ez a feltételezés nemcsak
a normalis eloszlasra teljestl - hanem példaul a véges
szOrasu /-eloszlasokra is -, igy a Markowitz-modell
érvényessége némiképp szélesedik. A korrekt kockéazati
mértékekkel szemben megfogalmazott kritériumokrél,
valamint a Markowitz-féle ,hagyomanyos” kockéazati
mértékek kritikajarol a magyar szakirodalomban Varga
Jozsef (Varga, 2002) készitett részletes tanulmanyt.
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A hozam-variancia modellek
alkalmazhat6saga - a kozponti
hatareloszlasi tételek jelent6sége

A hozam-variancia modell mellett els6sorban a
kdzponti hatéreloszlasi tételek szélhatnak. Ennek 1é-
nyege, hogy fiiggetlen, azonos eloszlasu val6szin(iségi
valtozok dsszege, mely szintén valdszinliségi valtozo -,
eloszldsa normélis eloszlassal kdzelithet§. Hozamok
esetében ez a megkozelités két szempontbol is érde-
kes. Egyrészt a hozamok id6beni aggregalasa soran az
eloszlas kozelit a normalishoz, masrészt portfolid
képzése esetén az Osszeadddott hozamok szintén a
normalis eloszlashoz kozelitenek. Normalis eloszlés
esetében a masodik momentumnal magasabb momen-
tumok értékei zérussal egyenl6k, igy az elsé két mo-
mentum, illetve az azokbdl képzett mutatok (varhato
érték, variancia) kielégitéen jellemzik az eloszlast.

A kdzponti hatareloszlasi tételek érvényesiilésének
tobb feltétele is magyarazatra szorul. A fliggetlenség
feltétele nem jelent teljes fliggetlenséget - korrelalat-
lansagot - csupan azt, hogy ne legyenek ,,széls6sége-
sen” korreldltak. Az azonos eloszlés feltétele is ,.fel-
lazithat6” arra a feltételezésre, hogy az 6sszegzett va-
l6szinliségi valtozok variancidja ne legyen ,tllzottan
eltér6”. Ezekkel a feltételekkel kapcsolatban pontos
definicidkat kaphatunk Bouchard és Potters konyvébdl
(Bouchard - Potters, 1999).

Fontos feltétel, hogy az aggregalt eloszlas teljes ter-
jedelmében akkor kozelit a normaélis eloszlashoz, ha
elegend6en nagy szadmi valdszin(iségi valtozo6t
0sszegzilink. Ez a gyakorlatban - példaul esetiinkben,
portfolié kialakitasanal - tavolrol sincs igy. Ebben az
esetben csupan az eloszlas centralis része kozeliti a
normalis eloszlast, a farokrészekre ez az allitas nem
igaz.

Alapvetd feltétel még az egyes hozamok varian-
cidjanak létezése. Ez felveti az eloszlas masodik
momentumanak létezése kérdését. Az X val6szin(iségi
valtozd /2-edik zérus koruli momentumat az alabbi
Osszefiiggés adja:

E(X,)) =kZx"dF (x) 1)
ahol F(x) az X val6szinlségi véltozo eloszlasfig-
gvénye, az integral pedig Stieltjes integral.

Ahhoz tehét, hogy az /f2-edik momentum létezzék,
az szukséges, hogy az X valdszin(iségi valtozo

siriségfiiggvénye - a farok részek felé haladva -
»gyorsabban” cs6kkenjen, mint ahogy x" novekszik,
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ellenkezd esetben a fenti improprius integral nem kon-
vergens, az adott momentum matematikai-statisztikai
értelemben nem létezik.

Konkrét adatbazisonia mésodik momentum létezé-
sének tesztelését gy végeztik el, hogy stabil Pareto-
Lévy eloszlast illesztettink az elemi eloszlasokra,
majd értékeltiik a becsiilt paramétereket.

A stabil Pareto-Lévy, vagy mas néven stabil eloszla-

sok (Lévy, 1924) kivalé lehetdséget teremtenek arra,
hogy a hozameloszlasok aszimmetriajat és csucsossagat
- ezzel egyiitt a farok részek vastagsagat - modellez-
zik. A stabil eloszlascsaladot tekinthetjik a normalis
eloszlas egyfajta altalanositasanak is. A normalis elosz-
lastdl kilonboz6 esetekben a farok részekbe esd gyako-
risdigok - a paraméterezéstdl fliggé mértékben - na-
gyobbak, mint a normalis eloszlas esetében.
A stabil eloszlasok alkalmazasat neheziti az a tény,
hogy slirtiségfliggveényuk harom specialis esetet
kivéve nem adhat6 meg zart fiiggvény formajaban. Az
eloszlast leird 0{t) karakterisztikus fliggvény logarit-
musat X val6szinliségi valtoz6 esetén az aldbbi formu-
la adja meg:

\ogO(t)=\ogE[eix]=iS t-y\t\a[\-i sgn (i)tan(a”/2)], (2)

ahol az {a, B, y 6) paraméterek jellemzik az adott el-
oszlast. Az a e (0,2) exponencidlis paraméter jellemzi
az eloszlas cslcsossagat, valamint a farok részek
vastagsagat, a B e (—e0? oo) ferdeségi paraméter az
eloszlas aszimmetridjanak mértékét mutatja, a ye (0, +
°°) ) skalaparaméter irja le az eloszlas szétterjedését, a
val6szinlségi valtozé szdérodasat, a 6 e (-00, + «) he-
lyzeti, vagy lokéaciés paraméter pedig az eloszlas
helyzetét hatdrozza meg.

B =0 esethen szimmetrikus eloszldsokhoz jutunk.
Akkor is szimmetrikus lesz az eloszlas, ha a = 2,1 ér-
tékétél fliggetlenil. Amennyiben a - 2 és B =0, nor-
malis eloszlashoz jutunk. Az a paraméter csokkene-
sével a farok részek vastagodnak, az eloszlas egyre
cstcsosabba valik, a = 1 és B = 0 esetén kapjuk a
Cauchy eloszlast. Az a paraméter tovabbi csékkenése
esetén méar az elsé rendi momentum, tehat a varhatd
érték sem létezik. A B, ferdeségi paraméter jelen-

1 A vizsgalat soran 37 kiillonbdz6 nemzetkozi t6zsdeindex hozama-
nak alakulasat vizsgaltuk meg. A t6zsdeindex adatokat 1998.
aprilis 30-t6l 2002. februér 20-ig vettilk figyelembe. Ez indexen-
ként 990, dsszesen 36 631 arfolyamadatot jelent. Tekintettel arra,
hogy az tinnepnapok - igy a t6zsdei sziinnapok - orszagonként
jelentds eltérést mutatnak, tobb helyen kellett atlagolasos adat-
potlast végezni. Az adatpétlasok aranya igy is alig haladja meg a
6,5 %-ot. Adott t6zsdeindex hozamainak szamitdsakor az USA
dollar &rfolyamra atszdmitott logaritmikus hozamokat vettiink fi-
gyelembe. At6zsdeindexeket nemzetkdzi jelikkel jel6ltik és mel-
lettiik z&r6jelben megadtuk a megfelel§ szuverén mindsitést is.
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Stabil eloszlas alfa paraméterének becsult értékei

Stabil eloszlés alfa paraméterének becslései

tésége, sllya az a paraméter csokkenésével névekszik.
Az a = 1/2, 8 =1, 7=1, 6 =0 esetben jutunk a Ber-
noulli eloszlashoz. Csupan a fenti harom specialis
esetben adhaté meg az eloszlasok s(irliségfliggvénye
zart alakban.

Az egyedi eloszlasokkal kapcsolatban a masodik
centrdlis momentum (varianda) létezésére kovetkez-
tetni enged6 paraméterek becslésének eredményét a 2.
&bra mutatja.

A paraméterbecslésekbdl lathatd, hogy azok min-
den esetben szignifikansan eltérnek a 2-es értéktol.
Mindez alatdmasztja azt a feltételezésiinket, hogy -
napi hozamok esetében - a variancidk matematikai-
statisztikai értelemben nem léteznek. Amennyiben az
egyedi eloszlasok variancidja nem létezik, akkor iga-
zolhat6, hogy a hatareloszlas nem normalis eloszlas,
hanem annak altalanositott formaja, a fent ismertetett
stabil eloszlas.

Osszegezve elmondhat6, hogy a varhaté hozam-
variancia alapjan torténd portfélidoptimalizalas igen
er@s elméleti aggalyokat vet fel vastag farok részekkel
rendelkez8 eloszlasok esetében.

A portféliévariancia - amennyiben egyaltalan
létezik - kockéazati mértékként értelmezhetetlen aszim-
metrikus eloszlasok esetében. Bar esetiinkben, mint a
legtdbb tékepiaci eszkdz esetében, az'-eloszlasok szim-
metrikusnak tekinthet6k, mégis eléfordulhatnak olyan
hozameloszlasok, melyeket er6s aszimmetria jellemez.
llyenek példaul a kiilénb6z6 hitelportfoliok. Ezek koc-
kédzatanak megragaddsara nem alkalmas a varianda,
még annak statisztikai értelemben vett l1étezése esetén
sem. Fogalmilag mindenképpen zavard, hogy a hoza-
mok pozitiv tartoméanyban torténd ingadozasa kocka-
zatként ker0l értékelésre.

VEZETESTUDOMANY
XXXV. EVF. 2004. 2. SZAM

2.4bra VaR-modellek

A VaR szamitast az 1990-es évek elején-
kdzepén kezdték el alkalmazni elsGsorban
USA-beli befektetési bankok. A mddszer
igen rovid id6 alatt elterjedt. Népszer(ise-
genek egyik oka, hogy adott értékpapir,
illetve portfolié kockazatat egyetlen mé-
ré6szamba sdritette. Ez a mér6szam - f6leg
annak véaltozasa - igen egyszer(, jol ér-
telmezhet§ modon jelezte a menedzsment
szamara a befektetés kockazatossagat. A
késébbiek soran a kilénbdzé VaR tech-
nikdk - féleg az Eurdpai Unid tagallamai-
ban - részévé véltak azon bankfeltigyeleti
el6irasoknak, melyek alapjan mindenfajta
arfolyam-ingadozas jellemezhet6, tehat a

kockazatos portfoliot kezelni kell.

A VaR mutatd, melyet kockaztatott értékként szok-
tak hivatkozni a magyar szakirodalomban, arra a
kérdésre adja meg a valaszt, hogy bizonyos biztonsagi
szint mellett, adott id6szak alatt mekkora maximalis
portfélidveszteség varhatd. Erre a kérdésre a hozam-
adatok ismeretében, illetve a hozameloszlasok speci-
fikacioja utdn konnyen vélaszt kaphatunk. Ha példaul
1%-o0s szignifikancia szinten egy adott portfolié VaR
értéke 10 egység, napi hozamadatokbol szamolva, ak-
kor ez azt jelenti, hogy 99% a val6szinlisége annak,
hogy egy nap alatt a portfolié értékének csdkkenése
nem haladja meg a 10 egységet.

Egzakt moédon k val6szin(iség mellett, egységnyi
id6szakra a VaR az alabbi 06sszefliggés alapjan
szamithato:

VaRk=-F t(k), (3)

ahol a jobb oldalon &ll6 kifejezés az X valGszinlségi
valtoz6 eloszlasfuggvénye inverzének a k helyen vett
értéke. Ez hozamok esetén negativ értéket ered-
ményez, igy ahhoz, hogy a pozitiv kockéztatott értéket
megkapjuk, sziikség van a -1-el val6 szorzasra.

A fentiekben a VaR analitikus megkozelitését
mutattuk be. Meglévd - adott idészakot jellemzé -
hozarnadatok esetében nem szilkséges az analitikus
eloszlas megadédsa. A hozamokat névekvd sorrendbe
rendezve kaphatjuk meg a keresett megbizhat6sagi
szint melletti VaR értékét. Attdl fliggben, hogy az adott
megbizhat6sagi szinten, illetve annak kozvetlen kor-
nyezetében lévé hozamértéket hova soroljuk, megad-
haté a historikus (diszkrét hozamértékeken alapulo)
VaR formuléja. Szokas az egyes kvantilisekhez tartozé
kockaztatott értékek meghatarozasa.
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Az X val6szin(iségi valtozé felsd, illetve als6 kvan-
tiliseit az alabbi formuldkkal adhatjuk meg:

x<a>=qga(X) =inf {MGR P(X<x)> a}, 4)
x@ =ga(X) =inf {tg R :P(X <x) >a } (5)

Megjegyezziik, hogy
x<a):&p{x GR:P(X<X)< a },

tovabba az
{MVGR P(X<x)>a }z{xgR :P(X<x)>a}

Osszefliggésbdl nyilvanvaléan kovetkezik az

< r(ff)

.)§-‘(ax)Y
relacio.

A kvantilisekb8l szérmaztathatok a val6szin(iségi
valtoz6 adott kvantilishez tartozé VaR értékei.

VaR« = VaR« (X) =ql_a(-X). (6)

A VaR annyiban kilénbozik a varianciatol, hogy
valéban a veszteséges hozamokra 06sszpontosit.
Egyszer(isége mellett el6nye, hogy - féként historikus
adatokon alapulé - alkalmazasa soran nem kell sem-
mifajta feltételezéssel élni a portfolidt alkotd eszkdzok
hozamainak eloszlasarol és fliggéségi struktarajarol.

A VaR-nak azonban szdmos héatrdnya is van.
Elméleti hianyossaga, hogy nem minden esetben
szubadditiv. A portféliovariancia példaul szubadditiv,
ami azt jelenti, hogy két kiilonb6z6 portfolié egye-
sitéséb6l ad6d6 portfolié variancidja nem nagyobb a
porfolié variancidk 6sszegenél. A kockaztatott értékre
ez nem minden esetben igaz. Altaldban bimodalis el-
oszlasoknal sériil a szubadditivitas elve. Ez a probléma
tézsdei hozamok elemzésénél - igy esetiinkben is -
kevésbé relevans, mint példaul hitelportfoliok ese-
tében.

A szubadditivitads hidnyanak kdvetkezménye, hogy
a portfolié kockaztatott értékének tdbb helyi szél-
s6értéke is lehet, igy a VaR minimalizalasa mellett
meglehetésen nehézkes optimalis portfoliét kialaki-
tani.

A VaR megkdzelités egyik fontos problémaja még,
hogy kiliszobértékként nem veszi figyelembe a
kiiszobérték feletti veszteségek eloszlasat, statisztikai
jellemz6it. Ennek kovetkeztében érzéketlen a meg-
bizhatésagi szint csekély megvaltozasara. A meg-
bizhatdsagi szint minimalis megvaltoztatasa altalaban
nem mddositja a VaR értéket. Bizonyos szint feletti
valtoztatds viszont ugrasszer(i VaR modosulast okoz.

(A VaR-ral kapcsolatos problémak bévebb kifejtése
megtalalhatd Acerbi és tarsai tanulmanyaban, Acerbi,
C - Nordino, C - Sistori, C., 2001).
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A CVaR-modell

A VaR-ral kapcsolatos elméleti és gyakorlati prob-
Iémak inditottdk a kutatokat arra, hogy Uj kockazati
mértékeket definidljanak. Acerbi és Tasche (Acerbi, C.
- Tasche, D., 2002) dolgozata alapjan mutatjuk be a
kockazatmértékek Uj generacidjat. A korabban megfo-
galmazott hidnyossagokra lehet valasz az aldbb
definialt farok atlag (Tail Mean) mutat6.

TMa = a-'{£[xi(X<x@)]+x@)(a-P (X <x@)n} (7)

ahol 1 (Xx@)az (X < x(a)esemény indikator valtozoja.

A farok atlag mutatébdl az aldbbiak szerint szar-
maztathaté a vérhatdé veszteség mutatdja (Expected
Shortfall) :

ESa=-TMa. (8)

A vérhaté veszteség mér6szama rendelkezik a VaR
elényeivel, tehat tényleges veszteséget mér, egysze-
rlien szamolhaté, ugyanakkor kikiszobdli annak
hatranyait. lgazolhatd, hogy a mutaté szubadditiv, fi-
gyelembe veszi a szignifikancia szint feletti 0sszes
veszteséget és érzékeny a meghizhat6sagi szint kis val-
tozasara is. Mindezen el6nydk elméletileg alkalmassa
teszik arra, hogy segitségével optimalis portfolidkat
alakitsanak ki. A gyakorlatban azonban ezen feladat
elvégzéséhez szerencsésebb a feltételes kockéaztatott
érték (Conditional Value at Risk) mutatojat valasztani,
mely az aldbbi 0sszefliggéssel adhaté meg:

CVaRa = CVaRa (X) =inf (E(X-VT_siser 1 (9)
i a
ahol 5 egy meghatarozott veszteségszintet jeldl.

Acerbi és tarsai a fent jelzett tanulmanyban iga-
zoltak, hogy amennyiben X integralhaté valdszinGségi
valtozo, akkor

ESa =CVaRa (10)

CVaR-optimalizalé modell

A CVaRe becslése empirikus adatokbol vagy kiala-
kitott szcenariékbol az aldbbi becsléfiiggvény segit-
ségével végezhetd el:

1 v

dl
vap X )

CVciRa
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melyben X rendezett megfigyelt értékei szerepelnek, N
a szcenariok szama, [a] pedig az a valés szam egész
részét jeloli.

Rockafellar és Uryasev (Rockafellar, R. T.
Uryasev, S., 2000) dolgozta ki azt a becsléfiiggvényt,
mely kikiszobdli az el6zd fliiggvény azon hatranyat,
hogy X rendezett megfigyelt értékei szerepelnek ben-
ne. Ez az esztimator a kovetkez6:

CVaRa =-vr +

1 [N

xal &

ahol 0 segédvaltozéd. Tobb elembdl all6
portfoliok esetében a fenti becsléfliiggvény
megteremti annak a lehet6ségét, hogy li-
nearis programozas segitségével adott elvart
hozamszint melletti minimélis kockéazatl
portfoliokat alakitsunk ki.

0,0012

—— —— —

Doktori Iskola

Igazolhatd, hogy adott a szignifikancia szinten
elvégezve a célfliggvény minimalizalasat, a kapott
x*vektorral a minimélis CVaRa-val rendelkezd port-
foliot kapjuk meg, a i/Aérték pedig ennek a portfolio-
nak a VaRa mutatéja.

A fentiek szerinti optimalizaciét négy kilonboz6
megbizhatdsagi szintre végeztik el. A Markowitz-
modellhez hasonléan a CVaR-modellel is lehet haté-
kony feluletet szerkeszteni. A 95%-0s meghizhatdsagi
szint (Béta) esetére szerkesztett hatékony fellletet (itt
hatarvonalat) mutatja a 3. abra.

3. dbra

A CVaR-modell alapjan szamitott hatékony feliilet

Hatékony felllet

0,000 -

Igazolhat6, hogy amennyiben a fenti becs- Lj 32;22
I6fuggvényt y/ -re minimalizaljuk, a kapott ; ; ooor -
P értékekre igaz a kovetkezd Gsszefiiggés:  — o ooos -

|’03 00002 -
yfe [xaXe]. (13) a "

Esetiinkben - a korabbi jeldléseket meg-
tartva - a linearis programozasi probléma az
alabbiak szerint irhato fel:

. 1
I‘QW -yl o+ (Aa] (14)

ahol

z=y- eyl/,a y/-t meghaladdé veszteségek mértéke,

y = n elemi veszteségvektor (esetiinkben a hozam-
vektor ellentettje: x = -r),

x = n elem( sulyvektor,

t// = skalar, mesterséges valtozo,

e' =n elem( egységvektor.

A minimalizélast - meglévd adatainkra - az alabbi
feltételek mellett végeztik el:

z>y, (15)
z>o0, (16)
ex =1, @an
r'x =R, (18)
x>0, (19)
ahol

r' = n elem{ vérhaté hozam vektor,
R =a portfolio elvart hozama (skalar),
0 = n elemd null vektor.
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0,010 -
0,020 -
,030 -
,040 -
,050 -
0,060 -
0,070 -
0.080 -

o o o

CVAR (Béta =95%)

A Kkétfajta portfélidoptimalizalas
eredményeinek 6sszehasonlitasa

A portfolidvarianciara mint kockazati mértékre
épulé Markowitz-modell adott hozamszint mellett
egyetlen eszkdzkombinaciot eredményez, melynek
minimalis a variancigja. A CVAR minimalizalasara
épulé eljaras kulonb6z6 megbizhatésagi szinteken
eltéré portfdlio-osszetételt ad. A modellel kapcsolat-
ban fontos dontés annak meghatarozasa, hogy mit te-
kintiink olyan extrém veszteségnek, melynek el6for-
dulasi esélyét csdkkenteni kivanjuk. Példaul egy ezer
megfigyelésbdl vagy szcenariobol allé portfolié ese-
tében a 99,5%-0s béta szint csupan 6t veszteségadatot
jelent, tehat a modell erre az 6t legnagyobb vesztesé-
gre 0sszpontositva végzi el a minimalizalast. 95%-0s
béta esetén mar az 50 legnagyobb portfoli6 veszteséget
fogja a modell minimalizalni. Ennek megfelel6en més
és més lesz az optimdlis portfoliok Osszetétele. A
Markowitz-modell a teljes - varianciaval mért - hoza-
mingadozas minimalizalasa mellett alakitja ki az opti-
malis portfoliét.

Igazolhatd, hogy a hozamok normalis hatarelosz-
lasa és normalis fliggéségi struktiraja esetén a mini-
malis variancidval rendelkezd portfolié egyben a mini-
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A Markowitz- modellel és a CVaR-modellekkel optimalizalt
portfoliok variancidinak relativ eltérései

Hozamszintek

malis kock&ztatott értékkel és feltételes kockéztatott
értékkel rendelkezd portfolié. Egyéb esetekben - igy a
mi példankban is - a kétfajta optimalizalas eltérd port-
folio-0sszetételekhez vezet. A kdvetkez8kben azt néz-
zik meg, hogy az adott megbizhatésagi szinten el-
végzett CVaR optimalizalas atjan
kialakitott portfolid varianciaja ho-
gyan viszonyul a Markowitz-mo-
dell altal kialakitott modell miniméa-
lis variancidjahoz. (4. abra)
Amennyiben az optimalizalas
feltételédl olyan hozamszintet va-
lasztunk, mely meghaladja a legma-
gasabb varhaté értékkel rendelkezd
eszkéz hozamat, az optimalizalas-
nak nem lesz eredménye. Amennyi-
ben pontosan ezt a hozamszintet ad-
juk meg, egyetlen elembdl fog allni
az optimalis portfolié. Az elvart
hozamszint csokkentésével a model-
lek ,,optimalizalni” kezdenek, azaz
megkeresik az adott hozam szerint
minimalis kockazattal (varianciaval, vagy CVaR-ral)
rendelkez6 portfoliokat. Esetiinkben 0,0005%-0s
hozamszintig 10% korlli, illetve ez alatti a CVaR-
modellek varianciadinak relativ eltérése. Igazi kiilonb-
ségek az ez alatti elvart hozamokndl jelentkeznek.
Tanulsadgos a hdrom CVaR-modell egyméashoz viszo-
nyitott elhelyezkedése is. A leginkabb széls6séges
portfolioveszteségeket minimalizalé 99,5%-0s CVaR-
modell varianciaja tér el a legnagyobb mértékben a
Markowitz-modell optimé&lis portfoli6janak varian-

- sz

95%-0s megbizhatosagi szinti CVaR-modellek vari-
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4. dbra ancidja kevésbé tér
el a Markowitz-mo-
dellétél.
AKkil6nb6dz6 opti-
malizalé6 modellek
portfolidinak széls6-
seges veszteségeit
mutatja az 5. abra.
A CVaR 99,5%-0s
modell  optimalis
portfolidja val6ban
»jol viselkedik” a
hozameloszlas szé-
Ién, a modellek ko-
zul ebben az esetben
a legkisebb az ext-
rém hozamok varha-
to értéke. Ez a mo-
dell a hatodik-hete-
dik széls6séges veszteségérték kornyékén elvesziti prio-
ritasat és atadja a helyét a CVaR 99%-0s modellnek. A
veszteségek még nagyobb skalajat figyelembe véve az
alacsonyabb megbizhatésagd CVaR-modellek keril-
nek el6térbe, megkdozelitve, illetve elérve a Marko-

5. dbra

-0/AR(98%)
QIAR(99%)
-CVAR{99,5%)

Széls6séges veszteségek feltételes varhatd értékei

0,0001%0-0s elvart hozamszint mellett

Extrém veszteségek feltételes varhato értéke

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

witz-modell széls6séges hozamokra gyakorolt hatasat.
Az 5. abrabdl lathatd, hogy maér 98%-0s meg-
bizhatésagi szinten is hasonléak az értékek a Mar-
kowitz-modelléhez. A 0,0001%-o0s elvart hozam mel-
letti eltérd portfolio-6sszetételeket mutatja a 6. abra.
Az abrabol leolvashatd, hogy modellenként igen-
csak eltér6 az optimalis portfolio-0sszetétel. Vannak
olyan indexek, melyek stlya a CVaR-modellekben
kisebb, mint a Markowitz-modellben, s6t a szignifi-
kancia szint novekedésével a stlyuk fokozatosan csok-
ken. llyen példaul az abran nyillal megjeldlt ccsi in-
dex. Mindez azt jelenti, hogy az extrém hozamok
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A kiilénboz6 eljarasokkal, 0,0001 %-os elvart hozamszint mellett
optimalizalt portfoliok dsszetétele

CVAR(99,5%) CVAR(99%) CVAR(98%)

szempontjabél az adott index kedvez6tlenul visel-
kedik, ugyanakkor a hozamok varianciaval, kovarian-
ciaval mért ingadozasa kedvezd a portfélidalkotashoz.
Ennek ellenkez6jét mutatja példaul a ssec index, mely-
nek a portfolié extrém veszteségeire gyakorolt hatasa
kedvez8, mig a portfolié varianciajahoz kedvezétle-
nebb a hozzajaruldsa. Van olyan index is - példaul ksi,
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6. abra mely egyik optimalis port-
folioban szerepel, a masik-
ban viszont nem.

Osszegzés
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