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GYARMATI AKOS-MEDVEGYEV PETER
Valsag és hitelderivativak

A szintetikus fedezett adéssagkotelezettségek
(CDO-Kk) arazasa és kockazataik

A dolgozat elsé részében roviden attekintjilk a 2007-ben kezd6détt pénziigyi valsag
lefolyasat és a valsaghoz vezet6 okokat. A bemutatas soran igyeksziink végig a mo-
gottes folyamatokra és azok mozgatérugéira koncentralni, ezzel megragadva a valsag
egyfajta ,elméletét’. A bemutatasbol lathatova valik a hitelderivativak kiemelt szerepe
a valsag soran. A dolgozat masodik részében az egyik legnépszeriibb hitelderivativ
termék, a szintetikus fedezett adossagkotelezettségek (CDO-k) matematikai model-
lezését és annak problémait mutatjuk be. Sokak szerint ezek a matematikai modellek
okoztak — vagy legalabbis felerdsitették — a valsagot. Az elemzés soran megmutatjuk,
hogy nemcsak a modellezési eszk6zok nem voltak megfelel6k, hanem az arazas elve
sem allta meg a helyét a kockazatsemleges arazasi keretben. Ez az eredmény élesen
ramutat a mogottes elméletek valsagara.

Journal of Economic Literature (JEL) kod: GO1.

A 2007-2010-es pénziigyi és globalis valsag kapcsan gyakran szokas emliteni, hogy a
komplex derivativ termékek arazasahoz hasznalt matematikai modellek kdzponti szerepet
jatszottak a valsag kialakulasaban, de legalabbis erdsitésében. Egyes cikkek még attol az
allitastol sem riadtak vissza, hogy egyetlen formula hibaztathato a Wall Street 6sszeomla-
saért (Salmon [2009]).

Jollehet ez nyilvanvalo tulzas, hangstlyozzuk, hogy e cikkek egyike sem tekinthetd
tudomanyosnak, mégis reflektorfénybe helyezték ezeket a modelleket. Célunk, hogy meg-
vizsgaljuk, pontosan mely termékek, milyen szerepet toltdttek be a valsadg sordn, illetve e
termékek arazasahoz pontosan milyen modelleket is hasznaltak.

A tanulmany els6 részében a valsag rovid bemutatasaval foglalkozunk. Feltarunk né-
hany jol kovethetd folyamatot, amelyek bemutatjak, mi tortént a valsag soran, és mi ve-
zetett idaig. Ezek a megjegyzéseink jol ramutatnak a hitelderivativak kozponti szerepére,
illetve arra, hogy a tényleges folyamatoknak mely tulajdonsagait nem tiikrozték megfele-
16en az alkalmazott modellek.

A masodik részben a szintetikus fedezett adossagkotelezettségekre (CDO) és Li [2000]
elhiresiilt gaussi kopula modelljére helyezziik a hangstlyt. A Li-modell ismertetése sza-
mos helyen megtalalhatd, a modell kozismert, és a téma irant érdeklédd olvasé konnyen
talalhat felkésziilt elemzéseket. Beleértve akar egyetemi tananyagokat, szakdolgozatokat
is. A Li-modell azonban szamunkra nem dnmagaban érdekes. Célunk nem a modell soka-
dik bemutatdsa. A modellt azért targyaljuk, mert kristalytisztan tartalmazza mindazokat
az elvi problémakat, amelyekkel megitélésiink szerint a valsag hatasara atalakuld pénz-
tgyi kozgazdasagi elméletnek szakitani kell. A Li-modell targyalasa inkabb illusztracio,
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mint valodi ismertetés. A modell targyalasat megel6zéen roviden bemutatjuk a szintetikus
CDO-kat, azok elterjedésének f6 okait, majd ezt kdvetden természetesen magat a modellt.
Elemezziik miért terjedt el ennek a modellnek a hasznalata, milyen hibai, hianyossagai
vannak, és miért hibaztattak utolag. Meg kell jegyezni, hogy ezek a hibak, hianyossagok
a modellezdk, kutatok szamara ismertek voltak, 6k nem allitjak, hogy kizardlag a modell
lett volna a problémak {6 forrasa.

A modellnek tobb kiterjesztése, altalanositasa ismert (1asd Andersen—Sidenius [2005],
Gregory—Laurent [2004] vagy Kalemanova és szerzotarsai [2005]), ezeknek egy része az
eredeti modellkeretben marad, de vannak egészen mas utat kdvetdk is. Részletes targyala-
suk azonban nem célja cikkiinknek.

A tanulmany egyik legfébb célja, hogy bemutassa az ,,elmélet valsagat”, hogy — az is-
mert hianyossagok mellett — milyen elméleti jellegli problémak voltak a modellel. Az CDO-
arazas elvét alaposabban megvizsgalva, azt talaljuk, hogy az nem igazan, vagy legalabbis
nem egyértelmien illik bele a szokasos kockazatsemleges arazasi keretbe. Ezt nemcsak
az eredeti modell, hanem a kiterjesztések is figyelmen kiviil hagyjak. A pénziigyi elmélet
igen vonzd és impozans épiilete az arbitrazs fogalmara és az abbol kovetkezé tgyneve-
zett kockazatsemleges arazas elvére épiil. Az ,,elmélet valsagan” azt a meggy6z0désiinket
értjiik, hogy az elmélet ezen sarokdve megitélésiink szerint ,,.kimozdult a helyérdl”, és a
tovabbiakban nem tekinthetd egyfajta axiomatikus kiindulasi pontnak, és ez az elméletet
¢és araépiild gyakorlatot igen ingtagga teszi. Nemcsak az elméletet, hanem a gyakorlatot is!
A pénziigyi elmélet éppen a kdzvetleniil raépiil6 gyakorlat miatt alapvetden egyszeriisitd
¢és rendkiviil gyakorlati megfontoldsokra épiil. A gyakorlatban a piaci szerepléknek nincs
idejiik a modelleket megalapozd elméletek helyességét vizsgalni, sokkal inkabb a gyors és
viszonylag elfogadhatéan miikodé szamolasokat részesitik elényben. Eppen ezért nem is
cél egy ,tokéletes” modell fejlesztése, csak egy éppen ,,elég j6” hasznalatara térekszenek.
A Li-modell f6 jellemzdje ¢és legfobb elonye éppen ez a gyakorlatias hozzaallas. Ennek a
kovetkezménye viszont az lehet, hogy a megalapozo elmélet nem 4llja meg a helyét. Amig
nem torténtek tényleges veszteségek, amig nem lett valsag, ez érthetéen nem érdekelte a
piaci szereploket. Az altalanos kdzgazdasagi-egyensulyelméleti megfontolasokbol a pénz-
iigyi elmélet egyetlen gondolatot vesz at: ,,kockéazat nélkiil nincs nyereség”. Ugyanakkor
a valsag eredményeként nekiink ugy tlinik, hogy ez az elegans hozzaallas nem tarthato. A
pénziigyi gyakorlat altal timasztott gyakorlatias megkozelités igénye és a tudomanyosnak
mondhatd megbizhato és elegans elmélet kovetelménye nyiltan ellentmond egymasnak.
Es ezt az ellentmondést nevezziik mi az elmélet valsaganak. Nekiink tgy tiinik, hogy a
pénziigyi elmélet valsaga éppen a pénziigyi valsag elmélete.

A valsag elmélete — mi tortént és miért?

Ebben a részben roviden attekintjiik a pénziigyi valsag okait és kdvetkezményeit. A téma
irant érdekléddknek részletesebb attekintést ad Michael Lewis A nagy dobas cimi kdnyve
(Lewis [2010]), illetve Kirdly és szerzotarsai [2008] cikke. E16bbi az amerikai torténéseket
veszi sorra, utobbi azonban a hazai kdvetkezményeket is targyalja.

A valsag lefolyasa
A valsag kozvetlen kivaltd okanak az amerikai ingatlanpiaci buborék kipukkanasat lehet

tekinteni, ez inditotta el az ugynevezett masodrendii (subprime) jelzalogvalsagot. A meg-
nevezEs a gyengébb mindsitési hitelekre utal, amelyek kockazatosabbak, nagyobb a valo-
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szinlisége a csOdnek, mint a j6 mindsitési, elsérendil (prime) hitelek esetén. Két folyama-
tot vizsgalunk most meg. A masodrendi jelzaloghitelek beddélése domindszerii események
sorozatat inditotta el. Kozvetleniil az ingatlanépitések lassulasa, illetve a haztartasok va-
gyoni helyzetének és fogyasztasanak mérsékldédése hatott a gazdasagra. A jelzaloghitelek
nemfizetése természetesen a kibocsato és befektetd bankok szamara veszteséget jelentet-
tek, és mivel a bankok jo része magas tékeattétellel miikodott, ez forrasoldalon a sajat toke
kimertiléséhez vezetett. Ennek két tovabbi sulyos kdvetkezménye lett: egyrészt sok bank
cs6dbe ment, masrészt megnott a bizalmatlansag a hitelezés terén (bizalmi valsag), ezt a
bankkozi hitelkamat és a TED-felar (bankkozi hitelkamat és az amerikai diszkontkincs-
tarjegyek kamata kozotti kiilonbség) ndovekedése mutatja. Ez okozta a likviditasi valsagot,
ugyanis az 0j koriillmények k6zott nehéz volt hitelhez jutni. Ez tovabb lassitotta a gazda-
sagot, elkeriilhetetlenné valt a kormanyzati beavatkozas — gazdasagélénkité csomagok, a
haztartasok tamogatasa, valamint bankok csddtdl vald6 megmentése formajaban.

A kezdeti folyamat dngerjesztd hatasu volt. Az ingatlanarak csokkenése a rossz minésé-
gli jelzaloghitelek beddlés¢hez vezetett. A fizetni nem tudoé hitelesek ellen megindultak a
behajtasok, ami igy megnovelte az ingatlankinalatot, ez pedig tovabb nyomta le az arakat.
Ezaltal azonban mar a jo hitelesek, akik tudtak volna fizetni a jelzalog torlesztorészleteit,
is olyan helyzetbe keriilhettek, hogy a hazuk mar csak a jelzalog toredékét érte, igy mar
szamukra sem érte meg tovabb fizetni, egyszeriien ,.elsétaltak™ (,,walk away”), hagytak,
hogy a bank vigye a hazat.! Emiatt az ingatlanok tovabb vesztettek értékiikbdl, a folya-
mat korbeért, és egyre szélesebb rétegeket érintett, s a fizetések elmaradasa miatt a mar
emlitett banki veszteségekkel és a hitelezés szigoritasaval jart, aminek a kdvetkezménye
a gazdasag lassuldsa, a munkanélkiiliség novekedése volt. Ennek kovetkeztében viszont
egyre tobben nem tudtak fizetni, ezzel tovabb erdsitve a fenti folyamatokat. Miként lat-
hato, az itt leirt folyamatok legfébb jellemzdje dngerjesztd voltuk. Az arazasra hasznalt
modellek azonban végletesen statikusak voltak. Nem csak abban az értelemben, hogy nem
tartalmaztak a valsagban alapvetd szerepet jatszo visszacsatolast, ssmmilyen dinamika
nem volt a modellekben, és igy — ha lehet mondani — éppen a 1ényeg hianyzott bel6lik. A
kovetkezdkben ismertetett Li-modell legfébb hianyossaga nem az, hogy egyetlen korrela-
cids paramétert tartalmazott, még az sem, hogy ad hoc modon normalis és exponencialis
eloszlast tételezett fel, hanem az, hogy a tényleges folyamatok alapvetd jellemzdjét, a kasz-
kad hatasokat még utaldsszeriien sem tartalmazta. Természetesen ez a kockazatkezelok
altal régoéta ismert dilemma. Nyilvanvalo, hogy a gazdasagi ciklusok, a makrookonomi-
ai folyamatok alapvetd szerepet jatszanak a pénziigyi folyamatokban. De miként lehet a
makrofolyamatokat, a makro6kondmia szamtalan eredményét beépiteni a kockazatkezelés
napi gyakorlataba? Valdsziniileg sehogy.

A valsaghoz vezetd okok

A hitelvalsag alapvetden az emberek két csoportjat kapcsolja 0ssze: a befektetoket és az
ingatlantulajdonosokat. A befektet6k a pénziikkel képviselik magukat, mig a tulajdonosok
a jelzaloghitelekkel. A befektetok pénze kiilonb6zo intézményeken keresztiil (biztositok,
nyugdijalapok, befektetési alapok) jelenik meg a piacon, mig a jelzalogok hazak formaja-
ban. A kett6t a pénziigyi rendszer kapcsolja dssze, elsdsorban kereskedelmi, jelzalog- és
befektetési bankokon keresztiil.?

! Megjegyezziik, hogy ez az Egyesiilt Allamokban lehetséges, ugyanakkor Magyarorszigon természetesen nem.
2 A pénz és a hitel alapvet6 szerepe, hogy feloldja a ,,természet irtézik a negativ szamoktol” térvényét. Nincs
negativ vagy tort haz. Ugyanakkor nem véletlen, hogy az altalanos iskolaban éppen a tartozassal magyarazzuk a
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A befektetok természetesen szeretnék a meglévd pénziiket tovabb gyarapitani, normal
esetben biztos befektetés gyanant allamkotvényt vesznek, azonban a Fed alapkamatat a
dotcombuborék és a 9/11 terrorista tamadasok hatasainak enyhitésére 2001-2003-ig 6
szazalékrol egészen 1 szazalékig csokkentik, igy az allamkotvény kedvezotlen, alacsony
hozamu befektetéssé valik. Masrészt az alapkamat csokkenése a bankok szamara olcso hi-
telfelvételi lehetdséget jelent. A bankok elkezdik névelni tokeattételiiket, hiszen igy joval
nagyobb profitot tudnak elérni. Ez egyben beinditja a hitelderivativak piacanak gyors fejlo-
dését is. Ugyanis a befektetdk kereslete, latva a nagyobb profitlehetéségeket, megnd a hit-
eltermékek irdnt, amit a bankok igyekeznek kielégiteni. Ennek mddja, hogy a befektetoket
kozvetve 6sszekotik a jelzalogokon keresztiil az ingatlantulajdonosokkal. Gyakorlatilag ez
ugy mitkodik, hogy a befektetési bankok megvasaroljak a jelzalogbankok altal kibocsatott
jelzaloghiteleket, majd 01, komplex pénziigyi termékeket 1étrehozva, ezeket a befektetéknek
eladjak. Az ilyen komplex pénziigyi termékek koziil talan a legismertebbek a fedezett ados-
sagkotelezettségek (CDO-k). Ezek a termékek sok jelzaloghitelt tartalmaznak, ezeket ugy
csomagoljak Gjra, hogy létrehoznak a biztonsagostol a kockazatosig kiilonb6zo szeleteket
(tranch)® a befektetok szamara. Az egyes szeletekre jutd prémiumokat komplex matemati-
kai modellek segitségével hatarozzak meg. A jelzalogokbol befolyd pénzekbdl fizetik ki a
befektetdket, akik cserébe vallaljak az elébb emlitett kockazatot, igy végsé soron atveszik a
mogottes jelzalogok hitelkockazatat. A biztonsagos befektetést keresok szamara egy CDO
,,biztonsagos” szelete tokéletes megoldasnak tiinik,* és ezek a szeletek a hitelmindsitoktol
ugyanazt az 444 mindsitést megkapjak, mint ami az allamkdtvényeknek jar, ugyanakkor
altalaban 2-3 szdzalékkal magasabb hozamlehetdséget nytjtanak.

Ezt egyre tobb befektetd veszi észre, n6 a befektetdi kockazatéhség, ami tovabb noveli
a keresletet a CDO-k irant. A jelzalogpiacon azonban mar nincs lehetdség 11 jelzalogok
kibocsatasara, ugyanis az ingatlantulajdonosok részérdl nincs kereslet (a hitelfeltételek-
nek megfeleld haztartasoknak mar van jelzaloga). Ennek megoldasa a feltételek konnyi-
tésével (példaul nem sziikséges Onerd, jovedelemigazolas) lehetséges, ez egyben teljesen
elfogadhatonak szamit (legalabbis akkor igy gondoltak), ugyanis ha esetleg nem fizetné-
nek az uj hitelesek, a bank akkor is behajthatja az ingatlant, és az ingatlanarak folyamatos
novekedése miatt ez fedezi a bank veszteségét. Hozzatéve, hogy az Egyesiilt Allamok
kormanyzatanak politikaja az otthonnal rendelkezék aranyanak novekedését tiizte ki cé-
lul, ez az 0j, kdnnyitett feltételli, mar emlitett masodrendi jelzaloghitelek ndvekedéséhez
vezet. A CDO-k arazasadhoz hasznalt matematikai modellek, éppen az emlitett gyakorla-
tias megkozelités miatt, azonban nem képesek ezeknek a hiteleknek a valds kockazatat
modellezni, a meghatarozott prémiumok nem reprezentaljak a mogottes hitelek valodi
kockazatat, igy a befektetok, akik alapvetden a modellek alapjan itélik meg a befekteté-
seik értékét, tovabbra is azt hiszik, hogy biztos befektetésbe teszik a pénziiket. Miként
jeleztiik, a kockazatkezelési modellek legfbb sajatja, hogy az alapvetd szerepet jatszo
makrotényezoket csak jo esetben is leegyszertsitve (stilizalva) tartalmazzak. A makroté-
nyezOk formalis beépitése a kockazatkezelési és arazomodellekbe azonban nem egyszeri
dolog. Ezek helyettesitésére szolgalnak a kiilonb6zo stressztesztek, amelyek keretében
szélséséges paraméterallasok esetén is meg kell vizsgalni a modell viselkedését. Erdemes

negativ szamokat. A hitel lehet6vé teszi a negativ haz fogalmat: Ez egy olyan haz, amely egyuttal tartozas. Ez a
latszolag nevetséges észrevétel azonban alapveto szerepet jatszik a pénziigyi elméletben, ugyanis ennek kovetkez-
tében a kiilonb6z6 szereplok stratégiai halmazai linearis terek, és nem, mondjuk, csak konvex halmazok, amely a
matematikai modelleket jelentGsen leegyszerisiti.

3 Az irodalomban és a gyakorlatban egyarant a tranch elnevezést szokas hasznalni. Lehetséges forditasa az itt
is hasznalt szelet kifejezés, bar nincs kizarva, hogy egy ennél joval elegansabb elnevezés is talalhato. (Kirdly és
szerzotarsai [2008] az iigyletrész kifejezést hasznalta.)

4 Hogy miért csak tiinik, az éppen az elmondando torténet lényege.
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hangsulyozni, hogy a stressztesztek jelezték a poziciok kockazatos jellegét. Ugyanakkor
sajnos éppen a feltételezett sz¢élsdséges elmozdulasok extremitasa miatt ezeket az ered-
ményeket nem vették figyelembe.

A Fed 2004 kozepétol kezdte emelni az alapkamatot, valamint 2006 kdzepétdl az Egye-
siilt Allamokban a lakésarak sok helyen esni kezdtek. A vart ingatlanar-ngvekedés elma-
radasa, a konnyt kezdeti feltételek elmulasa kovetkeztében egyre gyakoribba valt a rossz
mindségi hitelek beddlése. Itt el is érkeztiink az eldzékben bemutatottakhoz.

Lathat6 tehat a fedezett adossagkotelezettségek (CDO-k) kdzponti szerepe a valsag so-
ran. A kovetkezdkben ezek egy specialis valtozataval, a szintetikus CDO-kkal ismerke-
diink meg kozelebbrol.

Az elmélet valsaga — a CDO-krdl

A kovetkezokben bemutatjuk, mi egy szintetikus CDO, és hogy a valsag elétt miért szere-
peltek a legkedveltebb termékek kozott. A leirasban csak a hitelderivativak alapfogalma-
nak megértéshez sziikséges fogalmakat hasznaljuk. Ugyanezek a fogalmak lesznek segit-
ségilinkre a matematikai modellezés targyalasaban.

A CDS (mulasztasi csereiigylet)

Bar a célunk a szintetikus CDO-kal valéo megismerkedés, sziikséges érinteniink olyan alap-
vetd hitelderivativ termékek miikddését, mint a CDS-ek (Credit Default Swap — mulasztasi
csereligylet). Tovabba, ahogy latni fogjuk, ezek azok a termékek, amelyekbdl a szintetikus
CDO-k felépiilnek, és amiért a ,,szintetikus™ jelz6t kaptak. Csak a CDS-ek definiciojat
adjuk meg, tovabbi részletekkel és arazassal nem foglalkozunk.

Egy CDS (Credit Default Swap) olyan hitelderivativ termék, amelyben két személy, a
védelem vevdje €s a védelem eladoja, eleserélik egy harmadik — referenciaterméknek ne-
vezett — termék vagy személy hitel- (csdd-) kockazatat. A megegyezésben rogzitik, hogy
csdd esetén a védelem eladoja kartéritést fizet a védelem vevdjének, cserébe a védelem ve-
voje rendszeres idokozonként prémiumot fizet a védelem eladdjanak lejaratig vagy a cs6d-
esemény bekovetkeztéig. Lehetséges, hogy a referenciaterméken van tigynevezett megté-
riilés, vagy a felek megegyeznek egy bizonyos mértékii megtériilésben. Ebben az esetben,
csOd esetén a védelem eladodja csak a megtériiléssel csokkentett 6sszeget koteles kifizetni.
Az elmondottakat szemlélteti a /. abra. A CDS-ek esetében, szemben egy biztositassal, a
védelem vevdjének nem kell rendelkeznie a védelem targyaval, ez nagyban hozzajarult e
termékek elterjedéséhez, illetve a hitelderivativ piac jelent6s ndvekedéséhez.

1. abra
A CDS-ek alapvetd strukturaja

Rendszeres fizetés
lejaratig vagy csodig

Védelem vevdje Védelem eladoja

\ “Cséd esetén szallitas /
Referenciatermék
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Mi egy szintetikus CDO?

A CDO a fedezett adossagkotelezettség angol roviditése (Collateralized Debt Obli-
gation). Ez a pénziigyi termék egy ugynevezett hitelderivativa-kosar, azaz a pénz-
aramldsa egy olyan referenciaportfoliobol szarmazik, amelyben hitelkockazatot futd
termékek vannak.

A szintetikus jelz6 abbdl a ténybdl ered, hogy esetiinkben a referenciaportfolio CDS-
eket tartalmaz, amelyek maguk is hitelderivativ termékek, igy a hitelkockéazat szinteti-
kusan, ezeken a CDS-eken keresztiil jelenik meg. A késébb bemutatott modellben fel-
tessziik, hogy a CDS aktiv piaccal rendelkezik. Vagyis nem eseményekbdl — a kozvetlen
¢s6dokbol — szarmazik a CDO értéke, pénzaramlata, hanem azokra kotott és kereskedett
»fogadasok” piaci értékébol vezethetd le a CDO altal megtestesitett pénzaram. Ilyen
értelemben tehat az altalunk vizsgalt szintetikus CDO — els6 ranézésre — egy klasszikus
szarmaztatott termék, vagyis piaccal rendelkez6 alaptermékek értékébdl matematikai
uton szarmaztatott, levezetett értékpapir. Ugyanakkor az alaptermék CDS-értékét meg-
hatarozo6 cséd, kovetkezésképpen a CDO értékvaltozasa egy olyan véletlen esemény,
amely nem kikiiszobolhet a kereskedett alaptermékekbdl allo portfolioval. Ugyanis
azt, hogy a meghatarozott csddesemény mogott éppen melyik alaptermék all, elére nem
tudjuk, pontosabban a CDO szempontjabdl érdektelen. Hidba tartunk barmelyik alapter-
mékbol valamennyit, ha nem éppen az a termék mogotti csdd kdvetkezik be, a ,,fedezd”
CDS-portf6lié haszontalan volt.

Miként azt késdbb latni fogjuk, a CDO feltételezett kockazatcsokkentd jellege intuitive a
diverzifikaciora, és nem a matematikai pénziigyekben megszokott fedezésre épiil: A CDO
kockazatcsokkentd hatdsa mogotti intuicio az, hogy nem valdszind, hogy sok alaptermék
egyszerre keriil csddbe, és ezért a magasabb emeletek biztonsagosabbak. A gondolatmenet
nem a klasszikus matematikai pénziigyek gondolatmenete, hanem a valdsziniiségszami-
tas, illetve a biztositdsmatematika gondolatmenete. A klasszikus pénziigyi matematika
fogalomrendszere szerint a CDO-piac nem teljes, ugyanis a szarmaztatott termék koc-
kazata nem fedezhetd le az alaptermékekkel. Ilyenkor a klasszikus elmélet lényegében
hasznalhatatlan. Oriasi a csabitas, hogy akkor hasznaljuk a biztositisi matematikaban
hasznalt ekvivalenciaelvet €s tekintsiink a CDO-kra mint biztositasi termékre. De ez sem
jo. Minden, ami kereskedés targya, a piaci szereplok varakozasainak fiiggvénye. Miként
lattuk, a cs6desemények végiil is racionalis dontések ereddje. Nem foldrengések tiintették
el a hazakat, hanem a piaci szerepldk igencsak racionalis gazdasdgi dontései okoztdk a
jelzalogok értékvesztését.

Ha a cs6desemények fiiggetlenek, vagy jol koriilirhatd sztochasztikus kapcsolat jel-
lemzi 6ket, akkor elvileg a nagy szamok torvénye altal a kockazat diverzifikalhato, de az
emlitett kaszkadhatasok miatt éppen a kritikus helyzetben nem mikddik a feltételezett
diverzifikacios hatas. Ugyanis kozgazdasagi €s nem természeti torvények mozgatjak az
eseményeket. Tovabbi probléma, hogy mivel alapvetden kereskedett termékekrdl van szo,
a CDS armozgasat megado onerdsité folyamatok akkor is beindulhatnak, ha a varakoza-
sok valtoznak, példaul a likviditas megvaltozik, vagy barmi modon a piac ,,értékitélete”
moddosul. Némiképpen technikai nyelvezeten nem a csddvalosziniiségek hatarozzak meg
a CDS-ek 4rat, hanem a kockazatmentes mérték alatti csddvaloszintiségek. Es ez utobbi
igen konnyen ¢€s ongerjesztd modon valtozhat, még akkor is, ha az els6 esetleg stabil,
vagy alig-alig valtozik.

Egy szintetikus CDO egyben korreldcios termék is, ugyanis altalaban véve a CDS-ek
csddjei éppen a mar emlitett makrohatasok miatt nem fiiggetlenek, figyelembe kell venni



Valsag és hitelderivativak. A szintetikus fedezett adossagkotelezettségek... 955

a kozottiik 16vE korrelaciot.’ Mar most latni lehet, hogy egy szintetikus CDO a referencia-
portfolio hitelkockazatat tovabbitja (amely mar maga is tovabbitott volt a CDS-ek altal). A
kovetkezékben azt mutatjuk be, hogyan torténik ez pontosan.

Egy szintetikus CDO egy ugynevezett strukturalt hitelderivativa, a kovetkezdkben a
strukturalas alapelvét részletezziik:

— a referenciaportfolidt ugynevezett tranchokra (szeletekre) szeletelik fel, amelyek a
CDS-eken bekovetkezd veszteségeket egy elore meghatarozott tartomanyban fogjak fel.
Példaul — miként emlitettiik — az equity szelet 0-3 szdzalék, ami azt jelenti, hogy ez a rész
a referenciaportfolioban bekovetkezd veszteségek elsd 3 szazalékat fogja fel;

— ezekre a szeletekre meghatarozott id6k6zonként (altalaban negyedévente, a futamidd
végéig) prémiumot/felarat (spread) fizetnek a CDS-ekbdl befolyd pénzaramlasbol;

— a szeletekre fizetett prémium a kockazattol fiigg, és mindig csak a fennallo tokére
vonatkozik. Példaul az els6 3 szazalék nyilvanvaléan kockazatosabb, mint a 12-22 szaza-
1¢kos szelet, igy az elobbire magasabb prémium jar. Ugyanakkor tekintsiik példaul az els6
3 szazalékos szeletet. Ha 1 szazaléknyi veszteség bekovetkezik, akkor a prémium mar csak
a fennmarado6 2 szazalékra fog jarni;

— egy szintetikus CDO-ban ezek a szeletek a termékek, amelyekbe be lehet fektetni, és
a prémiumot tekintjiik a szeletek aranak.

Az elmondottakat szemléltetésére nézziink egy fiktiv szdmpéldat! Tekintsiik az /. tdb-
lazatbeli strukturat!

1. tablazat
Példa indexekkel valod kereskedésre

Referenciaportfolio A szelet neve A szelet hatarai
Super senior 22-100 szazalék
Super senior (junior) 12-22 szazalék
125 véllalat likvid CDS-eit Senior 9-12 szazalék
tartalmazo portfolio Mezzanine (senior) 6-9 szazalék
Mezzanine (junior) 3-6 szazalék
Equity 0-3 szazalék

Ez az [. tablazatbeli struktira a DJ iTraxx Europe index szintetikus CDO-strukturaja.
Itt a referenciaportfolio CDS-ei egyenl6 sulyozasuak ¢és a prémiumokat negyedévente fize-
tik. Az egyszeriiség kedvéért tekintsiink el cséd esetén a megtériiléstol!

Tegyiik fel, hogy 1 millié eur6t fektetiink a mezzanine (junior) szeletbe, amellyel jelen-
leg 300 bazisponton kereskednek. Ebben az esetben a védelem eladoi vagyunk. Ismét az
egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy ez most egyben a negyedéves prémium (a prémi-
umot éves szinten szokas megadni). Ekkor, ha nincs csddesemény, negyedévente 1 mil-
1i6 x 300 bazispont = 30 000 eurot kapunk.

Most tegylik fel, hogy 6 CDS csddbe ment. Ez a teljes portfolio 6/125 = 4,8 sza-
zaléka, igy a veszteségek elérték a mi szeletiinket is. A kifizetés mértéke: (4,8 — 3)/
(6 — 3) = 60 szazaléka a teljes befektetésiinknek, azaz 600 ezer eurdt veszitiink ekkor
(a teljes befektetésiinket elvesztenénk, ha tobb mint 6 szazalék veszteség keletkezik a
referenciaportfolion).

Innentdl, ha nincs tobb csdd, a 300 bazispontnyi prémiumot csak a megmaradé 400 ezer
eurora kapjuk, azaz negyedévente 12 ezer eurot.

5 Vagyis a korrelacios paraméter helyettesiti a makrokornyezetet.
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A szintetikus CDO-k jelentdsége

A CDO-k globalis kibocsatasa a valsagot megel6z6 években ugrasszerlien nétt. A moti-
vacio ezen termékek kibocsatasa mogott mind a kibocsatok, mind a befektetok részérdl
megtalalhatok.©

A kibocsatokat tekintve két £f6 ok talalhato:

— a toketartalék felszabaditasa (regulatory capital relief): ez volt a CDO-k kibocsatasa-
nak eredeti indoka. A kibocsato a referenciaportfolio értékpapirositdsa utan csokkentheti
a szabalyozdi tokéjét, mivel védelmet vett, tehat a hitelkockdzatot a befektetoknek adja at,
igy a fenntartott részekre kell csak tékét tartalékolnia;

— kamatarbitrazs (spread arbitrage): a valsag el6tt ez volt a CDO-k kibocsatasanak 6
oka. A gyakorlatban a referenciaportfolio CDS-eibdl 6sszegyijtott felarak altalaban meg-
haladjak a CDO-szeletek befektetdinek kifizetendd prémiumokat. A kibocsato ezt kihasz-
nalhatja és begytjtheti a kiilonbozetet.

Természetesen egy sikeres piachoz elengedhetetlen, hogy a befektetdk is vonzonak ta-
laljak ezt a lehetdséget. A befektetok szemszogebdl a CDO-k elényei a kovetkezok:

— széles kockazat—hozam spektrum: a referenciaportfolio feldarabolasaval egyszer-
re hozunk létre az igazan kockazatostol a nagyon biztonsagosig befektetési lehetdsé-
geket, még akkor is, ha eredetileg a referenciaportfélidban csak kozepes kockazata
termékek voltak;

— magas tokeattétel: ahogy az az 1. tabldzatbeli példabdl is lathato, a CDO-k nagyon
nagy tokeattételli befektetési lehetdségeket kinalnak, ami kifejezetten vonzd viragzo pia-
con — mint amilyen példaul a valsag elétt.

Az arazas kérdése

Az ALTALANOS MEGKOZELITES. Ebben a részben a fent bemutatott szintetikus CDO-k ma-
tematikai leirdsat adjuk meg, és elemezziik az arazasukat. Emlé¢keztetdiil: egy CDO-szelet
aran az arra fizetett prémiumot, ,,védelmi dijat” értjiik. Ismételten hangsulyozzuk, hogy 6
célunk az arazéasi modell bemutatasaval az elméleti, fogalmi kérdések hangstilyozasa. Ezért
a modellezés sordn a gyakorlati kérdéseket, mint példaul a kamatarbitrazs-lehetdségeket,
figyelmen kiviil hagyjuk, ezek beépitése a lényeget nem érinti, ugyanakkor nehézzé és
sziikségteleniil bonyolultabba tenné a modelleket.

A kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznalni:

n: a referenciaportfélioban 1évé CDS-ek szama.

V. az i-edik CDS névértéke.

R az i-edik CDS megtériilése.

7;: az i-edik CDS cs6djének ideje.

0=1t,<t <..<tyazidopontok, amikor a prémiumokat fizetik.

0=K, <K, <.<K,=1azegyes szeletek iigynevezett csatlakozasi és levalasi (attach-
ment and detachment) pontjai, azaz a kezdd és végpontja annak a tartomanynak, amelyben
védelmet nyujtanak. Példaul az i-edik szelet K, | és K, kozott véd. Ezeket a pontokat a
referenciaportfolio szdzalékaban adjuk meg.

— B(0, t) a diszkontfaktor 0 és ¢ kozott.

—r; az i-edik szeletnek fizetett fix prémium, ezt szeretnénk a szamitasok soran megha-
tarozni.

¢ Altalanosabban egy szelet (tranch) vasarlojat védelemeladénak, az eladojat védelemvevének nevezziik.
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Ezekkel a jelolésekkel definidlhatjuk a referenciaportfoliot #-ig érd szazalékos vesztesé-
get,” amit L(¢)-vel fogunk jeldlni:
Z(l B Rl)V: ’ X(T,.<1)

L (t) == n 4
2V
i=1
ahol y, az 4 halmaz indikatorfiiggvénye (az adott halmazon 1, kiilonben 0). Ezt felhasznal-

va meghatarozhato6 az i-edik szeletet #-ig ér6 veszteség:

L) = max(min[L(?); K] - K;_,; 0).

i i

A tovabbiakban két feltevéssel €liink:

— a CDS-ek névértéke megegyezik,

— a megtériilési rata is azonos minden CDS-re.

Ezért a CDS-ek 7 indexeit elhagyjuk. Ezek megkérddjelezhetd feltevések, elsore igen ir-
realisnak tiinnek, de példaul a névértékek azonossaga teljesiil a mar emlitett standardizalt
indexekbdl képzett CDO-k esetén, a megtériilési ratara vonatkozo feltétel pedig szintén
szokasos (altalaban 40 szazalék). Ugyanakkor a matematikai levezetéseket ezek a felte-
vések nagyban megkonnyitik és jobban kovethetdvé teszik. Mindazonaltal ezek nem fel-
tétleniil szlikségesek a folytatashoz, sok a gyakorlatban is hasznalt modell nem hasznalja
ezeket a feltevéseket.

Az arazas pénziigyekben hasznalt szokdsos elve a kovetkezd. A prémiumot ugy kell
meghatarozni, hogy mindkét fél esetében a mara diszkontalt varhato pénzaramlasok meg-
egyezzenek, vagyis az tizlet netto jelenértéke nulla legyen. Mint altalaban a vallalati pénz-
tigyekben, az mar egy kiilon kérdés, hogy mi legyen a diszkontfaktor, és miként szamoljuk
a varhato értéket. Természetesen bizonytalan kifizetés esetén a diszkontfaktor, illetve a
varhato érték szamos mas tényez6 mellett a jovébeli kifizetés kockazatossagat tiikkrozi.
Mivel a CDO-k kifizetése értelemszeriien egy ismeretlen jellegli és lefolyast folyamat
eredménye, ezért az arazas kozponti kérdése az, hogy ebbdl az ismeretlenségbdl eredd
bizonytalansag hogyan tiikroz6dik a diszkontfaktorban, illetve a jovében esedékes kifi-
zetés varhato értékében. Az irodalomban szokasos méodon diszkontfaktorként a kocka-
zatsemleges kamatlabat hasznaljuk. Ennek kovetkeztében a kifizetés bizonytalansaganak
modellezése attolodik a varhato érték modellezésére. Ha ugyanis a kiilonb6zo kifizetése-
ket, modellt6l és konkrét pénziigyi tartalomtol fiiggetleniil ugyanazzal a diszkontfaktorral
hozzuk jelenértékre, akkor csak a varhato érték szamolasanak modjaval tudjuk figyelembe
venni az eltéré kockazatokat, illetve altalaban az eltérd pénziigyi szituaciokat. Ennek pon-
tos megvalodsitasat és idonként némiképpen misztikus modjat szokas a kockdazatsemleges
meérték elnevezés mogé rejteni. Erre kés6bb visszatériink.

A fent meghatarozott veszteségek segitségével meghatarozatjuk mindkét pénzaram-
last. A befektetének fizetett pénzaramlast prémiumdagnak nevezzik (Premium Leg, PL),
a befektetd altal fizetettet pedig csédagnak (Default Leg, DL). Emlékeztet6iil mind a
prémiumag, mind a csédag diszkontalt varhatd pénzaramlas.

Az i-edik szelet befektetdjének préemiumaga a kovetkezoképpen fejezhetd ki:

PL, (ri):iB(O’tk)'(tk —tH)-rl. ‘Eq [(Ki —KH)—Ll. (tkﬂ'nV’ )

ahol (K; —K; ) — L(t) az i-edik szelet egyenlege f,-ban, E, jeldli a kockadzatsemleges
mérték alatt vett varhato értéket, az nl szorzo a szazalékos forma miatt szerepel. Az

7 A tovabbiakban végig szazalékos veszteségekkel dolgozunk.
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i-edik szeletre fizetett r, prémiumot évesitve szokas jegyezni, igy aranyositani kell a
ténylegesen eltelt id6szak hosszaval. Az altalanossag kedvéért (¢, — ¢, _,)-gyel jeldltiik
a k-adik idészak hosszat, a gyakorlatban a prémiumfizetések altalaban negyedévente
torténnek. A formula szerint tehat 6ssze kell adni a jovoben esedékes bizonytalan nagy-
sagl veszteségekbdl szarmazo kifizetések jelenre diszkontalt értékét, ahol az egyediili
probléma az, hogy nem tudjuk, mennyit kell majd a jovében fizetni. igy ezek jelenértéke
bizonytalan, és a bizonytalansagbdl szarmazé ,,varhat6 érték” kiszamitasanak modjat a
misztikus Q szimbdlum mogé rejtettiik. Nyilvanvaléoan minden azon mulik, hogy ho-
gyan modellezziik a Q mértéket.

Ratérve a csddagra, feltessziik, hogy a kotelezettségeket csak az elére megadott diszkrét
0=1,<1t <..<tyidopontokban kell teljesiteni, nem pedig kozvetleniil a cséd bekdvet-
kezése utan. Ezt felhasznalva, az i-edik szelet befektetdjének csdddaga a kdvetkezéképpen
irhato fel:

N
DL =Y " B(0.4,)-Eq (L (t,)— L (t,,))-nV. ®)
k=1
Vilagos, hogy L(t,) — L(t, ,) az a mennyiség, amit az i-edik szelet befektetdjének
fizetnie kell a [t,_,, ] intervallumban. Itt is a Q mértéké a fészerep. Talan érdemes
arra is felhivni a figyelmet, hogy az (1) és a (2) egyenletekben szerepld két Q azonos.
Mivel a Q eredendden a piaci szereplok kockazati preferenciait tiikrézi, a modell hall-
gatolagosan feltételezi, hogy a vételi és eladasi oldalon azonos kockazati preferenciak
vannak, vagy legalabbis a vételi és eladasi oldalon a preferencidk valamilyen egyensu-
lyi mechanizmus altal kiegyenlitddtek, vagyis a piaci szerepld képesek voltak egyfajta
egyensulyi Q mértékben megegyezni. Mivel a Q mérték valamiképpen éppen a véletlen
kimenetelek bizonytalansagat arazza be, ezért az alabbi egyenléség mogott a kdzgaz-
dasagtan szokasos elképzelése van elrejtve, miszerint a kereslet és a kinalat képes egy
egyensulyi arban megegyezni. Ezt az egyensulyi arat helyettesiti most implicite a Q
kockazatsemleges mérték.
A mar emlitett egyensulyi feltétel miatt, vagy ami ugyanaz, a diszkontalt jelenértékek
azonossagat axiomatikusan kimondé feltétel alapjan a kockazatsemleges mérték alatt 7-
nek ki kell elégitenie a kovetkezd egyenletet:

PL,(r) = DL,

Az (1)-bdl és a (2)-bdl az i-edik szelet méltanyos prémiuma mar kdnnyen kifejezhetd:
N

> B(0.t,)-Eq (L, (1) L (1))
k=1

ig(o,zk)-(rk ) B (KK )L (1)

Természetesen ezzel nem oldottuk meg a problémat, ugyanis pont a Iényeget — az
E,[L(t,)] kockazatsemleges varhato értékeket — nem ismerjiik. Vilagos, hogy ezek megha-
tarozasahoz az L(f) veszteségeloszlast, és igy a mogottes CDS-ek egydittes eloszlasat kell
modellezni — természetesen a kockazatsemleges mérték alatt! Es ezen a ponton nagyon
egyértelmien kell fogalmazni. Az arak a piaci szerepldk preferenciditol fiiggnek. Példaul
ugyanaz a sztochasztikus folyamat kiilonb6z0 likviditasi helyzetben més és mas kockazati
preferenciakat eredményez — kovetkezésképpen mas és mas Q mértéket. Miként nincsen
semmilyen garancia arra, hogy példaul a likviditas nem valtozik, és arra sem, hogy a Q
nem valtozik. Az irodalomban talalhaté legtobb, a CDO-arazassal foglalkozé modell ké-
zenfekvé modon a Q alatti egylittes eloszlas meghatarozasanak problémajara koncentral.
Altaldban valamilyen matematikailag kellemesen kezelhetd modellfeltétellel él, példaul az

©)

}';,:
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altalunk bemutatott alabbi Li-féle kopulamodellben a normalitas, feltételes fliggetlenség
feltételei pont ilyen kellemes feltételek. Ezt kovetéen a modell paramétereit megprobaljak
a piaci adatok alapjan statisztikai modszerekkel kalibralni. Azt valasztjak ki az elvileg
lehetséges kockazatsemleges mértékek koziil, amelyik eredményeképpen a tényleges piaci
adatok ,,legjobban” illeszkednek a modell 4ltal rogzitett koriilményekhez. A ,,legjobban”
érték kivalasztasa azonban valamilyen tovabbi mesterséges kiils6 kritérium szerint torté-
nik, ami nagyrészt szintén kényelmi szempontok altal determinalt. Ezzel indirekt médon
megkapjuk a misztikus Q mértéket.

PROBLEMAK AZ ARAZAS ELVEVEL. Mielétt a Li-féle kopulamodell ismertetésére ratér-
nénk, néhany elvi megjegyzést tesziink, ugyanis ahogy emlitettiik, a modellek nem ve-
szik figyelembe, hogy az arazas elvével is vannak problémak. Ezeket vizsgaljuk meg
ebben az alpontban.

Ahogy az el6z6 pontban is emlitettiik, az arazas elve az Osszes ismert CDO-arazasi
modellben ugyanaz. Ugyanakkor ez nem teljesen illik bele a szokdsos matematikai pénz-
iigyekben a derivativ termékek arazasara alkalmazott keretbe, a felhasznalt eszkozok ke-
verednek az aktuariusi irodalomban alkalmazottakkal.

Tekintsiik at eldszor, hogyan drazunk a szokdsos matematikai pénziigyi és aktuariusi
keretben a bizonytalan vagy kockazatos kifizetéssel rendelkezd termékeket!

Matematikai pénziigyi keret, derivativ arazas:

—a derivativ termék pénzaramlasat szintetikusan elééllitjuk az ismert arral rendelke-
z0 alaptermékekkel, vagyis a derivativ termék kifizetésére egy onfinanszirozo, replikalo
portfolidt hozunk 1étre. Az armeghatarozasnal kovetett egyediili elv az, hogy a derivativ
termék araval ne vezessiink be arbitrazslehetdséget. Kovetkezésképpen az dnfinanszirozo,
replikalod portfolio jelenbeli 1étrehozasi koltsége nyilvan a derivativ termék ara is lesz egy-
ben, kiilonben szandékunk ellenére arbitrazslehetdség nyilna.

Aktuariusi irodalom, biztositas:

—valos vilagban, ekvivalenciaelv alapjan arazunk, azaz a prémiumot tigy hatarozzuk
meg, hogy a valos valdsziniiségek szerint szamolt varhato pénzaramlasok jelenértéke meg-
egyezzen (a nettd jelenérték nulla legyen), nem zarjuk ki az arbitrazst, csak méltanyos arat
hatarozunk meg.

Miel6tt tovabbmennénk, érdemes még egy megjegyzést tenni. Természetesen az ar
mindig annyi, amennyit a piac ad érte. Mind a két arazasi elv csak akkor érvényes, ha
a termék nem rendelkezik aktualis piaci arral. Ha piaci ar mar ismert, akkor a két elv
legfeljebb tudoményos célra hasznalhatd, és arra, hogy tudomanyos érdekl6désbdl uto-
lag ellendrizziik az arazaskor hasznalt modelliink relevanciajat. A kiilonb6zo arazasi
modelleknek csak egy termék piaci bevezetése el6tt van jelentdségiik, vagy csak akkor,
ha a termékre nincs aktiv szabvanyositott piac, kovetkezésképpen nem ismert a kereslet-
kindlat 4ltal megadott ar.® A valsag el6tt a kiilonb6zd arazomodellek azért voltak igen
fontosak, mert a CDO-kkal, szemben a korabban emlitett CDO-indexekkel, legtobb-
szor nem kereskedtek szabvanyos piacon, altaldban a piaci szereplok kozotti egyedi,
kozvetlen megallapodasok sziilettek, igy a szerz6dd felek a termékek arat egyediil a
modellekbdl tudtak valamiképpen kiolvasni. Vagyis barmilyen meglepd is, a piaci sze-
replék a pénziiket olyan matematikai képletekbe fektették, amelyek altal meghatarozott

8 Ez a kijelentés némiképpen szandékosan sarkitott. Egy modellt lehet el6rejelzésre, stressztesztelésre is hasz-
nalni. Ennek a kockazatkezelésben van alapvetd szerepe. A Li-modell kockazatkezelési felhasznalasa, amennyiben
a kalibralas valoban piaci adat alapjan torténik, ha nem is tokéletesnek, de mivel jol hasznalhato, célszeriinek €s
ezért korrektnek tekinthetd.
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arak nem alltak valodi pénziigyi, piaci kontroll alatt. Amikor a termékektdl meg akar-
tak szabadulni, nem 1évén az arak mogott valodi kereslet és kinalat, nem til meglepd
modon meglepddtek. Oszintén ki kell mondani, erre az ostobasagon kiviil mas érdemi
magyarazat nincs. Es tegyiik hozz4, ez a magyarazat alapvetéen a szerzok joindulatara
¢és esetleges naivitasara épil.

De térjiink vissza a fenti modellre! Az elobbiekben kockazatsemleges arazast alkal-
maztunk. Ezzel hallgatolagosan feltettiik, hogy a piac valamiképpen arbitrazsmentes,
nagyrészt abban az értelemben, hogy az arazéfiiggvény alapvetden linearis, kovetkezés-
képpen a véletlen kifizetések ara — egy alkalmas mérték szerint — varhato értékkel sza-
molhat6.” Ugyanakkor ennek az elvnek a CDO-kra vonatkoz6' hasznalhatosdga meg-
bizhatoan nem tisztazott. Még ha fel is tessziik, hogy a piac arbitrazsmentes, akkor sem
vilagos, hogy milyen piaci termékek arabol olvashatjuk ki a kockazatsemleges arakat.
Vajon a CDO-k alaptermékek vagy szarmaztatott termékek? Ha alaptermékek, akkor a
piacon megfigyelt adatokon kiviil mibdl olvashatjuk ki az araikat? Ha meg az arakat a
piacrol ismerjiik, akkor a mar emlitett kockazatkezelésen kiviil miért akarjuk az arakat
modellezni? Ha szarmaztatott termékek, akkor milyen termékekkel replikalhatok, és
miként? A fenti modellkeretben nincs dinamika, mindig csak egy adott napra érvényes,
igy a szokasos dinamikus fedezés az dnfinansziroz6 replikald portfolioval nem értel-
mezheté. Egy CDO-ba nyilvan barmi becsomagolhatd. Ha a piacon nem kereskedett
jelzalogok veszteségeit csomagoljuk be, akkor olyan alapterméket kapunk, amivel eset-
leg majd nem kereskediink. Ha kereskedett termékeket, példaul kereskedett CDS-eket
csomagolunk be, akkor a szarmaztatott termékek irodalma alapjan illene megadni, hogy
miként lehet a fedez6 — vagy legalabb a kockazatcsokkentd — portfoliot megadni. Ez
azonban nemigen lehetséges, mert ahogy mar emlitettiik, nem tudjuk, hogy konkrétan
melyik elem fog csédbe menni, igy az egyedi CDS-ek vasarlasaval nem lehet a CDO
kockézatat csdkkenteni."! Nem véletlen tehat, hogy nem taldlkoztunk a szokdsos mate-
matikai pénziigyi irodalomban hasznalatos fedezésrdl szol6 irodalommal. Vagyis tigy
tinik, hogy a CDO-kat, a fedezés lehetetlensége miatt, olyan szarmaztatott terméknek
kell tekinteni, amely az értékét meghatarozo termékektdl tisztazhatatlan modon fiigg,
¢és amely joszerével 6nallo életet €1, 6nalld kockazati forras, amelyet kovetkezésképpen
alapterméknek is lehet tekinteni.

De akkor mi az arazémérték? Ennek meghatarozasa altalaban tisztan gyakorlati alapu
kalibracioval torténik, és a mértéket az esetlegesen ismert piaci adatokbol szokas vissza-
szamolni. Vagyis ha vannak piaci adatok, akkor az arat mindenfajta elméleti megfontolas
nélkiil a modell piaci adatokhoz vald illesztésével adjuk meg. Ennek f6 hatranya, hogy
elveszitjiik azt a nagyon erés kézgazdasagi érvet, hogy miért kellene annak lennie az ar-
nak, amit a modell mond. Enélkiil a modellezés ad hoc jelleget 6lt, és a mélyebb elméleti
megfontolasok hidnya miatt konnyen 6sszekeverhetd a biztositasban hasznalt ekvivalen-

° Az arbitrazsmentesség némiképpen elnagyolva azt jelenti, hogy portfolioképzéssel nem lehet tartosan és biz-
tosan pozitiv profitot generalni. Ennek a feltételnek trivialis kovetkezménye, hogy az arazéfunkcional, amely meg-
mondja az egyes portfoliok értékét, linearis. A linearitashoz természetesen alapvetd, hogy a lehetséges dontések
halmaza is linearis legyen. Ehhez persze sziikséges a negativ sulyok megengedése is. Az pedig mar tiszta matema-
tika, hogy egy linedris fiiggvény mikor irhato fel alkalmas valosziniiségi mérték szerinti integralként. Altalaban
ezek a szabalyok nem teljesiilnek. Nagy tételben vald vasarlas esetén az 6sszar altaldban nem linedris fiiggvénye a
mennyiségnek, és van tartos haszon is, a negativ értéki portfoliok nagysaga korlatozott stb.

10 Az altalanos képlet nem mas, mint a kockdzatmentes hozammal diszkontalt kifizetésnek a kockazatsemleges
varhat6 értéke.

I Természetesen egy teljes szeletre lehet CDS-t kotni, és ténylegesen kotottek is. Ez nyilvan fedezi a szeletet,
de ez csak a mar emlitett a ,,természet irtozik a negativ szamtol” elve egy ujabb megjelenése. Nincs negativ CDO.
Rajta csinaljunk egyet! De ez egy Gjabb szarmaztatott termék, amelyet nem szabad Osszekeverni a szelet értékét
meghatarozo CDS-ekkel.
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ciaelvvel, és konnyen az a benyomas keletkezik, hogy nem a piaci szereplok preferenciait
modellezziik, hanem valamiféle véletlen folyamat statisztikai elemzését végezziik.'"

Végiil egy mélyebb jellegii problémara szeretnénk felhivni a figyelmet. Ez a kdzgazda-
sagi elméletekbdl jol ismert hatékony piacok problémadja. A piacon megfigyelt arakban,
a hatékony piacok feltételezése szerint minden informacié (multbeli, jelenlegi nyitott és
bennfentes) tiikrozddik, igy azok nem tartalmaznak arbitrazst. Mar emlitettiik, hogy a
gyakorlatban a piacon megfigyelt adatokbdl szokas kalibralni a modelleket, igy ezek a
modellek nagyban épitenek a hatékonysag teljesiilésére. Ha ez egy adott idészakban,
példaul egy valsag soran, akar hosszabb ideig sem all fenn, akkor lathatdéan aldassa az
egész modszert.

GYAKORLATI MODELLEZES — EGYUTTES ELOSZLASOK. Ebben az alpontban réviden
megvizsgaljuk a jol ismert egyfaktoros gaussi kopulat az egyiittes eloszlasok modelle-
zésére. Célunk a modellezés 1ényegének bemutatasa, a matematikai levezetések néhany
részét atugorjuk, ezek a fliggelékben megtalalhatok" (vagy lasd példaul Eberlein és
szerzétarsai [2008]).

Megjegyezziik, hogy az el6z6 alpont alapjan nincs egyértelmi kézgazdasagi intuicio a
modellezés mogott, igy a felhasznalt eszk6zok a modellezd valasztasatol, kovetkezéskép-
pen kényelmétdl fiiggnek.

Ahogy azt korabban emlitettiik, mivel a diszkontéalas az ismertnek feltételezett kocka-
zatmentes kamatlabbal torténik, a (3)-ban az E[L,(z,)] kockazatsemleges varhato értékeket
kell kiszamolnunk. A gyakorlatban az egyfaktoros gaussi kopula modell volt a legelterjed-
tebb a mogottes CDS-ek egyiittes eloszlasanak modellezésére.

Rendeljiink minden CDS-hez egy X, valosziniiségi valtozot a kovetkezoképp:

X, =JpM +1-pZ, @

ahol M, Z,,..., Z, mind fiiggetlen, standard normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok."

Ezeket az X-ket allapotvaltozoknak nevezziik. A konstrukcido miatt nyilvan X, is
standard normalis eloszlasu, valamint az X-k kozotti korrelaciora: corr(X,, X)) = p. Itt
rogton meg kell jegyezni, hogy ez azt jelenti, hogy minden paronkénti korrelacid p-val
egyezik meg, igy (4) alapjan a mogottes n szamtt CDS korrelacidos matrixat egyetlen
szammal irjuk le.

Két faktor hatarozza meg az i-edik CDS éllapotat: M reprezentalja a piacot, amely min-
den CDS-re hat (ez az egy kozos faktor, innen az elnevezés), Z, pedig az egyéni faktor,
amely specifikusan az i-edik CDS-t irja le.

Azt mondjuk, hogy az i-edik CDS cs6dbe ment, ha a hozza tartozé allapotvalto-
z0, mint a Merton-modellben (Merton [1974]), egy adott szint ala csékken. Ezeket az

12 Itt érdemes megjegyezni, hogy az altalunk ismert irodalomban ezt a kérdést nem szokas tisztazni. Amikor a
CDO-irodalommal a szerz6k megismerkedtek, szamukra a legnagyobb gondot annak tisztazasa jelentette, hogy
a varhato érték milyen mérték alatt értend6. Ebben a kérdésben az irodalom, véleményiink szerint, homalyos és
nem egyértelmii. Ennek szandékolt vagy szandékolatlan oka, vélelmezhetden a nevezetes 10lab elrejtése, vagy
fel nem ismerése. Ugyanakkor az volt a benyomasunk, hogy az arazéomérték alatt inkabb valds valdszintiségre
gondoltak a modell hasznaléi. Ez azonban olyan alapvet6 tévedés, amely ellentmond a pénziigyi tankonyvek elsé
tiz oldalan leirtaknak. Ugyanakkor persze az is szerepel ezen az emlitett tiz oldalon, hogy az idegen devizaban
felvett hitel kockazatosabb, mint a hazai devizaban felvett hitel, és egy termék értékét a hozama és a kockazata
egylitt hatarozza meg.

13 A dolgozat alapvetden nem a matematikai részletkérdésekrdl szol, ezért az olvasé a Fiiggeléket nyugodtan
el is hagyhatja.

14 Nyilvan a kockazatsemleges mérték alatt. Hogy egy valosziniiségi valtozo eloszlasa miért normalis egy
tomegjelenség esetén, nyilvan szamtalan modon indokolhaté. De arra nincs semmilyen minimalisan értelmezhe-
t6 gondolatmenet, hogy ennek miért kell teljesiilnie a varakozasok altal generalt valosziniiségszerii matematikai
konstrukciokra.
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idotol fiiggd szinteket [amelyeket k(f)-vel fogunk jeldlni'] az egyes CDS-ek 7, csdd-
idejének marginalis kockazatsemleges eloszlasabol lehet meghatarozni. Li [2000] nyo-
man a szokasos feltételezés, hogy 7,-k a kockazatsemleges mérték alatt exponencialis
eloszlastak,'s ), intenzitassal, azaz: Q(1, < ) = 1 — exp(-\f). A )\, kockdzatmentes
csddintenzitasokat piaci adatokbol lehet visszaszamolni (lasd példaul Embrechts és
szerzotarsai [2005] 9. fejezet).

A (4) szerinti felirdas mogotti otlet a kovetkezo: ha a piaci faktorra feltételesen vizsgalo-
dunk, akkor a konstrukcional fogva a cs6dok mar fliggetlenek, igy kdnnyen szamolhat6 a
feltételes” egyiittes eloszlas. Innen a ,,feltétel nélkiili” egyiittes eloszlast, mar egyszertien
M szerinti integralassal kaphatjuk.

Formalisan M-re feltételesen egy CDS-re a kovetkezot irhatjuk:

Q(r, <t|M)=Q(X, <k(t)|M)=Q Z,.<k(t>l_\/T\/§A/I|M = \/_[M p(t|M),

ahol ®(") a standard normalis eloszlasfiiggvény. Az egyiittes eloszlasokra pedig:

Q7 <ty,...om, <t,) prt|M m) dF,, prt|M m) f (m)dm, (5)
o =1 _o =1
ahol (") a standard normalis stirliségfiiggvény. Ez utdbbi integral reprezentalja az ugyne-
vezett faktor gaussi kopulat.

Az (5) integralt numerikusan lehet kozeliteni. Azonban (5)-bdl zart alaku kifejezést is
lehet kapni a CDS-cs8dok relativ nagysaganak eloszlasara (tehat, hogy a teljes portfolio
hany szazaléka ment csédbe), ha felhasznaljuk az Ggynevezett nagy homogén portfolio
kozelitést (Large Homogeneous Portfolio, LHP, approximation) (Vasicek [1991]). Itt csak
a végeredményt k6zoljiik a matematikai levezetés megtalalhato a Friggelékben.

Jeldlje D, a t-ig cs6dbe ment CDS-ek relativ nagysagat, azaz a csédbe ment és 0sszes
CDS aranyat! A kockazatsemleges eloszlasra a kovetkezot lehet kapni:

\/—<I>‘—k
N

A (6) Osszefiiggést felhasznalva, mar kiszamithatok az i-edik szelet arazasahoz sziik-
séges E,[L,(t,)] kockazatsemleges varhato értékek. Mivel feltettiik, hogy van R nagysagi
megtériilés, ezért a tényleges, #-ig bekovetkezett veszteség (1 — R)L,(¢)-ként szamolhato.
Ezt figyelembe véve, a varhato értékekre kapjuk:

1 1

E.(L(t))=(1-R p— K dF,, dF , 7
1-R

mivel az i-edik szelet varhato vesztesége két ,,senior szelet varhato veszteségének kii-

l6nbségeként szamolhato l11< KT L[K;hl] — L[Kv,l], ahol L[K 71,[(']_161011 a kK, ,és K kozott védo

szelet varhato veszteségeét.

F, (h)=Q(D, <h)= 6)

7317

1S Formalisan k(f) a kovetkezd egyenletet elégiti ki: Q(7; < ) = Q[X; < k(7)].

1® Hogy miért? Nincs ra valasz. Illetve van. Csak. Mert igy kényelmes. Az exponencialis varakozasi id6k a
cs6dok szamaban Poisson-folyamatot eredményeznek. Ugyanakkor a tapasztalat szerint a cs6dok szama az id6
fiiggvényében nem homogén modon jelentkezett. Ez azonban nem ellentmondas, ugyanis a Poisson-folyamat
jellegnek a kockazatsemleges mérték mellett kell jelentkeznie. Ebbdl is lathato, hogy mivel az 9sszes Osszefiiggés
a kockazatsemleges mérték alatt értendd, ezért a modellt tapasztalati, statisztikai tény nem cafolhatja. Az egyetlen
konkrét tapasztalati tényekre tamaszkodo ellentmondas a korreldacios mosoly (1asd kés6bb).

17 Senior szeleten most azokat értjiikk, amelyek folott mar nincs tovabbi szelet.
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A szintetikus CDO-k kockdzata

EGY szINTETIKUS CDO AKTUALIS PIACI (MARK-TO-MARKET) ERTEKE. Az eddigi modellke-
retben a kdvetkezéképpen definialhatjuk egy szintetikus CDO i-edik szeletének aktualis
piaci (MTM) értékét:'®

MTM, (t)= PL, (1,7 (t),p(t)) = DL, (r (£). p(1)), ®)

ahol 7, az i-edik szelet prémiuma, #“*5(f) az (atlagos) CDS-felar, p(¢) pedig a korrelacio.
Gyakorlatilag a #-beli varhato kifizetések kiilonbségét vessziik. Emlékeztetdiil az drazas
elve szerint a prémiumot ugy hatarozzuk meg, hogy az i-edik szelet 0-adik idopontbeli
(kibocsataskori) MTM értéke éppen 0. KEs6bb azonban a varhaté kifizetések megvaltoz-
hatnak, kovetkezésképpen veszteségre vagy nyereségre tehetiink szert.

A (8)-ban kiemeltiik a kockazat f6 forrasait. Ezek a kovetkezok:

—a CDS-felar megvaltozasa: egy atlagos CDS-felar, abban az esetben, ha a CDS-ek
nem lennének ,,egyformak”, azaz ha névértékiik ¢s megtériilési ratajuk nem egyezne meg.
Esetiinkben ezt feltettiik, igy a CDS-ek felara is megegyezik;

— a korrelacio megvaltozasa: az el6z6 alfejezetben bemutatott modellben kiilon hangsu-
lyoztuk, hogy egyetlen korrelacids paraméter irja le a kapcsolatot a CDS-ek kozott;

— hitelkockazat: ezt a Mi egy szintetikus CDO? ciml alfejezetben targyaltuk, ahol be-
mutattuk a szintetikus CDO-k struktarajat és mikodését.

E tényezok hatasa kozgazdasagilag indokolhatd, a kovetkezdkben ezeket tekintjiik at. A
(8)-ban jeleztiik, hogy a PL fiigg a prémiumtdl is, azonban ezt kibocsataskor rogzitik, és
nem valtozik a futamidg alatt.

Ha emelkedik a CDS-felar, az gyakorlatilag azt jelenti, hogy ceteris paribus a CDS-ek
kockazatosabba valtak, ezért magasabb prémium lenne elvarhato, de ahogy emlitettiik, a
prémium fix, igy (8) alapjan az i-edik szelet MTM értéke csokkeni fog.

A korrelacio esetében tekintsiik a kovetkez6t! Ha magas a korrelacio, az azt jelenti, hogy
magas a valdszintlisége a sok egyidejii csédnek, mint ahogy annak is, hogy egyaltalan nem
lesz csdd. Forditva, ha a korrelacio alacsony, az azt jelenti, hogy nem valoszinti, hogy sok
csdd kovetkezik be egyszerre, de az sem valdszinti, hogy egyaltalan nem lesz csdd.

Az elso eset a senior szeletek befektetdinek rossz, ugyanis a senior szelet elbir néhany cs6dot,
de sokat egyszerre nem, ugyanakkor az equity szelet befektetdinek ez jo, hiszen ekkor nagyobb
az esélye, hogy nem lesz cs6d egyaltalan, igy annak is, hogy ,tuléljen” (az equity szelet gya-
korlatilag nem bir el semennyi cs6dot sem, hiszen 6 az els6 a cs6dok felfogasaban). A masodik
esetben a helyzet forditott: a senior befektetonek kedvezdébb, ekkor nem kell tul sok csédtol
tartani, ugyanakkor az equity befektetonek kicsi az esélye, hogy elkeriilje a veszteségeket.

A fenti gondolatmenetbdl kdvetkezden ceteris paribus magasabb korrelacio kockazato-
sabba teszi a senior szelet befektetéseket és biztonsagosabba az equity szelet befektetése-
ket, és forditva: alacsonyabb korrelacio esetén a senior befektetés valik biztonsagosabba,
¢és az equity kockazatosabba. Ez azt jelenti, hogy ha nd a korrelacio, akkor a senior szeletek
prémiumanak nénie kéne és igy (8) alapjan az MTM értéke csokkenni fog, mig az equity
szeletek prémiumanak csokkennie kéne, ami azt jelenti, hogy MTM értéke néni fog. A
mezzanine szeletekre a hatas nem egyértelmi, ezeket kiilon kell megvizsgalni.

A hitelkockdzat hatasat mar vizsgaltuk, itt csak egy érdekes jelenségre mutatunk ra:
nem sziikséges, hogy a csddok szintje elérjen egy adott szeletet ahhoz, hogy a hitelkoc-
kazat miatt karosodjon. Tekintsiik a kovetkezot: a cs6dok éppen kimeritették az equity

' Nyomatekosan hangsulyozzuk, hogy az aktuélis piaci drak melletti (mark-to-market, MTM) érték az idd
figgvényében azért nem nulla, mert a prémium a futamidd soran mar elére rogzitett. Igy lehet, hogy sokat, és lehet,
hogy keveset fizetiink a késobb kialakult kockazati helyzetért.
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szeletet, de még nem érték el a mezzanine szeletet. Ekkor a mezzanine befektetok kocka-
zata jocskan megnd, hiszen, most mar 6k az ,,0j” equity befektetok, semmi nem védi ket
a tovabbi cs6doktol. Ez azt jelenti, hogy a prémiumnak ndvekednie kéne, igy a befektetés
MTM értéke csdkkenni fog.

A GAUSSI KOPULA POZITIV OLDALA. A gaussi kopula hasznalatanak f6 elénye, hogy ezal-
tal az E,[L,(#)] kockdzatsemleges varhato értékek analitikusan szamolhatok. A (7)-beli
integralok kiszamitdsa utan az E,[L,(#)]-ra a kovetkezd kifejezést kapjuk (lasd példaul
O’Kane—Schloegl [2001]):

Eq (L ()= (1= R)(®, ( (K, ).k (1).5) =, (£ (K, ).k (1). D)), ©)
ahol @, a kétvaltozos normalis eloszlés fiiggvény, f(x) = —D'[x/(1 — R)] és
1 —J1—p
Y=

—J1—p 1
a korrelacios matrix.

A (9) egyenletet felhasznalva, kdnnyen és gyorsan elvégezhetok a modellre épiilé sza-
mitasok:

— a szeletprémiumok szamitasa,

— érzékenységvizsgalat a kockazati faktorokra és fedezési szamitasok.

Hogy bemutassuk a gaussi kopula hasznalatat, a kovetkezOkben ismertetiink néhany
altalunk elvégezett ilyen tipusu szamitast. A szamitasok alapjaul szolgalé adatok a 2010.
aprilis 8-an megfigyelt DJ iTraxx Europe 6téves futamidejli indexébdl szarmaznak.

A 2. abran lathatjuk a szeletprémiumokat a CDS-felar és a korrelacid fliggvényében.
Ezek az abrak pontosan azt mutatjak, amit az el6z6 alpont alapjan varunk. A prémiumok
nének, ha CDS-felar nd, és lathato a korrelaciod kettOs hatasa is.

2. abra
Szeletprémiumok a CDS-felar és a korrelacio fiiggvényében

a) A CDS-felar fiiggvényében

—— Equity (0-3 szazalék) e Mezzanine (junior) (3—6 szazalék)

— —— Mezzanine (senior) (6—9 szazalék) Senior (9—-12 szazalék)

--------- Super senior (junior) (12-22 szazalék) - == Super Senior (22-100 szazalé¢k)
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b) A korrelaci6 fliiggvényében

—— Equity (0-3 szazalék) e Mezzanine (junior) (3—6 szazalék)
— — — Mezzanine (senior) (6—9 szazalék) Senior (9—-12 szazalék)
--------- Super senior (junior) (12-22 szazalék) - == Super Senior (22-100 szazal¢k)

A szeletek MTM értékeit tekintve, az el6z6 abraknak egyfajta ellentétére szamitunk,
hiszen a prémium rogzitett a CDO futamidejére. A szamitasokat elvégeztiik az MTM ér-
tékek tekintetében is, az eredmények az 3. dbran lathatok. Ismét megfigyelhetd, hogy az

eredmények egybevagnak kozgazdasagi érvelésiinkkel, és épp az ,.ellenkezdjét” latjuk a
prémiumok abrajanak.

3. dbra
A szeletek MTM értékei a CDS-felar és a korrelacio fiiggvényében

a) A CDS-felar fiiggvényében

1,54

1,0

0,5

—— Equity (0-3 szazalék) e Mezzanine (junior) (3—6 szazalék)
— — — Mezzanine (senior) (6—9 szazalék) Senior (9—-12 szazalék)
--------- Super senior (junior) (12-22 szazalék) - == Super Senior (22-100 szazal¢k)
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b) A korrelaci6 fliggvényében

—— Equity (0-3 szazalék) e Mezzanine (junior) (3—6 szazalék)
Senior (9—-12 szazalék)

--------- Super senior (junior) (12-22 szazalék) — == Super Senior (22-100 szazalék)

— —— Mezzanine (senior) (6-9 szazalék)

A GAUSSI KOPULA NEGATIV OLDALA. A gaussi kopulanak komoly hatranyai is vannak. Ma-
tematikai szempontbol a legfontosabbak a kovetkezok:

— csak egyetlen szabad paraméter van: a korrelacio,

—a modell normalis eloszlasu faktorokat hasznal, ami alabecsiili az egyiittes cs6dok
valds valoszinliségét.

Ezek kovetkezményeképpen ezzel a modellel nehéz eltalalni a piaci adatokat, ezért
ez a modell komoly félrearazasokhoz €s rosszul dsszeallitott fedezési stratégiakhoz ve-
zethet. Ezek a 6 gyakorlati problémak, amelyek miatt ezt a modellt okoltak a valsag
kialakulésaért.

Ezenfelil van egy tovabbi, valamivel elméletibb jellegli probléma a modellel: ha
implicit korreldcidkat szamolunk a szeletekre,'” akkor ha a modell helyes, ugyanazt a
visszaszamitott korrelaciot kellene kapni minden szeletre. Nem ez a helyzet azonban,
egy ugynevezett korrelacios mosolyt kapunk [correlation smile, hasonloan a Black—
Scholes-modell volatilitaismosolyahoz (volatility smile)], igy a modell nyilvanvaldan
inkonzisztensen araz.

A 4. abran ezeket a jelenségeket lathatjuk, sajat szamitasainkon. Az abra felsé része
mutatja a valds piaci adatokat és a kalibralt modell altal generalt prémiumokat az egyes
szeletek fliggvényében. A kalibraciot az egyetlen szabad paraméter, a korrelacié szerint
veégeztiik. A modell képes eltalalni az equity és super senior szeleteket, ugyanakkor a ko-
zbttes szeletek esetén jelentdsen, akar 2 szazalékponttal is félredraz.

Az ébra also része az egyes szeletekre szamolt implicit korreldciot mutatja. Jellem-
zOen az alsé és felsO szeletekre magasabb értéket kapunk, mig a kozépsd szeletekre
alacsonyabbat.

1 Az implicit korrelacio az a korrelacio, amellyel a modell a piacon megfigyelt arakat adja.
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4. abra
Piaci és modell szeletprémiumok, a k6zépsé szeletek
esetén jelentds a félrearazas, valamint a korrelaciés mosoly

a) Piaci adatokhoz illesztés

Szazalék
18
16
14 1
12 +
10
8
6
4_
2 .

0 T T T T T T Szazalék
0-3 3-6 6-9 9-12 12-22 22-100

—— Piac — == Model

b) Implicit korrelacio
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0 T T T T T T Szazalék
0-3 3-6 69 9-12 12-22 22-100
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Fiiggelék

Itt megmutatjuk, hogyan kaphat6 meg a (6)-ban szerepl6 veszteségeloszlas.

Jelolje A, azt az eseményt, hogy t-ig pontosan k CDS ment csédbe.*’ Ha M-re feltételesen
nézziik, akkor 4, azt jelenti, hogy n fiiggetlen eseménybdl pontosan k kovetkezett be. Ezért
A, binomialis eloszlasu p(f{M) és n paraméterekkel. A feltétel nélkiili eloszlas meghataro-
zasadhoz M szerint kell integralni.

Ahhoz, hogy meghatdrozzuk a veszteségeloszlast, sziikségiink van arra a valoszintiség-
re, hogy k-nal nem tobb cséd kovetkezett be. Jeldlje D, a csddok relativ nagysagat. Ekkor
a keresett valosziniiség:

nh 00 /1h

F, (h)=Q(D, <h) ZQ (4) fz[] (¢]m) (1= p(¢c|m))"" dE, (m). (10)

Most alkalmazzuk a nagy homogén portfolio kozelitését. Tekintsiink p, (M ) =
=d ((k (1)— JoM ) / J1— p)-re mint valésziniiségi valtozora, amelynek eloszlasfiiggvénye
G,. Ezzel a jeloléssel ¢s az y = p,(u) helyettesitessel Gjrairhatjuk a (10)-et:

fZ[ ] 4G, (v). (11)

0 k=0

A nagy homogén portfolio kozelités azt jelenti, hogy az integrandust vizsgaljuk n — oo
esetén. Legyenek B-k (i = 1, ..., n) fiiggetlen Bernoulli-eloszlast valoszintiségi valtozok
vy paraméterrel. A nagy szamok toérvénye miatt B, =1/n- ZBI. — y majdnem mindeniitt,

i

. k
2 Ezzel a jeloléssel a veszteségek relativ nagysaga: L (t) = 7(1 - R).
n
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igy az eloszlasokra F; (x) — o, (¥ (y) pontonként R/{ y}-on. A Bernoulli-valtozok dsszege

binomialis eloszlasu, igy & = y, n — oo esetén (legyen A binomialis eloszlast y, n para-

méterekkel):
[nh]

Z[Z]yk(l y)" =Q(A<nh)= [ZB <nh|=

k=0

Q(B, <h) = (v):

A bal oldalon 1év6 6sszegnek az 1 € L' fliggvény majoransa, igy a dominalt konvergen-
cia Lebesgue-féle tétele kdvetkeztében a (11)-bdl a kovetkezot kapjuk:

1

Fab) = 3] 007" 46, 0)= [ x04(0)46, (1) =G, )=
) oM | | of T ) _
) e ] h]_Q[ 5 M

e () —p@l(h)k@]
N7 N

Ahol felhasznaltuk, hogy M standard normalis eloszlast, és hogy 1 — &(—x) = P(—x).

=
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