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BEVEZETES A SZTOCHASZTIKUS ANALIZISBE
KOZGAZDASZOKNAK!

MEDVEGYEV PETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozat célja, hogy rovid bevezetést adjon a folytonos idejli sztochasztikus
analizisbe. A hazai pénziigyi oktatasi gyakorlat nagyrészt a diszkrét idejii
és gyakran diszkrét allapottert modellekre épiil.? Ennek oka a folytonos
idoparaméterti sztochasztikus folyamatok elméletétol vald értheté idegenke-
dés. A folytonos idéparaméterii sztochasztikus analizis a modern matematika
egyik cstcsteljesitménye,® amely teljeskorti matematikai megértése egyrészt
feltételezi, hogy az olvasé tisztdban van a modern analizis szinte minden
részletével; masrészt a matematikai részletek pontos megértése nem sok se-
gitséget jelent a pénziigyi gondolatok elsajatitdasakor. Ugyanakkor minden
technikai nehézség ellenére a sztochasztikus analizis néhany igen egyszeri
Otletre épiil.* A sztochasztikus analizis, més néven sztochasztikus kalkulus
célja a klasszikus differencidlszamitas kiterjesztése sztochasztikus folyama-
tokra. A teriilet legfontosabb eredménye az It6-formula. A formula pénziigyi

1Beérkezett: 2005. februdr 25. A dolgozat a Budapesti Corvinus Egyetemen befek-
tetéselemzd szakirdnyon tartott eléaddsaim alapjan késziilt. KoOszonettel tartozom Szaz
Janos professzornak, aki mindig biztatott arra, hogy a sztochasztikus analizis tételeit
prébéljam meg koézgazdaszok szdmadra egyszerlien elmagyarazni. Ugyancsak kdszonettel
tartozom a Magyar Kilkereskedelmi Banknak a vallalati professzori 6szténdijért, amely
nélkiil az elmilt években tudomanyos munkdmat nem tudtam volna folytatni.

2v.5: [10]

3v.6: [6], [9].

4A figyelmes olvasé aldbb t6bb helyen is joggal nehezményezheti a matematikai pon-
tossdg teljes hidnyat. Integralokat véges Osszegekkel helyettesitek, nem teszek kiilonbséget
a konvergenciafogalmak kozott, az integralok mogé bederivalok, az integralok sorrendjét
minden megfontolds nélkiil felcserélem, &ltaldban nem teszek kiilonbséget lokalis mar-
tingdl és martingdl kozott stb. Ezek silyos matematikai hibdk, és az aldbb bemuta-
tott allitdsok jelentds része a megfogalmazds pontatlansiga miatt matematikailag nem
is igaz, de remélhetSleg a probléma ,,szabad szemmel azért nem lathaté”. Azt gondolom,
hogy egy bevezet pénziigyi matematikai kurzus sordn a precizitds magasabb foka inkdbb
kéros, mint hasznos lenne. A tételek pontos alakja, illetve a bizonyitdsok megtaldlhatéak a
Valészintliségszamitds [7] és a Sztochasztikus analizis (8] cimii kényveimben. Onkritikusan
megjegyzem, hogy remélem a hozzdértd olvasé nem fogja a fejemre olvasni az aldbb
leirtakat, és elfogadja azt a véleményemet, hogy egy atlagos matematikai felkésziiltséggel
rendelkez$ kozgazddsz szaméra a sztochasztikus analizis targyaldsakor a matematikailag
kozelitbleg is preciz stilus teljesen lehetetlen. Nem tartom kizdrtnak, hogy ez nem csak
az atlagos kozgazddsz, hanem a nem specifikusan képzett matematikus szdmadra is igen
problémas. Ugyanakkor azt gondolom, hogy az itt leirtak megértése segitheti az érdekléds
olvasét a pontos matematikai elmélet megértésében és megemésztésében, ugyanis ha
heurisztikusan is, de azért a helyes irdnyba orientdlja. Masképpen fogalmazva, remélem,
azért kart nem teszek avval, hogy a matematika tényeit némiképpen lazan interpretdlom és
idézem. Onkritikusan azt is be kell vallanom, hogy a dolgozatot nagyrészt a sztochasztikus
analizis konyvem ,propagaldsa” céljabdl irtam meg, igy a dolgozatban mindig megadom a
pontos hivatkozést, ahol az olvas6 a tételek pontos alakjat és a bizonyitdst megtaldlhatja.
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konyvekben legtobbszor idézett alakjaban meglepGen bonyolult, szamomra
legalabbis nagyon nehezen megjegyezhet6. Valdjaban azonban, a targyalas
soran szandékosan mell6zott nem csekély apro technikai problématdl eltekint-
ve, a formula igen egyszerlien igazolhatd, de ami joval fontosabb a tartalma
konnyen megértheté és megjegyezheto.

A formula megértésének kulcsa, mint altaldban a matematikdban, a meg-
felel6 nézépont megvalasztasa. Ha hajlanddk vagyunk az absztrakcios 1étran
egy kicsit feljebb maszni és hajlanddk vagyunk a sztochasztikus analizis bi-
zonyos altalanos kérdéseit megfontolni, akkor az egyébként homédlyos kép
azonnal kitisztul. Az Ito-formula szdmos olvasattal rendelkezik: Az aldbbiak-
ban a Newton—Leibniz-szabaly altaldnositdsaként targyaljuk. Az altaldnosités
oka, hogy a tiszta véletlen hatasara kialakul6 folyamatok altal befutott palyak
matematikailag igen komplexek. A pénziligyi matematika kiindulépontja,
hogy a kiélezett piaci verseny hatasira a pénziigyi eszkozok aralakuldsat leird
abrak helyes matematikai absztrakciéjat olyan folyamatok alkotjak, amelyek
a szokasos fizikai szemlélettel ellentétben nem rendelkeznek véges tithosszal,
mikozben a folyamat igynevezett négyzetes megvaltozasa véges és pozitiv.

A négyzetes megvaltozds pozitivitasa két kovetkezménnyel bir: egyrészt a
Newton—Leibniz-formuldban megjelenik az Ito-formuldban szereplé nevezetes
maésodrendii korrekcids tag, méasrészt a folyamatokban nincsen arbitrazs. Az
arbitrazs hianya, mint alapveté pénziigyi feltétel a piaci folyamatok haté-
konysdgat jellemzo6, kozgazdasdgi, pénziigyi észrevétel. A piacon azért nin-
csen arbitrazs, mert a piac az informaciot azonnal és tokéletesen feldolgozza,;
ami a hatékony informaciéfeldolgozas utan megmarad az tokéletesen véletlen,
amibdl, a tokéletes véletlen definicidja miatt, nem lehet pénzt csindlni. Més-
képpen fogalmazva, ha a négyzetes megvaltozas nulla, akkor van arbitrazs, és
akkor befektetéselemzés mint 6nallé tevékenység sziikségtelen és értelmetlen.

Bar alabb kozvetleniil nem jelenik meg, a hattérben egy nagyon jél megér-
tett és tisztazott matematikai—pénziigyi allitas hizddik meg: az eszkozarazas
alaptétele. A tétel szerint valamely piacon pontosan akkor nincsen lehetOség
arbitrazsra, ha egyrészt az alapul vett folyamat igynevezett szemimarting4l®,
masrészt alkalmas, az eredetivel ekvivalens valészintliség, az igynevezett koc-
kazatmentes valdszinliség mellett, az alapfolyamat lokalis martingal. Minden
nem azonosan konstans lokdlis martingdl négyzetes megvéltozdsa pozitiv. A
négyzetes megvaltozas nem fiigg az alapul vett valészinliségi mez6tol, csak
a folyamat trajektériditol, vagyis a négyzetes megvaltozas az eredeti, il-
letve a kockdzatmentes valésziniiség esetén megegyezik. Az Ité-formula taldn

5A szemimartingdl definicidjara késébb vissza fogunk térni. A szemimartingdlnak
nevezett folyamatosztaly tagjai definicié szerint két folyamat Osszegére bonthatdak: az
egyik folyamat teljes megvaltozdsa véges, a masik lokélis martingal. Sajnos a terminolégia
torténelmileg alakult ki, igy nem tokéletes. Jobb lenne, ha a teljes megvaltozas helyett
elsérendii megvaltozdst irhatnank, vagyis azt mondhatnank, hogy minden szemimartingdl
két folyamat Osszegére bonthatd: az elsének az elsérendii, a masodiknak a mdasodrendd
megvaltozdsa véges. Erdemes megjegyezni, hogy a szemimartingdlok emlitett felbontésa
némiképpen eltakarja a szemimartingdlok azon kiemelkedS tulajdonsigat, hogy az Ito-
integral definidldsakor az integrator csak szemimartingdl lehet, ellenkezd esetben a szto-
chasztikus integraltél elvart alapvets folytonossagi tulajdonsdgok nem fognak teljesiilni.
V.6.: [8] 2.98. tétel, 198. oldal.
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legjobb olvasata, hogy a szemimartingalok osztédlya zart a kétszer folytonosan
derivalhato fiiggvényekkel vald transzformaciéra nézve, és a formula azt adja
meg, hogy miként moédosul az eredeti szemimartingal emlitett két kompo-
nense a formulaban szereplo fliggvénytranszformacié hatédsara.

1 Sztochasztikus folyamatok

Sztochasztikus folyamaton mindig kétvaltozds fliggvényt értiink. Az egyik
valtozd, amit altaldban t vagy s jelol, az id6; a masik, amit altalaban w
jelol, véletlen, ismeretlen paraméter, amely lehetséges értékeit egy (2, .4, P)
valészintiségi mez6bol veszi fel. Bizonyos szempontbdl nagyon zavard, de
ugyanakkor igen indokolt konvencid, hogy az w argumentumot altalaban el-
hagyjuk. Ha a képletet a szovegkornyezetbdl kiragadjuk, nem viladgos, hogy
egyszerl skalarrdl, vagy valészintiségi valtozordl van-e sz6. A folyamatot
gy célszertu elképzelni, hogy a ¢t = 0 idépontban kivalasztasra keriil az w
véletlen kimenetel értéke, és ami megfigyelhetd, az az w rogzitése mellett
keletkez6 t — £ (t,w) Ugynevezett trajektoria, vagyis a folyamat realizacidja
az w kimenetel megvalésuldsa esetén. A sztochasztikus analizis nehézségei
abbdl szdrmaznak, hogy az érdekes esetekben a t +— & (t,w) trajektdridk igen
széls6séges matematikai tulajdonsdgokkal rendelkeznek.% Altalaban durvén
nem folytonosak, tele vannak szakaddsokkal, kisebb nagyobb ugrasokkal. A
sztochasztikus folyamatok dltalanos elmélete igen nehéz, igy az alabbiakban
csak a folytonos sztochasztikus folyamatok elméletével foglalkozunk. Folyto-
nossagon azt értjiik, hogy feltételezziik, hogy a trajektoriak folytonos fiigg-
vények. A folytonossdg igen szigori megkoOtés, a pénziigyi tapasztalat azt
mutatja, hogy a legtobb megfigyelt sztochasztikus folyamat nem folytonos,
pontosabban a folytonos folyamatok szamos a pénziigyi gyakorlatban megfi-
gyelt jelenséget nem megfeleléen modelleznek. Ennek ellenére a matematikai
targyalds egyszerisége céljabol a folytonossag feltételét alabb mindig meg
fogjuk kovetelni.” A leghiresebb folytonos sztochasztikus folyamat a Wiener-
folyamat:

1. Definicié. A {w(t,w)},~, sztochasztikus folyamat Wiener-folyamat, ha
teljesiti az aldbbi ot feltételt:

2. a w névekményei fiiggetlenek,®

6 A tovabbiakban csak a folytonos idéparaméterii sztochasztikus folyamatok elméletét
targyaljuk, vagyis feltételezziik, hogy az id6paraméter a szdmegyenes valamilyen inter-
vallumabdl veszi fel az értékét. Az alkalmazdsokban gyakran fel szokds tenni, hogy az
idéparaméter diszkrét.

"Etté] azonban a matematikai targyalds nem lesz sokkal egyszertibb, ugyanis a folyto-
nos sztochasztikus folyamatok altaldban nem derivalhatdak, és aldbb némi tilzassal nem
derivalhaté fiiggvényekre akarunk differencidlszamitast csinalni.

8Vagyis ha t1 < ta < -+ < tp tetsz6leges idépont sorozat, akkor a w (tx) — w (tp_1)
noévekmények fliggetlenek.
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3. a w staciondrius novekményd, vagyis a w(t+ h) — w (t) novekmény
eloszldasa csak a h-tol fiigg €s nem fiigg a t-tdl,

4. tetszbleges 0 < s < t értékekre®
w(t) —w(s) =¢ N (0,Vt—s) ,

vagyis a w (t) — w(s) novekmény eloszldsa normalis, nulla vdrhaté
értékkel és \/t — s szordssal,

5. a w folytonos abban az értelemben, hogy minden w kimenetelre a t —
w (t,w) trajektdria folytonos.

Mais szavakkal, a [0,00) idSintervallumon értelmezett w folytonos trajekté-
riaju, fliggetlen és stacionarius néovekményt folyamatot Wiener-folyamatnak
mondjuk, ha minden ¢ idépontban a w (t) eloszlésa N (0,/%). A normalis
eloszlas tulajdonsigai miatt tetszoleges t-re a folyamat nagy valdsziniiséggel
a £3v/t parabola &ltal leirt tartomanyban ingadozik. Ugyanakkor, ha a
kimenetelek valamely A halmazéan a w trajektdridi korldtosak lennének, akkor
a w (t) /vt valtozék eloszldsa minden t-re N (0,1) eloszlast lenne. Mivel az
A halmazon a folyamat korlatos, ezért tetszéleges t,, /' oo id8sorozatra az A
halmazon a w (t,) /v/t, nulldhoz tartana, ami csak gy lehetséges, ha az A
halmaz valészinfisége nulla.!’ Masképpen fogalmazva a w (t) trajektériai a
végtelenben lényegében 3+v/t sebességgel ,,szétspriccelnek”. A pontos allitdst
az ugynevezett iteralt logaritmusok tétele tartalmazza, amely szerint

Pl(liminf——=—-1) =P (limsup———=1)=1.
<t—‘<>° V2tinlnt > < t—>oop\/2t1n1nt

A tétel szerint tetszbleges € > 0 esetén a trajektoridk a végtelenben egy
valészintiséggel a —v/2tlnlnt — € és v2tIlnlnt + ¢ gorbék altal leirt tar-
toményban tartézkodnak, amelynek a +3+/¢ egy ,,durva”, bar igen szemléletes
és ,,praktikus” kozelitése. Erdemes hangsilyozni, hogy a Wiener-folyamatot
definidlé feltételek szorosan Gsszefliggnek, és nem azonos silyuak. Példaul a
negyedik feltétel szerint a névekmények eloszldsa normélis. Megmutathatd,
hogy ez kovetkezik a trajektoridk folytonossagdbdl, illetve a novekmények
fiiggetlenségébSl.lt A szérdsra tett feltétel, a normalizalé konstanstél el-
tekintve, a stacionaritas feltételével azonos. Ugyancsak hangsilyozni kell,
hogy a Wiener-folyamat elnevezés némiképpen pontatlan. Helyesebb lenne
Wiener-tipusd folyamatokrdl beszélni. Két folyamat akkor kiilonbozo, ha a

9A =4 egyenléségen azt értjiik, hogy a két oldal eloszldsa azonos. A =4 jeldlést akkor
is hasznalni fogjuk, ha az egyik oldalon &llé valésziniliségi valtozé eloszldsa azonos a masik
oldalon all6 eloszldssal .A tovabbiakban N (u, o) a p védrhaté értékkel és o széréssal ren-
delkezé normélis eloszlést jeloli. A & =4 N (p,0) egyenldség azt jelenti, hogy a & eloszlas
normalis p, o paraméterekkel.

10V.6.: [8], A.8. allitds, 334. oldal.

Hv.6.: [7], 16.33. tétel, 780. oldal. Ez is mutatja, hogy a trajektéridk folytonossigira
tett feltétel igen szigori. A pénziigyi adatsorok esetén széles korben megfigyelt vastag
farok jelenség nehezen illeszthetd Gssze a folytonossagi feltétellel.
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folyamatot megadé kétvaltozds fliggvények kiilonbozdek. Az irodalomban
altaldban csak Wiener-folyamatrdl szokas beszélni és a kiilonbozé Wiener-
folyamatokat altaldban ugyanavval a w szimbolummal szokas jelolni. Ez
nyilvan nem okoz gondot, ha az olvasd szamara teljességgel vilagos, hogy a
Wiener-folyamat elnevezés nem egyetlen folyamatra, hanem, miként példaul
a Markov-folyamat elnevezés, folyamatok osztalyara utal. Természetesen két
fliggvény mar akkor kiilénb6z0, ha az értelmezési tartomanyuk kiilonbo6zo.
Szamos olyan matematikai konstrukci6 1étezik, amely segitségével Wiener-
folyamat készithets.12 A kiilonboz6 konstrukcidkban a folyamatot hordozé
(Q, A, P) terek altaldban kiilonbozoek, igy természetszeriileg a folyamatok is
kiilonbozéek. '3

2. Példa. Ha w Wiener-folyamat, akkor az u(t) = tw(1/t) folyamat is
Wiener-folyamat.

Ahhoz, hogy valami Wiener-folyamat legyen, a folyamatnak teljesiteni kell
a Wiener-folyamatot mint folyamatosztdlyt definidlé feltételeket. A példaban
gondot jelent, hogy a t = 0 idépontban az u nincsen definidlva, igy az uw nem
is lehet szigoru értelemben Wiener-folyamat. Ugyanakkor a példa értelem-
szerlen ugy értendo, hogy a ¢t = 0 id6pontra az u folyamatot a hatarértékével
terjesztjiik ki. Els6 1épésben tehat meg kell mutatni, hogy'4

lim tw <l> =0.
t—0 t

A hatarérték ugy értendd, hogy az €2 egy olyan részhalmazéan, amely valészi-
nisége 1, a hatarérték létezik, és értéke éppen 0. Ennek oka a kovetkezo: Ha

t = 1/n, akkor
w(t) = u <%> S

A w(n) eloszldsa N (0,4/n), és a w(n) tekinthet§ n darab fliggetlen
N (0,1) eloszldsi valdsziniiségi véltozd Osszegének. Mésképpen

(G

ahol az Gsszegben szerepld &, =4 N (0,1) tagok fliggetlenek. A nagy szdmok

n n

n
22:1 &k — Z:1N(0>1)

n n

> o wm _wm)—w(0) 3 wk) —wk-1) o

[e]

)

12v.6.: [7], 7.50. tétel, 246. oldal, [8], A.2 pont, 336. oldal.

13Hasonléan problémds példdul a Poisson-folyamat elnevezés. Ugyanakkor mind a
Markov-, mind a Poisson-folyamatok esetén az osztdly tagjai nyilvanvalé médon, definicié
szerint valamilyen paraméter, vagy paraméterek fliggvényei, igy azonnal viladgos, hogy az
adott elnevezés mogott nem egy folyamat, hanem folyamatok egy csalddja van. Tapaszta-
lataim szerint a Wiener-folyamat esetén ”els6 ranézésre” még matematikailag jél képzett
emberek szdmara sem azonnal vildgos a w szimbdlum pontos tartalma, igy azt gondolom,
hogy szemben a két emlitett folyamatosztéllyal, erre célszerli explicite utalni.

14v.6.: (8], A.10. 4llitas, 335. oldal.
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erds torvénye szerint'® a kifejezés a kozos N (0, 1) eloszlés vérhaté értékéhez,
vagyis nulldhoz tart. Masképpen fogalmazva, ha w (0) = 0, akkor az u folya-
mat folytonos lesz, vagyis a ¢t = 0 idopontban megadott definicié miatt az u
minden ¢ > 0 idépontban automatikusan folytonos. Tetsz6leges t-re az wu (t)

eloszlasa
1
w(t) =q tN (0, ﬁ) =N (o,ﬁ) :

és az egyes id6szakokban a novekmények a w megfelel¢ tulajdonsaga miatt
nyilvan fiiggetlenek maradnak, {gy az u-ra a Wiener-folyamatot definialé tu-
lajdonsagok teljestilnek, kovetkezésképpen az u Wiener-folyamat. ]

3. Allitds. A Wiener-folyamatok trajektoridi nem derivdlhatéak.'S.

A Wiener-folyamatok matematikailag legizgalmasabb tulajdonsiga, hogy
a folyamat trajektoriai egyetlen idépontban sem derivalhatéak. Irjuk fel a
differenciahanyadost egy tetszoleges ty idépontban:

Aw o w(h+t) —w(to)
Aty h '

A definicidk alapjan evidens, hogy tetszéleges to > 0 idSpont esetén a v (h) =
w (h + to) —w (to) folyamat szintén Wiener-folyamat. Ezt ugy interpretdlhat-
juk, hogy a Wiener-folyamat tulajdonséag fiiggetlen attol, hogy a folyamatot
mikor kezdjiik el megfigyelni. A kiilonbségi hanyados

2_:01;“2’1) ;sUG) Zu(s)

médon {rhaté, ahol értelemszertien s = 1 /h. Mivel a v Wiener-folyamat,
ezért az u (s) az €l6z6 példa szerint szintén Wiener-folyamat. Ha h — 0,
akkor s — o0, igy a differenciahanyados hatarértéke az egyes kimenetelek-
re Wiener-folyamatként , szétspriccel”, vagyis a korabban emlitett médon a
végtelenben egyre jobban ingadozik, igy a hatarérték nem létezik. ]

4. Példa. A tiokéletes véletlen: martingdlok.

Heurisztikusan a martingalokat a fair szerencsejatékokkal szokds azono-
sitani, de a két fogalom azonositasa csak azért nem megfelel6, mert nem
tudjuk, hogy mit jelent a ,fair szerencsejaték” kifejezés. Egy szerencsejaték
pontosan akkor fair, ha a jaték kumulalt nyereménye martingdlt alkot! Egy
masik definicié, hogy egy jaték fair, ha a jatékban val6 részvételért nem
jar kompenzaci6. De mi a kompenzacié definicidja, milyen folyamatokat
tekinthetiink kompenzaciénak? Egy tovabbi definicié szerint egy jaték fair,

15 A nagy szamok erés torvénye szerint fiiggetlen, azonos eloszlassal rendelkezé valtozék
szamtani atlaga egy nulla valdsziniliségli eseménytdl eltekintve a kozds eloszlas varhaté
értékéhez tart. A véges hatarértékhez valé konvergencia sziikséges és elegend§ feltétele
annak, hogy a kozos eloszlasnak legyen varhaté értéke.

16v.5.: [8] A.7. tétel, 332. oldal.
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ha az eredménye tokéletesen véletlen. De mikor lesz egy sorozat eredménye
teljesen, vagy tokéletesen véletlen? Mikor tekintsiink egy (&), sorozatot tel-
jesen véletlennek? Egyrészrol nyilvan olyan definiciot akarunk, amely kozel
all a fogalom koznapi értelmezéséhez, masrészt olyan fogalmat szeretnénk,
amellyel azért , konnyt szdmolni”. Ha a (&), sorozat tagjai csak korrela-
latlanok, akkor a matematikai tapasztalat azt mutatja, hogy a (&), sorozat
matematikailag tul dltaldnos. A korreldlatlansig til enyhe megkotés. A kor-
relalatlan sorozatokkal nehéz dolgozni, igy a korrelalatlan sorozatok praktikus
okokbdl nem tekinthetoek a véletlen sorozat megfelelé modelljének.

Kolmogorov egyik alapveté hozzajarulasa a valdszinliségszamitashoz az
volt, hogy megmutatta, hogy ha a (&), sorozat tagjai fiiggetlenek, akkor
a (&), sorozattal ,konny(i” dolgozni, vagyis elegans médon beldthatéak
olyan tételek, amelyeket a ,,tokéletesen véletlen” sorozatoktdl heurisztikusan
elvarunk. A fiiggetlenség fogalmdt a bevezetd valésziniliségszamitasi kurzu-
sokon természeti torvényként, a priori kategoriaként szokds bevezetni. Ugy
szokas tenni, mintha a fliggetlenség a tér és id6 kategdridjaval azonos szinten
levé alapkategéridja lenne a szemléletiinknek. A sztochasztikus folyamatok
elméletét megalapité Doob érdeme, hogy a fiiggetlen, nulla varhaté értéki
sorozat fogalmat felcserélte a martingal fogalmaval.

A martingal definiciéja a kévetkezd: Legyen adva egy (9, A, P) val6szi-
niiségi mez6. Legyen T a lehetséges idépontok halmaza. Az A halmazcsalad
az Osszes lehetséges események halmaza. Az A mellett minden t-re legyenek
adva az F;, t € T eseménycsaladok, amelyek a ¢ id6pontig bekovetkezett
eseményeket tartalmazzak. Az F; interpretdciéja miatt, ha s < t a T két
lehetséges idOpontja, akkor F, C F;, vagyis ha s < t, akkor minden az s
idépontig megfigyelhetd esemény megfigyelheté a ¢ idépontig is. Az (Ft),cqp
matematikai struktirat filtraciéonak mondjuk. Az (92, A4, P) mez6 mellett
az (F;), filtraciét is a modell alapadatanak tekintjiik és a targyalds elején
rogzitjitk. A 7" id6halmazon értelmezett £ (t) folyamatot az (2, A, P, (F),)
alapadatok mellett martingalnak mondjuk, ha az alabbi tulajdonsagok tel-
jestilnek:

1. A £(t) trajektoridi jobbrol folytonosak és rendelkeznek bal oldali ha-
tarértékkel.

2. Minden t € T esetén létezik az M (& (t)) varhaté érték és ha s < t,
akkor M (£ (1) | Fs) = & (s)-

Az elsé tulajdonsig diszkrét idépontokbdl allé T esetén természetesen
semmitmondé,'” folytonos idéhorizont esetén a martingalok rendelkezhet-
nek ugrasokkal,'® de az ugrdsokat még infinitezimélisan sem lehet elérelatni,
ugyanakkor a folyamatnak az ugrasokon kiviil més tipusi szakadasai nem

lletve értelmetlen. Ugyanakkor minden diszkrét idejii sztochasztikus folyamat
tekinthetd olyan folytonos idejii folyamatnak, ahol a folyamat csak a megadott egész értékii
idépontokban ugorhat.

18Definici6 szerint az ugrasok olyan szakaddsok, ahol a jobb és a bal oldali hatérérték
létezik.
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lehetnek. A médsodik tulajdonsdg szerint a folyamat statisztikailag el6reje-
lezhetetlen, vagyis a £ () érték becslését!® az Fy alapjan a £ (s) adja. A
folyamat martingdl, ha a multja alapjan a jovGjét nem lehet elérejelezni.

Egy folyamat tokéletesen véletlen, ha a multja nem szolgdltat informdcict a
jovdjére nézve. A legtébb, amit a miltbdl a jovdre nézve kiolvashatunk, az a
jelen dllapot.

Ezen a ponton érdemes egy tovéabbi filozdfiai megjegyzést tenni. A Kolmo-
gorov-féle valdszintiségszamitasi modellnek van egy alapveté hibaja. Mikor
is tekintiink egy sorozatot véletlennek? Ha adott valdsziniiségi valtozok
egy meghatarozott tulajdonsdgokkal rendelkezo6 diszkrét vagy folytonos idejli
folyamata. Diszkrét idoabrazolas esetén ez azt jelenti, hogy minden w esetén
adott egy (& (w)), szdmsorozat. Valdjaban azonban ilyen nincsen. Egy
részvény aranak alakuldsa csak egyszer figyelheté meg. Az dltalunk vizsgalt
egy darab részvény, egyetlen realizacidja mikor tekinthetd véletlen sorozat-
nak? A kérdés tobbek kozott Kolmogorovot is izgatta. Az altala és szamos
més matematikus?® &ltal talalt valasz a kovetkezd: Tegyiik fel, hogy adott
(an),, szamok egy sorozata. Ha a sorozat nem véletlen, akkor van benne
valami szabdalyszertiség. Akkor mondjuk, hogy egy sorozatban van szabdly,
ha megadhaté egy olyan eljaras, amely révidebb, egyszertibb, mint az ere-
deti és amelyet alkalmazva reprodukélni tudjuk a sorozatot. Némiképpen
pontosabban fogalmazva, ha egy sorozatban van szabaly, akkor irhaté egy
olyan szdmitégépes?! program, amely elérejelzi a sorozat tagjait.??. A prog-
ram hossza tekintheté a sorozatban szereplé komplexitas mértékének. Ha a
lehetséges legrévidebb program n sorbdl all, akkor a sorozat komplexitasa n.
Ha a legrovidebb program hossza, amely a sorozat elsé n tagjabdl elérejelzi a
sorozat (n + 1)-edik tagjat az n novekedésével ardanyosan né, akkor a sorozat
véletlen. Vegytik észre, hogy éppen errdl van sz6 a részvények aralakulasanak
elorejelzése esetén is. Nincs olyan fix hosszi, el6re rogzitett szamitégépes

19 Természetesen még most is korbeforog a definicié, ugyanis a becslés szét a feltételes
varhaté értékkel definidljuk. Nem tul jelentés megjegyzés, de taldn nem érdektelen
hangstlyozni, hogy ha becslésen nem csak a legkisebb négyzetek mddszerét értjiik, akkor
a terminoldgia félrevezetd, ugyanis léteznek olyan statisztikai becslési eljarasok, amelyek
nem azonosak a feltételes varhaté értékkel. A feltételes varhaté érték pontos matematikai
definicigjanak megértése komoly matematikai el6képzettséget kivan, igy a feltételes varhaté
értéket az egyszeriiség kedvéért mind altaldnos ”becslési eljardst” definidljuk, vagy inkdbb
interpretaljuk. A feltételes varhaté érték legegyszeriibb tulajdonsidgai emlékeztetnek a
varhaté érték megfelel tulajdonsigaira. Vegyiik észre, hogy a varhaté érték, az atlag
is egyfajta becslés, ha semmi tovdbbi informaciénk nincs, a jové ,,kézenfekvs” becslése a
mult dtlaga. V.6.: [7] 9.fejezet.

20A kérdés nyilvan visszamegy a tudomdnyos gondolkodds kezdetéig. A komplexitds
fogalmat Kolmogorovtdl fliggetleniil definidlé Chaintin szerint a kérdéssel mar Leibniz is
foglalkozott. A Leibniz &dltal adott védlasz éppen a Kolmogorov—Chaitin-féle komplexitas
definicigja: akkor mondjuk, hogy rendelkezésiinkre 4ll egy természeti torvény, ha van olyan
szabdlygyljteményiink, amellyel le tudunk irni egy adott jelenséget és a szabalygyiijtemény
egyszerlibb, mint a leirandé jelenség.

21 A szamitégépet rogzitjiik. Mondjuk az a szdmitégép, amin a széveget most from.

221, elembdl 4ll6 sorozat esetén mindig létezik n sorbél 416 program, amely a sorozatot
visszaadja: print aj, print ag, ... , print a, A kérdés csak az, hogy létezik-e olyan
program, amely ennél jéval révidebb.
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program, amely a mar ismert adatokbdl az adatsor kovetkezo tagjat megadja.
A martingdl definiciéja a véletlen sorozatok éppen ezen tulajdonsdgat ra-
gadja meg. Nincs olyan statisztikai mddszer, amely alapjan a multbdl a
jové elorejelezheto lenne. Masképpen fogalmazva a sorozat komplexitdsa a
sorozatban levo informécié nagysdganak mértéke, barmit is jelentsen az in-
formaci6 szé. Ha a sorozat véletlen, akkor a sorozat minden tagja meglepetés,
vagyis a sorozat informdcitartalma nem tomoritheté. A martingal olyan
sztochasztikus folyamat, amely megfigyelésébol szarmazd informécidtartalom
nem tomoritheto. ]

2 Ito-féle sztochasztikus integral

A sztochasztikus analizis legfontosabb fogalma a sztochasztikus integral. A
sztochasztikus integral, mint minden integral kozelité Gsszegek hatarértéke.
A kozelito Gsszegek silyozott Osszegek, vagyis az integrdl mindig stlyozott
Osszegek hatarértéke. Ennek megfeleléen minden integral esetén meg kell
kiilonboztetni a silyt, amit integratornak szokéas nevezni, illetve az Osszeg-
zendd értékeket, amit integrandusnak szokds mondani. A kiilénb6z6 integ-
ralfogalmak lényegében csak abban térnek el, hogy miként képezzik az in-
tegral értékét kozelito Osszegeket, illetve hogyan képezziik a hatarértékeket.
Az integral heurisztikus tartalma mindig a kozelité Osszegekbdl olvasandd
le. Az integral definicié szerint a kozelité Osszegek altal hordozott intuitiv
fogalmat terjeszti ki a hatérértékre. A sztochasztikus integral képzésekor a
sulyt valamilyen véletlen, kockazatos folyamat id6ben valé értéknovekedése
adja. A pénziigyi matematikaban a sily, vagyis az integrator névekménye
valamilyen pénziigyi termék adott idészakban valé armegvéltozésa, az in-
tegrandus pedig a kockazatos termékbdl az integralasi idoperiodus alatt tar-
tott portféli6 nagysdga. Ennek megfeleléen a pénziigyi matematikdaban a
sztochasztikus integrélok a kockézatos termékekbdl allé portfolidk értékének
alakulasat megado sztochasztikus folyamatként interpretalhatdak.

2.1 Négyzetes megvaltozas

A sztochasztikus analizis legfontosabb észrevétele, hogy nem minden szto-
chasztikus folyamat trajektériai korlatos valtozastak,?® s6t az érdekes folya-
matok, mint példaul a Wiener-folyamat, illetve altaldban a folytonos mar-
tingalok trajektéridi nem korldtos véltozasiak.2* Emlékeztetiink, hogy egy
f figgvényt egy [a,b] szakaszon korldtos véltozdsinak mondunk, ha létezik
egy K < oo korlat, hogy az [a, b] tetszleges (t), felosztasa esetén

STIF ) = Flte)| S K.
k

23V.6.: [7], 2.126. definici6, 95. oldal.
24v.5.: [8] 1.118. tétel, 79. oldal.
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Ha az f képe egy gorbe, akkor az ||f (tx) — f (tx—1)|| a gorbe két pontjanak
tavolsdga, és a fenti Osszeg tekinthetd valamely, az f altal leirt gorbét kozelito
tortvonal hosszéanak. A

Voo (f) = ?EI;Z If (t) = f (i)
)k

kifejezés, ahol a szuprémumot az Gsszes felosztason vessziik, tekinthet6 az f
altal leirt gorbe hosszanak. Ennek megfeleléen egy fliggvényt akkor tekint-
hetiink korlatos valtozasunak, ha az altala leirt gorbe hossza véges. Miként
kozismert, a klasszikus analizisben bevezetett Stieltjes-integral csak korlatos
valtozéast integratorok esetén értelmezett,?> igy a folytonos martingalok sze-
rinti integralok az analizisben megszokott médon nem értelmezhetoek. Hang-
stulyozni kell, hogy az integral nem értelmezhetésége nem azt jelenti, hogy
az integralas eredménye értelmetlen, rossz vagy a szemléletnek ellentmondd
érték. Ez azt jelenti, hogy a megadott definicié nem ad valaszt, sem jot,
sem rosszat, sem értelmeset, sem értelmetlent. Masik definiciét kell keresni,
lehetdleg olyat, amelyet a korabbi, jél bevalt esetben alkalmazva a korabbi
definiciot kapjuk vissza.

Az egész sztochasztikus analizis kulcsa a négyzetes megvaltozas! Az alap-
gondolat a kovetkezo:

Ha az 7 integrator V,, ;, (1) teljes megvéltozasa végtelen, akkor a An (ty,) =
7 (tr) —n (tx—1) novekmények ,,til nagyok”. Ha az n trajektériéi folytonosak,
akkor a An(ty) jellemzben egynél kisebb, igy a (An (tk))2 kisebb, mint a
|An (1], igy varhatéan, illetve remélhetSleg az?S

(n) = Jim > 7 n (1) = N (te1)]?
k-

kifejezés véges lesz. Példaul, ha n Wiener-folyamat, [a,b] = [0, 1], és (tx), a
[0,1] n egyenld részre valé felbontdsa, akkor

n(te) =1 (1) = N (o, %) ,

tehat

2 o 2 1 2
> k) =) = ;fk =4 ;N<0,%> —

A
Zk N (07 1)2

n

A nagy szamok torvénye alapjan a hatarérték egy valdszintiséggel 1étezik, és
az értéke M (N (0, 1)2) = 1. Trividlisan ldthatd, hogy ha a [0,1] helyett a

[0, T'] szakaszt irtuk volna, akkor a hatdrérték T lenne. Ennek megfeleléen a

25V.5.: [7] 1.17. kévetkezmény, 16. oldal, 17.25. példa, 825. oldal.
26§ jeloli a (tx ), felosztas finomsagat, vagyis 6 = maxy (b — tp—1)
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Wiener-folyamat négyzetes megvaltozasa?” a [0, T] szakaszon T. Ugyanakkor
nem csak Wiener-folyamat, hanem tetszoleges martingal esetén 1étezik véges
négyzetes megvaltozas,?® amely a trividlis konstans esettdl eltekintve mindig
pozitiv.2? Hangstlyozni kell, hogy &ltaldban egy martingdlra a négyzetes
megvaltozés fligg az id6tol és az w kimeneteltél. A Wiener-folyamat azért a
legegyszeriibb nem trivialis folytonos sztochasztikus folyamat, mert a négy-
zetes megvéltozasa a lehetd legegyszer(ibb. Vizsgaljuk meg az n Wiener-
folyamat teljes megvéaltozasat!

I (t) = (ten)l = 316l =a w :
b k

Ha oo > M > 0 jeléli az |N (0,1)] eloszlas varhaté értékét, akkor a centrélis
hatareloszlas-tétel miatt minden elegendGen finom felosztéds esetén, vagyis ha
n — oo

Dok &kl —nM _, >IN (0,1)] —nM

vn vn

~ N (0,1) ,

amibol ",
n
> I (tk) = n (k1) = N (0,1) + —= — 00
k

o

Mas oldalrél ugyanez. A négyzetes megvaltozasra

DAt < max [A7 (t)| Y 1An ()] -

k k

Mivel a bal oldal egy pozitiv konstanshoz konvergal, a jobb oldalon az els6
tényez6 a folyamat folytonossiaga miatt nulldhoz tart, a masik tényezének
végtelenbe kell tartani, ugyanis ellenkez6 esetben

0< (n)~ Y [An(t))* =0

k

lenne. Egy folytonos folyamatra, ha a teljes megvaltozas véges, akkor a
négyzetes megvaltozas nulla, ha viszont a négyzetes megvéltozas pozitiv,
akkor a teljes megvaltozas végtelen.

2.2 Martingalok négyzetes megvaltozasa, kompenzatorok

A négyzetes megvaltozassal kapcsolatos els6 kézenfekvé kérdés, hogy miként
interpretdlhaté. A négyzetes megvéltozds eredendden a véletlen ingadozé-
sokat tartalmazé folyamatokhoz rendelt fogalom, igy az interpretacidja is a
véletlen folyamatokkal kapcsolatban fellépé problémakhoz kotodik. Legyen
az 1 folyamat martingdl. Az n a martingdltulajdonsdg miatt definici6 szerint

27V.5.: [8] A.5. pont, 346. oldal.

28v.5.: [8] 3.24. 4llitas 234. oldal.

29 Amikor a martingal konstans trajektéridkkal rendelkezik. V.5.: [8] 2.41. Allitds, 157.
oldal.
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tokéletes véletlennek tekinthetd. Ez azt jelenti, hogy az n altal leirt jaték
,,iyereményfolyamataért” nem jar kompenzacid, nulla a koltsége annak, hogy
megszerezzilk az n altal reprezentalt jaték kifizetésfolyamatdt.

Ugyanakkor az n? folyamat esetén a helyzet teljesen més. Az n? folya-
mat értéke minden idépontban nem negativ, s6t altalaban pozitiv, igy az
n? véletlen kifizetés birtokldséért fizetni kell. Mi az n? folyamat fair ara?
Természetesen az n? fair dra az a folyamat, amelyet az n?-bdl levonva, tokéle-
tesen véletlen folyamatot kapunk, vagyis az n? dra az a 7 folyamat, amelyre
az n? — m martingal. Az n? birtoklasarél barmikor lemondhatunk, a jatékbol
barmikor kiléphetiink, igy a m kompenzator folyamatrdl kézenfekvo feltenni,
hogy monoton n8.3% Megmutatjuk, hogy az n* kompenzatora éppen az (),
vagyis az 0> — (n) folyamat martingal.3! Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel,
hogy 1 (0) = 0, ugyanis ellenkez6 esetben a gondolatmenetet az 1 (t) — 1 (0)
martingalra alkalmaznank.

77 () =) (&) =0 () = > (k) — 0 (te-1))” -
k

A négyzetes megvaltozasban szerepld zérdjelet felbontva

(0 (tk) = (tr-1))? (tr) + 1 (te—1)” = 20 (tr) 0 (tr-1) =

(tr) — 1 (th=1)? = 20 (te—1) (0 (tx) — 1 (tr=1)) -

Ebbdl kovetkezben, ha 0 = tp < t; < ... < t, =t a [0,t] idészakasz ele-
gendden finom felbontésa, akkor

772
772

n

PO © ~ o)~ 3 (P ()~ 1 () +
k=1
#3220t (7 (6) — (1)
k=1

A teleszkopikus Osszeget kibontva, és felhasznilva, hogy a feltétel szerint
1 (to) =n(0) =0,

7 (1) = () (1) = > 20 (tk—1) (7 (t) — 0 (te—1)) -
k=1

Megmutatjuk, hogy a

€)=Y mtea) (k) = (te1)) =D

tp<s k

30Nem folytonos folyamatok esetén célszerti megkdvetelni, hogy a 7 ,,elérejelezhetd”
legyen, vagyis a m kompenzditor értékét az ugrds ,,el6tt” ki kell fizetni, vagyis a varhaté
ugrasért a kompenzaciét az ugrdst megel6zéen el6re rogziteni kell, ugyanis az ugras utdan
mar konnyli okosnak lenni. A folytonos folyamatok egyik elény6s tulajdonsdga, hogy a
négyzetes megvaltozas és az igynevezett elérejelezhetd négyzetes megvaltozas megegyezik.
31v.s.: [8] 2.32. 4llitds, 152. oldal.
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Osszegekbdl all folyamat martingdl. Az 5 (tr—1) értéke a t—1 idépontban
ismert, igy a t;_1 idopontban végrehajtott M ( | ftk_l) becslések esetén
konstansként viselkedik, igy ezekbol a becslésekbdl kiemelhetd. Felhasznalva,
hogy az n martingél

M (dk | ‘Ftk—l) M (77 (tk'—l) (77 (tk') - U(tk—l)) | ftlc—l) =
U(tk—l) M ((77 (tk') - n(tk—l)) | ftk—l) =
1 (tk-1)-0=0,

ey M (772 ) —(n) (t) | ﬂ) = n%(s) — (n) (s), tehdt az n*> — (n) folyamat
valéban martingal.

2.3 DMartingalok szerinti Ito-integralas

Tegyiik fel, hogy az 1 martingal és prébaljuk meg értelmezni a

b
/a@mw

integralt.3?2 A sztochasztikus integréalt egy n folyamat elleni ,,jaték” ered-
ményeként kivanjuk interpretdlni. Az interpretécié szerint egy adott ¢ id6-
pontban 6 (t) Gsszeget tartunk az n éltal reprezentélt kockdzatos termékbol.
Nyilvanvalé médon a 6 (t) meghatérozasakor csak azokra az informécidkra ta-
maszkodhatunk, amelyekkel a ¢ idépont bekovetkezésekor mar rendelkeztiink.
Ez méasképpen fogalmazva azt jelenti, hogy a 6 (¢) at id6pontban az (2, 7, P)
valészintiségi mez6 felett valdszintiségi véaltozé. Ennek legfontosabb kovet-
kezménye, hogy a 0 (t) értéke az M (- | F;) feltételes varhaté értékbol kiemel-
hetd, vagyis a t idépontban végrehajtott becslések soran a 6 (t) konstansként
viselkedik. Maésképpen fogalmazva, ha An jeldli az n folyamat értékének
megvaltozésit a ¢ idépontot kovetd rovid idészakban, akkor 6 (t) An jeloli
a 0 (t) egyedbdl &ll6 portf6lié értékmegvéltozasit a ¢t idépontot kovetd ids-
szakban. Mivel a 0 (t) a ¢t id6pontban ismert, ezért a 0 (t) An értékvaltozas
becslése szempontjabdl a 0 (t) ,,érdektelen”, elegendé csak a An megvéltozést
becstilni, igy teljesiil a kovetkezd kiemelési szabdly:

M (0 (t) An | Fi) = 0 (1) M(An | Fi) -

A tovabbiakban ezt gyakran fel fogjuk hasznélni.

5. Definicié. Tegyiik fel, hogy az I, = 3", 0 (i) An (t1,) kizelité dsszegekben
T, kézelité pontnak a [tg—1,ti] intervallum T, = tp_1 kezddpontjdt vesszik.
Tlyenkor Ito-féle kozelité 6sszegekrdl beszélink.

A hagyomaéanyos integrdlelmélet targyaldsakor hangsilyozni szokds, hogy
a kozelito Osszegek képzésekor a 7, kozbiilsd pont tetszélegesen valaszthatd,
az integral értéke fliiggetlen attol, hogy melyik 7 idépontban szamoltuk ki az

32 Az egyszeriiség kedvéért a 6 és az n folytonosak.
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integrandus kozelité értékét. Az Ito-féle sztochasztikus integrélok esetében
ez nincsen igy. A kozelit§ Osszeget mindig az intervallum kezd&pontjiban
kell képezni. Matematikai szempontbdl az Ito-integral legfontosabb sajatja
éppen ez. A kozelitd Gsszeg ezen képzési szabdlya azonban igen szemléletes, és
tulajdonképpen nagyon természetes. Ha az 7 integratorfolyamatot kumulalt
nyereségként értelmezziik, akkor a An(ty) = [ (tx) — 1 (tx—1)] novekmény
a [tr—1,tr] idOszak alatt elért egységnyi befektetésre juté nyeremény, ko-
vetkezésképpen az idGszak alatt elért teljes nyeremény aranyos az idészak
sordn megtett 0 (1) téttel. Ugyanakkor egy fogaddsban a tétet mindig a fo-
gadds targyat képezd véletlen esemény elétt kell megtenni, vagyis a [t_1, tx]
idGszakra es6 fogadas nagysagat a t;_1 idépontban kell megadni.

6. Példa. A sztochasztikus integrdl értéke fligghet a kézelité pont megudlasz-
tasanak maodjatol.

Legyen w Wiener-folyamat és prébaljuk meg definialni az fab w dw integ-
ralt. A kozelit6 osszegekre attérve

IV = Y w(ti-) (wte) = w(ti-)
k

> w(tk) (w () = w (tr-1)) -

k

19

A két 6sszeg kozotti egyetlen eltérés, hogy a 7, kozelitdé pont az els6 esetben
a részintervallum eleje, a masodik esetben a vége. Ugyanakkor

Zw (tk-) Aw (tk-) — Zw (tk—l) Aw (tk-) =
k k
Z (w (tr) —w (tk—1)) Aw () =

k

D (wter) —w(te)”

k

I'r(LQ) - I'r(Ll)

vagyis a két kozelité Osszeg kiilonbsége éppen a Wiener-folyamat négyzetes
megvaltozasanak kozelito értéke. Ebbol kovetkezben, ha a két kozelito osszeg-
nek van hatarértéke, akkor a két hatarérték nem lehet azonos, vagyis az
integral értéke fiigg a kozelité pont megvalasztasi modjatél. Ez masképpen
ugy is fogalmazhatd, hogy tetszdleges koztes pont megengedése esetén az
integralkozelito osszegek sorozata semmilyen konvergenciafogalom esetén sem
lehet konvergens. ]

A négyzetes megvaltozds pozitivitdsa ersen felforgatja az integralelméle-
tet. Tulajdonképpen igen meglepd, hogy ebbdl a ,,gyaszos” helyzetbol mégis
van elegans kiit. Szamoljuk ki az

n

Ly =Y 0(te—) I (t) =0 (t-1)] = Y0 (1) An (t)
.

k=1



Bevezetés a sztochasztikus analizisbe kozgazdaszoknak 15

Ito-féle kozelitd Gsszeg varhatd értékét és szordsat. A feltételes varhatd
értékre vonatkozo toronyszabaly felhasznalasaval

M(I,) = (Zo te—1) An tk> ZM (tk—1) An (ty)) =

k

ZM (M (0 (t—1) An () | ftk_l)) =

ZM tk 1 (AU (tk) |~7:t;c—1)) =
ZM (te—1)-0) =0,

ahol természetesen kihasznaltuk, hogy az n martingdl, vagyis

M (An (tr) | Firy) =0,

és hogy a 0 (t—1) kiemelhet6 az F;, _, szerinti feltételes varhaté értékbol. A
szoras kiszamolasara ratérve, ha t > s, akkor

MO (1) [n (¢ +h) =n(0)]0(s)[n(s +h) =n(s)]) =
= MO () [n(t+h) =n(@)]0(s) [n(s+h)=n(s)]] F))
[
[

=M(0(t)0(s)[n(s+h) =n(s)]M([n(t+h)=n(®)]]F))
=M(0()0(s)[n(s+h)=n(s)]-0)=0,

ugyanis a 0 (t) 0 (s) [n (s + h) —n(s)] véltozé értéke a t idé6pontban mar is-
mert, ezért kiemelheté a ¢t idoponthoz tartozd feltételes varhatd értékbol.
Ebbdl kévetkezen az aldbbi szamolds soran a vegyesszorzatok varhato értéke
nulla:

7 (
7 (

D*(I,) = M (Zﬁ(tk—l)[n(tk)—n(tk—l)]> =
k

= M ;ZH(tk—l)H(tj—l)An(tk)An(tj) =

= M (0t byt (o)) ~

M (Z 0% (tk—1) [Q2 (tr) — Q2 (tk—l)]) .
%

ahol Q2 = (1) az 1 négyzetes megvaltozdsa. Az (1) nagysiga a hozzé tar-
tozo intervallum hosszanak novelésével monoton né, tehat az utolsé varhatd
értéken belilli Y, 62 (ty—1) A (n) (tx) kozelitd osszeg a klasszikus médon ér-

Q

telmezhetd fab 62 d (n) Stieltjes-integral egy kozelité osszege. Osszefoglalva:
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Ha az integrdalkozelité osszegeket az Ito-féle szabdly szerint a

> 0 (tr-1) [n (te) — 1 (tk-1)]
k

modon vdlasztjuk, és az n integrdtorfolyamat martingdl, akkor a kozelito
0sszeg vdrhato értéke nulla, variancidja pedig az M (fab 6’2d<77>) kézelité
osszege lesz.

Ha a 6 folyamat folytonos, és a felosztds finomsagat minden hataron tl
noveljik, akkor a kiilénb6zé felosztasokhoz tartozo kozelitd Osszegek szto-
chasztikusan kozel keriilnek egymashoz, vagyis ha az iddintervallum feloszté-
sat minden hatdron tdl noveljik, akkor az [t6-féle kozelité Gsszegek sorozata
a sztochasztikus konvergenciaban Cauchy-sorozat lesz. Némiképpen heurisz-
tikusan okoskodva: ha a (tz), felbontds mar elég finom, akkor az tdjabb
osztépontok hozzavételével a Y-, 67 (t—1) A (n) (t;) mér alig véltozik, ugya-
nis az (n) silyfiiggvény szerint vett fab 02 d (n) Stieltjes-féle trajektéridnkénti
integralok léteznek, igy a felbontas tovabbi finomitdsa mar nem véltoztat
az M (32, 02 (te—1) A (n) (tx)) szérdsnégyzeten. Némiképpen pontosabban,
ha I, és I,, két olyan kozelité Gsszeg, ahol az osztopontok tavolsaga mar
kisebb mint §/2, akkor az I,, — I, varhat6 értéke nulla, szérésa pedig feliilrél

becsiilhetd az
M (Z &3 (tr—1) A (n) (fk-))
k
kifejezéssel, ahol €5 (t) a 6 nagysdghoz tartozé folytonosségi modulus, vagyis
s (t) = sup{|0 (u) — 0 (v)] : u,v < t,|u—v| <6} .

A 0 (w,t) trajektoridk folytonossdga miatt minden t-re és w-ra €5 (t,w) — 0,
igy a Csebisev-egyenlotlenség miatt elég finom felosztasra tetszoleges rogzitett
Kk > 0 szam esetén, ha 6 \, 0, akkor

D2 (I — L) _ M (ff € d<77>)

2 — K2

P (|I'rL - I’m| 2 "f) S

— 0,
K

ugyanis

b b b
KI%M(/a €?d<77>>=1\/1</a %i\néfgd@ﬁ):M(/a 0d<77>>=0»

vagyis ha 6 \, 0, akkor az (I,), sorozat a sztochasztikus konvergencidban
Cauchy-sorozat.

TELJESSEGI TETEL: A valosziniségi valtozok halmaza a sztochaszti-
kus konvergencidban teljes, vagyis minden a sztochasztikus konvergencidban
Cauchy-sorozat sztochasztikusan konvergens.®3

33v.5.: [7] 3.12. 4llités, 116. oldal.
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Osszefoglalva az elmondottakat:

7. Allitas. Folytonos integrandus és martingdl integrdtor esetén az [a,b]
szakaszon képzett Ito-féle kozelitd osszegek sorozatdnak a sztochasztikus kon-
vergencidban létezik hatdrértéke, amelyet fab 0 dn maodon fogunk jelolni és a 0
n szerinti Ité-integrdlidnak fogunk mondani.>*

A korlatos véltozasu silyfolyamatok szerinti Stieltjes-féle sztochasztikus
integralok esetén a kozelité Osszegek sorozata a koztes pont megvélasztasi
modjatdl figgetlentil egy valdszintiséggel az integralhoz tart, a martingdlok
szerint vett [to-integralok esetén az integralkozelito 6sszegek nem 1 valdszint-
séggel, hanem csak sztochasztikusan kozelitik az integral értékét. Az Ito-féle
konstrukcié lényege, hogy egyrészt a kozelité Gsszegeket specidlisan valaszt-
juk, masrészt a trajektériankénti konvergenciat a kozelité osszegek sztochasz-
tikus konvergencidjara cseréljiilk. Mivel a majdnem mindenhol valé konver-
genciabdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia, ezért ha egy sztochasz-
tikus integral Stieltjes-értelemben létezik, akkor az integral Ito-értelemben is
létezik, vagyis az Ito-féle sztochasztikus integral a Stieltjes-féle sztochasztikus
integral altalanositédsa.

2.4 Sztochasztikus integralok négyzetes megvaltozasa

Miként lattuk, a sztochasztikus analizis kulcsa a négyzetes megvaltozas. Le-
gyen

M(t)é/o 0 (u) dn (u) |

ahol feltettiik, hogy az integral értelmes. Szdmoljuk ki a ¢ — M (¢) in-
tegrélfolyamathoz tartozé t +— (M) (t) négyzetes megvaltozas folyamatot.
Definicio szerint

Q

(M) (¢) > TAM (t))* =) (/t 0 (u) dn(u)) ~

S0 (1) (A (1)) ~

tr<t

S ) Al )~ [ Fa,

tp <t

Q

Q

ahol felhasznaltuk a

(An(t)* = (n(t) —n(te-1))” = A (1) =
(n () = (0 (te—1))

kozelité formulat, illetve, hogy elég finom felbontds esetén az f::_l Odn in-

tegral kozelithetd a kozelitd téglalap @ (ty—1) An (ty) teriiletével.®

34v.5.: (8] 2.12. allitds, 135. oldal.
35V.5.: [8] 3.46. tétel, 249. oldal, 422. oldal.
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2.5 Asszociativitasi szabaly

Tegyiik fel, hogy 7 (u fo ), és tekintsiik az fo u) dn (u) in-
tegralt. Mivel az mtegral a kozehto osszegek hatarértéke, ezért

Jowan~ 3 0t anu)

up <t

Az el6z6 alpontban latott gondolatmenettel egyezé médon az n (u) integral
fiiggvény An (uy) névekményei az 7 alakja miatt kozelithetéek a kozelitd
téglalapok

¢ (uk—1) Ap (ug)

tertleteivel, igy

/0 0(u) dn(u) ~ 3 0 (un1) € (un_1) Ap () / 6 (u) € (u) dp (u) -

up <t

Masképpen fogalmazva, integralfiiggvény szerinti integralas esetén a két in-
tegral elvégzésének sorrendje ,,csoportosithatd”. A szabdlyt szokds asszo-
ciativitasi szabalynak is mondani. Az elnevezés indoka a kovetkezo Ha az
integrélokat differencialis formdban frjuk fel, akkor dn = (dp, a fo w) dn (u)
integral pedig a

Odn = 0 (Cdp) = (6¢) dp

formalis szabaly szerint alakithatd, vagyis az

[ow ant= [ s dpw

atalakitas formalisan a differencidlis alakban felirt kifejezés atzardjelezése.
Vegytik észre, hogy az indoklas érvényes mindenfajta integréalra, igy a Stieltjes-
és az Ito-féle integralokra egyardnt haszndlhaté.36

2.6 Lokalis martingalok

Az Tto-integral definicidja alapjin a sztochasztikus integrél egy folytonos fo-
gadési folyamat nett6, kumuldlt eredménye. Az It6-integrdlban szereplé in-
tegrator martingdl. A martingélok szokésos interpretacidja, hogy fair jatékok.
Felvethet6 a kérdés, hogy az n fair jatékkal szemben jatszott 6 stratégiai
nettd, kumulalt eredménye fair jaték-e, vagyis a 6 megjatszasanak lehetosége
az érdekelt feleknek, legalabbis atlagban egyenld esélyt bthOblt vagy sem.
Masképpen fogalmazva, milyen feltételek mellett lesz a ¢ — fo 0 dn integral-

folyamat martingal? Tekintsiik a folyamat M (t) = Y sp<t 0 (sk—1) An (k)

36v.5.: [8] 2.63. 4llitds, 170. oldal, D.16. tétel, 428. oldal.
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kozelité Osszegét. A kiemelési szabdly szerint a mar t6bbszor latott médon
okoskodva

M (M (te+1) | Fr) = Z M (0 (si—1) An (s;) | Fri) =
_ g (t) + 0 (t) M ([ (trg1) — 1 (8)] | Fo) =
= M(ly) ,

vagyis a diszkrét kozelité Gsszegekbdl allo sorozat martmgal Fontos hangsu-
lyozni, hogy a sztochasztikus integralassal kapott ¢ — fo 0 dn integralfolyamat
azonban nem lesz martingal.?” Ebbél a szempontbdl a diszkrét, illetve a
folytonos idéabrézoldshoz tartozé modellek 1ényegesen eltérnek. A térgyalas
soran a diszkrét Osszegek és a folytonos Gsszegek, vagyis az integralok kozott
nem tesziink kiilonbséget. Ez természetesen stlyos matematikai hiba. Alta-
laban a sztochasztikus integralként csak tgynevezett lokalis martingalt3® ka-
punk, és kiilon figyelmet kell forditani arra, hogy mikor kapunk integralként
martingalt. A lényegi problémé&t az jelenti, hogy mig a kozelité Osszegek
varhato értéke az n martingdltulajdonsiaga miatt nulla, a felosztas finomita-
sa soran kapott sorozat hatarértékének varhato értéke mar nem lesz nulla;
altaldban ugyanis semmi sem biztositja a hatarérték és a varhaté érték fel-
cserélhetGségét.

A lokélis martingalok és a martingalok kozotti kiillonbségre intuitive jol ra
lehet érezni: a probléma az integrandusok nagysagrendjébdl ered. A martin-
galok ellen jatszott valamely szerencsejaték annyiban fair, hogy a stratégia
megvalasztasakor az egyes 1épések soran a jovot nem lehet eléreldtni, ezért a
téteket mindig a fogadas targyat képezé esemény elétt kell megtenni. Ebbol
kovetkezden az egyes 1épésekben a jaték ténylegesen fair. A jaték azonban
annyiban nem fair, hogy a jatszas jogat és a tétek nagysagat nem korlatozzuk.
A fogadé fél addig és akkora tétekben fogad amig akar, illetve amekkordkban
akar. A 0 folyamatra egyediil azt tettiik fel, hogy az értéke csak a multtdl
figg, de a nagysagat nem korlatoztuk. Elképzelhet6, hogy bizonyos w kime-
netelek esetén a t +— 0 (t,w) trajektéria nem korldtos médon né. Ha igy &ll
a helyzet, akkor nagy kockéazatot vallalva és korlatlan ideig jatszva altalaban
lehet nyerd stratégiat talalni. A Wiener-folyamat diszkrét verzidjaban, a fej
vagy iras jatékban, a kozismert nyerd stratégia a duplazé stratégia, amikor
vesztés esetén a nyereményt megduplazzuk. Mivel barmeddig, barmekkora
tétben jogunk van fogadni, és barmikor ki lehet szallni, nem tdl meglepo
modon a fogadd fél mind nyer, s6t elvileg végtelen sokat nyerhet. Masképpen
fogalmazva, egy martingdl szerinti sztochasztikus integral azért nem lesz mar-
tingal, mert az integrandus kockazata korlatlanul néhet. Ezért nem lesz a
sztochasztikus integral martingal, csak lokalis martingdl. A hazéardjatékos
célja, hogy a martingalként viselked6 véletlennel szembeni jatékban kihasz-
nélja, hogy a kumuldlt folyamat csak lokalis martingal és nem martingdl.
Ha természetesen a jatszhato 0 stratégidkat korlatozzuk, nem engediink meg

37v.5.: [8] 1.84. példa, 59. oldal.
38V.5.: [8] 1.77. definicié, 56. oldal.
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csak ,,ésszerl” kockazatot tartalmazo stratégiakat, akkor a jaték nyereménye
martingal marad, vagyis a jaték fair marad.?’

Megmutathatd, hogy a sztochasztikus integral konstrukciéja atviheté mar-
tingalokrdl lokalis martingalokra is, de evvel nem foglalkozunk.

2.7 Szemimartingalok

Ha egy sztochasztikus folyamat egy korlatos valtozasu folyamat és egy lokalis
martingal 6sszege, akkor azt mondjuk, hogy a folyamat szemimartingal. Ha
a & folyamat folytonos

X(t,w) =V (t,w)+ L(t,w)

szemimartingdl, akkor értelmezhetd az

/abdeé/:fdv+/:§dL

sztochasztikus integral. Vildgos, hogy a jobb oldali 6sszeg mind a két tagja
értelmes. Az elsé trajektorianként vett kozonséges Stieltjes-intergél, a mésik
egy sztochasztikus konvergenciaban vett Ito-integral. Mivel a majdnem min-
denhol valé konvergenciabdl koévetkezik a sztochasztikus konvergencia, az
fab &£d X tekintheto a Ito-féle kozelito Osszegek sztochasztikus konvergenciaban
vett hatarértékének. Ha X, és X5 két szemimartingdl, akkor definidlhaté a

%i\r%;AXl (te) AX, (tr) = (X1, X2)

40

négyzetes keresztmegvaltozas. Ha az X; korlatos valtozasd, és az Xo

folytonos, akkor ismételten

> AXy (t) AX (tk)
k

< max |AX (1) ; |AX (tk)] — 0.

Ebbdl kovetkezben, ha Xy, (t,w) = Vi (t,w) + Ly (t,w), ahol a Vj, korldtos
valtozasu, akkor a szokdasos folytonosséagi feltételek teljestilése esetén

(X1, X2) = (L1, L2) . (1)
8. Példa. Szimoljuk ki a

et = [ moia+ [ mwd

0sszeq négyzetes megudltozdsdt.

39v.5.: [8] 2.57. 4llités, 165. oldal.
40Természetesen a filtraciét elbre rogzitettiik, igy a két folyamat ugyanarra a filtraciéra
nézve szemimartingdl.
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Az fot MidG & 32y, <M (te—1) (G (tk) — G (te—1)) novekményei kozelitSleg
Mi (tk—1) (G (t) = Gi (te-1))

igy a kordbban elmondottakkal analég médon

(€ ~ D (ALE)) =Y O (th-1) AG (t) + 12 (r-1) AG (t))* =

k k
= > [77% (AG) + 13 (AG)* + 2771772AC1AC2} ~
k

Q

¢ ¢
/ i d{(G) + / 15 d{C2) + 22771772AC1AC2 ~
0 0 :

Q

t t t
Anm«ﬁﬁéﬁd@HaAmWw@@m

ahol tobbszor kihasznaltuk a négyzetes megvaltozas névekményére vonatkozd
(A¢)* ~ A (¢) formulét, illetve az analég médon érvényes

AGAG ~ A(C1,6)

kozelito képletet. Ha a (; folyamat folytonos és korlatos valtozéasu, és a (o
folytonos, akkor (&) (t) = fot n3 d (C2), ugyanis az 6sszeg tobbi tagjdban az
integrator értéke nulla. [

2.8 Négyzetes megvaltozas és arbitrazs

Miként a bevezetOben jeleztiik, a pénziigyi matematika kozgazdasagilag a
tokéletes piaci verseny hipotézisére épiil. Az elmélet kiindulépontja, hogy a
verseny tOkéletessége miatt a piacon nincsen lehet0ség arbitrazsra ugyanis
az arak valtozasat nem lehet a mult alapjan elorejelezni. Mas oldalrdl a
,,tokéletesen véletlen” folyamatok &dltal indukdlt mozgédsok trajektéridi ma-
tematikailag igen sajatos tulajdonsaggal rendelkeznek: a tokéletesen véletlen
folyamat négyzetes megvaltozasa pozitiv.

Tekintsiink egy n darab kockazatos eszkézbdl 4ll6 pénziigyi rendszert. Az
egyes eszkozok arat a t idépontban jeldlje

(1 (1), 85 (),.... 8, (1) .

Tegyiik fel, hogy az n darab eszkozokbdl all6 portfélibban a ¢ idépontban

(61 (t) 762 (t) LA 6” (t))

darab eszkoz van. A portfélié értéke a ¢ idépontban

VY 0,08 ()
k=1



22 Medvegyev Péter

A portfélié értékének megvaltozasa teleszkdpikus Gsszegként szamolhaté: ha
(t1), a [t,T] idStartam tetszéleges felbontasa, akkor

VD) -V(E) = Y (V) =V (1) =

l

iz (0 (t1) S (1) — Ok (ti—1) S (ti1)) -
k=1 1

Az elemi szédmoléssal ellen6rizhetd
a2b2 — a1b1 = aq (bg — bl) + b1 (a2 — al) + (QQ — al) (bg — bl)

képlet miatt a y_, (Ox (t1) Sk (t1) — Or (ti—1) Sk (ti—1)) Osszeg éppen az

T T
/6dS+/ Sdo +(0,S);
t t

kozelit6 Osszege. Altaldban, ha & és m két sztochasztikus folyamat, akkor

b b
s<b>n<b>—s<a>n<a>=/ §d77+/ ndé + (€.1)"

feltéve, hogy az integralok, illetve a négyzetes keresztmegvaltozas létezik.*!
Ezt a formulat szokés parcialis integralds formuldjanak is mondani. Ezt fel-
hasznélva a portfolio értékvaltozasa

n T n T n
V(T)—V(t)zZ/ akdsk+2/ Skdby + > (O, Sk)y -
k=17t k=171 k=1

9. Definicié. A (0y);_, portfélidsilyokat az (Sy),._, drak mellett onfinan-
szirozonak mondjuk, ha

AV => " 0,dSy ,
k=1

vagyis onfinanszirozo portfolio esetén a V' értékfolyamat megudltozdsa csak
az drak dSy megudltozdsdbdl szarmazik. A sztochasztikus differencidlokat in-
tegralalakban kitrva az onfinanszirozds feltétele azt jelenti, hogy tetszdleges
t < T iddpontok esetén

V(T)—V(t)Zi/Tadek.
k=171

10. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (0k),_, onfinanszirozd portflidsilyok
arbitrdzst alkotnak, ha (0r),_, sulyokkal képzett V értékfolyamatra V (0) = 0,

értjik. V.6.: [8] 2.17. allitas, 138. oldal, 3.1. allitds, 211. oldal.
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és van olyan T, hogy minden kimenetelre V (T') > 0 és egy pozitiv valdszind-
séggel rendelkezd halmazon a 'V (T) pozitiv.*?

Tegytk fel, hogy a parcidlis integralds formuldjaban a & és az 7 folya-
matok ,,nem elég véletlenek”. Ezen most azt a matematikai tulajdonségot
értjiik, hogy a két folyamat trajektdridi elég reguldrisak ahhoz, hogy a (£,7)
négyzetes keresztmegvaltozas nulla legyen. Ilyenkor a parcidlis integralas
formuldja a joval egyszeriibb

b b
5@n@—ﬂ@ﬂ@=/§%+/n%

alakot olti. Specidlisan ha & = 7, akkor

b
&) - =2 [ e.
Masképpen fogalmazva, ha a & , nem elég véletlen”, akkor érvényes a

de? = 2¢dg

derivélasi szabdly. Tegyiik fel, hogy (£) = 0 és tekintsiik a £ segitségével
megfogalmazhaté legegyszeriibb (B, S) kétvény-részvény modellt: B (t) = 1
és S (t) = 1+£(t). A B folyamat alatt természetesen a kotvényt, az S alatt
pedig a részvényt értjik. Legyen

05 (1) = — (€(1)° — 26 (1), s (t) = 26(1) .
a beruhdzasi stratégia. A megfelel$ értékfiiggvény

V(t) = 0s(t)-B(t)+0s(t)-5(t) =
= —(E@W) -2 +2 O 1+E0) = (E®) .

Ha a & (t) nem azonosan nulla, akkor a (0p,0s) par a (B, S) modellben ar-
bitrazs, ugyanis

av

d(€)” = 26de = 0 - 0+ Ogds =
= 0pdB +0sdS,

egyenloség miatt a portfolié onfinansziroz6. Masképpen fogalmazva, egy pia-
con akkor van lehet6ség arbitrazsra, ha a piacon a pénziigyi folyamatok , nem
elég véletlenek”.

42A definicié nem tSkéletes, ugyanis nem zarja ki a dupldzé stratégist, amely a végtelen
sok lehetséges t id6pont miatt eléfordulhat. Eppen ezért folytonos idéhorizont esetén az
arbitrazs definiciéjdban fel szokas tenni, hogy az értékfolyamat alulrdl korlatos, ahol az alsé
korlat kozgazdasagilag a kereskedést megvaldsité személy vagyona, illetve teljes hitelkerete.
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3 Ito-formula mint a Newton—Leibniz-szabaly
altalanositasa
A szemimartingglok osztdlya meglepGen stabil abban az értelemben, hogy

egy sor miveletet végrehajtva szemimartingalbdl szemimartingalt kapunk. A
szemimartingslok legfontosabb tulajdonsigét az Ito-formula tartalmazza.*3

11. Allitas. Ha F kétszer folytonosan derivdlhato n-vdltozos fiigguény, és
(€k)p—y folytonos szemimartingdlok, akkor

) - F kz/ o (€(5)) dei (5) +

22/ I 3xJ (s))d (&, &) (s) -

A bizonyitds nagyon messze vezetne, de azért némi indoklast célszerii
adni. Vildgos, hogy egyfajta Newton—Leibniz-szabalyrdl van szé. Prébaljuk
meg gy igazolni. Vegyiik a

F(E(8) = F(E(0) =D [F(€(t) = F (€ (te))]

k=1
teleszkdpikus felbontast. A kozonséges Newton—Leibniz-szabédly bizonyitdsa
esetén az
[F (& (th) = F(E(te-1))] ~ F (&) [€ () = & (tr-1)] =
n aF
- Lo (€ (7)) [&i (k) — & (tr—1)]

kozelitéssel szokas élni. Vegyiik észre, hogy az igy kapott

)16 () — &i (tr—1)]

kltl

Osszeg altaldban nem konvergens, ugyanis a 7, kozelité pontokat nem a
[tk—1,tr] szakaszok kezdépontjanak kaptuk, mdrpedig a sztochasztikus in-
tegral csak akkor konvergens, ha 7, = tx_1. A teleszkopikus Gsszeget be-
csiilhetnénk masképpen is. Ennek a klasszikus esetben nincs értelme, most
azonban célszerii, ha a Taylor-formula altal biztositott

F/ (€ (k1)) [€ (t) — € (tr-1)] + %F” (€ (7)) ([€ (tx) = € (Ex-1)])

méasodrendi kozelitéssel éliink. A Taylor-formula szerint a masodrendii tag-
ban levé 7, tovédbbra is a [ti—1, ;] egy kOztes pontja, de a 7, az elsérendii tag-
ban nem szerepel csak a mésodrendiiben. Emlékeztetiink ra, hogy a masodik

43V.5.: [8] 3.2. tétel, 211. oldal.
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derivélt egy kvadratikus alak, amelyre

7 (€m) [€) — € (1)) = 33 5t (€ (7)) A& (1) A& (1)

Az elsérendii kozelités éppen az

b ", (Y OF
F' (&) dé = (€) dé;
/ >

integralhoz tart. Mivel a keresztmegvaltozas n6vekményének becslése alapjan

AL (tr) AE; () = A6, &) ()

ezért
afai (€ (7)) AL (1) AL (1) ~ 83;; (6 (7)) A (66, &5) (8)
tehat
sz_vl aijai;j (€ (7h)) A& () AE; (1) =~ :1 afjan ; (€ () A (&, &) ()
(L enatee) o

Vegyiik észre, hogy a méasodrendii tagokbol képzett integral a négyzetes
keresztmegvaltozas szerint képzett integral, vagyis kozonséges Stieltjes-in-
tegral, igy az a tény, hogy a 7 nem az intervallum kezdGpontja, nem okoz
gondot.

3.1 Ito-formula idotol fiiggo transzformacios fliggvény
esetén

A tobbdimenziés Ito-formula specidlis esete amikor 7 (s) = f (s, £ (s)), ahol
az f kétvaltozds, kétszer folytonosan derivalhaté fiiggvény. Az Ito-formula
szerint

Ty T 9
e -rugw) = [ Fase [ Face
1 (T o%f 1 (T o2f
+§ ) @d<s>+§/t @d(@‘l‘
T 2
[ Ll .

; 0s0x
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Miként mér lattuk, ha a (3 (t,w) folyamat trajektéridi korlatos véltozésiak,

a (o (t,w) folyamat trajektdridi folytonosak, akkor ((1,(2) = 0, igy a mésod-
rendfi tagban tehat két tényezd elhagyhaté, kovetkezésképpentt

raemy-reem= [ Lasr [ Ll [[TLate .

t t

)= [ X dwls)

akkor az integralok négyzetes megvaltozasanak képlete szerint

([ [ s
/OXQ(s)ds

Ezt és az integralokra vonatkozod asszociativitasi szabélyt kétszer felhasznalva

Ha

[lo

(€) (u)

_ 3f Tof Torf _
JTET) - F(LEW) = X as+ [ Sraces [ Sha -

- [Tof Tof 1 (T orf

_tasd+taXd+2taX2d_

of 102 f 9 Tof
(2)
A pénziigyi matematika konyvek?® gyakran az Ito-formuldt ebben az alakban
szoktdk kozolni. Ez az alak azonban csak egy nehezen megjegyezhet6, némi-

képpen zavaros specialis formaja az altalunk targyalt, és remélhetéleg joval
vilagosabb, altalanos esetnek.

3.2 Parcialis és sztochasztikus differencialegyenletek

Tekintsiik a Black—Scholes-féle parcidlis differencidlegyenletet (PDE):

f+ S—f+— 2528f

5t 35 asz—rf, f(T,8) =max{S — K,0} .

Ez specidlis esete a

5 Hhgr 50 %zrf, f(T,z) = @ (x)

44v.5.: [8] 3.4. allitas, 214. oldal.
45V.5.: [2], 78. oldal, [3] 3.10. therorem, 38. oldal, de v.5.: 3.11. proposition, [4] 220.
oldal.
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Cauchy-feladatnak, ahol p és o a keresett f fiiggvényhez hasonléan a (t,x)
fliggetlen valtozdk fiiggvényei, az r pedig a t fiiggvénye. A parcidlis diffe-
rencidlegyenlet megolddsét sztochasztikus differencidlegyenlet (SDE) segitsé-
gével adjuk meg. Tekintsiik elGszor az dltalanos PDE-hez tartozd kovetkezo
ugynevezett Cauchy-problémat:46

of 0
8{+ 8f+— a—f—O, f(T,2)=2(z) . (3)

A parcialis differencidlegyenlethez formélisan*” rendeljiik hozzd a

d§ (s) = p(s,6(s))ds + 0 (s,€(s))dw(s) ,  &£(t)=x

sztochasztikus differencidlegyenletet. Vegyiik észre, hogy az id6 jelolésére a ¢
helyébe s keriil, a t idéparaméter és az x helyparaméter a kezdeti feltételben
jelenik meg. Ismételten megjegyezziik, hogy a sztochasztikus differencial-
egyenletre felirt, sztochasztikus analizisben megszokott jelolés valéjaban a
tetszéleges t < T id6pontokra teljesuld

(M) -z = M) —-£E@1) =
= [ nee@ass [ oe@dn

integralegyenléség teljestilését jelenti. Vezessiik be az ugynevezett Dynkin-
operatort, amely a PDE-ben szerepl6 = szerint vett derivaltakat tartalmazo
tagokbdl all:

3} 1
YOy S v
7 a2
Az A segitségével a (3) PDE
3}
Apar=0 rma=2@ ()

médon frhaté. Legyen®® f (t, z) € C? az egyenlet megolddsa. Az id6tdl fiiggd
(2) Ito-formula alapjin

of o2
#© = Fas+Laey 25 Lai =
_ (o 3_f 1.20°f Of 4 2
- <35+ "oz T2 3x>d+03xd -
= <gf+Af>ds+a%dw.

46Vegyiik észre, hogy a feladat homogén, vagyis nem tartalmazza az f fiiggvényt, csak
a derivéltjait, vagyis az rf tagot elhagytuk.

4THangsulyozni kell, hogy a hozzirendelés formalis, kovetkezésképpen mechanikus.

48 Az f € C2 jeldlés azt jelenti, hogy az f kétszer folytonosan derivilhaté.
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Az egyenléséget integralként részletesen kiirva és felhaszndlva, hogy az f
megolddsa a PDE-nek, vagyis teljesiil a (4):

raem-reem = [ <gf+Af> + [ Hoau=

[

Ha a mésodik tag elég j6,*° akkor mind a két oldalon varhaté értéket véve,
felhasznélva, hogy a sztochasztikus integral varhaté értéke nulla

M (f (T.€(T) = f (L€ (1) (/ —odw):o_
Mivel a £ (s) eleget tesz az SDE-nek, ezért a kezdeti feltétel miatt £ (¢) = z,
tehdt az f (t,£(t)) = f (t,x) konstans. Az Gsszefliggést atalakitva:
M (f (T, €(T)) — f (£, (1)) = M (f (T,£(T))) — f (t,2) = 0.

Atrendezve
ftz) =M(f(T,&(T))) =M(® (1)) ,

ahol felhasznaltuk, hogy az f megolddasa a PDE-nek, tehat minden y-ra
f(T,y) =@ (y), gy f(T,£(T)) = @ (£(T)).

Térjlink vissza az eredeti

of  of 1
8—{+ 8—f+§ a—x“zzrf, f(T,z) =@ (x)

inhomogén PDE-re. Az inhomogén egyenlet helyett vegyiik a

Oh  Oh 1 ,0%h T o
o THas T30 W—O, h(T,JJ)—eXp(—/O rds)@(x)—\ll(x)

homogén egyenletet. Vezessiik be az

Ft,7) 2 exp </Ot rds) h(t,2)

h(t,x) = exp <— /t rds) ftx) .
0
Mivel

oh 3} !
5 = 8texp< /Ords>f(t,x)=

= —r(t)exp <—/Ot7‘ds>f(t,x)+exp <—/Ot7‘ds> %f(t,x) :

49Vagyis a sztochasztikus integral nemcsak lokélis martingdl, hanem valédi marting4l.

fliggvényt, vagyis
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ezért, felhasznélva, hogy az r csak a t fliggvénye

Oh | Oh 1,0

E_Hiax 27 022
' of , of 1 ,0%f
exp<—/07‘ds> [E—l—u%—l—ao @—r(t)f ,

ami csak ugy lehetséges, ha

of . Of |1 ,0°f
+M8x+20 0x? =l

A mar bemutatott médon a homogén egyenletet megoldva

M (h (T,€ (T))) = ML(¥ (& (T))) £
exp <_/0 rds) M (®(&(T))) ,

az inhomogén egyenlet megoldédsa

h(t,x)

f(t2) = exp (— / r(s) ds> M (® (£ (T))) -

Vegyiik észre, hogy az M varhato érték a sztochasztikus differencialegyen-
lethez tartozé valészinliség szerint értendd. A sztochasztikus differencidl-
egyenlet egy matematikai segédeszkoz, amely kozvetleniil a parcialis differen-
cidlegyenlethez tartozik és ezért teljesen fiiggetlen attdl, hogy miként jutot-
tunk a parciélis differencidlegyenlethez. A derivativ drazas elméletében® a
parcialis differencidlegyenletet egy masik sztochasztikus differencidlegyenlet-
bol vezetjik le, amely egyenlet az drak mozgasat irja le és amely egyenlet
a statisztikailag megfigyelhet6 valdsziniiségi mezé felett van értelmezve. A
parcidlis differencidlegyenlet megolddsakor hasznalt segédmezd azonban egy
mésik valsziniiség,® amelyet szokds kockdzatmentes valészintiségi mezdnek
nevezni és amely elvileg semmilyen kapcsolatban sincsen az eredeti problé-
maban szerepl$ statisztikailag megfigyelt adatokra tamaszkodod valdszintiségi
mezovel.
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INTRODUCING STOCHASTIC ANALYSIS

In the article we present a short, intuitive introduction to stochastic analysis. Our
presentation is aimed for economist and we try to discuss only the most elementary
properties of the stochastic analysis. Instead of precise proofs we present some sim-
plified intuitive arguments. The central concept of the discussion is the quadratic
variation and the It6’s lemma.



