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Kivonat

A nem teljes informécios jatékok szokasos jatékelméleti modellbe fog-
lalasanak problémaja a véleményrangsorok modellezése. A cél a Harsanyi
Janos altal bevezetett tipustér megkonstruédlasa. A célunk, hogy megmu-
tassuk miként kapcsolodik a véleményrangsorok kérdése az inverzlimesz
fogalmahoz, illetve egy a mérték inverzlimeszek létezésére kimondott, az
ismert tételeknél altalanosabb eredmény segitségével egy olyan tipustér 1é-
tezését latjuk be, amely egyetemes, teljes, és a paramétertér, amire épiil,
tisztan mérhets (nem topologikus).

1. Bevezetd

Egy adott szituacio jatékelméleti modellezése soran gyakran felmeriil a jatéko-
sok informéltsdgara vonatkozo ismeretek kérdése, tehat, hogy mit gondolnak
az egyes jatékosok az adott szituéciordl, ill. mit gondolnak arrél, hogy maés
jatékosok mit gondolnak az adott szituédciordl s.i.t. A modellt kezelhetetleniil
bonyolultta teheti a kiilonb6z8 szintd vélemények végtelen hierarchidinak ke-
zelése, tehat a véleményrangsorok explicit vizsgilata. Ennek a probléméanak a
kezelésére a koztudas fogalma jelent megoldast (lasd Aumann [I), tehat egy
olyan jaték felirasa, ahol a jaték (minden eleme) kéztudott; minden jatékos
tudja, hogy minden jatékos tudja, ... a jaték elemeit.

Sok esetben adott a koztudott jaték, sokszor azonban olyan szituéciot kell
modellezni, ahol valamely eleme a jatéknak, tehat valamely paraméter nem
koztudott. Ekkor a cél szintén egy koztudott jaték felirasa, tehat egy olyan
modell, amely mér nem tartalmaz véleményrangsorokat explicit médon.

Harsanyi [8] a tipus fogalménak bevezetésével keriilte meg a véleményrangso-
rok problémajat, mely fogalom a jatékosok lehetséges ,fajtait” jelenti. Harsanyi
szerint ,, gy tekintjik a c; vektort, mint amely az i jdtékos bizonyos fizikai, tdr-
sadalmi és pszicholdgiai jellemzdit reprezentdlja, amely vektorban osszegyilnek
az i jatékos hasznossdagi fliigguényének f6bb paraméterei, tovdbbd f6bb elképzelései
a tdrsadalmi kornyezetrdl ... a jaték szabdlyai olyanok, hogy megengedik bdrme-
lyik jdatékosnak, hogy egyetlen lehetséges tipusba tartozzon, annak megfelelden,
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hogy a c; vektor milyen értéket vesz fel ... minden jdtékosrdl feltesszik, hogy
ismeri énmaga tipusdt, de nem ismeri a t6bbi jdtékosét.”

Heifetz és Samet [10] formalizalta Harsanyi tipus fogalmét (a mérhetdseégi
strukturat itt nem adjuk meg):

1. definicié. Az S paramétertérre épiild tipustér < (T;, M;)icarugoy, Mienr >
(roviden < (T, M), m) >) (ahol M a jdtékosok halmaza, és 0 egy extra jdtékost
jelol) a kivetkezd:

1. Ty =S, (T;, M;) mérhetd tér Vi € M U {0}-re,

2. fi: Ty = (A(T, M), Aps) mérhetd fiigguény Vi € M-re, ahol A a valdszi-
niségi mértékek halmazdt jeloli, T = X jepruqoyTj €s M = @jenugoy My,

8. margr, m,) fi(t:) = 0¢,, ahol 0y, a t;-re koncentrdlt Dirac-mérték Vt; € T;-
re.

Konnyen lathato, hogy az (1] definiciéban a 2. és a 3. pont ,0sszevonhato,;:

2. definicié. Az S paramétertérre épiild tipustér < (T;, Mi)iemugoy, Miem >
(roviden < (T, M), m) >) (ahol M a jdtékosok halmaza, és 0 egy extra jatékost
jelol) a kévetkezd:

1. Ty = S, (T;, M;) mérhetd tér Vi € M U {0}-re,

2. fi T, —» (A(T-;, M_;), Ags) mérhetd figguény Vi € M-re, ahol T_; =
Xjeuu{oh\ (i} T €8 M_i = @jeufop{iy M-

A tipusterek két tulajdonsigat emlitjiik itt meg. Az elsG a tipustér egyete-
mes volta. Egy tipustér egyetemes egy modell tekintetében (tehat ahol a pa-
ramétertér és a lehetséges vélemények rogzitettek), ha minden adott modellbeli
tipustérnél bévebb, tehat minden véleményt tartalmaz. A méasodik tulajdonsag
a tipusterek teljessége. Egy tipustér teljes, ha minden a paramétertérre épiilé
kovetkezetes véleményrangsor tipus, tehat ha tetszéleges modellbeli vélemény-
rangsor megfeleltethets egy [I] definiciobani tipusnak.

Sem Harsanyi, sem Heifetz és Samet nem konstrualt tipusteret, adottnak
tekintették azt. A tipusterek megkonstruélasa véleményrangsorokon keresztiil
Boge és Eisele [3], Mertens és Zamir [14], Brandenburger és Dekel [4], Heifetz
[9], Mertens et al. [I5] és [I7] munkik témaja. Ugy tiinik, hogy a kompaktsig
fogalma nélkiil nem lehet teljes egyetemes tipusteret elGallitani (lasd Heifetz és
Samet [11]), igy a fenti munkik mindegyike hasznalja a kompaktsag fogalmat,
bar igen eltérs modokon. Ezen munka, amely [I7] egy tovabbfejlesztett forméaja,
olyan modellt vezet be, ahol a paramétertéren csak mérhetdségi struktira van
(minden egyéb munkaban a paramétertér topologikus), és a vélemények olyan
valészintiségi mértékek, amelyek megszoritésai a kiilonboz6 szint vélemények
tereire kompakt regularisak. Ebben a modellben olyan egyetemes tipusteret
konstrualunk, amely teljes.

A kovetkezs fejezet a matematikai apparatust ismerteti, mig az utolséd rész
a matematikai eredmények jatékelmeéleti alkalmazasat oleli fel.



2. A mérték inverzlimesz létezése

A kovetkezdkben feltessziik, hogy a mértékek valoszintségi mértékek. ElGrende-
zett halmazon olyan halmazt értiink, amelyen értelmezve van egy binaris rel4cio,
mely tranzitiv, és ha a halmaz egy eleme relaciéban van valamely mas elemmel,
akkor sajat magaval is relaciéoban van. Felfelé iranyitott halmazon olyan eléren-
dezett halmazt értiink, amelynek tetszGleges két eleméhez létezik halmazbani
majorans elem. Legyen p A C P(X) gytrin értelmezett halmazfiiggvény, és
legyen C C A. pu szoros a C halmazrendszeren, ha tetszéleges € > 0-hoz és tetszs-
leges A € A-hoz, 3C € C, hogy C C A és u(A\ C) < e. Tovabba VZ € P(X)-re
legyen 1i*(Z) = max{inf(4,), e, zcu,a, 2on 1(An),SUPz5c4 M(A)}B

3. definicié. Legyen (I, <) eldrendezett halmaz, és legyen (X;);c; nemdires hal-
mazok egy csalddja. Legyen tovdbbd fi; : X; — X, ha i < j.

1. (i<jésj<k)= fic=fijo [k,

2. f“ = del Vi € I-re.

Az 1., 2. pontoknak eleget tevd (X, (I, <), fijli<j) rendszert inverzrendszernek
nevezzik.

Az inverzrendszer (projektiv rendszer) tehéat egyméshoz kapcsolt halmazok
rendszere.

4. definicié. Legyen ((X;, As, pi), (I, <), fijli<;) inverzrendszer, ahol (X;, A;,
wi)-k mértékterek.

1. fij mérheté V(i < j)-re,
2. i = pyo fi; V(i < j)-re.

Az 1., 2. pontoknak eleget tevd ((X;, Ai, i), (I, <), fijli<;) rendszert mérték
inverzrendszernek nevezzik.

5. definicié. Legyen (X;, (I, <), fijli<;) tetszdleges inverzrendszer. Legyenek
X = HX“ P = {zxe X |pri(z) = fijoprj(x), Y(i < j)}, ahol pr; a koordi-
iel
ndta leképezés X-bol X;-be. Ekkor P-t az (X;,(I,<), fijli<;) inverzrendszer
inverzlimeszének nevezzik és P = lim(X;, (I, <), fi;li<;)-vel jeldljik. Legyen
o . . =
tovdbbd p; = pri|p, ekkor p; = fij op; V(i < j)-re.

Az inverzlimesz (projektiv limesz) a halmazok Descartes-szorzat fogalmé-
nak &ltalanositasa. Ha példaul (I, <) az iires relacio, akkor az inverzlimesz a
Descartes-szorzat.

6. definicié. Legyen ((X;, Ai, pi), (I, <), fijli<;j) mérték inverzrendszer, és le-
gyen P =1m(X;, (I, <), fijli<j)-

1. (P, A), ahol A a legdurvdbb (legszikebb) o-algebra, melyre p; mérheté Vi €
I-re,

L* tulajdonképpen kiils§ mérték. Azt szeretnénk azonban, ha p* = u lenne A-n, igy a
o-additivitas hianya miatt meg kellett egy kicsit valtoztatni az eredeti fogalmat.



2. p (P, A)-n olyan mérték, hogy u ogo;1 = u; Vi € I-re.

Az 1., 2. pontoknak eleget tevd (P, A, n) mértékteret mérték inverzlimesznek
nevezzik és (P, A, u) = @((Xi,/li,,ui), (I, <), fijli<j)-vel jeloljiik.

A mérték inverzlimesz létezésének egyik problematikus pontja p o-additivi-
tasa. Ennek a probléméanak elkiilonitése céljabol vezetjiik be a kovetkezd fogal-
mat.

7. definicié. Legyen ((Xz,./\/lz,uz) (I,<), fijli<j) mérték inverzrendszer, és le-
gyen P = L <), fijli < 7).

1. A= Uie]p;l(Mi) algebra,

2. u A-n értelmezett olyan additiv halmazfigguény, hogy MOpf1 =u; Viel-
Te.

Az 1., 2. pontoknak eleget tevd (P, A, p)-t gyenge mérték inverzlimesznek ne-
vezziik és (P, A, 1) = w — @((Xi,./\/li, wi)s (I, <), fijli<j)-vel jeloljik.

Ahhoz, hogy ,értelmes” mérték inverzlimeszt kapjuk sziikséges P inverzli-
mesz nemiiressége. Ennek biztositasara vezette be Bochner [2] a sorozatmaxima-
litas fogalmat. Késsbb, Millington és Sion [13] gyengitette a sorozatmaximalitas
fogalmat, mely &ltaldnositds a majdnem sorozatmaximalités.

8. definicié. Az ((X;, M, i), (I, <), fijli<j) mérték inverzrendszer majdnem
sorozatmazimdlis (almost s.m., almost sequentially maximal), ha tetszéleges
i1 <ig <...€ I ldnchoz 34;, g X, halmazok, hogy

. flm(AZ-n) C A;, V(n<m)-re

Int Tm

o pf (A;,) =0 Vn-re,

ha z;, € (X;, \ Ai,) €5z, = fi i, (Ti,,,) Vn-re, akkor 3oz € P = @(Xi, (I,
<), fisli<j), hogy i, = pi, (x) Yn-re.

Vegyiik észre, hogy a majdnem sorozatmaximalitas biztositja az inverzlimesz
nemiirességét, tehat ebben az esetben a majdnem sorozatmaximalitas kivaltja
a Kivélasztasi Axiomat.

9. kévetkezmény. Legyenek (X,,, M,,) mérhetd terekn € N, (Y,,,N,,) = (x*,
X, @8 M), s (Yo, Na, tin), (N, <), frunlm<n), ahol fon-ek koordindta leké-
pezések és p,-ek tetszéleges valdsziniségi mértékek, melyek eleget tesznek a [
definicio 2. pontjinak. Ekkor (Yo Ny, pn), (N, <), frunlm<n) mérték inverzrend-
szer majdnem sorozatmazimdalis.

Bizonyitas. Vildgos, hogy hm( s (N, <), franlm<n) = X2, = x2,X;. A
koordinata leképezések szur3ekt1v1tasa miatt A,-eket P-nak vélasztva kapjuk a
[B definiciéban szerepls fogalmat. m

A kovetkezd allitas, mely f6 matematikai allitasunk, Metivier [16] (269. old.),
Mallory és Sion [12] eredményeinek altaldnositasa, tehat Bochner, ill. Choksi
[5] eredményeinek tovabbi altalanositasa.



10. tétel. Legyen ((X;, M;,Ci, ), fij, (I, <))|i<; mérték inverzrendszer, ahol
C; € M; o-kompakt halmazrendszer Vi € I-re. Ha

1. (I,<) felfelé iranyitott,
2. fi;(C;) CC; V(i < j)-re,
3. f;l({xl}) NC; Y(i < j)-re o-kompakt halmazrendszer Vx; € X;-re,
4. ha Cy,Cy € C;, akkor C1NCy € C; Vi € I-re,
5 (X5, My, i), (I, <), fijli<y) majdnem sorozatmazimdlis,
6. p; szoros a C; halmazrendszeren Vi € I-re,
akkor (X, M, p) = lm((Xy, My, pi), (I, <), fijli<;) létezik és egyértelmi.

A bizonyitast darabokra bontjuk. ElGszor a o-additivitas kérdését jarjuk
kébe.

11. definicié. Legyen A C P(X) gyird, C C A halmazrendszer és u A-n értel-
mezett additiv halmazfiggvény. Ekkor C halmazrendszer p-majdnem o-kompakt,
ha tetszéleges (Cy)nen C C halmazsorozathoz és tetszdleges € > 0-hoz 3A C X
w*(A) <€, hogy ha CAN (N,C,) =0, akkor 3m € N, hogy CAN (N™_,C,,) = 0.

s sz

maximalit4s fogalmabol (8 definicio) és a[T4]l allitasbol érthetd meg.

12. segédtétel. Legyen A C P(X) gyirid, C C A u-majdnem o-kompakt hal-
mazrendszer, ahol p A-n értelmezett additiv halmazfiiggvény, mely szoros C-n.
Ekkor p o-additiv A-n.

Bizonyitas. A bizonyitas konnyen lathato, az olvaséra hagyjuk. =
A kovetkez allitas Rao [I8] eredményének altalanositésa.

13. allitas. Legyen ((X;, M, i), (I, <), fijli<;) olyan mérték inverzrendszer,
hogy

1. (I, <) felfelé iranyitott halmaz,

2. (Xs, My, ), (1, <), fijli<j) mérték inverzrendszer majdnem sorozatma-
zimalis.

Ekkor (P, A, p) = w — l‘gl((Xi,Mi,ui), (1,<), fijli<j) gyenge mérték inverzli-
mesz létezik és egyértelmii.

Bizonyitas. A bizonyitas konnyen lathato, az olvaséra hagyjuk. m

14. allitas. Legyen ((X;, My, 1;),(I,<), fijli<;) mérték inverzrendszer, C; C
M; o-kompakt halmazrendszer Yi € I-re, és legyen J C I. Ha

1. (I, <) felfelé iranyitott halmaz,

2. a J halmaz minden megszamldlhato részhalmazanak van legkisebb eleme,



3. £5(C;) € C; W(i < j) € I-re,

4. f;l({xz}) NC; V(i < j) o-kompakt halmazrendszer Va; € X;-re,
5. ha C1,C5 € C;, akkor C1yNCy € C Vi € J-re,

6. p; szoros a C; halmazrendszeren Vi € I-re,

7. (X, M, i), (I, <), fijli<y) mérték inverzrendszer majdnem sorozatma-
ximalis,

akkor C = Uieri_l(Ci) p-majdnem o-kompakt halmazrendszer M-ben, ahol
(Pa M7/~‘L) =w — h£1((X17MZ7M1)7 (Iv S)v .fZ]|’L§j)

Bizonyitas. Az 1.,a 7. feltételek és a[13] allitas miatt (P, M, n) = w—l'gl((Xi,
M, i), (I, <), fijli<j) letezik és egyértelmd. Ekkor elég latni, hogy tetszéleges
(Cn)nen C C-hez és tetszdleges € > 0-hoz 3A C P u*(A) < €, hogy ha Vm € N-re
CAN(N™ ,C,) # 0, akkor CA N (N, C,,) # 0.

Legyenek (Cp)nen € C és € > 0 tetsz6legesen rogzitettek. Legyen N; =
{neN|C, =p;'(C), C!eCiicJ}Vie Jre. Legyen tovabba i(n) egy
tetsz6legesen rogzitett eleme {i € J | n € N; }-nek.

Legyen i1 az {i(1),i(2),...} halmaz legkisebb eleme (a 2. feltétel miatt
létezik). Hasonloan legyen iy, a J \ {i, }n<m halmaz legkisebb eleme Vm € N-re.

Legyenek A; -ek a[8 definiciébani halmazok (7. feltétel), és legyenek A;, €
M, hogy A;, C A; és p;, (A;,) = 0 Vn-re (M, -ek o-algebrak, igy léteznek
ilyen A; -ek). Ekkor a 6. feltétel miatt IK;, € C; , hogy K;, C CA;, és
pi, (Ki,) > 1 — 55 % Vn-re. Legyen A =U,p; ' (CK;,).

A kovetkezokben azt mutatjuk meg, hogy pu*(A) < e.

Indirekt tegyiik fel, hogy u*(A) > e. Ekkor, mivel A = U,p; '(CK;,) és
pi, (CK;,) < 555 % Vnere, igy 3i* € I, 3B" € M+, hogy pi-(B") > 3¢, és
B = p;.'(B") jelslés mellett B C A.

Legyen j; € I olyan, hogy j1 > i* és j1 > ip; altalaban, legyen j, € [
olyan, hogy jn > jn—1 €8 jn > i, Vn > 2 (1. feltétel). Ekkor 3C7* € C;,, hogy
Co C (fid (BN (i1, CK ) UA;,)) és pj, (C7) > % (6. feltétel), ahol A;, a
71 < jo < ... lancra vonatkozik a definiciébél. Hasonléan, ICI~ € Cj,, hogy
CIn C (fi;, (BN (f7 5, (CK:, ) UA;,) s py, (CI7) > % Vnere.

Cin-ek vélasztasa (mértéke) miatt N7, f;, ;. (CI") # O Vm-re, igy a 8.
feltétel miatt N, fj 5, (C7") # 0. Legyen z;, € Ny fj;,(C7") tetszolegesen
rogzitett. Az x;, valasztésa miatt fjjjl-g({mjl}) N (NIy [, (CT7)) # O Ym-
re. Ekkor a 4. feltétel miatt szl-z({le}) N (Nn>2fja5, (CI7)) # 0. Legyen
Zj, € fJ:jl'2({$j1}) N (Nn>2fj.5, (Cm)) tetszolegesen rogzitett. Ekkor

i figi(2),) ¢ CKG, és fiyg(2),) ¢ O,
ii. 2, € fi.] (B") és zj, € fie] (BY).

Definidljunk a fenti médon egy (x;, )nen sorozatot, ekkor Vn-re
iil. fi,j.(25,) ¢ CK,,

iv. z;, € fiijlln(Bi*).



A 7. feltétel miatt 3x € P, hogy x;, = p;, () Vn-re. Ekkor azonban, iii.
miatt x ¢ A, mig iv. miatt = € B, tehat B ¢ A, ami ellentmondas.

A kovetkezSkben azt mutatjuk meg, hogy ha ¥m € N-re CAN(N™_,C,,) # 0,
akkor CA N (N,Cy,) # 0.

Legyen C™ = K;, N (Njesfii(Ninen;n<myp;i(Cn))) ¥m € N-re. Ekkor
C™ £ (), és a 3. és az 5. feltevés miatt C™ € C; Vm € N-re. Vilagos, hogy
Cc™ D C™tl ¥m € N, igy C; o-kompaktsaga miatt N,,C™ # 0.

Legyen z;, € N,,C™ tetszGlegesen rozitett. A /. feltétel miatt f; 3 {zi })
NC;, o-kompakt halmazrendszer. x;, vélasztésa miatt K;, N (N7, (f7 ] ({i,})
ﬁ( ]EJ\{ll}f'L2J (ﬂ{nEN \n<m}p]( ))) 7'é 0vm e N-re, igy K’LQ ( (lezl ({zn})

m(fiya, ({20, })

2
al(a jEJ\{ll}f'LQ] (m{neN \n<m}pj( ))) # ). Legyen zi, € K; ﬂ( fll’blg

N(Njenfir} fizi (Nfnen;| n<mypi(Cn))) tetszdlegesen rogzitett. Ekkor
ai Ty = filiz (mlé)v
b: xiz S Kiz N (mngNiluNiQPiz (CTL)) N (ng (ﬂTLENiIUNiZ C’I’L))'

Alkalmazva ezt az eljarast az iy < is < i3 < ... lancra, kapunk pontok egy
halmazat, mely pontok a kovetkezs tulajdonsagokkal birnak Vk € N-re:

C: Tjy, = fikik+1 (xik+1)7

d: z;, € K, N (mnguleNijpik (Cn)) N (piy (nneu;?:lNij Ch))-

A c: és d: pontok miatt z;, € (X;, \CK;,), zi, = firin,: (%ins,) Vk € Nere,
igy A;, C CK;, Vk-ra és a 7. feltétel miatt Jo € yLn(Xi7 (I,<), fijli<j), hogy
z;, = pi, (x) Vk-ra. Ekkor azonban z € CA N (N,C,), igy CAN(N,,C,) #0. =

15. allitas. Legyen ((X;, M;,Ci, i), (I, <), fijli<j) mérték inverzrendszer, ahol
C; € M; o-kompakt halmazrendszer Vi € I-re. Ha

1. (I, <) felfelé iranyitott halmaz,
2. (X> Aa ,U,) =w — M((X“ Mz)a (Ia S)a fz]‘zﬁ]) létez”{;;

3. V(iy < iy < ...) ldncra, Unpi_nl(Cin) p-magjdnem o-kompakt halmazrend-
szer,

4. p; szoros C;-n Vi € I-re,
akkor (X, M, p) = @((Xi,/\/li,ui), (I, <), fijli<j) létezik és egyértelm.

Bizonyitas. Azt mutatjuk meg, hogy p o-additiv Usep; *(M;)-n.

A 4. feltétel miatt p szoros Uiefpjl(Ci)—n.

Legyenek Ay, Ag,... € Ujerp; ' (M;) tetszoleges diszjunkt halmazok, hogy
UnAy € Uierp; H(M;). An-ck definicidja miatt Vn-hez Ji(n) € I és 3A2§">
My, hogy A, = p;(}l) (AX™). Legyen iy = i(1). Az 1. feltétel miatt 3i* €
hogy i; <i* ési(2) < i*. Legyen is = i* Deﬁnlaljuk az i1 <ip < ...lanc tobbl
elemét hasonldéan. A 3 tulajdonség miatt U,p; (C ) - majdnem o-kompakt
halmazrendszer, igy a (12 ! segédtétel miatt p(UpAyn) =, 1(An).



Az Ap, Ao, ... halmazok tetszélegesen vélasztottak voltak, igy p o-additiv
Uie ijl(/\/li)—n. Ekkor a mérték kiterjeszthetGsége miatt (lasd példaul Halmos
[7]) (X, M, u) = @((Xi, M), (1, <), fij|i§j) létezik és egyértelmid. m
A tétel bizonyitasa. A allitds miatt tetszoleges i; < iy < ... lanc
esetén U,p, 11 (Ci,)) p-majdnem o-kompakt halmazrendszer. Ekkor a allitas,
és a allitas miatt (X, M,pu) = @((Xi,Mi,ui),(I,g),fijpgj) letezik és
egyértelmd. m

3. Teljes, egyetemes tipustér tisztaAn mérhets pa-
ramétertéren

Kiindulasképpen legyen S paramétertér, mely paramétertér tartalmazza az 6sz-
szes a jatékosoktol fliggetlen tényt, amelyeknek befolyasa lehet a jatékra, pl.
a jaték leirdsa. A jatékosok véleményeinek modellezéshez az S generalta véle-
ményteret kell venniink, tehat figyelembe kell venni, hogy miként vélekednek az
egyes jatékosok S-r6l, miként vélekednek az egyes jatékosok arrol, hogy miként
vélekednek a jatékosok S-rdl, s.i.t.

16. definicié. A paramétertér mérhetd tér (S, Ag), ahol Ag az S téren definidlt
o-algebra.

A paramétertérrsl csak azt tessziik fel, hogy mérhets. Modelliinkben a jaté-
kosok olyan fogalmakkal operalnak, mint esemény, kimenetel, valoszintiség; erre
egy tisztdn mértékelméleti modell tiinik alkalmasnak. Tudjuk azonban, hogy
tisztdn mértékelmeéleti modell nem feltétleniil eredményez teljes, egyetemes ti-
pusteret (lasd Heifetz és Samet [11]).

17. definicié. Jeldlje A(S, Ag) az (S, Ag)-en értelmezett valdsziniségi mér-
tékek halmazdt, ekkor A(S,As) C [0,1]4s. Legyen (A(S,As),7) a [0,1]As
szorzattopologia (pontonkénti konvergencia topoldgia) altereként elddllt topold-
gia. Jeloljik a Baire mérhetdségi struktirdt B(A, T)-val.

Ahol ez nem vezet félreértéshez, ott A(S, Ag) helyett a révidebb A(S) jelo-
lést hasznaljuk. Hasonloan jarunk el B(A(S),7) és B(A(S)) esetében is.

18. definicié. Definidljunk terek egy sorozatdt rekurziv mddon, ahol M a jdté-
kosok halmaza:

Vo = (S,As)
Vi = Voo (AVo)M, B(A(Vo)M))
Vo = Vi@ (AWM, B(A(V)M))
= Voo (A(Vo)M, B(A(Vo)M)) ® (A(Vi)M, B(A(V1)M))
Ve = Vi ® (A(Veo)™, B(A(Vi_1)M))

Vo ® @720 (A(V)M, B(AV)™M))

Vegyiik a Voo = S % xj’;OA(V})M végtelen szorzatot. V-t véleménytérnek,
egy pontjat vildgallapotnak nevezzik.



Vb egy pontjat paraméter értéknek nevezziik, egyszertien egy lehetséges pa-
ramétere a jatéknak. V) egy pontja nem mas, mint egy lehetséges paraméter
érték, és a hozza tartozo elsérendi vélemények (a jatékosok véleménye a lehet-
séges paraméterekrol), s.i.t.

Ha v € V., akkor v nem més, mint v = (s,pui,u?, ..., ud, p3,...), ahol
ué» jelentése: az ,;i” jatékos j-ed rendd véleménye. Tehat V., minden eleme
felfoghato gy, mint egy véleményrangsor, (ui,ub,...) minden jatékosra (Vi €
M-re), és még egy lehetséges paraméter.

19. definicié. Legyen i € M tetszdlegesen régzitett. Egy véleményrangsor (u},
wh,...) kivetkezetes ha ¥n > 2-re

1. margv, .y, = fn_1;

2. marg[A(anz)]iui = 5Mi )
ahol pi, € [A(V—1)]* (IA(Va-1)]® az i index mdsolata A(V,,_1)-nek), tovibbd
margy, jeloli a V,-en lévd peremmeértéket.

Az elsé feltétel azt rogziti, hogy az adott jatékos véleménye egy adott do-
logrol nem valtozik a véleményrangsorban. A masodik feltétel szerint az adott
jatékos pontosan ismeri a sajat véleményét (lasd Harsanyi [8]). A fenti két fel-
tétel felfoghato gy, mint a jatékosok ,logikija”, feltessziik, hogy ez a ,logika”
kéztudott.

20. definicié. Vegyiik azokat a pontokat (s, put, pu?, ... ud, y2,...) Voe-bol, me-
lyek esetén a véleményrangsorok (1, 2, ...) kévetkezetesek Vi € M-re. Legyen
az dsszes ilyen pont halmaza VS, és hivjuk VS -t kovetkezetes alterének.

A € jelolést mas terek esetében is hasznaljuk, és jelentése megegyezik a
definici6ban elmondottakkal.

Modelliinkben a véleményrangsorok olyan valdészintiségi mértékek sorozatai,
melyek kovetkezetesek és megszoritasaik a kiilonb6zd rendi ,csonka” vélemény-
terekre kompakt regularisak. Ebbdl kovetkezden definidljuk djra a véleményte-

ret definicio):

21. definicié. Legyen

Vi = Y,

Vi = Vi@ (Auc(VoM, B(Amc(Vy)™))

V; = (V@ Quc(V)M, B(Auc(VI)M)))

Vi = (Visi® (Aue(Va_ )™, B(Auc(V,_)M)))°

J

= (g @iy (Auc(V)™, B(Auc(V))M)))*

ahol Ao jeldli azon valdsziniiségi mértékek halmazdt, hogy



Avc(Vy) = A(V)

Apc(V)) = Ac(Aumc(VO)M, B(Anc(Vo)™M))
Apc(V3) = Ac((®)_o(Apc(V))M, B(Anc(V])M))))
Auc(V]) = Ac((@ =t Buc(VHM, B(Ayc(VI)M)))

ahol Ac a kompakt reguldris (az elsd fejezetben haszndlt terminoldgia szerint: a
kompakt halmazokon szoros) valésziniiségi mértékek halmazdt jeloli.

Lathato, hogy V.| egy tetsz6leges pontja olyan véleményrangsorokat tartal-
maz, amelyekben a vélemények maximum n-ed rendiek, kovetkezetesek, és a
megszoritasaik a tobbi jatékos hasonlé tulajdonsigu véleményeinek tereire kom-
pakt regularis valoszintiségi mértékek. Tehat V, -ek méar csak azokat a vélemé-
nyeket tartalmazza, amelyekkel a modelliinkben foglalkozni kivanunk.

A kovetkezs fogalom a legfontosabb 1épés 6 eredményiink bizonyitasahoz.

22. definicié. Legyen i € M tetszdlegesen ragzitett. Definidljuk a csonka véle-
ményterek kovetkezdsorozatdt (ldsd a[18 definicidt):

Co = (Duc(Vy)MM B(Ayc (V)M
O = (®y(BacV)MD B(Awc(V) M)
Co = (@o(Darc(V)) "™, B(Ayc(V) M\ E))e

A csonka véleményterek segitségével levalasztottuk a szorzatterek nem to-
pologikus részét.

A kovetkez$ definicioban adjuk meg a hasznalni kivant mérték inverzrendszer
mérhetd tereit.

23. definicié. Legyen i € M tetszdlegesen rogzitett. Definidljunk terek egy so-
rozatdt rekurziv médon:

T, = W
Ti = V3o (Aac(V)M\, B(Aye (V)M i)

T = (W ® (Bac(VI)MM, B(Ayc(V]) M)

T = (Vi ® Buc(V )N BAye(V] )M\ )

(Vs @ @70 (Ao (V)M M, B(Ayo(V)) M)

A kovetkezs fogalom egy adott jatékos lehetséges tipusainak halmaza.

24. definicié. Legyen i € M tetszdlegesen rogzitett, és vegyik a kivetkezd hal-
mazt:
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T' = (x5ZoAmc(V))))°
Ekkor T az ,i” jatékos tipusainak halmaza, T egy pontja az ,i” jdtékos egy

lehetséges tipusa.

Az 77 jatékos tipusainak halmaza tehét tartalmazza az Gsszes lehetséges
kovetkezetes véleményrangsort. Tehét, ha t € T, akkor t = (vi, v, Vi, ...), ést
kovetkezetes. Ezen tulajdonsdgok miatt T¢, ha T benne van egy tipustérben,
akkor ez egy teljes tipustér. Lathatd, hogy modelliinkben a vélemények mér
nem, de azok megszoritdsai a csonka véleményterekre mar kompakt reguléris
valészintiségi mértékek.

25. kévetkezmény. T_i egy szorzattér altere, igy topoldgidja a pontonkénti kon-
vergencia topoldgia: (T*,T).

26. kovetkezmény. Legyen i € M tetszdlegesen rogzitett,

(To, vn41), (NU {0}, <), primnfm<n) (1)

mérték inverzrendszer, ahol pry,, koordindta leképezés T,,-bdl T,,-be V(m < n)-
re, és (v}, vh,...) € T".

Bizonyitas. A mértél inverzrendszer definicioja megtalalhat6 afd] definicioban.

® Dl'yn = Prmk ©PTkn V(m < k < n)-re, a koordinata leképezések definicioja
miatt,

® pro, = idre Vn-re kozvetleniil adodik a koordinéta leképezések definicio-
jabal,

® pry, mérheté V(m < n)-re, a szorzat mérhetGségi struktira kozvetlen
kovetkezménye,

o Vi (prit(A) = v, 11 (A) V(m < n)-re és VA € T, mérhets halmazra a
véleményrangsorok kovetkezetessége miatt.

|
A26] kovetkezmeény kapcsolatot teremt a vélemeényterek, véleményrangsorok
és a mérték inverzrendszer fogalmak kozott.

27. megjegyzés. A. kovetkezményben a
((Cna margC7LV’l7’;L+2)’ (N U {0}, S)vprmn|mﬁn) (2)
mérték inverzrendszerre cserélhetd

A kovetkezd allitas azt mutatja, hogy az igazi kérdés v* o-additivitasa, tehat,
hogy létezik-e a mérték inverzlimesz.

28. allitas. Legyen i € M tetszdlegesen rigzitett. Az —ban definidlt mérték
inverzrendszer esetén létezik (T, Ar,v') gyenge mérték inverzlimesz (ldsdd az @
definiciot).
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Bizonyitas. Lasd a[I3] allitast és a[20] definiciot. m

A R8l allitas v¢ additivitasa koncentral. Altaldban a mérték inverzlimesz
létezése két probléméaba tlitkozhet. Az els6 az inverzlimesz ,,gazdagsaga”, tehat az
a kérdés, hogy az inverzlimesz elég sok pontot tartalmazzon (a Heifetz és Samet
[I1] cikkbeni ellenpélda erre a problémara épiil). A masodik tipikus probléma
v* o-additivitdsa (természetesen a két probléma nem fiiggetlen egymastol).

Az els6 fajta probléma elkeriilésére koordinata leképezéseket hasznalunk
(majdnem sorozatmaximalités 1asd a [§] definiciét és a [0} példat), mig a ma-
sodik tipusu probléma kezelése a valdszintiségi mértékek valami fajta kompakt
regularitasat koveteli meg.

29. definici6. Legyen i € M tetszélegesen rogzitett. Apc(T, Ar) olyan va-
l6szintdségi mértékek halmaza, hogy ha v € Ay (T, Ar), akkor marge, v €
Ac(Cr—q) VYn-re.

n—1

A kovetkezd tétel a {6 eredményiink.

30. tétel. Legyen i € M tetszblegesen rigzitett, ekkor T° egyetemes tipustér,
tehdt létezik f : T — (Ao (T, Ar), 7) homeomorfizmus.

A tétel bizonyitasat szétbontottuk.
A kovetkezs segédtétel a mértékterek Osszeillesztésérsl szol.

31. segédtétel. Legyenek (M, Anr,punr), (N, An, un) valdszindségi mértékte-
rek, és legyen p additiv halmazfiggvény A C P(M x N)-en, mely a cilinder
halmazok dltal generdlt algebra. Legyenek tovdbbd pys és pn koordindta leképe-
zések. Ha 1 op;; = Uy €S [ op]_\,1 = un, akkor u o-additiv.

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy A elemei felbonthatéak a kovetkezd for-
maban: UL, (M; x N;), ahol m € N, M; € Ay, N; € Ay. Ismert hogy,
1 o-additiv A-n pontosan akkor, ha tetszéleges A, O A,11 halmazsorozatra
(NpA, =0) = nler;Qu(An) =0.

Legyen (Ap)nen C A tetszdleges halmazsorozat, hogy A, 2 A,11 és N, A,
= (. Ekkor Vn € N-hez legyen k, € N, hogy A, = U?QI(MJ” x NI'). Legyen

F ={feNV| f(n) <k, Vn}, ekkor N, A4, = User Ny, (M7, x Ni)-
Tudjuk, hogy

Osszuk az Nn(Mf,,) X N§,)) halmazokat két csoportba. Tartalmazza az

n

elsé csoport, Fy azokat az f elemeket, ahol ﬂan(n
alkossak a méasodik csoportot Fb-Gt.

Legyen M,, = Uger, N7_; M ]{ () ahol n tetszélegesen rogzitett. Minden n-re
M,, véges sok Ajps-bani halmazbol kaphaté meg, tehat M, € A;. Koénnyen
lathato, hogy M, O M, 1 Vn-re, tehat (M,,)nen monoton halmazsorozat. Azt
kell még latnunk, hogy N, M, = 0.

MMy = Uger, N M7 ). Fi definiciéja miatt N, M7, = 0 Vf € Fi-re,
tehat N, M,, = 0.

A fentiekb6l kovetkezik, hogy Nn(Mn X N) 2 User M (M

Vn-re. pp o-additivitdsa miatt ppar(M,) — 0, tehét

)= (), és a maradék elemek

X Niiny)

n)
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Jim gups (M) = Tim (M, x N) > lm p(Uger, On (M7, X Ni,))),
fgy n(User Nn (M) X Ni,)) = 0.

Az F halmazra teljesen hasonléan lathato, hogy pu(User, Nn (M7, X N¥(,,)))
— 0.

1 additivitasa miatt

p(Urer Nn (M) X N7)) + m(Urer, Nn (Mp,) X N¥(,)) (4)
> p((Uger Nn (M7 ) X Nio))) U (Urerm On (M7, x NF,))))-

Legyen € > 0 tetszélegesen rogzitett. Ekkor 3ny € N, hogy u(User, Ny

(M7, x Nf(n))) < § Vn = nire, és Ing € N, hogy p(User, Nn (M7, X
Ni)) < 5 ¥n = ngre. Ekkor pu(Uger Mn (M, x N§,))) + 1(Uger, N

(M}L(n) X N?(n))) < € Vn > max{ny,na}-re. A egyenlGtlenség és e tetszole-
gesen valasztott volta miatt u(A4,) — 0. =

32. definicié. Legyen g : Ayeo(T, A) — T° olyan, hogy Vv mértékhez azt a
t= i, vs, ..., v, ...) pontot rendeli T'-bél, ahol

vi =margr, v VYnéeN.
33. segédtétel. g bijekcio.

Bizonyitas. ElGszor megmutatjuk, hogy ¢ injektiv. Ha v € Ape(T, Ar)
adott, akkor v egyértelmiien meghatarozza a peremmeértékeit, tehidt meghataroz
egy pontot T-ben.

Most azt mutatjuk meg, hogy g sziirjektiv. A[I0] tétel feltételei teljesiilnek a
meérték inverzrendszerre, hiszen a@ példa, a kompakt halmazok és a perem-
mértékek kompakt regularitdsa biztositja a feltételeket. Ekkor a allitas mi-
att alkalmazhatjuk a segédtételt (S, A, vi)-re és a (2) mérték inverzrendszer
mérték inverzlimeszére. A mérték kiterjeszthetGsége még az egyértelmiiséget is
biztositja, igy az meérték inverzrendszernek egyetlen mérték inverzlimesze
van. Tehét tetszoleges t € T elemhez létezik Ayro(T, Ar) halmazbani elem (a
mérték a mérték inverzlimeszben), mely peremmértékei ¢ komponensei. ®

34. definicié. Legyen f =g~ '.

35. segédtétel. f homeomorfizmus.

Bizonyitas. Kozvetlen kdvetkezménye a 7 topologia tulajdonsigainak. m
A tétel bizonyitasa.

Legyen f definidlva a[34] definicioval.

A segédtétel miatt f bijekcid.

A B3] segédtétel miatt f homeomorfizmus. m

36. megjegyzés. A[30 tétel tipustere egyetemes.

37. megjegyzés. A homeomorfizmus létezése csak (Apc (T, Ar),T)-ra, nem
(Ape(T,0(Ar), T)-ra bizonyitottuk, mert az utdbbira nem feltétlendl létezik

(ldsd a[38 példdt).
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A kovetkezd ellenpélda a [30] tételhez fiizott [B7] megjegyzést tamasztja ala.

38. példa. Legyen Q = [0, 1]111/21/31/n} “tehidt az 1,1/2,1/3,...,1/n,...
pontokon értelmezett [0, 1]-be képezd fiigguények halmaza.
1, hax=1/n 1, ha f, € A

Legyenek fn(z) = { 0 kdl(’)’nben/ 05, (A) = { 0 kiilénben
Dirac-mértékek. Ekkor Q0 kompakt metrikus tér, mérhetdségi struktirdja a ko-
ordindta leképezések generdljik (szorzattopoldgia), és ldthato, hogy a Borel és
Baire halmazok egybeesnek.

Az is ldthato tovdbbd, hogy a koordindta leképezések segitségével megadott
algebra (cilinder halmazok) generdlja a Borel mérhetdségi struktirdt.

Legyen fo = 0 konstans fiigguény, és legyen &y, a fent definidltaknak megfe-
lelden Dirac-mérték. Ldthatd, hogy o5, — &y, pontonként az algebra (cilinder
halmazok) ésszes elemén, de a B = {fo} (minden pontban nulla figguény) hal-
mazon, ami nem eleme az algebranak csak a o-algebrdnak, 6y, (B) - 6, (B).

A kovetkezd példa azt demonstralja, hogy a mi modelliink mennyiben lehet
el6relépés a kordbbi modellekhez képest.

39. példa. Legyen két jatékos, mindkét jatékosnak legyen két-két stratégidja.
Ez a jdték normdl formdban egy pont R®-ban. Van egy valdsziniségi vdltozd,
mely meghatdrozza a jatékosok kifizetéseit, tehdt a paramétertér legyen S = R8®
(a paraméterek fiigguények R-b6l R®-ba). S nem kompakt, nem Polish-tér, igy
Mertens és Zamir [T]|], ill. Brandenburger és Dekel []|] modelljei nem mikédnek
ebben az esetben. Legyen S mérhetdségi struktirdja a Borel halmazai. A mi
modelliinkben a lehetséges vélemények az dsszes valdsziniségi mértékek halmaza
S-en, de ezek kozott lehetnek olyanok, melyek nem kompakt reguldrisak, tehdt
Heifetz [9], Mertens et al. [15] modelljei kevésbé dltaldnosak, mint a miénk.

Két megjegyzés:

40. megjegyzés. A Baire halmazok szerepe csupdn a modellezni kivdant problé-
ma szempontjdbol fontos (hasonldan Heifetz és Samet [10)]-hoz). A Baire halma-
zok helyett mindenhol Borel halmazokat haszndlva a fenti eredmények érvényesek
maradnak.

41. megjegyzés. Flfogadott az irodalomban (ldsd Dekel és Gul [G]), hogy a
Bayesi modellekben maga a modell is kéztudott a jatékosok szamdra. Ez a mi
modellinkben is igaz, de csak a[37 megjegyzés mellett. Ha o-algebrira sze-
retnénk ldtni a homeomorfizmust (ez lenne a ,s2ép” modell), akkor a jdatékosok
szamdra a modell nem lenne kioztudott.

A fent ismertetett modellnek f6 ,erénye” az, hogy a kiilonb6z6 rendd véle-
mények terén olyan topologiat definidl, mely fiiggetlen az alacsonyabb rendd
vélemények tereinek topolégiajatol, rdadasul ezen tér a vélemények gazdagabb
abréazolasat teszi lehet&vé.

Hivatkozasok

[1] Aumann R. J.: Agreeing to disagree Annals of Statistics 4, 1236-1239.
(1976)

14



[2] Bochner S.: Harmonic Analysis and the Theory of Probability, University
of California Press (1955)

[3] Boge W., T. Eisele: On solutions of bayesian games International Journal
of Game Theory 8, 193-215. (1979)

[4] Brandenburger A., E. Dekel: Hierarchies of beliefs and common knowledge
Journal of Economic Theory 59, 189-198. (1993)

[5] Choksi J. R.: Inverse limits of measure spaces Proc. London Math. Soc.
8(Ser 3), 321-342. (1958)

[6] Dekel E., F. Gul: Rationality and knowledge in game theory Advances in
Economics and Econometrics: Theory and Applications (Seventh World
Congress of Econometric Society Vol. 1.) 87-171, (1997)

[7] Halmos P. R.: Métékelmélet, Gondolat (1984)

[8] Harsanyi J.: Games with incomplete information played by bayesian players
part 1., II., ITI. Management Science 14, 159-182., 320-334., 486-502.
(1967-1968)

[9] Heifetz A.: The bayesian formulation of incomplete information — the non-
compact case International Journal of Game Theory 21, 329-338. (1993)

[10] Heifetz A., D. Samet: Topology-free typology of beliefs Journal of Economic
Theory 82, 324-341. (1998)

[11] Heifetz A., D. Samet: Coherent beliefs are not always types Journal of
Mathematical Economics 32, 475-488. (1999)

[12] Mallory D. J., M Sion.: Limits of inverse systems of measures Ann. Inst.
Fourier 21, 25-57. (1971)

[13] Millington H., M. Sion: Inverse systems of group-valued measures Pacific
Journal of Mathematics 44, 637-650. (1973)

[14] Mertens J. F., S. Zamir: Formulations of bayesian analysis for games with
incomplete information International Journal of Game Theory 14, 1-29.
(1985)

[15] Mertens J. F., S. Sorin, S. Zamir: Repeated games part A CORE Discussion
Paper No. 9420 (1994)

[16] Metivier M.: Limites projectives de measures. Martingales. Applications
Annali di Matematica 63, 225-352. (1963)

[17] Pintér M.: Type space on a purely measurable parameter space Economic
Theory 26, 1239-139. (2005)

[18] Rao M. M.: Measure Theory and Integration, John Wiley & Sons (1987)

15



	Bevezeto
	A mérték inverzlimesz létezése
	Teljes, egyetemes típustér tisztán mérheto paramétertéren

