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Sulyok meghatarozasa paros o0sszehasonlitas matrixok
legkisebb négyzetes kozelitése alapjan

Bozoki Sandor !

Kivonat

A péaros 6sszehasonlitasok modszere a tobbszempontu dontési feladatok
megoldasédnak egy lehetséges eszkoze mind a szempontsilyok meghataroza-
saban, mind az alternativik értékelésében. A szempontokat paronként Gssze-
hasonlitva, fontossagaiknak a dontéshozéd altal megitélt aranyait maéatrixba
rendezve a feladat a sulyvektor meghatarozasa tgy, hogy annak komponen-
sei valamilyen értelemben jol illeszkedjenek a dontéshozo altal megadott ér-
tékekhez.

A paros Gsszehasonlitas matrixbol a silyok kiszamitasara leggyakrabban
hasznalt sajatvektor modszer (Analytic Hierarchy Process) mellett szamos
tavolsagminimalizald modszer is létezik. Ezek egyike a legkisebb négyzetek
modszere, melynek megoldasa nemlinearis, nemkonvex fliggvény feltételes
optimalizalasat jelenti. A cikkben olyan moédszereket mutatunk be a paros
Osszehasonlitds matrixok legkisebb négyzetes becslésére, amelyek a célfiigg-
vény Osszes lokalis és globalis minimumhelyének meghatarozasara alkalma-
sak.

1. PAaros osszehasonlitas matrixok

A tobbszemponti dontési modellekben a cél véges szamu alternativa véges
szamu szempont szerint torténd rangsorolasa. A palyazatok versenyeztetése,
a vallalati stratégidk koziil a legjobb kivalasztasa, a kozbeszerzési eljaré-
sok, adott poziciéra a legalkalmasabb személy kivalasztasa olyan gyakorlati
problémék, amelyek tobbszemponti dontési feladat megoldasara vezetnek.
A szempontok altalaban nem egyformén fontosak, sziikség van tehat olyan
modszerre, amely a szempontokat fontosségi sulyokkal latja el agy, hogy az
a dontéshozo céljaival harmonidban alljon. A feladat egyik nehézsége, hogy
a fontossagnak nincs altalanosan elfogadott mértékegysége, azt csak valami-
lyen skalaval egyiitt lehet értelmezni. El6fordul, hogy a dontéshozo kozvetle-
niil, szamszertien meg tudja adni a szempontsulyokat, ezt egyszert kozvetlen
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becslésnek is nevezi az irodalom [27]. Nagyobb méretii, osszetett feladatok-
nal azonban nem varhatoé el, hogy a modellez6 rendelkezésére bocséssa a
szamszertsitett értékeket. A probléma kisebb részekre torténd bontasaval
azonban elérhets, hogy a dontéshozonak csak egyszert, vildgos kérdéseket
kell megvélaszolnia, azokbol mégis elGallithato az egész feladat szempontsuly-
rendszere. Axiomaként elfogadjuk a preferencia-modellezésben hasznélt fel-
tételt, miszerint a déntéshozo képes két dolog (ami lehet pl. a szempontok
fontossaga) Osszehasonlitasara: meg tudja mondani, hogy valamelyik jobb
(vagy nagyobb) a mésiknéal, vagy egyforméak.

Condorcet [10] és Borda [2] szavazasi feladataikban mar az 1780-as évek-
ben bevezették a pdros (vagy paronkénti) dsszehasonlitds fogalmat, mint
az egyéni preferencidk alapjan felallitott rangsor két eleme kozotti viszonyt.
A péros Osszehasonlités, mint modszer alkalmazasi lehetségeit Kindler [27]
torténeti és modszertani attekintése targyalja, melybdl itt csak a csak legfon-
tosabbakat emeljiik ki. A kisérleti pszichologidban az 1920-as években jelent
meg e fogalom Thorndike [34] és Thurstone [35] munkaiban. Churchman
és Ackoff [9] eljarasaban az elemeket el6szor ordinélis értelemben rendezni
kell, ezutan valamelyiket rogzitve és a tobbivel kardinalis értelemben Gssze-
hasonlitva szamszer( eredmények adodnak. Guilford [21] modelljében pusz-
tan ordinalis informéciok alapjan kardinalis sorrend &llapithaté meg. T6bb
dontéshozo (csoportos dontéshozatal) esetére dolgozta ki Kendall [25] a rdla
elnevezett egyetértési egyiitthatot.

Bar e dolgozatnak nem célja az emberi racionalités korlatait és parado-
xonait firtatni, megjegyezziik, hogy a paronkénti 6sszehasonlitasok a dontés-
hozokkal torténd elvégeztetésének fontos modszertani szempontja, hogy nem
mindegy, milyen sorrendben tessziik fel a kérdéseket. A szabélyos elrendezés
szinte mindig torzit, a véletlenszerd mar kevésbé, a Ross-féle elrendezés [32]
pedig a véletlennél is kisebb torzitéssal miikodik.

A dolgozatban a péaros Osszehasonlitdsok azon valtozatat targyaljuk,
amelyben az elemeket aranyskilan hasonlitjuk Gssze, azaz a dontéshozotol
olyan formaban varjuk az elemek 6sszehasonlitasat, hogy hanyszor tekinti az
egyiket jobbnak vagy nagyobbnak a méasiknal [33|. A paronkénti Gsszehason-
litasokbol felépithetd egy négyzetes matrix, melynek definicidja a kovetkezd:

Definicié.  (Pdros dsszehasonlitds mdtriz). Jelslje RY*" a pozitiv valds
elemekbdl dallo n x n-es madtrizok osztalydt. Az



1 a2 ais . Qip

1/a’12 1 as3 ... Qop
A= 1/@13 1/0,23 1 S £ Y = RzXn
1/a1n 1/a2n 1/a3n AU |
madtrizot pdros osszehasonlitds mdtriznak nevezziik, ha mindeni,j =1,...,n
indexre teljesil, hogy
a; =1, (1)
1
Qi = —. 9
/ Qi ( >

A matrix a;; eleme azt mutatja meg, hogy a dontéshoz6 hanyszor jobbnak
itéli meg az i-edik objektumot a j-ediknél. (1) alapjan az 6nmagaval vald
Osszehasonlitas eredménye mindig 1.

A (2) tulajdonsag azon a feltételezésen alapul, hogy ha a dontéshozo szamara
az i-edik objektum a,j-szer akkora, mint a j-edik, akkor a j-edik pontosan

-L_szer akkora, mint az i-edik. Az (1)-(2)-bél adédoan n objektum esetén

(72‘) = @ Osszehasonlitéssal adhatéo meg a méatrix.

Definicié. (Konzisztens pdros dsszehasonlitds mdtriz). Ha eqy A =
[@ijlij=12..n € RY™ mdtrizra (1)-(2)-n til még

al-jajk = Qi (3)

is teljesil minden 1,7,k = 1,...,n indexre, akkor konzisztens pdros 6sszeha-
sonlitas mdtriznak nevezzik. Az (1)-(2) feltételt igen, de (3)-at nem teljesitd
matrixot inkonzisztens mdtriznak nevezzik.

A feladat: az elemek péaronkénti 6sszehasonlitdasanak (A matrix) ismere-

tében a wq, ws, ..., w, silyok meghatarozasa, ahol
w; > 0, i=1,2,....n (4)
i=1
A stlyokat egyiittesen a w = (wy, wy, ..., w,) sulyvektorral jeloljik.

A problémara tobb megoldasi lehetéség kinalkozik. Az Analytic
Hierarchy Process (AHP) [33] modszertanban a matrix legnagyobb saja-
tértékéhez tartozo jobboldali sajatvektor komponensei adjék a silyokat.



Mas, tavolsagminimalizald6 modszerekben a matrix valamilyen célfiigg-
vény szerinti legjobb kozelitése alapjan lehet a stilyokra kovetkeztetni. A
legkisebb négyzetek modszere [8] és annak relaxalt valtozatai, mint pl.
a sulyozott legkisebb négyzetes (8|, a logaritmikus legkisebb négyzetes
[12, 11], vagy a x*-es [22] feladatok mellett olyan megkozelitések talalhatok,
mint a szingularis felbontas [19], célprogramozas [5], linearis programozas |7].

Konzisztens matrixok esetén minden egyes eljaras ugyanazt az eredményt
adja. Inkonzisztens esetben a kiilonb6z6 modszerek dltal eredményezett stly-
vektorok kisebb-nagyobb mértékben eltérnek. Golany és Kress [20] t6bb
szempont alapjan torténé Osszehasonlité elemzésébdl kideriil, hogy min-
den sulyozasi moédszernek van elénye és hatranya, egyik sem nevezhets ,a
legjobb"-nak.

A t6bbi modszerrel ellentétben a legkisebb négyzetes feladatrol altalaban
nem mondhat6 el, hogy megoldasa egyértelmi |[22],[23]. A célfiiggvény
ugyanis nem feltétleniil konvex, és az eddigiekben publikilt eljarasoknal
(]23], [15]) jelentds nehézséget okoz a stacionédrius pontok meghatérozasa,
mivel azok az iteracios elvli numerikus modszereket hasznaljak.

A kovetkez§ fejezetben olyan modszereket tekintiink at, amelyekkel meg-
oldhato6 a paros Osszehasonlitas matrixok legkisebb négyzetes kozelitése. Az
eljarasok elénye, hogy minden lokalis és globélis minimumhelyet megtalalnak,
tovabba indulépont valasztasara sincs sziikség.

2. A legkisebb négyzetek modszere

Legyen adott az A n x n-es paros 0sszehasonlitas méatrix:

1 a19 a13 ... QAp
1/@12 1 93 ... QAop
A=|1/aiz 1/ags 1 ... asp
1/a1n 1/a2n 1/a3n 1
Keressiik azt a w = (wq, ws, ..., w,) € R} vektort, amelynek komponensei-
bl képzett
1 wy/wy  wifws ... wi/wy,
wg/wl 1 wz/wg wg/wn
X = U)g/wl ’LU3/’LU2 1 wg/wn ,
Wy /Wy Wy wy wy/ws ... 1
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matrix Frobenius-norméaban a legjobban kozeliti A-t. Az optimalizalési fel-
adat tehat:

n n ) 2
min||A—X||§,:ZZ(a,~j—%) ,
J

i=1 j=1
n
i=1
Wy, Way ..., Wy > 0.
Vezessiik be az x1, 29, ..., x, 1 4j valtozokat a kovetkezGképpen:
wy wy w1y wy
T =—, To=—, ..., T;= s ey, Tyl = —. (7)
W2 w3 Wi Wn
Ekkor
. L
1, ha i = 7;
Tj-1, haizlésl<j§n;
W
Wj L haj=1é1<i<m
Ti—1
Tj—1 ..
(2 hal<i,5<n,
igy az X métrix x; (1 = 1,2,...,n — 1) valtozokkal valo felirasa a kovetkezd:
1 T ) B |
1 1 Z2 Tn—1
9311 T e T
X T Tn—1
X — p o= 1 o e :
1 X1 X2 1
Tn—1 Tn—1 Tn—1 e
és az optimalizélasi feladat
. 2
min|| A—-X ||z = flz,22,...,2,-1) (8)

L1,y ..., Tp_1 > 0,

alakban irhato6 fel, ahol

flar, o, xpy) = i [(au — o) <L - 1 )2]

= Qa1; Tj—1

n—1 n[ T4 2 1 Ty 2
5[0 @2
i=2 j=it1 Li-1 Qij  Tj-1



Mivel f nyilt tartomanyon értelmezett differencialhato fliggvény, az opti-
malitas els6rendi sziikséges feltétele olyan pont létezése, amelyre

0 0 0

o _of __of | o)
or,  Oxy Oxp_q

Az f fiiggvény els6rendi parcidlis derivaltjai az z1, xo, ..., x,_1 valtozok

racionalis tortfliggvényei, hisz maga f is az volt. Adott i (1 <i<n—1) in-
dexhez tartozo z; valtozo csak az X matrix (i+ 1)-edik sordban és oszlopaban

fordul elg, ezért az % parcialis derivalt igy irhato:

n 2 ) 2
04 (aip11 — :)* + (141 — %)2 + > {(ai+1,j - a:jil) + <aj,i+1 - z;_l) 1

j=2

of B jAI+1
of 1)\ 1
= =241 — 1) +2 (101 — — | =
g = =) +2 (o= 1)
_ T 1 T; T;
+ —2 (@i — — +2( a0 — ==L )22 (10
j; [ ( o %‘—1> Tj-1 < ) Al 1o
jFi+1
Mivel 5’{, felirasaban a nevezében x? (j=1,2,....,n—1, 7 # 1), valamint
n—1
x3 szerepel, a g—i—et (@3- [I x;*)-nel beszorozva a
j=1
JF

18 n—1 1 a n—1
131'(561,«’1327---,%1):58—51’? H xfz——fxiHa:jQ, 1=1,2,...,n—1
1 . 1 i—1

(11)

tobbvaltozos polinomokat kapjuk. A P, (i = 1,2,...,n — 1) polinomok
kozos gyokeit a

Pl(xlax% s 73:71,—1) =0

PQ(xlax% s 7xn—1) =0
(12)

Pn—1($17x27 s 73771—1) =0



rendszer megoldasai adjak.

A dontési feladat szempontjabol csak a pozitiv valos (zq, 22, ..., Tn_1)
gyokok érdekesek, igy a (9) és (12) rendszerek egyenértékiick abban az érte-
lemben, hogy egy pozitiv valés (z1,x2,...,2,-1) (n — 1)-es pontosan akkor
megoldasa (9)-nek, ha (12)-nek is.

Ha egy (z%,2%,...,2% 1) (n — 1)-es f-nek minimumbhelye, akkor sziik-
ségképpen megoldasa a (12) polinomrendszernek is. Forditva, ha a pozitiv
(af, 235, ..., 25 _) vektor megoldéasa a (12) polinomrendszernek, az f Hesse-
maéatrix pozitiv definitségének ellenérzésével tudjuk ellendrizni, hogy valoban
(lokélis) minimumhely-e. Ha igen, akkor (z7, 2%, ..., 27 _,)-bol (7) és (5) alap-
jan felirhato a keresett w = (wq,wo, ..., w,) sulyvektor. Kifejezve ugyanis
(7)-b8l a w;, (i =2,3,...,n) silyokat:

wy wy wi wy

Wg = —, Wy = —, ceey w; = s cey Wy = N
T X2 Ti—1 Tn—1

majd az egyenleteket O0sszeadva
n nl
;wl—wliz_;xi. (13)
(5) szerint (13) baloldali kifejezése (1 — wq)-gyel egyenls, igy wi-re
1

w1 = n—1
Z 1
— T
7=1

Y

w;-re (1 <i < n) pedig a (7) megfelels (z;_1 = %) egyenletéhdl

1

wi Ti—1
wi - €XTi - n—1
i—1 1+ Z xl
j=1""
adodik. Kaptuk tehat, hogy az LSM-optiméalis w sulyvektor a (12) poli-
nomrendszer (z}, x5, ...,z ;) megoldasabol az alabbi formula szerint sza-
molhato:
1
1 7y
Wy = ——7, w; = —, 1=2,3,...,n. (14)
1+ L 1+ &
j=1"7 j=1"7



3. Polinomrendszerek megoldasa

A matematikai (f6leg geometriai) és fizikai-mérnoki probléméak (kinetika és
egyensiuly) gyakran vezetnek polinomialis rendszerek megoldasara, mely —
mint a nemlineéris rendszerek megoldasa altalaban — nem konnyd. Jelen
fejezet attekintést ad négy olyan modszerrdl, amelyek segitségével kisméretd
feladatok megoldhatok. Mivel egy adott polinomrendszer 0sszes megoldasat
keressiik, a Newton-iteracion alapul6 algoritmusokat nem targyaljuk. Megje-
gyezziik azonban, hogy valamely polinomrendszer-megold6 algoritmus &ltal
szolgaltatott megoldas, mely sziikségképpen csak kozelité megoldas lehet, a
Newton-iteracié induléértékéiil valasztva tetszélegesen pontosithato.

3.1. Rezultans modszer

Bevezetésiil idézziik fel Gauss egyik legfontosabb eredményét.

Tétel.  (Az algebra alaptétele.) Minden nemkonstans komplex f € Clx]
polinomnak van gyoke a C szamtestben.
Legyenek f és g egyvaltozos, valos egyiitthatos polinomok:

flz) = apr"+a2" '+ ..+ a7+ ap,

g(x) = box™ + b1+ A by 1T+ am,

ahol ag # 0, by # 0. Az algebra alaptételébdl kovetkezSen f és g felirhatok
gyoktényezss szorzatalakban:

f@) =ao [ [ (= — ), (15)
g(x) =bo [J(z - 8y), (16)

ahol o, 3, € C, 1=1,....,n,7=1,...,m.

Definicié. Az f és g polinomok R(f, g)-vel jelolt rezultdnsa

R(f.9) = agb [ ] 1e: = ). (17)
(16) alapjan -
g(ai) = bo H(Oéi — B),



és hasonloan,
= af Hg ().

A definiciobol kovetkezik, hogy f—nek és g-nek pontosan akkor van kozos
gyoke C-ben, ha R(f, g) = 0. Megjegyezziik, hogy a rezulténs definicija nem
szimmetrikus az argumentumokra nézve, igaz viszont, hogy

m n

R(g, f) = tgag [T 113 — cs) = (=1)""R(f. 9).

j=11i=1

R(g, f) egy maésik alakban torténd felirasa:
R(g. /)= ][ f(8)).
j=1

Az alabbi tétel [28] szerint R(f,g) nemcsak f és g gyokeibsl, hanem
kozvetleniil az egytlitthatokbol is szamolhato.

Tétel. Jelolje D a kévetkezd (Sylvester-féle) matriz determindnsdt:

ap aiy az ... Qp,
g Ay ... QAp—1 Qp
. Qo aq Ao ... QAp
D= bo b1 by b,
bp b1 ... bpm—1 by
bp b1 by ... by

(n+m)x(n+m),

ahol az tiresen hagyott elemek 0-kat jelentenek. Ekkor

D = R(f,9).

Példa. Legyenek f és g

f(z) = 2® — bz — 14,
g(x) =2* — 63— 7.

Az el6z6 tétel szerint



1 =5 =14 0

01 -5 14
Rio9= 6 1 o|"

0o 1 -6 -7

tehdat f és g-nek kell, hogy legyen kiézos gyoke (x = 7 valdban az). Mindezt
anélkil kaptuk, hogy ki kellett volna szamitanunk f és g gyokeit.

Legyen most adott a kévetkezd egyenletrendszer:

flzy) =0, (18)
g9(z,y) =0, (19)

ahol f,g € Rlz,y| kétvaltozos, valos egyiitthatos polinomok. Ha csak z-et
tekintenénk valtozonak, y-t pedig paraméternek, akkor az f-ben és g-ben,
mint egyvaltozos polinomokban szerepls tagok sorbarendezhetsk x kitevsjé-
nek nagysaga szerint:

fla,y) = ao(y)z" +ai(y)a" ' + ..+ ar(y)z + ax(y), (20)
gz, y) = bo(y)a' +bi(y)z™" + ...+ b (y)a + aly), (21)
ahol ag(y),a1(y),...,ax(y),bo(y), b1(y),...,bi(y) € Rly] valos egyiitthatos

egyvaltozos polinomjai y-nak. Felirhato tehat R, (f,g), mint az f és g egy-
valtozos polinomok rezultéansa:

ao(y) al(y) a2(3/) ak(’y)
ao(y) ai(y) .. a1(y) ax(y)

B Cwl) aly) e ... ab)|_
Bl =) ) boly) ... by =Pl
bo(y) bily) ... bi—i(y) buy)

bo(y)  bily) b)) ... by

ahol P(y) € R[y] valos egyiitthatos egyvaltozos polinomja y-nak.

Tegyiik fel, hogy az * = a,y = [ megoldasa a (18 — 19) rendszernek.
Behelyettesitve y = (-t (20 — 21)-ba, az f(z, ) és g(x, ) egyvaltozos po-
linomokat kapjuk, melyek kézos gyoke a. Ha az ao(3), bo(3) f6egyiitthatok
nem nulldk, akkor az f(x,() és g(x, ) polinomok rezultansa az alabbiak
szerint irhato fel:

10



ao(B) ar(B) ax(B) ... ar(B)

w(® a(d) ... a(B) ad)
. ao(.ﬁ) 01(5) GQ(ﬁ) a (ﬁ)
BU@0) 9@ 0) =1y 8) 0(8) ba(8) ... w() k

bo(B) bi(B) . bia(B) ()

b(3)  bi(B) b(B) ... b(B)

mely rezultanst kifejtve S-nak egy P(/3) polinomjat kapjuk. Mivel o kozos
gyoke f(x,[) és g(z,B)-nak, azt kaptuk, hogy P(5) = 0, azaz 3 gyoke a
P-nek.

Masfelsl, tegyiik fel, hogy P(y) = R.(f,g) polinomnak gyoke az
y = (. Ha az ao(B) és by() fSegyiitthatok nem nullak, akkor P(f3) =
R(f(x,B),9(z,0)). De P(B) = 0, igy f(z,)nak és g(z,[)-nak szikség-

képpen van kozos gyoke.

3.2. Altalanositott rezultans modszer

A rezultans-modszer hatranya, hogy csak két egyenletbdl allo, kétvaltozos
rendszerek redukalhatok egyvéltozos polinom valos gyokeinek megkeresésére.
Az altalanositott rezultansok elmélete Bezout, Dixon [13|, Kapur, Saxena és
Young [24] nevéhez fiizédik. Az altalanositott, vagy Dixon-rezultans szerepe
megegyezik a rezultanséval: adott polinomrendszer esetén olyan indikatort
kereslink, amely felirhaté a polinomok egyiitthatoinak fliggvényeként, to-
vabba pontosan akkor 0, ha a polinomrendszernek van megoldasa. Az eljaréas
leirasa lényegesen hosszabb, mint a rezultans modszeré, ezért itt inkabb az

s s

Robert H. Lewis [30] létrehozta a Fermat computer algebra programcso-
magot, melyet kifejezetten nagymeéretd polinomialis és méatrix-szamitasokra
tervezett. A 4 X 4-es matrixok LSM-approximéaciojabol szarmazo 3 egyen-
letbsl allo 3 ismeretlenes polinomrendszer a Fermat szoftver segitségével
megoldhato [4]. A kapott egyvaltozos polinom foka 26 és 137 kozott valtozik,
az adott matrix elemeinek fiiggvényében. Ezen egyvaltozos polinom pozitiv
valos gyokeinek megkeresésére a Maple program kielégité eredményt ad. Az
eddigi tapasztalatok alapjan a pozitiv valos gyokok szama 1 és 10 kozott
mozog. FEz lehetGséget ad arra, hogy egyszert visszahelyettesitéssel az
eredeti 3 egyenletbdl allo 3 ismeretlenes polinomrendszer 3 egyenletbdl allo
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2 ismeretlenes polinomrendszerre redukalédjon. A 3 egyenletbdl egyszerre
csak kett6t tudunk megoldani a rezultans modszer segitségével, viszont
képezve a 3 lehetséges egyenletpar megoldasainak metszetét az eredeti
polinomrendszer kozos gyokei imméron rendelkezésiinkre &llnak.

3.3. Grobner-bazisok

A polinomgyfirtik és idealok tanulméanyozéasara vezette be Buchberger [6] a
Grobner-bazis fogalmat, mely elnevezést PhD témavezetGje iranti tisztelete
jeléiil valasztotta.

Egy adott polinomrendszerhez tartozé Grobner-bézis egy az eredetivel ekvi-
valens rendszer, azaz pontosan ugyanazok a gyOkei, mint az eredetinek. A
Groébner-bazisbeli polinomrendszer azonban rendelkezik bizonyos tulajdon-
sagokkal is, melyek jol hasznalhatok a polinomokkal valé osztas és egyéb
vizsgélatok soran. A Maple szoftverben irt programjaink futasi eredményei
azt mutatjak, hogy a 3 x 3-as paros sszehasonlitas matrixokbol kapott po-
linomrendszerre még mikodik az algoritmus, nagyobb méretekre azonban
memoria-tulecsordulas miatt leall.

3.4. Homoto6pias modszer

Az utoébbi 25 év soran a homotopids kontinuitasi modszerek megbizhatod és
hatékony technikava fejlédtek a polinomiélis rendszerek 6sszes megoldasanak
meghatarozasara.

Garcia és Zangwill [18], valamint t6liik fiiggetleniil Drexler [14] javasolta
els6ként a homotopias modszerek alkalmazasat polinomiélis rendszerek 0sszes
gyokének numerikus meghatarozasara. A homotopias kontinuitas modszer
alapgondolata a kovetkezs: Adott

Pl(l'l,l‘g, . 71:71)

I

0
0,

PQ(xlux% s 7xn)

P,(x1,29,...,2,) =0
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polinomrendszerhez definialjuk a Q = (Q1,Qa, ..., Qy)

Ql(xlax% s wrn) = 07
QQ(Q?l,l'Q, Ce ,CCn) = 0,

Qn(xhx% B wrn) =0
polinomrendszert tgy, hogy Q gyokeit mér ismerjiik. Definidljuk a
H(x,t)=(1-1)Q(x)+tP(x)=0

parametrikus egyenletrendszert, ahol 0 < ¢ < 1. Q megvalasztasanal arra
kell iigyelni, hogy a kovetkez6 tulajdonsagok teljesiiljenek:

(1) trivialitas: Q(x)=0 megoldésai ismertek;

(2) simasag: a H(x,t)=0 (0 < t < 1) megoldashalmaza véges sok sima
utbol all; melyek mindegyike t-vel paraméterezhetd;

(3) elérhetGség: a H(x,1)=P(x)=0 rendszer minden izolalt megoldasa
elérhets valamely t=0 -bol indulé Gt mentén, mely ut kezdépontja tehéat a
H(x,0)=Q(x)=0 rendszer egy megoldasa.

Jeldlje d; a P; polinom teljes fokat,
d; = degP;(x), i=1,2,...,n,

éslegyen d =dy-dy-...-d,. A tobbvaltozos polinomokra vonatkozé Bezout-
tétel értelmében a Py, P, ..., P, polinomok teljes fokainak szorzata (d) felss
becslést ad a kozos gyokok szamara (multiplicitassal) C"-ben. Q valasztasara
gyakran a kovetkezs hatvanyfiiggvények adodnak:

Q1(x1, 29, ..., Tp) = alx‘fl =0,
Qo(z1, 29, ..., Ty) = agx? =0,
Qn(1, 29, ..., 2,) = anxfi" =0,

ahol d; = degP,(x),i = 1,2,...,n, az a;j,b;,j = 1,2,...,n pedig tetszsle-
ges, altalaban véletlenszertien generalt komplex szamok. Ezek teljesitik a
fenti harom tulajdonsagot, igy a P(x)=0 gydkei a H(x,t) = 0,(0 <t < 1)
megoldasaként adodo d szamu ut végpontjai kozott keresenddk.
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A tapasztalatok szerint azonban d értéke nagysagrendekkel nagyobb lehet,
mint a keresett gyokok szama, és az utak tobbsége nem tényleges gyckhoz
konvergal, hanem a végtelenbe. A polinomrendszerek gyokszamanak jobb
becslésére szolgal Bernshtein [1], Kushnirenko [29] és Khovanskii [26] mod-
szere, amely a kisebb szamu Ut vizsgélataval a homotépids modszert hatéko-
nyabba teszi.

E cikk szerzGjének lehetdsége nyilt Tien-Yien Li és Tangan Gao [31, 17]
algoritmusanak tesztelésére. Az 1. tablazatban Osszefoglaltuk a péros
Osszehasonlitds matrixokra felirt legkisebb négyzetes kozelités feladatabol
adodo polinomrendszerek megoldasanak atlagos adatait és a homotopias
algoritmus futasi idejét 1 GHz-es processzoron.

A 3 x 3-as eset elemzésében [3] talalhato olyan matrix-konstrukeio,
amelyhez tartoz6 LSM-feladatnak négy lokalis minimumhelye van. Ezek
azonban gyakorlati szempontbol nem tiinnek elsGdleges fontossagunak.
A 3 x 3-asnal nagyobb esetben néhany tapasztalati (konkrét feladatra
dontéshozo altal megadott), valamint véletlenszertien generalt paros Ossze-
hasonlitds maétrixokat vizsgaltunk. Szamitasaink szerint a tapasztalati
matrixok esetén a legkisebb négyzetes silyvektor az esetek dontd részében
egyértelmid, de még a véletlenszertien generalt matrixok esetében is csak
elvétve fordult el§ 2 megoldésnél tobb.

A maétrix mérete
n =3 n =4 n =5 n =6 n =17 n =8
(nxn)
CPU time 0.05 mp. | 0.5 mp. | 20 mp. | 14 perc | 10 6ra | 3 nap
Kozos gyokok 24 224 1840 14000 | ~ 10° | ~ 10°
szama
Ko6z0s
pozitiv valos 1 és 4 kozott
gyokok szama
1. tdbldzat Polinomrendszerek megolddsa (n =3,4,...,8)
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4. Kutatasi lehetéségek

Dontési szempontbol alapvets fontossagu annak biztositésa, hogy egy paros
Osszehasonlitds matrixbol szamolt silyvektor egyértelmd legyen, ami az
1. fejezetben emlitett silyozasi modszerek esetében biztositott. A legkisebb
négyzetes megoldas egyértelmiiségére vonatkozo sziikséges és elégséges
feltétel azonban még nem ismert. A paros Osszehasonlitds matrixok egy
osztalyaban a megoldas nem-egyértelmtiségére Farkas és Rozsa [16] adott
elégséges feltételt.

Dontéselméleti és alkalmazasi szempontbol is lényeges kérdés a kiilon-
b6z6 sulymeghatarozé modszerek Osszehasonlitdsa. Célunk, hogy a dontési
feladatok jellegzetes vonasainak, tipusainak leginkdbb megfelel§ modszert
ki tudjuk valasztani. Ezen jellegzetességek feltérképezése és azonositasa
jelenleg is kutatas targya.

5. (")sszegzés

A cikkben egy, a tobbszempontu dontési feladatok szempontsuly-
rendszerének kialakitédsara szolgald modszert vizsgaltunk. Négy eljarast te-
kintettiink 4t a péaros Gsszehasonlitas matrixok legkisebb négyzetes kozelité-
sébdl (LSM) adodo sulyok meghatéarozasara. A kapcesolodod nemlineéris cél-
fliggvény nemkonvexitasa miatt az optimumhely altalaban nem egyértelmd.
Az altalunk targyalt modszerek az Gsszes lokalis és globalis minimumbhely
megkeresésére alkalmasak. Tapasztalataink alapjan a 3 x 3-as matrixok ese-
tére hasznélhato a rezultans-modszer és a Grobner-bazisok, 3 x 3-as és 4 x 4-es
esetben az altalanositott rezultansokat alkalmazé Fermat szoftver, 3 x 3-astol
8 x 8-as méretig pedig a homotopias kontinuitasi modszer.

A kutatas jelenlegi fazisaban a 3 x 3-as esetben tudunk péros sszehasonli-
tas matrixokat nagy szamban generalni, majd azokbol automatikusan sulyo-
kat szamolni. Ez lehetGséget ad a sulyozés szabalyszertiségeinek feltarasara,
valamint a véletlen és a dontéshozo altal megadott matrixok Osszevetésére.
3 x 3-as matrixokra a targyalt 4 modszer mindegyike lényegében azonnali
eredményt ad, ezért kis méretdd dontési problémék szempont-sulyozasaban
felhasznalhatok.

A 4 x 4-est6l 8 x 8-as méretig a siilyok szamitasa egyedileg torténik, ezért
a statisztikai jellegii elemzés lehetGsége korlatozott. A futasi eredmények
(kiilonosen n = 7,8 esetében) azt mutatjak, hogy dontési feladatok valos
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id6ben torténs megoldasara még nem alkalmazhatok, az altalunk alkalmazott
modszertan a kutatas fazisaban van.

A legkisebb négyzetes kozelitésbdl szamolt silyvektor ismeretében
lehet6ség nyilik e modszer sajatossagainak feltardsara valamint més suly-
meghataroz6 modszerekkel valo Osszevetésre. A modszerek elényeinek és
héatranyainak pontosabb ismeretével kozelebb keriiliink ahhoz a célhoz, hogy
a dontési feladattipusok alapfeltevéseinek megfelelGen ki tudjuk jelolni az
alkalmazhato silymeghatarozé modszerek csoportjat.

Koszonettel tartozom Tangan Gao-nak (Michigan State University)
a homotopias algoritmus rendelkezésemre bocsatasaért, valamint Stefan
Péternek (Nemzeti Informécios Infrastruktira Fejlesztési Program (NIIF)
Szuperszamitogép Kozpont) a program futtatasaban nytjtott technikai
segitségéért.
A tanulmény az Orszagos Tudoményos Kutatési Alapprogramok OTKA-
T043276 és OTKA-T043241 szamu palyazatainak tamogatasaval késziilt.
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