A Harsanyi-program

Pintér Mikl6s

Kivonat

Ebben a cikkben dttekintjiik és rendszerezziik a tipusterek irodalmat (Harsdnyi-program),
torekedve mind az intuicidk vildgos bemutatdsira, mind a matematikai fogalmak pontos
ismertetésére. Kovetkeztetésiink vildgos: az irodalomban kevésbé népszert tisztan mérhetd
tipusterek a megfelelSek a nem teljes informdaciés szitudcidk modellezésére.

1. Bevezetés

Az egyik, taldn a legfontosabb elvards a nem teljes informdcids szitudcidk modelljeivel
szemben az, hogy azok kezelni tudjédk a jatékosok véleményrangsorait, tehat megadjdk azt,
hogy mit gondol egy jatékos az adott szituaciérél, mit gondol arrdl, hogy a tobbi jatékos mit
gondol az adott szituaciordl, és igy tovabb a végtelenségig. A véleményrangsorok azonban
nem konnyen kezelhetd matematikai konstrukcidk, igy nagyon kivanatos, hogy azok csak
rejtetten, nem pedig direkten jelenjenek meg a modellben.

A fent emlitett probléma, a véleményrangsorok kezelésének bonyolultsdga 6sztonozte
Harsanyit is (Harsanyi, 1967-68) (163. oldal): ,,It seems to me that the basic reason why the
theory of games with incomplete information has made so little progress so far lies in the
fact that these games give rise, or at least appear to give rise, to infinite regress in reciprocal
expectations on the part of the players.”

Harsanyi (1967-68) megoldasi javaslata a kovetkezd:

(1) Helyettesitsiik a véleményrangsorokat tipusokkal (166. oldal): ,,Instead of assuming
that certain important attributes of the players are determined by some hypothetical
random events at the beginning of the game, we may rather assume that the players
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themselves are drawn at random from a certain hypothetical population containing
the mixture of different “types”, characterized by different attribute vectors (i.e., by
different combinations of relevant attributes).”

(2) Gytjtsiik 0ssze az Osszes tipust egy objektumba, értelmezziink az objektumon egy
valdszinliségeloszlast, ami a jatékosok véleményét reprezentdlja (165. oldal): ,,As we
have seen, if we use the Bayesian approach, then the sequential-expectations model
for any given /-game G will have to be analyzed in terms of infinite sequences of
higher and higher-order subjective probability distributions, i.e., subjective probability
distributions over subjective probability distributions. In contrast, under own model,
it will be possible to analyze any given /-game G in terms of one unique probability
distribution R* (as well as certain conditional probability distributions derived from
R")”

Harsdnyinak ezt a kétlépéses modszerét Harsdnyi-programnak nevezziik. A Harsanyi-
program egyes 1épéseihez kapcsoléddan egy-egy kérdés meriil fel:

(1) Helyettesithetéek-e a véleményrangsorok tipusokkal?
(2) Alkalmas-e a tipus fogalma a kit{izott modellezési célok elérésére?

A (2) kérdést elbre véve két alkérdést fogalmazhatunk meg:

(2A) Ossze lehet-e gy(ijteni minden tipust egy objektumba?
(2B) Lehet-e a jatékosok véleménye tetszbleges valdszintiségeloszlds az 0sszegydjtott ti-
pusok objektuman?

A (2A) kérdés az egyetemes tipustér fogalmdhoz kothetd (Heifetz és Samet, 1998). Az
egyetemes tipustér egy olyan tipustér, amibe minden més tipustér egyértelmiien ,,bedgyaz-
hat6”. A (2B) kérdés a tipustér teljességéhez kotédik (Brandenburger, 2003). Egy tipustér
teljes, ha minden benne kifejezhetd véleménytipust tartalmaz.

Az (1) kérdésre dltaldban a vdlasz negativ (Heifetz és Samet, 1999), ha tetsz6leges véle-
ményrangsort tekintiink, akkor nem lehet minden véleményrangsort tipussal helyettesiteni.
Ezért (is) a tipustereket (és a véleményrangsorokat) nem altaldnosan, hanem konkrét meg-
kozelitések mentén elemezziik.

A tipusterek két fajtdja ismert az irodalomban: a topologikus tipusterek, ahol a hasznalt
fogalmak topoldgiaiak, és a tisztdn mérhet$ tipusterek, ahol a hasznélt fogalmak tisztin
mértékelméletiek.! Az 1. tdbldzatban Ssszevetjiik a két megkozelités f6bb jellemzéit.

A topologikus és a tisztdn mérheté modellek kiillonbsége mély, alapvets dontéselméleti
kérdéseket érint. Leegyszerisitve azt mondhatjuk, hogy a topologikus modellekben a jaté-
kosok kognitiv képességei er6sebbek (sét til erdsek), mint a tisztdn mérhetd modellekben.
Tehat mar onmagdban az a kérdés, hogy mi a j6 modellje a jatékosok kognitiv képességei-
nek, elvezet a topologikus és a tisztdn mérhetd modellek kozotti valasztds kérdéséhez.

I A két megkozelités vegyithetd, lasd Pintér (2005).
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Megkozelités Tisztan mérhetd Topologikus
Paramétertér Mérhetd tér Topologikus tér
Vilagallapotok tere Meérhet6 tér Topologikus tér

Az események osztdlya o—algebra Borel c—algebra
Tipusfiiggvény Meérhet6 fiiggvény Folytonos fliggvény
Vélemények Val. mértékek Reguldris val. mértékek
Tipusmorfizmus Mérhet? fiiggvény Folytonos fiiggvény

1. tdblazat. Tipusterek

A tipusterek és dltaldban a véleményrangsorok modellezésének egy alapvetd kérdése,
hogy milyen struktirat definidljunk a jatékosok véleményeinek halmazan.

Minden tipustérben kifejezhetdnek, kimondhatdaknak kell lenni bizonyos alapmonda-
toknak, azaz bizonyos halmazoknak benne kell lennie a jatékosok véleményein értelmezett
események osztalydban. Nem teljes informéciés szitudcidk elemzésekor sziikséges olyan
mondatok kimondésa, hogy egy adott jatékos legaldbb p valdszintiséggel hiszi az A ese-
mény bekovetkezését (véleményoperator (Aumann, 1999)).

Heifetz és Samet (1998) a kovetkez&képpen formalizdlja ezt az elvarast a tisztdn mérhetd
modellekre:

Legyen (X,.#') egy mérhets tér és A(X,.# ) az (X, .#') mérhet§ téren értelmezett valo-
szinliségi mértékek halmaza. Ekkor

= o({{p € AX.l): p(A) = p}, A A, pe[01]}) (1)

a A(X,.#) halmazon értelmezett olyan c-algebra, amely a legsziikebb olyan o-algebra,
ami tartalmazza az alapmondatokat.

A topologikus modellekben nem ilyen egyszerii a vélemények halmazan ,,j6” struktdrat
megadni: legyen (X,7) egy topologikus tér, és jeldlje B(X,7) a Borel c-algebrit (X,7)-
n. Ekkor legyen (A (B(X, 7)), T:) olyan topologikus tér, hogy tetszGleges A € B(X,T)-ra és
p €[0,1]-re:

{ueA(B(X,7)): 1(A) = p} € BA(B(X,7)), %) . 2)

Konnyen lathaté (Pintér, 2010b), hogy altaldban nincs olyan 7, topoldgia, ami a leggyen-
gébb topoldgia azok koziil, amelyek teljesitik a (2) feltételt. Tehat a tisztdn mérhetd megko-
zelitéssel ellentétben, a topologikus modellekben a vélemények halmazan a ,,j6” topoldgia
fogalma nem jdl definidlt, illetve, igy is mondhatjuk, hogy nincs ,,legjobb” topolédgia.

Miel6tt ratériink a két modellcsaldd részletes ismertetésére, kitériink a tipusterek és a vé-
leményrangsorok jol ismert kapcsolatdra. Egy vildgallapot megadja minden jitékosnak az
adott tipustérhez tartoz6 véleményrangsorat (Battigalli €s Siniscalchi, 1999; Pintér, 2012).
Masrészrol, megfeleld véleményrangsorokbdl osszerakhatdk tipusterek (Heifetz és Samet,
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1998; Pintér, 2012), mégpedig tgy, hogy az Osszerakott tipustér pontosan az adott véle-
ményrangsorokat tartalmazza. Ezek a tulajdonsdgok nem megkozelitésfiiggéek, mind a to-
pologikus, mind a tisztdn mérhet6 megkozelitésre igazak.

A cikk felépitése a kovetkezd: el6szor rendre megvizsgéljuk a topologikus és a tisztan
mérhet6 tipustereket, majd az utolsé fejezetben rovid dsszegzést adunk.

2. Topologikus tipusterek

Ebben a fejezetben a topologikus tipusterek fogalmat vezetjiik be, és ismertetjiik a foga-
lomhoz k&thetd fontosabb koncepcidkat.

1. Definicio. Legyen {(2,7;)}ien, a vildgdllapotok halmaza. Az (S,7Ts) paramétertérre

épul(')’ tOpOl()gl’kMS tt’pustér ((Sa TS)? {(Qv Ti)}iENoa (A (3(97 TQ))? T*)7gv {fi}iEN) egy Olyan
objektum, hogy

e ag:Q — Sfiiggvény To-folytonos,

o fi:Q — (A(B(R,71_;)),T:) az i jdtékos T;-folytonos tipusfiiggvénye, i € N,

o tetszbleges A € B(Q,7T_;) olyan eseményre, hogy létezik A’ € B(Q2,7;) @ € A’ és A’ C
A: filw)(A) =1, aholi €N, 0 € Q,

e B(A(B(£2,10)),7.) teljesiti a (2) tulajdonsdgot,

ahol Tq = VienyTi, T—i = V jeny\{i} Tj-

A vildgéllapotok €2 halmazdnak minden pontja a vildg egy lehetséges dllapotdnak teljes
lefrasat adja, a 7; topolédgia az i jatékos informaltsagat adja meg, tehat ha pl. 0, w* € Q két
olyan vilagallapot, hogy azok 7;-megkiilonboztethetetlenek, akkor az i jatékos ugyanugy
viselkedik és gondolkodik a két vilagallapotban; 7, a természet informaltsagat adja meg.

A g fiiggvény azt mondja meg, hogy az adott vildgallapotban mi a természet paramétere,
mdasképpen fogalmazva, g a természet tipusfiiggvénye. Az f; fiiggvény az i jatékos adott
vilagallapotbeli véleményét adja meg. Vegyiik észre, hogy ebben a modellben a jatékosok
ismerik a sajat tipusukat, tehat a fenti tipustér egy Harsanyi-tipustér (Heifetz és Mongin,
2001).

2. Definicié. A ¢ : Q — Q' tg-folytonos fiiggvény tipusmorfizmus az ((S, 7s),{(2, 7)) Yieny

(A (B(Q7 T.Q))a T*)7g7 {ﬁ}iEN) és ((Sv TS)? {(Ql’ T{)}i€N07 (A (B(Q,a TQ’))a Ti)vgla {fj/}iEN)
topologikus tipusterek kozott, ha

o a (3) diagram kommutativ, azaz tetszéleges @ € Q vildgdllapotra: g(®) = g’ o ¢(®),
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¢ & 3)
/

Q 8 S

o a (4) diagram kommutativ, azaz tetszdleges i € N jdtékosra és @ € L2 vildgdllapotra:

fioo(®) =¢o fi(w),

o T aB@.).)
0] O “)
Y K AB@. )7

ahol §; : (A(B(2,7-)),7.) — (A(B(R',7",)),1.) a kovetkezo:
tetszbleges L € A(B(2,7_;)), A € B(Q', 7 ,)-re: p(u)(A) = u(p~'(A)).

@ tipusizomorfizmus, ha @ homeomorfizmus, és mind @, mind @~ tipusmorfizmus.

A tipusmorfizmus segitségével tudunk tipustereket 6sszehasonlitani. Azt mondhatjuk,
hogy egy tipustér b&vebb, mint egy madsik, ha létezik tipusmorfizmus az utébbibdl az el6b-
bibe.

3. Definicié. Az ((S,7s),{(2%,7") }ieny, (A(B(R2%,75)), 7)), 8" . {f }ien) topologikus ti-
pustér egyetemes topologikus tipustér, ha tetszoleges ((S,ts), {(2, ) }ien,, (A(B(2,710)),
T.), 8 {fi}ien) topologikus tipustérhez egyértelmiien létezik @ : Q — Q* tipusmorfizmus.

Az egyetemes tipustér a legb6vebb tipustér, az tartalmazza az 6sszes tipust (1asd a (2A)
kérdést). Pintér (2010b) megmutatta, hogy nincs egyetemes topologikus tipustér, tehat an-
nak ellenére, hogy szdmos pozitivnak latsz6 eredmény ismert az irodalomban (Mertens és
Zamir, 1985; Brandenburger és Dekel, 1993; Heifetz, 1993; Mertens et al., 1994; Pintér,
2005), a Harsanyi-program nem miikodik a topologikus megkozelitésben.

4. Definicié. Egy topologikus tipustér teljes, ha tetszdleges jdatékos tipusfiiggvénye sziirjek-
1.

Tehat egy topologikus tipustér teljes, ha benne minden valdszintiségeloszlas tipus. Fontos
megjegyezni, hogy ugyan nincs egyetemes topologikus tipustér, de vannak teljes topologi-
kus tipusterek. Tehat annak ellenére, hogy mind az egyetemesség, mind a teljesség valahogy
ugyanazt, a tipustér b6ségét, gazdagsigat prébalja megfogni, a két megkozelités nagyon kii-
16nb6z6.

Ami a bevezet6ben emlitett (1) kérdést illeti, az irodalomban elemzett topologikus vé-
leményrangsorok (Mertens és Zamir, 1985; Brandenburger és Dekel, 1993; Heifetz, 1993;
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Mertens et al., 1994; Pintér, 2005) helyettesithetdk tipussal, tehdt a Harsanyi-program a
topologikus megkozelités esetén nem az (1), hanem a (2) kérdésen bukik el.

3. Tisztan mérheto tipusterek

Ebben a fejezetben a tisztdn mérhetd tipustereket €s azok tulajdonségait targyaljuk.

5. Definicié. Legyen {(Q,.#;)}ien, a vildgdllapotok halmaza. Az (S, /) paramétertérre
épiild tisztdan mérhetd tipustér egy olyan (S,{(Q,.#)}icn,, & {fi}ien) objektum, hogy

o ag:Q — S fiiggvény My-mérhetd,

o fi:Q — A(Q, ;) az i jdtékos M;-mérhetd tipusfiiggvénye, i € N,

o tetszbleges A € M _; olyan eseményre, hogy létezik A' € M; @ € A’ és A’ C A:
filw)(A)=1,ieN, 0 € Q,

ahol M _; = VjeNO\{i}‘%j'

A tisztan mérhetd tipustér mogott megbujé intuicidk azonosak a topologikus tipusterek-
nél targyaltakkal. Két technikai kiilonbségre hivjuk fel a figyelmet. Mivel a tisztan mérhet
megkozelitésben a vélemények halmazéan van ,legjobb” o-algebra (lasd «7*-ot (1)-ben),
igy azt nem is jeloljik kiilon a tisztdn mérheté6 modellekben. Mésodszor, amint emlitettiik
a bevezetdben, a topologikus és a tisztdn mérhetd modellek kozott az egyik kiilonbség az,

hogy a topologikus modellekben tobb az esemény. Amint azt késébb l4tni fogjuk a til sok
esemény okozza a bonyodalmakat.

6. Definicié. A ¢ : Q — Q' A -mérhetd fiiggvény (M = VienyM;) tipusmorfizmus az
(8,{(Q, ) Yieny 8. {fiYien) és (S,{(RQ', . 4]) }Yicny. &, {f] }ien) tisztdn mérhetd tipusterek
kozott, ha

e az (5) diagram kommutativ, azaz tetszéleges @ € Q: g' o p(®) = g(w),

Q
® & )
!
Q 8 s

o a (0) diagram kommutativ, azaz tetszéleges i € N jdtékosra ® € 2 vildgdllapotra:

fie (@) = dio fi(w),
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fi

Q - AQ, M)

(0 (o} (6)
/

Q/ f; > A(Q,,%Ll)

ahol ;- A(Q, M_;) — A(Q',.4",) a kovetkezbképpen definidlt:
tetszoleges 1L € A(Q,. M), A€ M ;: Gi(n)(A) = u(@~1(A)). Konnyen ldthat,
hogy @; egy mérhetd fiiggvény.

A @ tipusmorfizmus tipusizomorfizmus, ha @ bijekcié és @~ szintén tipusmorfizmus.

A fent definidlt fogalom mogotti intuicid teljesen megegyezik a topologikus tipusmor-
fizmusnal targyaltakkal. Fontos azonban latni, hogy elképzelhet6 az, hogy két topologikus
tipustér kozott egy fiiggvény tisztdn mérhetd tipusmorfizmus, de nem topologikus tipusmor-
fizmus, s6t az is, hogy két topologikus tipustér tisztan mérhetd értelemben tipusizomorf, de
topologikus tipusmorfizmussal 6ssze nem vethetSek.

7. Definicié. Az (S,{(Q,.#)}icn,, 8, {fi}tien) tisztdn mérhetd tipustér egyetemes tisztdn
mérhetd tipustér, ha minden (S,{(Q',.4])}ien,,8 ,{f]}ien) tisztdn mérhetd tipustérhez
egyértelmiien létezik egy @ : Q' — Q tipusmorfizmus.

Heifetz és Samet (1998) mutatta meg, hogy tisztdn mérhetd tipusterek kozott van egye-
temes tipustér (lasd még (Pintér, 2012)).

8. Definicié. Az (S,{(2,.#4;)}ieny, 8, {fi}ien) tisztdn mérhetd tipustér teljes, ha tetszdleges
i € N jdtékosra: f; tipusfiiggvény sziirjektiv.

Meier (2001) bizonyitotta, hogy az egyetemes tisztdn mérhetd tipustér teljes (1asd még
(Pintér, 2012)), tehat a tisztdn mérhet6 megkozelitésben a bevezetdben feltett (2) kérdésre a
vélasz pozitiv.

Ami a bevezetSben feltett (1) kérdést illeti, itt nem tudunk a részletekbe menni, csak
megemlitjitk Pintér (2012) eredményét: a tisztan mérheté megkozelités esetén minden véle-
ményrangsor tipus.

4. Osszegzés

A korabbi fejezetekben targyalt eredményeket a 2. és 3. tdbldzatokban 0sszegezziik.

A kovetkeztetés vilagos és kézenfekvd. Nem az irodalomban elterjedt topologikus, ha-
nem a kevésbé ,,népszerti” tisztdn mérhetd megkozelités a megfelel6 a nem teljes informa-
cids szitudcidk modellezésére.
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Topologikus megkozelités

(1) kérdés 0 (Pintér, 2010b)
(2) kérdés v (Mertens és Zamir, 1985; Brandenburger és Dekel, 1993)
(Heifetz, 1993; Mertens et al., 1994; Pintér, 2005)
2. tablazat. A Harsanyi-program L.
Tisztan mérhet6 megkozelités
(1) kérdés v (Heifetz és Samet, 1998; Meier, 2001)
(2) kérdés v (Pintér, 2012)

3. tablazat. A Harsanyi-program II.

Koszonetnyilvanitas:
A szerz6 kutatdsait az OTKA K-101224 palyazat és az MTA Bolyai Janos Kutatési Oszton-
dija tAmogatta.

Hivatkozasok

Aumann, R. J. (1999). Interacitve epistemology II: Probability. International Journal of
Game Theory, 28:301-314.

Battigalli, P., Siniscalchi, M. (1999). Hierarchies of conditional beliefs and interactive ep-
istemology in dynamic games. Journal of Economic Theory, 88:188-230.

Brandenburger, A. (2003). On the existence of a ’complete’ possibility structure. In: Dimi-
tri, N., Basili, M., Gilboa, L. (szerk.) Cognitive Processes and Economic Behavior, Rout-
ledge, pp. 30-34.

Brandenburger, A., Dekel, E. (1993). Hierarchies of beliefs and common knowledge. Jour-
nal of Economic Theory, 59:189—-198.

Harsanyi, J. (1967-68). Games with incomplete information played by bayesian players,
Part L., I, III. Management Science, 14:159-182, 320-334, 486-502.

Heifetz, A. (1993). The bayesian formulation of incomplete information — the non-compact
case. International Journal of Game Theory, 21:329-338.

Heifetz, A., Mongin, P. (2001). Probability logic for type spaces. Games and Economic
Behavior, 35(1-2):31-53.

Heifetz, A., Samet, D. (1998). Topology-free typology of beliefs. Journal of Economic
Theory, 82:324-341.

Heifetz, A., Samet, D. (1999). Coherent beliefs are not always types. Journal of Mathema-
tical Economics, 32:475-488.



A Harséanyi-program 31

Meier, M. (2001). An infinitary probability logic for type spaces. CORE Discussion Papers,
No. 0161.

Mertens, J. F.,, Sorin, S., Zamir, S. (1994). Repeated games, Part A. CORE Discussion
Papers, No. 9420.

Mertens, J. F., Zamir, S. (1985). Formulation of bayesian analysis for games with incomp-
lete information. International Journal of Game Theory, 14:1-29.

Pintér, M. (2005). Type space on a purely measurable parameter space. Economic Theory,
26:129-139.

Pintér, M. (2010a). The existence of an inverse limit of an inverse system of measure spaces
— a purely measurable case. Acta Mathematica Hungarica, 126(1-2):65-77.

Pintér, M. (2010b). The non-existence of a universal topological type space. Journal of
Mathematical Economics, 46:223-229.

Pintér, M. (2012). Every hierarchy of beliefs is a type.
http://arxiv.org/abs/0805.4007.



