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VALLALATOK EGY
NEUMANNTIPUSU GAZDASAGBAN

A dolgozat a klasszikusnak tekintheté Neumann-féle novekedési modell egy tij alapra helyezését tartalmaz-
za. Az eredeti Neumann-modellben expliciten vallalatok nem szerepelnek, csak technolégiak vagy eljarasok.
A dolgozat egy olyan Neumann-tipusi modellt vizsgal, amelyben az egyes technolégidknak vallalatokat felel-
tet meg, és azt vizsgalja, hogy ilyen feltételezés mellett egy ilyen gazdasagban léteznek-e olyan megoldasok,
amelyek mellett a vallalatok maximalizaljak a nyereségiiket. Ennek vizsgalata kozben arra az eredményre
juthatunk, hogy erre az esetre a klasszikus Neumann-modell altal feltételezett nempozitiv nyereséget feliil

kell vizsgalni, ami a klasszikus matematikai kozgazdasagtan dualitdson alapulé alapfeltételezése.
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A Neumann-modellt tekintik ma a nodvekedési és
egyensulyelméletek egyik el6futdranak. Ugyanakkor
ez a modell felfoghat6 gy is, mint a Koopmans (1951)
altal kifejlesztett linedris tevékenységelemzés dinami-
kus valtozata. A modell széles korben kutatott nemcsak
az angolszasz vildgban, hanem a magyar matematikai
kozgazdasdgtanban is, csak néhdny dolgozatot emlitve:
Medvegyev (1984), Méczar (1995), Moczar (1997),
Zalai (1999), Zalai (2004)".

A klasszikus Neumann-modell gazdasdgédban n ter-
méket allitanak el6 m kiilonbozd eljaras vagy technol6-
gia segitségével. A modell Neumann Janos éltal adott
interpretdcidjdban nem derithetd ki, hogy az eljardsok-
hoz véllalatokat vagy ipari d4gazatokat lehet-e rendelni,
netdn tobb eljaras testesiti meg a vallalatokat. Amint
az a modellbdl is kitlinik, az eljardsok csak nempozitiv
nyereség mellett miikodhetnek. Ez a véllalati gyakor-
lattal és a vallalat-gazdasdgtanban oktatottakkal ellen-
tétesnek tlinik. A vdllalat-gazdasdgtan vallalatai nem
l1étezhetnek kozéptavon (pozitiv) nyereség nélkiil, mert
kiilonben cs6dbe jutnak.

A dolgozat célja ezért az, hogy a klasszikus Neu-
mann-modell egyes feltételezéseit megtartva egy j,
mds értelmezést adjon a bemutatandé modellnek. Az
Uj értelmezésben tételezziik, fel, hogy a technolégidk
vallalatokat testesitenek meg. Arra épitjiik a médositott
modell ezen értelmezését, hogy egy eljardshoz egy val-
lalat rendelhetS. Ekkor a vallalatok ikertermékeket 4l-
lithatnak el6. Azt a modellvaltozatot, amikor csak egy

termék allithaté el az adott technoldgidval, Leontief-
Neumann-modellnek nevezik.

A dolgozat az aldbbi részekbdl all. A kovetkezd
részben a Neumann-modell egy dinamikus véltozatat
mutatjuk be, aminek a staciondrius esetét, azaz egyen-
sulyi helyzetét vizsgélta Neumann (1945), majd Ke-
mény, Morgenstern és Thompson (1956) gazdasagilag
raciondlis feltételekkel bGvitette azt ki. Ezen az eredeti
modellen mutatjuk meg, hogy ha azzal a feltételezés-
sel éliink, hogy egy eljards egy vallalatnak feleltethet
meg, akkor a nempozitiv nyereség feltételezése esetén
a vdllalatok nyereségiiket akkor is maximalizdlhatnak,
ha nem termelnének semmit. Ugyanakkor az igy el6allo
zérus optimdlis kumuldlt nyereséget a modell klasszi-
kus neumanni megolddsa is garantdlja, tehat a megol-
dasok halmaza egy konvex halmaz. Ezért a nempozitiv
nyereség feltételezést helyettesitjik a nemnegativ
nyereség feltevésével, amennyiben az eljarasokat val-
lalatnak (4gazatnak) tekintjiik, mert az a gazdasig te-
vékenységeinek megsziintetését is jelenthetné, ha az
optimélis megolddsok halmazabdl a véllalatok a sem-
mittevés stratégidjat valasztandk. A harmadik fejezet-
ben az atfogalmazott modellt vizsgdljuk. Amennyiben
az eljarasok véllalatoknak felelnek meg, akkor is azt
kérdezhetjiik, hogy milyen termelési szintek és arak
mellett lesz a gazdasdg egyensilyban. Ennek a kérdés-
nek a megvalaszoldsdhoz egy jatékelméleti modellt va-
zolunk és roviden érintjilk a modell megoldhatsagat.
Végiil 6sszegezziik az eredményeket.
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A Neumann-modell dinamikus valtozata
és annak atfogalmazasa

Ebben a részben egészen bemutatjuk a Neumann-mo-
dellt. E dolgozatban nem célunk a Neumann-modell
didaktikus bemutatdsa, azt Zalai (1999) dolgozatdban
aprdolékosan megtette. A modell bemutatdsakor nem
a staciondrius, egyensulyi megolddsbdl indulunk ki,
hanem a turnpike-elméletben (Dorfman — Samuelson
— Sollow [1958]) alkalmazott dinamikus linedris prog-
ramozasi feladat megoldasabol. E megoldas alapjan azt
vizsgaljuk, hogy vajon a Neumann-modell megolddsa
utat enged-e annak a megfeleltetésnek, hogy egy elja-
rds egy vallalatot takar.

A Neumann-modell rovid osszefoglaldsa

A modell dinamikus véltozatit Asmanov (1984)
munkdja alapjan ismertetjiilk. A modell alapmaétrixait a
Hegediis és Zalai (1978) konyvében taldlhaté matrixos
jelolésekkel ismertetjiik, a Neumann altal hasznalt ha-
gyomdnyosabb jeloléssel szemben.

A modell alapfeltételezései kozott szerepel, hogy a
J-ik technoldgia egységnyi szintl alkalmazdsahoz ¢, =
(c i Copees an) nagysagu indulé készletre van sziikség
a termékekbdl, mig a termelési periddus végén egység-
nyi szint{ alkalmazas esetén dj = " dz_/" . a’nj) kész-
let 4ll rendelkezésre a piaci cserére. A j-ik technoldgia
input-output dsszefiiggéseit tehét a (cj, dj) vektorpérral
szemléltethetjilk. A vektorok n dimenzidsak, vagyis a
gazdasagban n szamu termék van, mig az eljarasok sza-
ma m. Ha a j-ik technolédgia alkalmazasi szintje a #-ik
periédusban x/, akkor az eljdras indul6 készlete ¢, - x/ €s
a periédus zarokészlete d- x/. Az eljardssal elGallitott,
és piacon értékesithetd termékek mennyisége tehat d] .
x/. A t-ik termelési periédus végén, a t-ik idGpontban
zajlik le a piaci csere az ott kialakulé aron, amelyet a
r,., =@, p. - p,,") nemnegativ n elemd vektor-
ral jelolink. Az anyagaramldst a technol6gidk szem-
pontjabol az 1. dbra szemlélteti.
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A Neumann-modell dinamikaja a j-ik eljarasra

Foglaljuk most 0ssze a gazdasigra az egyensulyi
feltételeket. A naturdlis egyensily feltétele a t-ik 1d6-
pontban az, hogy a piacra vitt termékek készlete a cse-
re utdn nem lehet nagyobb, mint a csere el6tt az egész
gazdasagban, vagyis D - x_, — C - x,2 0, ahol C = (c,
CpenC,) €8 D =(d, d,...,d ) a technolégidk egység-
nyi input és output készletének mdtrixa. Az x = (x/,
xf,..., x") vektor a termelé€si szintek m dimenzids vek-
torat jeloli a #-ik periédusban. A nempozitiv nyereség-
re pedigap,, - D —p - C <0 Osszefliggés frhat6 fel.
Ha feltessziik, hogy a gazdasédg tervezési idGhorizontja
T, akkor az induld készletek dllomédnya D - X, mig a
termindlis drbevétel dsszértéke p, , - D - x, kell, hogy
legyen, ahol az x kezdeti termelési szintés ap, , végsd
arrendszer adottak. Ezenkiviil a Kemény, Morgenstern
és Thompson (1956) altal javasolt feltételeket a mo-
dellhez csatoljuk, ami azt jelenti, hogy minden termék
sziikséges legaldbb egy madsik termék elGallitdsdhoz:
1 - C > 0, valamint minden termék el&allithat legaldbb
egy eljardssal: D - 1 >0, ahol az I = (1,1,...,1) az O6sz-
szegz§ vektort jeloli.

A kovetkezSkben azt mutatjuk meg, hogy az el§z6-
ekben intuitivan kapott egyensilyi feltételek egy line-
aris programozasi feladat primalis és dudlis parjainak
felel meg. A programozasi feladat primalis oldala a ko-
vetkezd (1)-(4) feladat:

x20,(=12,...1), (1)
C-x,<D-x, 2)
-D-x,+C-x<0,=23,...7), (3)
Pr,; - D - x,— max. 4)

2 o

Ez a feladat kés6bb a turnpike elméletek kiindu-
I6pontja volt, amely Dorfmann, Samuelson és Solow
(1958) munkdjaban taldlhaté meg. Ezek szerint, ha T
elég nagy, akkor az optimdlis pdlya a Neumann-sugar-
hoz esik elég kozel. (A Neumann-sugarat a kdovetkezd
bekezdésekben definidljuk.)

A fenti feladat (5)-(8) dualisat az
alabbi médon irhatjuk fel:

p,20,(1=12,..T), )
p,-C=p, -D20,(t=12,..T), (6)

1. dbra

Pr

p;-]

pr-C2p., - D, (7

®)

p, D -x, — min.

Piac Termelés

i X/ > ¢ x/ T > d;-x/

Piac

A két linedris programozdasi feladat

¢ it/

megoldhatd, mivel a C és D maétrixok-
ra tett feltételek biztositjdk egyrészt a
primalis feladat lehetséges megoldésa-

-1

Forras: Lancaster (1968)
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halmaza alulr6l korlatossagét. Az optimalis (x°, p°)_T
vektorpdroknak ki kell elégiteniiik a kovetkezd egyen-
16ségeket:

p/-(C-x’-D-x ) =0, 9)
' -C-p,.°-D)-x’=0. (10)
Vegyiikk most a probléma stacionarius megoldasat,

vagyis legyen x, , = a - x,, valamint p,_, = - p , akkor
a staciondrius pélyanak ki kell elégitenie a

D-x=2 a-C-x° (11)
p-D-x=a-p-C-x (12)
pCz peopeD, (13)
pe-C-x=p-p°-D-x, (14)
p-C-x>0 (15)

Osszefiiggésrendszert, ami a Neumann-modell egyen-
sulyi helyzeteit foglalja 0ssze. Az x és p vektorok
nemnegativak. A (11)-(15) egy egyensulyi palyéjat
a (a, x4, B¢, p°) négyessel irhatjuk le, amit Neumann-
sugdrnak neveznek. Ezekb6l a pdlyakbol keressiik
a legnagyobb ac-t tartalmazé novekedési pdlydkat.
A (11)-(15) modell egyensilyi pélydinak létezésével
nem foglalkozunk, az érdekl&dd olvasé annak bizonyitd-
sat megtaldlja pl. Heged(s és Zalai (1978) konyvében.

Lehet-e a klasszikus Neumann-modellben
vdllalat egy eljdrds?

Most attériink annak a vizsgalatdra, hogy mi tortén-
het akkor, ha az eljardsokat vallalatoknak tekintjiik, és
ezzel folytatjuk elemzésiinket. Ekkor a Neumann-féle
gazdasdgban fellelhet6 nempozitiv nyereség feltétele-
zEsét fel kell oldani, mert a véllalat-gazdasdgtanban a
nempozitiv nyereség a villalat megsziinéséhez vezet-
het, amint azt a kovetkezd példa mutatja. El6bb vizs-
galjuk a vadllalat miikodését, amit most azonositunk a
klasszikus Neumann-modell egy-egy eljarasaval.

Az egyes vallalatok termékeit feloszthatjuk aszerint,
hogy nyersanyagrol, alapanyagroél van-e sz6, vagy vég-
termékrSl. Ezt a kovetkez6 médon szemléltethetjiik a
Jj-ik vallalat esetén. Az i-k termék végtermék, azaz a pi-
acon értékesithetd termék, ha d, > c,. Ugyanakkor egy
madsik, k-ik termék nyersanyag, ha d < ¢, lgy aj- ik
eljarassal elGallitott termékek mennylsege a t-ik perio-
dusban, ahol i végterméket jelol (dl,j - cij) x/>0, mig a
felhasznalas (ij - dkj)- x/<0ak-ik nyersanyag esetén. Itt
azzal a feltételezéssel élhetiink, hogy a készletvaltozast
azonositjuk a termeléssel és a termelSfelhasznédldssal.
Mivel a modell csak stock (4llomdny) jellegi mutat6-
kat tartalmaz, ezért a flow (folyam) mutatdkat a kész-
letadatokbdl kell meghataroznunk.
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A piacon az eljarashoz, termeléshez felhasznalt (igy
megsemmisitett) terméket kell beszerezni pl. a rik
idopontban az k-ik termék esetén ¢, - x/ — d, - x/, 20
nagysagban. Ezzel a mennyiséggel novekszﬂ( az eljaras
lefolytatdsdhoz a kovetkez8 periddusban rendelkezésre
all6 készletek mennyisége. Ugyanezen id6pontban az
értékesités mennyisége d - x/_ —c, x/>0.Eza 1 folyam-
mutaté a készletek csokkeneset szemleltet1 Ujra meg
kell jegyezniink, hogy a csere esetén is stock adatokbdl
kell flow informéacidkat eldallitanunk. Ezzel az eljaras-
sal két tevékenységre bontottuk a Neumann-modellben
megadott folyamatokat: termelésre és piaci cserére.

Az el6bb bemutatott Osszefiiggéseket a készlet-
gazdédlkoddsbol ismert stock-flow (dllomany-folyam)

egyenletek segitségével is szemléltethetjiik:
d x/ = d x/
t=12,..., T).

A véllalat a termelési folyamat soran (d. — cj) - x/
mennyiségil terméket 4llit eld, illetve semmisit meg az
elébbi bekezdésekben meghatirozott értelemben, mig
a piaci csere sordn d, - x| - ¢ x/ nagysdgu terméket
értékesit, vagy szerez be a termelés folytatdsdhoz.

A vizsgéalt vallalat éltal elért piaci bevétel-kiadast
a t-ik idSpontban a p, - (d - xf - x/) kifejezéssel
frhatjuk le, ahol p, = (p/, p?...., pt") vektor az arak n
dimenzids vektora a t-ik 1dop0ntban. Ez csak a piaci ar-
bevétel, de nem a nyereség. A nyereséget az egyes peri-
odusokra értelmezhetjiik, ami a -ik periédusra p, | - d.

-p,- d - x/_,. Bzt azért irhatjuk ebben a formaban
mert két id6szak ~-mérlegf6osszege” kozotti kiillonbség
lesz az eredménykimutatdsban szerepl nyereség vagy
veszteség a vdllalat szimdra, amint az a véllalati szdm-
vitelben szerepel. Alakitsuk ezt az 0sszefiiggést tovabb
az aldbbi modon, a (16) egyenletrendszert az arvektor-
ral beszorozva:

y ¥ (d—c)-x]—(d-x]_ —c -x]),

(16)

d]xfpdxf—
)dxf+p (d c) X/ —

t+1

. (dj—xtf'_I—cj-xtf).

t+1

Ez azt mutatja, hogy a nyereség harom részbdl 4ll,

amelyek
— a Brody (1980) altal is leirt papirprofit:
(pt+l _pr) ) d] xtj’

— atermelési tevékenység sordn képzddd ,,bels6”
nyereség: p, - (d,—c) “x/, €s

— apiaci csere soran kialakult dru-pénz egyenlege
(drbevétel): p, - (c,-x/—d - x/_).
j t J t-1

Az eredeti Neumann-modellben az eljarasok nyere-
sége nempozitiv, tehitp , - dj =p, ¢S 0.
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Ezek utan tételezziik fel, hogy az igy megalkotott
véllalat célja az arbevétel/rdforditds maximalizédldsa a
tervezési idShorizonton. Feltessziik azt is, hogy az drak
egy adott T id6horizonton beliil adottak, és az (5)-(8)
linedris programozdsi feladat optimdlis megoldasaval
egyeznek meg. Nem foglalkozunk azzal, hogy milyen
mechanizmus alakitja ki az optimélis, egyensilyi dra-
kat, amit p °-vel jelolink, £ =1,2,...,T. A villalat kumu-
14t arbevételfiiggvénye a vizsgalt tervezési horizonton
a kovetkezé alakot olti:

r
e f. N N J_
Z Py ’(d_; X TN )"’ Pra 'd_;' Xp =
i=1
r

S (o2, -d, - p?oc,)x) + pood,-xl. (17)

=1
A viéllalat célja tehét olyan termelési szintek kiva-
lasztdsa, amely mellett az arbevétel maximadlis lesz,
természetesen adott drak mellett. Tegylink még egy
feltételezést, ami az egyensily naturdlis feltételébdl
kovetkezik:

i
- N e
d -x/ +e -x —‘Z(dk x5

=]

¢, X ) (t=12,.7), (18)

ami azt jelenti, hogy a piaci csere korldtozza a val-
lalat altal beszerzett és eladott druk mennyiségét, ahol
xt"” az (1)-(4) modell optimalis megolddsa. Mindez azt
is jelenti, hogy a vallalat maximadlis arbevétele fiigg a
tobbi vallalat altal értékesitett és beszerzett termékek
mennyiségétdl. Itt feltessziik, hogy a vallalat szdmara
ismertek a més véllalatok 4ltal piacon realizalt egyen-
stilyi mennyiségek.

A (17) és (18) feltételezések felhasznalasaval a (19)-
(22) linedris programozdsi feladatot definidltuk, amely
a kovetkez6 formaban irhaté fel:

x} 20,(r=12,..7T) (19)

i
v yd ) . R
c.-xj =d, -xj+ E (dk X,  —cp X, )
k=1

ki

(20)

"

—d,xl ve,x <A x4 —e, X ) (1=23..7)
oy (21)

Z(p;ll d -p? .c_!)-x,'" — max. (22)

=1

A probléma megoldasa konnyen megadhat6, ugyan-
is ha nempozitiv az arbevétel, vagyis p?, - dj -p’ G
< 0, akkor az optimélis termelési szint minden peri6-
dusban zérus, azaz x/"’ =0, (t=1,2,...,7) is lehet. Ezt
szekvencidlisan lathatjuk be, a bizonyitast a fiiggelék
tartalmazza. Ugyanakkor a célfiiggvény (17) Osszefiig-
gésnek megfeleld atalakitdsa sordn lathatd, hogy a (10)
egyenlGség teljesiilése miatt a neumanni megoldds,
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azaz az (5)-(8) linedris programozasi feladat megolda-
sa is adja a zérus nyereséget. Mindez azzal a kovetkez-
ménnyel jarhat, hogy el kell vetni a nempozitiv nyere-
ség feltételezését ebben a modellben, vagyis akkor, ha
az eljarasokat vallalatoknak, dgazatoknak tekintjiik.

A tovédbbiakban feltételezziik, hogy nemnegativ
nyereség fordulhat el&:

Py d=p, ¢, S0, (t=12,.T), (j=12....m).

Ez a feltételezés azt mondja ki, hogy egységnyi
szintd mikodés esetén a #-ik periddusra a termelési
id8szak végi készlet értékének nagyobbnak kell lennie,
mint az inputként szerepl$ készletek értéke. Ha ezt a
feltételt nem tennénk meg, akkor a nempozitivitds mi-
att az optimadlis szintek értéke O lenne, amit nem tud-
nank értelmezni.

A feltételezés ellentmondasban van a klasszikus
Neumann-modell azon feltételezésével, hogy nem po-
zitiv nyereséget értelmeziink. Azonban véllalatok mo-
delljeként tekintve Neumann novekedési modelljét az
eredeti feltételezés nem lenne — amint lattuk — tarthat6.

1. példa. Fejtegetésiinket szemléltessiik egy szam-
példaval. Tételezziik fel, hogy az aldbbi két technol6-
gidval rendelkezd gazdasdgban harom véllalat 1étezik,
valamint két termék:

1 35 31 3
I S
2 21 1 4 4

Ebben a gazdasdgban a vdllalatok a kovetkezd ter-
melési technoldgidval rendelkeznek.

1. vallalat: d, —¢, = },

2. vallalat: d, —¢, =

-2
3. vallalat: d, —c, = ]

Ez azt jelenti, hogy az els6 véllalat esetén a be-
szerzend6 termék a mdasodik, aminek egy egységnyi
felhaszndldsaval kettS darab els§ terméket dllithat eld.
A misik két vdllalatra ugyanigy értelmezhetjiik a vek-
torainkat.

Tegyiik most fel, hogy az (1)-(4) és (5)-(8) felada-
tokat vizsgéljuk. Legyen a nulladik id&szak termelési
szintje x, = [1,1,1], ami azt jelenti, hogy a nulladik pe-
riddus végén cserére rendelkezésre 4ll6 termékmennyi-

ség 7
Dex, :|: :| .
9
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Ugyanakkor tételezziik fel azt is, hogy harom peri-
6dus termelési és drképzését vizsgéljuk. Ekkor legyen
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A célfiiggvényben szerepl§ vektort a

a negyedik periédus drvektora: p, = [1,1], amib6l az —-C 0 0
egységnyi arbevétel (kiadas) D C 0
o o o g g
p,-D=1[4 5 1l [pl P> Ps p4]’ 0 D —C
Az (1)-(4) feladat indulé és megoldasi tibldja a 0 0 D
Microsoft Excel solverébdl ekkor:
Ix11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33 |
| 4,222222 0 0,555556 1,987654 0 2,469136 5,105624 0 1,652949|
1 3 5 0 0 0 0 0 0 7 7
2 2 1 0 0 0 0 0 0 9 9
-3 -1 -3 1 3 5 0 0 0] 1,78E-15] 0|
-1 -4 -4 2 2 1 0 0 0] 7,55E-15] 0|
0 0 0 -3 -1 -3 1 3 5| 3,55E-15 0|
0 0 0 -1 -4 -4 2 2 1] 7,99E-15 0
| 0 0 0 0 0 0 4 5 71 | 31,99314]

Innen lathat6, hogy az optimdlis megoldas a jobb
alsé sarokban lathatd, ami nagyjabdl 32 pénzegység.
Az optimédlis megolddst a mdsodik sor tartalmazza.
Amint lathat6, a médsodik véllalat nem fog termelni,
mert a harmadik vdllalat hatékonyabban éllitja el§ a
madsodik terméket.

Az (5)-(8) feladat megolddsa, vagyis a Neumann-
rendszer megoldasét a kovetkez§ tablazat tartalmazza:

mivelet elvégzésével nyerhetjiik, amely az id&szaki
termékekre es6 nyereséget tartalmazza. Amint lathato,
ez a fajlagos z€rus, ha a terméket termelik, és negativ,
ha nem termelik.

Az optimélis célfiiggvény értéke zérussal egyezik
meg, de az eredmény azt is mutatja, hogy az optimalis
termelési szintek ekkor erre a megoldasra szintén nul-
laval egyeznek meg.

Ip11 p12 p21 D22 p31 p32 |

[ 1.775034 2,174211 _1,493827 1,641975 1,111111__1,444444]
1 2 -3 -1 0 o] 5,11E-15 [9)
3 2 -1 -4 o ol 1.611797 o
5 1 -3 -4 o] o| -8,88E-16 o)
o o) 1 2 -3 -1] 2,44E-15 o
o] o 3 2 -1 -4] 0,876543 o]
o o 5 1 -3 -4] 8,88E-16 o
o] o o] o) 1 2 4 4
o o] o o 3 2| 6,222222 5
0 0 o] o) 5 1 7 7

1 7 9 0 0 0 o] [31.99314]

Ez a feladat duélisa az elGbbinek, ezért lesz az opti-
malis célfiiggvény értéke szintén mintegy 32. Az opti-
madlis megoldédsban a tervezési horizonton mindkét ter-
méket termelik, hiszen pozitiv a termékek arnyékara.

A kovetkezSkben tételezziik fel, hogy az utébbi ar-

A Neumann-modell egy masfajta
megfogalmazasa

A modellt a fentiek ismeretében a kovetkez8 mdédon ir-
hatjuk fel, mint a (23)-(28) optimalizalasi feladatot:

nyékdrak a valddi piaci drak, és prébéljuk ennek segitsé- x,20,p20(=12,...7), (23)
gével glg))ﬂgazl)lzfallmd a telzn.lelfm simgll((kvektoralt, .aln/lll‘lt C-x,<D-x, (24)
azt a - eladatok 1s teszik. or az optimalis
; clacaot ¢ prma’ “D-x +C-x<0,(=23,..7), (25)
megoldést szolgéltaté Microsoft Excel tdbla az aldbbi: r1 4
Ix11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33 |
| 0 0 0 0 0 0 0 0 0]
1 3 5 0 0 0 0 0 0| 0| 7
2 2 1 0 0 0 0 0 0| 0| 9
-3 -1 -3 1 3 5 0 0 0| 0| 0|
-1 -4 -4 2 2 1 0 0 0| 0| 0|
0 0 0 -3 -1 -3 1 3 5 0| 0|
0 0 0 -1 -4 -4 2 2 1 0| 0|
[ 021,629 0 0 -13,8889 0 0 -5,66665 0] —d
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-p,-C+p, . -D20,(1=12,..T-1), (26)
Py C<p., - D, (27)
_ ; _
p,-d, 'x1]: +Z(pr+1 -d, - p, 'Cl)'x:
-1
’
pl-d:'xngZ(p,,]‘dg—pl‘cg)‘x‘,“ —>opt ,

1
I)l -dm ’ xiT + Z(.Ur—l ’ dm - Jlr)r ’ cm)- 'xfm

1

t
T
t

ahol D - x, az ismert készletillomédny a tervezési pe-
ri6dus elején, valamint p, - D egységnyi kibocsitds
értéke a tervezési periddus legvégén.

r .
A feladat igy annak a {x p },_ , termelési szerkezetnek
és { P, }:=| arrendszernek a felkutatdsa, ami mellett a

véllalatok maximalizaljak a nyereségiiket. A vazolt
probléma tehat egy jatékelméleti, tobbcéld programo-
zési feladat megolddsét igényli. Matematikailag vizs-
géilva a problémat egy kvadratikus tobbcélfiiggvényes
matematikai programozasi feladatot nyertiink. (Lasd pl.
Kreké (1972) mivét.) Az ilyen feladatot visszavezet-
hetjilk egy egycélfiiggvényes matematikai programo-
z4si feladattd, amennyiben a célvektort egy konstans
A=(A,, A,,...,A ) nemnegativ vektorral szorozzuk meg,
amelyet az Osszegz§ vektorral szorozva éppen egyet
kapunk, azaz I’A = 1.

A tobbcélfiiggvényes programozas témakorébdl ismert,
hogy a megolddsok halmaza nemkonvex, ugyanis az
Osszes lehetséges A vektorra meg kellene oldanunk a
problémat. A tovabbiakban mads utat valasztunk.

A feladat megoldésat egyszerdsitsiik arra az eset-
re, amikor a gazdasdgban képz8d6 Osszes nyereséget
maximalizdljuk, azaz az el&bbi feladat célfiiggvénye a
kovetkezd alakot veszi fel:

T
Z(pm -D—p, -(,')-,\rI +p,-D-x, > max.
=1

L1
Ekkor A =—.
m

A feladatot még egyszerlibb formaban is felirhatjuk,
ha az arvektorokat és a tevékenységi szintek vektorat,
valamint a matrixokat 6sszevonjuk:

X, P ¢ 0
X, P D C
= .|, p=| .|, C=| .. .. . .
Xr Pra 0o o0 .. C
| Xp | | Pr o 0 0 -D C|
VEZETESTUDOMANY
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Ennek segitségével a (23)-(28) probléma tijabb, 6sz-
szevontabb alakja:

$20,520, 29)
C-X<a, (30)
C'-p<b, G1)
—p-C-X+a-X+b-p— max (32)
ahol
—D-xt, 0 ]
0 0
a= , b=
0 0
L 0 ] _D"Pm_

A vesszdvel a transzpondltat jeloltiik. Mivel az igy
felvetett probléma egy kvadratikus programozasi fel-
adat, ezért még ez utdbbi feladatot is tovdbb egyszeri-
sithetjiik a (33)-(35) alakra:

>
y=0 (33
']y—" (34)
—E-y-!?-y+c-y—>max (35)

ahol

R SN
y=|_1, E=| . c= .
X cC'" 0 b

Ennek a feladatnak a megolddsa Lagrange-
fliggvénnyel nem ad olyan szimmetrikus megoldast,
mint a linedris programozds dualitdsi eredményei, ezért
eltekintlink annak vizsgalatidtol. A megoldas 1étezésé-
nek elemzésétdl is eltekintiink, mert a matrixokra tett
Kemény, Morgenstern és Thompson (1956) feltételezé-
sek garantéljdk a (33)-(35) programozasi feladat meg-
oldasat. Foglalkozzunk inkdbb e feladat staciondrius
megoldésaival.

A staciondrius megoldds legyen djra x,,
lamintp = - p . Ekkor

1=(x-xt,va—

D-x=a-C-x, (36)
p-C< B -p-D, (37)
p-C-x>0 (38)

A p arvektor és az x termelési szintek vektora eb-
ben az esetben is nemnegativ. Ez a modellvéltozat tehat
harom ponton kiilonbozik a klasszikus (11)-(15) Neu-
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mann-modelltSl. Hidnyoznak beléle a (12) és (14) du-
alitdsi tulajdonsdgok, valamint a (13) Osszefiiggésben
az egyenlGtlenség elGjele megfordult. Az optimalis «
novekedési ratat €s a f drnovekedési ratat optimalizala-
si feladat megolddsaként kaphatjuk meg.

A modell megolddsa igy azon (a, x, f3, p) egyensilyi
pélyék felkutatdsa, amelyekre « maximalis és $ mini-

madlis. Ha 8 minimdlis, akkor E-nak maximalisnak

kell lennie. Ez azt jelenti, hogy ebben a modellben nem
kell minden véllalatnak maximadlis nyereséget elérnie,
mint a klasszikus Neumann-modellben, hanem csak
egy maximadlis nyereséget, amint azt a kovetkez8 6sz-
szefiiggés mutatja:

p-(d__,- _cj)>L_

pc; )8

A (39) képlet szerint a j-ik vallalat eszk6zardnyos
nyeresége nagyobb, mint egy adott érték, amit a garan-
talt nyereségként definidlhatunk. Extraprofitot azok a
véllalatok érhetnek el, amelyeknél a (39) egyenlGtlen-

(39)

CIKKEK, TANULMANYOK

X, +x, +x, =1
& — max

A feladat megolddsat szintén Microsoft Excellel el§
lehet dllitani: x, = 0,648371, x, = 0, x, = 0,351629.

Az optimdlis novekedési litem: o = 1,246616.

A legalacsonyabb drndvekedést az alabbi feladat
megoldasa szolgaltatja:

pz20,p,20, feR

ICH R T

py+p, =1
£ — min

Az optimalis értékek a kovetkezdk: p, =0,411277,
p,=0,588723, B=0,871702. A garantdlt profitrata

1
ekkor — =1,147181, vagyis mintegy 15 szdzalék.

A (33)-(35) feladat megoldasat az aldbbi tablazat
tartalmazza:

|x11 x12 x13 x21 Xx22 Xx23 x31 X32 x33

p11 p12 p21 p22 p31 p32 |

[[4,222222

o

0 0,555556 0 2,555556 1,333333

0 1311111

o
LS

-1E-06 _1,57143 0,857143 0,571428

coocoocoococoocobipwoo
cocococococococohbamoo
cocococococococonv-~O0OOO
cocococococococonvwooOOO

coococoocococococoibrna
coocoocoococoococohinw
coocococoocococoococohbao
cocococococococoibrvaoco

7|

9
-1,78E-15
2,66E-15
-1,78E-15
-14,24444
-2,89E-15
-2,22E-15
-3,285719
1,39E-12
-4,285713
-3,142855
4

4

2

onwablidbooooooocoo
~nvhvbAALloooooooooo

NP OOOOOO0OO0 OO W©N

coococooococo-~nmoooo
coocococouwaocoooooO
coococooanvNMNOOOOOO
coocuwabiboooooo
cooanmnvibhliocooocoooo

ség szigoru formdban teljesiil. Az extraprofit nagysiga
ekkor az i-ik véllalatra

pdi 1 >0.

pe B

Az egyensily 1étezését Hegeds és Zalai (1978) bi-
zonyitottdk. Ebben az esetben azonban a dudlis oldalrdl
is hasonldan bizonyithat6 az egyensiily 1étezése.

2. példa. Folytassuk az eredmények szemléltetését
az 1. példa matrixaival és vektoraival. El§szor az uj
értelmezés egyensilyi termelési szintjeit és drvektorait
a kovetkezd két feladat optimalis megoldédsaiként kap-

hatjuk meg: X 20,x,>0,x,>0,ceN

I

o o O

Az optimalis megoldas ekkor a tervezési horizonton
37,666667, az optimdlis termelési szinteket és az ar-
vektorokat a tablazat masodik, bekeretezett sora tartal-
mazza. Osszevetve ezt a megoldast a klasszikus Neu-
mann-modell megolddsdval lathatd, hogy a gazdasig
0sszes nyeresége majdnem hat pénzegységgel ndtt.

Osszegzés

A dolgozat abbdl a feltételezésbsl indult ki, hogy a
Neumann-modell eljardsainak egy-egy véllalat (ipardg)
is megfeleltethetd meg. Feltételezve, hogy az igy de-
finialt vallalatok célja a nyereség maximalizdldsa, azt
kérdeztiik, hogy milyen feltételeknek kell teljesiilnie az
egyensuly eléréséhez. Arra az eredményre jutottunk,
hogy a Neumann-modell eredeti feltételei koziil kettd
tovébbra is teljesiil, nevezetesen a naturilis egyenstly,
valamint az idGszak elejei készletek értékének pozitivi-
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tasa, de az dregyenstlynak meg kell fordulnia, vagyis
nemnegativ nyereségek kellenek, hogy legyenek az j
modellben. Az j modellben a dualitasi feltételekrdl is
le kell, hogy mondjunk.

Tovabbi kutatast igényel, hogy a és f milyen feltéte-
lek mellett lehetnek azonosak. Ezenkiviil azt is kérdez-
hetjiik, hogy hogyan alakul az egyensily staciondrius
feltétele, ha egy véllalat tobb eljardssal (technol6gi-
val) rendelkezik.

Labjegyzet

U A szerz8 koszoni Zalai Erndnek a dolgozat kordbbi viltozataihoz
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Fiiggelék

A (19)-(22) probléma megoldasat arra az esetre vizsgéljuk,
amikor a fajlagos arbevétel/raforditds nempozitiv, azaz
P, d] -p/- ¢S 0. Azt latjuk be, hogy ekkor az optimalis
termelési szint minden periddusban zérus lehet, azaz xtf"’ =
0, (r=1,2,....,T). Ezt szekvencidlisan lathatjuk be.

Vizsgéljuk el6szor az x/ optimélis €rtékét; feltételez-
ve, hogy a tobbi optimdlis termelési szint xlf"’, (t=1,.2,...,
T-1) ismert. Az optimaliz4l4si feladat alakja ekkor

x._f: >0,
¢, -x) <d, -xl +Z(dk .

(i -d, - p?

Mivel a célfiiggvény nempozitiv, ezért annak felsé
korlétja zérus. Ezt az értéket akkor éri el a célfiiggvény,
ha az x/” optimdlis termel€si szint nulla, vagyis x/* = 0.
Ennek az 6sszefiiggésnek minden egyes vallalatra igaz-
nak kell lennie, ezért x* =0, (j = 1,2,...,m).

Tekintsiik most a (7-1)-ik periédus optimdlis ter-
melési szintjeit, ami a kdvetkezd optimalizdlési feladat
megoldéasaként all eld:
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(P -d, = pii-e,)-xfy — max,

ahol (j = 1,2,...,m). Ennek a feladatnak a megolddsa x_
7=0,(=12,...,m), amint azt az el6z8 optimalizaldsi
feladat megoldasakor is lattuk.

Szekvencidlisan folytatva az optimalizélési felada-
tok megoldasat azt kapjuk, hogy nempozitiv drbevétel/
réforditds esetén a véllalatok optimadlis tevékenységi
szintje zérus, azaz a semmittevés. Ezért abban az eset-
ben, ha az eljarasokat vallalatnak tekintjiik, akkor el kell
vetni a nempozitiv drbevételt, és helyette a nemnegativ

arbevételt kell tenniink.
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