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A VISEGRADI ORSZAGOK MORTALITASI RATAINAK
ELOREJELZESE NEURALIS HALOZATOKKAL!

SZENTKERESZTI GABOR -~ VEKAS PETER
BCFE Operdcio és Dontés Intézet

Tanulmanyunkban az utébbi években szamos teriileten nagy sikerrel alkalma-
zott visszacsatolt neuralis hal6zatokat hasznaljuk fel Csehorszdg, Lengyelor-
szag, Magyarorszag és Szlovéakia 1970 és 2019 kozotti, 18 és 99 év kozotti ko-
rokhoz tartozé életkorfliggé halandodsagi ratdinak elérejelzésére, kiilon nékre
és férfiakra. A népszerii Recurrent Neural Network, Long-Short Term Mem-
ory és Gated Recurrent Unit architektirakat mind megvizsgaljuk, és kiillonos
figyelmet forditunk a héldk hiperparamétereinek optimalizdsara, melynek
érdekében keresztvalidaciot alkalmazunk, és a vizsgalt idészakot tanuld és
teszteld periddusokra osztjuk fel. Elérejelzéseinket pontossag szempontjabol
a klasszikus Lee—Carter és a koherens multipopulaciés Li-Lee modellekkel is
Osszevetjuk, és megallapitjuk, hogy az egyes orszagok, nemek és korcsoportok
esetén melyik eljarasok képesek a legmeghizhatobb projekcidkat generalni.
Modelljeinket az élet-, nyugdij- és egészséghiztositasi teriileteken dolgozo ak-
tudriusok és a demografusok egyarant alkalmazhatjak a gyakorlatban.

Kulcsszavak: elorejelzés, neuralis haldzatok, demografia, biztositas. JEL-
kédok: J11, C53

1 Bevezetés

A halandésédgi ratak elérejelzése az aktuariustudoményban és a demografidban
egyarant fontos feladat, amelynek eredményei a gyakorlatban tobbek kozott a
nyugdijrendszerek fenntarthatésaganak vizsgalatara és népesség-elorejelzésre
is felhasznalhatok.

A visegradi orszigok halandésdga a szocializmus évtizedeiben stagnélt,
kiilondsen a férfiak esetében, mikézben a nyugat-eurépai orszagokban egyen-
letes javulas volt tapasztalhaté. Emiatt ezeket a hasonld torténelemmel és
tarsadalmi-gazdasagi jellemzoékkel rendelkezé orszagokat halanddsaguk szem-
pontjabdl indokolt a tobbi eurdpai orszagtdl elkiilontilten vizsgalni.

Az elmilt évtizedben az élet szamos teriiletén a mesterséges intelligencia,
a gépi tanulds, a neurdlis halézatok és a mély tanuldas diadalmenetének le-
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hettink szemtanui, és ezek a mddszerek a gazdasagi, aktuariusi és demogra-
fiai teriileteken is sikeresen bizonyitottak létjogosultsdgukat. A visszacsatolt
neuralis hélézati architektirak az idésoros természetii adatokra kiilonsen jol
alkalmazhaténak bizonyultak a gyakorlatban.

Indokolt tehdt a hagyoméanyos statisztikai modszereken tul ezekkel az
eszkozokkel is elorejelezni a visegradi orszagok halandoésagat, és megvizsgélni,
hogy melyik technikdk segitségével allithatok el6 a legpontosabb elorejelzések.

Tanulméanyunk 2. fejezetében attekintjiik a vonatkozé szakirodalmat, me-
lyet a 3. fejezetben a mdédszertan ismertetése kovet. A 4. fejezetben a fel-
hasznalt adatokat és modellezési lépéseket irjuk le, majd az 5. fejezetben be-
mutatjuk az eredményeket. A 6. fejezetben roviden osszefoglaljuk cikkiinket
és a lehetséges jovGbeli tovabbfejlesztési iranyokat.

2 Szakirodalmi attekintés

2.1 Halandésag-elorejelzés gépi tanulassal és neuralis
halézatokkal

Ebben az alfejezetben a nemzetkozi szakirodalomban megjelent legfontosabb
olyan tanulmanyokat ismertetjiik, amelyek a halanddség-elorejelzés problé-
majara a gépi tanulds és a neurdlis halézatok eszkozeit hasznaljék fel, jellem-
zOen az egyszeribb, régebbi mddszerek felol az jabb, Gsszetett eljarasok felé
haladva. Ezzel kivanjuk bemutatni, hogy az ismert megoldasok kozott hol
helyezhet6 el az altalunk alkalmazott mddszertan.

Deprez és szerzOtarsai [2017] dontési fdkat haszndlnak a klasszikus ha-
landésag-elérejelz6 modellek tovabbfejlesztésére, igy lehetéséget biztositva
mas tarsadalmi-gazdasagi valtozok prediktorként torténd bevonasara. Levan-
tesi és Pizzorusso [2019], valamint Bjerre [2022] a déntési fakon tul véletlen
erdoket és gradient boosting moddszereket alkalmaznak. Levantesi és Nigri
[2020] P-spline fiiggvények hasznélatdval javitjdk az elérejelzéseket.

Richman [2018] a mesterséges intelligencia és a gépi tanuldsi médszerek
alkalmazdsi lehet6ségeit ismerteti az aktudriustudomdnyban. A dij- és tar-
talékszamitasok mellett a haldlozasi elérejelzést is kiemeli, mint lehetséges
teriiletet.

Richman és Wiithrich [2019] visszacsatolt neurdlis halézatokat haszndlnak
a mortalitasi ratak elrejelzésére. LSTM és GRU architekturakat alkalmaz-
nak, és az LC modellhez hasonléan a kozponti haldlozasi rata logaritmusat
valasztjak célvaltozonak. A célvaltozé késleltetett valtozatait taplaljak be-
meneti adatként a hélézatukba, és svdjci haldlozasi adatokon bizonyitjak,
hogy az RNN hélézatok az LC modellnél pontosabb elorejelzéseket adnak.
Megjegyzik, hogy a neurdlis halézatok eredményei nem robusztusak; a kii-
16nbo6z6 tanitasok sordan jelentOsen eltérd eredményeket adhatnak. Ezért en-
semble mddszerek alkalmazésat javasoljak az elorejelzés variancidjanak meg-
hatarozasara.

El6z6 tanulményukkal ellentétben Richman és Wiithrich [2021] el6recsa-
tolt neuralis hélézatokat haszndlnak multipopulacios elorejelzésre. Bemeneti
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valtozdik a naptari év, az életkor, a régié és a nem. Kordbbi tanulmanyukhoz
hasonldéan a kozponti haldlozasi ratdk logaritmusait modellezik, 41 orszag
adatait felhasznalva. Megéllapitjak, hogy a neuralis halézatok elérejelzési
pontossag tekintetében feliillmiljak a hagyomanyos modelleket.

Nigri és szerz6tdrsai [2019] LSTM-hélézatokat illesztenek az LC modell
idofliggd halalozasi indexére a logaritmikus ratak kozvetlen modellezése he-
lyett, LSTM segitségével megragadva a nemlinedris trendeket. Modelljei-
ket hat orszag adatain értékelik, és kimutatjak, hogy az LC-LSTM model-
lek a hagyoményos LC modellnél kovetkezetesen jobb elorejelzéseket adnak.
Haélézataik csak a mortalitdsi index késleltetett értékét hasznaljak bemenet-
ként.

LSTM hélézatok mellett Perla és szerzdtérsai [2021] ugyanerre a célra
konvoliciés neurélis hélézat (CNN) architektirdkat is haszndlnak. Schniirch
és Korn [2022] szintén CNN-alapui megkozelitést javasolnak a haldlozas el6-
rejelzésére. Eredményeiket az LC és LL modellekkel, valamint az el6recsatolt
neuralis halozatokkal is Osszehasonlitjak, és megallapitjak, hogy az altaluk
javasolt CNN modell teljesit a legjobban.

Marino és szerz6téarsai [2021] bootstrap mdédszerrel becsiilik az LC-LSTM
elorejelzések varianciait.

Wiithrich és Merz [2022] konyviikben a halandésdg neurdlis hél6zatok
segitségével torténd elorejelzését targyaljak. Két megkozelitést mutatnak be:
a kozvetlen megkozelités az LC-modellen, mig a kozvetett megkdzelités a
logaritmikus ratdk kozvetlen modellezésén alapul. Az LC mortalitdsi index
elorejelzéséhez tobb orszag adatait hasznaljdk, és az elmult hdrom év mor-
talitdsi indexeit alkalmazzék az LSTM modell bemeneteként. A mortalitasi
indexeken tul a nemet és az orszagot is bemeneti valtozdkként szerepeltetik,
amelyeket el8szor egy bedgyazd rétegen (embedding layer) vezetnek at.

2.2 Hazai szakirodalom

Ebben az alfejezetben a vonatkozé hazai szakirodalmat ismertetjitk réviden.
Petnehazi és G&ll [2019] LSTM-halézatokat alkalmaznak halandésadgmodel-
lezésre tObb orszag adatain, multipopulaciés megkozelitésben. LSTM mo-
delljik elorejelzési pontossag tekintetében jobb teljesitményt nyujt az LC
modellnél.

Szentkereszti és Vékds [2022] magyarorszagi adatokra LSTM haldkat és
LC modelleket illesztenek, és Gsszehasonlitjak egymassal a két mddszer segit-
ségével készitett elérejelzések pontossdgat. A szerzék megéllapitjik, hogy az
LSTM az LC modellnél jelent6sen pontosabb predikcidra képes.

Gépi tanuldsi médszert mutatnak még be Agoston és szerzétérsai [2019)],
akik klaszterelemzési eljarasokat javasolnak halandésagi adatokra.

Vékds [2018, 2020] irdsaiban a halandésigjavulds rotécidjdnak problé-
majat mutatja be, és egy mutatdszamot javasol annak szamszerisitésére,
melyet az FEurdépai Unié tagorszigdnak adatain szemléltet. A rotécié je-
lensége az LC modell egyik legfontosabb alapfeltevésének sériilésével jar,
és jelentOsen torzitja a nyugdijszamitasok szempontjabdl fontos hosszu tava
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elorejelzéseket.

Varga [2023] tanulményaban multipopuldciés halanddség-elérejelzé mo-
delleket alkalmaz hazai regiondlis adatokon.

A halandéség-elérejelzés fontos aktudriusi alkalmazési teriilete a nyugdij-
rendszer modellezése (Kovécs és szerzétarsai, 2015), valamint fenntarthatdésa-
génak vizsgdlata, melyet Bajké és szerzétarsai [2015] LC modell segitségével
végeznek el. A szerzék a kedvezdtlen demografiai folyamatok miatt sotét
képet festenek a nyugdijrendszer j6v6jérél. Németh és szerzétarsai [2020a,
2020Db], valamint Vékds [2021] a munkapiac és demografia hatdsait egyardnt
figyelembe véve jelzik elére a gazdasagi idéskori fliggségi ratat, igy szemlél-
tetve a magyar nyugdijrendszerre harulé egyre nehezebb terhet.?

Egy masik fontos aktudriusi alkalmazasi teriilet az élettartam-kockazat
(Kovécs és Vékds, 2017, valamint Vékds, 2019), azaz a véartnal hosszabb
emberi élettartamokbdl fakado biztositasi kockazat szamszerisitése. Méjer és
Kovécs [2011] magyar adatokon az LC modellt, Vékds [2017] szintén magyar
adatokon annak szdmos kiterjesztését, Gogola és Vékas [2020] pedig cseh és
magyar adatokon az LC modellt alkalmazzik erre a célra.

3 Modbdszertan

Ebben a fejezetben réviden bemutatjuk a késGbbiekben alkalmazott mdd-
szereket. El6szor két, nagy népszeruségnek orvendé hagyomanyos elérejelzo
eljarast, majd a visszacsatolt neurdlis hdlézatokra épiilé Gjabb moddszertano-
kat egy-egy kiilonallé szakaszban ismertetjik.

3.1 A Lee—Carter és Li-—Lee modellek

Lee és Carter [1992] népszerli modellje az életkortdl és naptari évtdl fiiggd
logaritmikus mortalitasi ratak elorejelzésére leggyakrabban alkalmazott ext-
rapolativ statisztikai eljaras, amely a logaritmikus mortalitasi ratakat harom
komponens 6sszegére bontja fel. A paraméterek legkisebb négyzetes becslései
szinguldrisérték-felbontassal allithatok els. A modell egyetlen idéfiigegé para-
méterét, az in. mortalitasi indexet autoregressziv integralt mozgdatlagolasu
(ARIMA) folyamatokkal — jellemz&en eltoldsos véletlen bolyongdssal — jelzik
elore, amelybol megkaphaté a logaritmikus mortalitasi ratak projekcidja is.
Az eljardsnak a klasszikus verzién til szdmos tovabbi véltozata van.
Brouhns, Denuit és Vermunt [2002] az tn. Poisson LC modellt javasoljak,
amelynek keretében az LC paraméterek maximum likelihood eljarassal be-
csiilhetok. FEz a mddszer automatikusan figyelembe veszi a korcsoportok
létszama szerinti silyozast, és megfeleléen képes kezelni a hibatagok hete-
roszkedaszticitasat. A tovdbbiakban ezt a modellvéltozatot ismertetjik.
Jelélje D, az © € {1,2,...,X} korcsoportban és ¢t € {1,2,...,T} id6-
szakban elhaldlozottak szamét, valamint FE, ; ugyanitt az adott idészakban

2E fenntarthatésagi problémék megolddséra példdul Banyar [2011, 2012, 2017] javasol
reformelképzeléseket.
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atlagosan él6k szamat, vagyis a kozponti kitettséget. Ezekbdl az m,; = EL:
képlet alapjan meghatarozhatjuk a kézponti mortalitdsi ratdkat. A Brouhns,
Denuit és Vermunt [2002] &ltal javasolt Poisson LC modell feltevései és egyen-
letei:

Dy ~ Poisson(Ey mayt),

ahol
Myt = eXP(aw + bJ,kt) y

vagy ezzel ekvivalens médon
In Mgt = Qg + bJ,kt 5

valamint a,, b,, k; valos paraméterek, melyeket maximum likelihood méd-
szerrel becsiilnek numerikus mddszerek felhasznaldsaval, a k; idésort (un.
mortalitasi index) pedig ARIMA modellel, dltaldban ARIMA(0,1,0) eltoldsos
véletlen bolyongassal jelzik elére a halanddsagi ratak projekcidja érdekében.

T6bb populaciéra egymastol fliggetleniil illesztett LC modellek esetén az
azonos €életkorokhoz, de kiilénb6z6 populacidkhoz tartozé mortalitasi ratak
hanyadosai id6ben jellemzéen nulldhoz vagy végtelenhez konvergalnak, ami
az empirikus tapasztalatok alapjdn nem elfogadhaté feltételezés. A probléma
kikiiszobolésére Li és Lee [2005] az LC modell koherens multipopuldciés kiter-
jesztését javasoljak ugy, hogy a kozos hosszi tavu trendet kozos paraméterek
jelenitik meg, és az e koruli rovid tavu ingadozast populacidspecifikus para-
méterek teszik lehet6vé. A Li-Lee (LL) modell egyenlete az aldbbi formaban
irhato fel:

In Myt = Qg + B, Ky + ba:,ikt,i + €x,t,i 5

ahol B, és K, kozos, ay;, by és k:; pedig populdciéspecifikus paraméterek.
Az el6bbieket ARIMA, utébbiakat pedig konstans hatdrértékhez konvergald
ARMA folyamatokkal jelzik elére. fgy biztositjak a koherenciat: az egyes
populacidk ratainak hanyadosai a modellben nem divergalnak a végtelenbe,
mikozben a modell rovid tavon megengedi az ingadozast a hosszu tava trend
kortl.

3.2 Visszacsatolt neuralis halék

A visszacsatolt neurdlis hélok altalunk alkalmazott hdrom népszerii tipusa az
RNN, LSTM és GRU halézatok, melyek matematikajat az attekinthetdség
kedvéért harom kiilén alszakaszban mutatjuk be roviden. Részletes leirast a
héalék miikodésérol és struktiurdjuk okairdl nem kivanunk adni, ez megtalal-
haté példdul Goodfellow, Bengio és Courville [2015] tankényvében.

3.2.1 RNN halézat

Rumelhart és szerzétarsai [1986] vezetik be a szakirodalomba a szekvenci-
alis adatok modellezésére alkalmazhaté egyszeri Recurrent Neural Network
(RNN) strukturat, és a tanftdsdra alkalmazhat6 id6beli hibavisszaterjesztés
(backpropagation through time) médszerét.
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Az adott id8szak input vektorat jelélje x(¥), a hélé eléz6 allapotat h(t—1),
illetve a kimeneti értéket y*). W,, W, és W, jeloljék a modell ezen kom-
ponenseihez tartozé stulymaétrixokat, b, és b, a be- és kimenetekhez tartozé
additiv konstansokat, fj, és f, pedig legyenek aktivaciés fiiggvények. Ezeket
a jeloléseket felhasznalva az RNN struktira az alabbiak szerint irhaté le:

h(t) = f}L(Whh(t_l) + Wa:x(t) + bJ,) ’
Z/(t) =Jy (Wyh(t) +by).

Az 1n. eltiing és felrobband gradiens jelenségek miatt nehéz ezeket a hals-
zatokat a gyakorlatban tanitani, és Bengio és szerzétarsai [1994] felhivjdk a
figyelmet arra, hogy a klasszikus RNN hélék a hosszi tavi hatdsokat nem
tudjdk figyelembe venni. A kovetkez6kben leirunk két olyan RNN strukturat,
amelyeket szélesebb korben alkalmaznak ezen problémék kikiiszobolésére.

3.2.2 LSTM halézat

Hochreiter és Schmidhuber [1997] javasolnak egy alternativ architektirdt,
amely , kapus” kialakitdsanak koszonhetéen képes elraktarozni a hasznos
hosszi tévi informéciét. Ezt nevezziik Long Short-Term Memory (LSTM)
hélénak. Megtartva az elébbi jeloléseket az LSTM modell a kovetkez6 egyen-
letekkel irhaté le:

forget gate: £ = U(Wﬁhh(t_l) + Wf7wx(t) +by),
input gate: i = O'(Wi7}bh(t_1) + W,L-Jx(t) +b,;),
output gate: o) = U(W07;Lh(t_1) + W07xx(t) +b,),
¢/® = tanh(W,,h*Y + W, 2® +b,),
c® = £®) 4 c(t=1) + 1® Cl(t) )
h®) = 0® x tanh(c®),

ahol * jeloli az elemenkénti tn. Hadamard-szorzatot, o(-) a szigmoid és
tanh(-) a hiperbolikus tangens fliggvényt.
3.2.3 GRU h4lézat

Cho és szerzbtérsai [2014] a hosszi tavu Osszefliggések megragaddsa céljabdl
az LSTM-hez hasonlé kapus kialakitasu visszacsatolt hdlot ismertetnek, ame-
lyet Gated Recurrent Unit-nak (GRU) neveznek. A GRU hélézat egyenletei:

update gate: 2% = o (W,,h¢ Y+ W, x® +b,),
reset gate: r® = o(W,,h 4+ W, . x® +b,),
W= tanh(W,,(h®~D % r®) + W, x® 4 b,),
h® = (1 —2®) « Wt 4 20 4 @,
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3.3 Biztositasi dijak szamitasa

Ebben a fejezetben réviden véazoljuk azokat a mddszereket, amelyeket a ké-
s6bbiekben alkalmazni fogunk biztositasi dijszamitas szempontjabodl. Leiréd-
sunk kozel sem lesz teljes, dtfogd képet példdul Banyar [2003]-bdl lehet kapni.

Az elbrejelzések készitésénél koézponti mortalitdsi ratdkkal dolgoztunk,
aktuariusi szamitdasok esetén a szakemberek haldlozdasi valészintiségeket al-
kalmaznak. A koézponti mortalitsi rata haldlozasi valdszintiséggé transzfor-
malhaté a kovetkezd formulaval (Agoston és Kovécs, 2000):

Qe = 1— e—'mm .
Felhasznalva ezeket a halalozasi valdszinliségeket, az ekvivalencia elv alapjan
az x éves kord, azonnal induld, évente 1 F't Gsszegil életjaradékanak az egy-
szeri nettd dija statikus megkozelités esetén:

w—x i—1

dl':Z(UiH(l_ qw+j)) (x=0,1,...,w),

i=0  j=0

ahol w = 99 maximalis életkor, v technikai kamatlabbdl szamitott diszkont-
faktor (Banydr, 2003 és Vékas, 2017).
Dinamikus dijszamitas esetében a képlet az alabbiak szerint médosul:

w—x i—1
dw,T = Z(UzH(l— q$+j,T+j)) (1}20,1,...,(4)),
i=0 = j=0

ahol T a jaradék induldsara vonatkozo naptari év.

4 Adatok és a modellezés 1épései

A visegrédi orszdgok halanddsédgi adatait a Human Mortality Database [2024]
honlapjardl toltottiik le, ahol életkoronként és nemenként éves haldlesetszé-
mok és kozponti kitettségek allnak rendelkezésre a négy orszagra. Naptari
évek tekintetében 1970-t6l hasznaltuk az adatokat 2019-ig, és a feln6tt popu-
l4cié adatait vizsgéaltuk 18-99 éves életkorok kozott. Azért ezt a korcsoportot
valasztottuk, mert a gyermekekre nagyon ritkan kinalnak életbiztositasi kon-
strukcidékat a vallalatok, valamint a gyermekhalanddsdgi mutaték javulasa
jelentOsen eltér a tobbi korcsoporttol, a 99 év felettiekre pedig nagyon kevés
adat &ll rendelkezésre, emiatt bizonytalanok lennének az elérejelzések.

Az adatel6készitést és a modellezést az R programozési nyelv (R Core
Team, 2024) segitségével végeztiik el. Az LC modelleket az StMoMo (Villegas
és szerzOtarsai, 2016), az LL modelleket a MultiMoMo (Robben, 2022), a
neurdlis hilézatokat pedig a Keras (Allaire és Chollet, 2022) kiegészit& cso-
mag segitségével készitettiik.

A kivalasztott idészakot tanuld és tesztel§ halmazra osztottuk. El6bbi az
1970 és 2009 kozotti periddus, utébbi pedig a 2009 utani idészak volt, mivel
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ugy gondoljuk, hogy az utolsé idGszak a legrelevansabb az elorejelzések szem-
pontjabdl. A gépi tanuldsi médszerek hiperparamétereinek optimalizdldsahoz
Otsz0ros egyszerii (keresztmetszetben is alkalmazott) keresztvalidaciot alkal-
maztunk, majd az optimélis hiperparaméterek megtalaldsa utan a teljes tanuld
halmazon tanitottuk a legjobbnak bizonyult hiperparaméterekkel rendelkezo
modelleket.

Az adatokat az LC modell és a gépi tanuldsi médszerek esetén orszé-
gonként és nemenként elkiilonitve kezeltik, igy épitettiik fel minden orszag
és nem péarosra a modelleket. Az LL modell esetén annak multipopulacids
jellege miatt nem szerint valasztottuk szét a 4-4 populaciot, tehat két multi-
populéciés modellt kaptunk.

A neurélis halés modellek esetén a logaritmikus halandésdgi ratdkat nor-
malizaltuk, majd a legjobb modell megtaldlasa érdekében racsalapi hiperpa-
raméter-keresést (grid search) hajtottunk végre. Mivel alapvetden kis problé-
méakrol van sz6, ezért csak egyrétegii hdaldkat alkalmaztunk. Az egyes hiperpa-
raméterek halmazat a probléma nagysaga, valamint szakmai és szakirodalmi
megfontolasok alapjan sziikitettiik az alabbiakra:

o [ : a célvéltozo késleltetéseinek szama, k € {3,5,8}.
e b: a tanulé halmaz kotegeinek mérete, b € {64, 128,256}.

e v : a neurdlis halék neuronjainak a széma, u € {5,6,7}, RNN esetében
u e {10,12,14}.

Minden h&lé esetén a célvaltozd az adott korhoz és naptari évhez tartozéd
logaritmikus halandodsagi rata, mig az input értékek pusztan a célvaltozo
késleltetett értékei voltak.

Az epoch-ok szdmat e = 2000-re allitottuk, valamint korai megallitast
(early stopping) is alkalmaztunk p = 100 tiirelmi hiperparaméter-beéllitdssal
a szamitdsi id6 roviditése érdekében. A hald visszacsatolt rétegében a szak-
irodalomban elterjedt hiperbolikus tangens aktivacios fliggvényt, az RNN
halé kimeneti rétegében pedig a sztenderdnek szamité identitas aktivacids
fliggvényt haszniltuk. A tanitdst a népszerii Adaptive Moment Estimation
(Adam, Kingma és Ba, 2014) sztochasztikus optimalizaciéval® végeztiik \ =
0,001-es tanuldsi réta és dtlagos négyzetes hiba (MSE) veszteségfiiggvény
mellett.

A tanitéds sztochasztikus jellege miatt a végs6é paraméterekkel 50-50 mo-
dellt épitettiink: az 50 tanitds koziil kivalasztottuk a legjobb modellt, illetve
kiszamitottuk az Gsszes modell elérejelzéseinek atlagat, amit ensemble mo-
dellnek neveziink. A neuralis halds elorejelzések soran Richman és Wiitrich
[2019] nemzetkdzi szakirodalomban megjelent médszertanat kovettiik.

3Sztochasztikus optimalizaciés probléméval foglalkozik még Vékas és szerzétarsai [2012]
munkéja.
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5 Eredmények

A modellek nék adatain nyujtott teljesitményét az 1. tdbldzatban foglaljuk
Ossze. A tdblazat aggregalt adatokat tartalmaz a tesztelé halmazon, minden
életkort figyelembe véve.

Orszag LC LL LSTM LSTM GRU GRU RNN RNN

best ensemble best ensemble best ensemble
CZE 2,21 324 1,94 2,07 1,96 2,02 1,98 2,20
HUN 7,40 4,70 3,31 3,91 3,08 3,78 3,46 4,08
POL 1,58 1,91 1,16 1,29 1,06 1,25 1,22 1,46
SVK 491 4,63 4,27 4,46 4,34 4,82 4,22 4,57

1. tdbldzat. A vizsgdlt modellek teljesitményei a néi adatok teszthalmazin (MSE, 10_2)

Az 50-50 betanitott modell tesztidészakon mért hibdit az 1. dbra foglalja
Ossze modellenként és orszagonként. A szaggatott piros vonal szintje az LC
modell teljesitményét mutatja, mig a pottyozott lila vonal az LL modellét.
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1. dbra. Teszthalmazon mért hiba a nék adatain orszagonként és modellenként

Az 1. 4dbrén lathat6, hogy Szlovakia esetén a klasszikus médszerek jol
teljesitettek a neuralis halokhoz viszonyitva, és nincs nagy kiilonbség az LC
és LL modellek kozott. Magyarorszag esetében az LL modell Osszességében
sokkal jobb, mint az LC. Csehorszag esetén épp az ellenkezoje lathaté: az LC
modell sokkal jobb eredményt ért el az LL-nél. Lengyelorszag esetében sincs
nagy kiilonbség a két klasszikus modell kozott, de a gépi tanuldsi médszerek
jobbnak bizonyulnak. Tehat a n6i adatokon azt latjuk, hogy a gépi tanulési
modellek teljesitménye feliilmilja az LC és LL modellekét, és ez akkor is
fennall, ha nem a legjobb tanitast nézziik, hanem a robusztusabb ensemble
elorejelzéseket.
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Az eredmények elemzése sordn az Osszesité hibamutaté mellett fontos
lehet részleteiben is vizsgélni a modellek erdsségeit és gyengeségeit. A 2. dbra
megmutatja, hogy a nok adatain életkoronként és orszagonként melyik mo-
dell teljesitett a legjobban, tehat hogy az életkoronkénti MSE melyik modell
esetében a legkisebb. A robusztussig érdekében itt mér az ensemble model-
lek eredményeit hasznaljuk. Az eredmények alapjdn elmondhatd, hogy az
LL modell a néi adatok esetében Magyarorszag kivételével az idosebb kor-
csoportban nagyon jél teljesitett, mig a gépi tanulasi modellek a koézépkoru
és a fiatal népesség korében érték el a legjobb eredményt. Az LC modell az
id6sebb magyar populdcidoban bizonyult a legjobbnak.
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2. dbra. A legjobb modellek a nék adatain életkoronként és orszagonként

A 2. tdblazatban Osszesitjiik a 2. dbrdn ldthaté eredményeket. Osszes-
ségében a nok adatain a legtobb korcsoportban Csehorszagban és Lengyel-
orszagban a GRU ensemble, Magyarorszagon az LC, Szlovakidban pedig az
LL modell nydjtotta a legjobb teljesitményt. Ugyanakkor az ensemble mo-
dellekben gyengén sikeriilt tanitdsok eredményei is benne vannak, és mint
az 1. tablazatban lathattuk, a legjobb tanitds hasznalataval a gépi tanulasi
modellek teljesitménye jéval kedvez6bb.

Modell CZE HUN POL SVK
LC 16 29 12 10
LL 22 15 31 39
RNN ensemble 11 4 2 2
LSTM ensemble 4 17 4 8
GRU ensemble 29 17 33 23

2. tabldzat. Az egyes modellek a nék adatain hany korcsoportban
teljesitettek a legjobban orszagonként

A darabszéamok mellett fontos bemutatni, hogy a hibak mértéke egy-
mashoz viszonyitva miképp alakul. Ezért a tesztel6 halmazon abrazoltuk
életkoronként az atlagos négyzetes hibakat minden modell és orszag esetén
(3. dbra).
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3. dbra. MSE értékek koronként a ndéi adatok teszthalmazan

A férfi adatok esetében a modellezés folyamata megegyezett a néi ada-
tokon végrehajtott szamitdsokkal. A 8. tdbldzatban és a 4. dbrdn a rajuk vo-
natkozé eredményeket kozoljik. Csehorszag és Lengyelorszag esetén a GRU,
Magyarorszag esetén pedig az LSTM teljesitett a legjobban, mig Szlovakia
esetében a Li-Lee modell jelezte elore a legjobban a férfi halanddsagi ratakat.
Az eredmények sok esetben hasonlé képet mutatnak a néi adatokon tapasz-
taltakhoz. Csehorszag esetében az LC modell pontosabb volt, mint az LL,
viszont Magyarorszag adatain az LL modell sokkal jobban teljesitett, mint az
LC, de Osszesitve mindkét orszag esetében a neuralis halés mdédszerek adjik
a legjobb elérejelzéseket. A Lengyelorszéag esetében szorosabb volt a verseny,
az LL modell teljesitménye megkozelitette a legjobb neuralis halds elérejelzé-
sekét, az ensemble modellekét pedig feliil is multa. Szlovakia esetében pedig
a klasszikus modellek jobbak voltak, mint ez a fajta neurdlis halés megkoze-
lités. Teljesitmény és robusztussiag szempontjabdl jo kompromisszum lehet a
gyakorlatban pl. a legjobb 10 tanitdas eredményeinek atlagoldsa.

Orszag LC LL LSTM LSTM GRU GRU RNN RNN

best ensemble best ensemble best ensemble
CZE 1,83 2,62 1,31 1,49 1,28 1,52 1,35 1,57
HUN 17,75 6,11 1,77 2,99 2,11 3,91 2,07 3,44
POL 1,39 1,17 1,10 1,41 0,97 1,39 1,05 1,38
SVK 3,07 2,40 3,20 4,02 3,30 4,08 3,16 4,15

3. tabldzat. A vizsgdlt modellek teljesitményei a férfi adatok teszthalmazan (MSE, 10_2)
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4. dbra. Teszthalmazon mért hiba a férfiak adatain orszdgonként és modellenként

Az 5. dbra megmutatja, hogy a férfiak adatain életkoronként és orszs-
gonként melyik modell teljesitett a legjobban (a robusztussig érdekében a
2. dbrédhoz hasonléan itt is az ensemble modellek eredményeit tiintetjiik fel).
Szlovakia és Lengyelorszag adatain 50 és 40 éves kor felett az LL modell
nagyon jél teljesit, mig Magyarorszagon 35-50 éves korok kozott az LSTM
ensemble, valamint 70-80 éves korok kozott a GRU ensemble, Csehorszagban
40-65 éves korok kozott pedig a GRU ensemble modell j6 teljesitménye szem-
beotls.
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5. dbra. A legjobb modellek a férfiak adatain életkoronként és orszagonként

A 4. tabldzatban az 5. dbran lathaté eredményeket szamszertsitjiik. Lat-
hatd, hogy a férfiak adatain az LL modell Szlovédkia és Lengyelorszag eseté-
ben nagyon sokszor a legjobb modellnek bizonyul. Magyarorszagon az LSTM
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ensemble modellek bizonyultak a legjobbnak. Csehorszdg vonatkozasaban a
legtobb életkorban a GRU ensemble modell teljesit legjobban, mivel itt a ko-
zépkoruak adatain ez a médszer nagyon jol miikodott, az idésebb korosztaly-
ban viszont vegyesebb képet tapasztalunk. Fontos megjegyezni, hogy ezek az
ensemble modellek eredményei, és ahogyan a 3. tablazatban is lathattuk, a
legjobb tanitdsokat figyelembe véve a neurdlis haldzatok teljesitménye ennél
joval kedvezobb képet mutat.

Modell CZE HUN POL SVK
LC 17 4 12 15
LL 17 21 57 56
RNN ensemble 17 14 5 3
LSTM ensemble 4 26 5 2
GRU ensemble 27 17 3 6

4. tdbldzat. Az egyes modellek a férfiak adatain hany korcsoportban
teljesitettek a legjobban orszdgonként

A néi adatokhoz hasonldéan itt is bemutatjuk, hogy a modellek életkoron-
ként egymashoz viszonyitva atlagos négyzetes hiba alapjan miképp teljesitet-
tek (6. dbra).
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6. dbra. MSE értékek koronként a férfi adatok teszthalmazan

Fontos megjegyezni, hogy mivel a neuralis halézatok nem sztochasztikus
modellek, ezért az ezek segitségével készitett elorejelzések nem tartalmaznak
konfidenciaintervallumokat?®, bar az dtlagos négyzetes hibdk megkozelitdleg
jellemzik a pontbecslések pontossagat.

4Schniirch és Korn [2022] speciélisan az itt nem targyalt konvoliciés neuralis halézatok,
Marino és szerzétarsai [2021] pedig specidlisan az LC-LSTM modell esetére mutatnak be
egy-egy olyan technikat, amellyel konfidenciaintervallumok is becsiilhetSk. Ez a probléma-
kor azonban tilmutat a jelen tanulmény keretein.
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A teszteld halmazon kiviil elkészitettiink hosszabb tavi eldrejelzéseket is,
hogy vizsgalhassuk a neuralis hdlés modszerek stabilitasat, valamint kiszami-
tottuk kiillonb6z6 mddszerekkel a 65 éves korban évente 1 Ft-ot fizeto életjara-
dékok egyszeri netto dijat, hogy bemutathassunk egy gyakorlati szempontbdl
relevansnak nevezhetd példat. Neurdlis halés modellek esetén minden orszag
és nem kombindciora a legjobb modellt valasztottuk a fent bemutatottak
kozil. Az életjaradék esetében a maximalis kort 99 évnek, a technikai ka-
matlabat 3%-nak vélasztottuk meg. A predikciot ebben az esetben is 2010-t61
inditottuk — ahol a tanul6 és tesztel6 halmaz hatara volt.

A 7. dbra bemutatja, hogy az egyes nemek és orszagok esetén a kiilonbozé
megkozelitésekkel milyen mortalitasi ratdkat kapunk a 2009-ben 65 éves ko-
horsz tagjaira 65 éves kortdl 99-ig. A viszonyitdsi alap a tanuld teszteld
halmaz hataran a 2009-es periédus halanddsagi tabla mortalitasi ratai.
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7. dbra. Halanddésdgi rata elérejelzések kiilonboz6 mdédszerekkel orszagonként és nemenként

Az 5. tdblazatban lathatok a néi adatokra vonatkozd egyszeri netté dijak

65 éves korban indulé évente 1 Ft-ot fizetd életjaradékok esetén.
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Modell CZE HUN POL SVK
Statikus (2009) 14,23 13,78 14,43 13,82
LC 14,97 14,40 15,07 14,29
LL 15,23 14,92 15,43 14,78
NN 15,14 13,87 15,23 14,40

5. tabldzat. Eletjéradékok egyszeri netté dijai néi adatokra, Ft

Altalénosségban az mondhato el, hogy a LC modell adja a legkisebb dijat
a statikus megkozelités utan, a neurdlis halés modellek a kozépsot, mig a LL
modell a legmagasabbat. Magyarorszag az egyetlen kivétel, ennek oka a fenti
abran is lathato, hogy 85-90 éves kor kornyékére a neurdlis halé magasabb
mortalitasi ratakat becsiil, mint a klasszikus mdédszerek.

Férfi adatokra szintén elkészitettiik ezeket a szamitdsokat, az aldbbi ered-
ményeket kaptuk:

Modell CZE HUN POL SVK
Statikus (2009) 12,10 11,17 11,77 11,40
LC 12,82 10,48 12,04 11,52
LL 13,43 12,31 12,80 12,46
NN 12,61 11,71 12,39 11,52

6. tabldzat. Eletjéradékok egyszeri netté dijai férfi adatokra, Ft

6 Osszefoglalas

Tanulmanyunkban a visegradi orszagok halanddsagi adatainak elemzésével
és eldrejelzésével foglalkozunk, a hagyoméanyosan széles kérben alkalmazott
LC modell mellett a multipopulaciés LL modellel és visszacsatolt neuralis
halézatokkal. A vizsgélt orszagok halanddsagi mintazata a szocializmus idején
tapasztalt sajatossagok miatt eltér a nyugat-eurépai orszagok halandodsagi
trendjétol, ezért fontos kiilon elemezni azokat. Elemzésiink soran a visegradi
orszagokra direkt megkozelitésen alapulé RNN, LSTM és GRU modelleket
készitettiink. Optimalizaltuk a hiperparamétereiket, kivalasztottuk a legjobb
modelleket, majd elérejeleztiik a mortalitasi ratakat egy elére definialt tesz-
tel6 halmazon, végiil 6sszességében és korcsoportonként is Osszehasonlitottuk
egymassal a modellek eredményeit a négy orszag és mindkét nem adatain.
Az Osszesitett eredmények alapjan a legjobban tanitott neuralis hédlds
modellek érték el minden esetben a legjobb teljesitményt a teszteld halmazon.
Fontosnak tartjuk az elérejelzések robusztussagat, igy ensemble modelleket
is készitettiink. A vizsgalt nyolc populdcidéban, a szlovék férfi és lengyel ada-
tok kivételével Osszességében mindenhol az ensemble neuralis halok érték el
a legjobb eredményt. Az emlitett két populécié adatain az LL modell hib&ja
volt a legkisebb. Eletkorok szerint vizsgalva a modelleket az volt tapasztal-
hatd, hogy az idosebb korosztalyban legtbbszor az LL modell volt a legjobb,
mig a neuralis halék inkabb a kozépkor és a fiatalabb korcsoportokban érték
el a legjobb eredményeket. Az eredményeinket azonban a nemzetkozi szakiro-
dalomban publikalt eredményekhez nem lehet hasonlitani. Egyrészt a szerzok
sokszor masfajta modelleket és mas megkozelitéseket alkalmaztak. Masrészt
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kiilon a visegradi orszagokat vagy konkrétan Magyarorszagot nem vizsgaltak
korabban.

A jelen tanulmédnyban Szentkereszti és Vékas [2022] cikkéhez képest vizs-
galatunkat Magyarorszagon tilra, a hasonlé miltbeli trendeket mutatd viseg-
radi orszagok csoportjara terjesztjik ki. Szamos visszacsatolt neuralis halé-
zati architekturat kiprobaltunk: a korabbi LSTM halé mellett RNN és GRU
modellek eredményeit is ismertettiik. Ezenkiviil a robusztusabb eredmény
érdekében a tesztel halmazon legjobban teljesit6 haloval szemben az ugyan-
azon hiperparaméterekkel készitett modellek elérejelzéseinek az atlagat is be-
mutattuk. Tovabba a legjobban tanitott neuralis halékkal készitettiink hosz-
szabb tavi elorejelzéseket is, valamint vizsgéltuk a statikus és a kiilonb6z6
elorejelzé modszerekkel készitett dinamikus dijszamitassal kapott életjaradé-
kok netté dijait.

Tovabbi kutatasi irany lehet, hogy a kozép-kelet-eurdpai orszagok halan-
doségi adatait a szakirodalomban mar megjelent egyéb gépi tanuldsi mdd-
szerekkel is megvizsgaljuk, és elemzéstinket tovabbi orszagokra terjesztjiik
ki. Kiilonall6 modellek helyett lehet késziteni egy egységes modellt is, amely
az Osszes vizsgdlt orszag adatait tartalmazza. Fontos lehet még vizsgdlni a
neurdlis halék kozép- és hosszi tavu elorejelzéseinek az eredményeit. Ered-
ményeinket felhaszndlva djragondolhatok bizonyos demografiai elérejelzések
és nyugdijszamitasok mogotti feltételezések, emellett az életbiztositasi dij-
kalkuléci6 is pontosabbd teheté a statikus (periddus) vagy az LC modellen
alapuld kohorsz halanddségi tablak hasznalataval szemben.
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FORECASTING MORTALITY RATES OF VISEGRAD GROUP COUNTRIES
BY NEURAL NETWORKS

In our paper, we apply recurrent neural networks, which have been used with great
success in many fields in recent years, to predict age-specific mortality rates for ages
18 to 99 years for the Czech Republic, Poland, Hungary and Slovakia between 1970
and 2019, separately for women and men. We investigate the popular Recurrent
Neural Network, Long-Short Term Memory and Gated Recurrent Unit architec-
tures, and put a special emphasis on the optimization of the hyperparameters of
the networks by applying cross-validation and splitting the base period into learning
and testing subsets. We compare our predictions with those of both the classical
Lee—Carter and the coherent Li-Lee multipopulation models in terms of accuracy,
and determine which procedures are able to generate the most reliable projections
for each country, gender and age group. Our models can be applied in practice by
life, pension and health actuaries as well as demographers.

Key words: forecasting, neural networks, demography, insurance. JEL codes:
J11, C53





