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A MEDRANK ALGORITMUS KORLATAT

BEDNAY DEZSO® -~ FLEINER BALAZS? - TASNADI ATTILA®
@¢ Budapesti Corvinus Egyetem — ®Budapesti Gazdasdgi Eqyetem

A szavazdsi eljardsok tévolsigminimalizaldsi problémék megolddsaiként is
levezetheték. A MedRank algoritmus meglehetésen erds feltételek mellett
minimalizdlja a Spearman-féle colstok tavolsigot. Ravilagitunk ennek az
eredménynek a korlataira, és megvizsgaljuk a MedRank algoritmus egy fi-
nomitasat is. Emellett megmutatjuk, hogy az analég probléma nem mertil
fel a Spearman-féle rangkorrelacié minimalizalasakor, ami a Borda-szavazast
eredményezi.

Kulcsszavak: szavazasi eljarasok, Spearman-féle rangkorreldcid, Spear-
man-féle colstok. JEL kod: D71

1 Bevezetés

Ebben a tanulményban az ,,operaciékutatasi megkozelitést” kovetjik, amely
arra torekszik, hogy a szavazasi eljarasokat, amelyeket tarsadalmi valasztasi
szabdlyoknak (TVSZ) is neveznek, megfeleléen meghatdrozott tavolsdgmini-
malizalasi problémak megoldasaként véalassza ki. Valdjaban a Kemény-Young
eljdrds (Kemény, 1959) a Kendall 7 tdvolsdgot minimalizal6 szavazési eljaras-
ként definialt, mig a Borda-szavazas a Spearman-féle rangkorrelacids tavolsa-
got minimalizdld eljarasként, a MedRank algoritmus pedig a Spearman-féle
colstok tavolsdgot? minimalizalé eljarasként adédnak (Dwork et al., 2002).
Az utébbi két eredmény korldtait szintén Dwork et al. (2002) tartalmazza.
Nevezetesen bebizonyitottak, hogy a Borda-szavazast barmely olyan preferen-
ciaprofilra megkapjuk, amelyre a Borda-szavazas linedris rendezést ad, mig
a MedRank algoritmust akkor kapjuk, ha az alternativak medidn helyezései
permutaciot alkotnak. Megmutatjuk, hogy mig az els6 esetben a korlat hata-
sa elhanyagolhaté, mivel a szavazdk szamanak novekedésével a holtversenyek
valészintisége tetszolegesen kicsivé tehetd, addig azonos median helyezések
egyhez tetszélegesen kozeli valoszintiséggel fordulnak eld.

A szavazési eljardsok levezetésének mint a kivant tulajdonsigokkal ren-
delkezé optimalizalasi problémak megoldédsai, gazdag a szakirodalma. Az iro-
dalom jelentds része térsadalmi vélasztési fliggvényekkel (TVF) foglalkozik,
amely csak egy gybztest vélaszt ki, nem pedig a teljes tarsadalmi rangsort.
Farkas és Nitzan (1979) megkapta a Borda-szavazédst az egyhanguség elvétdl
val6 tédvolsdg minimalizdldsaval. Nitzan (1981) mas mérészdmokat figyelembe
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2A Spearman footrule-nak nincs a statisztikai irodalomban magyar nyelvii fordit4dsa, mi
Spearman-féle colstok tavolsdgnak forditottuk.
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véve, mas eljarasok mellett a tobbségi szavazast vezette le. A kapott szava-
zasi eljarasok azonban a valasztott tavolsagfiggvények és elvek fliggvényei.
Lehrer és Nitzan (1985), valamint Campbell és Nitzan (1986) megmutattédk,
hogy alapvetéen barmely szavazési eljaras racionalizalhato megfelel6 tavolsag-
fliggvénnyel. Az egyhangu gydztes, a tobbségi gydztes vagy a Condorcet-
gyoOztes profilok halmazatdl vald tavolsdg minimalizalasanak megkozelitését
tobbek kozott Elkind et al. (2015), Andiga et al. (2014) és Mahajne et al.
(2015), valamint Zwicker (2014) fejlesztette tovébb. Bednay et al. (2017) a
legkozelebbi diktatortol vald tavolsagmaximalizalason alapulé ,,dudlis” meg-
kozelitést alkalmaztik, amely a TVF-ek és a diktatérikus szabalyok kozotti
tdvolsagot veszi alapul. A legkozelebbi diktatérikus szabalytdl legtdvolabb
esO szavazasi szabalyokat vizsgalva nagyon nem kivanatos szavazasi eljarasok
addédnak. Ezt a megkozelitést folytatva Bednay et al. (2019) bevezettek egy
diktatormentességi indexet, amely segitségével tobb TVF-t hasonlitottak 6sz-
sze. Emellett Bednay et al. (2022) meghatéroztdk a diktdtormentességi index
hatarértékét is.

Ebben a tanulmanyban az operaciékutatdasban hasznalt két, kiemelt jelen-
toségl tavolsagfiggvényt vizsgalunk, amelyek relevansak a szavazdselmélet
kontextusdban. Ezek a tavolsagfiiggvények jél ismertek a matematikdban és
a statisztikdban. Diaconis és Graham (1977) permutdcikra vonatkozd tavol-
sagként tekintett rajuk, a statisztikdban pedig ordindlis adatokra vonatkozo
asszociacids kapcsolatok mértékeként hasznéljdk éket (14sd Monjardet, 1997).
A Spearman-féle rangkorrelacié esetében a kapcsolédé optimélis szavazdsi
eljaras a Borda-szavazas, mig a Spearman-féle colstok tekintetében a Med-
Rank algoritmust szoktdk optimumként emliteni. Amint azonban az eredmé-
nyeinkbdl kidertil, ez utébbi csak a lehetséges rangsor-kombinaciok kis hal-
mazéra igaz. A Bucklin-eljardst mint a MedRank algoritmus egy lehetséges
finomitasat szinten bevonjuk az elemzéseinkbe.

Torténelmi perspektivabdl a Bucklinrdl elnevezett median helyezéseken
alapuld szavazdsi eljardst (a tanulmanyunkban leirt formaban) elészor 1909-
t61 1922-ig alkalmaztak a Colorado dllambeli Grand Junctionban. Az eljardst
az Bgyesiilt Allamok 6sszesen 55 varoséban alkalmaztdk. A FED igazgatdinak
a megvalasztasdhoz is hasznaltdk az eljardst. Az eljardast Condorcet mér 1793-
ban javasolta és a XVIII. szdzadban Genovédban alkalmaztik. A torténelmi
részleteket illetGen lasd példdul Lagerspetz (2016, 65.0ldal). A matematika
és a statisztika targyak oktatasa soran targyalt elemi Gsszefliggés, hogy az
atlagos abszoltt eltérést a median minimalizélja, igy nem meglepd, s6t mond-
hatni trividlis Dwork et al. (2002) els6 bekezdésben ismertetett MedRank al-
goritmusra vonatkozo eredménye. Erdemes megemliteni magyar vonatkozasu
eredményként, hogy a kémia teriiletén Héberger (2010) rangszdmkiilénbségek
Osszegét (SRD) alkalmazva vezet be rangsorold eljardst kiilonb6z6 médszerek
Osszehasonlitasara, illetve 6tvozésére, amelyeket mas statisztikai eljarasoknal
elényosebbnek taldl. Az eljardsa a Spearman-féle colstok tdvolsaggal rokon.
Sziklai és Héberger (2020) az SRD mdédszert a manddtumszdmitasi eljardsok
Osszehasonlitasara és a valasztdkeriilet-szabdalasi probléméra hasznéljak. Lin
(2010) a rangszam Gsszegz6 médszereket elsésorban bioldgiai és internetes al-
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kalmazasok altal motivéalva targyalja. Egy masik részben magyar vonatkozasu
eredményben Erdélyi et al. (2015) a Bucklin-eljaras tdgabb értelemben vett
manipulalhatésaganak bonyolultsdgelméleti kérdéseivel foglalkozik.

A tanulmény felépitése a kovetkezd. A 2. szakasz bemutatja az alapvetd
jeloléseket és az alkalmazott metrikdkat a TVSZ-ek halmazén. A 3. szakasz
bemutatja a vizsgalt TVSZ-eket. A 4. szakasz bemutatja a szimulécids ered-
ményeinket. Az 5. szakasz ramutat a MedRank algoritmus korldtjara. A 6.
szakasz a Borda-szavazassal foglalkozik. Végezetiil a 7. szakasz zaré gondo-
latokat tartalmaz. Tovabbi dbrak a fiiggelékben talalhatdk.

2 Modellkeret

Legyen A = {ai,...,an} az alternativdk halmaza, ahol m > 2 és N =
{1,...,n} aszavazdk halmaza. Jeloljiik P-vel az A feletti 6sszes linedris (vagy
szigoru preferencia) rendezések halmazat, és P™-nel az Gsszes preferenciaprofil
halmazéat. Ha € P™ ési € N, akkor =; az i szavazd preferenciarendezése A
felett. Ha a > profilbdl elhagyjuk az i szavazd preferenciarendezését, akkor
ezt >_;-vel jeloljitkk. Ekkor »>= (>;,>_;). Jeldlje tovabbd rkla,>]| az a
alternativa helyezését a € P rangsorban (azaz rkfa,>] =1, ha a a legjobb
alternativa a > rangsorban, rk[a, =] = 2, ha a a mésodik legjobb, és igy
tovabb).

2.1 definicié. Az f: P" — P leképezést tarsadalmi vélasztdsi szabdlynak
nevezzik (a tovdbbiakban TVSZ).

Egy TVSZ egy preferenciaprofilhoz vélasztja ki a (tarsadalmi) linedris ren-
dezést. Mivel a TVSZ definicionk nem engedi meg a lehetséges dontetleneket,
mig a jol ismert szavazasi eljardasokat meghatarozo formuldk csak gyenge sor-
rendeket hatdroznak meg, a dontetlenek feloldasara rogzitett anonim torési
szabalyokat alkalmazunk.®> A 7 : P" — P torési szabaly preferenciapro-
filokhoz A feletti linearis rendezéseket hatdroz meg. Ha egy bizonyos po-
ziciéban tobb kozombos alternativa van egy TVSZ-t ,majdnem” meghata-
rozé formula alapjan, akkor a koézombos alternativak a torési szabdly sze-
rinti sorrendet kovetik. A vizsgalt TVSZ-ek indexeinek meghatarozdsakor
a; T(=) ag 7(>-) ... 7(>) an, fix (mds néven lexikografikus) torési szabdlyt al-
kalmazzuk minden egyes >=€& P profilra, amely anonim és nem fiigg a tényle-
ges =€ P™ preferenciaprofiltél. A tovdbbiakban réviden a1 Tas7... 7T Gp-€t
fogunk irni az alternativak e torési szabaly szerinti sorrendjére.

Legyen F = PP" a TVSZ-ek halmaza és F* C F az anonim TVSZ-ek
halmaza. Az F diktatérikus eljardsokbol all6 részhalmazét D = {Dy,..., D, }
jeloli, ahol D; az a diktatorikus szabaly, amelyben ¢ szavazé a diktator. F-
en egy metrikat és egy kvazimetrikat fogunk vizsgalni, amelyeket barmely
F,Ge Frea

3Az anonim torési szabaly altal kivalasztott linedris sorrend invaridns a szavazdk pre-
ferencidinak sorrendjére.
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pl(F, G) (m| rL Z Z |Tk au - Tk[aiaG(>_)]| (1)
=ePm™ i=1
és

plFG) = S S o, FO) bl G ()

=ePm i=1

képletek segitségével definialunk. Megjegyzendo, hogy az ilyen tipusu tavol-
sagokat altalaban profilokra hatarozzdk meg, és igy a kiils6 6sszeg hidnyzik a
fenti egyenletekbdl, amikor a tavolsadgokat preferencidkra vagy permutaciokra
hatarozzak meg. Mivel minket a TVSZ-ek 6sszehasonlitasa érdekel, a TVSZ-
ek kozotti atlagos tavolsagot értelmeztiik. Egy adott profil két szavazodjara
(azaz két linedris rendezés tévolsigat figyelembe véve) az (1) és a (2) bels
Osszegei altal meghatarozott tavolsagok a szakirodalomban Spearman-féle
colstok és Spearman-féle rangkorreldcié néven ismertek. Természetesen mas
stlyozasi sémdk is lehetségesek, itt azonban minden profilnak azonos stulyt
adunk.

Segitséglinkre lesz, hogy Diaconis és Graham (1977) a Spearman-féle
colstok tavolsagra és a Spearman-féle rangkorrelaciéra két linearis rendezés
kozotti maximalis tdvolsdgot meghatérozta, amelyek értékei rendre |m?/2|
és (m3 —m)/3. Ezért a 2.2 definiciéban a normalizdlds érdekében legyen

=|m?/2] & Cp=(m’—m)/3.

Megjegyzendd, hogy a fenti maximalis értékek két ellentétes sorrend mellett
vétetnek fel.

A normalizalt indexiink értelmezésében az Osszes diktatorikus szabdlyt
azonos sillyal vessziik figyelembe, ami azt jelenti, hogy a t6liikk mért tavolsé-
gok Gsszegét vessziik az indexek kiszamitasakor.

2.2 definicié. A kiegyenstlyozottsdgi index a

1 X ien Pr(F, Di)

BlIg(F
K( ) n CK )

ahol K € {1,2}.

3 Néhany tarsadalmi valasztasi szabaly

Hérom szavazasi eljaras sziikséges az elemezésiinkhoz. Ezen TVSZ-ek bemu-
tatasahoz az 1. tabldzatban megadott 5 alternativat és 7 szavazdt tartalmazo
profilt valasztjuk. Mivel a TVSZ-t részben meghatarozé képlet alapjan lehet-
nek dontetlen alternativak, az a7 b7 cT d T e rogzitett torési szaballyal oldjuk
fel a dontetleneket.
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Helyezés >1 >2 >3 >4 >5 >6 >7
1 e d a e d b b
2 a a d c a e e
3 d c b d e d d
4 c e c b c c a
5 b b e a b a c

1. tabldzat. Egy profil 5 alternativaval és 7 szavazdval

1. A Borda-szavazas, roviden BC-vel jelolve, az alternativakat a helye-
zéseik Osszege alapjan rendezi. Az 1. tdbldzatban szerepld profil esetében az
a, b, ¢, d és e alternativak helyezéseinek Gsszege 21, 24, 26, 16 és 18. Ezért
a BC altal meghatarozott tarsadalmi sorrend d > e = a = b > ¢. A BC;
TVSZ a Borda-szavazds, ha minden (>;)?_, € P" profilra és minden a és b
kiillonbo6z6 alternativapéarra

a BC: ((=i)i=1) b < Zrk[a,»i] < Zrk[b,}i] vagy
=1 i=1

n n

(Z rkla, =] = Zrk[b,>i] és m’b) :

i=1 i=1

2. A Bucklin-eljards minden a alternativa esetében meghatdrozza azt
a legjobb h, helyezést, amelyet még figyelembe kell venni, hogy az els6 h,
helyen rangsorolt alternativét figyelembe véve t6bb mint n/2-szer szerepeljen
egy adott profilban. Az 1. tablazatot megvizsgalva azt latjuk, hogy egyetlen
alternativa sem kap tObbséget (azaz 4 szavazatot), ha csak a legmagasabban
rangsorolt alternativdk szamat vessziik figyelembe. Ha most a mésodik al-
ternativékat is figyelembe vessziik, akkor azt latjuk, hogy a és e is négyszer
szerepel, ahol a 7 torési szabaly az a-t részesiti elonyben. fgy he = he = 2.
Ha a harmadik alternativakat is figyelembe vessziik, akkor d hatszor jelenik
meg az els6 harom sorban, és hy = 3. Ha a negyedik helyen szereplé alterna-
tivakat is figyelembe vessziik, akkor ¢ hat, b pedig négy alkalommal jelenik
meg. Ezért hy = h. = 4. A hy és h. értékek egyenlOsége esetén a nagyobb
szamu el6forduldssal rendelkezé alternativa élvez els6bbséget, és ha még ezek
is azonosak, akkor a 7 torési szabdlyt kell alkalmazni. Ekkor a Bucklin-
eljaras az a > e >= d > ¢ > b rangsort adja. Minden egyes a alternativara a
he helyezést az a helyezéseinek medidnja hatarozza meg. A Bucklin-eljardst
BR-rel jeloljik. Formélisan a BR, a Bucklin-eljaras, ha minden »& P"
profilra és minden egymastol eltéré a és b alternativaparra

aBR.(>)b <

(ha < hp) vagy

(ha = hy és #{i € N | rkla,;] < hy} >#{i € N |rk[b, ;] < hy}) vagy
(ha =hp és #{i € N |rkla,=;] <h,} =#{i € N |rk[b,=;] < hp} és arbh).

3. A Bucklin-eljardsnak tobb valtozata van, de van egy rokon valtozata is,
amelyet az informatikai szakirodalomban MedRank algoritmusnak neveznek.



182 Bednay Dezsé — Fleiner Baldzs — Tasnadi Attila

Mint az alternativak median helyezésein alapulé aggregacids szabdly révidi-
téseként, a tovdbbiakban M R-ként hivatkozunk ré. Az eltérés abban rejlik,
hogy csak az alternativik medidn helyezései szamitanak, azaz csak a fen-
tebb definidlt hq, ... hq, értékek (14sd példdul Dwork et al., 2002). A mi
TVSZ keretiinkben két kiilonbozé a és b alternativa esetén, amelyek ese-
tében h, = hp, a torési szabalyt egybdl kell alkalmazni, anélkiil, hogy fi-
gyelembe vennénk, hogy ez a két alternativa hanyszor szerepel az Osszes
szavaz6 elsé h, helyein. Ezért a MedRank algoritmus kevésbé determinalt,
mint a Bucklin-eljaras, és valéjaban gyakrabban vannak holtversenyes al-
ternativdk. Az 1. tdbldzatban szerepl6 preferenciaprofilra az elején emlitett
torési szaballyal a MedRank algoritmus az a >~ e = d > b > c rangsort
adja, amely eltér a Bucklin-eljérds eredményét6l. Dwork et al. (2002) kimu-
tatta, hogy legalabbis azon profilok esetében, amelyekben az alternativak
Osszes medidn rangja paronként kiilonboz§ (azaz permutdciét alkotnak), a
MedRank algoritmus altal kapott rangsor megegyezik a Spearman-féle col-
stok optimalis rangsorral.

4 Szimulaciok

Héarom alternativa és legfeljebb 7 szavazo esetén a Spearman-féle colstok ta-
volsaghoz tartozo kiegyensilyozottsagi indexek pontos értékeit teljes leszam-
ldlassal hataroztuk meg. Ezek az eredmények a 2. tablazatban talalhatok.
Tobb alternativa és tobb szavazo esetén az indexek becslését 3, 4, 5 és 6 alter-
nativa és 3-t6l 100 szavazoig végeztik el. Szimulaciéinkban 2500 véletlenszeri
preferenciaprofilt generaltunk, ahol minden profil egyenl6 valdsziniiséggel ke-
rillt kivalasztdsra. A 3, 4 és 6 alternativdra vonatkozé grafikonok a fiigge-
lékben taldlhatok. A lényegre Gsszpontositva, ebben a szakaszban csak az 5
alternativés eset grafikonjait mutatjuk be. Min6ségi szempontbdl 3, 4 és 6 al-
ternativa esetén ugyanarra a kévetkeztetésre jutunk. A tébldzatban szerepld
pontos értékek kozel dllnak a szimulacidk utjan kapott értékekhez harom
alternativa esetén (lasd a fuggeléket is). Megfigyelhetjiik, hogy legaldbb 4
szavazoé esetén a MedRank algoritmus a masik két szavazasi szabalynal rosz-
szabbul teljesit, mivel a kisebb BI; értékek jobbak.

Az 1. abrén tapasztalhaté lassi konvergenciasebesség és a harom grafikon
meredeksége miatt kis szami szavazoé esetén csak a 15 és 50 szavazd kozotti
tartoményban dbrazoljuk a grafikonokat. Az 1. abra kiemeli, hogy a MedRank
algoritmus a masik két szavazasi eljarashoz képest gyengébben teljesit. Még
meglepébb azonban, hogy a Borda-szavazas feliillmilja a Bucklin-eljarast,
amely a MedRank algoritmus egyfajta finomitésa.

TVSZ \n 3 4 5 6 7

MedRank 0.370370 0.449074 0.464506 0.496914 0.513489
Borda 0.384259 0.439815 0.460648 0.482017 0.495842
Bucklin 0.370370 0.449074 0.453704 0.494663 0.493377

2. tdbldzat. Pontos értékek BIi-re és m = 3-ra
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1. dbra. Kiegyensilyozottsdg Bl és m = 5 esetén

Ez ellentétben &ll azzal az eredménnyel, hogy a MedRank algoritmus
minimalizalja a Spearman-féle colstok tavolsagot azokndl a profilokndl, ame-
lyeknél az alternativak median helyezései a helyezések permutaciéjat alkotjak
(ldsd Dwork et al., 2002). Konnyen beldthat6, hogy a profilok jelentds ha-
nyada nem felel meg ennek a kévetelménynek. Példaul az els6 helyezés mint
egy alternativa medidn helyezése akkor és csak akkor jelenik meg egy profil-
ban, ha valamely alternativa esetén az els6 helyezés szigoru tGbbségben van.
Ennek a valdsziniisége m alternativa esetén

n n 1 k m—1 n—k
o 2 WG )
k=[(n+1)/2]

Példaul m = 3 és n = 10 esetén a fenti valdszintiség megkozelitdleg 0,229691.
Sok profil nem felel meg ennek a kritériumnak, és lehetnek még mas hidnyzo
helyezések is, tovabba nemcsak egy rogzitett alternativa esetén fordulhat ez
els. A szampélda is mutatja, hogy kevés szavazd esetén is nagy valdszintiség-
gel — kizardlag az alternativak medidn helyezéseit véve — nem kapunk linedris
rendezést.

5 A MedRank algoritmus elemzése

Amint azt a 4. szakaszban a BI; indexek grafikonjaibdl lattuk, a MedRank
algoritmus a legtobb profil esetében nem a Spearman-féle colstok optimdlis
szabaly. Ebben a szakaszban megmutatjuk ennek okat: a MedRank algorit-
mus esetében a dontetlenek valészintisége egyhez tart, ha a szavazdk szamaval
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a végtelenbe tartunk, sot minden alternativa rangszama ugyanaz lesz parat-
lan sok alternativa esetén, és ,,az egyik medidan” rangszam lesz paros sok
alternativa esetén.

A MedRank*, a tovdbbiakban roviden M R* algoritmus minden egyes a
alternativahoz hozzarendeli annak a 3. szakaszban értelmezett h, ‘median he-
lyezését’, amely paros sok alternativa esetén két kiillonbozo ‘k6zépsé helyezés’
kozil a nagyobbikat, illetve — méasképpen fogalmazva — a rosszabbikat je-
lenti. Tehat az MR* a P"-bdl az {1,...,m}*ra képez, és nem TVSZ, mivel
gyenge preferencidkat eredményezhet. Rédadasul helyezéseket rendel az alter-
nativakhoz, és nem csak azok gyenge sorrendjét. Masképpen fogalmazva, az
M R* algoritmus az M R algoritmus holtversenyek feloldasa el6tti helyezéseit
rendeli az egyes alternativdkhoz. Mindazonéltal a BI;(M R*) tovabbra is
ugyanigy definidlhatd, mint a TVSZ-ek esetében. Tovabba, mivel barmely

j=1,...,m és barmely > P" esetén a
min S| = rkla, il (3)
ieN
megoldédsa az rk[a;j, 1], ..., rk[a;j, =] helyezések medidnja (az abszolut kii-

16nbségek Osszegének minimumadra vonatkozé standard tulajdonsig alapjan).
Megjegyezziik, hogy barmely j és barmely > esetén fliggetlen minimalizalasi
problémdink vannak, mivel adott j-re és > profilra a (3) minimumbhelyére
rkla;, MR*(=)],> és ezért

> Z min Z\r—rka], == > Y0 Cirklag, MR ()] — rkla;, -]

—cPn j=1 iEN -€P" j=14ieN

< 00D Irklag, (=) = rhlag, ]l

-€Pn j=1ieN
amibdl az Gsszegzés sorrendjének felcserélésével, és a konstansokkal valé be-
szorzasok utan
BI,(MR*) < BI,(F)
barmely anonim F TVSZ esetén.

A kovetkezd 1épésiink, hogy meghatdrozzuk az M R*(>-) aszimptotikus
eloszlasat, ahogy n tart a végtelenbe. Vialasszunk ki egy tetszOleges a alter-
nativat, és vegyik észre, hogy minden >;-re , ahol Il = 1,... n, az a alter-
nativa r/m valdésziniiséggel keriil az els6 r helyre. Ha adott n esetén x{
az a-t az elsé r helyen rangsorolé szavazék szdma, akkor X\ binomislis
eloszldsti n és r/m paraméterekkel. Ezért annak a valdsziniisége, hogy a az
M R* szerint az els6 r helyen szerepel

Pz b= S () 5T

i=n/2|+1

4Ez megengedSbb, mint a helyezések szokdsos kiosztésa, hiszen példiul az olimpiai
jatékokon lehet két aranyérmes, de nem lehet két eziistérmes egy aranyérmes nélkil.
5Az rk kiterjesztése a; helyezését hatdrozza meg M R* () szerint.
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és annak a valdszintlisége, hogy a az M R* szerint r-edik helyen szerepel
P(MR*=7r)=P(X{") > |n/2] + 1) = P(X{'™Y > |n/2] + 1).

Emlékeztetiink Arratia és Gordon (1989, 1. tétel) binomidlis eloszldsra
vonatkozé eredményére, amelyet a (4) valdsziniiség felsé korldtjanak megada-
sara fogunk hasznalni. Legyen Y,, binomidlis eloszlasu n és p paraméterekkel.
Ekkor barmely n =1,2,... és barmely p < a < 1 esetén

P(}/rb > Oé?’l) < e—n(alog 2+(1-a)log 11:‘;) (5)

A mi esetiinkben p az 1/m, 2/m,...,(m—1)/m értékeket veszi fel, és szimmet-
riaokokbdl kifolydlag csak a (4)-ben szerepld val6szintiségek felsé korlatjat kell
megadnunk az 1/m, 2/m,...,[m/2]|/m értékekre, mivel a (4)-ben szerepld
valészintiségekre a komplementer esemény figyelembevételével megadhatjuk
a sziikséges alsé korldtokat az (|m/2]+1)/m,...,(m—1)/m értékekre. A p =
1/2 esetre, ha m péros, kozvetleniil fogjuk meghatdrozni (4)-et. Ezért a p <
a = 1/2 esetbdl indulunk ki. Ezeket az értékeket az (5)-be behelyettesitve

-4, L JE - -1, —1
P(Y,L > n) <e 2n(log 55 tlog 2(1_1))) —e 5n log e

N

ami viszont p(1 — p) < 1/4 révén azt jelenti, hogy P(Y, > in) nulldhoz
tart, ha n tart a végtelenbe. Ezért azt is megkapjuk, hogy paros m-re r =
1,2,...,|(m—1)/2] esetén és paratlan m-re r = 1,2,...,|m/2] esetén a (4)-
ben szerepl6 valdszintiségek nulldhoz tartanak, ha n tart a végtelenbe. Ha m

paros, azaz m = 2k, akkor

n n 1 [ 1 n—i 1 1
— 1— = — 2”:_-
> (1)) (-3) =577 =3

i=|n/2]+1

A hatérértékekre vonatkozé eredményeinkbdl és a mar emlitett szim-
metriai okokbdl (a komplementer eseményekre) arra kovetkeztetiink, hogy
amikor n a végtelenbe tart, a (4) valszintiségek rendre 1/2-hez és 1-hez tar-
tanak r = m/2 és r = m/2 + 1 esetén,® mig a median(ok)-ndl kisebb r-re
és a medidn(ok)-nal nagyobb r-re nulldhoz tartanak, ha n tart a végtelenbe.
Ezek alapjan igazoltuk a kovetkezo tételt.

5.1 allitas. Adott m mellett annak a valdszinisége, hogy az alternativik
medidnja |(m +1)/2] vagy [(m +1)/2], 1-hez tart, ha n tart a végtelenbe.”

Az 5.1 allitas eredménye gy is megfogalmazhatd, hogy ‘végtelen sok sza-
vazd’ esetén, ha az alternativdk szama paratlan, akkor az Osszes alternativa
rangszama (m + 1)/2, mig ha az alternativak szdma paros, akkor csak a két
ko6zéps6 rangszam fordul elo.

6Ezek az esetek csak akkor dllnak fenn, ha m péros.
"Ha m pératlan, akkor a medidn értéke egyértelmii, és a két megadott szdm azonos.
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Az 1. dbrabdl (és a fiiggelékben a 3, 4 és 6 alternativdra vonatkozé ab-
rakbdl) lathat, hogy a lexikografikus torési szabély mellett a Borda-szavazas
BI; indexe alacsonyabb, mint a mésik két vizsgalt TVSZ-é.

E szakasz {6 mondanivaldja, hogy a legtobb profil esetén a MedRank al-
goritmus nem minimalizalja a Spearman-féle colstok tévolsdgot, mivel egy
valészintiséggel vannak egyenlé median helyezések.

6 Spearman-féle rangkorrelaci6 — Borda-sza-
vazas

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a Borda-szavazis és a Spearman-
féle rangkorrelaciét minimalizalé TVSZ kozotti kapcesolatot a mar emlitett
korlatozo feltétel feloldasa nem rontja el, mint azt a MedRank algoritmus és
a Spearman-féle colstok tavolsagot minimalizdlé TVSZ esetén lattuk az el6z6
szakaszban. A kovetkez6 tétel szerint a Borda-szavazds csak a profilok egyre
kisebb hanyadanal térhet el a Spearman-féle rangkorrelaciét minimalizald
szavazasi eljarastol.

6.1 Allitas. Annak valdszintisége, hogy egy tovdbbi szavazé megudltoztatja a
Borda-szavazdssal kapott rangsort, nulldhoz tart, ha n tart a végtelenbe.

Bizonyitds. Az egyszeriiség kedvéért legyen i = n a plusz szavazd, amely
a BC anonimitdsa miatt az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets. Meg-
mutatjuk, hogy azon profilok ardnya, amelyeken a BC'(>_,,) nem egyenl a
BC(>)-vel, n végtelenbe tartdsdval a nulldhoz tart. Ennek megmutatdsahoz
vegyiink két tetszdleges egymdstol kiilonbozo a; és ay, alternativat. Tekintsiik
az a; és ay, alternativdk helyezéseinek kumuldlt kiilonbsége altal meghatéaro-
zott véletlen bolyongast. Konkrétan, tekintsiik az

n

X, = Z(rk[aj, =i — rk[ag, >=;])

i=1

valdszintiségi valtozot, ahol n = 1,2, . ... Megjegyezziik, hogy —m < X;, <m
szitkséges feltétele annak, hogy a; BC(>-_,)ax és axBC(>)a; eléallhasson.
A Markov-folyamatnak tekintheté véletlen bolyongds allapottere S = Z, a
kiindulé allapot Xy = 0, az atmenet-valdsziniiségek

Psstd = P(Xiy1 =s+d | X; = 5) = (m —d)/(m(m — 1)),
had=1,...,m—1¢és
Pss—a = P(Xip1 = s —d| Xi = 5) = (m —d)/(m(m — 1)),

had=1,...,m—1minden:=0,1,...,n — l-re. Jelolje pEtJ) az 1 allapotbol
a j allapotba vald t-1épéses dtmenet-valdszintiséget. A definidlt véletlen bo-

lyongas:
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1. visszatérd, ami azt jelenti, hogy egy valdsziniiséggel valamikor visszatér
a kiindulé allapotba, ami igazolhaté Billingsley (1995) 8.2.(ii) tételével,
mivel Y7, pEfJ) > % Soey ]A)YJ) = 00, ahol pif} a szimmetrikus Bernoulli-

féle egyszerii bolyongas megfelel6 atmenet-valdszintiségeit jeloli,

2. irreducibilis, azaz minden allapot véges szamu dtmenettel elérheté min-
den mas allapotbdl és

3. aperiodikus, mivel P(X; =0) > 0 minden i > 2-re.

Billingsley (1995) 8.8. tételébél tudjuk, hogy lim,, .o p;,; = 0 minden i és j
esetén. Ezért tetszOlegesen kicsi € > 0 és elég nagy n esetén

g/(m(m—1)) >P(-m < X,, <m).

Most még az Osszes kiilonboz6 alternativapart figyelembe véve is annak a

valészintisége, hogy egy n-edik szavazd hozzdadidsa megvaltoztatja a BC

eredményét, kisebb, mint e, tovabba nulldhoz tart, ha n tart a végtelenbe.
O

Megfogalmazzuk a 6.1 tétel egy egyszerii kovetkezményét.

6.1 kovetkezmény. Annak a valdszinisége, hogy BC-nek vannak holt-
versenyes alternativdi, vagy — mdsképpen fogalmazva — azonos rangsorosszegi
alternativdi, nulldhoz tart, ha n tart a végtelenbe.

Dwork et al. (2002) kimutattdk, hogy barmely - P™ esetén, amelyre
a Borda-szavazas linearis rendezést hataroz meg, BC' minimalizélja a Spear-
man-féle rangkorrelaciét. Eredményiiket és a 6.1 kovetkezményt figyelembe
véve tudjuk, hogy barmely anonim F' TVSZ esetén

lim BIy(BC,) < lim BLy(F).

n—oo n—oo

7 Zaro6 gondolatok

Hérom alternativa és legfeljebb hét szavazo esetén a kiegyensilyozottsagi in-
dexet teljes leszamolassal hataroztuk meg, mig nagyobb szamu szavazd és
3-6 alternativa esetén 2500 profilbdl vettiink véletlenszerti mintdt. A {6
megallapitasaink, hogy a profilok tobbsége esetén a MedRank algoritmus
nem minimalizdlja a Spearman-féle colstok tavolsagot, mig a Borda-szavazas
,;majdnem minden” profil esetében minimalizalja a Spearman-féle rangkor-
relaciot.

Végil felvazoljuk a lehetséges tovabbi kutatasi iranyokat. Elemzéstinkben
az alternativak szama rogzitett, mig a szavazok szama valtozé. Nyilvanvaldéan
ez az érdekesebb eset a szavazaselméleti kontextusban. Az informatikai al-
kalmazasokban azonban a masik eset is ugyanolyan érdekes lehet, amikor
a szavazok szamat rogzitjik, és az alternativak szama a véltozonk. Mivel
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m alternativa esetén m! kiillonb6zé rangsor 1étezik, ez az elemzés sokkal ne-
hezebbnek igérkezik. Mar a Kemény-Young eljaras meghatdrozasa is NP-
nehéz feladat (Bartoldi et al., 1989). Ezért ettdl a kutatési irdnyt6l kevesebb
eredményt varunk.
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Fiiggelék

A 2-4. dbra m = 3, m = 4 és m = 6 esetén ugyanazokat az adatokat tar-
talmazza, mint a 4. szakasz 1. dbrdja m = 5 esetén. Mind a négy abran

meg

figyelhetjiik, hogy a Borda-szavazis teljesit a legjobban, mig meglep6

moédon a MedRank algoritmus a legrosszabbul.

Bl,
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2. dbra. Kiegyensilyozottsag Bl{ és m = 3

n
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3. dbra. Kiegyensilyozottsag BIy és m = 4
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4. dabra. Kiegyensulyozottsag BI1 és m = 6
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LIMITATIONS OF THE MEDRANK ALGORITHM

Voting rules can be derived as distance minimization problems. Under quite restric-
tive conditions the MedRank algorithm minimizes the so-called Spearman footrule.
We highlight the limitation of this result and also investigate the possibility of
appropriate refinements of the MedRank algorithm. In addition, we show that
the analogous problem does not arise when minimizing Spearman rank correlation,
which results in the Borda count.





