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KOZEPERTEKEK A GYAKORLATBAN!

SUGAR ANDRAS
Budapesti Gazdasdgi Egyetem — Budapesti Corvinus Egyetem

1 Bevezetés

Id6rol idére (féleg a gyakorlati alkalmazasokbdl lesziirhetd tapasztalatok alap-
jén) érdemes attekinteni még az egyszertibb statisztikai mddszerek elvi alap-
jait, gyakorlati alkalmazhatdésdgat is. Ebben a leirdsban ezt tessziik a ko-
zépértékek esetében. A kozépértékek a leggyakrabban haszndlt statisztikai
mutaték/médszerek kozé tartoznak. A tankonyvek is eléggé hasonlé médon,
szerkezetben targyaljak oket. Ebben a cikkben arra vallalkozunk, hogy révi-
den Gsszefoglaljuk, mit is értiink kozépértéken, ezen beliil foleg az atlagokkal
foglalkozunk. Attekint juk, milyen fajtai vannak, melyek a kozépértékek/dtla-
gok tulajdonsédgai a szakirodalom (Pl. a gazdaségi jellegli magyar fels6oktatas
tananyagai, amelyek koziil kiemeljiitk Koves—Pdarniczky (1981), Hunyadi—Vita
(2003), Kerékgyarténé et al. (2009), Kovacs (2011), Sdndorné et al. (2013)
tankonyveket /jegyzeteket, illetve Statisztikai Szemle cikkek alapjan. Mésrészt
néhany jszerli szemponttal bévitjik az atlagokrodl szél6 diskurzust, foleg az
atlagok fajtéi, azok gyakorlati hasznélata, valamint a leggyakrabban hasznalt
szamtani atlag dltalanositasai, varidcioi kapcsan.

2 A kozépértékekrol

A ko6zépérték az informacidsiirités egy szélséséges (de nagyon hasznos) eszkoze,
egyetlen értékben testesitjiilk meg, tomoritjiik az informaciét, amit fontosnak
tartunk. (Ennek természetesen az az ara, hogy az eloszlas jellegére vonatkozd
masfajta informaciot, pl. a szordédésra, vagy az eloszlas alakjara vonatkozdkat
a kozépérték nem mutatja meg, ezért a kozépértékek mellett egyéb mutatok
szamitdsa is fontos.) A kozépértékektdl elvarjuk, hogy a) kozepes helyze-
tiiek, b) tipikusak, c) egyértelmiien meghatérozhatdk, d) lehetéleg kénnyen
értelmezhetdk legyenek. A gyakorlatban hasznélt kozépértékek nem egyfor-
ma mértékben tesznek eleget ezeknek a kovetelményeknek, az atlagok az a) és
¢) kovetelményeknek megfelelnek, b) és d) kovetelményeknek nem feltétlentil.
(A gyakorlatban altaldban feltételezziik, hogy a megfigyelt értékek nem mind
ugyanazok, ebben a szélsOséges esetben ugyanis nem érdemes kozépértéket
szdmolni.)
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A kozépértékek két fajtdja a helyzeti és a szdmitott kozépérték (utébbiakat
nevezzilk dtlagoknak). A helyzeti kozépértékek valamilyen jellegzetes hely-
zetliknél fogva (pl. szé szerint felezik a sokasdgot, vagy tipikusak) jellemzik
a sokasagot, a gyakorlatban is gyakran hasznaljuk a mediant és a mdéduszt.
Miel6tt az atlagok részletesebb targyalasaba kezdenénk, réviden jellemezziik
a két helyzeti kozépértéket.

A medidn a kozépen elhelyezked§ érték, az a speciélis kvantilis (a kvantilis
egy meghatdrozott ardnyui osztépont, itt specidlisan a felezOpont), amely-
nél egy ismérv szerint sorbarendezett értékei alapjan a sokasig egyik fele
kisebb, a masik fele nagyobb értéket vesz fel. A medidn legaldbb sorrendi
skalan értelmes mutatod, de sok egyforma ismérvvéltozat esetén nincs értelme,
bar mechanikusan megadhaté. Miutan az adatok a leggyakrabban egyediek
(a gyakorlatban a megfigyelések egy listdja/regisztere 4ll rendelkezésre), a
median altaldban egyértelmiien meghatarozhaté.

A médusz a tipikus ismérvvaltozat. Ertelmes mindségi ismérv esetén is.
Diszkrét ismérv esetében ranézésre latszik, a leggyakrabban (vagy legnagyobb
valdsziniiséggel) el6fordulé ismérvvaltozat. Folytonos ismérvek/valtozdk ese-
tében az elméleti vagy empirikus stirliségfiiggvény maximumbhelyéhez tartozd
ismérvvialtozat.

A szoftverek a szamtani atlag mellett altaldban megadjak a medidn és
mdédusz értékét, de utébbinak folytonosnak tekinthetd ismérv (a gyakorlat-
ban olyan ismérv, aminek sok kiilonb6z6 ismérvvaltozata van) esetén egyedi
adatokbdl nincs értelme, mert véletlenszerli, hogy egy-egy ismérvvaltozat
t6bbszor is eléfordul. Ilyenkor a méduszra érdemes becslést adni. Az osztéaly-
kozos gyakorisdgi sorbdl adott becslések (interpoldcidk) az egyszertibb meg-
olddsok, de akér a stiriiségfiiggvényt is becsiilhetjiik (simitott hisztogram), és
ez alapjan allapithatjuk meg a mdéduszt.

A médusz értelmezését arnyalja, hogy léteznek tobbmdduszi eloszlasok
is, s6t egyenletes eloszlas esetén minden lehetséges érték médusz (vagy egyik
sem). A gyakorlatban is el6fordulnak t6bbmdduszi eloszldsok. A klasszikus
statisztikdban az egy mennyiségi ismérv szerinti elemzéskor egymdduszi el-
oszlasok a kiindulépontok. A t&bb médusz dltaldban egy hattérvéltozd sze-
rinti heterogenitasra utal, érdemes a sokasagot olyan részekre bontani, ahol
a mennyiségi ismérv szerinti eloszlas mar egymoduszu.

Példaként vegyiik a teljes munkaidében alkalmazasban allé magyar mun-
kavallalék 2023-as kereseti megoszlasat. Magyarorszagon a KSH adatai alap-
jan 2023-ban a havi brutté atlagkereset 571 ezer Ft volt, mig a brutté median-
kereset 450 ezer Ft (azaz a teljes munkaid6ben alkalmazasban &llék felének
brutté havi keresete 450 ezer forint alatt, felének felette volt 2023-ban). A
moduszkeresetet nem szamoljak, mert a kereseteloszlas nem egymdduszi, a
természetes silirlisédési pont érzékelését befolyasolja, hogy a minimalbér, dip-
lomas minimalbér kortl is kialakulnak lok&lis stirtisodési pontok.

A medidn és médusz is (az atlagoktdl eltéréen) robusztus mutatdk, az
outlierekre nem érzékenyek.
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3 Az atlag fogalma, fajtai

Az atlag a kozépérték egy fajtija. Az atlag fogalma, szdmitdsa szorosan
kapcsolddik a valdszinliségszamitas egyes teriileteihez is, de ezek targyalasa
meghaladja cikkiink lehetOségeit, pedig ez magyarazhatja azt is, hogy mas
matematikai teriiletekhez képest az atlagok szamitdsa torténetileg nagyon
késén keriilt be a gazdasdgi/tdrsadalmi gyakorlatba. L. err6l Kendall (1956),
Dusek (2022).

Mint az elnevezésben is benne van, a szamitott kozépértékek valamilyen
szamitds eredményei, ezeket a mutatdkat szokas dtlagoknak nevezni. Az at-
lagok esetén a statisztika tankonyvek sok évtizede négyfajta atlagot szok-
tak ismertetni, a harmonikus, mértani, szamtani és négyzetes atlagot. Az
1. tabldzatban Osszefoglaljuk a négyféle atlagra vonatkozd legfontosabb jellem-
z8ket, alapvetéen Koves (1961) alapjan.? A képletekben az egyszertiség ked-
véért elhagyjuk az Gsszegzésnél és szorzatnal haszndlt futdindexek hatarait.

Atlagfajta Sulyozatlan forma Silyozott forma  Visszavezetés a
szamtani atlagra
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1. tabldazat. Atlagok fajtai és tulajdonsdgaik

A leggyakrabban hasznélt dtlagfajta a szdmtani dtlag, gyakran amikor &t-
lagot mondunk, automatikusan a szamtani atlagra utalunk. A szédmtani dtlag
definicié szerint az a szam, amit ha a szamok helyébe irunk, akkor az Gsszeg
ugyanaz marad. Ugy is lehet interpretdlni, ha az adatok Gsszegét (az un.
értékosszeget) egyenletesen szétosztjuk, akkor egy megfigyelésre a szamtani
atlagnak megfeleld érték jut. Ez a megfogalmazds sugallja, hogy a szamtani
atlag akkor értelmes, ha az adatok logikailag 6sszeadédnak, tehat értelmes az
értékosszeg. Ez a legtobb gyakorlati alkalmazds esetén igaz is (pl. dtlagbérek
esetén a bérek Osszege a kifizetett bértomeg, vagy egy termelékenységi mu-
tatot emlitve az egy alkalmazott altal elGallitott atlagos termékszam esetén
az Osszes legyéartott termék mennyisége), de nem mindig. Van, amikor ugyan
Osszeadddnak logikailag az értékek, de a tényleges értékosszegnek csak erdlte-
tett értelmet lehetne tulajdonitani (pl. az dtlagos testmagassig vagy dtlagos
életkor esetén).

T6bb olyan altalanositdsa létezik a szamtani atlagnak, amelyekbe a tobbi
atlag is belefoglalhatd, ezek a gyakorlatban erdltetettek is lehetnek, de van,

2Koves P4l 63 évvel ezel6tti cikke a mai napig relevans, jé osszefoglald, de természetesen
azéta is sok cikk sziiletett az atlagokrdl, azok fajtdirdl, alkalmazdsaikrdl; egy viszonylag
friss dttekintést lehet olvasni pl. Carvalho (2016)-ban.
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amikor tovabbi alkalmazdsokra adnak alkalmat. Gyakori, hogy az tin. mo-
mentumot definidljak, illetve ennek tovabbi altalanositdsait, ezek koziil a
centrélis momentum a legelterjedtebb. Az (1) képletek mutatjik a momentu-
mok és a centrédlis momentumok (silyozatlan) szdmitdsat. A k-adik momen-
tum (M},) az x;-k k-adik hatvdnyainak szadmtani dtlaga, ahol k természetes
szam. Ha k = 1, akkor a szamtani atlagot kapjuk, ha k = 2, akkor a négyzetes
4tlag négyzetét. A k-adik centrélis momentum (My(X)) a szamtani atlagtol
vett eltérések k-adik hatvanyainak szamtani atlaga. Ha k = 1, akkor O-t
kapunk (hiszen az 4tlagtdl vett eltérések kiegyenlitik egymadst, dsszegiik 0), a
masodik centralis momentum a variancia, ami a szérodas mértékének egyik
mutatdészama (a négyzetgyoke a szdrds, amely az dtlagtdl vett dtlagos eltérés
mértékét mutatja). A centrdlis momentumok esetén k magasabb értékeire
szamolt mutatdkat is haszndljuk a gyakorlatban, k = 3 esetén az aszimmet-
ria irdnyat és intenzitasat méré mutatohoz jutunk, k = 4 esetén pedig a
kurtézis (csicsossag-lapultsdg) mértékét tudjuk szdmszeriisiteni. A statiszti-
kai szoftverek altal szamolt aszimmetria- és kurtézis-mutatok szinte minden
esetben a centralis momentumokon alapulé mutatdk.
k )k
M, = 2 My(X) = 2 (x = X)" _ (1)
n n
Még egy formula (dltaldnositds) emlitése lehet hasznos (vannak tovébbiak
is, de — f6leg a gazdaséigi/tarsadalomtudoményi gyakorlatban — szdmunkra
nem tiinnek fontosnak). A (2) képlet mutatja az tin. hatvédnykézepet (Hy,),
ami két tertileten is tovabblép a momentumhoz képest.

Ha:(¥)_ 2 € Ry \ {0} @)

Egyrészt a k természetes szdmok mellett barmilyen valés (nem nulla) szdm
lehet a kitevOben, mésrészt a hatvanyozas hatasat a végén visszatransz-
formaljuk. Az 1. tdblazatban felsorolt — a gyakorlatban haszndlt 4 &tlag
felfoghat6 a hatvanykozép 4 specialis eseteként, o = 1 adja a szamtani, o = 2
a négyzetes atlagot, « = —1 esetén kapjuk a harmonikus atlagot, és a mértani
atlag formuldja is megkaphaté, ha képezziik a lim, .o H,, értéket. Ezek kozil
egyediil az utolsé nem latszik ranézésre, de annak bizonyitasa is viszonylag
egyszert, 1. pl. Sykora (2009).

Itt érdemes kiemelni, milyen gyakorlati esetben hasznaljuk igazan a har-
monikus dtlagot (ezt a teriiletet szokték a rész- és Gsszetett viszonyszdmok
vagy rész- és f6atlagok kozotti Osszefiiggésnek nevezni), amennyiben egy V =
A/ B viszonyszamot részsokasdgokra és a sokasig egészére is szamolunk, akkor
az un. aggregat forma mellett az Osszetett viszonyszam a részviszonyszamok
Bj-kkel stlyozott szamtani, vagy A;-kkel silyozott harmonikus dtlagaként
adddik. Ezt mutatjdk a (3) képletei. Ennek specidlis esete a rész- és féatlagok
kozotti Osszefiiggés, amit a (4) képletekben lehet nyomon kévetni.

A XA XBV YA

Vi=g 7

B TSB 2B ya

(3)
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Aj=N;-X;=S5; Bj=N; V;=X,

v_ LS _XNX 38 (4)
XN XN v

ahol S; a j-edik részsokasaghoz tartozé részletosszeg, N; a j-edik részsokaség
mérete, Yj a j-edik részsokasdghoz tartozo atlag. Egy technikai (de a gyakor-
latban fontos) elem, hogy a stlyozdshoz elég a gyakorisdgok vagy értékossze-
gek megoszlasa is, ahogy az (5) képletek mutatjék.

N; S;
;= 7= =2
YTEN XS

— — 1
XZZgj'Xj:ZiL (5)
X
Végezetiil érdemes iderakni a kozépértékek kozott nagysagviszonyt is,
amennyiben a megfigyelések koziil legalabb 2 kiilonbozik egymastdl, akkor
teljesiil a (6) Osszefiiggés.

Tmin < Y}L < 7g < Ya < 7q < ZTmax (6)

Az atlagok kozotti vélasztds kérdésében érdemes a gyakorlati szempon-
tokat figyelembe venni. Vegyiik végig, melyik atlagfajta hasznalata milyen
kortulmények esetén mertl fel a gyakorlatban.

o A leggyakoribb szdmtani dtlag hasznélatdrél mar szé esett, minden
olyan esetben, amikor az adatok tartalmilag Gsszeaddédnak, ennek az
atlagnak a hasznalata a logikus. Egy szempontra érdemes felhivni a fi-
gyelmet, a szamtani atlag hasznalata esetén legalabb kiillonbségi szintl
mérést feltételeziink, ugyanakkor szamos esetben szamolnak szamtani
atlagot alacsonyabb szintii mérési szintli adatok esetén is, ami lehet a
gyakorlatban célravezetd, hasznos szamitds, de érdemes a sajitossigai-
val /korldtaival tisztdban lenni.

e A négyzetes dtlag gyakorlati helye viszonylag egyértelmii. Ezt az dtlag-
fajtat altalaban akkor hasznaljuk, ha el akarunk tekinteni az adatok
elojelétdl, mert pl. azok Osszege nulla. Ez a helyzet a szérédas szam-
szerisitése esetén, amikor az atlagtol vett eltérések atlagat szamoljuk
(ezek szémtani atlaga nulla), vagy az olyan modelleknél, ahol a hiba
atlagos nagysaga a kérdés, de a hibak kiegyenlitik egymast, az Gsszeglik
szintén nulla. Az eléjeltél eltekintés két mddja az abszolit érték és a
négyzetre emelés, mindkét logikara épiilnek mutatészamok, de f6leg ko-
vetkezteto statisztikai megfontoldsok miatt az abszolut értékre alapo-
zott mutatdk kiszorultak a gyakorlatbdl. A szérédds mértékének leg-
gyakrabban hasznalt mutatdja a széras, ami az atlagtdl vett eltérések
négyzetes atlaga.

e A mértani dtlag szamoldsi médja mutatja, hogy akkor haszndlatos,
ha az adatok logikailag nem Osszeadddnak, hanem Osszeszorzodnak, az



282 Sugdr Andras

adatok szorzatdnak van targyi (gazdasigi vagy egyéb) értelme. Eppen
ezért a leggyakoribb felhasznéldsa id6sorok esetén a lancviszonyszamok
atlagos értékének szdmoldsa (dtlagos ndvekedési titem). TEbb tankényv
kizérdlag ezt a példat hozza az alkalmazésra. Azért hasznélata mashol
is megjelenik, féleg az indexszamitas teriiletén (egyedi indexeknek eset-
leg nem szamtani, hanem mértani atlagat veszik, errdl 1. részletesebben
Koves (1957), vagy keresztezett indexformuldk esetén hasznéljak (1. pl.
Toérnquist-index, vagy a legismertebb Fisher-index).

Az indexszdmitdsi gyakorlatban tobb esetben alternativa, hogy szamtani
vagy mértani atlagot szamoljunk. Példaként a fogyasztoéiar-index szamitési
gyakorlatdbdl mutatunk egy illusztraciot. Egy termékcsoport indexe szé-
molhaté pl. az abban a csoportban taladlhaté reprezentansok arindexeinek
sulyozatlan dtlagaként. A gyakorlat kétfajta indexet is haszndl, az egyik a
reprezentans arindexek sulyozatlan mértani, a masik a szamtani atlaga. Ezek
képlete (és szokdsos elnevezése):

o Carli-féle termékcsoport-index (szamtani atlag): Ig(l /o) = %ZJ %JL

e Jevons-féle termékesoport-index (mértani dtlag): I Ii(l /o) =1 [I; %JL

A Jevons-féle index mellett sz6l nemcesak az, hogy indexszamokat dtlago-
lunk (bér itt ezek az indexek nem szorzddnak Gssze ténylegesen, nem lanc-
indexekrdl van sz6), hanem az is, hogy az ezzel szdmolt formula t&bb index-
probét is teljesit® (1. Hiittl-Vita [2005]). Ennek ellenére a gyakorlat inkdbb a
szamtani atlag format hasznalja, amiatt, hogy a mértani atlag hajlamos ko-
zelebb hizddni a szélsGségesen alacsony egyedi indexhez, ami a gyakorlatban
is eléfordulhat.

Az aldbbi széamsor egy termékcsoportra vonatkozé megfigyeléseket tartal-
mazza 2023 decemberében (el6zé év azonos idészakdhoz képest).

1,11 1,18 125 1,04 1,06 1,19 1,01 1,05 1,18 0,1 1,13 1,08
1,00 1,25 1,1 1,3 1,04 1,21 1,08 1,14 1,05 1,17 1,1

Lathaté, hogy 23 reprezentans arvaltozasa all rendelkezésre, a termékcsoport
arvaltozasa ezen indexek silyozatlan atlaga. Lehet szamtani vagy mértani
atlagot haszndlni. A szdmtani dtlag értéke 1,079, a mértani dtlagé 1,009,
azaz a termékcsoport atlagos arvaltozdsdnak mértéke 7,9 vagy 0,9%, elég
kiilénbozé dtlagos tendencidt mutatnak. A példa azt az esetet illusztrélja,
amikor a termék ara a legtobb reprezentdns arvaltozdsa alapjan nétt, 0 és
30% kozott szorédnak az dremelkedés mértékét jelzd értékek, illetve van egy
,,kilégd” reprezentans drvéltozas, 0,1-es értékkel, azaz 90%-os drcsokkenéssel.

3A Jevons-féle mértani atlag index teljesiti az GsszemérhetSségi (az index értéke fiig-
getlen a mennyiségi adatok mértékegységétdl), tranzitivitsi (Ip2/0) = Ip2/1) * Ip(1/0))s
ardnyossagi (az index az egyedi indexek &tlaga) és idéprébat (az idészakok felcserélése
reciprok indexet eredményez), mig a Carli-féle index nem tesz eleget a tranzitivitdsi és
idéprébanak.
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Ezt a terméket kivezették a kindlatbdl, és drasztikus ledrazas volt. Out-
lierként ezt az arvaltozast egyaltalan nem indokolt kihagyni, hiszen az adott
termékcsoport arvaltozasinak egy fontos jelz6je, ugyanakkor az elvileg jobb
tulajdonsagi mértani atlag helyett a gyakorlat a szamtani atlagot preferalja
a mértani atlag emlitett alacsony értékhez huzasa miatt.

e A legellentmonddasosabb atlagforma a harmonikus dtlag. Definiciészerti-
en a harmonikus atlag akkor értelmes, ha az adatok reciprokosszegének
van targyi értelme. A harmonikus atlag reciprokat irva az adatok helyé-
be, igy lesz valtozatlan az eredeti adatok reciprok Gsszege. Egyes esetek-
ben emlitik, hogy forditott intenzitasi viszonyszamok esetén értelmes.
Egyedi adatok esetén nehézkes jo példat adni ennek hasznalatéra, tobb
tankonyv meg is jegyzi ezt. Ugyanakkor lattuk, hogy a harmonikus
atlag hasznalata mennyire gyakran és logikusan adédik, amikor részvi-
szonyszamok (vagy részatlagok) szamldléval silyozott harmonikus at-
lagformé&jét kell hasznalnunk az Gsszetett viszonyszam (f64tlag) szdmi-
tésahoz. Ez a harmonikus tlag igazi terepe. Erdemes megnézni két
példat, amit statisztika tankonyvek elészeretettel mutatnak a harmoni-
kus atlag sulyozatlan szamitasara, hogy lassuk ennek a kérdéskornek a
problémait.

Tisztan latszik a fenti probléma azon a gyakori példan, amikor atlagsebes-
séget szamolunk. Amennyiben stlyozatlan harmonikus dtlagforméra szeret-
nénk példat mutatni, egyenlé hosszisagu utakat tételeziink fel. Legyen egy
egyszerl példa, egy kerékparos felteker egy hegyre 4 km/h atlagsebességgel,
majd lejon 16 km/h atlagsebességgel. Ebben az esetben az 4tlagsebesség a
két szakaszon mért atlagsebesség sulyozatlan harmonikus atlagaként is szé-
molhatd, de csak azért lehet silyozatlan format hasznalni, mert a két megtett
ut (fel a hegyre, illetve le a hegyr6l) nyilvanvaléan azonos (S) hossziségu.

— S+S 2

h =35 S — 1 1
1T 1776

=6,4km/h.

Ugyanez az eredmény adddik szamtani atlag formaban is, ebben az eset-
ben azonban nem egyforma a sily, hiszen lefelé 4-szer olyan gyorsan megy a
kerékparos, mint felfelé, azaz negyedannyi id6 alatt ér le, mint fel, tehat az
Osszes kerékparozdsra forditott id6 20-80%-os ardnyban oszlik meg.

X,=02-16+08-4=6,4km/h.

A szdmtani/harmonikus &dtlag és silyozds nehézségeinek illusztralasira néz-
zink egy masik tipuspéldat, egységnyi pénz vasarloértékét, vagy ennek re-
ciprokaként adodd egységarak atlagolasat. Tegyiik fel, hogy egy piacon 3
standon lehet tojast venni, 100 Ft/db, 50 Ft/db és 33,33 Ft/db egységaron.
Mennyi a tojas atlagara és 100 Ft atlagos véasarléereje? Ebben az esetben
kétféle gondolatmenet lehetséges.

Az egyik szerint az atlagér (100+50+-33,33) /3 azaz 61,1 Ft/db, 100 Ft v&-
sérléereje az atlagér reciprokdnak 100-szorosa, azaz 1,64 db/100 Ft. Amennyi-
ben ezt a szamitdasi médot kovetjiik, feltételezziik, hogy minden standon 1
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(vagy azonos mennyiségil) tojdst vasdrlunk, ezért irhaté fel az dtlagar silyo-
zatlan szamtani atlag formédban. Ebben az esetben azonban az egyes stando-
kon nem ugyanakkora 6sszeget koltiink, hiszen rendre 100, 50 és 33,33 Ft-ba
keriil 1 tojds. Azaz ha a pénz atlagos vasarléerejét szamolndnk, ami stan-
donként 1 db/100 Ft, 2 db/100 Ft, 3 db/100 Ft, akkor stilyozott format kell
hasznalni:

100-14+50-2+33,33-3

100 4+ 50 + 33,33

=1,64db/100 Ft

A mésik szerint a vésarlderd (14-2+3)/3=2 db/100 Ft, de ez feltételezi,
hogy mind a 3 standon ugyanakkora Gsszeget koltiink. Ebben az esetben az
atlagdr 50 Ft/db. Az dtlagdr itt is az egyedi drak atlaga, de silyozott dtlaga,
hiszen mas a vasarolt mennyiség:

100-1+50-2433,33-3
6

= 50Ft/db.

Mind a négy felsorolt esetben felirhaté a harmonikus atlagforma is, ebben
az esetben nem a nevezd, hanem a szamlilé megoszlassal stilyozunk. Ahol
a szamtani atlag sulyozatlan volt, ott a harmonikus atlag silyozott lesz, és
forditva. A négy harmonikus atlagforma rendre:

100 + 50 + 33,33

= 61,1 Ft/db
100 50 3333 ) )
0 T35 T 3333
1+1+4+1
T 164db/100Ft,
TT3tT3
6

— = 2db/100F%,
1+3+3
1+1+1

5 = 50F/db.
100 50 3333

Osszefoglalva: a harmonikus atlag a gyakorlatban altaldnosan silyozott
forméaban jelenik meg, és tipikusan akkor hasznaljuk, ha részviszonyszamok
(vagy részatlagok) szamlédlé megoszldssal silyozott harmonikus dtlagforméjat
szamoljuk. Olyan specialis esetben, amikor a szamlalé egyenletesen oszlik
meg a részek kozott, ez felfoghaté silyozatlan atlagnak.

Befejezésiil megemlitjik, hogy ugyan definiciészeriien mind a négy atlag-
fajtat hasznalhatjuk alapadatok atlagoldsara, a gyakorlatban ez a szamtani és
négyzetes atlagra jellemzo, a mértani és harmonikus atlag esetében inkabb
szarmaztatott mutatok dtlagoldsardl van szd. (Mértani 4tlag esetében leg-
gyakrabban a lancviszonyszamok &atlaga, harmonikus atlag esetében meg-
oszlési/intenzitdsi viszonyszdmok vagy részatlagok dtlaga.) A harmonikus
atlagnal éppen az okozza a megértésbeli nehézséget, ha egy viszonyszamot
alapadatként fogunk fel.
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4 A szamtani atlag és gyakorlati variacioi

A leggyakrabban tehat a szamtani dtlagot haszndljuk. Erdemes a szdmtani
atlag tulajdonsagait felsorolni:

e A szdmtani dtlag (mint minden 4tlag) minden megfigyelési értéktél
figg, egyértelmiilen meghatarozhato.

o Az atlag érzékeny a kilégé (outlier) értékekre, a mutaté nem robusztus
(nem gy, mint a helyzeti kézépértékek).

e Amennyiben a megfigyelt értékeken ugyanazon linedris transzforméciot
hajtjuk végre, a transzformalt értékek atlaga is 6rokli ezt, azaz

A+B-z;,=A+B-X

e A szédmtani dtlag 3 szempontbdl is kozepes helyzetil, a) a legkisebb
és legnagyobb megfigyelt érték kozé esik, b) a téle vett eltérések ki-
egyenlitik egymadst, c) minimdlja az elemek négyzetes eltérésosszegét.
Formalisan a (7) képletek mutatjdk az Osszefiiggéseket.

a) Tmin < Y < Tmax b) Z (-r'i - Y) =0

(7)
¢) (x; —A)? - min esetén A=X
Tobbek kozott egy-két fenti tulajdonsagra is reagdlnak a szamtani atlag
egyes variacioi, ezek kozil négyet sorolunk itt fel, és kozulik a 4. variaciot
Gjszeriisége miatt alaposabban is megnézziik.

1. Nyesett atlag (75): a nyesett atlag éppen arra reagal, hogy az out-
lierek (vagy akdr mérési/adatfelvételi hibdk) befolydsolhatjdk az dtlag
értékét, elhtizhatjak azt lefelé vagy felfelé. Ezért egy variacié, hogy el-
hagyjuk a legkisebb és legnagyobb $%-4t a megfigyeléseknek, és ezek
nélkil szamitunk szamtani atlagot.

Ezen a ponton érdemes kis kitérot tenni a robusztussag témakorében,
mert az a kozépértékek gyakorlati hasznalatat jelentésen befolyasolja.
Egy mutatészam vagy mddszer robusztussagan azt értjik, hogy a so-
kasagi adatok nem jelent6s valtozasa nem, vagy csak kismértékben hat
a mutatészamra vagy a médszer eredményére. A kozépértékeknél ma-
radva, milyen mértékben valtozik a kozépérték, ha a sokasdgi adatok
kevéssé valtoznak. Ennek leggyakoribb esete a kdzépérték outlierre vald
reakcigja. Minden hivatkozott tananyag emliti, hogy a helyzeti kbzépér-
tékek robusztusak, az dtlagok kevésbé, mert azok értékét az outlier(ek)
jelentésebben befolyédsoljak. Az outlier jelenléte alapvetéen az dtlag
kozepes (centralis) helyzetét kérddjelezi meg. A helyzeti kézépértékek
esetében pl. a medidn egyaltalan nem érzékeny arra, hogy a széls6séges
értékek mennyire szélséségesek.
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Gyakorlati tapasztalataim szerint nem az az igazi probléma, ha egy so-
kasdgi adattomegben vannak outlierek és azok hatnak az atlagra, mert
az outlier megkeresésével (jellemzésével, hogy miért outlier) és elhagyé-
sa utani atlagszamitdssal az eredmények hitelesek, az outlier jellemzése
gazdagitja az elemzést. A nehezebb probléma mintavételi becsléseknél
léphet fel. Ilyenkor (ha a minta nem ardnyosan rétegzett, vagy kii-
16nb6z6 okok miatt sériil a reprezentativitas, amit sulyozdssal hozunk
helyre), ha egy kialakitott rétegben van egy outlier, és azt siilyozzuk, az
indokolatlanul felnagyithatja az ismérv hatdsat az outliert tartalmazé
rétegben. Eppen ezért a gyakorlatban a nemreprezentativ mintdk si-
lyozasa esetében egy outlierkeresé eljaras utan az outliereknek tekintett
megfigyelésekhez a silyvektorban 1-es értéket rendelhetnek, és nem a
rétegre szamitott silyszamot.

2. Kronologikus 4tlag (X): Ha egy idékézonként megfigyelt allapotiddsor
atlagos szintje a kérdés, pl. készletek nagysaga, valamilyen népesség-
szam stb., akkor az atlagos szint jellemzése kronologikus atlaggal tor-
ténik

1 1
5 Tot+T1+...+Tp-1+ 5Ty

n

X, =

A kronologikus atlag tulajdonképpen az atmenet az allé jelenségrél az
idébelire (mozgéra).

3. Mozgéétlag (X;): hasznalatéra akkor keriil sor, ha egy idSsorban van
tendencia, és ezt a tendencidt (trendet) dtlagolassal mutatjuk be. Ilyen-
kor az atlag értékét az idOsor kozepéhez igazitjuk. Ha paros a tag-
szam, akkor formailag egy kronologikus atlagot szamolunk, de k6zépre
(konkrét idészakhoz) igazitva. A mozgddtlag egyszeriibb (silyozatlan)
esetei mellett szamos sulyozott format is hasznédlnak.

4. Végiil egy olyan silyozott szamtani atlagfajtat mutatunk, ami nem
magatdl értetédo, de éppen gyakorlati szempontbdl figyelemremélto.
Induljunk ki a részviszonyszamok (vagy részédtlagok) silyozott szamtani
atlag form4jabol. Mint ismeretes (és sz6 volt réla itt az elbbiekben is),

7 E B Vi . . L Lt L P
aV = B, Osszetett viszonyszam a részviszonyszamok nevezében
levé értékekkel stlyozott szamtani atlaga. Felmeriil, hogy szamoljuk a
részviszonyszamok szamlaloval sulyozott szamtani atlagat, azaz marad
az atlagforma tipusa, csak mas a suly. A szdmolds médja tehat:

- _2AY
Vo= &bl ti
24

A V¢ jelolés az érzékelt atlag elnevezésre utal, az érzékelt jelzé majd
vilagos lesz az alkalmazdsi példa ismertetése utan.

Ez els6 ranézésre szokatlan, annyira elterjedt, hogy vagy a nevezovel silyo-
zott szamtani, vagy a szamldléval silyozott harmonikus atlagot szamoljuk.
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Utananéztiink, van-e elézménye ennek az atlagfajtanak, de egyetlen cikket
talaltunk, ahol ez szerepel, Ertl (1983) lefrdsdt. Az alapétlet és a példa,
amivel illusztraljuk a problémat, a cikkbdl szarmazik, a szokdsos szamtani
atlaggal valé 6sszehasonlitds és az eltérés okainak elemzése sajat hozzdjarulds
a témahoz. Az érzékelt dtlag (szdmldléval val silyozas) akkor meriilhet fel,
ha més az, ami egy jelenségbol ténylegesen megvaldsul, és amit a felhasznald
ebbél észlel/érzékel. (Az érzékelhetd jelenség szerepelhet a szémldléban.)
A legplasztikusabb példa erre a jaratok utaskihaszndltsiaga. De sok egyéb
példa is hozhaté (népsiirtiség, egy oktatéra jutd tanuld stb.). Ha vonatok,
tomegkozlekedési eszkozOk esetén szamszerisitjiik a jaratok kihasznaltsagat
(a viszonyszam alapvetden a tényleges utasok szdma,/kapacitas), akkor ,,bele-
futhatunk” abba a jelenségbe, hogy &atlagosan nem tul magas atlagos ki-
hasznaltsag mellett egyes utasok egész mast érzékelhetnek. Emogott a ki-
hasznaltsag szérédasa all, minél nagyobb a szorédas mértéke, annal inkdbb
lesznek tomott jaratok (ahol sokan érzékelnek zstfoltsdgot), és kevesen laza
iizemmenetet, hiszen olyankor kevesen iilnek a jarmiivon. Ilyen esetekben
pl. az érzékelt atlagnak lehet 1étjogosultsaga. SzélsGséges esetben legyen egy
oda-vissza jarat 100 f6s kapacitdssal, ahol odafelé tele van a jarat, vissza-
felé senki nem utazik. Az atlagos kihasznaltsdg a hagyoményos silyozédssal
(100*14-100*0)/200=0,5, azaz 50%. Ugyanakkor ebben a konkrét szélsdséges
esetben az érzékelt zsufoltsdg 100%-o0s lesz, hiszen ezt odafelé mindenki {gy
érzi, visszafelé pedig nincs érzékeld személy, mert senki nem utazik a jaraton.
Az érzékelt atlag ezt jelzi is, (100%14-0*0)/100=1, azaz 100%.

Vezessiik le, mi az Osszefliggés a hagyomanyos atlag és az érzékelt atlag
kozott. Az egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy a nevezdben levé értékek
megegyeznek egymdssal (példdnkban minden jarat azonos kapacitdsi, legyen
ez B). Az eredeti dtlag a (8) alatt lathaté médon frhaté at (n a megfigyelések
Szama)

o8BV 24 4 (8)

> B n-B B

Azt kaptuk tehét logikus mddon, hogy az eredeti dtlag (példénkban az dtlagos
kapacitdskihasznaltsdg) a megfigyelésenkénti dtlagos (utas)szam és a kons-
tans kapacitds hdnyadosa. Az érzékelt atlagot alakitsuk at olyan mddon,
hogy lassuk, hogyan fligg az értéke a tényleges atlagtdl. (S az A;-k Gsszege,
azaz az értékosszeg, a relativ értékek négyzetosszege a Herfindahl-index (HI),
ami a koncentrécié fokat méri, V az A;-k relativ szérdsa).

Ve = ZAQ/B ZZQ —HI Von-HI=V(V2+1) (9)

A képlet mutatja, hogy egyrészt az érzékelt atlag nagyobb vagy egyenld,
mint a tényleges, és egyenléség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha az A; adatok
szordsa 0, azaz minden adat megegyezik egymdssal (azaz minden jaraton
ugyanannyian utaznak), mésrészt az is latszik, anndl inkdbb meghaladja az
érzékelt atlag a ténylegest, minél erésebb a relativ koncentraciéo mértéke.

Az érzékelt atlagra szerepeljen itt egy tényleges gyakorlati példa is. A ma-
gyar vasut egyik rovidebb szarnyvonalan véletlenszertien kivalasztott oktéberi
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2 nap (az egyik hétkoznap, a masik ugyanazon a héten vasirnap) utasszamait,
a jaratok helykihasznalasat jellemezziik. Mind hétkéznap, mind hétvégén 6
jarat van egy zsdktelepiilés és a 70 km-re levé megyekozpont kozott. Mint
az alapadatok is mutatjak, és ahogy ez varhato is, hétkoznap nagyobb az
utasszam, és erésebb a napkoézbeni szezonalitds mértéke, mint hétvégén. Az
alapadatokat és a szamitdasok eredményeit a 2. tdbldzatban mutatjuk.

Menetrend szerinti id6 ~ FérShely Utasok szama Kihasznéltsidg (%)
hétkoznap  hétvége  hétkdznap  hétvége
Hajnali 155 25 8 16,1 5,2
Reggeli 155 144 12 92,9 7,7
Délelétti 155 52 20 33,5 12,9
Délutani 155 42 19 27,1 12,3
Kora esti 155 98 11 63,2 7,1
Kés6 esti 155 138 8 89,0 5,2
Osszesen 930 499 78 53,7 8,4
Erzékelt tlag 70,4 9,5

2. tdbldzat. Utasszam és kihaszndltsag hétkoznap és hétvégén

A hagyomdnyos 4tlagos kihaszndltsdg mutaté (részviszonyszdmok neve-
z6vel silyozott dtlaga) mutatja, hogy a vasuti helykihasznalds hétkoznap
atlagosan 53,7%-o0s volt, hétvégén sokkal alacsonyabb, 8,4%-0s. Az érzékelt
atlag (részviszonyszamok szdmléléval silyozott harmonikus dtlaga) az utasok
altal érzékelt atlagos helykihaszndltsdgot mutatja. Ez hétkoznap 70,4%-os,
hétvégén 9,5%-os volt. A hétkoznap szamolt érzékelt dtlag azért haladja
meg jelentésebben a hagyomanyos atlagmutatot, mert a szezonalitds miatt
hétkoznap nagyobb az adatok szérddasa, relativ koncentracidja.

5 Példa a kozépértékek hasznalatara

A Budapesten praktizalé f6alldsu szakorvosokat (n=2114) jellemezziik havi
brutté keresetiik (ezer forint) alapjén®. A {6 jellemz8ket (alapstatisztikék) a
3. tdbldzatban foglaltuk 6ssze. Az Gsszes orvos keresete eredetileg 561 ezer és
34146 ezer forint k6zott vette fel az értékét, de van két kiugré (outlier) érték,
egy 17 és egy 34 MFt koruli fizetés, az Osszes szamolast a két kilogo érték
nélkil is elvégeztiikk. Lathatd, hogy az outlierek a helyzeti kozépértékekre
nem hatnak, se a medidn, se a médusz® nem valtozik az elhagydsukkal. Az
atlag némileg kisebb lesz, és minél magasabb atlagtol vett eltérés hatvanyon
alapulé mutatordl van sz, annal érzékenyebben reagal a mutaté az outlierre.
A szoftverek altal elGszeretettel szamolt alfad aszimmetria mutaté outlierek
esetén értelmetlen értéket ad. Az 1. dbrdn ldthaté a hisztogram (outlierek
nélkiil), amely mutatja az empirikus kereslet eloszlast.

A harom kozépérték egymdshoz képesti viszonya (és az egyéb mutatdk,
valamint az 1. dbra is) baloldali aszimmetridt mutat, ami a kereseteloszldsok

4 Az adatok forrdsa a KSH Egyéni bérek és keresetek felmérése, 2022 decemberi dllapotot
tiikroznek.

5A méduszt az osztalykozos gyakorisagi sorbdl becsiiltiik, ezt az 1. dbra adatai alapjan
akér rekonstrudlni is lehet.
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esetén altaldban jellemzs, Mo < Me < X. Az 1. dbra alapjan az orvosok
keresetek szerinti eloszlasa lognormalis eloszlast kovet. Ezt alatamasztja a
2. dbra, ami az adatok logaritmusa alapjan készilt hisztogramot, és az arra
illesztett ugyanilyen atlagi és szorast normalis eloszlasnak megfelel6 gyako-
risdgokat mutatja.

Konkrét esetben (a két kilégd érték nélkiil) az atlagkereset 1936 EFt, a
szérés 651 EFt, a medidnkereset 1823 EFt. Erdemes a lognormalis eloszlas
néhany elméleti tulajdonsigat ésszevetni az empiridval. A lognormalis elosz-
1as sfirtiségfiiggvénye (m, o) paraméterekkel:

1 _ (n a:—m)2

flz)= e 2T x>0. (10)

o\ 2T

Az eloszlas kiilonbozd kozépértékei, szérasa és a paraméterek kozott osszefiig-
gések frhatok fel, amelyek koziil itt négyet emeliink ki. Jeloljiikk az eloszlas
atlagat A-val, szérdsat B-vel. Ezeket a mintdbdl becsiilt értékekkel adjuk
meg a tovabbiakban. Ismert Osszefliggések:
2 2
1. m:lnA—lln(l—l—B—) 2. 02=1n(1+B—)
2 A2 A? (11)

P — 2 P
3. Mo=¢em"° 4. Me=¢e".

Ezek alapjan az eloszlés két paraméterének becslése a momentumok alap-
jan m = 7,515, o0 = 0,327. A becsiilt paramétereket behelyettesitve 3. és 4.
alatti Osszefliggésekbe Mo = 1649, Me = 1835, amely értékek egybecsen-
genek az empirikus moédusszal és mediannal, illetve azok alternativ becslései
lehetnek. Még egy érdekesség emlithets, bar itt a mértani k6zép empirikusan
nem értelmes, de a lognormélis eloszlds esetén a mértani kozép megegyezik
a medidnnal. (Ez abbdl, hogy a lognormadlis eloszlds esetén az adatok lo-
garitmusa szimmetrikus eloszlast kovet, azaz a szamtani atlag és a median
ugyanaz, valamint az 1. tabldzatban szereplé azon Gsszefliggésbol kovetke-
zik, hogy a mértani atlag logaritmusa megegyezik az adatok logaritmusainak
szdmtani dtlagéval.)

Megnevezés Jellemzok
Osszes orvos 2 outlier nélkiil

n (elemszdm, f8) 2114 2112
minimum, EFt 561 561
maximum, EFt 34146 5108
atlag, EFt 1957 1936
median, EFt 1823 1823
moédusz, EFt 1702 1702
alsé6 kvartilis, EFt 1490 1490
felsé kvartilis, EFt 2272 2270
szo6réds, EFt 993 651
relativ szoréds 0,51 0,34
aszimmetria F 0,15 0,15
aszimmetria alfa3 17,28 0,92

3. tdbldzat. Szakorvosok havi brutté keresetének jellemzdi
Budapesten, 2022 decemberében
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2. dbra. Budapesti szakorvosok havi keresetének logaritmusa szerinti eloszldsa

6 Osszefoglalas

Cikkiinkben a tankonyvekben hasznalt kozépérték-fajtakat tekintettiik at.
Eloszor roviden jellemeztiik a helyzeti kozépértékeket, hasznélatuk korlatait,
elényeit, a gyakorlatban felmeriilé problémékat. Ezek utdn tértiink at az at-
lagok (szdmitott kozépértékek) jellemzésére. Bemutattuk, hogy elméletileg
tobbféle médon is lehet az atlagokat altalanositani, de a gyakorlatban a
szamtani atlag mellett a tobbi atlagot csak specidlis esetekben hasznaljuk.
Kiilontsen a harmonikus atlag hasznalata esetén jelenik meg a gyakorlati
alkalmazéas szempontjanak elsédlegessége az elméleti rendszerezéssel szem-
ben. A leggyakrabban hasznélt szimtani atlag tulajdonsagait részletesebben
is szemiigyre vettilk. Bemutattunk egy ritkdn hasznalt, de gyakorlati szem-
pontbdl hasznos atlagfajtat, az in. érzékelt atlagot, valamint viszonyat a ha-
gyoméanyos szamtani atlaghoz. A cikk utolsé részében egy példan illusztraltuk
a kozépértékek szamitdsanak lehetGségeit, a kozépértékek egyméshoz vald vi-
szonyat, az esetlegesen felmeriilé problémakat.
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MEAN VALUES IN PRACTICE

Mean values are among the most frequently used statistical indicators/methods.
The textbooks also discuss them in a fairly similar way and structure. In this arti-
cle, we undertake to briefly summarize what we mean by mean value, within which
we mainly deal with averages. We will review what types there are, and what are
the properties of mean values/averages based on the literature (mainly economic
Hungarian higher education curricula and Statistical Review articles). On the other
hand, we expand the discourse on averages with some novel aspects, mainly in con-
nection with the types of averages, their practical use, and the generalizations and
variations of the most commonly used arithmetic average. First, we briefly describe
the situational mean values, the limitations and advantages of their use, and the
problems that arise in practice. After that, we move on to the characterization of
the averages (calculated mean values). We show that, in theory, averages can be
generalized in several ways, but in practice, in addition to the arithmetic average,
other averages are only used in special cases. Especially in the case of using the
harmonic mean, the priority of the aspect of practical application over theoretical
systematization appears, and we give several examples of this. We take a closer look
at the properties of the most commonly used arithmetic mean. We have presented
a rarely used, but useful from a practical point of view, the so-called perceived
average, as well as its relation to the traditional arithmetic average. In the last
part of the article, we use an example to illustrate the possibilities of calculating
the mean values, the relationship between the mean values, and the problems that
may arise.





