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KÄOZ¶EP¶ERT¶EKEK A GYAKORLATBAN1

SUG¶AR ANDR¶AS
Budapesti Gazdas¶agi Egyetem { Budapesti Corvinus Egyetem

1 Bevezet¶es

Id}or}ol id}ore (f}oleg a gyakorlati alkalmaz¶asokb¶ol lesz}urhet}o tapasztalatok alap-
j¶an) ¶erdemes ¶attekinteni m¶eg az egyszer}ubb statisztikai m¶odszerek elvi alap-
jait, gyakorlati alkalmazhat¶os¶ag¶at is. Ebben a le¶³r¶asban ezt tesszÄuk a kÄo-
z¶ep¶ert¶ekek eset¶eben. A kÄoz¶ep¶ert¶ekek a leggyakrabban haszn¶alt statisztikai
mutat¶ok/m¶odszerek kÄoz¶e tartoznak. A tankÄonyvek is el¶egg¶e hasonl¶o m¶odon,
szerkezetben t¶argyalj¶ak }oket. Ebben a cikkben arra v¶allalkozunk, hogy rÄovi-
den Äosszefoglaljuk, mit is ¶ertÄunk kÄoz¶ep¶ert¶eken, ezen belÄul f}oleg az ¶atlagokkal
foglalkozunk. ¶AttekintjÄuk, milyen fajt¶ai vannak, melyek a kÄoz¶ep¶ert¶ekek/¶atla-
gok tulajdons¶agai a szakirodalom (Pl. a gazdas¶agi jelleg}u magyar fels}ooktat¶as
tananyagai, amelyek kÄozÄul kiemeljÄuk KÄoves{P¶arniczky (1981), Hunyadi{Vita
(2003), Ker¶ekgy¶art¶on¶e et al. (2009), Kov¶acs (2011), S¶andorn¶e et al. (2013)
tankÄonyveket/jegyzeteket, illetve Statisztikai Szemle cikkek alapj¶an. M¶asr¶eszt
n¶eh¶any ¶ujszer}u szemponttal b}ov¶³tjÄuk az ¶atlagokr¶ol sz¶ol¶o diskurzust, f}oleg az
¶atlagok fajt¶ai, azok gyakorlati haszn¶alata, valamint a leggyakrabban haszn¶alt
sz¶amtani ¶atlag ¶altal¶anos¶³t¶asai, vari¶aci¶oi kapcs¶an.

2 A kÄoz¶ep¶ert¶ekekr}ol

A kÄoz¶ep¶ert¶ek az inform¶aci¶os}ur¶³t¶es egy sz¶els}os¶eges (de nagyon hasznos) eszkÄoze,
egyetlen ¶ert¶ekben testes¶³tjÄuk meg, tÄomÄor¶³tjÄuk az inform¶aci¶ot, amit fontosnak
tartunk. (Ennek term¶eszetesen az az ¶ara, hogy az eloszl¶as jelleg¶ere vonatkoz¶o
m¶asfajta inform¶aci¶ot, pl. a sz¶or¶od¶asra, vagy az eloszl¶as alakj¶ara vonatkoz¶okat
a kÄoz¶ep¶ert¶ek nem mutatja meg, ez¶ert a kÄoz¶ep¶ert¶ekek mellett egy¶eb mutat¶ok
sz¶am¶³t¶asa is fontos.) A kÄoz¶ep¶ert¶ekekt}ol elv¶arjuk, hogy a) kÄozepes helyze-
t}uek, b) tipikusak, c) egy¶ertelm}uen meghat¶arozhat¶ok, d) lehet}oleg kÄonnyen
¶ertelmezhet}ok legyenek. A gyakorlatban haszn¶alt kÄoz¶ep¶ert¶ekek nem egyfor-
ma m¶ert¶ekben tesznek eleget ezeknek a kÄovetelm¶enyeknek, az ¶atlagok az a) ¶es
c) kÄovetelm¶enyeknek megfelelnek, b) ¶es d) kÄovetelm¶enyeknek nem felt¶etlenÄul.
(A gyakorlatban ¶altal¶aban felt¶etelezzÄuk, hogy a meg¯gyelt ¶ert¶ekek nem mind
ugyanazok, ebben a sz¶els}os¶eges esetben ugyanis nem ¶erdemes kÄoz¶ep¶ert¶eket
sz¶amolni.)

1Be¶erkezett 2024. febru¶ar 27. DOI: https://doi.org/10.15170/SZIGMA.55.1241. E-mail:
sugar.andras@uni-bge.hu.
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A kÄoz¶ep¶ert¶ekek k¶et fajt¶aja a helyzeti ¶es a sz¶am¶³tott kÄoz¶ep¶ert¶ek (ut¶obbiakat
nevezzÄuk ¶atlagoknak). A helyzeti kÄoz¶ep¶ert¶ekek valamilyen jellegzetes hely-
zetÄukn¶el fogva (pl. sz¶o szerint felezik a sokas¶agot, vagy tipikusak) jellemzik
a sokas¶agot, a gyakorlatban is gyakran haszn¶aljuk a medi¶ant ¶es a m¶oduszt.
Miel}ott az ¶atlagok r¶eszletesebb t¶argyal¶as¶aba kezden¶enk, rÄoviden jellemezzÄuk
a k¶et helyzeti kÄoz¶ep¶ert¶eket.

A medi¶an a kÄoz¶epen elhelyezked}o ¶ert¶ek, az a speci¶alis kvantilis (a kvantilis
egy meghat¶arozott ar¶any¶u oszt¶opont, itt speci¶alisan a felez}opont), amely-
n¶el egy ism¶erv szerint sorbarendezett ¶ert¶ekei alapj¶an a sokas¶ag egyik fele
kisebb, a m¶asik fele nagyobb ¶ert¶eket vesz fel. A medi¶an legal¶abb sorrendi
sk¶al¶an ¶ertelmes mutat¶o, de sok egyforma ism¶ervv¶altozat eset¶en nincs ¶ertelme,
b¶ar mechanikusan megadhat¶o. Miut¶an az adatok a leggyakrabban egyediek
(a gyakorlatban a meg¯gyel¶esek egy list¶aja/regisztere ¶all rendelkez¶esre), a
medi¶an ¶altal¶aban egy¶ertelm}uen meghat¶arozhat¶o.

A m¶odusz a tipikus ism¶ervv¶altozat. ¶Ertelmes min}os¶egi ism¶erv eset¶en is.
Diszkr¶et ism¶erv eset¶eben r¶an¶ez¶esre l¶atszik, a leggyakrabban (vagy legnagyobb
val¶osz¶³n}us¶eggel) el}ofordul¶o ism¶ervv¶altozat. Folytonos ism¶ervek/v¶altoz¶ok ese-
t¶eben az elm¶eleti vagy empirikus s}ur}us¶egfÄuggv¶eny maximumhely¶ehez tartoz¶o
ism¶ervv¶altozat.

A szoftverek a sz¶amtani ¶atlag mellett ¶altal¶aban megadj¶ak a medi¶an ¶es
m¶odusz ¶ert¶ek¶et, de ut¶obbinak folytonosnak tekinthet}o ism¶erv (a gyakorlat-
ban olyan ism¶erv, aminek sok kÄulÄonbÄoz}o ism¶ervv¶altozata van) eset¶en egyedi
adatokb¶ol nincs ¶ertelme, mert v¶eletlenszer}u, hogy egy-egy ism¶ervv¶altozat
tÄobbszÄor is el}ofordul. Ilyenkor a m¶oduszra ¶erdemes becsl¶est adni. Az oszt¶aly-
kÄozÄos gyakoris¶agi sorb¶ol adott becsl¶esek (interpol¶aci¶ok) az egyszer}ubb meg-
old¶asok, de ak¶ar a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt is becsÄulhetjÄuk (sim¶³tott hisztogram), ¶es
ez alapj¶an ¶allap¶³thatjuk meg a m¶oduszt.

A m¶odusz ¶ertelmez¶es¶et ¶arnyalja, hogy l¶eteznek tÄobbm¶odusz¶u eloszl¶asok
is, s}ot egyenletes eloszl¶as eset¶en minden lehets¶eges ¶ert¶ek m¶odusz (vagy egyik
sem). A gyakorlatban is el}ofordulnak tÄobbm¶odusz¶u eloszl¶asok. A klasszikus
statisztik¶aban az egy mennyis¶egi ism¶erv szerinti elemz¶eskor egym¶odusz¶u el-
oszl¶asok a kiindul¶opontok. A tÄobb m¶odusz ¶altal¶aban egy h¶att¶erv¶altoz¶o sze-
rinti heterogenit¶asra utal, ¶erdemes a sokas¶agot olyan r¶eszekre bontani, ahol
a mennyis¶egi ism¶erv szerinti eloszl¶as m¶ar egym¶odusz¶u.

P¶eldak¶ent vegyÄuk a teljes munkaid}oben alkalmaz¶asban ¶all¶o magyar mun-
kav¶allal¶ok 2023-as kereseti megoszl¶as¶at. Magyarorsz¶agon a KSH adatai alap-
j¶an 2023-ban a havi brutt¶o ¶atlagkereset 571 ezer Ft volt, m¶³g a brutt¶o medi¶an-
kereset 450 ezer Ft (azaz a teljes munkaid}oben alkalmaz¶asban ¶all¶ok fel¶enek
brutt¶o havi keresete 450 ezer forint alatt, fel¶enek felette volt 2023-ban). A
m¶oduszkeresetet nem sz¶amolj¶ak, mert a kereseteloszl¶as nem egym¶odusz¶u, a
term¶eszetes s}ur}usÄod¶esi pont ¶erz¶ekel¶es¶et befoly¶asolja, hogy a minim¶alb¶er, dip-
lom¶as minim¶alb¶er kÄorÄul is kialakulnak lok¶alis s}ur}usÄod¶esi pontok.

A medi¶an ¶es m¶odusz is (az ¶atlagokt¶ol elt¶er}oen) robusztus mutat¶ok, az
outlierekre nem ¶erz¶ekenyek.
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3 Az ¶atlag fogalma, fajt¶ai

Az ¶atlag a kÄoz¶ep¶ert¶ek egy fajt¶aja. Az ¶atlag fogalma, sz¶am¶³t¶asa szorosan
kapcsol¶odik a val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶as egyes terÄuleteihez is, de ezek t¶argyal¶asa
meghaladja cikkÄunk lehet}os¶egeit, pedig ez magyar¶azhatja azt is, hogy m¶as
matematikai terÄuletekhez k¶epest az ¶atlagok sz¶am¶³t¶asa tÄort¶enetileg nagyon
k¶es}on kerÄult be a gazdas¶agi/t¶arsadalmi gyakorlatba. L. err}ol Kendall (1956),
Dusek (2022).

Mint az elnevez¶esben is benne van, a sz¶am¶³tott kÄoz¶ep¶ert¶ekek valamilyen
sz¶am¶³t¶as eredm¶enyei, ezeket a mutat¶okat szok¶as ¶atlagoknak nevezni. Az ¶at-
lagok eset¶en a statisztika tankÄonyvek sok ¶evtizede n¶egyfajta ¶atlagot szok-
tak ismertetni, a harmonikus, m¶ertani, sz¶amtani ¶es n¶egyzetes ¶atlagot. Az
1. t¶abl¶azatban Äosszefoglaljuk a n¶egyf¶ele ¶atlagra vonatkoz¶o legfontosabb jellem-
z}oket, alapvet}oen KÄoves (1961) alapj¶an.2 A k¶epletekben az egyszer}us¶eg ked-
v¶e¶ert elhagyjuk az Äosszegz¶esn¶el ¶es szorzatn¶al haszn¶alt fut¶oindexek hat¶arait.

¶Atlagfajta S¶ulyozatlan forma S¶ulyozott forma Visszavezet¶es a
sz¶amtani ¶atlagra
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1. t¶abl¶azat. ¶Atlagok fajt¶ai ¶es tulajdons¶agaik

A leggyakrabban haszn¶alt ¶atlagfajta a sz¶amtani ¶atlag, gyakran amikor ¶at-
lagot mondunk, automatikusan a sz¶amtani ¶atlagra utalunk. A sz¶amtani ¶atlag
de¯n¶³ci¶o szerint az a sz¶am, amit ha a sz¶amok hely¶ebe ¶³runk, akkor az Äosszeg
ugyanaz marad. ¶Ugy is lehet interpret¶alni, ha az adatok Äosszeg¶et (az ¶un.
¶ert¶ekÄosszeget) egyenletesen sz¶etosztjuk, akkor egy meg¯gyel¶esre a sz¶amtani
¶atlagnak megfelel}o ¶ert¶ek jut. Ez a megfogalmaz¶as sugallja, hogy a sz¶amtani
¶atlag akkor ¶ertelmes, ha az adatok logikailag Äosszead¶odnak, teh¶at ¶ertelmes az
¶ert¶ekÄosszeg. Ez a legtÄobb gyakorlati alkalmaz¶as eset¶en igaz is (pl. ¶atlagb¶erek
eset¶en a b¶erek Äosszege a ki¯zetett b¶ertÄomeg, vagy egy termel¶ekenys¶egi mu-
tat¶ot eml¶³tve az egy alkalmazott ¶altal el}o¶all¶³tott ¶atlagos term¶eksz¶am eset¶en
az Äosszes legy¶artott term¶ek mennyis¶ege), de nem mindig. Van, amikor ugyan
Äosszead¶odnak logikailag az ¶ert¶ekek, de a t¶enyleges ¶ert¶ekÄosszegnek csak er}olte-
tett ¶ertelmet lehetne tulajdon¶³tani (pl. az ¶atlagos testmagass¶ag vagy ¶atlagos
¶eletkor eset¶en).

TÄobb olyan ¶altal¶anos¶³t¶asa l¶etezik a sz¶amtani ¶atlagnak, amelyekbe a tÄobbi
¶atlag is belefoglalhat¶o, ezek a gyakorlatban er}oltetettek is lehetnek, de van,

2KÄoves P¶al 63 ¶evvel ezel}otti cikke a mai napig relev¶ans, j¶o Äosszefoglal¶o, de term¶eszetesen
az¶ota is sok cikk szÄuletett az ¶atlagokr¶ol, azok fajt¶air¶ol, alkalmaz¶asaikr¶ol; egy viszonylag
friss ¶attekint¶est lehet olvasni pl. Carvalho (2016)-ban.
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amikor tov¶abbi alkalmaz¶asokra adnak alkalmat. Gyakori, hogy az ¶un. mo-
mentumot de¯ni¶alj¶ak, illetve ennek tov¶abbi ¶altal¶anos¶³t¶asait, ezek kÄozÄul a
centr¶alis momentum a legelterjedtebb. Az (1) k¶epletek mutatj¶ak a momentu-
mok ¶es a centr¶alis momentumok (s¶ulyozatlan) sz¶am¶³t¶as¶at. A k-adik momen-
tum (Mk) az xi-k k-adik hatv¶anyainak sz¶amtani ¶atlaga, ahol k term¶eszetes
sz¶am. Ha k = 1, akkor a sz¶amtani ¶atlagot kapjuk, ha k = 2, akkor a n¶egyzetes
¶atlag n¶egyzet¶et. A k-adik centr¶alis momentum (Mk(X)) a sz¶amtani ¶atlagt¶ol
vett elt¶er¶esek k-adik hatv¶anyainak sz¶amtani ¶atlaga. Ha k = 1, akkor 0-t
kapunk (hiszen az ¶atlagt¶ol vett elt¶er¶esek kiegyenl¶³tik egym¶ast, ÄosszegÄuk 0), a
m¶asodik centr¶alis momentum a variancia, ami a sz¶or¶od¶as m¶ert¶ek¶enek egyik
mutat¶osz¶ama (a n¶egyzetgyÄoke a sz¶or¶as, amely az ¶atlagt¶ol vett ¶atlagos elt¶er¶es
m¶ert¶ek¶et mutatja). A centr¶alis momentumok eset¶en k magasabb ¶ert¶ekeire
sz¶amolt mutat¶okat is haszn¶aljuk a gyakorlatban, k = 3 eset¶en az aszimmet-
ria ir¶any¶at ¶es intenzit¶as¶at m¶er}o mutat¶ohoz jutunk, k = 4 eset¶en pedig a
kurt¶ozis (cs¶ucsoss¶ag-lapults¶ag) m¶ert¶ek¶et tudjuk sz¶amszer}us¶³teni. A statiszti-
kai szoftverek ¶altal sz¶amolt aszimmetria- ¶es kurt¶ozis-mutat¶ok szinte minden
esetben a centr¶alis momentumokon alapul¶o mutat¶ok.

Mk =

P
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n
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M¶eg egy formula (¶altal¶anos¶³t¶as) eml¶³t¶ese lehet hasznos (vannak tov¶abbiak
is, de { f}oleg a gazdas¶agi/t¶arsadalomtudom¶anyi gyakorlatban { sz¶amunkra
nem t}unnek fontosnak). A (2) k¶eplet mutatja az ¶un. hatv¶anykÄozepet (H®),
ami k¶et terÄuleten is tov¶abbl¶ep a momentumhoz k¶epest.
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Egyr¶eszt a k term¶eszetes sz¶amok mellett b¶armilyen val¶os (nem nulla) sz¶am
lehet a kitev}oben, m¶asr¶eszt a hatv¶anyoz¶as hat¶as¶at a v¶eg¶en visszatransz-
form¶aljuk. Az 1. t¶abl¶azatban felsorolt { a gyakorlatban haszn¶alt 4 ¶atlag
felfoghat¶o a hatv¶anykÄoz¶ep 4 speci¶alis esetek¶ent, ® = 1 adja a sz¶amtani, ® = 2
a n¶egyzetes ¶atlagot, ® = ¡1 eset¶en kapjuk a harmonikus ¶atlagot, ¶es a m¶ertani
¶atlag formul¶aja is megkaphat¶o, ha k¶epezzÄuk a lim®!0 H® ¶ert¶eket. Ezek kÄozÄul
egyedÄul az utols¶o nem l¶atszik r¶an¶ez¶esre, de annak bizony¶³t¶asa is viszonylag
egyszer}u, l. pl. Sykora (2009).

Itt ¶erdemes kiemelni, milyen gyakorlati esetben haszn¶aljuk igaz¶an a har-
monikus ¶atlagot (ezt a terÄuletet szokt¶ak a r¶esz- ¶es Äosszetett viszonysz¶amok
vagy r¶esz- ¶es f}o¶atlagok kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶esnek nevezni), amennyiben egy V =
A=B viszonysz¶amot r¶eszsokas¶agokra ¶es a sokas¶ag eg¶esz¶ere is sz¶amolunk, akkor
az ¶un. aggreg¶at forma mellett az Äosszetett viszonysz¶am a r¶eszviszonysz¶amok
Bj-kkel s¶ulyozott sz¶amtani, vagy Aj -kkel s¶ulyozott harmonikus ¶atlagak¶ent
ad¶odik. Ezt mutatj¶ak a (3) k¶epletei. Ennek speci¶alis esete a r¶esz- ¶es f}o¶atlagok
kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶es, amit a (4) k¶epletekben lehet nyomon kÄovetni.
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Aj = Nj ¢ Xj = Sj Bj = Nj Vj = Xj

X =

P
SjP
Nj

=

P
NjXjP
Nj

=

P
SjP Sj

Xj

;
(4)

ahol Sj a j-edik r¶eszsokas¶aghoz tartoz¶o r¶eszletÄosszeg, Nj a j-edik r¶eszsokas¶ag
m¶erete, Xj a j-edik r¶eszsokas¶aghoz tartoz¶o ¶atlag. Egy technikai (de a gyakor-
latban fontos) elem, hogy a s¶ulyoz¶ashoz el¶eg a gyakoris¶agok vagy ¶ert¶ekÄossze-
gek megoszl¶asa is, ahogy az (5) k¶epletek mutatj¶ak.
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V¶egezetÄul ¶erdemes iderakni a kÄoz¶ep¶ert¶ekek kÄozÄott nagys¶agviszonyt is,
amennyiben a meg¯gyel¶esek kÄozÄul legal¶abb 2 kÄulÄonbÄozik egym¶ast¶ol, akkor
teljesÄul a (6) ÄosszefÄugg¶es.

xmin < Xh < Xg < Xa < Xq < xmax (6)

Az ¶atlagok kÄozÄotti v¶alaszt¶as k¶erd¶es¶eben ¶erdemes a gyakorlati szempon-
tokat ¯gyelembe venni. VegyÄuk v¶egig, melyik ¶atlagfajta haszn¶alata milyen
kÄorÄulm¶enyek eset¶en merÄul fel a gyakorlatban.

² A leggyakoribb sz¶amtani ¶atlag haszn¶alat¶ar¶ol m¶ar sz¶o esett, minden
olyan esetben, amikor az adatok tartalmilag Äosszead¶odnak, ennek az
¶atlagnak a haszn¶alata a logikus. Egy szempontra ¶erdemes felh¶³vni a ¯-
gyelmet, a sz¶amtani ¶atlag haszn¶alata eset¶en legal¶abb kÄulÄonbs¶egi szint}u
m¶er¶est felt¶etelezÄunk, ugyanakkor sz¶amos esetben sz¶amolnak sz¶amtani
¶atlagot alacsonyabb szint}u m¶er¶esi szint}u adatok eset¶en is, ami lehet a
gyakorlatban c¶elravezet}o, hasznos sz¶am¶³t¶as, de ¶erdemes a saj¶atoss¶agai-
val/korl¶ataival tiszt¶aban lenni.

² A n¶egyzetes ¶atlag gyakorlati helye viszonylag egy¶ertelm}u. Ezt az ¶atlag-
fajt¶at ¶altal¶aban akkor haszn¶aljuk, ha el akarunk tekinteni az adatok
el}ojel¶et}ol, mert pl. azok Äosszege nulla. Ez a helyzet a sz¶or¶od¶as sz¶am-
szer}us¶³t¶ese eset¶en, amikor az ¶atlagt¶ol vett elt¶er¶esek ¶atlag¶at sz¶amoljuk
(ezek sz¶amtani ¶atlaga nulla), vagy az olyan modellekn¶el, ahol a hiba
¶atlagos nagys¶aga a k¶erd¶es, de a hib¶ak kiegyenl¶³tik egym¶ast, az ÄosszegÄuk
szint¶en nulla. Az el}ojelt}ol eltekint¶es k¶et m¶odja az abszol¶ut ¶ert¶ek ¶es a
n¶egyzetre emel¶es, mindk¶et logik¶ara ¶epÄulnek mutat¶osz¶amok, de f}oleg kÄo-
vetkeztet}o statisztikai megfontol¶asok miatt az abszol¶ut ¶ert¶ekre alapo-
zott mutat¶ok kiszorultak a gyakorlatb¶ol. A sz¶or¶od¶as m¶ert¶ek¶enek leg-
gyakrabban haszn¶alt mutat¶oja a sz¶or¶as, ami az ¶atlagt¶ol vett elt¶er¶esek
n¶egyzetes ¶atlaga.

² A m¶ertani ¶atlag sz¶amol¶asi m¶odja mutatja, hogy akkor haszn¶alatos,
ha az adatok logikailag nem Äosszead¶odnak, hanem Äosszeszorz¶odnak, az
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adatok szorzat¶anak van t¶argyi (gazdas¶agi vagy egy¶eb) ¶ertelme. ¶Eppen
ez¶ert a leggyakoribb felhaszn¶al¶asa id}osorok eset¶en a l¶ancviszonysz¶amok
¶atlagos ¶ert¶ek¶enek sz¶amol¶asa (¶atlagos nÄoveked¶esi Äutem). TÄobb tankÄonyv
kiz¶ar¶olag ezt a p¶eld¶at hozza az alkalmaz¶asra. Az¶ert haszn¶alata m¶ashol
is megjelenik, f}oleg az indexsz¶am¶³t¶as terÄulet¶en (egyedi indexeknek eset-
leg nem sz¶amtani, hanem m¶ertani ¶atlag¶at veszik, err}ol l. r¶eszletesebben
KÄoves (1957), vagy keresztezett indexformul¶ak eset¶en haszn¶alj¶ak (l. pl.
TÄornquist-index, vagy a legismertebb Fisher-index).

Az indexsz¶am¶³t¶asi gyakorlatban tÄobb esetben alternat¶³va, hogy sz¶amtani
vagy m¶ertani ¶atlagot sz¶amoljunk. P¶eldak¶ent a fogyaszt¶oi¶ar-index sz¶am¶³t¶asi
gyakorlat¶ab¶ol mutatunk egy illusztr¶aci¶ot. Egy term¶ekcsoport indexe sz¶a-
molhat¶o pl. az abban a csoportban tal¶alhat¶o reprezent¶ansok ¶arindexeinek
s¶ulyozatlan ¶atlagak¶ent. A gyakorlat k¶etfajta indexet is haszn¶al, az egyik a
reprezent¶ans ¶arindexek s¶ulyozatlan m¶ertani, a m¶asik a sz¶amtani ¶atlaga. Ezek
k¶eplete (¶es szok¶asos elnevez¶ese):

² Carli-f¶ele term¶ekcsoport-index (sz¶amtani ¶atlag): IC
P (1=0) = 1

n

P
j

p1j

p0j

² Jevons-f¶ele term¶ekcsoport-index (m¶ertani ¶atlag): IJ
P (1=0) = n

qQ
j

p1j

p0j

A Jevons-f¶ele index mellett sz¶ol nemcsak az, hogy indexsz¶amokat ¶atlago-
lunk (b¶ar itt ezek az indexek nem szorz¶odnak Äossze t¶enylegesen, nem l¶anc-
indexekr}ol van sz¶o), hanem az is, hogy az ezzel sz¶amolt formula tÄobb index-
pr¶ob¶at is teljes¶³t3 (l. HÄuttl-Vita [2005]). Ennek ellen¶ere a gyakorlat ink¶abb a
sz¶amtani ¶atlag form¶at haszn¶alja, amiatt, hogy a m¶ertani ¶atlag hajlamos kÄo-
zelebb h¶uz¶odni a sz¶els}os¶egesen alacsony egyedi indexhez, ami a gyakorlatban
is el}ofordulhat.

Az al¶abbi sz¶amsor egy term¶ekcsoportra vonatkoz¶o meg¯gyel¶eseket tartal-
mazza 2023 december¶eben (el}oz}o ¶ev azonos id}oszak¶ahoz k¶epest).

1;11 1;18 1;25 1;04 1;06 1;19 1;01 1;05 1;18 0 ;1 1;13 1;08
1;00 1;25 1;1 1;3 1;04 1;21 1;08 1;14 1;05 1;17 1;1

L¶athat¶o, hogy 23 reprezent¶ans ¶arv¶altoz¶asa ¶all rendelkez¶esre, a term¶ekcsoport
¶arv¶altoz¶asa ezen indexek s¶ulyozatlan ¶atlaga. Lehet sz¶amtani vagy m¶ertani
¶atlagot haszn¶alni. A sz¶amtani ¶atlag ¶ert¶eke 1,079, a m¶ertani ¶atlag¶e 1,009,
azaz a term¶ekcsoport ¶atlagos ¶arv¶altoz¶as¶anak m¶ert¶eke 7,9 vagy 0,9%, el¶eg
kÄulÄonbÄoz}o ¶atlagos tendenci¶at mutatnak. A p¶elda azt az esetet illusztr¶alja,
amikor a term¶ek ¶ara a legtÄobb reprezent¶ans ¶arv¶altoz¶asa alapj¶an n}ott, 0 ¶es
30% kÄozÄott sz¶or¶odnak az ¶aremelked¶es m¶ert¶ek¶et jelz}o ¶ert¶ekek, illetve van egy
,,kil¶og¶o" reprezent¶ans ¶arv¶altoz¶as, 0,1-es ¶ert¶ekkel, azaz 90%-os ¶arcsÄokken¶essel.

3A Jevons-f¶ele m¶ertani ¶atlag index teljes¶³ti az Äosszem¶erhet}os¶egi (az index ¶ert¶eke fÄug-
getlen a mennyis¶egi adatok m¶ert¶ekegys¶eg¶et}ol), tranzitivit¶asi (Ip(2=0) = Ip(2=1) ¢ Ip(1=0)),
ar¶anyoss¶agi (az index az egyedi indexek ¶atlaga) ¶es id}opr¶ob¶at (az id}oszakok felcser¶el¶ese
reciprok indexet eredm¶enyez), m¶³g a Carli-f¶ele index nem tesz eleget a tranzitivit¶asi ¶es
id}opr¶ob¶anak.
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Ezt a term¶eket kivezett¶ek a k¶³n¶alatb¶ol, ¶es drasztikus le¶araz¶as volt. Out-
lierk¶ent ezt az ¶arv¶altoz¶ast egy¶altal¶an nem indokolt kihagyni, hiszen az adott
term¶ekcsoport ¶arv¶altoz¶as¶anak egy fontos jelz}oje, ugyanakkor az elvileg jobb
tulajdons¶ag¶u m¶ertani ¶atlag helyett a gyakorlat a sz¶amtani ¶atlagot prefer¶alja
a m¶ertani ¶atlag eml¶³tett alacsony ¶ert¶ekhez h¶uz¶asa miatt.

² A legellentmond¶asosabb ¶atlagforma a harmonikus ¶atlag. De¯n¶³ci¶oszer}u-
en a harmonikus ¶atlag akkor ¶ertelmes, ha az adatok reciprokÄosszeg¶enek
van t¶argyi ¶ertelme. A harmonikus ¶atlag reciprok¶at¶³rva az adatok hely¶e-
be,¶³gy lesz v¶altozatlan az eredeti adatok reciprok Äosszege. Egyes esetek-
ben eml¶³tik, hogy ford¶³tott intenzit¶asi viszonysz¶amok eset¶en ¶ertelmes.
Egyedi adatok eset¶en neh¶ezkes j¶o p¶eld¶at adni ennek haszn¶alat¶ara, tÄobb
tankÄonyv meg is jegyzi ezt. Ugyanakkor l¶attuk, hogy a harmonikus
¶atlag haszn¶alata mennyire gyakran ¶es logikusan ad¶odik, amikor r¶eszvi-
szonysz¶amok (vagy r¶esz¶atlagok) sz¶aml¶al¶oval s¶ulyozott harmonikus ¶at-
lagform¶aj¶at kell haszn¶alnunk az Äosszetett viszonysz¶am (f}o¶atlag) sz¶am¶³-
t¶as¶ahoz. Ez a harmonikus ¶atlag igazi terepe. ¶Erdemes megn¶ezni k¶et
p¶eld¶at, amit statisztika tankÄonyvek el}oszeretettel mutatnak a harmoni-
kus ¶atlag s¶ulyozatlan sz¶am¶³t¶as¶ara, hogy l¶assuk ennek a k¶erd¶eskÄornek a
probl¶em¶ait.

Tiszt¶an l¶atszik a fenti probl¶ema azon a gyakori p¶eld¶an, amikor ¶atlagsebes-
s¶eget sz¶amolunk. Amennyiben s¶ulyozatlan harmonikus ¶atlagform¶ara szeret-
n¶enk p¶eld¶at mutatni, egyenl}o hossz¶us¶ag¶u utakat t¶etelezÄunk fel. Legyen egy
egyszer}u p¶elda, egy ker¶ekp¶aros felteker egy hegyre 4 km/h ¶atlagsebess¶eggel,
majd lejÄon 16 km/h ¶atlagsebess¶eggel. Ebben az esetben az ¶atlagsebess¶eg a
k¶et szakaszon m¶ert ¶atlagsebess¶eg s¶ulyozatlan harmonikus ¶atlagak¶ent is sz¶a-
molhat¶o, de csak az¶ert lehet s¶ulyozatlan form¶at haszn¶alni, mert a k¶et megtett
¶ut (fel a hegyre, illetve le a hegyr}ol) nyilv¶anval¶oan azonos (S) hossz¶us¶ag¶u.

Xh =
S + S
S
4

+ S
16

=
2

1
4

+ 1
16

= 6; 4km=h:

Ugyanez az eredm¶eny ad¶odik sz¶amtani ¶atlag form¶aban is, ebben az eset-
ben azonban nem egyforma a s¶uly, hiszen lefel¶e 4-szer olyan gyorsan megy a
ker¶ekp¶aros, mint felfel¶e, azaz negyedannyi id}o alatt ¶er le, mint fel, teh¶at az
Äosszes ker¶ekp¶aroz¶asra ford¶³tott id}o 20-80%-os ar¶anyban oszlik meg.

Xa = 0;2 ¢ 16 + 0;8 ¢ 4 = 6;4 km=h:

A sz¶amtani/harmonikus ¶atlag ¶es s¶ulyoz¶as neh¶ezs¶egeinek illusztr¶al¶as¶ara n¶ez-
zÄunk egy m¶asik t¶³pusp¶eld¶at, egys¶egnyi p¶enz v¶as¶arl¶o¶ert¶ek¶et, vagy ennek re-
ciprokak¶ent ad¶od¶o egys¶eg¶arak ¶atlagol¶as¶at. TegyÄuk fel, hogy egy piacon 3
standon lehet toj¶ast venni, 100 Ft/db, 50 Ft/db ¶es 33,33 Ft/db egys¶eg¶aron.
Mennyi a toj¶as ¶atlag¶ara ¶es 100 Ft ¶atlagos v¶as¶arl¶oereje? Ebben az esetben
k¶etf¶ele gondolatmenet lehets¶eges.

Az egyik szerint az ¶atlag¶ar (100+50+33,33)/3 azaz 61,1Ft/db, 100 Ft v¶a-
s¶arl¶oereje az ¶atlag¶ar reciprok¶anak 100-szorosa, azaz 1,64 db/100 Ft. Amennyi-
ben ezt a sz¶am¶³t¶asi m¶odot kÄovetjÄuk, felt¶etelezzÄuk, hogy minden standon 1
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(vagy azonos mennyis¶eg}u) toj¶ast v¶as¶arlunk, ez¶ert ¶³rhat¶o fel az ¶atlag¶ar s¶ulyo-
zatlan sz¶amtani ¶atlag form¶aban. Ebben az esetben azonban az egyes stando-
kon nem ugyanakkora Äosszeget kÄoltÄunk, hiszen rendre 100, 50 ¶es 33,33 Ft-ba
kerÄul 1 toj¶as. Azaz ha a p¶enz ¶atlagos v¶as¶arl¶oerej¶et sz¶amoln¶ank, ami stan-
donk¶ent 1 db/100 Ft, 2 db/100 Ft, 3 db/100 Ft, akkor s¶ulyozott form¶at kell
haszn¶alni:

100 ¢ 1 + 50 ¢ 2 + 33; 33 ¢ 3

100 + 50 + 33; 33
= 1; 64 db=100 Ft

A m¶asik szerint a v¶as¶arl¶oer}o (1+2+3)/3=2 db/100 Ft, de ez felt¶etelezi,
hogy mind a 3 standon ugyanakkora Äosszeget kÄoltÄunk. Ebben az esetben az
¶atlag¶ar 50 Ft/db. Az ¶atlag¶ar itt is az egyedi ¶arak ¶atlaga, de s¶ulyozott ¶atlaga,
hiszen m¶as a v¶as¶arolt mennyis¶eg:

100 ¢ 1 + 50 ¢ 2 + 33; 33 ¢ 3
6

= 50 Ft=db:

Mind a n¶egy felsorolt esetben fel¶³rhat¶o a harmonikus ¶atlagforma is, ebben
az esetben nem a nevez}o, hanem a sz¶aml¶al¶o megoszl¶assal s¶ulyozunk. Ahol
a sz¶amtani ¶atlag s¶ulyozatlan volt, ott a harmonikus ¶atlag s¶ulyozott lesz, ¶es
ford¶³tva. A n¶egy harmonikus ¶atlagforma rendre:

100 + 50 + 33;33
100
100 + 50

50 + 33;33
33;33

= 61;1Ft=db;

1 + 1 + 1
1
1 + 1

2 + 1
3

= 1;64db=100Ft;

6
1
1 + 2

2 + 3
3

= 2 db=100 Ft;

1 + 1 + 1
1

100 + 1
50 + 1

33;33

= 50 Ft=db:

ÄOsszefoglalva: a harmonikus ¶atlag a gyakorlatban ¶altal¶anosan s¶ulyozott
form¶aban jelenik meg, ¶es tipikusan akkor haszn¶aljuk, ha r¶eszviszonysz¶amok
(vagy r¶esz¶atlagok) sz¶aml¶al¶o megoszl¶assal s¶ulyozott harmonikus ¶atlagform¶aj¶at
sz¶amoljuk. Olyan speci¶alis esetben, amikor a sz¶aml¶al¶o egyenletesen oszlik
meg a r¶eszek kÄozÄott, ez felfoghat¶o s¶ulyozatlan ¶atlagnak.

Befejez¶esÄul megeml¶³tjÄuk, hogy ugyan de¯n¶³ci¶oszer}uen mind a n¶egy ¶atlag-
fajt¶at haszn¶alhatjuk alapadatok ¶atlagol¶as¶ara, a gyakorlatban ez a sz¶amtani ¶es
n¶egyzetes ¶atlagra jellemz}o, a m¶ertani ¶es harmonikus ¶atlag eset¶eben ink¶abb
sz¶armaztatott mutat¶ok ¶atlagol¶as¶ar¶ol van sz¶o. (M¶ertani ¶atlag eset¶eben leg-
gyakrabban a l¶ancviszonysz¶amok ¶atlaga, harmonikus ¶atlag eset¶eben meg-
oszl¶asi/intenzit¶asi viszonysz¶amok vagy r¶esz¶atlagok ¶atlaga.) A harmonikus
¶atlagn¶al ¶eppen az okozza a meg¶ert¶esbeli neh¶ezs¶eget, ha egy viszonysz¶amot
alapadatk¶ent fogunk fel.
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4 A sz¶amtani ¶atlag ¶es gyakorlati vari¶aci¶oi

A leggyakrabban teh¶at a sz¶amtani ¶atlagot haszn¶aljuk. ¶Erdemes a sz¶amtani
¶atlag tulajdons¶agait felsorolni:

² A sz¶amtani ¶atlag (mint minden ¶atlag) minden meg¯gyel¶esi ¶ert¶ekt}ol
fÄugg, egy¶ertelm}uen meghat¶arozhat¶o.

² Az ¶atlag ¶erz¶ekeny a kil¶og¶o (outlier) ¶ert¶ekekre, a mutat¶o nem robusztus
(nem ¶ugy, mint a helyzeti kÄoz¶ep¶ert¶ekek).

² Amennyiben a meg¯gyelt ¶ert¶ekeken ugyanazon line¶aris transzform¶aci¶ot
hajtjuk v¶egre, a transzform¶alt ¶ert¶ekek ¶atlaga is ÄorÄokli ezt, azaz

A + B ¢ xi = A + B ¢ X

² A sz¶amtani ¶atlag 3 szempontb¶ol is kÄozepes helyzet}u, a) a legkisebb
¶es legnagyobb meg¯gyelt ¶ert¶ek kÄoz¶e esik, b) a t}ole vett elt¶er¶esek ki-
egyenl¶³tik egym¶ast, c) minim¶alja az elemek n¶egyzetes elt¶er¶esÄosszeg¶et.
Form¶alisan a (7) k¶epletek mutatj¶ak az ÄosszefÄugg¶eseket.

a) xmin < X < xmax b)
X¡

xi ¡ X
¢

= 0

c) (xi ¡ A)2 ! min eset¶en A = X
(7)

TÄobbek kÄozÄott egy-k¶et fenti tulajdons¶agra is reag¶alnak a sz¶amtani ¶atlag
egyes vari¶aci¶oi, ezek kÄozÄul n¶egyet sorolunk itt fel, ¶es kÄozÄulÄuk a 4. vari¶aci¶ot
¶ujszer}us¶ege miatt alaposabban is megn¶ezzÄuk.

1. Nyesett ¶atlag (X¯): a nyesett ¶atlag ¶eppen arra reag¶al, hogy az out-
lierek (vagy ak¶ar m¶er¶esi/adatfelv¶eteli hib¶ak) befoly¶asolhatj¶ak az ¶atlag
¶ert¶ek¶et, elh¶uzhatj¶ak azt lefel¶e vagy felfel¶e. Ez¶ert egy vari¶aci¶o, hogy el-
hagyjuk a legkisebb ¶es legnagyobb ¯%-¶at a meg¯gyel¶eseknek, ¶es ezek
n¶elkÄul sz¶am¶³tunk sz¶amtani ¶atlagot.

Ezen a ponton ¶erdemes kis kit¶er}ot tenni a robusztuss¶ag t¶emakÄor¶eben,
mert az a kÄoz¶ep¶ert¶ekek gyakorlati haszn¶alat¶at jelent}osen befoly¶asolja.
Egy mutat¶osz¶am vagy m¶odszer robusztuss¶ag¶an azt ¶ertjÄuk, hogy a so-
kas¶agi adatok nem jelent}os v¶altoz¶asa nem, vagy csak kism¶ert¶ekben hat
a mutat¶osz¶amra vagy a m¶odszer eredm¶eny¶ere. A kÄoz¶ep¶ert¶ekekn¶el ma-
radva, milyen m¶ert¶ekben v¶altozik a kÄoz¶ep¶ert¶ek, ha a sokas¶agi adatok
kev¶ess¶e v¶altoznak. Ennek leggyakoribb esete a kÄoz¶ep¶ert¶ek outlierre val¶o
reakci¶oja. Minden hivatkozott tananyag eml¶³ti, hogy a helyzeti kÄoz¶ep¶er-
t¶ekek robusztusak, az ¶atlagok kev¶esb¶e, mert azok ¶ert¶ek¶et az outlier(ek)
jelent}osebben befoly¶asolj¶ak. Az outlier jelenl¶ete alapvet}oen az ¶atlag
kÄozepes (centr¶alis) helyzet¶et k¶erd}ojelezi meg. A helyzeti kÄoz¶ep¶ert¶ekek
eset¶eben pl. a medi¶an egy¶altal¶an nem ¶erz¶ekeny arra, hogy a sz¶els}os¶eges
¶ert¶ekek mennyire sz¶els}os¶egesek.
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Gyakorlati tapasztalataim szerint nem az az igazi probl¶ema, ha egy so-
kas¶agi adattÄomegben vannak outlierek ¶es azok hatnak az ¶atlagra, mert
az outlier megkeres¶es¶evel (jellemz¶es¶evel, hogy mi¶ert outlier) ¶es elhagy¶a-
sa ut¶ani ¶atlagsz¶am¶³t¶assal az eredm¶enyek hitelesek, az outlier jellemz¶ese
gazdag¶³tja az elemz¶est. A nehezebb probl¶ema mintav¶eteli becsl¶esekn¶el
l¶ephet fel. Ilyenkor (ha a minta nem ar¶anyosan r¶etegzett, vagy kÄu-
lÄonbÄoz}o okok miatt s¶erÄul a reprezentativit¶as, amit s¶ulyoz¶assal hozunk
helyre), ha egy kialak¶³tott r¶etegben van egy outlier, ¶es azt s¶ulyozzuk, az
indokolatlanul felnagy¶³thatja az ism¶erv hat¶as¶at az outliert tartalmaz¶o
r¶etegben. ¶Eppen ez¶ert a gyakorlatban a nemreprezentat¶³v mint¶ak s¶u-
lyoz¶asa eset¶eben egy outlierkeres}o elj¶ar¶as ut¶an az outliereknek tekintett
meg¯gyel¶esekhez a s¶ulyvektorban 1-es ¶ert¶eket rendelhetnek, ¶es nem a
r¶etegre sz¶am¶³tott s¶ulysz¶amot.

2. Kronologikus ¶atlag (Xk): Ha egy id}okÄozÄonk¶ent meg¯gyelt ¶allapotid}osor
¶atlagos szintje a k¶erd¶es, pl. k¶eszletek nagys¶aga, valamilyen n¶epess¶eg-
sz¶am stb., akkor az ¶atlagos szint jellemz¶ese kronologikus ¶atlaggal tÄor-
t¶enik

Xk =
1
2 ¢ x0 + x1 + . . . + xn¡1 + 1

2 ¢xn

n
:

A kronologikus ¶atlag tulajdonk¶eppen az ¶atmenet az ¶all¶o jelens¶egr}ol az
id}obelire (mozg¶ora).

3. Mozg¶o¶atlag (X̂t): haszn¶alat¶ara akkor kerÄul sor, ha egy id}osorban van
tendencia, ¶es ezt a tendenci¶at (trendet) ¶atlagol¶assal mutatjuk be. Ilyen-
kor az ¶atlag ¶ert¶ek¶et az id}osor kÄozep¶ehez igaz¶³tjuk. Ha p¶aros a tag-
sz¶am, akkor formailag egy kronologikus ¶atlagot sz¶amolunk, de kÄoz¶epre
(konkr¶et id}oszakhoz) igaz¶³tva. A mozg¶o¶atlag egyszer}ubb (s¶ulyozatlan)
esetei mellett sz¶amos s¶ulyozott form¶at is haszn¶alnak.

4. V¶egÄul egy olyan s¶ulyozott sz¶amtani ¶atlagfajt¶at mutatunk, ami nem
mag¶at¶ol ¶ertet}od}o, de ¶eppen gyakorlati szempontb¶ol ¯gyelemrem¶elt¶o.
Induljunk ki a r¶eszviszonysz¶amok (vagy r¶esz¶atlagok) s¶ulyozott sz¶amtani
¶atlag form¶aj¶ab¶ol. Mint ismeretes (¶es sz¶o volt r¶ola itt az el}obbiekben is),

a V =

P
Bj¢VjP

Bj
Äosszetett viszonysz¶am a r¶eszviszonysz¶amok nevez}oben

lev}o ¶ert¶ekekkel s¶ulyozott sz¶amtani ¶atlaga. FelmerÄul, hogy sz¶amoljuk a
r¶eszviszonysz¶amok sz¶aml¶al¶oval s¶ulyozott sz¶amtani ¶atlag¶at, azaz marad
az ¶atlagforma t¶³pusa, csak m¶as a s¶uly. A sz¶amol¶as m¶odja teh¶at:

V ¶e =

P
Aj ¢ VjP

Aj
:

A V ¶e jelÄol¶es az ¶erz¶ekelt ¶atlag elnevez¶esre utal, az ¶erz¶ekelt jelz}o majd
vil¶agos lesz az alkalmaz¶asi p¶elda ismertet¶ese ut¶an.

Ez els}o r¶an¶ez¶esre szokatlan, annyira elterjedt, hogy vagy a nevez}ovel s¶ulyo-
zott sz¶amtani, vagy a sz¶aml¶al¶oval s¶ulyozott harmonikus ¶atlagot sz¶amoljuk.
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Ut¶anan¶eztÄunk, van-e el}ozm¶enye ennek az ¶atlagfajt¶anak, de egyetlen cikket
tal¶altunk, ahol ez szerepel, Ertl (1983) le¶³r¶as¶at. Az alapÄotlet ¶es a p¶elda,
amivel illusztr¶aljuk a probl¶em¶at, a cikkb}ol sz¶armazik, a szok¶asos sz¶amtani
¶atlaggal val¶o Äosszehasonl¶³t¶as ¶es az elt¶er¶es okainak elemz¶ese saj¶at hozz¶aj¶arul¶as
a t¶em¶ahoz. Az ¶erz¶ekelt ¶atlag (sz¶aml¶al¶oval val¶o s¶ulyoz¶as) akkor merÄulhet fel,
ha m¶as az, ami egy jelens¶egb}ol t¶enylegesen megval¶osul, ¶es amit a felhaszn¶al¶o
ebb}ol ¶eszlel/¶erz¶ekel. (Az ¶erz¶ekelhet}o jelens¶eg szerepelhet a sz¶aml¶al¶oban.)
A legplasztikusabb p¶elda erre a j¶aratok utaskihaszn¶alts¶aga. De sok egy¶eb
p¶elda is hozhat¶o (n¶eps}ur}us¶eg, egy oktat¶ora jut¶o tanul¶o stb.). Ha vonatok,
tÄomegkÄozleked¶esi eszkÄozÄok eset¶en sz¶amszer}us¶³tjÄuk a j¶aratok kihaszn¶alts¶ag¶at
(a viszonysz¶am alapvet}oen a t¶enyleges utasok sz¶ama/kapacit¶as), akkor ,,bele-
futhatunk" abba a jelens¶egbe, hogy ¶atlagosan nem t¶ul magas ¶atlagos ki-
haszn¶alts¶ag mellett egyes utasok eg¶esz m¶ast ¶erz¶ekelhetnek. EmÄogÄott a ki-
haszn¶alts¶ag sz¶or¶od¶asa ¶all, min¶el nagyobb a sz¶or¶od¶as m¶ert¶eke, ann¶al ink¶abb
lesznek tÄomÄott j¶aratok (ahol sokan ¶erz¶ekelnek zs¶ufolts¶agot), ¶es kevesen laza
Äuzemmenetet, hiszen olyankor kevesen Äulnek a j¶arm}uvÄon. Ilyen esetekben
pl. az ¶erz¶ekelt ¶atlagnak lehet l¶etjogosults¶aga. Sz¶els}os¶eges esetben legyen egy
oda-vissza j¶arat 100 f}os kapacit¶assal, ahol odafel¶e tele van a j¶arat, vissza-
fel¶e senki nem utazik. Az ¶atlagos kihaszn¶alts¶ag a hagyom¶anyos s¶ulyoz¶assal
(100*1+100*0)/200=0,5, azaz 50%. Ugyanakkor ebben a konkr¶et sz¶els}os¶eges
esetben az ¶erz¶ekelt zs¶ufolts¶ag 100%-os lesz, hiszen ezt odafel¶e mindenki ¶³gy
¶erzi, visszafel¶e pedig nincs ¶erz¶ekel}o szem¶ely, mert senki nem utazik a j¶araton.
Az ¶erz¶ekelt ¶atlag ezt jelzi is, (100*1+0*0)/100=1, azaz 100%.

VezessÄuk le, mi az ÄosszefÄugg¶es a hagyom¶anyos ¶atlag ¶es az ¶erz¶ekelt ¶atlag
kÄozÄott. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert felt¶etelezzÄuk, hogy a nevez}oben lev}o ¶ert¶ekek
megegyeznek egym¶assal (p¶eld¶ankban minden j¶arat azonos kapacit¶as¶u, legyen
ez B). Az eredeti ¶atlag a (8) alatt l¶athat¶o m¶odon ¶³rhat¶o ¶at (n a meg¯gyel¶esek
sz¶ama)

V =

P
B ¢ VjP

B
=

P
Aj

n ¢ B =
A

B
: (8)

Azt kaptuk teh¶at logikus m¶odon, hogy az eredeti ¶atlag (p¶eld¶ankban az ¶atlagos
kapacit¶askihaszn¶alts¶ag) a meg¯gyel¶esenk¶enti ¶atlagos (utas)sz¶am ¶es a kons-
tans kapacit¶as h¶anyadosa. Az ¶erz¶ekelt ¶atlagot alak¶³tsuk ¶at olyan m¶odon,
hogy l¶assuk, hogyan fÄugg az ¶ert¶eke a t¶enyleges ¶atlagt¶ol. (S az Aj-k Äosszege,
azaz az ¶ert¶ekÄosszeg, a relat¶³v ¶ert¶ekek n¶egyzetÄosszege a Her¯ndahl-index (HI),
ami a koncentr¶aci¶o fok¶at m¶eri, V az Aj -k relat¶³v sz¶or¶asa).

V ¶e =

P
A2

j=BP
Aj

=
S

B

X
Z2

j =
n ¢ A

B
¢ HI = V ¢ n ¢ HI = V (V 2 + 1) (9)

A k¶eplet mutatja, hogy egyr¶eszt az ¶erz¶ekelt ¶atlag nagyobb vagy egyenl}o,
mint a t¶enyleges, ¶es egyenl}os¶eg akkor ¶es csak akkor ¶all fenn, ha az Aj adatok
sz¶or¶asa 0, azaz minden adat megegyezik egym¶assal (azaz minden j¶araton
ugyanannyian utaznak), m¶asr¶eszt az is l¶atszik, ann¶al ink¶abb meghaladja az
¶erz¶ekelt ¶atlag a t¶enylegest, min¶el er}osebb a relat¶³v koncentr¶aci¶o m¶ert¶eke.

Az ¶erz¶ekelt ¶atlagra szerepeljen itt egy t¶enyleges gyakorlati p¶elda is. A ma-
gyar vas¶ut egyik rÄovidebb sz¶arnyvonal¶an v¶eletlenszer}uen kiv¶alasztott okt¶oberi
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2 nap (az egyik h¶etkÄoznap, a m¶asik ugyanazon a h¶eten vas¶arnap) utassz¶amait,
a j¶aratok helykihaszn¶al¶as¶at jellemezzÄuk. Mind h¶etkÄoznap, mind h¶etv¶eg¶en 6
j¶arat van egy zs¶aktelepÄul¶es ¶es a 70 km-re lev}o megyekÄozpont kÄozÄott. Mint
az alapadatok is mutatj¶ak, ¶es ahogy ez v¶arhat¶o is, h¶etkÄoznap nagyobb az
utassz¶am, ¶es er}osebb a napkÄozbeni szezonalit¶as m¶ert¶eke, mint h¶etv¶eg¶en. Az
alapadatokat ¶es a sz¶am¶³t¶asok eredm¶enyeit a 2. t¶abl¶azatban mutatjuk.

Menetrend szerinti id}o F¶er}ohely Utasok sz¶ama Kihaszn¶alts¶ag (%)
h¶etkÄoznap h¶etv¶ege h¶etkÄoznap h¶etv¶ege

Hajnali 155 25 8 16,1 5,2
Reggeli 155 144 12 92,9 7,7
D¶elel}otti 155 52 20 33,5 12,9
D¶elut¶ani 155 42 19 27,1 12,3
Kora esti 155 98 11 63,2 7,1
K¶es}o esti 155 138 8 89,0 5,2
ÄOsszesen 930 499 78 53,7 8,4
¶Erz¶ekelt ¶atlag 70,4 9,5

2. t¶abl¶azat. Utassz¶am ¶es kihaszn¶alts¶ag h¶etkÄoznap ¶es h¶etv¶eg¶en

A hagyom¶anyos ¶atlagos kihaszn¶alts¶ag mutat¶o (r¶eszviszonysz¶amok neve-
z}ovel s¶ulyozott ¶atlaga) mutatja, hogy a vas¶uti helykihaszn¶al¶as h¶etkÄoznap
¶atlagosan 53,7%-os volt, h¶etv¶eg¶en sokkal alacsonyabb, 8,4%-os. Az ¶erz¶ekelt
¶atlag (r¶eszviszonysz¶amok sz¶aml¶al¶oval s¶ulyozott harmonikus ¶atlaga) az utasok
¶altal ¶erz¶ekelt ¶atlagos helykihaszn¶alts¶agot mutatja. Ez h¶etkÄoznap 70,4%-os,
h¶etv¶eg¶en 9,5%-os volt. A h¶etkÄoznap sz¶amolt ¶erz¶ekelt ¶atlag az¶ert haladja
meg jelent}osebben a hagyom¶anyos ¶atlagmutat¶ot, mert a szezonalit¶as miatt
h¶etkÄoznap nagyobb az adatok sz¶or¶od¶asa, relat¶³v koncentr¶aci¶oja.

5 P¶elda a kÄoz¶ep¶ert¶ekek haszn¶alat¶ara

A Budapesten praktiz¶al¶o f}o¶all¶as¶u szakorvosokat (n=2114) jellemezzÄuk havi
brutt¶o keresetÄuk (ezer forint) alapj¶an4. A f}o jellemz}oket (alapstatisztik¶ak) a
3. t¶abl¶azatban foglaltuk Äossze. Az Äosszes orvos keresete eredetileg 561 ezer ¶es
34146 ezer forint kÄozÄott vette fel az ¶ert¶ek¶et, de van k¶et kiugr¶o (outlier) ¶ert¶ek,
egy 17 ¶es egy 34 MFt kÄorÄuli ¯zet¶es, az Äosszes sz¶amol¶ast a k¶et kil¶og¶o ¶ert¶ek
n¶elkÄul is elv¶egeztÄuk. L¶athat¶o, hogy az outlierek a helyzeti kÄoz¶ep¶ert¶ekekre
nem hatnak, se a medi¶an, se a m¶odusz5 nem v¶altozik az elhagy¶asukkal. Az
¶atlag n¶emileg kisebb lesz, ¶es min¶el magasabb ¶atlagt¶ol vett elt¶er¶es hatv¶anyon
alapul¶o mutat¶or¶ol van sz¶o, ann¶al ¶erz¶ekenyebben reag¶al a mutat¶o az outlierre.
A szoftverek ¶altal el}oszeretettel sz¶amolt alfa3 aszimmetria mutat¶o outlierek
eset¶en ¶ertelmetlen ¶ert¶eket ad. Az 1. ¶abr¶an l¶athat¶o a hisztogram (outlierek
n¶elkÄul), amely mutatja az empirikus kereslet eloszl¶ast.

A h¶arom kÄoz¶ep¶ert¶ek egym¶ashoz k¶epesti viszonya (¶es az egy¶eb mutat¶ok,
valamint az 1. ¶abra is) baloldali aszimmetri¶at mutat, ami a kereseteloszl¶asok

4Az adatok forr¶asa a KSH Egy¶eni b¶erek ¶es keresetek felm¶er¶ese, 2022 decemberi ¶allapotot
tÄukrÄoznek.

5A m¶oduszt az oszt¶alykÄozÄos gyakoris¶agi sorb¶ol becsÄultÄuk, ezt az 1. ¶abra adatai alapj¶an
ak¶ar rekonstru¶alni is lehet.
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eset¶en ¶altal¶aban jellemz}o, Mo < Me < X. Az 1. ¶abra alapj¶an az orvosok
keresetek szerinti eloszl¶asa lognorm¶alis eloszl¶ast kÄovet. Ezt al¶at¶amasztja a
2. ¶abra, ami az adatok logaritmusa alapj¶an k¶eszÄult hisztogramot, ¶es az arra
illesztett ugyanilyen ¶atlag¶u ¶es sz¶or¶as¶u norm¶alis eloszl¶asnak megfelel}o gyako-
ris¶agokat mutatja.

Konkr¶et esetben (a k¶et kil¶og¶o ¶ert¶ek n¶elkÄul) az ¶atlagkereset 1936 EFt, a
sz¶or¶as 651 EFt, a medi¶ankereset 1823 EFt. ¶Erdemes a lognorm¶alis eloszl¶as
n¶eh¶any elm¶eleti tulajdons¶ag¶at Äosszevetni az emp¶³ri¶aval. A lognorm¶alis elosz-
l¶as s}ur}us¶egfÄuggv¶enye (m; ¾) param¶eterekkel:

f(x) =
1

x¾
p

2¼
e¡ (ln x¡m)2

2¾2 ; x > 0 : (10)

Az eloszl¶as kÄulÄonbÄoz}o kÄoz¶ep¶ert¶ekei, sz¶or¶asa ¶es a param¶eterek kÄozÄott ÄosszefÄug-
g¶esek ¶³rhat¶ok fel, amelyek kÄozÄul itt n¶egyet emelÄunk ki. JelÄoljÄuk az eloszl¶as
¶atlag¶at A-val, sz¶or¶as¶at B-vel. Ezeket a mint¶ab¶ol becsÄult ¶ert¶ekekkel adjuk
meg a tov¶abbiakban. Ismert ÄosszefÄugg¶esek:

1: m = lnA ¡ 1

2
ln

³
1 +

B2

A2

´
2: ¾2 = ln

³
1 +

B2

A2

´

3: Mo = em¡¾2

4: Me = em :

(11)

Ezek alapj¶an az eloszl¶as k¶et param¶eter¶enek becsl¶ese a momentumok alap-
j¶an m = 7;515, ¾ = 0;327. A becsÄult param¶etereket behelyettes¶³tve 3. ¶es 4.
alatti ÄosszefÄugg¶esekbe Mo = 1649, Me = 1835, amely ¶ert¶ekek egybecsen-
genek az empirikus m¶odusszal ¶es medi¶annal, illetve azok alternat¶³v becsl¶esei
lehetnek. M¶eg egy ¶erdekess¶eg eml¶³thet}o, b¶ar itt a m¶ertani kÄoz¶ep empirikusan
nem ¶ertelmes, de a lognorm¶alis eloszl¶as eset¶en a m¶ertani kÄoz¶ep megegyezik
a medi¶annal. (Ez abb¶ol, hogy a lognorm¶alis eloszl¶as eset¶en az adatok lo-
garitmusa szimmetrikus eloszl¶ast kÄovet, azaz a sz¶amtani ¶atlag ¶es a medi¶an
ugyanaz, valamint az 1. t¶abl¶azatban szerepl}o azon ÄosszefÄugg¶esb}ol kÄovetke-
zik, hogy a m¶ertani ¶atlag logaritmusa megegyezik az adatok logaritmusainak
sz¶amtani ¶atlag¶aval.)

Megnevez¶es Jellemz}ok
Äosszes orvos 2 outlier n¶elkÄul

n (elemsz¶am, f}o) 2114 2112
minimum, EFt 561 561
maximum, EFt 34146 5108
¶atlag, EFt 1957 1936
medi¶an, EFt 1823 1823
m¶odusz, EFt 1702 1702
als¶o kvartilis, EFt 1490 1490
fels}o kvartilis, EFt 2272 2270
sz¶or¶as, EFt 993 651
relat¶³v sz¶or¶as 0,51 0,34
aszimmetria F 0,15 0,15
aszimmetria alfa3 17,28 0,92

3. t¶abl¶azat. Szakorvosok havi brutt¶o kereset¶enek jellemz}oi
Budapesten, 2022 december¶eben
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1. ¶abra. Budapesti szakorvosok havi kereset szerinti eloszl¶asa (hisztogram)

2. ¶abra. Budapesti szakorvosok havi kereset¶enek logaritmusa szerinti eloszl¶asa

6 ÄOsszefoglal¶as

CikkÄunkben a tankÄonyvekben haszn¶alt kÄoz¶ep¶ert¶ek-fajt¶akat tekintettÄuk ¶at.
El}oszÄor rÄoviden jellemeztÄuk a helyzeti kÄoz¶ep¶ert¶ekeket, haszn¶alatuk korl¶atait,
el}onyeit, a gyakorlatban felmerÄul}o probl¶em¶akat. Ezek ut¶an t¶ertÄunk ¶at az ¶at-
lagok (sz¶am¶³tott kÄoz¶ep¶ert¶ekek) jellemz¶es¶ere. Bemutattuk, hogy elm¶eletileg
tÄobbf¶ele m¶odon is lehet az ¶atlagokat ¶altal¶anos¶³tani, de a gyakorlatban a
sz¶amtani ¶atlag mellett a tÄobbi ¶atlagot csak speci¶alis esetekben haszn¶aljuk.
KÄulÄonÄosen a harmonikus ¶atlag haszn¶alata eset¶en jelenik meg a gyakorlati
alkalmaz¶as szempontj¶anak els}odlegess¶ege az elm¶eleti rendszerez¶essel szem-
ben. A leggyakrabban haszn¶alt sz¶amtani ¶atlag tulajdons¶agait r¶eszletesebben
is szemÄugyre vettÄuk. Bemutattunk egy ritk¶an haszn¶alt, de gyakorlati szem-
pontb¶ol hasznos ¶atlagfajt¶at, az ¶un. ¶erz¶ekelt ¶atlagot, valamint viszony¶at a ha-
gyom¶anyos sz¶amtani ¶atlaghoz. A cikk utols¶o r¶esz¶eben egy p¶eld¶an illusztr¶altuk
a kÄoz¶ep¶ert¶ekek sz¶am¶³t¶as¶anak lehet}os¶egeit, a kÄoz¶ep¶ert¶ekek egym¶ashoz val¶o vi-
szony¶at, az esetlegesen felmerÄul}o probl¶em¶akat.
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MEAN VALUES IN PRACTICE

Mean values are among the most frequently used statistical indicators/methods.
The textbooks also discuss them in a fairly similar way and structure. In this arti-
cle, we undertake to brie°y summarize what we mean by mean value, within which
we mainly deal with averages. We will review what types there are, and what are
the properties of mean values/averages based on the literature (mainly economic
Hungarian higher education curricula and Statistical Review articles). On the other
hand, we expand the discourse on averages with some novel aspects, mainly in con-
nection with the types of averages, their practical use, and the generalizations and
variations of the most commonly used arithmetic average. First, we brie°y describe
the situational mean values, the limitations and advantages of their use, and the
problems that arise in practice. After that, we move on to the characterization of
the averages (calculated mean values). We show that, in theory, averages can be
generalized in several ways, but in practice, in addition to the arithmetic average,
other averages are only used in special cases. Especially in the case of using the
harmonic mean, the priority of the aspect of practical application over theoretical
systematization appears, and we give several examples of this. We take a closer look
at the properties of the most commonly used arithmetic mean. We have presented
a rarely used, but useful from a practical point of view, the so-called perceived
average, as well as its relation to the traditional arithmetic average. In the last
part of the article, we use an example to illustrate the possibilities of calculating
the mean values, the relationship between the mean values, and the problems that
may arise.




