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1 Bevezetés

Ez a jegyzet a Gazdasidg és Pénziigymatematikai Elemz6 osztatlan szak Id6-
sorelemzés téargyihoz késziilt, amit a szak hallgatéi a I11. év els6 szemeszterében
tanulnak. A szak hallgatéi a szokdsos kozgazdasdgi képzésekhez képest maga-
sabb szint{i analizis, algebra és valdsziniiségszamitasi ismeretekkel rendelkeznek.
A jegyzet arra alapoz, hogy emiatt absztraktabb idosorelemzést lehet nyuj-
tani nekik, mint amit az ilyen szokdsos konyvek nyidjtanak, ugyanakkor nem
megy bele olyan matematikai részletekbe, mint példdul J.D. Hamilton Time
Series Analysis cimii tankonyve, amelyet gyakran haszndlnak az ckonometria
oktatdsban. A jegyzet egyiitt tanulmdnyozandé Darvas Zsolt Bevezetés az
idosorelemzésbe cimii jegyzetével, amellyel egyfeldl jelentds az atfedés, mas-
feldl az emlitett jegyzet sokkal részletesebben tartalmaz bizonyos anyagrészeket,
amelyek itt csak réviden vannak megemlitve. A jelen jegyzet két djdonsdg-
gal rendelkezik ehhez képest: 1. egy egész fejezet foglalkozik a frekvenciatar-
tomdnyi, illetve roviden a wavelet, elemzés eszkozeivel, és 2. ez az anyag az
R nyelv hasznélatédn keresztiil mutatja be az idésorelemzési szdmitdsokat, nagy
mértékben tdmaszkodva a Shumway-Stoffer (2011) konyv és a Pfaff (2008) cikk
adathalmazaira és a benniik haszndlt programokra és programcsomagokra is.
A jegyzet alapvetden hdarom nagy fejezetet tartalmaz. Az elsd az egyviltozos
idésorelemzés idétartomédnyi megkozelitését mutatja be, ami sajit érdekességén
kiviil fontos bevezeté a makro dkonometridban leggyakrabban hasznélt tobb-
valtozés iddsorelemzési médszerekhez. Ezutdn az dkonometridban kevésbé in-
tenziven haszndlt frekvenciatartomédnyi és wavelet moédszerekkel foglalkozik egy
fejezet. A jegyzetet egy Fiiggelék zdrja, ami bizonyos idekapcsol6dé matematikai
technikdkat (linedris differenciaegyenletek és késleltetési operdtorok) targyal.



2 Egyviltozés idosorelemzés az idotartomaéany-
ban

2.1 Idosorok valésziniiségszamitasi alapfogalmai

Amikor két gazdasdgi idésorra regressziét szdmolunk szinte mindig azt talaljuk,
hogy a becsiilt reziduumok "szabdlyosak", nem tiinnek véletlenszerii, egymastol
fiiggetlen eltéréseknek. Ez indirekt bizonyitéka annak, hogy egy idésor altaldban
nem tekinthet6 fiiggetlen mintdnak, és a klasszikus statisztikahoz képest 1j el-
emzési eszkozokre van sziikségiink, ha idésorokat akarunk statisztikailag mod-
ellezni. A sztochasztikus folyamatok elméletéhez kell fordulnunk.

Egy diszkrét ideji sztochasztikus folyamat végtelen sok rendezett valészintiségi
valtozé (...x_¢,...xg, ...T¢, ...) Osszessége. Elemi esemény alatt itt egy végtelen
trajektoridat értiink, vagyis egy végtelen sorozatot. Megelégedhetiink azzal a fel-
tevéssel, hogy az tsszes véges dimenzids egyiittes eloszlds 1étezését is feltételez-
zitk. Ezért aztdn természetesen értelmezhetdk az olyan szokdsos fogalmak, mint
a peremeloszldsok, a feltételes eloszldsok, valamint a megfeleld6 momentumok.
Az iddsorelemzésben kozponti szerepet toélt be az autokovariancia és autokor-
reldcié fiiggvény:

cov(xs, r—p) = E(xiwi—p) — E(xe)E (24—k)
k=..,-1,0,1,..

cov(Ty, Tr_g)

cor (g, Ty—) = Vvar(z)var(zi_y)

2.2 Egy fontos alosztdly: stacionarius idésorok

Az dgynevezett erbsen stacionaritds folyamatok rendelkeznek azzal a tulajdon-
sdggal, hogy az egyiittes eloszldsfiiggvények csak a tdvolsagtol fiiggnek. Azaz
minden k-ra, minden 7—ra és minden tq,...tx-ra:

F($t1+’r7 "'mtk‘H') = F(.’Etl, ...{L'tk).

A gyenge stacionaritds csak az elsé és masodik momentumokrdl tételezi fel
ezt a csupdn a tavolsagtol valo fiiggast:

E(xi1r) = E(zt),

CoV(Zpgry Ti—fopr) = COU(Tp, Tp_f).

Miés megkiilonboztetéseket is szokds tenni, példdul beszélhetiink atlagban
valé és kovariancia stacionaritdsrdl is, az értelemszerii definiciékkal. Egy nagyon
fontos egyszerii megfigyelés, hogy staciondrius idésorok linedris kombindcioi is
mindig staciondriusak. Staciondrius folyamat esetén beszélhetiink k-ad rendil
autokovariancia matrixokroél, amelyek szimmetrikusak, és pozitiv definitek. Példaul



var(xy) cov(xy, Tyy1)
cov(Xpq1, Try2)  var(Tep1)

szimmetrikus, vagyis cov(zi—1,x1) = cov(xy, xe11), és rdaddsul var(z,) =
var(xis1). A szokdsos jelolések staciondrius folyamatokndl a kovetkezdk: -,
jeloli a varianciat, és v_;, = v, a k-adik autokovariancidt.

A legegyszeriibb staciondrius sztochasztikus folyamat a fehér zaj:

E(Et) = 0
E(Gth/) = O,t 7& t/
var(e)) = o < oo.

Gyakran éliink azzal a feltevéssel, hogy a fehér zaj gauss-i, azaz normilis
eloszlasi véltozokbdl 4ll.

Staciondrus viltozokbdl "konstrudlhatunk" nem-staciondrius valtozokat. Példaul
a taldn legismertebb nem-staciondrius folyamat a véletlen bolyongés:

Wy = Wi—1 + €,

ahol €, fehér zaj.
A stacionarius folyamatok egy fontos alosztélya az atlagban ergodikus folyam-
atok. Ezek olyan X; staciondrius folyamatok, amelyekre teljesiil a

T

oy
ppm e =
Osszefiiggés, ahol p a folyamat varhaté értéke. Tehdt egy adott realizéciébol

konzisztens becslést kaphatunk a vdarhaté értékre. Beldthatd, hogy

oo

Z abs(y;) < oo
i=0
esetén a folyamat ergodikus. (Ilyenkor az autokovariancidk gyorsan tartanak
a 0-hoz, vagyis a nagyon tavoli idépontokhoz tartozé véltozok gyakorlatilag
korreldlatlanok.) Hasonléan definidlhaté a variancia-ergodikus folyamat.
Az ergodicitds jelentését értelmezhetjiik, ha taldlunk nem-ergodikus sta-
cionarius folyamatot. Alljon itt a kovetkezd példa:

Xe =X +e,
ahol ¢, fehér zaj és cov(X, ¢;) = 0, var(e;) = o2.var(X) = €. Ekkor

E(Xy) = EBE(X)
var(X,) = & +0?
coo( Xy, Xopr) = &



Viszont

T

Xy
p lim = X,
T—o0 T

vagyis a folyamat minden egyes trajektoridgjanak dtlaga az X megfeleld re-
alizaciéjahoz, és nem a konstans F(X)-hez konvergal. Mds széval, ahhoz, hogy
megbecsiiljiik a folyamat varhato értékét a folyamat sok kiilonbozo realizaciéjdt
kellene megfigyelniink.

A kovetkezdkben, bar staciondrius folyamatokrdl fogunk beszélni, ezek er-
godikusak is lesznek. A gazdasdgi iddsorok &ltaldban nem reprodukslhatéak
(vagyis nem kisérletiek), tehdat nincs sok remény statisztikai elemzésiikre az er-
godicités feltevése nélkiil.

2.2.1 Mozgéatlag (MA (q)) folyamatok

Egy fehér zajbol konnyen épithetiink olyan staciondrius folyamatot, amely nem-
0 autokorreldcickkal rendelkezik. Ilyenek a mozgédtlag (MA (q)) folyamatok.

Ty = ur + Brur—1 + .. + Byut—g,

ahol u; fehér zaj.

Az MA (1) folyamat
Ty = + fug-1,

ahol
var(u;) = o2,
E(utut/) = 0, t 7& t/.
Nyilvén igaz, hogy
E(z¢) =0,
tovabbé
E(wtut) = 0'2
E(xtut,l) = ﬁ02
E(z}) = E(zau)+ BE(wu_1).

Legyen

Yo :E(@“?)

a folyamat variancidja.
A fentiekbdl konnyen kiszédmithats, hogy



Yo = (14 8%).
Tovabba, ha

E(ziwi1) = 71,

akkor
E(xizi—1) = E((ur + Bug—1)(ui—1 + Pui—2))
Y1 = ﬂ02~
"Yk = 0, k' > 1.

Ezek az egyenletek felfoghaték az MA (1) folyamat paraméterei (3, 0?) és az
autokovariancia fiiggvény kozti osszefiiggéseknek. Ebbol az elsérendii autokor-
reldcidéra

Y1

P =

! Yo
P = 75
1 1 + 62

adodik.
Beldthato, hogy p; abszolut értékben nem nagyobb, mint % Ezért ha az
/1 2
egyenletet S-ban tekintjiik, akkor 3, , = 1i2+14m két valds gyokot talalunk.
Az egyik kisebb, a mésik pedig nagyobb abszolit értékben, mint 1. S6t lathatd,
hogy 5,85 =1, tehdt 5, = ﬁ% Vagyis két olyan 3 és ennek megfelelé o2 létezik,
ami ugyanazt a folyamatot reprezentalja.

Altalinos MA (q) folyamat

q
Ty = Uy + E Biti—;-

i=1

Ismét konnyen lathatd, hogy az autokovariancidk eltiinnek a legmagasabb
foku tag utén.

T = o1+ 2»312)
i=1

q—k

T = B+ ZBiﬁiJrk)ak =1,...q
i=1

v = 0,k>q.

A paraméterek és autokovariancidk kozotti kapcsolat nemlinedris (és nem
kolestnosen egyértelmil).



MA (q) folyamat nem-0 varhaté értékkel
Ty = C + us + Blut_l + ...+ Bqut_q.

Ekkor

és ha y, = z; — C, akkor

Yt = ut + Brur—1 + ... + B ui—q
0 véarhato értékit MA(q) folyamat.

2.2.2 Autoregressziv (AR (p)) folyamatok

Mint l4tni fogjuk itt is fehér zajbdl épitkeziink, de nem mindig kapunk sta-
ciondrius folyamatot eredményként.

Az AR (1) folyamat

Ty = Q1 T¢—1 + €.
ahol €, fehér zaj o2 variancigval.
Tegyiik fel, hogy a folyamat staciondrius. Ekkor
E(IEt) = O,

amennyiben oy # 1. Viszont a7 = 1 esetén a folyamat nem-staciondrius.
Mivel

E(zie) = 02,
E(x}) = a1E(w—1a:) + E(weey),
Y = a1 +07,
E(mt,lxt) = 71 = Q179
az autokovariancia fiiggvényre:

1 2
Yo = 1—7a%0 ,

Ve = O1Vg—1-

Tanulsdgos egy masik levezetést is megfontolnunk. Iterdcidval azt kapjuk,
hogy
k—1

_ .k i
Ty = QT + E Q€4
i=0



Ezért, ha mindkét oldalt szorozzuk x;_j-val, varhaté értéket képeziink és
figyelembe vessziik a stacionaritdst:

E(mtzt—k) = O/f’Yo:

of
= 2
1—of

Y ot k=12, ..

adodik ismét. Ha abs(aq) < 1, akkor a folyamat staciondrius, és az autoko-
variancidk a 0-hoz konvergalnak exponencidlisan.

AR (p) folyamatok
P
Ty = Zaiwt_i + €.
i=1

ahol ¢, fehér zaj o2 variancidval. Ez egy sztochasztikus p-edrendfi linedris
differenciaegyenlet. (Lédsd Fiiggelék.)

Az autokovariancia fiiggvény meghatarozdsa: a Yule-Walker egyen-
letek Induljunk ki a

p
Ty = E Q;Ty—; + €
i=1

Osszefiiggésbdl. Mindkét oldalt €;-vel szorozva és virhaté értékre attérve:

E(ZCtEt) = 0'2.

Majd z;-vel szorozva és varhaté értékre dttérve:

Yo = Q171 0y, T o

Mindkét oldalt z;_p-val (k = 1,...p) szorozva és vdrhaté értékre dttérve
kapjuk, hogy

Ve = A1Vg—1 T OV

ahol a stacionaritds miatt:

’Yk—p = rYp—k:'

Ez egy p + 1 valtozés linedris egyenletrendszer, amibdl megoldhatok az is-
meretlen 7,7y, ...7, értékek. Az autokorreldcidkat (py) a yo-val valé osztédssal
kapjuk.

Amikor k > p az aldbbi differenciaegyenletet elégitik ki az autokovariancigk:

k—1
Ve =D Vs
=1

10



illetve az autokorreldciok:

k—1
Pr = E QiPr—i
i=1

Az (ergodikus) stacionaritds sziikséges feltétele, hogy ez a differenciaegyenlet
aszimptotikusan stabil legyen, vagyis az autokorreldciék a 0-hoz konvergdljanak.
(Lasd Fiiggelék.)

AR(p) nem-nulla viarhaté értékkel
e =CH 11+ ... + apli_p + €.

Ekkor legyen p = E(xy).

p o= CH(+...+ap)p.
_ C
peo= l—aj..—ap

Ha &ttériink az y; = xy — p véltozora, akkor

Yt =a1Y—1 + ...+ apYip + €

Az eddigieket tsszefoglalhatjuk az aldbbi harom &llitdsban:

1. Egy MA(q) folyamat mindig staciondrius.

2. Egy MA(q) folyamat reprezentaciéja dltaldban nem egyértelmd.

3. Egy AR(p) folyamat nem mindig stacionérius, a stacionaritds a paraméterek-
tol fiigg.

2.2.3 Parcidlis autokorrelacio

Az egyviltozos iddsorelemzésben nagy haszndt vessziik egy fontos fogalomnak,
a parcidlis autokorreldciénak.

Altaldban egy y valészintiségi valtozé linedris projekciGja (z1,23...2, )-TE azZ
ldbbi formuldkkal definidlhato:

y = pBx
cov(y,x) =0.

A linedris projekciordl beldthatd, hogy a legkisebb varhaté négyzetes eltérés
értelmében ez y legjobb linedris kozelitése az x vektorral.

Legyen y_; az y projekcidja az x_; vektorra (z_; : z-bol kihagyjuk z;-t), és
T_; az x; projekcidja az x_; vektorra. Ekkor képezziik az elméleti reziduumokat,
mint

11



Y-i = Y-i—Y

T_; = T_;—Xj.

Parcidlis kovariancidgnak (korreldciénak) nevezzik a

pCO’Uwﬂ. (y7 xl) = CO’U(ﬁ, "/EK—Jl)a
peory_,(y,z;) = cor(y—;,x_;)

mennyiségeket.

Lathatéan két valtozé parcidlis korreldcidja fiigg attol, hogy milyen egyéb
valtozok tartoznak az x vektorhoz. Azonban a parcidlis autokovariancia (au-
tokorreldcid) fogalma mér egyértelmi:

pacovk)(xhxtfk) = pcov$t71,wt,2,...wt_k+1 (xtaxtfk);
pacory(xy, Tp—g) = PCOTxt,l,zt_m...xf,_kH(wt,mtfk)

Az "egyértelmiiség kulcsa", hogy az egyéb valtozok mindig a két idépont
kozti idépontokhoz tartozé valtozok. Mig az autokorreldcié 1ényegében azt fejezi
ki, hogy milyen (linedris) informéciét ad egy k-tdvolsdgi megfigyelés a mai
értékeérol egy idésornak, addig a parcidlis autokorreldcié azt mutatja meg, hogy

van-e potlélagos informéacié tartalma a k-tdvolsdgu megfigyelésnek akkor, ha az
osszes kozbensd megfigyelésnek is birtokdban vagyunk.

2.2.4 Altaldnositds: ARMA (p,q) folyamatok
A Fiiggelékben leirt késleltetési operdtor elmélet jelsléseivel egy ARMA folyam-
atot a kovetkezOképpen definidlhatunk:

A(L)xt = B(L)Et

ahol A(L) és B(L) véges keésleltetési polinomok, és ¢, fehér zaj. Ekkor, ha
létezik A=1(L), akkor
z; = AY(L)B(L)¢;

staciondrius, és ezt a folyamat végtelen MA reprezenticidjanak nevezziik.
Ha létezik B—1(L), akkor

B Y L)A(L)x; = €

és a folyamatot invertdlhaténak nevezziik. Ez egy végtelen AR reprezen-
tdcionak felel meg. Konnyen ldthaté, hogy amennyiben C(L) egy invertdlhaté
polinom, akkor

C(L)A(L)zy = C(L)B(L)e,

12



tehdt az ARMA reprezentdcié nem egyértelmii. Azt mondjuk, hogy A(L) és
B(L) nem tartalmaznak kozos faktort, ha nem létezik C'(L), amelyre

C(L)A'(L) A(L),
C(L)B'(L) = B(L).

Ilyen reprezentdcié is mindig létezik és egyértelmi.

Parcidlis autokorreldacié AR és M A modelleknél Mint lattuk egy AR(p)
folyamat autokorreldcidi exponencidlisan tartanak a 0-hoz, de csak kozelitik azt.
Ez jol latszik a végtelen MA reprezentdcioébdl, az x; és x;_j végtelen mozgdat-
lagénak van kozos része, a t — k — 1 és azt megelézd tagok. Ugyanakkor az
MA (q) folyamatban az autokorrelacié g késleltetés utdn eltiinik. A parciélis
autokorreldciéra viszont mindez megforditva igaz, feltéve, hogy az MA folya-
mat invertdlhatd. Az ilyenkor létezd végtelen AR reprezentdcié azt éllitja, hogy
bérmely véges linedris projekciéban a késleltetések egyiitthatéi nem-0-k. Min-
dekozben a p + 1 és anndl hosszabb késleltetések egyiitthatéi az AR(p) folyam-
atokban definicié szerint 0-k.

ARMA (p,q) nem-0 varhaté értékkel

A(L)ry = C+ B(L)e,
p = (I—ag—..—ap)'C
Yo = Tr—p

AL)y: = B(L)e.

A legegyszeriibb nem-trividlis ARMA az ARMA(1,1) folyamat,

zy =C+axi—1 + e + Pe—1,

ahol abs(a) < 1 a stacionaritds sziikséges és elégseéges feltétele.
2.2.5 Kovariancia staciondrius folyamat idétartoménybeli reprezen-
tacigja

Az ARMA modellek bevezetésének indokldasaképpen gyakran hivatkoznak a kovetkezd
allitdsra (Wold Reprezentéciés Tétel): minden kovariancia staciondrius idésor
felirhaté

wp=f(t)+ D e,
i=0
alakban, ahol f(t) valamilyen determinisztikus fiiggvény, e, fehér zaj és
(oo}
Z a? < co. Az ARMA folyamatok nyilvan csak egy részosztédlya ennek a folya-
i=0

mattipusnak, ahol a végtelen a; paramétert véges sok AR és M A paraméterrel
"fejezziik ki".
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2.3 ARMA modellek vizsgalata: a Box-Jenkins analizis

Az ARMA modellek statisztikai vizsgdlata eredetileg Box és Jenkins nevéhez
flizodik. Az 6 statisztikai algoritmusok alapvetéen négy elemet tartalmazott:

1. lépés (identifikdci6): keresiink staciondrius idésort és megsejtjiik az AR
és MA fokszdmokat.

2. lépés (becslés): megbecsiiliink egy vagy tobb ARMA modellt.

3. lépés (diagnosztikus tesztelés): a modelleket teszteknek vetjiik ald, ame-
lyek alapjan kivélasztjuk a legjobbat.

4. lépés (elbrejelzés): a legjobb modellel elérejelzést szamitunk, illetve
meghatarozzuk az elérejelzés hibgjat.

2.3.1 Identifikacié

Az ARMA folyamatok esetében, mint léttuk, az autokorreldcios fiiggvény (ACF)
exponencidlisan tart 0-hoz. Tovdbba az AR és MA tagok kiilonbozd jellegii
"mintdkat" generdlnak az ACF és PACF (parcidlis autokorreldcié fiiggvények-
ben). Az eredeti Box-Jenkins identifikdcié alapvet6 eleme volt az elméleti ACF
és PACF becslése, majd ezek vizudlis "inspekcidja", és néhdny dltaldnos teszt
alapjan annak eldontése, hogy a folyamat staciondrius-e (pontosabban van-e es-
ély arra, hogy ARMA-ként modellezhetd), illetve, hogy milyen fokszamu AR és
MA tagokat tartunk lehetségesnek. Az identifikicié nagy részben megérzésen
és itéletalkotdsi képességen (tapasztalaton) alapuld sejtések eredménye, de a
stacionaritds eldontésére léteznek formadlis tesztek. Ezek dltaldban nem sta-
cionaritdst, mint nullhipotézist tesztelnek, hanem azt, hogy a folyamatban van-
e egységeyok, vagyis az A(L) polinomnak van-e 1-es gytke. Példdul az egyszerii
Dickey-Fuller teszt esetében a tesztegyenlet:

s = C + axi_1 + At + uy.

Az egységgyok tesztelése itt ekvivalens az o = 1 nullhipotézis tesztelésével.
Az egységgyok tesztekrél bovebben lasd "Darvas Zsolt: Bevezetés az idésorelemzés
fogalmaiba", 31-57.oldalak. A gyakorlatban leggyakrabban a kiterjesztett (aug-
mented) Dickey-Fuller tesztet szokds haszndlni, ahol a jobboldalon tsbb késlel-
tetés szerepel.

Az ACF és PACF becslése A mintaitlag, a minta variancia, a minta au-
tokovariancia és a minta autokorreldcié

_ 1
F= 1Y
Z(l't _T)za

-
acovy =

NI~

T—k
1
acovy, = T Z(xt —T)(Tp4r — T),
t=1

14



az ergodikus esetben konzisztens becslofiiggvények.

Fehér zaj folyamat esetén a minta autokorreldciok aszimptotikusan normalis
eloszldsiak 1/T variancidval. Ebb6l lehet konfidencia intervallumot szdmolni
ezekre, illetve tesztelni azt a nullhipotézist, hogy valamely autokorrelécié 0.

A Box-Pierce statisztikdt annak a nullhipotézisnek a tesztelésére alkottdak
meg, hogy az elsé m-darab autokorreldcié 0.

P
Qpp=T Z 7’,%.
k=1

Aszimptotikusan an_ i €loszlasi. A Ljung-Box statisztikdt ma gyakrabban
haszndljék, mivel kis mintdkban jobbak a tulajdonsdgai, mikézben ugyanaz az
aszimptotikus eloszlds:

T-Fk

p
Qe = (T+2)T Z
k=1

A parcidlis autokorreldcié természetes becslése, ha az elméleti projekcié
helyett annak gyakorlati megfelel6jét alkalmazzuk, azaz egy OLS regresszios
becslést végziink z;-re nmaga késleltetéseivel, mint regresszorokkal.

Legyen by a
k
T = Z biTy—i
i=1

empirikus projekcié (linedris regresszid) utolsé egyiitthatdja.
Mivel
var(Ti_g) = var(xz)

cov(Ty, Ty_g) A/ var(Ti_y)
bk = — = = Pk>
var(zi_x) var ()

Tehat

p _ Ccov(Ti—y, Tr)
Pr= — 7~
var(Zy)

Példaul a parciélis korreldcick kovetkezoképpen szamithatok az MA(1) eset-
ben:
Az els6 tag:
ot = acory

A m3sodik tag:
Keressiik a
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Tt = W11Tt—1 + Waoli—2

regresszié parameétereit.
A normal egyenletek:

E(ztxt_l) = wle(fL‘?_l)+UJ22E($t_11‘t_2)

E(@mmi—2) = wieE(vi—17-2) + wab(zi_,)

vagyis a stacionaritds miatt:

acovy = W12GC0V0 + W22aCO0VT
acovs = WwWi2acovV1 + W9o2aCo0vV.
Osszunk acovg-val:
p1 = wiz+wapg
0 = wiap; + was.

A megoldds:

pl= wa
Altaldnosan:
-1

Wik L pp O P1
P Lop; 0
0 pn 1 m

Wik pr 1 0

Pi = Wkk-

2.3.2 ARMA folyamatok becslése

Momentumok mddszere Az AR(p) esetben a Yule-Walker egyenletekbél
becsiilhetok a paraméterek. Kiszdmoljuk az empirikus autokovariancidkat és
megoldjuk a Yule-Walker egyenletekbdl az AR paramétereket.
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Feltételes legkisebb négyzetek mdédszere Vegyiink egy konkrét példat, az
ARMA (1,1) modellt:

Up = Ty — aTy—1 — Pus—1.

A legkisebb négyzetek probléma szokiasos megfogalmazdsa:

T
min Y u?.
(o)

=2

Az u; reziduumokat csak ¢t = 2-t6] tudjuk felirni, tehat x; feltétellel. De
ehhez is kell u;. Feltessziik hogy u; = 0 (ami a vdarhato érték). Ha 8 = 0 (tiszta
AR eset), akkor linedris regressziot kell becsiilniink, egyébként nemlinedris op-
timalizaciés problémét kell megoldani.

Maximum Likelihood becslés Gyakori feltevés, hogy a sokkok (innové-
ciék) normalis eloszldsiak. Mint tudjuk a tobbdimenziés (centralizélt) normélis
stirtiségfiiggvény

= ! ex —ylz_ly
6 = o o)

alakid. Emlékeztetiink a feltételes valésziniiség definiciéjara:

flzy) = f(@1y)f(y)-
Ekkor példdul az AR(1) esetben:

fiyr) = fyryr_s,n * fY15yr—1)
f(y17 "nyl) = fyT—1|yT—2,,.,yl * f(yh ~-ny2)
fyr,yr) = fy * f’yzly1 *o K 'fyT71|yT72,.,.y1 * fyT\yT717---y1

A feltételes eloszldsok:

Yt 1 Yt—1,.. ™~ N(Oéyt71702)~

Az y; véltozéra viszont nem tudunk igy feltételes eloszlédst felirni. Viszont
ismerjiik 3, feltétel nélkiili eloszldsét:

1

~ N PR
Y1 (071—05

a?).

A megfelel6 normilis sfiriiség fiiggvények szorzata megadja a likelihood-
fiiggvényt « és o fliggvényében egy adott mintara.

Ez konnyen &dltaldnosithaté AR(q)-ra. Ha vanak MA tagok, akkor a likeli-
hood fiiggvény kifejezése bonyolultabb, és numerikusan kell megoldani a likeli-
hood maximalizaldsi problémat.
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2.3.3 Diagnosztikdk és modell vilasztas

Altaldban a reziduumok normalitdsat (példdul a Jarque-Bera teszttel), és au-
tokorreldlatlansdgét (Ljung-Box teszttel) teszteljiik, amelyek koziil az utébbi az
alapvettbb. Tovdbbd szokds valamilyen informdciés kritériumot (Akaike vagy
Schwartz) is haszndlni a modellek kozotti vélasztdsra.

2.3.4 ARMA folyamatok el6rejelzése

Monstantdl feltessziik, hogy a folyamat paraméterei pontosan ismertek, vagyis
a becslésbol adédé bizonytalansdggal nem foglalkozunk. Feltessziik, hogy ren-
delkezésiinkre éllnak z1,...xp adatok és az elérejelzés Ty, ahol ¢ > 0. Adott
egy invertdlhaté ARMA (p,q) folyamat

A(L)z; = B(L)es

alakban. Ekkor léteznek A~1(L) (stacionaritds) és B~1(L) (invertdlhatésag),
vagyis a végtelen MA és végtelen AR alakok:

A(L)zy = AY(L)B(L)e;,

B HL)A(L)xy = €.
Egy egyszerii aleset: AR (1) folyamatok elbrejelzése
Tyl = T + €441
Altalaban tudjuk (ez fiiggetlen az id6sorelemzési kontextustol), hogy az

E(y —7)?

(az elbrejelzési hiba négyzetének vérhaté értéke) akkor minimadlis, ha

y=E(y|=).
Ebbol kovetkezik, hogy az AR(1) esetben az egylépéses optimadlis el6re-
jelzésiink:
TT4+1 = Q1 XT.

A kétlépéses pedig:

T2 = 1T741 + €442
= aE(xry | 2r) + aierqyr + ergo
Trio = E(xres|ar)=dlzr

Nagyobb m-re az altaldnositdsa ennek a formuldnak nyilvdnvaléan:
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5T+m = ai"xT.
Kiszamolhatjuk az elorejelzések varhaté négyzetes hib&jat is. Egylépésben:
PY = E(xpy — ayzp)? = Eeps1)? = 02,
(Az egylépéses elbrejelzés hibdja az "alapvetd" fehér zaj variancidja.)
A kétlépes elérejelzés varhaté négyzetes hibdja:
P® = E(ajeriq + ery2)? = (14 a?)o?.

Léthatéan az elérejelzési hiba MA(1) folyamat, ay paraméterrel.
Altaldnositsunk m-re:

P™ = (1+a2+af+..4+a>m %)
Ha m tart a végtelenbe, akkor

1 2

%EIIOC(P("L) = (1+a%+a%++a§m72)02 = 1—704%0- :70.
Az m lépéses elérejelzési hiba MA(m — 1) o, af, ...a?m& paraméterekkel.

Tehdt a tdvolsdg novekedésével novekszik az elérejelzés varhaté négyzetes hibdja,
és tart a folyamat variancidjdhoz. (Mindenképpen nagyobb, mint o2.)
Ezek az eredmények dltaldnosithaték ARMA folyamatra is.

ARMA elbrejelzés az AR(végtelen) és MA (végtelen) formakbsl Az
AR(végtelen) alak:

oo
Tt = — E TiTt—s
i=1

és az MA(végtelen) alak:

(oo}
Ty = €+ Z¢i€t—i~
i=1
Tekintsiik azt az egylépéses elérejelzést, ami a végteleniil hosszi mult fiig-
gvénye. Beldthatd, hogy az optimélis linedris elérejelzés a varhaté négyzetes
hiba minimalizdldsa értelmében nem méds, mint a T. idészakban vett feltételes

varhato értéke x T+1. idészaki értékének. Itt a feltételbe az egész xr, xr_1,...27_k, ...

"torténelem" beletartozik.

oo

Tr4+1 = — E TiXT41—5 = —T1TT — oo — TRTT—k+41---
i=1

ahol 7-k a végtelen AR paraméterei.
Masfeldl igaz, hogy
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oo
Tri1 = Z¢i6T+1—z‘ =Yrer + .+ Yper—ta...
=1

ahol a ¥-k a végtelen MA paraméterei.
Tehat

TT41 — TT41 = €741

és
P(l) = E(€T+1)2 = 0'2.

Vagyis most is igaz, hogy az egy-lépéses eldrejelzési hiba fehér zaj.
Az m lépéses elérejelzés hasonléképpen:

TT4+m = —T1XT4+m—1 — «+ — Tm—1TT4+1 — TmIT — oo — T kLT —k--

azaz a T+m-beli varhaté érték T-ben.
Ez felirhato, mint

%T-',-m = ¢m€T + ...+ wm—&—keT—k + ...

Mivel

TT4m = €r4m + Y1€r4m—1+ .. + Yp_q€rp1 e + o+ ek +

ezért

TTim — TT4m = €T4m + V1€T4m—1+ .. + U, _q€741.

Tehat a tobblépéses elérejelzési hiba is M A(m — 1) folyamat.
Ebbol:

m—1

P o3 )
Jj=
és.
lim P™) = Yo-

m—00

Tehét az elorejelzést az AR(végtelen) alakbdl szamolhatnank, mig az elére-
jelzés vérhat6 hibdjat az MA (végtelen) formdbdl kisvetkeztethetjiik ki.

A végtelen multbdl valé elorejelzés nem megvaldsithato a gyakorlatban, de ha
az x1-nél kordbbi megfigyelések értékeit 0-nak tekintjiik, akkor az invertibilitédsi
feltevés miatt a torzitds kicsi, ha T nagy.
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Alkalmazds: ARMA (1,1) folyamat el6rejelzése
Ty = axp—1 + € + Be_.
Ekkor

Tr41 = QX7 + €741 + ﬂGT.

Az elbrejelzés (feltételes varhato érték):

Tryr = axp+ fer.

%T-Hc = Q%T-t,-k—l, k= 2, m.
Meg kell hatdrozni a ér elbrejelzést is.

€r =1 — axy—1 — Pér—1.

Eljutunk iterativan €;-ig:

El = X1 — Xy _ﬁEO-
Nincs megfigyelésiink xo-1r6l, és €p-r6l nincs informdcionk. Helyettesitsiik
Oket a feltétel nélkiili varhaté értékiikkel, 0-val! Ekkor

21 = X1.

A BLP (legjobb linearis predikcié) koefliciensek dltaldban Keressiik a

~ m m
TT4m = ﬂgl )IT + ... +7T§~ )LE1,

Osszefiiggés paramétereit, amire

E(xrym — %T+m)2 = E(xT+m2) —2E(xr4mTrim) + E(5T+m2)

minimélis lesz. Tehat "megvaldsithaté" legjobb elérejelzést keresiink, véges
szdamu megfigyelés felhasznédldsdval m-lépésre elore.
Az els6rendii feltételek:

8 m m m m

PR E(?Tg Vo + .+ 7r(T )x1)2 - 2E(xT+m(7rg Vo + .+ 71'(T ).7}1)) =0.
U
ng)szerint:

Yo =0 + 759+ em Ty,

és altaldban:
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T
"/k+m71 = Zﬂ—;m)’ykfj7 k = ].7 ...T.
j=1
Ennek egy kompakt felirdsa:

(M) = ()

ahol I' a TxT-s autokovariancia matrix, és v(™ = [vm, ...7T+m71] egy T
elemii vektor. Ennek a linedris egyenletrenszernek a megolddsa adja meg az
optimélis linedris elérejelzés (™) paramétereit.

Levezethetd az m-lépéses elérejelzési hiba négyzetének virhaté értékére:

P = B(agim — Ty ™xr)? = 5y — ym/T 1y,

Impulzus vilasz fiiggvények Az
o0
Ty =€+ Zwiﬁt—i
i=1

MA végtelen alakot szokds impulzus védlasz fiiggvénynek is nevezni. A 1,
paramétert gy intepretalhatjuk, hogy egységnyi t—id6szaki impulzusnak (in-
novécionak, sokknak) mekkora a hatdsa z-re a ¢t 4 ¢ idészakban. Amennyiben
egy impulzus "fennmarad", akkor az i periédusnyi fenntartott hatas:

L4y + = =+,
A "backward" ARMA reprezentdicié és "backcasting" Legyen

Ty = Tp—1 + €4

és €, fehér zaj o2 variancigval. Ekkor az

Ty = WTty1 + €

folyamatnak pontosan ugyanaz az autokovariancia fiiggvénye (az autoko-
variancia fiiggvény szimmetrikussdga miatt), vagyis ez a "backward" folyamat
is reprezentacidja x¢-nek. Altaldban, ha

A(L)xy = B(L)e;
egy ARMA reprezentécié , akkor
A(F)Z't = B(F)Et

ugyanannak a folyamatnak a reprezentdcidja. Ezért ugyanazokkal a paraméterekkel
lehet "visszafelé " jelezni egy ARMA folyamatot,mint "elére".
Hogyan haszndlhat6 a "backcasting"?
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o
Tt = — E T Tt
i=1

Osszefiiggésbdl "meghatarozhaté xg, x_1,...x_¢.... Ezek hozziilleszthetok az
eredeti mintdhoz, és felhasznalhatok a becslésben (feltételes legkisebb négyzetek)
vagy az elbrejelzésben.

2.3.5 ARIMA (p,d,q) folyamatok

Gyakran egy id6sor csak egy vagy két differencidlds utdn vélik staciondriussa.
Vagyis z; nem staciondrius, de (1 — L)z; vagy (1 — L)?z; mér staciondrius.
Ilyenkor a folyamatokat elsd vagy masodrendben integraltnak nevezziik, és azt
mondjuk, hogy 1 illetve 2 egységgyokkel rendelkeznek. (A késleltetési poli-
nomjuknak 1- illetve 2-szeres gytke az 1.) Tehdt példdul egy elsérendben inte-
gralt ARMA folyamat felirhaté, mint

A(L)(1 - L)z; = B(L)ey,

ahol létezik A=1(L). Amennyiben A(L) p-ed foki, és B(L) g-ad fokt, akkor
ezt a folyamatot ARIM A(p,1,q)-nak nevezziik. Altalaban ARIM A(p,d, q)
folyamatrdl beszéliink, ha d differencidlds utdn jutunk el elészor staciondrius
folyamathoz. (A tovébbi differencidlasok utén mindig staciondrius folyamatot
kapunk.) A gazdasdgi idésorokndl d > 2 szinte ismeretlen.

ARIMA (p,1,q) folyamat elorejelzése Legyen VI, astaciondrius Vay =
(1— L) z; folyamatbdl szdrmazoé elérejelzés Viry, = Zry1 — Tp-re. Ekkor ter-
mészetesen

EET+1 =7 + VfT_;'_l.

Ha a VZp i elérejelzési hibdja ey 1, akkor ez ugyanigy igaz x4 1 elorejelzési
hibdjéra is, azaz annak variancidja E(ery1)? = 2. A kétlépéses elérejelzés:

Trio =27 + VTrp1 + VEryo.

Mivel V4o elérejelzési hibdja epio+1,erq1 ezért Trio eldrejelzési hibéja:
€r41 + €rpo + ey, Ennek variancigja (2 + 7 + 2¢,)02. Jol latszik, hogy
m-lépésben a hiba a megfelelé M A(m — 1) folyamatok dsszege. A variancia nem
azonos az egyes M A folyamatok variancidinak osszegével a kozottiik levo kor-
reldcié miatt, de tart a végtelenbe. Ez utébbi nyilvan igaz marad ARIMA (p,d,q)
folyamatokra is, ahol d > 0.
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Trendstaciondrius és differencia-staciondrius folyamatok Tegyiik fel,
hogy

Ty = At + Uy
ahol u; egy staciondrius ARMA. Ekkor

mt—xt,l:A—I—ut—ut,l:A—i—(l—L)ut.

Tehat z; elsérendben integralt, de nem-invertalhaté (a jobboldalon egység-
gyok van). Az ilyen folyamatokat trendstacionariusnak nevezziik, mivel ha
"kivonndnk" bel6liik a determinisztikus trendet, akkor staciondrius folyamatot
kapnank differencidlds nélkiil is. Ez egy specidlis folyamat, amelynek a "korrekt"
kezelése azt jelentené, hogy elészor "kibecsiiljiik" a determinisztikus trendet, és
a maradékot elemezziik ARMA folyamatként.

A differencia és trendstacionarius idésorok megkiilonboztetése az elérejelzés
szempontjiabdl nagyon fontos. Mint lattuk differencia stacionérius folyamatok
elorejelzési hibdjanak variancidja az idétdavval né a végtelenbe. Ezzel szem-
ben trend-staciondrius folyamatok elérejelzési hibajanak variancidja egy véges
értékhez tart, mint a staciondrius folyamatoké is.

Az egységgyokok létezésének tesztelésére szolgalo tesztek a tesztegyenletben
figyelembe veszik a trendstacionaritds lehetdségét is.

2.3.6 Hogyan elemezziink egy iddsort ARIMA-ként? (Ideiglenes
6sszefoglald)

1. Eddig hédrom modelltipusban gondolkodtunk: szintben staciondrius, differ-
encia staciondrius, és trend stacionarius modellek. Az dbrdkbdl, a becsiilt ACF-
bdl, valamint az egységgyok tesztekbol kivetkeztethetiink arra, hogy melyikkel
van dolgunk. El kell donteniink azt is, hogy van-e 0-t6l kiillonb6z6 varhat6 érték.
Staciondrius vagy trend staciondrius folyamatndl ez természetes feltevés, differ-
encia staciondrius folyamatnal viszont megfontolandé, mivel kvalitative befolyé-
solja a hosszui tdvu eldrejelzést. A kovetkezd lépés az ARMA identifikdcié az
ACF és PACF alapjén. (Vagy az eredeti id6sorra, vagy a differencislt iddsorra,
vagy a trendsziirt idésorra.)

2. A kovetkezd 1épés a lehetségesnek tartott modellek becslése a feltételes
legkisebb négyzetek mddszerével, vagy a maximum likelihood médszerrel nor-
malitést is feltételezve.

3. Ezutan kovetkezik a diagnosztikdk kiszdmolds minden becstilt modellre. A
reziduumok normalitdsdt és autokorreldlatlansdgét teszteljiik. Ha a normaltés
nem teljesiil, akkor el6térbe keriilhet a feltételes legkisebb négyzetek maddsz-
erével vald djrabecslés. Ha nincs a diagnosztikdk alapjan elfogadhaté modell,
akkor a reziduumok autokorreldciéi alapjdn dj identifikdciéra van sziikség. Az
elfogadhaté modellek kozti valasztdst informécids kritériummal végezhetjiik el.

4. A legjobb modellel elérejelzést készitiink, meghatdrozzuk az elérejelzési
hibédkat, és az impulzus vélasz fiiggvényt is elemezhetjiik.
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2.3.7 Tovabbi modelltipusok

Szezonalitds Szdmos gazdasdgi iddsor dbrajat megvizsgélva azt taldljuk, hogy
ugyanabban a szezonban (havi idésorokndl ugyanabban a hénapban, negyedéves
id6sorokndl ugyanabban a negyedévben) sok hasonlésdg van az idésoron beliil.
A becsiilt autokovariancia fiiggvény ezt igy tdmasztja ald, hogy a 4-nél vagy 12-
nél (illetve ezek egész szdmu tobbszoroseinél) az autokovariancial "kiugranak".

A szezondlisan kiugré autokorrelacié természetesen nem mond ellent a sta-
cionaritdsnak, ha a szezondlis autokorreldciék exponencidlisan tartanak 0-hoz,
akkor egy ARMA tipusti modell tovdbbra is elfogadhaté kozelités lehet. Szé-
mos lehetséges megoldds van arra, hogy hogyan lehet szezondlis ARMA mod-
ellt specifikdlni. A leggyakrabban elemzett modell a multiplikativ SARMA
(p,q), (P*,Q?), ahol s hatdrozza meg a szezonalitdst (4 a negyedéves, 12 a havi
adatok esetén), és P* Q° a szezondlis AR és MA tagok szdma.

A*(L*)A(L)z; = B*(L*)B(L)e,

Ha folyamat tisztdn szezondlis (azaz, p = 0,q = 0, P* = 1,Q° = 1), akkor a
folyamat a kovetkezo:

Ty = QsTi—s + € + Bset—s-

A hagyoményos felirdsban az A(L) és B(L) polinomok

AL) = (1—a,L*),
B(L) = (1+B8,L°)

lennének. Ebben a specidlis esetben a stacionaritasi feltétel az, hogy a

1—a,L°=0

polinom gyokei legyenek abszolit értékben 1-nél nagyobbak. Mivel ez egy s-ed
foku polinom ezért s gyoke van.

Létszik, hogy abs(as) < 1 a stacionaritds feltétele. Nyilvdn az invertal-
hatosdg feltétele abs(bs) < 1 lesz. Ha SARMA(1.1), (112.112) modelliink van,
akkor az id6sor:

Ty = 01Tp-1 + 012%-12 + @112T-13 + Br€—1 + Bra€r—12 + B 512613
Ez egy egyszerii esete a kovetkezé ARMA modellnek, amikor a 13. késleltetés

paramétereit fliggetleniil hatdrozzuk meg.

Ty = Q1Ti—1 + 012Ti—12 + @13T4—13 + Br€—1 + Bio€i—12 + Bi3€i—13.

Az igy felirt modell dltaldnos ARMA forméba frhato:
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A(L) =1- alL — 0412[/12 — 0413[/13
B(L) =1+, L+ B1,L" + B13L".

Vagyis indokolt a multiplikativ SARMA elnevezés, és annak kiilon (az ARMA
modelleken beliil specidlis) modellcsalddként valé kezelése.

Eléfordulhat, hogy az idésor nem-staciondrius, de ez a nem.stacionaritds
részben a szezonilis egységyokoknek tudhaté be, vagyis az A(L) polinom fak-
torizélhato

A(L) = (1= L) A(L)

alakban. Ekkor s darab egységgyokkel rendelkeziink legaldabb. Persze az is
el6fordulhat, hogy

A(L) = (1 - L*)(1 — L)A'(L)

alaki vagyis van még hagyomdnyos egységgyok is. MIndezeket az eseteket
és altaldnosftdsukat magaban foglalja a SARIMA (p,d, q)x(Ps,ds, @) modell
csaldd, ahol a staconaritds eléréséhez az eredeti idosort d-szer differencidljuk és
ds-szer szezondlisan differencialjuk.

Ha SARIMA modellt illesztiink, akkor a mar staciondriusnak tekintett val-
tozéhoz tartozé ACF-bol és PACF-bol kovetkeztetniink kell a szezondlis tag
fokszdmaéra is. Ez hasonlé a nem-szezonadlis esetben megszokotthoz. Az tjdon-
sdg a szezonalis egységgyokok tesztje. Ennek az alapproblémdja a kovetkezd.
(Az egyszerliség kedvéert tekintsiink negyedéves szezonalitést.)

Tegyiik el, hogy (1 — L*)z; mar staciondrius. Ekkor mivel

1-L*=(1—-L)(1+L)(1+L?

az (1 — L)xy, (1 + L)xy, (1 + L?)z, koziil legaldbb az egyiknek staciondrius-
nak kell lennie. Tehdt ezt az Gsszetett hipotézist kell tesztelni. Erre szolgdl a
Hylleberg-Engle-Granger-Yoo (HEGY) teszt.

A gyakorlatban a makro okonometrikusok gyakran szezondlisan igazitott id6-
sorral dolgoznak, amelyet vagy maguk, vagy pedig a statisztikai hivatalokban
alkalmazott eljards hoz létre. A statisztikai hivatalokra azért bizzdk magukat,
mert ez kényelmes, és megtakaritjik az olyan részletekkel valé torédést, mint a
munkanapok szdma, vagy az tinnepek adott éven beliili elhelyezkedése.

A szezonalitds megléte esetén tehdt a fenti statisztikai algoritmusunkon mo-
dositanunk kell.

1. ADF tesztet hajtunk végre. Ha nem fogadjuk el az egységgyok null-
hipotézisét, akkor a folyamatot staciondriusnak tekintjiik, és megnézziik az
ACF-et és PACF-et. Ebbdl meghatdrozzuk sejtésiinket az AR és MA tagok
fokszamédrdl, beleértve a szezondlis AR és MA tagokat is. Innent6l a szokdsos
algoritmus (becslések, diagnosztikak, esetleges djrabecslés, el6rejelzés) mitkodik.

2. Elfogadjuk az egységgyok létét, és az abrdk alapjdn arra gyanakszunk,
hogy van nem-staciondrius szezonalitds. Ekkor egyik lehetéségiink az, hogy
szezondlisan is differencidlunk, és utdna haladunk tovabb a szokdsos titon.
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3. De lehet, hogy nem hisziink a szemiinknek, és elvégezziik a HEGY tesztet.
Ennek eredménye lehet az, hogy (1) rosszul gyanakodtunk, és tekinthetjiik sta-
ciondriusnak a differencialt idésort. (2) Tovabbi (nem-szezonélis) differencidlast
hajtunk végre, és ezt kezeljiik staciondriusként. (3) Szezonalisan differencidlunk,
és az igy kapott idésort kezeljiik staciondriusként. (4) A HEGY teszt egyéb tran-
szformédcidt javasol stacionarizédlasra, és evvel folytatjuk a vizsgalatot a szokdsos
modon.

4. Alternativaként kezelhetjiik a szezonalitdst determinisztikusként, és sze-
zonalis dummy-kkal hajtunk végre becslést, majd a maradékot ARMA-ként
kezeljiik. (Hasonl6 a linedris trend kiszliréséhez.)

5. A leggyakrabban hasznélt megoldds azonban: igazitsuk az idésort sze-
zondlisan (vagy még inkdbb: taldljunk szezondlisan igazitott adatsort), és in-
nentdl ne torodjiink a szezonalitédssal ...

Frakciondlis differencidlds Bizonyos idésorok esetén az autokovariancidk
latvdnyosan nem-exponencidlisan csokkennek a 0-hoz, de latszélag gyorsabban,
mint linedrisan. Felmeriil a kérdés, hogy kell-e ezeket differencidlni a stacionar-
izéldshoz.
A differencislds dltaldanositdsaként tekintsiik az
(1- Ly

operatort. Legyen

(1 — L)dl't = €t

staciondrius. Hogyan értelmezziik a (1 — L)? "frakcionalis" differencidt?
Fejtsiik sorba a

(1-1)
fiiggvényt L = 0 koriil

d(d—1) , _d(d=1)(d=2)

3
2! 3! ===

®(L) = 1-dL-

> ¢,

Ez egy végtelen késleltetési polinom, az egyiitthatékra:

¢1:1

Ekkor ha



és ¢; egy ARMA (p,q) folyamat, akkor z; frakciondlisan integralt ARFIM A(p, d, q)
folyamat..
Ha —0.5 < d < 0.5 akkor z; staciondrius, de beldthaté, hogy nagy k-ra:

p(k) ~ K1,
3 abs(p(k)) = .

vagyis az idésor nem abszolit szummd&zhatd, lassan halnak ki az autoko-
variancidk. A modell paramétereinek becslésérdl, és a frakcionalis differencia
fokdanak meghatdrozdsarol lasd (Kirchgassner et al. (2011)).

Tehdt az algoritmusunk egy djabb mdédositdsa:

Ha az ACF lassan tart 0-hoz, de az egységgyok tesztek nem jeleznek egyértelmiien
egységgyokot, akkor megprébédlhatunk frakciondlisan differencidlt modellt is bec-
siilni, és azzal eldrejelzéseket késziteni.

ARCH (autoregressziv feltételes heteroszkedaszticitas) Pénziigyi id6-
sorok tulajdonsdgai kozott gyakran meg szoktdk emliteni a kovetkezoket: nor-
malitdstol valo eltérés (pl. tul vastag szélek), volatilitds klaszterek (egyes idésza-
kokban nagyobb az ingadozds, mint mdsokban), "leverage" hatds (aszimmetria
éll fenn a "jo" és "rossz" idGszakok kozott), hosszii memdria (a korreldcick
hosszi tdvon fennmaradnak). Ezeket a jellemzdket egy olyan modellosztalyban
szoktdk vizsgdlni, ahol az ARIMA modellektdl vald eltérés féként az innovacié
folyamatra vonatkozé feltevésekben jelentkezik
Tekintsiink olyan ARMA folyamatot, ami konstrukcié szerint nem homoszkedasztikus:

A(L)z; = B(L)uy,

E(ut ‘ ’U,tfl’...)) = 0,
de

m
hy = var(ug | up—1,...)) = wo + Zwiufﬂ-.
i=1

Ez a folyamat bizonyos paraméterekre lehet staciondrius. IIyenkor ARMA(p,q)
ARCH (m) folyamatrél beszéliink.

Levezethetd, hogy u? egy AR folyamatot kovet.

A legegyszeriibb specidlis eset, amikor m = 1. ilyenkor a feltétel nélkiili
variancia:

var(u) = o

1—&)1.

Ha u; feltételesen normadlis, akkor

Et_l(uf) = 3h?
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Levezetheto, hogy u, eloszldsa a széleken vastagabb, mint a normalis eloszlds,
és rdaddsul bizonyos paraméterekre nem is létezik a negyedik feltétel-nélkiili
momentuim.

Az ARCH A&ltaldnositdsa a GARCH modell, amikor h;_;-t6l is fiigg a h:

variancia

hy = var(ug | ug—1,...)) = wo + Zwiu?ﬂ- + Zwihfﬂ..

Az sltaldnositds oka az, hogy gyakran til sok m-re an sziikség az ARCH-
ban ahhoz, hogy visszadjdk az innovdaciés folyamat viselkedését. (Lasd az MA
és ARMA folyamatok kozti kiilonbséget.) Levezethetd, hogy itt u? egy ARMA
folyamatot kovet.

Léteznek ARCH tesztek, amiket a heteroszkedaszticitds észleléséhez hasznédl-
hatunk. Ugy jérhatunk el, hogy becsiiliink egy ARMA-t, majd a becsiilt hibak
négyzeteire szamolunk Ljung-Box tesztet vagy egy LM tesztet, ahol nullhipotézis
a homoszkedaszticités.

Szamos tovabbi dltaldnositas is létezik ezekrol lasd Darvas (2004). A becslési
technika itt dltaldban a maximum likelihood becslés, ami fiigg az eloszldsokra
tett feltevésektdl (nemcesak normalis eloszldst haszndlnak a feltételes eloszldsokra
sem).

Van tehdt egy még egyszer médositott algoritmusunk:

Ha az ARMA becsiilt reziduumaiban volatilitds ingadozast véliink felfedezni
a reziduumok négyzetére becsiilhetiink egy modellt, ami alapjan tesztelhetjiik
a GARCH hatédsok meglétét. Ha ilyet taldlunk, akkor a megfelel6 modelleket
becsiilhetjiik, és elérejelezhetiink veliik.
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2.4 Gyakorlatok R-ben

1. Idésoros adatok beolvasdsa: dollar arfolyam iddsorok
neerm <- read.csv2(file="neer eredeti.csv", header=T, sep=";", row.names=1)
# havi id6sorokként deklardlds, a kezdeti ddtum: 1991, janudr
neermts=ts(neerm, frequency=12, start=c(1991,1))
#hivatkozds a magyar drfolyamokra
plot (neermts[,"Hungary"], ylab="Forint drfolyam HUF/USD")
# az Osszes arfolyam logaritmizélasa
Inermts = log(neermts)
# a magyar log-arfolyamok kiilon elnevezése
lhufd= Inermts[,"Hungary"]
# gybzodjiink meg arrdl, hogy idésor-e?
is.ts (lhufd)
# egy egyszerii regresszi6: HUF és DEM
fit=Ilm (lhufd ~log(neermts[,1]))
summary (fit)
# mit latunk?
plot (fit$resid, type="1")

2. Differencia-képzés, késleltetés, atlag, autokovariancia fliggvény

# Az id6sor dtlaga

mean (lhufd)

# a becsiilt autokovariancia fiiggvény

acf (lhufd)

# Mit ldtunk?

#Milyen opcidk vannak? Mi a procedira outputja?

# vegyiik a log-arfolyam els¢ differencidjat

dlhufd=diff(lhufd)

# mit jelent dlhufd?

plot(dlhufd)

# atlag és autokovariancia, mit latunk?

mean (dlhufd)

acf(dlhufd)

# a differencia differencidjat szamoljuk ki kétféleképpen

ddlhufd=diff(lhufd,differences=2)

ddlhufd2=diff(dlhufd)

#tényleg ugyanazt kapjuk?

plot(ddlhufd,ddlhufd2)

# milyen opciéja van még a diff-nek?

# diff(x,m,n)= 1. 1épés 4j idésor: y(t)= x(t)-x(t-m),

# 2. lépés z1(t)= y(t)-y(t-1), z2(t)=2z1(t)-22(t-1), ...zn(t)=z(n-1)(t)-z(n-
1)(-1)

#(1-L(adm))(1-L)(adn)

#hasznaljuk a lag utasitédst

lhufd1=lag(lhufd,1)
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# mi torténik?
lhufd1=lag(lhufd,-1)
# mi torténik?

3. Filterek, MA és AR generdlas

# fehér zaj szimulacio

w = rnorm(1000)

w =ts(w)

par(mfrow=c(2,1))

plot (w, main="Fehér zaj")

acf (w, main="Fehér zaj acf")

# véletlen bolyongds generalds

x = cumsum(w)

par(mfrow=c(2,1))

plot (x, main= "Véletlen bolyongss")

acf (x, main="Véletlen bolyongds, acf")

#kozelebbrol

x1=x[1:100]

plot.ts (x1)

# egy MA(1) folyamat generaldsa

v = filter(w, sides=1, filter=c(1,0.8))

is.ts (v)

par(mfrow=c(2,1))

par(mfrow=c(2,1))

plot (v, main= "MA(1)")

acf (v,na.action=na.pass, main= "MA(1), act")

#a filter utasitas opciéi

# hasonlitsa 8ssze x1=w+0.8*lag(w,-1)-t, x2=filter(w, sides=1, filter=c(1,0.8))-
t és

#generaljon szimmetrikus MA filtert (1/3, 1/3,1/3) (x4) és rajzolja ki egyiitt
a w-vel !

x4= filter(w, sides=2, filter=c(1/3,1/3,1/3))

# Hasonlitsuk ¢ssze w-t és x4-et!

par(mfrow=c(2,1))

plot.ts (w)

plot.ts (x4)

# generdljunk AR (2)-t

w = rnorm(550,0,1)

w=ts(w)

y = filter(w, filter=c(.98,0.2), method="recursive")

y = filter(w, filter=c(.98,0.2), method="recursive")[-(1:50)]

# Mi a kiilonbség a fenti két megoldas kozott?

is.ts (y)

plot.ts(y, main="autoregression")

act (y)
polyroot (c(1, -0.98,-0.2))
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# Staciondrius a folyamat?

# Egy masik AR (2)

w = rnorm(550,0,1)

w=ts(w)

y1 = filter(w, filter=c(0.5,0.2), method="recursive")[-(1:50)]
par(mfrow=c(2,1))

plot.ts(y1l, main="AR (2), staciondrius")
acf(y1l, main="AR (2), staciondrius, acf")
polyroot(c(1,-0.5,-0.2))

# Mi kiilonbozteti meg y-t és yl-et?

4. ARMA modell identifikdcié

# Két package-re lesz sziikség

library (tseries)

library (astsa)

# Vizudlis stacionaritdsi teszt

acf (lhufd)

# Probaljunk stacionarizélni!

dlhufd=diff(lhufd)

acf (dlhufd)

acf (lhufd, type="partial")

# Egyszerre tekintsiik a kétfajta autokorrelaciot
acf2 (dlhufd)

# Milyen ARMA modellt sejthetiink? ma=1, ar=1 arma=1,17

5. ARMA becslések

# Ha csak AR-t akarunk becsiilni

ar (dlhufd, method="yule-walker", order.max=1)

# Kétfajta ARMA becslés

# ML becslés

(modl=arima (lhufd, order=c(1,1,1)))

# Hogyan szdmithatndnk t-statisztikdt?

# Van-e értelme konstansnak a becslésben?

mean (dlhufd)

plot (lhufd)

# Probaljunk meg konstanst is becsiilni!

arima (lhufd, order=c(1,1,1), include.mean=T)

# Sikeriilt? Uj kisérlet:

arima (dlhufd, order=c(1,0,1), include.mean=T)

# Van lényeges valtozas? Az ,intercept” a konstans vagy a varhaté érték?

dmdlhufd=dlhufd-mean(dlhufd)

arima (dmdlhufd, order=c(1,0,1), include.mean=T)

# Mennyi az ARMA (1,1) becsiilt varhat6 értéke és mekkora a konstans a
becsiilt egyenletben?

# 2. becslés: feltételes legkisebb-négyzetek becslés

arma (dlhufd, order=c(1,1), include.intercept=F)

# Ha include.intercept=T, akkor mit tapasztalunk?
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# Az ML becslés felhasznalobardt formaban
(mod=sarima (lhufd, 1,1,1, no.constant=T, details=F))
# A 2. modell ML becslése

(mod2=arima (lhufd, order=c(1,1,0)))

# A 3. modell ML becslése

(mod3=arima (lhufd, order=c(0,1,1)))

6. Diagnosztikdk és modell vélasztds

# Standardizélt reziduumok
stresl=mod18$resid/sqrt(mod1$sigma?2)
plot (stresl)

# A reziduumok autokorreldciéi 0-k?
acf (mod1$resid)

Box.test (mod1$resid, type= "Ljung-Box", lag=12)
# Normélisak a reziduumok?

qqnorm (mod18$resid)

jarque.bera.test (mod18resid)

# modellek kozti vilasztds
AIC(modl,mod2,mod3)
BIC(mod1,mod2,mod3)

7. A differencidlds rendjének meghatdrozdsa

# Mi torténik, ha még egyszer differencidlunk?
ddlhufd=diff(dlhufd)

acf2 (ddlhufd)

# Egységgyok tesztek

adf.test (lhufd)

adf.test (dlhufd)

8. Szezonalitds

#Sziiletések adatsor

library (astsa)

dsbirth= diff(birth, 12)

dbirth=diff(birth)

ddsbirth=diff(dsbirth)

plot.ts(cbind (birth,dbirth,dsbirth,ddsbirth), yax.flip=TRUE, main="")
acf2 (birth)

acf2 (dbirth)

acf2 (dsbirth)

acf2 (ddsbirth)

library (tseries)

adf.test (birth)

adf.test (dbirth)

adf.test (dsbirth)

adftest (ddsbirth)

# A dbirth vagy ddsbirth tiinik staciondriusnak
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#SARIMA becslések

(fitdds=sarima(birth,1,1,1,1,1,1,12, details=F))

(fitd=sarima(birth,1,1,0,1,0,1,12, details=F))

# A dds modell jobbnak tiinik, és a becslési eredménybdl is létszik, hogy
kell a szezonalis differencidlds

# Probéljunk meg egyszeriisiteni

(fitddsa=sarima(birth,1,1,1,0,1,1,12, details=F))

# Tényleg ugyanazt adja?

(fitddsa=arima(birth, order=c(1,1,1), seasonal=list (order=c(0,1,1), period=12)))

#FElbrejelzés

sarima.for(birth, 12,1,1,1, 0,1,1,12)

# Determinisztikus szezonalitds

require (forecast)

#Szezondlis dummy-k definidldsa
dummies=seasonaldummy (birth)
dummies=ts(dummies,start=c(1995,1),frequency=4)
(fitb=Im(birth~dummies))

plot.ts(fitb$residuals)
res=ts(fitb$residuals,start=c(1995,1),frequency=4)
acf (fitb$residuals)

# Szezondlis igazitds

require (seasonal)

(birthsa=seas(birth))

plot.ts (final(birthsa)-original(birthsa))
par(mfrow=c(2,1))

plot (final(birthsa))

plot (original(birthsa))

# Szezondlis elemzés szezondlisan nem igazitott CPI-re

cpinsa <- read.csv2(file="cpi_nsa.csv", header=T, sep=";", row.names=1)

cpinsa=ts(cpinsa, frequency=12, start=c(1991,1))

cpinsahu= cpinsal,"Hungary"|

plevnsahu=cumprod(cpinsahu+1)

# Arszint képzés

plevnsahu=ts(plevnsahu, frequency=12, start=c(1991,1))

acf2(diff(plevnsahu))

acf2(diff(plevnsahu,12))

#Sejtések

(fitplevnsal= sarima (plevnsahu,1,1,0,0,1,0,12))

(fitplevnsa2= sarima (plevnsahu,1,1,0,1,0,0,12))

# A masodik valtozat jobbnak tiinik, azaz nem kell szezonslisan differen-
cidlni

sarima.for(plevnsahu,12, 1,1,0,1,0,0,12)

#Szezonalis igazitds

plev.sa=seas(plevnsahu)
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# Osszevetés a szezonslisan igazitott adatsorral
cpisa <- read.csv2(file="cpi_sa.csv", header=T, sep=
cpi=ts(cpisa, frequency=12, start=c(1991,1))
cpihu= cpi[,"Hungary"]
plevhu=cumprod(cpihu+1)
plevhu=cumprod(cpihu+1)

plevhu=ts(plevhu, frequency=12, start=c(1991,1))
par(mfrow=c(3,1))

plot (final(plev.sa))

plot (plevhu)

diff= final(plev.sa)-plevhu

plot (diff)

# Figyelem: elég nagy a kiilonbség

""" row.names=1)

9. Hosszi-memoria

require astsa

u = acf(log(varve), 100, plot=FALSE)
plot(u[1:100], ylim=c(-.1,1), main="log(varve)")
require(fracdiff)

lvarve = log(varve)-mean(log(varve))

lvarve.fd = fracdiff(lvarve, nar=0, nma=0, M=30)
# A becsiilt d

lvarve.fd$d

10. Autoregressziv heteroszkedaszticités

# A szezondlisan igazitott arakkal dolgozunk

require (seasonal)

plev=seas(plevnsahu)

# Pontosabban az ebbdl képzett inflacidval
cpir=diff(log(final(plev)))

# Nézziik meg, hogy kell-e GARCH vizuélisan

u = arima(cpir, order=c(1, 0, 0))

acf2(uSresiduals)

acf2(uSresiduals*u$residuals)

# Vagy inkdbb egy formalis teszttel

require (astsa)

arch.test (u)

# Becsiiljiink GARCH modelleket

require (fGarch)

# Egy ARMA (1,0) ARCH (1) modellt becsliink
summary (fit=garchFit(~arma(1,0)+garch(1,0), cpir))
predict(fit,n.ahead=12)

# Ez egy igazi GARCH: ARMA (1,0) GARCH(1,1)
summary (fitg <- garchFit(~arma(1,0)+garch(1,1), cpir))
plot(fitg)

# Végiil egy APARCH: ARMA (1,0) APARCH(2,2) ferde Student-hibgkkal
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summary (fitap <- garchFit(~arma(1,0)+aparch(2,2), cpir, cond.dist="sstd’))
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3 Tobbviltozés idosorelemzés az idotartomany-
ban

3.1 Egyiittes stacionaritas

Tegyiik fel, hogy z; és y; staciondrius és a kereszt-autokorreldcids fiiggvény is
csak az eldjeles tdvolsagtdl fiigg.
A kereszt autokorreldcidk irhaték tehét

covzy(h) = E((xt—n — E(z))((ys — E(y))),h =0+ 1,42, ...

alakban.
Példa:

Yt = aTi—1 + Uy,

2

- variancidkkal. Ekkor

ahol x; és u, fiiggetlen fehér zaj o2 és o

covy(0) = a0 +o2
covgy(0) = 0
covgy(1) = a?o?
covgy(—=1) = 0
covyz (1) = 0
covy:(1) = ao2.
A példa illusztrilja, hogy
covgy(h) = covy(—h)

covzy(h) # covgy(—h).

Viszont két valtozé stacionaritdsdbdl nem kovetkezik az egyiittes stacionar-
itds, amit az aldbbi példa is igazol:

Ty = €
Yt = €,
ahol ¢; fehér zaj. Itt:
cor(z1,y2) 1
cor(xa,ys3) 0.
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3.2 Staciondrius VAR (vektor autoregresszié) reprezenta-
cié

A tobbvéltozos iddsorelemzés taldn legnépszeriinbb modellje a VAR (vektor au-

toregresszio).

Xt= A1Xt,1+... + ApXt,p-l-ll_t
Itt x; nxl-es, €; vektor fehér zaj 2 pozitiv definit egyidejli kovariancia

métrixszal.
Ennek késleltetési polinom alakja:

(I— A, L—... — A LP)x,= A(L)x, = u,.
A p-késleltetéslt VAR felirhat6 mindig elsérendii VAR-ként (ldsd Fiiggelék):

Xt €t
Xt—1 0
/
y: = , € = 9
Xt—p+1 0
AL A . LA,
Inzn Onwn
/
Y: = Ina:n Onxn Yi—1 + €.

In:rn Onzn
A stacionaritds feltétele két, egymadssal ekvivalens, formédban is megfogal-
mazhato:

1. A

Ay Ay . A,

Inmn 0

I”LITL 0
Ina:n O
métrix sajdtértékeinek abszolit értéke kisebbek, mint 1.
vagy
2. a
det T—A,L—...—A,LP)=0

minden gyoke abszolit értékben nagyobb, mint 1.
A VAR-nak létezik VARMA &ltaldnositédsa:
A(L)x, = B(L)u,,
amit azonban csak ritkdn haszndlnak. Ennek magyardzata az, hogy az
egyvaltozos esetben a parcidlis autokorreldcids fiiggvényeket gyakran nem lehet
visszaadni MA tagok és/vagy nagy késleltetésszam nélkiil, 4m a tobbvaltozds
esetben a tobb sokk mintegy gondoskodik errdl.
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3.3 Becslés és identifikicio

A VAR modell egyenletenként OLS-sel valé becslése konzisztens és aszimp-
totikusan hatdsos, de kismintdban torzitott. A gyakorlatban az identifikdcié
szinte csak két 1épésbol all:

1. Annak meghatdrozasa, hogy az egyes valtozok staciondriusak.

2. A késleltetés szém (p) meghatdrozdsa.

Az elébbire leggyakrabban a szokdsos egységgyok teszteket alkalmazzédk, mig
az utébbiakat vagy valamilyen informécids kritériummal vagy szekvenciélis like-
lihood ardny tesztekkel hatdrozzak meg. (Az LR teszt aszimptotikusan khi-
négyzet annyi szabadsagfokkal ahdny restrikcié van, vagyis, ha egy potlolagos
késleltetést teszteliink, akkor a szabadsdgfok megegyezik a védltozok szdama né-
gyzetével).

3.4 Impulzusvdilasz fiiggvény
A VAR(p) végtelen MA alakja:
x; = (I— A, L—..A,LP) 'y,
Itt az I— AL — ...Apr)f1 egy végtelen polinom métrix,
T+ L+ T,L% + ...+ I LF + ...

mivel

(ij) _ 9z)
() -

alaki. Az egyes elemek jelentése: 11 EMON
Uik

X =¢ Hlliue1 + ouy o + ..o+ s + ...

Amennyiben p = 1,az

Xy = Ut + Alut,1 —+ ...+ Alfllt,k —+ ...

alakra egyszeriisodik a formula.
Meghatdrozhatjuk a hosszu tavu hatdsok matrixét:

-1
I-A,—.A,) ' =11,

ami a polinom métrix értéke az L = 1 helyen. Ennek jelentése: ha az u
konstans lenne akkor z is, és a kettejiik kozti reldciét a

I-A - A)z=u,

egyenlet irnd le, amibol

x=(I- Al—...Ap)_lu: ITu.

A VAR sokkok hosszu tavu kovariancia métrixas:

E(IT'TT) = IIQIT,
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, 0 5 ,
amely elemeinek jelentése: lim IT(4) = Z %, vagyis I1(7) a j-edik sokk
— &k
egységnyi végtelen ideig fenntartott hatdsat méri az i-edik valtozéra. A p=1
esetben a formula:

iAk: ax-—A) "

k=0

Van azonban egy interpretdciés probléma: mivel € nem diagonélis az u
kiilonb6z6 komponensei nem valtoznak egymastol fiiggetleniil, tehét a fent megadott
interpetdcié csak akkor elfogadhatd, ha értelmesen beszélhetiink arrél, hogy az
egyes sokkok hatdsa fliggetlen a tobbiek alakuldsatél. A "megoldds" az, ha
attériink az u vektorrdl egy diagondlis kovariancia méatrixi € vektorra.

Altalaban igaz, hogy ha

u= Qe

akkor

cov(e) = Q = Q'aQ'y.

Ha csak annyit kotiink ki, hogy €2, legyen diagonélis, akkor az eredeti VAR
sokkoknak (az u vektor) végteleniil sok olyan Q~!transzforméciéval definialt
linedris transzformécidja létezik, hogy az € sokkok korreldlatlanok. A médosult
impulzusvélasz fiiggvény:

x; = (I- A,L—...A,L?)"'Qe,

Példdul amennyiben p = 1:

x; = Qe,+A1Qe;,_q... + AT Qe, . + ...

Egy lehetséges egyértelmii megoldds, ha feltessziik, hogy Q alsé haromszog
matrix pozitiv diagonélis elemekkel (Cholesky-dekompozicid).

Ilyenkor sorbarendezziik az x vektor elemeit, amivel azt tételezziik fel, hogy
€1 hat az 0sszes u-ra, €5 csak us-re és a magasabb indextiekre, és igy tovabb.

Példa:

a1y a2 g 0| v |a1 qi2
L Q. = .Q = Q =
ceyen [alz azz} @ {%2 QJ @ {0 a2 }

2

g1 = a1
qi12q1 = ai2

2 2
giz +q3 = a22.

Ha kiegészitenénk még egy sorral és oszloppal az eddigi szdmitasok tovdbbra
is érvényesek maradnédnak.
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Variancia-dekompozicié Mivel

Tpgps = Wpps Iy s+ + Ihe_quyy + Thoue + T qup ...

a (végtelen) linedris predikcié t-ben ¢ + s-re:

Toys,t = oy + g queq + ...
Ekkor a predikcids hiba:
xt—‘,—sizt—&-s,t: ut+s+l_[1ut+s_1+... —+ Hs_lut_,_l.
vagy

Ttts—Ttts,t— Q€t+s+H1Q€t+3_1+~-~ + HS,1Q€H_1.

A predikciés hiba (vektor) kovariancia métrixa:

MSE = E((X,, s~ Tt4o1) (X s—Ti1sy)) = Q+ QI +.. + IL,_, QIT,_,.

Az MSE (mean-squared-error) vektor a E((Xt+s—m)(xt+s—m)/) métrix
diagondlisa. A fenti rekurzivitdsi feltevés mellett a j-edik valtozé MSE-je fel-
bonthaté az i-edik sokknak betudhaté részek osszegére.

MSE; = o2 (qiq; + Thqig I +.. + T, _1¢;g/TT, ).

3.4.1 Exogenitas és Granger oksig

Tegyiik fel, hogy a ktvetkez modell érvényes:

x; = Ax;_1+By,;+u..

Itt y: egy K dimenzids vektor, ami tartalmazhat determinisztikus tagokat
(pl. linedris trend, konstans) is. Az y vektor elemeit exogénnek tekintjiik, és x;
feltételes varhaté értékét y, feltétellel irjuk le. A modell dltalanosabb alakja

A(L)x,+B(L)y, = u;.

Mikor tekinthetiink egy y; vektort exogénnek, és mit is jelent az exogenitds?

Granger-oksig, gyenge és erds exogenitis Azt mondjuk, hogy amenny-
iben az x valtozo figyelembe vétele nem javit szignifikdnsan y elérejelzésén, akkor
x nem Granger-oka y-nak.
Gyenge exogenitdsrol akkor beszéliink, ha a B(L) paramétereket az y; mar-
gindlis folyamata paraméterei nélkiil is meg tudjuk becsiilni konzisztensen.
Erds exogenitdsrdl pedig akkor, ha az y gyengén exogén, és x nem-Granger
oka y-nak.
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Az "x, ha y" oszefiiggésre vagyunk kivancsiak. Megbecsiilhetjiik-e konzisztens
moédon, anélkiil, hogy ismernénk az y folyamat tuladonsdgait? Ha igen, akkor y
gyengén exogén.

Ha elére akarjuk jelezni y-t, akkor kellenek-e hozzd = miltbeli értékei? Ha
nem, akkor x nem Granger oka y-nak, és az "x, ha y" feltételes elérejelzés
elvégezhetd. Ha példdul egy VAR restrikciék nélkiil érvényes x-re és y-ra, akkor
x Granger oka y-nak és y nem erdsen exogén. Ilyenkor a feltételes modell nem
alkalmas hatékony eldrejelzésre.

3.4.2 A (staciondrius) VAR elemzés algoritmusa

1. Egységgyok tesztekkel eljutunk egy olyan vektorhoz, amelynek minden elemét
staciondriusnak tekintjiik.

2. Meghatdrozzuk a VAR késleltetés szamat informacids kritériumok és/vagy
LR tesztek segitségével.

3. Megbecsiiljiik a paramétereket OLS-sel vagy maximum likelihood médsz-
errel.

4. Diagnosztikus tesztekkel ellenérizziik a modell jésdgét (pl. ARCH LM
teszt, normalitdsi tesztek, és Box-Cox teszt).

5. Elérejelzést szamolunk a becsiilt és kielégitének elfogadott modellel.

6. A véltozok sorbarendezése utdn kiszdmoljuk az impulzus védlaszokat és a
variancia dekompoziciét.
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SVAR (strukturélis vektor autoregresszio)

Kozgazdasdgi megfontoldsok alapjan azt gondoljuk, hogy nemcsak ortogonélis
(strukturalis) sokkok mozgatjdk a makrofolyamatokat, hanem a kiilonb6z6 makroskonémiai
valtozok egy id6szakon beliil is Gsszefiiggésben vannak. Ezt a gondolatot az
aldbbi SVAR modell fejezi ki matematikailag:

Axi= Axi 1 +Aox o+ Apx_,+Bey,
ahol €; fehér zaj I egyidejii kovariancia métrixszal. Ebben a rendszerben az

osszes paraméter szama: (p + 2)n?.
Ennek a rendszernek a redukélt formdja:

x=A T Aix 1 +A T Agx; o+ ATMALX AT ' Be,.

A redukalt forma nyilvén a

x:=C1x:-1+Coxs_2+...Cpx¢_p+uy

alakban frhaté, vagyis megfelel egy az el6z6 alfejezetben vizsgalt VAR-nak.
A redukalt formdban a paraméterek széma: pn? + n(n + 1)/2. Ugyanis a p
késleltetéshez tartozé Cs matrixok mellett ott van még a §2,, kovariancia matrix
is, n(n + 1)/2 paraméterrel. A strukturdlis paraméterek til sokan vannak,
de ha megfelel6 mennyiségii feltevést tesziink, akkor identifikdlhatéak, vagyis
egyértelmii megfeleltetés van a redukalt forma és a strukturdlis forma paraméterei
kozott. Egyszerii szamoldssal beldthaté, hogy a megkotések szdma n? + n(n —
1)/2 kell legyen, mivel

n?+n(n—1)/2+pm? +nn+1)/2=(p+2)n°
Tehat elképzelhet6 az, hogy ennyi paraméter megkotése utdn a kovetkezo eljérdst

kovetjitkk. A redukalt format egyenletenként OLS-sel becsiiljiik, majd a €,
métrixot az OLS reziduumokbdl a

~> 1 —/
Q, == uu,
T

formulaval, ahol
= xp — (6'1th1+6'2Xt72+~-6pxt—p)7

és C;-k a becsiilt redukalt forma egyiitthaté matrixok. Ezutdn megoldjuk a
kovetkezo egyenleteket:

A\ilA\i = 62
minden i-re, és
Q,=(A'B)(A'BY.
Ha tuil sok restrikciot tesiink, akkor a modell tilidentifikédlt, ez a médszer nem

alkalmazhaté. Ilyenkor a restrikcidkat korldtnak kezelé maximum likelihood
becslést kell alkalmazni.
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Példa: az el6z6 alfejezet modellje is SVAR-ként foghaté fel Legyen
egy kétvaltozos rendszeriink. Egy lehetséges strukturalis VAR

Xy= A1Xt,1+A2Xt,2+...ApXt,p-l-BEt,

azaz A = I és B trianguldris. Ilyenkor a restrikcidk:

fp ]

és

b= [512 522} '
Vagyis csak by, ba1,boo vélaszthaté meg szabadon az A és B métrix nyolc
paraméterébol.
Azonban nemcsak trianguldris B-t tételezhetiink fel. Mivel az €, (ahol
u = Be;) métrix n? elemébdl csak n(n + 1)/2 fiiggetlen van, ezért n(n — 1)/2
restrikcié kell a B matrix elemeire, ahhoz hogy €2-bdl egyértelmiien megkapjuk
B-t. Tehét példdul az aldbbi feltevés mellett is identifikdlhaté modellt kapnank:

bin 0 b3
B=10 by b3
bs1 0 b33

Peéldaul egy elsérendi SVAR-ban az 6sszes paraméter: 3n2. A redukélt for-
méban viszont csak n?+n(n+1)/2 paraméter van. Tehét az éppen-identifikaltsagoz
n? + n(n — 1)/2 restrikciéra van sziikség.

Egy mésik lehetséges feltevés: B = I. Ekkor

D= A7HATY,
és n(n — 1)/2 restrikci6 kell az A elemeire.

Lehet kombindlni is a kétfajta restrikciot, a lényeg, hogy 6sszesen n(n+1)/2
szabad paraméteriink legyen, vagyis a restrikcidk szama 2n? — n(n + 1)/2 =
3,,2 n

Példa: Legyenek a restrikcidk:

1 0
1= Lo )
és
_|bin O
PR

Egy mdsik lehetséges tipusa a strukturalis VAR-nak, amikor egyes sokkok
hosszu tavi hatdsairdl tesziink feltevéseket (Blanchard-Quah identifikdcio). Itt
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feltessziik, hogy A = I, azaz csak n(n —1)/2 restrikciéra van szitkség. A modell
MA alakja:

z, = (I—-C(L) 'Be
Moer + 161 + ... + e p + ...

Ekkor a

= ini
=0

matrix tartalmazza a hoszu tdvi kumuldlt impulzus vélaszokat. A Blanchard-
Quah-féle identifikdciés feltevés a II matrixra vonatkozik, dltaldaban ezt felsé
(vagy als6) haromszog métrixnak feltételezziik.

Az vigynevezett hosszi tévi kovariancia matrix: IIII .Ez becsiilhets, mint

o = 1- Y ¢y 'ea- > o).

Az igy kapott matrix Cholesky-felbontdsabdl kapjuk meg IT becslését.
Ebb6l, mivel

Q= BB,
kovetkezik, hogy B becslése:

B = (- Y G,

A SVAR elemzés algoritmusa 1. Eljutunk egy elfogadhaté VAR modellig.
2. Feltevéseket tesziink a révid vagy hosszi-tdvi matrixokra. Ha feltevé-
seink tilidentifikdciéhoz vezetnek, akkor azt teszteljiik. A SVAR-t becsiiljiik a
restrikcidk figyelembe vételével.
3. A becsiilt SVAR-ral impulzus vélasz fliggvényt, variancia dekompoziciét,
elorejelzést készitiink.
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3.5 Kointegracio

Definicié: Egy x; idésor vektort kointegrdltnak neveziink, ha min-
den z;; I(1) (azaz elsdrendben integralt) vdltozd, és létezik legaldbb
egy olyan a vektor, hogy az y; = a’x; valésziniiségi valtozo staciondrius.

3.5.1 Az Engle-Granger mdédszer

Feltessziik, hogy csak egy kointegracids osszefiiggés van a valtozok kozott. Fzt
egy kointegrécids teszttel ellendrizziik, amihez becsiiljiik a

T =PBX_1; + €

regressziot, ahol x_1 a x1 kivételével az 6sszes viltozé. Ezutdn a regresszié
reziduumaira egységgyok tesztet végziink. Ha a nullhipotézist elvetjiik, akkor
ugy tekintjiik, hogy a kointegrécids reldcié létezik. Beldthatd, hogy az OLS bec-
slésbol adods paraméterek (szuper) konzisztens becslését adjak az els6 valtozora
normalizélt kointegracids kapcsolatnak.

Hibakorrekciés interpretiacié Ha

Yy =z — Bx_q; =0,

akkor a rendszer egyensiilyban van. Ha e > (<)0 akkor az egyenstilytol
pozitiv (negativ) irdnyban tér el a rendszer. Azt varjuk, hogy v, egyiitthatsja
negativ, vagyis hibakorrekcié torténik, az egyenstly irdnyaba valé elmozdulés.

Az Engle-Granger kointegracios elemzés algoritmusa 1. Eljutunk egy
I(1) véltozokat tartalmazé modellig.
2. Becsiiliink egy

Y =+ Bx; + ¢

OLS regressziot.
3. Teszteljiik, hogy van-e egységgok a becsiilt reziduumokban.
4. Ha nincs, akkor a

Vyr = 0Vxy — y(ye—1 — @ — Bx¢-1) + 14
hibakorrekciés modell becslését hajrjuk végre OLS-sel.
Ha a priori sejtésiink van a kointegrécids relaciérdl, akkor a 2. pont kimarad,
és a 3. pontban a szokdsos egységgyok teszteket alkalmazzuk. Példdul, ha azt
hissziik, hogy a fogyasztds/jovedelem ardny staciondrius, akkor ez azt jelenti,

hogy

log C; — logY; = 1(0),

vagyis log C; és log Y; kointegréltak és a kointegracios vektor:[1, —1]. Ilyenkor
a log C; — log Y; véltozora végziink egységgyok tesztet.
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3.6 Az x; vektor minden eleme I(1) eset és kointegracié

A fenti eljards némiképpen specislis. Altaldban egy valtozé vektor elemei kozott
nemcsak egy kointegraciés kapcsolat 1étezhet. Az aldbbi elemzés orvosolja ezt a
problémat.

Legyen

Xt= A1Xt_1+A2Xt_2—‘r...ApXt_p—‘rut,

mint az el6z6 részben, csak x; elemei most (1) vdltozok, és cov(us) = Q.

Megfigyelés: ha A nemszinguldris, akkor az y = Ax transzformalt nem
alkothat I(0) vektort. (Egyébként A~ly = x staciondrius lenne, az I(1) fel-
tevéssel ellentétben.) Viszont elképzelhetd, hogy létezik n-nél kevesebb szému
linedris kombindcidja x-nek, ami staciondrius. Példaul:

Tyt = X1:-1t €&

Tor = QX1+ Ut

T3t = Q3T1¢+ Vg
Ekkor

22t = T2t — Q21 ¢,

Z3t = T3t — Q3T1¢t

staciondrius valtozok.
De példéul
1 1 1 1

223t = —— X2t — — X3t = 22t — 23t
(D) Qa3 a9 Qa3

is staciondrius valtozék. Nyilvdnvaléan végteleniil sok staciondrius linedris
kombindcié 1étezik.
A VAR s&tirhaté ekvivalens médon, mint:

Vx; = (Aj+Ax+. . +A,-Dx, | —(A,+.A))Vx, | +
—(A3—|—...AP)VXt72—... - ApVXt—p+1+€t
("dtmeneti" forma, mivel a Vx;_; mdtrixok egyiitthatéi dtmeneti hatdsokat
tartalmaznak)
vagy
Vx; = (Ar+Ay+. +A-Dx,  +(A -DVx, ;| +..

A+ +A, 1 —DVx, ) +u.
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("hosszu-tavi" forma, mivel a Vx;_; madtrixok egyiitthatéi hosszi tdva
hatdsokat tartalmaznak) alakban.

Mivel feltevés szerint Vx; staciondrius ezért (A, +As+.. + Ap—I)x, 165 (A1 + Ayt + A -I)x,
tehdt (Ay + A,+... + A,—I)x, is sziikségképpen staciondrius.

Granger Reprezentidciés Tétel: 1. lehetdség: A;+As+..A,—I a 0
matrix, vagyis n darab 0 sajdtértéke van. Ilyenkor a VAR a differencidkban
staciondrius.

2. lehetéség: dim(A1+As+..+A,—I) = r,0 < r < n, és r darab nem-0
sajatértéke van az Aj+As+.. + A, — I métrixnak.

(Ha dim(A14+As+... + A,—I) = n, akkor ez ellentmondas az I(1) feltevéssel,
mivel ha a véltozok I(1)-ek, akkor a VAR polinomnak van legaldbb 1 db 1-es
gyoke, és a Aj+Aq+... + A,—I matrixnak legaldbb egy 0 sajatértéke. Ugyanis
az A1+Az+.. + Ap — I miétrix sajatértékeit megkapjuk, ha A;+As+.. + A,
sajdtértékeibél kivonunk 1-et.)

A 2. esetben létezik I'ypp és Uopn

TW=A +Ag+ ..+ Ay — T

és
Uy

staciondrius, ahol ¥ sorai az A1+ As+...+ A4, —I nem-nulla sajdtértékeihez
tartozoé sajatvektorok.

3.6.1 Johansen-mddszer

1. Becsiiljiikk OLS-sel a

th: th,1+¢1VXt,1+. - +¢p,1VXt,p+1+ut

modellt. (Ez az dtmeneti specifikdcié. De hasznalhatjuk a hosszi-tavu speci-
fikdciot is.)

2. A becsiilt IT métrixban teszteljiik a nem-nulla sajatértékek szamat, azaz
r-t a fenti jelslésekkel (nyom-teszt vagy legnagyobb sajatérték teszt).

3. Ha r = 0, akkor a modellt a differencidkban stacionarius VAR-ként bec-
stiljiik.

4. Ha 0 < r < n szdmu nem-nulla sajatértéket taldlunk, akkor végezziik el a
'V = IT dekompoziciét. Ehhez meg kell hatdrozni a II nem-nulla sajdtértékeihez
tartozoé sajdtvektorokat, amelyek transzpondltja megadja a becsiilt ¥ maétrixot.
Ehhez hasznéljuk a becsiilt r legnagyobb sajdtértékhez tartozé sajatvektorokat.
(A sajatvektorok nem egyértelmfiek, tehat lehet 6ket normalizalni.). Majd OLS-
sel becsiiljiik a

th: I‘zt,l—l—{)let,l—l—... + '1>p71th,p+1+et

regressziot, ahol z;_1 = Uay_q.
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Johansen-bebizonyitotta, hogy ez az eljards ML becslést ad a paraméterekre.

Az igy kapott modellbdl "visszatérhetiink" egy VAR modellre az I(1) val-
tozékban. Példdul @1 = —(A,+.A,), @, = —(Az+.Ap),...,—A =P, 5 a
"transitory" specifikdciéban.

A SVAR és a kointegréci6 egyiitt is alkalmazhat6, teheték strukturalis fel-
tevések az egyidejii kapcsolatok méatrixédrdl és a hosszi tdvi hatdsokrdél is. Példéul,
ha

Uy = Bét

feltevéssel éliink, ahol e; fehér zaj (strukturélis sokkok) és B alsé hdrom-
szogmatrix, akkor az impulzus vélasz fiiggvények és a variancia dekompozicié
ugyanigy kiszamolhatd, mint az egyszerii VAR esetben. Tehetiink feltevéseket
a hosszd tavi hatdsokrodl is.

Példa: 2x2-es matrix és kointegracié Kétvaltozds elsérend{t VAR, ahol

0.8 0.12
A= 1 04
A sajatértékek: 1,0.2.
—-0.2 0.12
A-1 1 —06
v= -3 1
0.12
= —0.6
Kétvéltozds, egy késleltetéses esetben csak akkor lesz a modell nem-kointegralt
és I(1), ha
1 0
A= [O J |
Ekkor
A-T1=0.
Példa:
xXi= A1Xp_1+uy
és
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Ekkor
0 0
=0

Ennek a métrixnak két 0 sajatértéke van, habar nem a O-métrix. Tehédt
nem alkalmazhaté réd a Granger Reprezentdciés Tétel. Ennek az az oka, hogy a
feltevések szerint

Tt = X1p-—1 T Ut

Top — Tap—1 = 214+ uos.

Tehét a1 I(1) valtozo, viszont a9y 1(2) valtozd, ami ellentmond a Granger
Tétel feltevéseinek.

3.6.2 A differenciilas veszélyei

Tegyiik fel, hogy

Tt Wy + €
Yy = we+ny
wy = Wi—1+ U

és az u; korreldlatlan a mésik két innovécidval.
Ekkor x és y kointegraltak, és a kointegraciss vektor: [1,—1].
Becsiiljiik a

Vyt = BV"Et + vt

regressziot OLS-sel!

> (ur + Ver) (ug + V)

bols _
> (ur + Ve)
2
: ols __ Ou + Ufﬂ
p hm b = W,

ami nyilvdan nem feltétleniil S elméleti értéke, ami 1.

A Johansen-kointegracios elemzés algoritmusa 1. Eljutunk egy I(1) vél-
tozokat tartalmazé modellig.

2. Becsiiliink réd egy elfogadhaté VAR-t.

3. Teszteljiik a kointegrécids kapcsolatok szamat.

4. A Johansen-médszerrel megbecsiiljiik a kointegralt modellt.

3. A becsiilt kointegréciés modellel impulzus valasz fiiggvényt, variancia
dekompoziciét, elorejelzést készitiink.
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3.7 Gyakorlatok R-ben

1. VAR elemzés
# A sziikséges package-ek:
require (vars)
require (urca)
require (tseries)
# Adatok:
data (Canada)
summary (Canada)
Canada [,"e"]
plot(Canada, nc = 2, xlab ="")
plot(diff(Canada), nc = 2, xlab = summary (Canada))
plot(diff(log(Canada)), nc = 2, xlab = summary (Canada))
# Teszteljitk az integrécids fokot
(adf.test(Canadal[, "prod" ]))
(adf.test(diff(Canadal,"prod"])))
# Keészitsiik el az 6sszes viltozéra
# Optimélis lag hosszisdg meghatdrozdsa a szintekre és differencidkra is
VARselect(Canada, lag.max = 8, type = "both")
VARselect(diff(Canada), lag.max = 8, type = "both")
# A véltozok dtrendezése, mivel tobb eredmény fiigg a sorrendtél
Canada <- Canadal, ¢("prod", "e", "U""rw")]
# Becslés:
plct <- VAR(Canada, p = 2, type = "none")
summary (plct)
pldct <- VAR(diff(Canada), p = 1, type = "none")
summary (pldct)
# Diagnosztikdk
#rezidudlis autokorreldcié
serll <- serial.test(plct, lags.pt = 16, type = "PT.asymptotic")
serll
#normalitds
norml <- normality.test(plct)
norml
# ARCH
archl <- arch.test(plct, lags.multi = 5)
archl
plot(archl)
#paraméter stabilitds
st1=stability(plct)
stl
plot(st1)
st2=stability(plct,type="Rec-CUSUM")
st2
plot(st2,name="prod")
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#FElemzés

roots(plct)

roots(pldct)

# Impulzus vilaszok

irf (plct)
irf(plct,cumulative=T)

# Mi a kiilonbség?

irf (pldct)
irf(pldct,cumulative=T)

# Variancia-dekompozicié

fevd (plct)

fevd(plct)

# Mennyire van 6sszhangban a két modell?)
# Elorejelzés
(pl=predict(plct,n.ahead=50))
fanchart(pl,names="prod")
#Granger-oksag

causality (plct)
causality(plct,cause="e")

2. SVAR elemzés
p2 <- VAR(diff(Canada), p = 2, type = "none")
summary (p2)
# Amat vagy Bmat megadandé
amat=diag(4)
SVAR(p2,Amat=amat)
# azt a méatrixot (Amat vagy Bmat) soha nem kell megadni, amiben nincs
NA, mert akkor nem milkodik a procedira
bmat [1,1]=N
bmat |
bmat [
bmat [
[
[
[

2.9]=N
2,3]=N
2,4]=N

bmat [3,3]=N

bmat [3,4]=N

bmat [4,4]=N

bmat

amat

p2svar=SVAR(p2,Amat=amat,Bmat=bmat)

# Nem identifikdlt modellre (tul kevés restrikcié) nincs becslés

bmat [2,3]=0

bmat [2,4]=0

bmat

p2svar=SVAR(p2,Amat=amat,Bmat=bmat)

# Hol a hiba?

p2svarB=SVAR(p2,Bmat=bmat)

# Ujabb kisérlet

)

)
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bmat [3,2]=NA

bmat [3,4]=0

bmat
p2svarB=SVAR/(p2,Bmat=bmat)
summary(p2svarB)
p2svarB$B

#FElemzés

irf (p2svarB)

fevd (p2svarB)

#Hosszu tavi restrikciok
ba=BQ(p2)
summary(bq)

bq$A

bq$B

irf(bq)

fevd(bq)

3. VECM Johansen-procedira

# Abbdl indulunk ki, hogy elézdleg tigy dontsttiink, hogy a ’Canada’ file-ban
lev$ id6sorok mindegyike I(1). Tovabbd optimélis késleltetésnek a 3 késleltetést
taldltuk.

# Veégezziik el a 3 késleltetésti (K=3) Johansen-féle kointegrécids elemzést,
ahol konstans szerepel a jobboldalon, de trend nem, harom véltozatban.

summary(ca.jo(Canada, type = "trace", ecdet = "const", K = 3, spec =
"transitory"))

# Ttt a két lehetséges specifikicié koziil a ,transitory”-t valasztjuk, és a
kointegrédciés vektorok szdmét ,trace” teszttel ellenorizziik.

# Az outputbdl csak a tesztelési rész fontos:

Values of test statistic and critical values of test:

test 10pct bpct 1pct

r<=3|4.58 7.52 9.24 12.97

r<=2|15.32 17.85 19.96 24.60

r <=1 34.09 32.00 34.91 41.07

r =01 100.94 49.65 53.12 60.16

# Tehat r =1 vagy r = 2 vélasztds is lehetséges.

# Kérdés: Miért nincs r<=4 sor a tdbldzatban?

summary(ca.jo(Canada, type = "eigen", ecdet = "const", K = 3, spec =
"transitory"))

# Ez csak abban kiilonbozik az el6z6t6l, hogy a teszt ,eigen”, és nem ,trace”.

Values of test statistic and critical values of test:

test 10pct dHpct 1pct

r <=3 |4.58 7.52 9.24 12.97

r <= 2|10.74 13.75 15.67 20.20

r<=1]18.76 19.77 22.00 26.81

r=0|66.85 25.56 28.14 33.24
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#FEszerint a teszt szerint egyértelmiien r=1-et kell vdlasztanunk.

summary(ca.jo(Canada, type = "eigen", ecdet = "const", K = 3, spec =
"longrun"))

# Itt a ,Jongrun” specifikdciét hasznéljuk.

Values of test statistic and critical values of test:

test 10pct Hpct 1pct

r <=3 |4.58 7.52 9.24 12.97

r <= 2|10.74 13.75 15.67 20.20

r<=1|18.76 19.77 22.00 26.81

r=0|66.85 25.56 28.14 33.24

# A teszt tdbldzat ugyanaz, mint az el6bb, vagyis a specifikdcié nem valtoz-
tat ezen.

#Renormalizaléds és ca.jo objektumok létrehozasa

#Rendezziik 4t rw", "prod", "e", "U sorrendbe a véltozdkat!

vecmt = ca.jo(Canada[, ¢c("rw", "prod", "e", "U")], type = "eigen", ecdet
= "const", K = 3, spec = "transitory")

veeml = ca.jo(Canada[, c("rw", "prod", "e", "U")|, type = "eigen", ecdet
= "const", K = 3, spec = "longrun")

# Becslés

# Vilasszuk r=1-et!

(vecmt.rl = cajorls(vecmt, r = 1))

(vecml.rl = cajorls(vecml, r = 1))

#A modell transzformélasa az eredeti VAR formédba és vec2var objektumok
létrehozdsa

(VARvect=vec2var(vecmt, r=1))

(VARvecl=vec2var(vecml,r=1))

# A két vec2var objektumhoz tartozé matrixok megegyeznek.

# Elemzés

#Innentdl barmelyik ver2var objektumot hasznilhatjuk, ugyanazt az ered-
ményt kapjuk.

# Elbrejelzés

predict(VARvect, n.ahead=10)

# Impulzus vélasz fiiggvény

irf(VARvect,n.ahead=10)

irf(VARvect, cumulative=T, n.ahead=10)

# Variancia dekompozicié

fevd(VARvect,n.ahead=10)
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4 Idosorok frekvenciatartomanybeli elemzése

4.1 Egy altalanos matematikai probléma: fiiggvények eldal-
litdsa szinuszoidok Osszegeként (Fourier-analizis)

A
cos(t + @) = cos g cost — sin psin t

osszefiiggés alapjan

Acos(t+¢) = Ajcos(t)+ Agsin(t)
Ay

Acosp, Ay = —Asinp

A
\VAI+ A3 0= tam_l(——z)7
Ay

Tehdt minden szinuszoid fiiggvény felirhaté szinusz és koszinusz ¢sszegeként,
amit adott frekvencia mellett két paraméter jellemez. A komplex exponencidlis
fiiggvény képezhetd, mint

A

exp(iz) = cos(z) + isin(z).

Mint exponencidlis fiiggvény nagyon jok a tulajdonsagai, konnyen és elegdn-
san kezelhet6. Ezért a Fourier-analizist dltaléban a komplex fiiggvénytan részeként
kezelik, azzal, hogy minden &llitds lefordithaté tisztan valés analizisbeli fogal-
makra is.

4.2 Fourier-sorok

Ha adott egy f(¢), a [—0.5,0.5] intevallumon négyzetesen integralhaté fiiggvény,
akkor létezik az aldbbi Fourier-sor reprezentdcidja:

f@®) = Z ci exp(ik2mt),

k=—o00
. 0.5

= o / f(t) exp(—ik2nt)dt
~0.5

Az utébbi dllitds abbol adédik, hogy az exp(ik2nt),k = 0,41, ... fiiggvényrend-
szer ortogonadlis.

A Fourier-sor felfoghaté, mint egy jelftiggvény (az f(t)) végtelen diszkrét
frekvencdju hatdsokra bontdsa. Tehdt: az f(¢) (valds) fiiggvényhez hozzéren-
deljitk a ¢; (komplex) sorozatot, és a cj sorozatbdl rekonstrudlhatjuk az f(t)
fiiggvényt. A tétel kiterjeszhetd [—oo, 0o] halmazon értelmezett periodikus fiig-
gvényekre is, de dltaldnos végtelen halmazon definidlt fiiggvényekre a kiterjesztés
mér nem végtelen sor, hanem integral alakd reprezenticiét kovetel meg.
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Altalanosan: négyzetesen integralhaté fiiggvényeknek létezik a Fourier tran-
szformaltja:

2(7) = fw) = [ f®exp(-2mitw)i

és az inverz transzformdcio is:

~

O =f)= / f(w) exp(2mitw)dw.

Két specidlis eset a diszkrét végtelen és a diszkrét véges Fourier-transzformalt.
Az eléz6 esetben egy abszolit szumma&zhaté sorozatot Fourier-transzformalunk

flw) = Z ay, exp(—2mikw),

k=—o0

ahol az inverz transzformacio:

w) exp(2mikw)dw, k = 0, £1..

o\o

Az utébbiban pedig egy véges (T') elemfii z; vektort

1 < ok
_ ﬁ(; Ty exp(—zQWtT))

ahol az inverz transzformacié

1 =k ok
Ty = ﬁ(kzzo f(f)exp(l%tf))'

Az elébbi egy végtelen diszkrét idépontokban megfigyelt "jelet" folytonosan
mért frekvencidji hullamok osszegeként fejez ki, a mdasodik esetben egy véges
"jelet" véges frekvencidgji hullamok 6sszegeként fejez ki.

Az ortogonalitds bizonyitdsa:

Azt 1atjuk be, hogy az lz exp(fij27r%) exp(ile%)] §,0=0,.T—1= 0,
t=1
ha j #1, és =T, ha j=I.

T
Az utébbi trividlis, mivel ekkor lz exp(—ij 27TT) exp 2127TT 1 [Z cos( )]

t=1

T
Az elébbi llitas bizonyitdsahoz hasznaljuk fel a Z z 1 T;)l = Z((lliz)T)
t=1

azonossagot. Legyen
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exp(i(l — )27 ),

z = T
I = exp(i(l —j)2m) = 1.
exp(—i2m £ * 0) exp(—i2m 2 % 0) exp(—i2w%* 0))
. iy 1 exp(—i2m 4 * 1) exp(—i2m 2 * 1) exp(—i2m 3 * 1)
Kovetkezésképpen a 7F

exp(—i2ng * (' — 1)) exp(—i27Z * (T — 1)) exp(—i2r L « (T — 1))
matrix Hermitikus, tehdt az inverze megegyezik a konjugdlt transzpondltjs-
val.

Hx = ¢
x = Hc,

ahol * jelzi a konjugdlt transzpondlt operaciot.

4.3 Hogyan haszndlhaté mindez az id6sorelméletben?

Spektrum (spectral density) Ha adott egy abszolit szummé&zhaté au-
tokovariancia fiiggvény (az abszolit szummazhatésdg elégséges, de nem sziik-
séges feltétel), akkor ennek létezik Fourier-transzformaltja, amit a spektrumnak
neveziink (spectral density), és amely inverz Fourier-transzfomaltja az autoko-
variancia fliggvény.

(o)
flw) = Z i exp(—2mikw), —0.5 < w < 0.5
k=—o0
0.5
Ve = / f(w) exp(2mikw)dw, k = 0,£1...
~0.5

Itt mér felesleges a "kalapos" jelolés, {v,} <= f(w), hozzdrendelésrél van
sz06.
A spektrum péros fiiggvény, tovibbd integrilja a variancia:

flw) = f(=w)
0.5
Yo = f(w)dw.
0.5
Vagyis az autokovariancia fiiggvény és a spektrum ugyanazt az informé&ciot
tartalmazzak, elméletileg mindkettd levezethetd a masikbél. A spektrum olyan,

mint egy prizma, ami egy szint (az idésor) alapszinekre bontja. Az utébbi allitas
szerint a variancidt frekvencidk szerinti komponensekre tudjuk osztani.
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Cramér (Spektralis) Reprezentacios Tétel Minden kovariancia-staciondrius
folyamat reprezentalhaté, mint

Y =+ AW [A(w) cos(wt) + B(w) sin(wt)] dw

ahol A(w) és B(w) fiiggetlen és autokorreldlatlan folytonos idejii fehér zaj
folyamatok (a variancia valtozhat).

Tehét minden staciondrius folyamat felfoghat6, mint nem-megszamlalhato
véletlen és korrelalatlan amplitudéju periodikus fiiggvények "6sszege". (A frekven-
ciatartoménybeli megfeleléje a Wold Reprezentaciés Tételnek.)

Példa spektrumra: Fehér zaj o2 variancigval.

flw) =2
Hogyan lehet altalanos ARMA vagy MA (végtelen) folyamatok spektrumadt
meghatédrozni elméletleg?

Allitas: Ha a; egy kétszer-végtelen sorozat, amely egy kétoldali
linedris filter definidl, és

Yt = E ATt —i,

akkor

fy = |CFa|2 f17

ha F, az a; sorozat Fourier-transzforméltja.
Ebbdl a kifejezésbdl levezethetd barmely ARMA folyamat, vagy altaldban
végtelen MA folyamat spektruma.

4.4 Statisztikai idésorelemzés és frekvenciatartomany

Hogyan becsiiljiik a spektrumot?

4.4.1 Nem-paraméteres becslések

—J &
Legyen z1, ...z adott, w; = #, és

T
Ty exp(—i2wtw;).
\/T(tzzl t p( J)

A minta periodogramot ebbdl a kévetkezOképpen definidljuk. Minden j-re:

I(w;) = |(d(w)))I”.

d(wj) =

Beldthato, hogy
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T-1

I(wj) = Z acf(h) exp(—i2ww;h),
h=—(T—1)

ahol acf(h) a minta empirikus autokovariancia fiiggvénye. Tehdt a peri-
odogram valéban a spektrum statisztikai "megfeleléje".

Ha z; staciondrius, akkor a periodogram ordindtdi is staciondriusak, és bi-
zonyos fiiggvényeinek az eloszldsa is meghatdrozhaté (konfidencia intervallumok
szamolhatok). Ugyanakkor a periodogram nem konzisztens becslése a spektrum-
nak. A konzisztencia elérhetd dtlagoldssal, illetve dltaldban simitédssal.

4.4.2 Paraméteres becslések

Példaul ha feltessziik, hogy az idésor egy ARMA folyamatot kovet, akkor az
ARMA paraméterek becsiilt értékeit behelyettesitve a megfeleld elméleti spek-
trum 6sszefiiggésbe is kapunk egy becslést.

Hogyan interpretalhatjuk és mire haszndlhatjuk a frekvencia tartomanyi
elemzést? 1. Bizonyos miiveletek konnyebben elvégezhetdk a Fourier-transzformaltakkal,
ezért bizonyos elméleti eredmények levezetésére nagyon alkalmasak. (Példdul
filterek hatdsanak vizsgélatara.)

2. Zajsztirés: amikor zajjal terhelt periodikus folyamattal van dolgunk. Ki-
hagyjuk az alacsony "teljesitmény{i" frekvencidkat és ezek nélkiil rekonstrudljuk
az id6ésort. Ha csak kevés frekvencian van jelent6s sily, akkor igy egy "takarékos"
reprezentdcidjit kapjuk az eredeti idésornak.

3. Létezik tobbdimenzids altaldanositds, a koherencia, mint a korrelacié
frekvencia tartomanybeli megfeleldje.

A kereszt-spektrum definidlhato, mint

o0

fay(w) = Z COVgy (h) exp(—2miwh).

h=—o00

Ekkor:

oy (@) = fya(w).

A koherencia, mint az 6sszefiiggés mérdszama:

| fay(w) [?
Cz = T 7
Y Jaty

ami a négyzetes korreldcionak megfelelé fogalom.
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4.4.3 'Wavelet elemzés

A spektralis reprezentacié nem tudja iddben lokalizélni a véletlent. Mintegy az
"id6k kezdetén" dol el az egyes frekvencidkhoz tartozé amplitudék realizécidja.
Ennek megfelel6en semmilyen nem-staciondrius viselkedést sem tud érzékelni. A
Fourier-transzformacionak ezt a probléméjat eleinte azzal igyekeztek orvosolni,
hogy bevezették a rovid-tavi Fourier transzformaéltat:

Fflw,7) = / Ft)w(t — 7) exp(—2miwt)dt

ahol w(t — 7) egy ablak fiiggvény. Ez mar képes idéponthoz kétni az idésor
"mozgdsat", de az ablak meghatdrozdsa nem enged meg rugalmas lokalizalést.
A wavelet transzformécié felfoghaté a Fourier transzformacié egy lokalizdlasra
képes médositdsanak, ahol ez a lokalizdlds rugalmasan valésithaté meg. Egyre
gyakrabban haszndljak kozgazdasdgi idosorok vizsgédlatdra is.

A folytonos wavelet transzformdcié Ha a rovidtavi Fourier-transzformaciobol
indulunk ki, akkor helyettesitsiik w(t —7) exp(—2miwt)-t valamilyen id6t6l1 fiiggd
filterrel. Az eredmény:

ahol 1 (t) a (gyakran komplex) wavelet, 10" a konjugéltja, és amelyre / Y(t)dt =

—00
o0

0 és / lp(t)|*dt = 1. A wavelet transzformaltnak mér két valtozéja van: az
—0

s, amit itt inkdbb skdldnak, mint frekvencidnak szokds nevezni, és az id6 (7).
A spektrum analégidjara definidlhaté a wavelet spektrum, mint a wavelet tran-
szformédlt négyzete, ami szintén a variancidt bontja fel dsszetevikre, és ahol a
felbontds két dimenzidban (skdla és iddpont szerint) torténik. A koherencia
mintdjara két viltozé wavelet-je kozott definidlhaté a wavelet koherencia, ami
idében és skdldnként valtozo "korreldcié-szerti" fogalom.
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4.5 Gyakorlatok R-ben

# A forint/dollar drfolyam spektralis elemzése
neerm <- read.csv2(file="neer eredeti.csv", header=T, sep=";", row.names=1)
neermts=ts(neerm, frequency=12, start=c(1991,1))
Inermts = log(neermts)
lhufd= Inermts[,"Hungary"]
dlhufd=diff(Ihufd)

# A spektrum nyers becslése a periodogrambdl

dlhufd.per = spec.pgram(dlhufd, fast=F, log="no", detrend=F)
which.max(dlhuf.per$spec)

#Megkeressiik a legerésebb frekvenciat

dlhufd.per$spec[19]

dlhuf.per$freq[19]

# Majd konfidencia intervallumot készitiink a becsiilt spektrum értékre
U = qchisq(.025,2)

L = qchisq(.975,2)

2*dlhufd.per$spec[19] /L
2*dlhufd.per$spec[19]/U

#FEgy simitott periodogram becslés

(k = kernel("modified.daniell", ¢(3,1)))

dlhufd.ave = spec.pgram(dlhufd, k, fast=F, log="no", detrend=F)
# Keresiink ismét legerésebb frekvencidt
which.max(dlhufd.ave$spec)
which.max(dlhufd.ave$spec[2:161])

# Majd ujra konfidencia intervallumot szerkesztiink
df = dlhufd.ave$df

U = qchisq(.025, df)

L = qchisq(.975, df)

dlhufd.ave$spec|[17]

df*dlhufd.ave$spec[17]/L

df*dlhufd.ave$spec[17]/U

# AR modellbdl becsiiliink paraméteresen spektrumot
dlhufd.arsp = spec.ar(dlhufd, log="no")

# A hdrom spektrum Osszehasonlitédsa

par(mfrow=c(3,1))

dlhufd.per = spec.pgram(dlhufd, fast=F, log="no", detrend=F)
dlhufd.ave = mvspec(dlhufd, k, fast=F, log="no", detrend=F)
dlhufd.arsp = spec.ar(dlhufd, log="no")
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Fiiggelék: Altaldnos matematikai alapok

4.6 Matrixaritmetika

Az A és B matrixok hasonldk, ha létezik P, amelyre

B=P AP

A hasonldsag ekvivalencia reldciét definial: ugyanaz a linedris transzforma-
cio, kiilénbo6z6 bézisban felirva.

Hasonlé métrixoknak ugyanaz a karakterisztius polinomja és ezért a sajdtartékei
és azok algebrai multiplicitdsa (azaz hanyszoros gyok a sajdtdrtek), tovabba a
nyoma.

Ugyanaz a sajatértékek geometriai multiplicitdsa (az egyes sajatértékekhez
tartozé sajat alterek dimenzidja).

Allitas: Ha A sajatértékei kiilonb6z6ek, akkor Q a jobboldali sajatvek-
torok matrixa invertalhato, és

Q7MAQ = (A).

(Itt és a késébbiekben (A) a sajdtértékekeket a megfelel algebrai multiplic-
itdsokkal tartalmazé diagondlis mdtrix.)
Bizonyités:

AQ =Q(A)

alapjdn nyilvdnvald.

Mivel a sajatértékek kozott lehetnek komplex konjugdalt parok, eléfordulhat,
hogy (A) és @ nem-valés, annak ellenére, hogy A valés elem{l matrix.

Mi torténik, ha van tobbszoros sajdtérték? Ilyenkor eléfordulhat, hogy @
invertdlhatd, és

Q7MAQ = (A),

vagyis nincs valtozds, az A matrix diagonalizdlhato.

Ha @ nem invertalhato, akkor is létezik egy J blokkdiagonédlis matrix, ami az
A Jordan-normal forméja, és ami hasonlé A-hoz Itt a transzformdacié matrixdban
(M) az tgynevezett altaldnositott sajatvektorok vannak, nem a sajdtvektorok.

M~YAM = J.

J1
Jo

Ik

62



Az i-edik sajétértékhez tartozé Jordan-blokk vagy egyelemii (\;), vagy az
alabbi alak:

Létezik redl Jordan normaélforma is. Egy komplex gyokpdrhoz tartozé redl
Jordan-blokk.

63



4.7 Linedris differencia egyenletek

Tekintsiik az aldbbi p-ed rendii egyvéltozés differencia egyenletet:
Tp = Q1TTp-1+ — — +QpTy_yp.
Legyen \; a kovetkezd polinom valés gyoke.
N — AP ap =0.

Ekkor tetszbleges A;-re
T = Az)\zl

megolddsa a differenciegyenletnek.
Ugyanis a hipotetikus megoldds alapjan

Al)\ZL = OélAi)\?il + - - —‘rOlpAi)\?_p.
Ha mindkét oldalt osztjuk A; A\ P-vel, akkor

P TP S

ami feltevés szerint igaz.
Minden megoldds eldallithatoé

W:pA-)\n
n 211

alakban. A p darab kezdeti feltétel meghatarozza az A; konstansokat.

Léthatéan 7, akkor és csakis akkor konvergdl, ha minden sajatérték abszolit
értékben kisebb, mint 1.

Amennyiben tobbszoros gyskok is eléfordulnak, illetve vannak komplex gyokpérok,
a stabilitéds feltétele mindig az, hogy a sajatértékek abszolut értéke 1-nél kisebb
legyen.

Létezik valés Jordan normélforma is.
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4.8 Linedris differencia egyenletek

Tekintsiik az aldbbi p-ed rendii egyvéltozés differencia egyenletet:
Tp = Q1TTp-1+ — — +QpTy_yp.
Legyen \; a kovetkez6 polinom valés gyoke.
NP — AP ap =0.

Ekkor tetszéleges A;-re
Ty = Al)\:l

megolddsa a differenciegyenletnek.
Ugyanis a hipotetikus megoldds alapjan

AN = g AN — — o AP
Ha mindkét oldalt osztjuk A; A\ P-vel, akkor

A= N — — ey,

ami feltevés szerint igaz.
Minden megoldds eldallithaté

T = iAZ)\;L

alakban. A p darab kezdeti feltétel meghatdrozza az A; konstansokat.

Léthatéan 7, akkor és csakis akkor konvergdl, ha minden sajatérték abszolit
értékben kisebb, mint 1.

Amennyiben tobbszoros gyokok is eléfordulnak, illetve vannak komplex gyokpérok,
a stabilitds feltétele mindig az, hogy a sajatértékek abszolut értéke 1-nél kisebb
legyen.

4.8.1 To6bbviltozés elsorendii linearis differenciaegyenlet

Ennek altaldanos alakja:

Xy= AXt_l.

Belathato, hogy nem sziikséges magasabbrend{i egyenletekkel foglalkozni.
Tekintsiink egy mdsodrendii differencia egyenletet:

Tt = Q1T4—1 + Q2Ty_2.
Vezessiink be 1j valtozdkat:
Yir = Xt

Y2t = Tt—1
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Yie = 01Y1e—1+ QY21

Y2t = Y1,t-1
Yie _ a1 a2 Yi—1
Y2t 1 0 o1’

Ennek a példdnak dltalanositasaként elsérendii, tobbvéltozés alakra hozhaté
minden magasabb rendii egyenlet, és egyenletrendszer.
A tobbbvéltozos kezddérték probléma

Xep1 = Axy

Xg adott.

Kiilonboz6 sajatértékek esetén a megoldas:

x:= Alxg.
Mivel létezik

M 'AM=17J
legyen

y =M !x.
Ebbol:

M lx, = M 1'Ax,_,
yr = MilAMYt—l
yi = Jy,
ye = Jyo.

Ha a gyokok abszolit értékben kisebbek 1-nél, akkor J? tart a 0-hoz, azaz a
rendszer aszimptotikusan stabil.

Az egyes gyokok kiilonboz6 kvalitativ viselkedéseket implikdlnak, de végiil a
legnagyobb abszolut értékii gyok hatdsa "gy6z".

Az altaldnos esetben a Jordan-formdkbdl levezethetd ugyanez a kvalitativ
eredmény.
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4.9 Késleltetési polinomok és inverziik

A késleltetési operator

Lxy = x4

sorozathoz sorozatot rendel.
Léteznek L hatvényai:

Létezik L~ operdtor, amelyre

L~ ! (th) = Tt
L~ 1 Ty = Tg41-
Ertelmezhetdk L véges polinomjai:

k
A(L)xt = + oziLixt.
i=1
A(L)xy = x4 + a1 Lay + ... + ap, L™ 2y
Péld4dul:

T+ oz +aoxyo=(1+a1 L+ a2L2)xt.

A késleltetési polinommal az 0sszes szokasos polinom miiveletet értelmezni
tudjuk (pl.polinomok szorzdsa vagy Osszeaddsa), és ugyanigy "léteznek" gyokei
is.

Kérdés: Mi a kiilonbség (1 — L?) és (1 — L)? kozott?

(1 — L2)£Ut = Tt — Tt—2
(1 — L)th = Tt — 2£Et_1 + Tp_o.
Tekintsiik a
yr = A(L)ze

egyenletet. (y; — t el8éllitjuk, mint x; polinomjat.) Megoldhaté-e ez, mint

Ail(L)yt = l't?

Azaz létezik-e A=1(L) polinom, amire A=*(L)A(L) = L° = 1. Ha igen,
akkor x4t is el6 tudjuk dllitani, mint y; polinomjét.
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Konnyen léthat6, hogy A~1(L) végtelen sok nem-0 egyiitthatéval kell ren-
delkezzen, vagyis véges polinom inverze biztosan végtelen polinom. Tehdt a poli-
nomok halmazat ki kell terjeszteni végtelen fokszdmu polinomokkal is. Azonban
nem értelmeziink tetszoéleges végtelen polinomokat. Itt feltessziik, hogy a végte-
len polinom egyiitthatéi négyzetesen tsszegezhetok.

B(L)=1+0biL+ ..+ b, L™ + .. = 1+ > 0Ly b < oo,
=0

Legyen 7; az A~'(L) megfelelé egyiitthatéja:

(1+a1L+ ... +anL™)(mol° + L+ ..ty L" 4 ...) = (1 4+ 0L+ ... + OL™ + ...).
Beldthatd, hogy teljesiil

Tp = _(alﬂ-nfl + - - +am7rn7m)

Mint lattuk a 7, sorozatra a konvergencia feltétel csak akkor teljesiil, ha a

N4 a X" Lt an,

polinom gyokei abszolit értékben kisebbek, mint 1.
Viszont ez ekvivalens azzal, hogy az

1+ a L' + ..+ a, L™

polinom gydkeinek abszolit értéke 1-nél nagyobb.

Ugyanis
A"+ NP+ 4a, = 0
1
(A +a AN T+ tan) = 0
I+ d 4+ +a, A = 0.

(Itt a A # 0 mindig teljesiil.)
Példa: a 1+ aL poliném inverzének kiszamitdsa.

T = 1
m*xl4+axl = 0,711 =—a
moxl—axa = 0,71'2:@2

T = (=1’

Példa: a 1 — aL polinom inverzének kiszamitdsa.
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Ty = 1

mxl—ax1l = 0,71 =a
moxl—a*xa = 0,7r2:a2
T = a’.

Példa: az 14-a;, L+as L2+ a3 L2 polinom inverze elsé négy elemének kiszdmit4sa.

Ty = 1
mta = 0,m=-a
2
o+ T *a1 +a2 = 0,7r2:—a2—|—a1

3
T3+ maxay + 7w kag +ag, M3 = —a3z+ ajax —aj + asaq.

Az exogén valtozos p-ed rendil differencia egyenlet felirhaté késleltetési poli-
nom alakban:

P
A(L)xy = (1 — ZaiLl)xt = fr,a, # 0.
i=1
A megoldéds pedig, mint

Ty = A(L)_lft.
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