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A DISZKR¶ET KIV¶ALASZT¶ASI MODELL BECSL¶ESE
COX-REGRESSZI¶OVAL1

HAJDU OTT¶O
BME GTK

1 Bevezet¶es

A tanulm¶any az MDC (multinomial discrete choice) kiv¶alaszt¶asi modell para-
m¶etereinek a standard pontbecsl¶esi elj¶ar¶asait tekinti ¶at egyfel}ol az eredm¶enyek
¶ertelmez¶es¶et illet}oen, m¶asfel}ol a modell gyakorlati alkalmaz¶as¶at seg¶³tend}o
azon esetre, mikor kÄozvetlenÄul m}ukÄod}o standard MDC programcsomag nem
¶all rendelkez¶esre.2 A probl¶ema klasszikus megold¶asa az irodalomban a t¶ul¶el¶esi
modellek egyik alapm¶odszer¶enek, az ¶un. Cox-regresszi¶onak a felhaszn¶al¶as¶a-
val tÄort¶enik, amelynek rugalmas, kontroll¶alhat¶o alkalmaz¶asa akkor is el}onyt
ny¶ujthat, ha egy¶ebk¶ent standard MDC program is rendelkez¶esre ¶all.3

Az MDC modellben egy I individuum (a dÄont¶est hoz¶o szem¶ely) g =
1; 2; . . . ; mI sz¶am¶u lehets¶eges alternat¶³va halmaz¶ab¶ol egyet biztosan, ¶es csak
egyet kiv¶alaszt. A v¶alaszt¶asi alternat¶³v¶ak sz¶ama individuumonk¶ent nem
szÄuks¶egszer}uen azonos. Nyilv¶anval¶o, hogy a kiv¶alaszt¶as eredm¶eny¶et mind
a dÄont¶eshoz¶o individu¶alis tulajdons¶agai, mind az alternat¶³va saj¶atoss¶agai
befoly¶asolj¶ak. A dÄont¶es kimenet¶et (eredm¶eny¶et) magyar¶az¶o v¶altoz¶ok teh¶at
egyfel}ol lehetnek individu¶alis jelleg}uek, m¶asfel}ol alternat¶³va-speci¯kusak . Az
el}obbieket x, az ut¶obbiakat Z jelÄoli a tanulm¶anyban. B¶ar a modell param¶e-
tereinek a becsl¶ese mindk¶et t¶³pus eset¶en a maximum likelihood (ML) elven
alapul, jelleg¶et tekintve kÄulÄonbÄozik x, vagy Z t¶³pus¶u magyar¶az¶o v¶altoz¶ok
haszn¶alata eset¶en. El}obb e k¶et almodell becsl¶es¶enek a kÄulÄonbÄoz}os¶ege kerÄul
t¶argyal¶asra. Ezt kÄovet}oen, mivel a re¶alis dÄont¶esi helyzet mind x, mind Z
egyidej}u ¯gyelembe v¶etel¶et (,,vegyes" modell alkalmaz¶as¶at) ig¶enyli, a becsl¶esi
elj¶ar¶ast az ¶altal¶anos, mindk¶et t¶³pust mag¶aban foglal¶o esetre is bemutatjuk.

Az alternat¶³va-speci¯kus magyar¶az¶o v¶altoz¶ok kezel¶ese, ¶es ¶³gy a ,,vegyes"
modell becsl¶ese standard m¶odon a statisztikai szoftverek tÄobbs¶eg¶eben kÄozvet-
lenÄul nem ¶erhet}o el. Ennek ok¶an a tanulm¶any |egy illusztrat¶³v p¶elda sz¶am-
szer}us¶³t¶es¶en ¶at| ¶utmutat¶ast ad arra vonatkoz¶oan, hogy a ,,vegyes" modell
adat¶allom¶any¶at milyen strukt¶ur¶aban kell rÄogz¶³teni (a modellt hogyan kell
param¶eterezni) annak ¶erdek¶eben, hogy param¶etereinek a becsl¶ese a standard
Cox-regresszi¶oval megoldhat¶ov¶a v¶aljon.

1Be¶erkezett: 2005. j¶unius 21. E-mail: ohajdu@finance.bme.hu
2P¶eld¶aul a Systat 11.0, vagy a SAS program szolg¶altat kÄozvetlenÄul h¶³vhat¶o MDC mo-

dult, viszont p¶eld¶aul az SPSS 13.0 programban az elj¶ar¶as csak kÄozvetetten oldhat¶o meg.
3L¶asd p¶eld¶aul Kuhfeld (2003), vagy a SAS program MDC ¶es QLIM elj¶ar¶asait.
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2 A polichotom logit modell esete

A polichotom (multinomi¶alis) logit modell (PL) akkor alkalmazand¶o, ha a
dÄont¶es diszkr¶et kimenet¶et (a kiv¶alaszt¶as eredm¶eny¶et) magyar¶az¶o v¶altoz¶o in-
dividu¶alis jelleg}u, ¶es az alternat¶³v¶ak kÄore mindenkire azonos: g = 1; 2; . . . ;m.
JelÄolje xI a dÄont¶est hoz¶o I individuum valamely jellemz}oj¶et: p¶eld¶ankban
az ¶eletkor¶at. Ekkor annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a v¶alaszthat¶o alternat¶³v¶ak
kÄozÄul ¶eppen a C 2 f1; 2; . . . ; mg alternat¶³v¶at v¶alasztja ki az I szem¶ely:

PCI =
PCIPm
g=1 PgI

=
PCI=PMIPm
g=1 PgI=PmI

=
oddsI(C : m)Pm
g=1 oddsI(g : m)

=
e®C+¯CxI

Pm
g=1 e®g+¯gxI

;

ahol az oddsI(C : m) val¶osz¶³n}us¶egar¶any annak az es¶elye, hogy az I szem¶ely a
C alternat¶³v¶at prefer¶alja az m referencia alternat¶³v¶aval szemben (oddsI(m :
m) = 1), ¶es az ln(odds) = logit mennyis¶eg a magyar¶az¶o v¶altoz¶o line¶aris
fÄuggv¶enye az ®m = ¯m = 0 megkÄot¶es mellett.

Ha a dÄont¶eshoz¶o el}ott csak k¶et alternat¶³va ¶all, akkor m = 2 mellett az
¶un. dichotom, vagy bin¶aris logit modellt kapjuk.

A modell szerint mind az ®g tengelymetszet, mind a ¯g parci¶alis regresszi-
¶os param¶eter alternat¶³va-speci¯kus, mikÄozben adott individuum xI jellemz}oje
ugyanaz b¶armely alternat¶³va eset¶en. L¶athat¶o, hogy m sz¶am¶u alternat¶³va
mellett a param¶eterek m¡ 1 sz¶am¶u kÄor¶et de¯ni¶aljuk. Ha az x v¶altoz¶o ¶ert¶eke
egys¶egnyit emelkedik, akkor a C : m viszonylat¶u odds az e¯C odds-ratio (OR)
faktorral szorz¶odik.

A regresszi¶os param¶etereket k¶ezenfekv}o a maximum likelihood (ML) m¶od-
szerrel becsÄulni. JelÄolje a C1; C2; . . . ; Cn minta I = 1; 2; . . . ; n individuum
meg¯gyelt, fÄuggetlen dÄont¶eseit: CI 2 f1; 2; . . . ; mg. A minta maxim¶aland¶o
likelihood fÄuggv¶enye:

L =
nY

I=1

mY

g=1

(PgI)
SgI ! max ;

ahol SgI = 1, ha a g alternat¶³v¶at az I szem¶ely kiv¶alasztotta, egy¶ebk¶ent
SgI = 0. A param¶eterek referencia-fÄugg}ok, a val¶osz¶³n}us¶egek viszont nem. A
val¶osz¶³n}us¶eget a

PCI =
1Pm

g=1 e(®g¡®C)+(¯g¡¯C)xI

form¶aban¶³rva l¶atszik, hogy a kÄulÄonf¶ele alternat¶³v¶ak kiv¶alaszt¶asi val¶osz¶³n}us¶egei
kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg adott x mellett csak a param¶eterek alternat¶³va-speci¯kus
jelleg¶eb}ol sz¶armazik.

Illusztrat¶³v p¶eld¶ankban I = 1; 2; . . . ; 21 szem¶elynek az utaz¶asuk m¶odj¶at il-
let}o v¶alaszt¶asait az ¶eletkorukkal magyar¶azzuk, tengelymetszet szerepeltet¶ese
mellett. A lehets¶eges h¶arom m¶od: aut¶o (A), repÄul}o (R) ¶es vonat (V ). A
h¶arom m¶od kÄozÄul egyet ¶es csak egyet v¶alaszt mindenki. A h¶arom m¶od mel-
lett v¶altoz¶onk¶ent rendre 2 koe±cienst (k¶et tengelymetszetet ¶es k¶et ¶eletkor-
meredeks¶eget) becslÄunk ¶ugy, hogy a vonat (V ) a referencia alternat¶³va. A
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koe±ciensek ML becsl¶eseit az 1. t¶abla, az adatokat ¶es az eredm¶enyeket pedig
a 2. t¶abla kÄozli. A t¶abl¶aban a ,,C" megnevez¶es}u oszlop az illet}o v¶alaszt¶asi
dÄont¶es¶et kÄozli, az SA, SR ¶es SV indik¶ator jelleg}u oszlopok pedig a dÄont¶es
statusa szerint veszik fel az 1, illetve a 0 ¶ert¶eket.

P¶eld¶aul az I = 1 egy¶en, aki egy¶ebk¶ent 32 ¶eves, a repÄul}os utat v¶alasztotta,
ez¶ert

odds(R=V j 32) = e2:7212¡0:05¢32 = 3:068 ;

majd a repÄul}os ¶ut kiv¶alaszt¶as¶anak a val¶osz¶³n}us¶ege

PR1 =
3:068

2:168 + 3:068 + 1
= 0:492 :

Ez a val¶osz¶³n}us¶eg b¶arkit, aki 32 ¶eves, egyÄontet}uen jellemez! Az ¶³gy sz¶am¶³tott
21 darab PC val¶osz¶³n}us¶eg L = 0:492¢0:483¢. . .¢0:421 szorzata a 2. t¶abl¶aban az
1. t¶abla koe±ciensei mellett maxim¶alis, a megfelel}o ¡2 lnL ,,goodness-of-¯t"
statisztika ¶ert¶eke pedig 42:18.4

V¶altoz¶o Koe±ciens
Aut¶o RepÄul}o Vonat

Tengelymetszet 3.0449 2.7212 0
¶Eletkor -0.0710 -0.0500 0

1. t¶abl¶azat. ML becsl¶es az ¶eletkor-koe±ciensekre

Meg¯gyel¶es (I) ¶Eletkor C SA SR SV oddsA oddsR oddsV PC
1 32 R 0 1 0 2.168 3.068 1 0.492
2 13 A 1 0 0 8.351 7.934 1 0.483

3 41 V 0 0 1 1.145 1.956 1 0.244
4 41 V 0 0 1 1.145 1.956 1 0.244
5 47 A 1 0 0 0.748 1.449 1 0.234
6 24 R 0 1 0 3.826 4.577 1 0.487
7 27 A 1 0 0 3.092 3.940 1 0.385
8 21 R 0 1 0 4.733 5.318 1 0.481
9 23 A 1 0 0 4.107 4.812 1 0.414
10 30 R 0 1 0 2.499 3.391 1 0.492
11 58 R 0 1 0 0.343 0.836 1 0.384
12 36 V 0 0 1 1.633 2.512 1 0.194

13 43 A 1 0 0 0.993 1.770 1 0.264
14 33 R 0 1 0 2.020 2.919 1 0.491
15 30 R 0 1 0 2.499 3.391 1 0.492
16 28 R 0 1 0 2.880 3.748 1 0.491
17 44 R 0 1 0 0.925 1.684 1 0.467
18 37 V 0 0 1 1.521 2.390 1 0.204
19 45 A 1 0 0 0.862 1.602 1 0.249
20 35 R 0 1 0 1.753 2.641 1 0.490
21 22 A 1 0 0 4.409 5.059 1 0.421

2. t¶abl¶azat. Utaz¶asi m¶od v¶alaszt¶asa adott ¶eletkor (¶ev) mellett

4A maxim¶al¶ast a param¶eterek tekintet¶eben |az 1{5. t¶abl¶ak eset¶en| a MS O±ce 2003
Excel-Solver modulj¶aval v¶egeztÄuk el. Ezzel pontbecsl¶est nyertÄunk a param¶eterekre.
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A fenti modell becsl¶ese statisztikai szoftverekben standard m¶odon, kÄozvet-
lenÄul el¶erhet}o ¶ugy, hogy 21 meg¯gyel¶es (case) mellett az ¶Eletkor a kovari¶ans
¶es C az eredm¶enyv¶altoz¶o.

Ha tÄobb, rendre x1; x2; . . . ; xk magyar¶az¶o v¶altoz¶ot tartalmaz a modell, ak-
kor a regresszi¶os param¶eterek kÄore is megfelel}oen b}ovÄul, de a modell l¶enyegileg
v¶altozatlan marad. P¶eld¶aul h¶arom magyar¶az¶o v¶altoz¶ot haszn¶alva (¶Eletkor,
JÄovedelem, Nem) h¶arom alternat¶³v¶ahoz a k¶et tengelymetszet mellett m¶eg 3¤
2 = 6 meredeks¶eget is becsÄulnÄunk kell. Ha pedig olyan nomin¶alis magyar¶az¶o
v¶altoz¶oval b}ov¶³tjÄuk a modellt, melynek kett}on¶el tÄobb kimenete van (lak¶ohely
szerint Budapest, TÄobbi v¶aros, KÄozs¶eg), akkor az indik¶ator v¶altoz¶ok sz¶ama
kett}ovel (B, Tv), a param¶eterek sz¶ama pedig 2 ¤ 2 = 4-gyel emelkedik. Mint
l¶athat¶o, a PL modell nem takar¶ekos a param¶eterekkel, ¶es a param¶eterek
¶ertelmez¶ese a mindenkori referencia alternat¶³va viszonylat¶at ig¶enyli.

3 A felt¶eteles logit modell esete

A felt¶eteles (conditional) logit modell (CL) akkor alkalmazand¶o, ha a dÄont¶es
kimenet¶et magyar¶az¶o v¶altoz¶o alternat¶³va-speci¯kus, annak valamely tulaj-
dons¶ag¶at ¶³rja le. JelÄolje Z az alternat¶³v¶ak egy jellemz}oj¶et: p¶eld¶ankban az
utaz¶as id}oig¶eny¶et. Meg¯gyel¶esÄunk most nem az individuumra, hanem az
Äosszes el}ofordul¶o ZgI (I = 1; 2; . . . ; n; g = 1; 2; . . . ; mI) utaz¶asi id}ore (¶or¶aban
m¶erve) ir¶anyul. A meg¯gyelt eseteket az individuumok n sz¶am¶u r¶etegre
bontj¶ak, ¶es adott r¶etegen belÄul egy alternat¶³va kiv¶alaszt¶asra kerÄul, a tÄobbi
nem.

A 21 ¤ 3 = 63 meg¯gyel¶est (esetet) 21 r¶etegre bontva a 3. t¶abla tartal-
mazza. Az egyes alternat¶³v¶ak id}oig¶eny¶et adott individuum eset¶en az AI ,
RI ¶es V I oszlopok azonos¶³tj¶ak, de magyar¶az¶o v¶altoz¶onk csak egy van, az
utaz¶as id}oig¶enye . Valamennyi esetet szeml¶elve a dÄont¶es kimenet¶et bin¶arisan
k¶odoljuk: SgI = 1, ha a g alternat¶³va kiv¶alaszt¶asra kerÄult az I r¶etegben,
¶es SgI = 0, ha nem. Az eredm¶enyv¶altoz¶o megfelel}o r¶etegzett ¶ert¶eke teh¶at:
SgI . A kiv¶alaszt¶as el}orejelz¶ese ¶³gy egy r¶etegzett, dichotom logit modell alka-
lmaz¶as¶ara vezetett. E modell param¶etere alternat¶³va-fÄuggetlen, glob¶alis, min-
den meg¯gyel¶esre egyform¶an ¶erv¶enyes. E param¶eterek becsl¶ese a CL modell
speci¶alis alkalmaz¶as¶aval val¶os¶³that¶o meg.

A CL modell l¶enyeg¶et seg¶³t megvil¶ag¶³tani, ha el}obb kÄulÄon az I = 1 in-
dividuumot (r¶eteget) tekintjÄuk, aki a repÄul}ot v¶alasztotta, teh¶at eset¶eben a
h¶aromelem}u bin¶aris dÄont¶esi szekvencia: dR = [0; 1; 0]. Ennek likelihoodja a
dichotom logit modell alapj¶an:

LRI =
1

1 + e®+µZAI
¢ e®+µZRI

1 + e®+µZRI
¢ 1

1 + e®+µZV I
;

ahol ® ¶es µ glob¶alis param¶eterek. A dÄont¶eshoz¶o azonban v¶alaszthatott volna
m¶ask¶eppen is. Ragaszkodva ahhoz, hogy csak egy alternat¶³v¶at v¶alaszthat,
a tov¶abbi lehet}os¶egei rendre a dA = [1; 0; 0] ¶es a dV = [0; 0; 1] szekvenci¶ak,



A diszkr¶et kiv¶alaszt¶asi modell becsl¶ese Cox-regresszi¶oval 117

melyek likelihoodjai rendre:

LAI =
e®+µZAI

1 + e®+µZAI
¢ 1

1 + e®+µZRI
¢ 1

1 + e®+µZV I
;

LV I =
1

1 + e®+µZAI
¢ 1

1 + e®+µZRI
¢ e®+µZV I

1 + e®+µZV I
:

Ezek birtok¶aban a C 2 fA;R; V g alternat¶³va kiv¶alaszt¶as¶anak a felt¶eteles
val¶osz¶³n}us¶ege az I egy¶en eset¶eben a megfelel}o likelihood statisztikai megosz-
l¶asa a h¶arom likelihood Äosszeg¶eben, ¶altal¶aban pedig:

PCI =
LCIPmI

g=1 LgI
=

eµZCI

PmI

g=1 eµZgI
=

1PmI

g=1 eµ(ZgI¡ZCI)
:

VegyÄuk ¶eszre, hogy a likelihoodok kÄozÄos nevez}oje ¶es a glob¶alis tengely-
metszet elimin¶al¶odik a val¶osz¶³n}us¶egb}ol, ez¶ert szerepeltet¶esÄuk fÄolÄosleges.5 A
magyar¶az¶o v¶altoz¶o egys¶egnyi abszol¶ut nÄovekm¶eny¶enek a kiv¶alaszt¶asi val¶o-
sz¶³n}us¶egre gyakorolt hat¶asa a magyar¶az¶o Z v¶altoz¶o alternat¶³v¶ak kÄozÄotti in-
gadoz¶as¶at¶ol fÄugg, ¶es konstans.

V¶egÄul a µ param¶eter tekintet¶eben maxim¶aland¶o likelihood a r¶etegen belÄuli
kiv¶alaszt¶asi val¶osz¶³n}us¶egek szorzata:

L =
nY

I=1

mIY

g=1

(PgI)
SgI ! max :

Az egyetlen v¶altoz¶onkhoz tartoz¶o µ param¶eter ML becsl¶ese µ̂ = ¡0:26549.
¶Igy az I = 1 egy¶en eset¶en a repÄul}os ¶ut kiv¶alaszt¶as¶anak a val¶osz¶³n}us¶ege:

PRI =
0:303

0:07 + 0:303 + 0:062
= 0:697 :

Az ily m¶odon kalkul¶alt 21 darab PC val¶osz¶³n}us¶eg L szorzata a 3. t¶abl¶aban a
fenti koe±ciens mellett maxim¶alis, ¶es a ¡2 lnL statisztika ¶ert¶eke 33:629.

Ha tÄobb, rendre Z1; Z2; . . . ; Zq magyar¶az¶o v¶altoz¶ot tartalmaz a modell,
akkor a regresszi¶os param¶eterek kÄore is megfelel}oen b}ovÄul.

5A felt¶eteles logit PCI val¶osz¶³n}us¶eg¶enek a nevez}oje az¶ert tartalmaz annyi Äosszeadand¶ot,
ah¶any alternat¶³va van, mert az individuum csak egy alternat¶³v¶at v¶alaszthat ki, ¶³gy az
egy darab 1 Äosszes permut¶aci¶oinak a sz¶ama megegyezik az alternat¶³v¶ak sz¶am¶aval. Ha
h¶aromn¶al tÄobb alternat¶³va kÄozÄul egyn¶el tÄobbet is v¶alaszthatunk, p¶eld¶aul kett}ot, akkor az
Äosszes olyan permut¶aci¶ok sz¶ama melyek a szekvenci¶aban k¶et helyen tartalmaznak 1 ¶ert¶eket,
m¶ar megsokszoroz¶odik.
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R¶eteg (I) AI RI VI SA SR SV eµAI eµRI eµV I PC
1 10 4.5 10.5 0 1 0 0.070 0.303 0.062 0.697
2 5.5 4 7.5 1 0 0 0.232 0.346 0.137 0.325

3 4.5 6 5.5 0 0 1 0.303 0.203 0.232 0.314
4 3.5 2 5 0 0 1 0.395 0.588 0.265 0.212
5 1.5 4.5 4 1 0 0 0.671 0.303 0.346 0.509
6 10.5 3 10.5 0 1 0 0.062 0.451 0.062 0.786
7 7 3 9 1 0 0 0.156 0.451 0.092 0.223
8 9 3.5 9 0 1 0 0.092 0.395 0.092 0.683
9 4 5 5.5 1 0 0 0.346 0.265 0.232 0.410
10 22 4.5 22.5 0 1 0 0.003 0.303 0.003 0.982
11 7.5 5.5 10 0 1 0 0.137 0.232 0.070 0.529
12 11.5 3.5 11.5 0 0 1 0.047 0.395 0.047 0.096

13 3.5 4.5 4.5 1 0 0 0.395 0.303 0.303 0.395
14 12 3 11 0 1 0 0.041 0.451 0.054 0.826
15 18 5.5 20 0 1 0 0.008 0.232 0.005 0.946
16 23 5.5 21.5 0 1 0 0.002 0.232 0.003 0.977
17 4 3 4.5 0 1 0 0.346 0.451 0.303 0.410
18 5 2.5 7 0 0 1 0.265 0.515 0.156 0.167
19 3.5 2 7 1 0 0 0.395 0.588 0.156 0.347
20 12.5 3.5 15.5 0 1 0 0.036 0.395 0.016 0.883
21 1.5 4 2 1 0 0 0.671 0.346 0.588 0.418

3. t¶abl¶azat. Utaz¶asi m¶od v¶alaszt¶asa az utaz¶asi id}o (¶ora) fÄuggv¶eny¶eben

4 A ,,vegyes" modell alkalmaz¶asa

A val¶os¶agh}u alkalmaz¶as mind a v¶alaszt¶o individuum, mind a v¶alasztand¶o
alternat¶³va jegyeit ¯gyelembe veszi. Ekkor a C alternat¶³va I egy¶en ¶altal val¶o
kiv¶alaszt¶as¶anak a val¶osz¶³n}us¶ege:

PCI =
e®C+¯CxI+µZCI

Pm
g=1 e®g+¯gxI+µZgI

j ®m = ¯m = 0 :

A ML becsl¶essel nyert koe±cienseket a 4. t¶abla kÄozli, melyekre az 5. t¶abl¶aban
foglalt 21 db PC val¶osz¶³n}us¶eg szorzata maxim¶alis: a ¡2 lnL statisztika ¶ert¶eke
27:46433.

V¶altoz¶o Koe±ciens
Glob¶alis Aut¶o RepÄul}o Vonat

Tengelymetszet 2.5007 -2.7792 0
¶Eletkor -0.07830 0.0169 0
Utaz¶asi id}o -0.6085

4. t¶abl¶azat. A vegyes modell ML koe±ciensei
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2:5 + ¡2:779 +
I AI RI V I Kor C ¡:078Kor + :017Kor + ¡:608V I PC

¡:608AI ¡:608RI
1 10 4.5 10.5 32 R ¡6:089 ¡4:975 ¡6:389 0.636
2 5.5 4 7.5 13 A ¡1:864 ¡4:993 ¡4:564 0.900
3 4.5 6 5.5 41 V ¡3:446 ¡5:735 ¡3:347 0.501
4 3.5 2 5 41 V ¡2:838 ¡3:301 ¡3:042 0.333
5 1.5 4.5 4 47 A ¡2:090 ¡4:721 ¡2:434 0.561
6 10.5 3 10.5 24 R ¡5:766 ¡4:197 ¡6:389 0.757
7 7 3 9 27 A ¡3:871 ¡4:147 ¡5:476 0.510
8 9 3.5 9 21 R ¡4:619 ¡4:553 ¡5:476 0.428
9 4 5 5.5 23 A ¡1:733 ¡5:431 ¡3:347 0.817
10 22 4.5 22.5 30 R ¡13:233 ¡5:009 ¡13:691 0.999
11 7.5 5.5 10 58 R ¡6:602 ¡5:143 ¡6:085 0.616

12 11.5 3.5 11.5 36 V ¡7:314 ¡4:299 ¡6:997 0.060
13 3.5 4.5 4.5 43 A ¡2:994 ¡4:788 ¡2:738 0.407
14 12 3 11 33 R ¡7:384 ¡4:045 ¡6:693 0.904
15 18 5.5 20 30 R ¡10:799 ¡5:618 ¡12:169 0.993
16 23 5.5 21.5 28 R ¡13:685 ¡5:652 ¡13:082 0.999
17 4 3 4.5 44 R ¡3:377 ¡3:858 ¡2:738 0.176
18 5 2.5 7 37 V ¡3:437 ¡3:673 ¡4:259 0.197
19 3.5 2 7 45 A ¡3:151 ¡3:234 ¡4:259 0.444
20 12.5 3.5 15.5 35 R ¡7:844 ¡4:316 ¡9:431 0.966
21 1.5 4 2 22 A ¡0:134 ¡4:840 ¡1:217 0.742

5. t¶abl¶azat. Utaz¶asi m¶od v¶alaszt¶asa az ¶eletkor (¶ev) ¶es az utaz¶asi id}o (¶ora) fÄuggv¶eny¶eben

A vegyes modellben annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy az I = 1 szem¶ely a
repÄul}os utat v¶alasztja:

PR1 =
e¡4:975

e¡6:089 + e¡4:975 + e¡6:389
= 0:636 :

Mint l¶athat¶o, a vegyes modell individu¶alis v¶altoz¶oj¶anak param¶etere alter-
nat¶³va-speci¯kus, m¶³g az alternat¶³va-speci¯kus v¶altoz¶o param¶etere glob¶alis.
Ez neh¶ezs¶eget okoz akkor, ha szimult¶an becsl¶esÄukre (az alkalmazott statiszti-
kai szoftver adotts¶aga miatt) a polichotom logit m¶odszer ¶es a felt¶eteles logit
m¶odszer csak szepar¶altan h¶³vhat¶o fel. K¶ezenfekv}o megold¶as az individu¶alis
v¶altoz¶ot is globaliz¶alni.

5 A vegyes modell glob¶alis param¶eterez¶ese

TekintsÄuk az i = 1; 2; . . . ; nm egyedi v¶alaszt¶asi (utaz¶asi) lehet}os¶egeket, me-
lyeket az individuumok n r¶etegbe sorolnak. De¯ni¶aljuk az X glob¶alis v¶altoz¶o
¶ert¶ekeit az Xi (i = 1; 2; . . . ; nm) m¶odon, ahol i egy (g; I) p¶aros¶³t¶ast k¶epvisel.
Azonos¶³tsa tov¶abb¶a a Dg glob¶alis indik¶ator v¶altoz¶o 1 ¶ert¶ekkel a g alternat¶³v¶at,

¶ert¶eke egy¶ebk¶ent 0. ¶Igy, az indik¶ator v¶altoz¶ok felhaszn¶al¶as¶aval X hat¶asa a
kiv¶alaszt¶asra a °0 +°1Xi modell szerint alakul, ahol a ° glob¶alis param¶eterek
alternat¶³vafÄugg}ok, az al¶abbiaknak megfelel}oen:

°0 =
mX

g=1

®gDg ; °1 =
mX

g=1

¯gDg ; (®m = ¯m = 0) :
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¶Igy a glob¶alis X v¶altoz¶o line¶aris hat¶asa:
mX

g=1

®gDg +
mX

g=1

¯g(DgXi) :

Alkoss¶ak most a Z v¶altoz¶ok kÄor¶et egyfel}ol az eredetileg is Z jelleg}u v¶altoz¶o,
m¶asfel}ol az alternat¶³v¶at azonos¶³t¶o Dg v¶altoz¶ok, v¶egÄul ezen indik¶ator v¶alto-
z¶oknak az X v¶altoz¶oval vett Dg ¤ X = DgX interakci¶oi. A C utaz¶asi m¶od
kiv¶alaszt¶as¶anak a val¶osz¶³n}us¶ege az I individuum ¶altal (az ¶eletkort ¶es az utaz¶as
idej¶et egyidej}uleg ¯gyelembe v¶eve):

PCI =
e®CDC+¯C(DCXCI)+µZCI

Pm
g=1 e®gDg+¯g(DgXgI)+µZgI

(®m = ¯m = 0) ;

ahol a param¶eterek becsl¶ese a felt¶eteles likelihood maxim¶al¶as¶at ig¶enyli.
A fenti m¶odon de¯ni¶alt, p¶eldabeni adatainkat a 6. t¶abla ¶³rja le. E strukt¶u-

r¶aban adott individuum v¶alaszt¶asi halmaza egy Äon¶all¶o r¶eteget (strata) alkot,
melyen belÄul mindegyik alternat¶³va egy Äon¶all¶o meg¯gyel¶est (sort) ig¶enyel. Az
adat¶allom¶anyban a sorok sz¶ama 21 ¤ 3 = 63, a r¶etegek sz¶ama 21, ¶es mind-
egyik r¶eteg 3 alternat¶³v¶at tartalmaz. Az S indik¶ator v¶altoz¶o azt jelzi, hogy
az alternat¶³va kiv¶alaszt¶asra kerÄult vagy sem. A DA ¶es DR indik¶ator v¶altoz¶ok
rendre az ,,aut¶os" ¶es a ,,repÄul}os" utat azonos¶³tj¶ak, mikÄozben a ,,vonatutaz¶as"
a referencia alternat¶³va. (A t oszlop tartalma a kÄovetkez}o fejezetben kerÄul
de¯ni¶al¶asra.)

Ha a param¶eterbecsl¶eshez felt¶eteles maximum likelihood program nem
¶all rendelkez¶esre, akkor a probl¶ema t¶ul¶el¶esi modellk¶ent val¶o megfogalmaz¶asa
ny¶ujt megfelel}o eredm¶enyt. Ennek sor¶an minden kiv¶alaszt¶ast mint bekÄovet-
kezett esem¶enyt, a ki nem v¶alaszt¶asokat pedig mint k¶es}obb bekÄovetkezend}o
esem¶enyeket kezeljÄuk, majd az ,,esem¶enyig" tart¶o id}otartam alakul¶as¶at mo-
dellezzÄuk magyar¶az¶o v¶altoz¶ok ismerete mellett.

Ennek egyik eszkÄoze a Cox -regresszi¶o, mely speci¶alis kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott
a CL modell megold¶as¶at ny¶ujtja (Kuhfeld (2003)).

I M¶od Id}o Kor S t DA DR DA ¤Kor DR ¤Kor
1 A 10.0 32 0 2 1 0 32 0
1 R 4.5 32 1 1 0 1 0 32
1 V 10.5 32 0 2 0 0 0 0
2 A 5.5 13 1 1 1 0 13 0
2 R 4.0 13 0 2 0 1 0 13
2 V 7.5 13 0 2 0 0 0 0
3 A 4.5 41 0 2 1 0 41 0
3 R 6.0 41 0 2 0 1 0 41
3 V 5.5 41 1 1 0 0 0 0
4 A 3.5 41 0 2 1 0 41 0
4 R 2.0 41 0 2 0 1 0 41
4 V 5.0 41 1 1 0 0 0 0
5 A 1.5 47 1 1 1 0 47 0
5 R 4.5 47 0 2 0 1 0 47
5 V 4.0 47 0 2 0 0 0 0

6. t¶abl¶azat. Vegyes modell interakci¶okkal
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I M¶od Id}o Kor S t DA DR DA ¤Kor DR ¤Kor
6 A 10.5 24 0 2 1 0 24 0
6 R 3.0 24 1 1 0 1 0 24
6 V 10.5 24 0 2 0 0 0 0
7 A 7.0 27 1 1 1 0 27 0
7 R 3.0 27 0 2 0 1 0 27
7 V 9.0 27 0 2 0 0 0 0
8 A 9.0 21 0 2 1 0 21 0
8 R 3.5 21 1 1 0 1 0 21
8 V 9.0 21 0 2 0 0 0 0
9 A 4.0 23 1 1 1 0 23 0
9 R 5.0 23 0 2 0 1 0 23
9 V 5.5 23 0 2 0 0 0 0
10 A 22.0 30 0 2 1 0 30 0
10 R 4.5 30 1 1 0 1 0 30
10 V 22.5 30 0 2 0 0 0 0
11 A 7.5 58 0 2 1 0 58 0
11 R 5.5 58 1 1 0 1 0 58
11 V 10.0 58 0 2 0 0 0 0
12 A 11.5 36 0 2 1 0 36 0
12 R 3.5 36 0 2 0 1 0 36
12 V 11.5 36 1 1 0 0 0 0
13 A 3.5 43 1 1 1 0 43 0
13 R 4.5 43 0 2 0 1 0 43
13 V 4.5 43 0 2 0 0 0 0
14 A 12.0 33 0 2 1 0 33 0
14 R 3.0 33 1 1 0 1 0 33
14 V 11.0 33 0 2 0 0 0 0
15 A 18.0 30 0 2 1 0 30 0
15 R 5.5 30 1 1 0 1 0 30
15 V 20.0 30 0 2 0 0 0 0
16 A 23.0 28 0 2 1 0 28 0
16 R 5.5 28 1 1 0 1 0 28
16 V 21.5 28 0 2 0 0 0 0
17 A 4.0 44 0 2 1 0 44 0
17 R 3.0 44 1 1 0 1 0 44
17 V 4.5 44 0 2 0 0 0 0

18 A 5.0 37 0 2 1 0 37 0
18 R 2.5 37 0 2 0 1 0 37
18 V 7.0 37 1 1 0 0 0 0

19 A 3.5 45 1 1 1 0 45 0
19 R 2.0 45 0 2 0 1 0 45
19 V 7.0 45 0 2 0 0 0 0

20 A 12.5 35 0 2 1 0 35 0
20 R 3.5 35 1 1 0 1 0 35
20 V 15.5 35 0 2 0 0 0 0
21 A 1.5 22 1 1 1 0 22 0
21 R 4.0 22 0 2 0 1 0 22
21 V 2.0 22 0 2 0 0 0 0

6. t¶abl¶azat. Vegyes modell interakci¶okkal (folyt.)

6 A Cox-regresszi¶o: ,,proportional hazards"

JelÄolje t a vizsg¶alt ,,esem¶eny" bekÄovetkez¶es¶eig a meg¯gyel¶es (folyamat) kez-
det¶et}ol eltelt id}o hossz¶at: ,,event time". E peri¶odus v¶altoz¶o id}otartam¶at a
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modell szerint a Z1, Z2, . . . magyar¶az¶o v¶altoz¶ok szintjei indokolj¶ak, ¶es tj a
meg¯gyelt id}otartamok nÄovekv}o rangsor¶aban a j-edik, mikÄozben fj annak a
gyakoris¶aga, hogy tj eltelt id}o mellett a vizsg¶alt esem¶enyt h¶anyszor ¶eszleltÄuk:6

t1(f1) < t2(f2) < . . . < tj(fj) < . . . tk(fk) :

Ha egy individuum |akin¶el a folyamat m¶ar elindult, de| valami ok folyt¶an
kikerÄul a meg¯gyel¶esi kÄorb}ol az esem¶eny bekÄovetkez¶ese n¶elkÄul , akkor az il-
let}o meg¯gyel¶est cenzor¶alt (censored) esetk¶ent kezeljÄuk. JelÄolje tov¶abb¶a Rj

mindazon indexek ¶altal alkotott kock¶azati csoportot, akik kÄozvetlen a tj id}ot
megel}oz}oleg ki vannak t¶eve az esem¶eny kock¶azat¶anak. E kock¶azati kÄorben az
,,event time" legal¶abb tj , ¶es a tj mellett cenzor¶alt esetek tagjai e kock¶azati
csoportnak. Ekkor annak felt¶eteles val¶osz¶³n}us¶ege, hogy valamely individuum
meg¶eli a tj id}ot, de ut¶ana az esem¶eny rÄogtÄon bekÄovetkezik, nem m¶as, mint a
,,hazard-ratio" megoszl¶asa:

PZ =
e¯T Z

P
l2Rj

e¯T Zl
:

E val¶osz¶³n}us¶egek szorzata valamennyi t id}ore (s¶ulyozottan fel¶³rva) a Breslow-
f¶ele likelihood fÄuggv¶enyt adja:

L(¯) =
kY

j=1

e¯T Z+
j

³P
l2Rj

e¯T Zl

´fj
! max ;

ahol Z+
j a megfelel}o magyar¶az¶o v¶altoz¶o Äosszegz¶es¶et jelÄoli mindazokra, akikn¶el

az esem¶eny a tj id}opontban bekÄovetkezett. (A s¶ulyozatlan eset, mikor fj = 1
minden j-re, speci¶alisan a Cox-f¶ele parci¶alis likelihood fÄuggv¶enyt eredm¶enyezi.)
Ha a minta I = 1; 2; . . . ; n r¶etegre van bontva, akkor a Breslow-likelihood
egyszer}uen a r¶etegen belÄuli likelihoodok szorzata:

L(¯) =
nY

I=1

LI(¯) :

Ahhoz, hogy a Breslow-likelihood a felt¶eteles logit likelihoodj¶aval ekvivalens
legyen, az al¶abbiak szÄuks¶egesek:

1. A meg¯gyel¶eseket az individuumok szerinti r¶etegekre (strata) bontjuk,

2. a kiv¶alasztott C alternat¶³v¶ahoz a status v¶altoz¶oban S = 1 (event)
¶ert¶eket, a ki nem v¶alasztott alternat¶³v¶akhoz pedig az S = 0 (censored)
¶ert¶eket rendeljÄuk,

3. a kiv¶alasztott C alternat¶³v¶ahoz mindig t = 1 ,,event time", a ki nem
v¶alasztott alternat¶³v¶akhoz pedig egy nagyobb (k¶es}obbi), de egyÄontet}uen
t = 2 ,,censored time" ¶ert¶eket rendelÄunk,

6A t¶ul¶el¶esi modell n¶eh¶any alapfogalm¶at l¶asd a FÄuggel¶ekben!
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4. mivel a diszkr¶et kiv¶alaszt¶asi modellben a ,,t" v¶altoz¶o adott ¶ert¶eke szÄuk-
s¶egszer}uen tÄobbszÄor fordul el}o, ez¶ert ha e kÄot¶esek (ties) kezel¶es¶ere az al-
kalmazott szoftverben opcion¶alisan m¶as t¶³pus is v¶alaszthat¶o (l¶asd SAS),
akkor kifejezetten a Breslow-likelihood v¶alasztand¶o.

A 6. t¶abla adataira a Cox-regresszi¶ot alkalmazva visszakapjuk a kor¶abban
m¶ar megismert (Excel-Solver) megold¶asokat, az al¶abbiak szerint:

1. r¶etegk¶epz}o ,,strata" v¶altoz¶o: ,,Individuum",

2. a ,,status" v¶altoz¶o: S,

3. az ,,event time" v¶altoz¶o: t,

4. a kovari¶ansok: Utaz¶asi id}o, DA, DR, DA ¤ Kor, DR ¤ Kor.

A (B) pontbecsl¶esek mellett aszimptotikus standard hib¶akat (SE), par-
ci¶alis Wald-statisztik¶akat, szigni¯kancia-¶ert¶ekeket, exp(B) ,,hazard-ratio" ¶er-
t¶ekeket ¶es 95%-os kon¯dencia intervallumokat is nyerÄunk. Az SPSS program-
mal kapott eredm¶enyeket a 7. t¶abla kÄozli.

Eszerint 5 sz¶azal¶ekos szigni¯kancia szinten csak az utaz¶as id}otartama hat
szigni¯k¶ansan a v¶alaszt¶asra. Tov¶abbmenve, ha az utaz¶as 1 ¶or¶aval tov¶abb tart,
akkor a k¶erd¶eses utaz¶asi m¶od kiv¶alaszt¶as¶anak az es¶elye 100¢(1¡0:544) = 45:6
sz¶azal¶ekkal csÄokken. A tÄobbi param¶eter tesztel¶ese ¶es az exp(B) ,,hazard-
ratio" ¶ertelmez¶ese anal¶og.

Az el}oz}oekben modellenk¶ent rendre kÄozÄoltÄuk a Likelihood Ratio t¶³pus¶u
goodness-of-¯t statisztik¶ak ¡2 lnL ¶ert¶ekeit. A h¶aromf¶ele modell ¶ugy ¶³t¶elend}o
meg, hogy a tÄok¶eletesen illeszked}o szatur¶alt modell eset¶en ¡2 lnL = 0, m¶³g a
kovari¶anst nem tartalmaz¶o ,,intercept only" ¶un. null-modell eset¶en ¡2 lnL =
46:142. E hat¶arok kÄozÄott az egyes v¶altoz¶ok l¶ep¶esenk¶enti szelekt¶al¶as¶ara is
lehet}os¶eg ny¶³lik, melynek eredm¶enyeit a 8. t¶abla kÄozli.

V¶altoz¶o B SE Wald df p-value exp(B) Lower Upper

Utaz¶asi id}o -.608 .271 5.031 1 .025 .544 .320 .926
DA 2.501 2.396 1.089 1 .297 12.191 .111 1334.724
DR -2.779 3.529 .620 1 .431 .062 .000 62.686
DA ¤Kor -.078 .063 1.527 1 .217 .925 .817 1.047
DR ¤Kor .017 .074 .052 1 .820 1.017 .879 1.177

7. t¶abl¶azat. A vegyes modell param¶eterbecsl¶ese a Cox-regresszi¶ob¶ol

Bevont v¶altoz¶o ¡2 lnL Chi2 df p-value Chi2 v¶altoz¶as df p-value
1.: Utaz¶asi id}o 33.629 11.988 1 .001 12.513 1 0.000
2.: DR 30.284 13.522 2 .001 3.345 1 0.067
3.: DR ¤Kor 29.266 13.940 3 .003 1.018 1 0.313
4.: DA ¤Kor 28.739 13.966 4 .007 0.527 1 0.468
5.: DA 27.464 15.361 5 .009 1.274 1 0.259

8. t¶abl¶azat. A likelihood-ar¶any javul¶asa v¶altoz¶or¶ol v¶altoz¶ora
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Els}o l¶ep¶esben csak az Utaz¶asi id}o, az utols¶o l¶ep¶esben pedig mind az Äot
magyar¶az¶o v¶altoz¶o a modellben szerepel. A null -modellt}ol val¶o elt¶avolod¶ast
m¶er}o Chi2 statisztika m¶eg a legb}ovebb modellt is szigni¯k¶ansnak ¶³t¶eli 1%-
os szinten, b¶ar a df szabads¶agi fok a modell komplexit¶as¶anak nÄoveked¶es¶evel
gyorsabban n}ott, mint ahogy a ¡2 lnL c¶elfÄuggv¶eny csÄokkent. A Chi2 l¶ep¶e-
senk¶enti v¶altoz¶as¶at tesztelve l¶atszik, hogy az utols¶o h¶arom l¶ep¶esben bevont
t¶enyez}o modellb}ol val¶o kihagy¶asa megfontoland¶o.

7 FÄuggetlens¶eg az irrelev¶ans alternat¶³v¶akt¶ol

Az eddigi modellek mindegyike azon a feltev¶esen alapult, hogy az alter-
nat¶³v¶ak v¶alaszt¶asa fÄuggetlen egym¶ast¶ol: ,,Independence from Irrelevant Al-
ternatives" (IIA). Ez alatt az ¶ertend}o, hogy adott meg¯gyel¶esre b¶armely k¶et
alternat¶³va kiv¶alaszt¶asi val¶osz¶³n}us¶eg¶enek az egym¶ashoz val¶o OR (odds-ratio)
ar¶anya fÄuggetlen b¶armely m¶as alternat¶³v¶at¶ol. E feltev¶es lehet helyt¶all¶o, lehet
irre¶alis, viszont fenntart¶asa vagy elvet¶ese statisztikai tesztet ig¶enyel.

EsetÄunkben az utaz¶asi m¶odok ¶es az utaz¶asi id}ok kÄolcsÄonhat¶asai (inter-
akci¶oi) valamint az utaz¶asi m¶odok egym¶as kÄozti kapcsolatainak az utaz¶asi
id}ore gyakorolt hat¶asa vizsg¶alhat¶o.

Az alternat¶³v¶ak ¶es id}oig¶enyeik interakci¶oit megfogalmaz¶o modell

m¡1X

g=1

®gDg +
mX

g=1

µgDgZ ;

melyet tov¶abb b}ov¶³tve alternat¶³vakÄozi interakci¶ok hozz¶aad¶as¶aval

m¡1X

g=1

®gDg +
mX

g=1

µgDgZ +
mX

g=2

±gDgZg¡1 + ±1D1Zm

ad¶odik. L¶athat¶oan az alternat¶³v¶ak kÄozÄotti kapcsolatok tesztel¶es¶et most a
szomsz¶edos alternat¶³v¶ak vizsg¶alat¶ara egyszer}us¶³tettÄuk. A k¶et egym¶asba ¶a-
gyazott modell kÄozÄotti v¶alaszt¶as a param¶eterek egy csoportj¶ara vonatkoz¶o
hipot¶ezis tesztel¶es¶et ig¶enyli:

±1 = ±2 = . . . = ±m = 0 :

Az ¶ujonnan bevezetett magyar¶az¶o v¶altoz¶okat |a kor¶abban de¯ni¶alt v¶alto-
z¶okkal egyÄutt| a 9. t¶abla tartalmazza. P¶eld¶aul DR¤AI a repÄul}os alternat¶³va
indik¶ator v¶altoz¶oj¶anak ¶es az aut¶oval val¶o utaz¶asi id}onek a szorzata (repÄul}on
utazva tart addig az ¶ut, mint egy¶ebk¶ent aut¶on). Az eredm¶enyeket a t¶agabb,
meg nem szor¶³tott modellre a 10. t¶abla , a sz}uk¶³tett modellre pedig a 11. t¶abla
tartalmazza.

A k¶et modell kÄulÄonbs¶ege a ¡2 lnL statisztika tekintet¶eben 27:153¡24:781 =
2:372, mely df = 3 szabads¶agi fok mellett nem szigni¯k¶ans (a k¶et modell 3
param¶eterben kÄulÄonbÄozik). A h¶arom alternat¶³vakÄozi hat¶assal tÄort¶en}o b}ov¶³t¶es
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teh¶at nem jav¶³tja jelent}osen a likelihood krit¶eriumot, ¶³gy az egy¶eb alternat¶³-
v¶akt¶ol val¶o fÄuggetlens¶eg hipot¶ezise jelen minta eset¶en fenntarthat¶o.

Felh¶³vjuk a ¯gyelmet v¶egÄul, hogy a Cox-regresszi¶o (Breslow-likelihood) al-
kalmaz¶asa a kiv¶alaszt¶onak megengedi, hogy v¶alaszt¶asi halmaz¶ab¶ol egyidej}uleg
ne csak egy, hanem tÄobb alternat¶³v¶at is kiv¶alasszon: adott individuum mel-
lett ennek megfelel}oen jelenik meg tÄobbszÄor a status v¶altoz¶o S = 1 ¶ert¶ekkel,
t = 1 ,,event time" ¶ert¶ek mellett.

I M¶od UI S t DA DR DV DAUI DRUI DV UI DRAI DV RI DAV I
1 A 10.0 N 2 1 0 0 10.0 .0 .0 .0 .0 10.5
1 R 4.5 I 1 0 1 0 .0 4.5 .0 10.0 .0 .0
1 V 10.5 N 2 0 0 1 .0 .0 10.5 .0 4.5 .0
2 A 5.5 I 1 1 0 0 5.5 .0 .0 .0 .0 7.5
2 R 4.0 N 2 0 1 0 .0 4.0 .0 5.5 .0 .0
2 V 7.5 N 2 0 0 1 .0 .0 7.5 .0 4.0 .0
3 A 4.5 N 2 1 0 0 4.5 .0 .0 .0 .0 5.5
3 R 6.0 N 2 0 1 0 .0 6.0 .0 4.5 .0 .0
3 V 5.5 I 1 0 0 1 .0 .0 5.5 .0 6.0 .0
4 A 3.5 N 2 1 0 0 3.5 .0 .0 .0 .0 5.0
4 R 2.0 N 2 0 1 0 .0 2.0 .0 3.5 .0 .0
4 V 5.0 I 1 0 0 1 .0 .0 5.0 .0 2.0 .0

5 A 1.5 I 1 1 0 0 1.5 .0 .0 .0 .0 4.0
5 R 4.5 N 2 0 1 0 .0 4.5 .0 1.5 .0 .0
5 V 4.0 N 2 0 0 1 .0 .0 4.0 .0 4.5 .0

6 A 10.5 N 2 1 0 0 10.5 .0 .0 .0 .0 10.5
6 R 3.0 I 1 0 1 0 .0 3.0 .0 10.5 .0 .0
6 V 10.5 N 2 0 0 1 .0 .0 10.5 .0 3.0 .0

7 A 7.0 I 1 1 0 0 7.0 .0 .0 .0 .0 9.0
7 R 3.0 N 2 0 1 0 .0 3.0 .0 7.0 .0 .0
7 V 9.0 N 2 0 0 1 .0 .0 9.0 .0 3.0 .0
8 A 9.0 N 2 1 0 0 9.0 .0 .0 .0 .0 9.0
8 R 3.5 I 1 0 1 0 .0 3.5 .0 9.0 .0 .0
8 V 9.0 N 2 0 0 1 .0 .0 9.0 .0 3.5 .0
9 A 4.0 I 1 1 0 0 4.0 .0 .0 .0 .0 5.5
9 R 5.0 N 2 0 1 0 .0 5.0 .0 4.0 .0 .0
9 V 5.5 N 2 0 0 1 .0 .0 5.5 .0 5.0 .0
10 A 22.0 N 2 1 0 0 22.0 .0 .0 .0 .0 22.5
10 R 4.5 I 1 0 1 0 .0 4.5 .0 22.0 .0 .0
10 V 22.5 N 2 0 0 1 .0 .0 22.5 .0 4.5 .0
11 A 7.5 N 2 1 0 0 7.5 .0 .0 .0 .0 10.0
11 R 5.5 I 1 0 1 0 .0 5.5 .0 7.5 .0 .0
11 V 10.0 N 2 0 0 1 .0 .0 10.0 .0 5.5 .0
12 A 11.5 N 2 1 0 0 11.5 .0 .0 .0 .0 11.5
12 R 3.5 N 2 0 1 0 .0 3.5 .0 11.5 .0 .0
12 V 11.5 I 1 0 0 1 .0 .0 11.5 .0 3.5 .0
13 A 3.5 I 1 1 0 0 3.5 .0 .0 .0 .0 4.5
13 R 4.5 N 2 0 1 0 .0 4.5 .0 3.5 .0 .0
13 V 4.5 N 2 0 0 1 .0 .0 4.5 .0 4.5 .0
14 A 12.0 N 2 1 0 0 12.0 .0 .0 .0 .0 11.0
14 R 3.0 I 1 0 1 0 .0 3.0 .0 12.0 .0 .0
14 V 11.0 N 2 0 0 1 .0 .0 11.0 .0 3.0 .0

9. t¶abl¶azat. Irrelev¶ans alternat¶³v¶ak fÄuggetlens¶egvizsg¶alata
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I M¶od UI S t DA DR DV DAUI DRUI DV UI DRAI DV RI DAV I
15 A 18.0 N 2 1 0 0 18.0 .0 .0 .0 .0 20.0
15 R 5.5 I 1 0 1 0 .0 5.5 .0 18.0 .0 .0
15 V 20.0 N 2 0 0 1 .0 .0 20.0 .0 5.5 .0
16 A 23.0 N 2 1 0 0 23.0 .0 .0 .0 .0 21.5
16 R 5.5 I 1 0 1 0 .0 5.5 .0 23.0 .0 .0
16 V 21.5 N 2 0 0 1 .0 .0 21.5 .0 5.5 .0
17 A 4.0 N 2 1 0 0 4.0 .0 .0 .0 .0 4.5
17 R 3.0 I 1 0 1 0 .0 3.0 .0 4.0 .0 .0
17 V 4.5 N 2 0 0 1 .0 .0 4.5 .0 3.0 .0
18 A 5.0 N 2 1 0 0 5.0 .0 .0 .0 .0 7.0
18 R 2.5 N 2 0 1 0 .0 2.5 .0 5.0 .0 .0
18 V 7.0 I 1 0 0 1 .0 .0 7.0 .0 2.5 .0
19 A 3.5 I 1 1 0 0 3.5 .0 .0 .0 .0 7.0
19 R 2.0 N 2 0 1 0 .0 2.0 .0 3.5 .0 .0
19 V 7.0 N 2 0 0 1 .0 .0 7.0 .0 2.0 .0
20 A 12.5 N 2 1 0 0 12.5 .0 .0 .0 .0 15.5
20 R 3.5 I 1 0 1 0 .0 3.5 .0 12.5 .0 .0
20 V 15.5 N 2 0 0 1 .0 .0 15.5 .0 3.5 .0
21 A 1.5 I 1 1 0 0 1.5 .0 .0 .0 .0 2.0
21 R 4.0 N 2 0 1 0 .0 4.0 .0 1.5 .0 .0
21 V 2.0 N 2 0 0 1 .0 .0 2.0 .0 4.0 .0

9. t¶abl¶azat. Irrelev¶ans alternat¶³v¶ak fÄuggetlens¶egvizsg¶alata (folyt.)

V¶altoz¶o B SE Wald df p-value exp(B)
DA -0.738 3.059 0.058 1 0.809 0.478

DR -3.624 3.480 1.084 1 0.298 0.027
DA ¤ UI -2.234 1.899 1.384 1 0.239 0.107
DR ¤ UI -0.101 0.686 0.022 1 0.883 0.904
DV ¤ UI 0.098 0.701 0.019 1 0.889 1.103
DR ¤AI 0.445 0.686 0.421 1 0.517 1.560
DV ¤ RI -0.532 0.635 0.703 1 0.402 0.587
DA ¤ V I 1.663 1.512 1.210 1 0.271 5.275

-2 Log Likelihood=24.781

10. t¶abl¶azat. Az alternat¶³v¶ak kereszthat¶asai

V¶altoz¶o B SE Wald df p-value exp(B)

DA 1.716 1.805 0.904 1 0.342 5.561
DR -3.601 3.306 1.187 1 0.276 0.027

DA ¤ UI -0.795 0.363 4.795 1 0.029 0.451
DR ¤ UI 0.122 0.590 0.043 1 0.837 1.129
DV ¤ UI -0.422 0.257 2.687 1 0.101 0.656

-2 Log Likelihood=27.153

11. t¶abl¶azat. Reduk¶alt modell alternat¶³va-kÄozi interakci¶ok n¶elkÄul

8 FÄuggel¶ek

A t¶ul¶el¶esi ,,survival" fÄuggv¶eny (t, T : id}o)

S(t) = Pr(T ¸ t) = 1 ¡ F (t) ;
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a ,,hazard rate" fÄuggv¶eny:

h(t) = lim
¢t!0

Pr(t · T · t + ¢t j T ¸ t)

¢t
=

f(t)

S(t)
;

Cox-,,proportional hazards":

h(t j x) =
f(t j x)

S(t j x)
= h0(t)e

xT ¯ ;

ahol h0(t) a ,,base-line hazard", ¶es a r¶etegzett ,,hazard" fÄuggv¶eny:

hg(t j x) = h0g(t)e
xT ¯ :

9 ÄOsszefoglal¶as

A tanulm¶any a diszkr¶et kiv¶alaszt¶asi modell param¶eterbecsl¶es¶enek a mik¶entj¶et
mutatja be illusztrat¶³v p¶eld¶an att¶ol fÄugg}oen, hogy csak az individuum, csak
az alternat¶³v¶ak, vagy mindkett}o jegyeire egyidej}uleg ¶all rendelkez¶esre infor-
m¶aci¶o. Az individu¶alis v¶altoz¶o megfelel}o ¶ert¶ek¶et valamennyi dÄont¶eshez hoz-
z¶arendelve, e globaliz¶alt v¶altoz¶o param¶etere kÄozÄos modellben becsÄulhet}o az
alternat¶³va-speci¯kus v¶altoz¶o egy¶ebk¶ent is glob¶alis param¶eter¶evel. Az elj¶ar¶as
felt¶eteles likelihood maxim¶al¶as¶at ig¶enyli, mely a standard Cox-regresszi¶ora
visszavezethet}o. A tanulm¶any ennek el}onyeire ir¶any¶³tja a ¯gyelmet. A Cox-
regresszi¶o alkalmaz¶asa r¶ev¶en mintav¶eteli kÄovetkeztet¶esekre, modellszelekci¶ora
is lehet}os¶eg ny¶³lik, tov¶abb¶a vizsg¶alhat¶o az IIA (independence from irrelevant
alternatives) hipot¶ezis, az alternat¶³v¶akhoz kÄot}od}o interakci¶ok param¶etereinek
szepar¶alt, vagy csoportos tesztel¶es¶evel.
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PARAMETER ESTIMATION FOR MULTINOMIAL DISCRETE CHOICE

MODEL USING COX-REGRESSION

Considering the so-called ,,multinomial discrete choice" model the focus of this
paper is on the estimation problem of the parameters. Especially, the basic question
arises how to carry out the point and interval estimation of the parameters when
the model is mixed i.e. includes both individual and choice-speci¯c explanatory
variables while a standard MDC computer program is not available for use. The
basic idea behind the solution is the use of the Cox-proportional hazards method of
survival analysis which is available in any standard statistical package and provided
a data structure satisfying certain special requirements it yields the MDC solutions
desired. The paper describes the features of the data set to be analysed.


