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A DALANG{MORTON{WILLINGER T¶ETEL1

MEDVEGYEV P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozatban rÄoviden megvizsg¶aljuk a Dalang{Morton{Willinger t¶etel bi-
zony¶³t¶as¶at ¶es r¶amutatunk arra, hogy a v¶eges ¶allapott¶erre, illetve a tetsz}oleges
¶allapott¶erre kimondott t¶etelek azonoss¶aga a sztochasztikus konvergencia sa-
j¶atos ¶es n¶emik¶eppen meglep}o tulajdons¶agai miatt esnek egybe.

1 Bevezet¶es

A matematikai p¶enzÄugyek tal¶an legszebb ¶all¶³t¶asa, a Dalang{Morton{Willinger
t¶etel szerint v¶eges ¶es diszkr¶et id}ohorizont eset¶en a nincs arbitr¶azs tulajdons¶ag
szÄuks¶eges ¶es elegend}o felt¶etele annak, hogy l¶etezzen ekvivalens marting¶al
m¶ert¶ek. A t¶etel tÄobb szempontb¶ol is ¯gyelmrem¶elt¶o: egyr¶eszt rendk¶³vÄul
eleg¶ans, m¶asr¶eszt v¶egs}o soron a leg¶altal¶anosabb ilyen ir¶any¶u ¶all¶³t¶as, ugya-
nis a t¶etelben szerepl}o egyetlen l¶enyegi megkÄot¶es, a lehets¶eges id}opontok
v¶egess¶eg¶enek megkÄot¶ese, nem ejthet}o el. Ugyancsak ¶erdekes, hogy a t¶etel
szÄulet¶esekor az eredeti bizony¶³t¶as meglehet}osen bonyolult volt. Jellemz}o a
helyzetre, hogy az egy¶ebk¶ent k¶³v¶al¶o [4] kÄonyv els}o kiad¶asa nem adja meg
a t¶etel bizony¶³t¶as¶at ¶es a kÄozÄolt bizony¶³t¶as v¶azlat sok mindennek mondhat¶o,
csak megvil¶ag¶³t¶onak vagy ¶ertelmezhet}onek nem. Hogyan lehet az, hogy egy
ilyen egyszer}u ¶es eleg¶ans t¶etelnek ilyen bonyolult legyen a bizony¶³t¶asa? Nem
meglep}o, hogy evvel a k¶erd¶essel ¶es a t¶etel bizony¶³t¶as¶aval, pontosabban annak
egyszer}us¶³t¶es¶evel, a terÄulet legjobbjai foglalkoztak [2,13]. Sz¶amos pr¶ob¶alkoz¶as
ut¶an az ¶attÄor¶est a [8] dolgozat hozta. A dolgozatban a szerz}ok egy igen rÄovid
¶es eleg¶ans bizony¶³t¶ast adtak a t¶etelre. Ugyanakkor feltehet}oen ,,sportot"
csin¶altak abb¶ol, hogy a bizony¶³t¶ast lerÄovid¶³ts¶ek ¶es a kÄozÄolt gondolatmenet en-
nek kÄovetkezt¶eben v¶azlatos ¶es n¶emik¶eppen hom¶alyos. Ennek kÄovetkezt¶eben
p¶eld¶aul az [5] vagy a [6] sz¶amos ponton jelent}osen elt¶er az eredeti gondo-
latmenett}ol, ¶es meg¶³t¶el¶esem szerint tov¶abbra is t¶ulbonyol¶³tja a bizony¶³t¶ast.

A Dalang{Morton{Willinger t¶etel, illetve bizony¶³t¶as¶anak legf}obb saj¶atos-
s¶aga, hogy szinte majdnem azonos a j¶oval egyszer}ubb, id}onk¶ent Harrison{
Pliska t¶etelnek is mondott elemi ¶all¶³t¶as igazol¶as¶aval, amikor a lehets¶eges
kimenetelek tere v¶eges [7]. A k¶et ¶all¶³t¶as igazol¶asa kÄozÄotti elt¶er¶es nagyr¶eszt a
t¶etelben szerepl}o felt¶etelekb}ol ered, ugyanis a Dalang{Morton{Willinger t¶etel
indokl¶as¶aban, az ¶all¶³t¶as term¶eszet¶eb}ol ered}oen, n¶eh¶any elemi m¶ert¶ekelm¶eleti
megfontol¶as nem kerÄulhet}o el. A jelen dolgozat f}o mondanival¶oja, hogy a

1Szeretn¶ek kÄoszÄonetet mondani Badics Tam¶asnak, R¶asonyi Mikl¶osnak ¶es a dolgozat
ismeretlen b¶³r¶al¶oj¶anak a dolgozat ¯gyelmes elovas¶as¶a¶ert ¶es a seg¶³t}ok¶esz megjegyz¶eseik¶ert.
Be¶erkezett: 2006. febru¶ar 4. E-mail: medvegyev@math.bke.hu.
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k¶et ¶all¶³t¶as kÄozÄotti anal¶ogia a v¶eges dimenzi¶os terek ¶es az Äosszes val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶okat tartalmaz¶o ¶ugynevezett L0 t¶er kÄozÄotti meglep}o hasonl¶os¶agokra
vezethet}o vissza.

2 A t¶etel kimond¶asa

FeltesszÄuk, hogy az olvas¶o ismeri az eszkÄoz¶araz¶assal kapcsolatos legfontosabb
fogalmakat, v.Äo. [11], ¶es csak a t¶etel rÄovid ¶es v¶azlatos ismertet¶es¶ere szor¶³t-

kozunk. Legyen (;A;P) egy ¶altal¶anos val¶osz¶³n}us¶egi mez}o ¶es F = (Ft)
T
t=0

v¶eges id}o horizont¶u, de minden m¶as szempontb¶ol tetsz}oleges ¯ltr¶aci¶o. Legyen
(S (t))T

t=0 tetsz}oleges m-dimenzi¶os F-adapt¶alt folyamat. Mik¶ent kÄozismert,
az adapt¶alts¶ag csak annyit jelent, hogy minden t-re az S (t) vektor ¶ert¶ek}u
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o Ft-m¶erhet}o. VezessÄuk be az

R
±
=

(
H : H =

TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

)

halmazt, ahol µ az el}orejelezhet}o strat¶egi¶akon fut keresztÄul, vagyis ahol a
µ (t) minden t-re Ft¡1-m¶erhet}o. Az R az S (t) ¶arfolyamok megv¶altoz¶as¶ab¶ol
sz¶armaz¶o lehets¶eges ¶arfolyamnyeres¶egek halmaza. Az anal¶³zisben megszokott
m¶odon L0

+ jelÄolje a nem negat¶³v val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok halmaz¶at. VezessÄuk
be az

A
±
= R ¡ L0

+ ;

valamint a cl (A) halmazokat, ahol a lez¶ar¶as a sztochasztikus konvergenci¶aban
¶ertend}o, ¶es az A de¯n¶³ci¶oj¶aban a kivon¶as jel a komplexus kivon¶ast jelent.
Diszkr¶et, v¶eges id}ohorizont eset¶en az ¶ugynevezett eszkÄoz¶araz¶as els}o alapt¶ete-
l¶enek leg¶altal¶anosabb alakja a kÄovetkez}o:

T¶etel 1 (Dalang{Morton{Willinger). A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok ekvivalensek:

1. A \ L0
+ = f0g :

2. A \ L0
+ = f0g ¶es A = cl (A) :

3. cl (A) \ L0
+ = f0g :

4. Megadhat¶o olyan Q val¶osz¶³n}us¶eg, amely ekvivalens az eredeti P val¶osz¶³-
n}us¶egi m¶ert¶ekkel, amelyre a dQ=dP Radon{Nikodym deriv¶alt korl¶atos,
¶es amely mellett az S m-dimenzi¶os marting¶al.

¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy a t¶etelben szerepl}o els}o ¶all¶³t¶as azt jelenti,
hogy nincsen olyan (µ (t))T

t=1 el}orejelezhet}o strat¶egia, amelyre

TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t) ¸ 0

¶es egy pozit¶³v m¶ert¶ek}u halmazon az egyenl}otlens¶eg szigor¶u. M¶ask¶eppen fo-
galmazva az els}o ¶all¶³t¶as szerint nincsen arbitr¶azs.
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3 Az L0 t¶er elemi tulajdons¶agai

Eml¶ekeztetÄunk, hogy az L0 (;F ;P) t¶eren egy adott F ¾-algebr¶ara m¶erhet}o
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok halmaz¶at ¶ertjÄuk. A tov¶abbiakban az (; F ;P) pa-
ram¶etert elhagyjuk, ¶es a valamivel egyszer}ubb L0 jelÄol¶est fogjuk haszn¶alni.
A val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat a szok¶asos m¶odon a P val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek sze-
rint ekvivalencia oszt¶alyokba soroljuk. Az L0 t¶eren a konvergenci¶at a szto-
chasztikus konvergencia de¯ni¶alja. Eml¶ekeztetÄunk, hogy a sztochasztikus
konvergencia metriz¶alhat¶o, ¶³gy az L0 r¶eszhalmazainak z¶arts¶ag¶at elegend}o
szekvenci¶alis okoskod¶assal igazolni, vagyis egy Z µ L0 halmaz pontosan
akkor z¶art, ha minden a Z halmazb¶ol vett konvergens sorozat hat¶ar¶ert¶eke
is a Z halmazban van. A sztochasztikus konvergencia alapvet}oen fontos
tulajdons¶aga, amely a k¶es}obbi gondolatmenet alapj¶aul szolg¶al, hogy min-
den sztochasztikusan konvergens sorozat tartalmaz egy majdnem mindenhol
konvergens r¶eszsorozatot, illetve, hogy a majdnem mindenhol val¶o konver-
genci¶ab¶ol kÄovetkezik a sztochasztikus konvergencia [10]. Ennek megfelel}oen
egy Z µ L0 halmaz pontosan akkor z¶art, ha a Z-b}ol vett minden majdnem
mindenhol konvergens sorozatnak a hat¶ar¶ert¶eke is Z-be esik. M¶ask¶eppen
fogalmazva az L0 t¶erben a z¶arts¶agot szekvenci¶alis gondolatmenettel tudjuk
igazolni, mikÄozben az egy¶ebk¶ent nem metriz¶alhat¶o majdnem mindenhol val¶o
konvergenci¶at2 haszn¶aljuk. Az L0 t¶er sz¶amunkra kulcs tulajdons¶ag¶at a kÄo-
vetkez}o kompakts¶agi lemma tartalmazza [8]:

Lemma 2. Legyen (´n) IRm ¶ert¶ek}u m¶erhet}o fÄuggv¶enyek sorozata ¶es tegyÄuk
fel, hogy a sorozat minden kimenetelre korl¶atos. Ekkor megadhat¶o olyan (¾k)
eg¶esz ¶ert¶ek}u, szigor¶uan monoton nÄov}o, m¶erhet}o fÄuggv¶enyekb}ol ¶all¶o sorozat,
amelyre az (´¾k

) sorozat minden kimenetelre konvergens. M¶asr¶eszr}ol, ha
supn k´nk = 1; akkor van olyan (¾k) eg¶esz ¶ert¶ek}u, szigor¶uan monoton nÄov}o,
m¶erhet}o fÄuggv¶enyekb}ol ¶all¶o sorozat, amelyre limk!1 k´¾kk = 1 minden
kimenetelre.

Bizony¶³t¶as. VegyÄuk ¶eszre, hogy a Bolzano{Weierstrass t¶etel miatt a ki-
menetelenk¶enti korl¶atoss¶ag miatt minden ! eset¶en trivi¶alisan tal¶alhat¶o olyan
(¾k (!)) szigor¶uan monoton nÄoveked}o sorozat, amelyre az

¡
´¾k(!) (!)

¢
sorozat

konvergens. A l¶enyeges ¶eszrev¶etel, hogy a ¾k indexsorozat m¶erhet}onek v¶a-
laszthat¶o. Legyen el}oszÄor (´n) skal¶ar ¶ert¶ek}u sorozat. A felt¶etel szerint az

´1
±
= lim infn ´n minden kimenetelre l¶etezik ¶es v¶eges. Az (´n) m¶erhet}os¶ege

miatt az ´1 is m¶erhet}o. Legyen ¾0
±
= 0; ¶es vezessÄuk be a

¾k
±
= inf

½
n > ¾k¡1 : j´n ¡ ´1j · 1

k

¾

fÄuggv¶enyeket. Elemi megfontol¶asokkal azonnal bel¶athat¶o, hogy a ¾k minden
k-ra m¶erhet}o, illetve ´¾k

! ´1. KÄovetkez¶esk¶eppen a lemma ¶all¶³t¶asa ilyenkor
teljesÄul. TÄobbdimenzi¶os esetben el}oszÄor az els}o koordin¶at¶ahoz k¶esz¶³tsÄuk el a

2¶Erdemes megjegyezni, b¶ar ennek nincsen jelent}os¶ege, hogy a majdnem mindenhol val¶o
konvergencia nem is topologiz¶alhat¶o.
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r¶eszsorozatot, majd a m¶ar megritk¶³tott sororozat m¶asodik koordin¶at¶aj¶ahoz
keressÄuk meg a konvergenci¶at biztos¶³t¶o indexsorozatot. Az elj¶ar¶ast egym¶as
ut¶an az Äosszes koordin¶at¶akra megism¶etelve a (¾k) indexsorozatot egyszer}u,
v¶eges l¶ep¶esb}ol ¶all¶o iter¶aci¶oval megkaphatjuk. Az ¶all¶³t¶as m¶asodik fel¶enek in-
dokl¶as¶ahoz elegend}o a

¾k
±
= inf fn > ¾k¡1 : k´nk ¸ kg

sorozatot venni.
2

A lemma kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye, hogy a v¶eges sz¶am¶u elem ¶altal gener¶alt
k¶upok z¶arts¶ag¶ara vonatkoz¶o kÄozismert t¶etel ¶atvihet}o v¶eges dimenzi¶os terekb}ol
az L0 (F ;P) t¶erbe.

Lemma 3. Legyenek f1; f2; . . . ; fm tetsz}oleges valamely A ¾-algebra szerint
m¶erhet}o fÄuggv¶enyek. TegyÄuk fel, hogy F µ A ¶es tekintsÄuk az

L
±
=

(
f : f =

mX

i=1

fi'i; 'i 2 L0 (F ;P)

)

line¶aris teret. Az L az L0 (A;P) z¶art altere.

Bizony¶³t¶as. VegyÄunk egy ln 2 L sorozatot, ¶es tegyÄuk fel, hogy ln ! l1,
ahol a konvergenci¶an a majdnem mindenhol val¶o konvergenci¶at ¶ertjÄuk. Az
ln 2 L felt¶etelb}ol meg kell mutatnunk, hogy l1 2 L. Vektor jelÄol¶esre ¶att¶erve
az L de¯n¶³ci¶oja szerint

ln
±
= (g; yn) ;

ahol g
±
= (f1; f2; . . . ; fm) ¶es yn

±
=

³
'(n)

1 ; '(n)
2 ; . . . ; '(n)

m

´
valamint minden n-re

az yn F-m¶erhet}o. VegyÄuk ¶eszre, hogy a bizony¶³t¶as neh¶ezs¶ege puszt¶an abb¶ol
¶all, hogy az (ln) konvergenci¶aj¶ab¶ol nem kÄovetkezik az (yn) konvergenci¶aja3.
Ugyancsak vegyÄuk ¶eszre, hogy elegend}o bel¶atni, hogy az (yn) sorozatnak
van az els}o lemma ¶ertelm¶eben konvergens r¶eszsorozata, ugyanis ha alkalmas
r¶eszsorozatra y¾k ! y1, akkor az y1 F-m¶erhet}o, ugyanis a lemma ¶altal
biztos¶³tott (y¾k

) r¶eszsorozat tagjai F-m¶erhet}oek, ¶es

(g; y¾k
) ! (g; y1) = l1 :

A konvergens r¶eszsorozat l¶etez¶es¶ehez elegend}o bel¶atni, hogy az (yn) sorozat
megv¶alaszthat¶o ¶ugy, hogy a sorozat majdnem minden kimenetelre pontonk¶ent
korl¶atos. Legyen 1 az  azon r¶eszhalmaza, ahol ez nem teljesÄul. Mivel (yk)
F-m¶erhet}o ez¶ert 1 szint¶en F-m¶erhet}o. A r¶eszsorozat megkonstru¶al¶as¶anak
c¶elj¶ab¶ol az 1 halmazon

ln (!) = (g (!) ; yn (!))

3¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy pontosan ez a probl¶ema l¶ep fel akkor, amikor a v¶eges
dimenzi¶os terekben azt kell igazolni, hogy minden v¶eges k¶up, vagy egy alt¶er z¶art. Az
al¶abbi bizony¶³t¶as ezen az igen fontos ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶anak kÄozismert Äotlet¶ere ¶epÄul.



A Dalang{Morton{Willinger t¶etel 37

egyenl}os¶eget osszuk v¶egig az kyn (!)k sorozattal:

ln (!)

kyn (!)k =

µ
g (!) ;

yn (!)

kyn (!)k

¶
:

Az (yn (!) =kyn (!)k) sorozat korl¶atos,¶³gy az el}oz}o lemma szerint van m¶erhet}o
m¶odon indexelt konvergens r¶eszsorozata. Term¶eszetesen el}ofordulhat, hogy
a kiv¶alasztott r¶eszsorozat bizonyos kimenetelekre korl¶atos. Ezen kimenetelek
halmaza ism¶etelten F-m¶erhet}o. Ezeket a kimeneteleket tÄorÄoljÄuk az 1 hal-
mazb¶ol, ¶es t¶erjÄunk ¶at a lemma m¶asodik fel¶eben szerepl}o r¶eszsorozatra. A meg-
maradt kimenetelekre ky¾n

(!)k ! 1. Erre a r¶eszsorozatra az 1-halmazon

l¾n(!)

ky¾n
(!)k ! 0 ;

ugyanis a sz¶aml¶al¶o konvergens, a nevez}o pedig v¶egtelenbe tart. Az 1 2 F
halmazon ez azt jelenti, hogy van egy olyan v¶altoz¶o, nevezetesen u1, amely
F-m¶erhet}o ¶es amelyre

(g (!) ; u1 (!)) = 0; ! 2 1 :

Az u1 (!) 2 IRm vektor egys¶egnyi hossz¶u vektorok hat¶ar¶ert¶eke, ¶³gy nem
lehet azonosan nulla egyetlen ! 2 1 eset¶en sem. ¶Igy minden ! 2 1-re az

g (!)
±
= (f1 (!) ; f2 (!) ; . . . ; fm (!))

egyik koordin¶at¶aja, term¶eszetesen minden !-ra m¶as ¶es m¶as, kifejezhet}o a tÄob-
bi seg¶³ts¶eg¶evel. A l¶enyeges gondolat az, hogy amikor a g valamelyik koordin¶a-
t¶aj¶at 1-en kifejezzÄuk a tÄobbivel, a s¶ulyok F-m¶erhet}oek. A kifejt¶eseket az

l¾n
(!) = (g (!) ; y¾n

(!))

egyenl}os¶egbe visszahelyettes¶³tve feltehet}o, hogy az 1 halmazon minden !-ra
az y¾n(!) s¶ulyok kÄozÄul csak m ¡ 1 s¶uly nem nulla, mikÄozben az 1 komple-
menter¶en az y¾n korl¶atos ¶es az ! 7! y¾n(!) (!) fÄuggv¶enyek F-m¶erhet}oek. Ha
az ¶³gy kapott s¶ulyok halmaza m¶eg mindig nem korl¶atos, akkor az elj¶ar¶ast
megism¶eteljÄuk. Vagyis l¶etezik egy 2 µ 1 pozit¶³v m¶ert¶ek}u halmaz, amely-
hez m¶ar van olyan (y¾N ) r¶eszsorozat, amely az 2 komplementer¶en korl¶atos
¶es amelynek az 2-Äon m¶ar legfeljebb m ¡ 2 koordin¶at¶aja nem nulla. Utols¶o
l¶ep¶esk¶ent m¶ar csak egyetlen koordin¶ata marad, vagyis feltehet}o p¶eld¶aul, hogy

ln = f1'
(n)
1 :

Ilyenkor a '
(n)
1 (!) csak akkor lehet nem korl¶atos, ha az f1 (!) nulla. Ha m

jelÄoli azt az F-m¶erhet}o halmazt, ahol az
³
'

(n)
1

´
nem korl¶atos, akkor a

³
'

(n)
1

´

sorozat helyett a
³
'(n)

1 Âc
m

´
sorozatot v¶eve a (yn) sorozat F-m¶erhet}o marad

¶es korl¶atos lesz. Mivel az elj¶ar¶as v¶eges l¶ep¶esben befejez}odik, ez¶ert feltehet}o,
hogy az (yn) sorozat korl¶atos, amivel az L z¶arts¶ag¶at igazoltuk.

2



38 Medvegyev P¶eter

A nincsen arbitr¶azs felt¶etel a kÄovetkez}o lemm¶aban j¶atszik szerepet:

Lemma 4. JelÄolje L0
+ (A;P) az el}oz}o lemm¶aban szerepl}o A ¾-algebr¶an nem

negat¶³v v¶altoz¶ok halmaz¶at. Ha az el}oz}o lemm¶aban szerepl}o L alt¶erre

L \ L0
+ (A;P) = f0g ;

akkor az
A

±
= L ¡ L0

+ (A;P)

k¶up z¶art az L0 (A;P) t¶erben.

Bizony¶³t¶as. A lemma bizony¶³t¶asa az el}oz}o lemma bizony¶³t¶as¶anak ¶erte-
lemszer}u m¶odos¶³t¶as¶aval kaphat¶o. Az ln

±
= (g; yn) egyenl}os¶eg helyett az

an
±
= (g; yn) ¡ rn

egyenl}os¶egb}ol kell kiindulni, ahol rn ¸ 0. A v¶egigoszt¶as, illetve a konvergens
r¶eszsorozatra val¶o ¶att¶er¶es ut¶an az (r¾n

=ky¾n
(!)k) sorozat szÄuks¶egszer}uen

konvergens ¶es az  el}oz}o lemm¶aban szerepl}o megfelel}o m r¶eszhalmaz¶an
¶erv¶enyes az

0 = (g; y1) ¡ r1; r1 ¸ 0

felbont¶as, ahol ¶ertelemszer}uen r1 jelÄoli az (r¾n= ky¾n (!)k) sorozat hat¶ar¶er-
t¶ek¶et. ¶Ertelemszer}uen

(g; y1Âk) = r1Âk :

Ebb}ol, felhaszn¶alva, hogy az y1Âm v¶altoz¶o F-m¶erhet}o az L \ L0
+ (A;P) =

f0g felt¶etel miatt r1Âm = 0, amib}ol az ¶all¶³t¶as indokl¶asa az el}oz}o lemma
gondolatmenet¶et megism¶etelve m¶ar evidens.

2

4 A t¶etel igazol¶asa

A t¶etel bizony¶³t¶asa a v¶egtelen dimenzi¶os szepar¶aci¶os t¶etelre ¶epÄul. A v¶eges
dimenzi¶os esetben, [11,12] a t¶etel bizony¶³t¶asakor elegend}o az

R
±
=

(
H : H =

TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

)

¶es az IRm
+ konvex halmazokat elv¶alasztani. Az ¶altal¶anos esetben a neh¶ezs¶egek

abb¶ol erednek, hogy k¶et konvex halmaz csak akkor v¶alaszthat¶o el, ha az
egyiknek van bels}o pontja. Az L1 t¶erben a nem negat¶³v v¶altoz¶ok halmaz¶anak
azonban nincsen bels}o pontja. Ezt orvosolja a kÄovetkez}o lemma. V.Äo.:
[9,13,15].

Lemma 5 (Kreps-Yan). Legyen (; A;P) tetsz}oleges val¶osz¶³n}us¶egi mez}o.
Legyen K a mez}on ¶ertelmezett integr¶alhat¶o fÄuggv¶enyekb}ol ¶all¶o L1 (; A;P)
t¶er olyan z¶art, konvex k¶upja, amelyre K ¶

¡
¡L1

+

¢
¶es K \ L1

+ = f0g. Ekkor
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az (; A) t¶eren l¶etezik olyan Q val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek, amely ekvivalens4 az
eredeti P val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ekkel, ¶es amelyre

dQ

dP
2 L1 ;

valamint

MQ (k)
±
=

Z



k dQ =

Z



k
dQ

dP
dP = MP

µ
k

dQ

dP

¶
· 0; 8k 2 K :

Bizony¶³t¶as. Az L1 du¶alisa L1 [10], teh¶at az L1 t¶eren ¶ertelmezett foly-
tonos, line¶aris funkcion¶alok alkalmas L1 fÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel integr¶alk¶ent
reprezent¶alhat¶oak, vagyis minden az L1 t¶eren ¶ertelmezett z folytonos, line¶aris
funkcion¶alnak egy¶ertelm}uen megfeleltethet}o egy olyan, szint¶en z-vel jelÄolt
L1-beli elem, amelyre tetsz}oleges l 2 L1 eset¶en

hz; li =

Z



zl dP :

Legyen Z az olyan z folytonos, line¶aris funkcion¶alok halmaza, amelyekre
hz;Ki · 0. Mivel K ¶

¡
¡L1

+

¢
ez¶ert z ¸ 0 majdnem mindenhol. Mivel

0 2 Z ; ez¶ert Z 6= ;. JelÄolje Y a Z elemeinek tart¶ohalmazaib¶ol ¶all¶o halmazt,
vagyis Y 2 Y; ha van olyan z 2 Z; hogy Y = fz > 0g. Trivi¶alisan az Y z¶art
a megsz¶aml¶alhat¶o egyes¶³t¶esre, ugyanis ha zn 2 Z ; akkor alkalmas ®n pozit¶³v
konstansokkal

P
n ®nzn 2 Z . Ha

¸0 = sup fP (Y ) : Y 2 Yg ;

akkor van olyan (Yn)n sorozat, amelyre P (Yn) % ¸0: Az ¶altal¶anoss¶ag meg-
szor¶³t¶asa n¶elkÄul feltehet}o, hogy az (Yn) monoton n}o, ¶es mik¶ent az im¶ent

megjegyeztÄuk, Y0
±
= [nYn 2 Y, teh¶at P (Y0) = ¸0: Az ¶all¶³t¶ast bel¶atjuk,

ha megmutatjuk, hogy ¸0 = 1; ugyanis akkor tal¶altunk egy olyan z0 2 Z
elemet, vagyis egy olyan z0 2 L1 fÄuggv¶enyt, amelyre hz0;Ki · 0; ¶es amelyre
P (z0 > 0) = 1. Ilyenkor a

z0
±
=

dQ

dP
v¶alaszt¶as mellett a lemma ¶all¶³t¶asa teljesÄul.

TegyÄuk fel, hogy P (Y0) < 1, ¶es vegyÄuk az x
±
= ÂY c

0
2 L1

+nf0g fÄuggv¶enyt.

Mivel a K z¶art, konvex halmaz ¶es a lemma K \ L1
+ = f0g felt¶etele miatt

x =2 K, ez¶ert a v¶egtelen dimenzi¶os szepar¶aci¶os t¶etel, a Hahn|Banach-t¶etel
szerint tal¶alhat¶o az L1 t¶eren ¶ertelmezett olyan zx folytonos, line¶aris funkcio-
n¶al, amelyre

hzx; xi > hzx; ki ; k 2 K : (1)

4Eml¶ekeztetÄunk, hogy a P ¶es a Q ekvivalenci¶aja de¯n¶³ci¶o szerint azt jelenti, hogy
P (A) = 0 pontosan akkor, ha Q (A) = 0, vagyis a nulla val¶osz¶³n}us¶eg}u esem¶enyek halmaza
a k¶et m¶ert¶ek eset¶eben egybeesik. Term¶eszetesen a P ¶es a Q pontosan akkor ekvivalens, ha
a dQ=dP l¶etezik ¶es pozit¶³v. A dQ=dP mindig normaliz¶alhat¶o, vagyis feletehet}o, hogy a Q
is val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek.
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A K k¶up, ¶³gy ha hzx; ki > 0 valamely k 2 K elemre, akkor hzx; ski % 1
ha s % 1, ¶³gy az (1) szepar¶aci¶os egyenl}otlens¶eg nem teljesÄulhet. Ebb}ol
kÄovetkez}oen

hzx; ki · 0; k 2 K :

Tetsz}oleges B 2 A eset¶en ÂB 2 L1
+; ez¶ert zx ¸ 0; ugyanis ha egy pozit¶³v

m¶ert¶ek}u B halmazon zx < 0, akkor a ¡sÂB 2 ¡L1
+ µ K halmazon

hzx; ¡sÂBi = ¡s

Z

B

zx dP > 0 ;

ami az s nÄovel¶es¶evel ism¶et tetsz}olegesen naggy¶a tehet}o. KÄovetkez¶esk¶eppen az
(1) szepar¶aci¶os egyenl}otlens¶eg ism¶et nem teljesÄulhetne. Mivel 0 2 K, ez¶ert
hzx; xi > 0, vagyis

R


zxx dP > 0, teh¶at a zx tart¶oja egy pozit¶³v m¶ert¶ek}u

halmazon belemetsz az x
±
= ÂY c

0
tart¶oj¶aba, vagyis a zx az Y c

0 halmaz egy
pozit¶³v val¶osz¶³n}us¶eg}u r¶eszhalmaz¶an pozit¶³v. Ebb}ol kÄovetkez}oen egyr¶eszt

hz0 + zx;Ki = hz0;Ki + hzx;Ki · 0 ;

m¶asr¶eszt z0 + zx ¸ 0 ¶es a z0 + zx tart¶oja nagyobb mint Y0, ami ellentmond
a P (Y0) maximalit¶as¶anak.

2

V¶egezetÄul r¶at¶erhetÄunk a t¶etel bizony¶³t¶as¶ara. V.Äo.: [8]

1. Meg kell mutatni, hogy a megadott felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en az
A

±
= R ¡ L0

+ halmaz z¶art5. A bizony¶³t¶as a T id}operi¶odus szerinti indukci¶ora
¶epÄul. Ha T = 1; akkor a Lemma 4 szerint az A halmaz z¶art. TegyÄuk fel, hogy
az ¶all¶³t¶ast m¶ar T ¡ 1 id}opont eset¶en bel¶attuk, ¶es legyen

an
±
=

TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µn (t) ¡ rn ! a1 :

VezessÄuk be a

bn
±
= [S (1) ¡ S (0)] µn (1)

cn
±
= an ¡ bn

jelÄol¶eseket. VegyÄuk ¶eszre, hogy a probl¶em¶at az jelenti, hogy abb¶ol, hogy
az (an) konvergens m¶eg nem kÄovetkezik, hogy a (bn) ¶es a (cn) is konver-
gens. Ha a (µn (1)) sorozat korl¶atos, akkor r¶eszsorozatra ¶att¶erve feltehet}o,
hogy a (µn (1)) konvergens. A r¶eszsorozatot megad¶o indexek F0-m¶erhet}oek,

¶³gy a tÄobbi (µn (t))T
t=2 strat¶egia a r¶eszsorozatra val¶o ¶att¶er¶es ut¶an is m¶erhet}o

marad a saj¶at ¾-algebr¶aj¶ara n¶ezve, vagyis a megritk¶³tott (µn (t))T
t=1 strat¶egia

is el}orejelezhet}o marad. Ha a (µn (1)) nem korl¶atos, akkor a m¶ar bemutatott

5A sztochasztikus, illetve a majdnem mindenhol val¶o konvergenci¶aban.
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m¶odon elj¶arva ¶es a

bn

kµn (1)k
±
= [S (1) ¡ S (0)]

µn (1)

kµn (1)k =

=
an

kµn (1)k ¡
Ã

TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)]
µn (t)

kµn (1)k ¡ rn

kµn (1)k

!

egyenl}os¶egben hat¶ar¶ert¶eket v¶eve feltehetjÄuk, hogy a
Ã

TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)]
µn (t)

kµn (1)k ¡ rn

kµn (1)k

!

sorozat konvergens. Az indukci¶os felt¶etel miatt a hat¶ar¶ert¶ek el}o¶all¶³that¶o

TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ¤ (t) ¡ r¤

m¶odon, ahol term¶eszetesen a (µ¤ (t))T
t=1 el}orejelezhet}o. KÄovetkez¶esk¶eppen

[S (1) ¡ S (0)] µ¤ (1) +
TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ¤ (t) ¡ r¤ = 0 :

A nincs arbitr¶azs felt¶etel miatt r¤ = 0. Ha valamely H pozit¶³v val¶osz¶³n}us¶eg}u
F0-m¶erhet}o halmazon [S (1) ¡ S (0)] µ¤

1 > 0; akkor az

[S (1) ¡ S (0)] µ¤
1ÂH

egy arbitr¶azs strat¶egi¶at realiz¶al, ami lehetetlen. Ha valamely H pozit¶³v
val¶osz¶³n}us¶eg}u F0-m¶erhet}o halmazon [S (1) ¡ S (0)] µ¤

1 < 0, akkor pedig az

TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ¤
t ÂH

realiz¶al arbitr¶azs strat¶egi¶at. Ebb}ol kÄovetkez}oen majdnem mindenhol

[S (1) ¡ S (0)] µ¤
1 = 0 :

A m¶ar bemutatott m¶odon az ,,e®ekt¶³v" koordin¶at¶akat csÄokkentve v¶eges eli-
min¶aci¶os l¶ep¶es ut¶an feltehetjÄuk, hogy a (µn (1)) korl¶atos. Ebb}ol kÄovetkez}oen
alkalmas r¶eszsorozatra ¶att¶erve a (bn) ¶es a (cn) sorozatok konvergensek, ¶es az
indukci¶os felt¶etel szerint a hat¶ar¶ert¶ekÄuk a megfelel}o k¶upban helyezkedik el.

2. A m¶asodik ¶all¶³t¶asb¶ol trivi¶alisan kÄovetkezik a harmadik.

3. MegjegyezzÄuk, hogy tetsz}oleges ´ v¶altoz¶o eset¶en a P val¶osz¶³n}us¶egi
mez}o megv¶alaszthat¶o ¶ugy, hogy az ´ integr¶alhat¶o lesz. El¶eg p¶eld¶aul a P
helyett a

P0 (A)
±
= C

Z

A

exp (¡k´k) dP
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P-vel ekvivalens teret venni6. Mivel a t¶etelben szerepl}o ¶all¶³t¶asok ¶erv¶enyben
maradnak, ha ekvivalens val¶osz¶³n}us¶egre t¶erÄunk ¶at7, ez¶ert az ¶altal¶anoss¶ag
megszor¶³t¶asa n¶elkÄul feltehetjÄuk, hogy az S folyamat minden id}oszakban in-
tegr¶alhat¶o. Mivel az L1-ben val¶o konvergenci¶ab¶ol kÄovetkezik a sztochasztikus
konvergencia, ez¶ert a K

±
= cl (A)\L1 k¶up z¶art az L1 t¶erben, ¶es a felt¶etel sze-

rint K \ L1
+ = f0g : Az el}oz}o lemm¶aban szerepl}o szepar¶aci¶os t¶etel alapj¶an

van olyan Q ekvivalens m¶ert¶ek, amelyre a dQ=dP 2 L1, ¶es amelyre

MQ (k) · 0; k 2 K :

Speci¶alisan, ha vesszÄuk a k
±
= § [S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t) elemeket, ahol a µ (t)

Ft¡1-m¶erhet}o, akkor

MQ ([S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)) = 0 :

Ha µ (t)
±
= ÂF ahol F 2 Ft¡1; akkor a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek de¯n¶³ci¶oja

szerint
MQ (S (t) ¡ S (t ¡ 1) j Ft¡1) = 0 ;

vagyis az S marting¶al a Q alatt kÄovetkez¶esk¶eppen a harmadik ¶all¶³t¶asb¶ol kÄo-
vetkezik a negyedik.

4. V¶egezetÄul tegyÄuk fel, hogy teljesÄul a negyedik ¶all¶³t¶as, vagyis van olyan
Q a P-vel ekvivalens m¶ert¶ek, amely mellett az S marting¶al. Ha h 2 A \ L0

+;
akkor van olyan µ el}orejelezhet}o start¶egia, amelyre

0 · h ·
TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t) : (1)

Elegend}o megmutatnunk, hogy

0 · MQ (h) · MQ

Ã
TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

!
= 0 :

Amib}ol a h ¸ 0 felhaszn¶al¶as¶aval a h Q-majdnem minden kimenetelre nulla.
Mivel a P ¶es a Q ekvivalensek, ez¶ert a h P-majdnem mindenhol nulla, ¶³gy
teljesÄul az els}o ¶all¶³t¶as.

A bizony¶³t¶asban n¶emi technikai bonyodalmat jelent, hogy a µ (t) strat¶egi¶ak
nem felt¶etlenÄul korl¶atosak, ¶³gy a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekben a kiemel¶esi sza-
b¶aly kÄozvetlenÄul nem haszn¶alhat¶o, s}ot m¶eg azt sem tudjuk, hogy az egyes

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

6Az x exp (¡ jxj) fÄuggv¶eny korl¶atos, vagyis integr¶alhat¶o, az ¶att¶er¶est biztos¶³t¶o exp (¡k´k)
Radon{Nikodym-deriv¶alt korl¶atos.

7A sztochasztikusan konvergens sorozatok pontosan azok a sorozatok, amelyek b¶armely
r¶eszsorozata rendelkezik ugyanahhoz a v¶altoz¶ohoz konverg¶al¶o, majdnem mindenhol konver-
gens r¶eszsorozattal. Ekvivalens m¶ert¶ekek eset¶en a majdnem mindenhol konvergens soroza-
tok halmaza nyilv¶an azonos.
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szorzatok integr¶alhat¶oak, ¶³gy azt sem tudjuk, hogy az Äosszeg integr¶alja ve-
het}o-e tagonk¶ent vagy sem. Ugyanakkor, v.Äo. [4,5], ez a kÄovetkez}o gondo-
latmentettel orvosolhat¶o: Legyen " > 0 tetsz}oleges. A (2) sort szorozzuk be
Â (kµ (1)k · n)-nel. Az egyszer}ubb jelÄol¶es kedv¶e¶ert legyenek h ¶es µ a m¶ar
beszorzott kifejez¶esek. ¶Igy feltehet}o, hogy a µ (1) korl¶atos. Tetsz}oleges n-re
a Â (kµ (1)k · n) fÄuggv¶eny F0-m¶erhet}o, ¶³gy az ¶uj µ strat¶egia el}orejelezhet}o
marad. Az S Q-marting¶al tulajdons¶aga szerint

MQ¡
[S (1) ¡ S (0)] ¢ µ (1)

¢
=

MQ
³
MQ¡

[S (1) ¡ S (0)] ¢ µ (1) j F0

¢´
=

MQ
³
MQ¡

[S (1) ¡ S (0)] j F0

¢
¢ µ (1)

´
=

MQ
¡
0 ¢ µ (1)

¢
= 0 :

VegyÄuk ¶eszre, hogy a kiemel¶esi szab¶alyt az¶ert haszn¶alhattuk, mert a µ (1)
fÄuggv¶eny az el}orejelezhet}os¶eg miatt F0-m¶erhet}o ¶es term¶eszetesen korl¶atos
[10]. Ebb}ol kÄovetkez}oen az MQ szerinti v¶arhat¶o ¶ert¶ekben az Äosszeg sz¶et-
szedhet}o ¶es

0 · MQ (h) ·

· MQ ([S (1) ¡ S (0)] µ (1)) + MQ

Ã
TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

!
;

ahol az els}o v¶arhat¶o ¶ert¶ek nulla. TekintsÄuk teh¶at az

0 · MQ (h) · MQ

Ã
TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

!

egyenl}otlens¶eget. Szorozzuk be a (2) sort most Â (kµ (2)k · n)-nel. A ma-
jor¶alt konvergencia t¶etel miatt van olyan n, hogy

MQ (hÂ (kµ (2)k · n)) · MQ ([S (1) ¡ S (0)] µ (1)Â (kµ (2)k · n)) +

+ MQ

Ã
TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)Â (kµ (2)k · n)

!
<

<
"

T
+ MQ

Ã
TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t) Â (kµ (2)k · n)

!
=

=
"

T
+ MQ ([S (2) ¡ S (1)] µ (2) Â (kµ (2)k · n)) +

+ MQ

Ã
TX

t=3

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)Â (kµ (2)k · n)

!
=

=
"

T
+ MQ

Ã
TX

t=3

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)Â (kµ (2)k · n)

!
:
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Az elj¶ar¶ast folytatva megmutathat¶o, hogy alkalmas n-re

MQ

Ã
h

TY

t=1

Â (kµ (t)k · n)

!
· " :

A monoton konvergencia t¶etel miatt

MQ (h) · " ;

amib}ol MQ (h) = 0.
2
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ON THE THEOREM OF DALANG{MORTON{WILLINGER

In the article we shortly discuss the proof of the theorem of Dalang{Morton{
Willinger. We show that the proof of the theorem depends on some interesting
general properties of the stochastic convergence.


