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1. fejezet

Bevezetés

Kozgazdasz  hallgatok  régota  tanulnak fejezeteket az  operacidkutatas
tudomanyteriilet témakoreibsl. Az évek soran tobb konyv és feladatgytijtemény
is sziiletett, amelyek a hallgatokat segitik a vizsgéra valo felkésziilés soran. Ezért,
amikor atvettem gazdasaginformatikus szakon az operédcidkutatéis targy oktatéaséat,
gy gondoltam, hogy nem sziikséges Gjabb tankonyv vagy jegyzet irasa, a meglévsk
béségesen elegendGek.

Idékézben azonban kideriilt, hogy ez nem feltétleniill van igy. Minden
szak specidlis valamilyen szempontbol, més szakokhoz irt segédanyagok nem
helyettesithetik teljes mértékben a sziikséges, relevans jegyzeteket.

A gazdasaginformatikus szak abbol a szempontbdl specidlis, hogy az
opericiokutatds soran oktatott algoritmusokat az ide felvett hallgatok més
targyakbol mar tanultak. Tehét ezen algoritmusok megismertetése nem kell,
hogy a félév anyagat képezze. Erdemes helyette viszont ezen feladatok LP
felirdsait alaposabban tanulményozni. Emellett kiilon hangstuly van a géptermi
oktatason: a felirt feladatok esetén kivancsiak vagyunk az optimélis megoldésra
(akar nagyméretiiekére is). A bemutatandd problémak a mindennapi élet soran
is elkeriilnek, de sokszor nem tiszta forméajukban. Az Osszes lehetséges bévités
ismertetése lehetetlen vallalkozas, a jegyzetben csak oOtleteket szeretnék adni; a
konkrét feladatok esetén mindenkinek sajat maganak kell majd az alapfeladatot

a konkrét iizleti szitudciohoz igazitania.



A jegyzet frasakor feltételezem a linearis programozas elméletének, és a szimplex
modszernek az ismeretét (lasd pl.: Wayne L. Winston: Operaciokutatas, Aula,
2003.). A halozati feladatok LP felirasai megtalalhatoak a szokésos bevezetd
operaciokutatéssal foglalkozo tankényvekben (lasd pl. ugyanott), mégis visszatérs
igény, hogy ezeket Osszefoglalva, kicsit részletesebben targyalva is kézhez kaphassak
a hallgatok. Reményeim szerint ezt tartalmazza a jegyzet.

A felirt modelleket meg is szeretnénk oldani, ehhez megoldora (solver)
van sziikségiink. A legjobb programok (Cplex, Gurobi) kereskedelmi termékek,
amelyeknek komoly &ruk van. A kereskedelmi termékek mellett vannak ‘open
source’ programok is, ilyenek pl. a CBC és a GLPK. Mi a GLPK hasznélata
mellett dontottiink, két okbol: egyrészt a hallgatok ezt a programot késébb is
hasznalni tudjak jogi/erkolesi aggéalyok nélkiil, masrészt az alkalmazas konnytszerrel
beadgyazhaté mas rendszerekbe is. Az LP feladatokat in. CPLEX LP formatumban
irtuk fel. Ezt a formatumot a legtobb megold6 ismeri, tehat a jegyzetben szerepld
kodok més programokkal is futtathatoak, de elképzelhetd, hogy mas struktiraju
outputot fog kapni a felhasznal6. A GLPK hasznalata esetén az output alloméany
tartalmazza a dontési valtozok optimalis értékeit, informéciokat a korlatokrol és a
duélvaltozok optimaélis értékeit. Néha sziikségilink lesz az érzékenységvizsgalat egyéb
Osszetevdire is (érzékenységvizsgalati intervallumok), amit az tn. LP Sensitivity
Analysis tartalmaz.

A jegyzetben a GLPK program inputjait és outputjait verbatim stilusban
adjuk meg. Nehézséget jelent a tizedesvesszé kérdése. Folyo szovegben a magyar
helyesiras szabalyainak megfelelGen tizedesvessz6t hasznalunk, de a GLPK program
inputjai tizedespontot kévetelnek meg és az outputok is tizedespontot tartalmaznak.
Ezt nem valtoztattuk meg, tehat verbatim stilusban szedett szoveg esetén
tizedespontot fog talalni az olvaso.

A jegyzetet egyediil kezdtem irni, de a munka meghaladta a rendelkezésemre allo
eréforrasokat. Gyetvai Mérton felajanlotta segitségét, amit én 6rommel elfogadtam.

Ketténk nevében szeretném megkoszonni feleségem, Agoston Andrea segitségét a
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lektoralasat. Igyekeztiink az elvarhato gondossiggal eljarni a jegyzet irasakor, ha

valami hiba/pontatlansag maradt a szovegben az nekiink rohato fel.

Agoston Kolos Csaba

Budapest, 2022. marcius 3.



2. fejezet

Linearis programozas emlékeztet6

Mint a bevezetében emlitettiik a jegyzet olvasésahoz feltételezziik, hogy a hallgatok
ismerik az LP programozas elméletét. Ebben a téméaban nagyon sok jo konyv érhetd
el (lasd pl.: Wayne L. Winston: Operaciokutatas, Aula, 2003.), ezért a téma atfogd
ismertetését kontraproduktivnek tartjuk. Ebben a fejezetben csak arra vallalkozunk,
hogy a legfontosabb fogalmakra emlékeztetjiik az olvasot. Emellett a GLPK/GUSEK
program hasznélatat is bemutatjuk.

A téargyalni kivant fogalmakat talan egy termelési példan keresztiil tudjuk a

legszemléletesebben bemutatni.

2.1. példa. Van egy vdllalkozdsunk, ami 3 kilonbozd terméket dllit eld, legyenek
xr1, To €s w3 (a termékeket most mem nevesitjik). A termékek elddllitasihoz
erdforrasokra van szikségink (pl.: nyersanyag, munkaerd, energia, stb ...), de a
sziikszéges erdforrdsokat sem nevesitjik. Az erdforrdasok korldtozott mértékben dllnak
rendelkezésre, az elsd erdforrasbol 10000, a mdsodikbol 25000, a harmadikbol pedig
110000 eqgység dll rendelkezésre. Ismert tovdbba, hogy a termékek elddllitisahoz az

erdforrdasokbol mennyit kell elhaszndlni. Ezeket az értékeket eqy mdtrizba rendezziik:

11 30 39
A= 41 60 73 )
112 135 194

tehdt az elsd erdforrdsbol az elsd termék elddllitdsdhoz 11 eqyséq kell, a mdsodik
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erdforrdsbol 41, a harmadikbol pedig 112. Hasonloan a mdsodik termék elddllitdsdhoz

az elsd erdforrdsbol 30 eqység kell, a masodikbol 60, a harmadikbol pedig 135, stb...
Az elsd termék darabonként 21 profitot eredményez, a mdsodik 32-t, a harmadik

pedig 50-t. A feladat innentdl kezdve egyértelmi: szeretnénk a maximdlis profitot

eredményezd termelési tervet elddllitans.

Megoldas.
Konnyen fel tudjuk irni a probléma LP modelljét:

2.2. LP feliras.

21xy 4+ 3229 + 50x3 — max
feltéve hogy:

1121 4+ 3022 + 3925 < 10000
412y + 6029 + 7325 < 25000
11221 4+ 13529 + 19423 < 110000
r1,To,x3 > 0

A lineéris programozasi feladatot néha témorebb formaban is felirjuk. A dontési
valtozokat az x vektorba rendezziik, a célfiiggvény egyiitthatokat (jelen példaban
a profitokat) a c vektorba, a kapacitdsokat (az erdforrasok rendelkezésre allo

mennyiségét) pedig a b vektorba. Tehat

21 10000
c= 1 32 ) b= 25000
20 110000

Hasznalva a bevezetett jeloléseket a LP felirast tomorebben is
megfogalmazhatjuk:
2.3. LP feliras.
c'x — max
feltéve hogy:
Ax

IN
o



2.1. A GLPK megold6 és a Gusek program
hasznalata

Oldjuk meg a LP felirashoz tartoz6 feladatot. LP feladatokat jellemzGen
szimplex modszerrel oldunk meg. Régebbi id6kben még el6fordult, hogy a szimplex
modszert kézzel, papiron szamoltak végig, manapsig ez mar elképzelhetetlen. Tobb
program is elérhets, ami képes LP feladatot megoldani, mi ezek koziil a GLPK-t
valasztottuk (https://www.gnu.org/software/glpk/). A valasztasban az
motivalt minket, hogy a GLPK tun. szabad szoftver, amelyet a hallgatok késgbbi
munkajuk soran is hasznalhatnak majd, emellett a GLPK megoldé konnyen
implementalhaté méas rendszerekbe is. Emellett hangstlyozzuk azt is, hogy a
GLPK nem a leghatékonyabb megoldd, nagyméreti, egészértékd véltozokat is
tartalmazé modellek esetén érezhetGen hosszabb id6be telik az optimélis megoldas
megtalaldsa, mint a kereskedelmi programok (pl. CPLEX, Gurobi) esetén. A GLPK
alapvetSen egy parancssorbol vezérelheté program, a Gusek (http://gusek.
sourceforge.net/gusek.html) program a GLPK hasznélata kényelmesebbé
tehetd.

A GLPK szamaéra tobb forméatumban is meg lehet adni a modellt. Mi a lehetséges
valtozatok koziil a CPLEX LP formatumot hasznaljuk. Amint a neve is mutatja ezt a
formatumot a CPLEX programhoz fejlesztették ki, de mara sztenderddé valt, az LP
megoldok altalaban ismerik ezt a formatumot. A CPLEX LP koéd raadasul nagyon
intuitiv.

A CLPLEX LP koéd tn. szekciokra oszlik, amelyek kulcsszavakkal vannak
bevezetve. A szokozok tekintetében elég rugalmas a CPLEX LP forméatum, de a
kulcsszavaknak mindig a sor elején kell kezdGdnitik. Tovabbi fontos észrevétel, hogy a
CPLEX LP forméatum ‘case sensitive’, azaz a kis és nagybetd két kiillonbo6zé karakter.
Az els6 szekcio a célfiiggvény, amelyet a min vagy max kulcsszo vezet be (tovabbi
lehetséges kulcsszavak: a min-nel egyenértékii a minimize és a minimum; illetve
a max-szal a maximize és a maximum). A kulesszo utéan kovetkezik egy lineéris

kifejezés scx formaban, ahol s egy elGjel, azaz egy + vagy — jel; ¢ egy konstans (szam),


https://www.gnu.org/software/glpk/
http://gusek.sourceforge.net/gusek.html
http://gusek.sourceforge.net/gusek.html

= a valtozo neve. A2.2] LP feliras esetén a célfiiggvény: 21x1 + 32x2 + 50x3. A
GLPK rugalmasan kezeli a szokozoket /sortoréseket, a mi esetiinkben a célfiiggvény
lehetne a 21x1+32x2+50x3 vagy a 21 x1 + 32 x2 + 50 x3,de akir a

21
x1
+

32

X2
+
50x3

is. A sor elejére a porzitiv elGjelet nem kell feltétleniil kitenni, de megengedett a
hasznalata.

Par dologra érdemes fehivni a figyelmet:

e Ha nem adunk meg konstanst, akkor 1-nek tekinti, tehat az x1+x2 kifejezés

egyenértéki a + 1 x1 + 1 x2 kifejezéssel.

e A CPLEX LP formatumban nem tudjuk kiértékelni a kifejezéseket. Tehat
a 2(r; + x9) kifejezés lehetne célfiiggvény, de a 2 (x_1+x_2) szdveg
szintaktikailag helytelen, pontosabban ezt a szoveget gy értelmezi a GLPK,
hogy van egy valtozonk, aminek “(x_1" a neve, ennek 2 a célfiiggvény

9

egyiitthatoja, van egy mésik valtozonk, aminek “x_2)” a neve és nincs

megadva a célfiiggvény egyiitthatoja, tehat 1-nek tekinti.

e A + — xy kifejezés matematikailag értelmezhets, de ez szintaktikailag hibas.
Ekkor a missing variable name hibaiizenetet kapjuk. Két elGjel kozott
mindig kell valtozonévnek lennie. + — x; kifejezés helyett egyszertien —-x1
kifejezést kell irni. Ez nem ttinik nehéznek, de ha valamilyen programmal (akar
MS Excellel) generaljuk az CPLEX LP kodot figyelni kell, mert a programok
a pozitiv szamok elé nem teszik ki az elGjelet, a negativ szamok elé viszont

kiteszik.

e Egy  valtoz6 egy  kifejezésben  egyszer  szerepelhet  csak. Az

1 + 3xo + 4x; kifejezéssel sincs semmi probléma matematikai



szoveghen, de az x1+3x2+4x1 kifejezés hasznalata esetén a
multiple use of variable ’x1’ not allowed hibaitizenetet

kapjuk.

e Mint hangsulyoztuk, a CPLEX LP ‘case sensitive’, tehat az x1 és X1 két kiilon
valtozo. Az x1+3x2+4x1 kifejezés hasznalata esetén hibatizenetet kapunk, de
az x1+3x2+4X1 kifejezés szintaktikailag helyes, igaz ugyan, hogy ekkor 3

valtozo szerepel a kifejezésben: x1, X1 és x2.

e A CPLEX LP formatumban tizedespontot kell hasznalni: 2.1x1. Ha
tizedesvessz6t hasznalunk (2, 1x1) hasznalunk, akkor a széveg szintaktikailag
helyes lesz, de gy ‘értelmezi’, hogy van egy valtozonk, aminek , 1x1 a neve,

ennek a valtozonak az egyiitthatoja pedig 2.

A kovetkezd szekcid a korlatokat irja le. Ezt a szekcidt a subject to kulesszo
vezeti be (megengedettek még a such that, s.t., st. és a st kulesszavak). A
korlatok is egy linearis kifejezéssel kezd6dnek (ugyanazok a szabalyok érvényesek,
mint amit a célfiiggvény esetén leirtunk). A linearis kifejezés utan egy relaciojel
szerepel (<=, = vagy >=), majd egy konstans. Megengedett, hogy a <= helyett
=< vagy akar < karaktereket hasznaljunk, de a < karaktert is < relacionak fogja
értelmezni a fordito.

A mi esetiinkben a korlatokat leir6 szekcio a kovetkezd:

subject to

11x1 + 30x2 4+ 39x3 <= 10000
41x1 + 60x2 4+ 73x3 <= 25000
112x1 + 135x2 + 194x3 <= 110000

Az el6forduld hibakat a célfiiggvény megadasdnal mar leirtuk, a korlatok
esetén ezeken tulmenden egy tujabb hiba is el6fordul: matematikailag helyes
az w11 < xo Kkifejezés, de az x1<=x2 Kkifejezés hasznédlata esetén a
missing right-hand side hibaiizenetet fogjuk kapni. A CPLEX LP
formatum esetén a valtozokat egy oldalra kell rendezni, a ‘jobboldalon’ csak konstans
lehet. Tehat az x1<=x2 szoveg helyett az x1-x2<=0 szoveget kell hasznalni (de

hasznalhatnank a —x1+x2>=0 valtozatot is).

8



A bound szekcidéban lehet a véltozokra hatdrokat megadni. A mi esetiinkben a
valtozok nemnegativak, amit pl.: x1>=0 mddon régzithetiink. Ha a bound szekcid
hidnyzik (vagy valamely valtozokra nem szerepel korlat), akkor alapértelmezésként
nemnegativ valtozot fog definialni. Ez a példafeladathoz pont megfelels, ezért nem
szerepel a modellben bound szekcid. Amennyiben van egészértéki vagy binaris
valtozé a modellben, ezeket a valtozokat az integer vagy binary szekcidban
fel kell sorolni, de erre kés6bb még visszatériink.

A modelliinket az end kulcsszoval zarjuk le. A kulcsszoé utdn még sortorést is be
kell szarni, kiilonben amissing final end of 1line lizenetet kapjuk. Ez nem
hibaiizenet, a kod értelmezhets még ettsl.

AR22 LP feliras CPLEX LP formatumban:
2.4. kod.

max
21x1 + 32x2 + 50x3

subject to

11x1 + 30x2 + 39x3 <= 10000
41x1 + 60x2 4+ 73x3 <= 25000
112x1 + 135x2 4+ 194x3 <= 110000

end

Most mar csak az van hétra, hogy lefuttassuk ezt a kodot. Toltsiik le a GLPK
programot. A kodot mentsiik el egy text alloményba, pl. model.txt. Adjuk ki az
alabbi parancsot (ha a glpsol parancs nincs benne az alapértelmezett elérési utakban,
akkor teljes elérési utat kell hasznalni):

glpsol.exe ——cpxlp ——output output.txt model.txt.

Ekkor az eredményt a GLPK kiirja az output.txt alloméanyba.

A parancssorok hasznalata kényelmetlen a mai gyakorlatban, szerencsére ezt
ki lehet valtani a Gusek (GLPK Under Scite Extended Kit) programmal. Ez
lényegében egy szovegszerkeszts, amely a kod futtatasat és az eredmény beolvasésat
is tamogatja. Csomagoljuk ki a programot. A Gusek magaban foglalja a GLPK
programot is, nem kell kiilon telepiteni. A GLPK szaméra az LP modellt tobb

moédon is meg lehet adni, mi korabban a CPLEX LP forméatumot ismertettiik.



A Gusek szamara az alloméany kiterjesztésébdl dertil ki, hogy melyik formatumot
hasznaljuk. A CPLEX LP formatumhoz a .lp kiterjesztés tartozik, amely el6tt
tetszdleges modellnév allhat.

Tovabba fontos beallitas inditas utan, hogy a modell futtatasanak eredményét
is szeretnénk majd latni. Ehhez a Tools meniiben klikkeljiink az ‘Generate Output
File on Go’ szovegre (ezt csak akkor tudjuk megtenni, ha az aktiv ablak egy mentett
Ip allomany, az LP modellek mentésérsl a kovetkezd bekezdésben ejtiink szot). Ha
utana még egyszer a Tools meniit megtekintjiik, akkor a szoveg mellett latszik a kék
pipa.

A program els6 inditasakor egy iires feliiletet latunk magunk el6tt. Elso
lépésként kell egy 0j modellt kérniink (File menti — New parancs vagy CTRL+N
billentytikombinécio). Célszerd méar az iires ablakot a modell beillesztése el6tt névvel
és megfelels kiterjesztéssel elmenteniink, tegyilik ezt meg a File menii — Save As
parancs vagy CTRL+SHIFT+S billentytikombinacio segitségével, és legyen ez most
a termeles.lp nevi file. Masoljuk be a[2.4] kodot az termeles.lp fiilre. A modellt most
mar lehet futtatni is. Amennyiben t6bb fiilon t6bb modell vagy t6bb eredményfiil is
van, ugy figyeljiink ra, hogy futtatdshoz az legyen aktiv, amelyikre sziikségiink van.
Futtatni is tobbféleképpen lehet: Tools menii — Go parancs vagy Fb billentyt vagy
a ‘tappancs’ ikon a meniisor alatt.

Ha minden rendben akkor az adott .lp fiil jobb oldali osztataban megjelenik a

‘log’ fiil. A mi esetiinkben:
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1T

>C:\gusek\glpsol.exe —--cover --clique —--gomory —--mir —--1lp "termeles.lp" -o "termeles.out"
GLPSOL: GLPK LP/MIP Solver, v4.60
Parameter (s) specified in the command line:
—-—cover —--clique —-—-gomory —--mir ——-1lp termeles.lp -o termeles.out
Reading problem data from ’.lp’...
3 rows, 3 columns, 9 non-zeros
9 lines were read
GLPK Simplex Optimizer, v4.60
3 rows, 3 columns, 9 non-zeros

Preprocessing...

3 rows, 3 columns, 9 non-zeros

Scaling...

A: minfaij| = 1.100e+01 maxl|aij|l = 1.940e+02 ratio = 1.764e+01
GM: min|aij| = 8.154e-01 max|aij| = 1.226e+00 ratio = 1.504e+00
EQ: minlaij| = 6.648e-01 maxlaij| = 1.000e+00 ratio = 1.504e+00

Constructing initial basis...
Size of triangular part is 3

* 0: obj = -0.000000000e+00 inf = 0.000e+00 (3)
* 2: obj = 1.494346734e+04 inf = 0.000e+00 (0)
OPTIMAL LP SOLUTION FOUND

Time used: 0.0 secs

Memory used: 0.0 Mb (29985 bytes)
Writing basic solution to ’'termeles.out’...
>Exit code: O Time: 0.229



Az els6 sorban meghivia a Gusek a GLPK-t. Léthato, hogy
azzal a glpsol paranccsal, amelyet mi is korabban hasznaltunk. A
-—cover --clique -—-gomory —--mir opciok Un. metszsikok generdlasat
engedélyezik, amelyek hatékonyabba teszik az egészértékid modellek megoldéasat. A
mi modelliinkben nincsenek egészértékd valtozok, igy szamunkra kézombosek ezek
az opciok. A kovetkezd sorban a GLPK verziészama lathato, utana a parancssorban
kiadott opcidkat ismétli meg, majd a beolvasott modellrél szerepel néhany adat.
Uténa elkezd6dik a tényleges optimalizélas. Fontos, hogy nem szerepel hibaiizenet a
‘log’ alloményban, és még fontosabb az OPTIMAL LP SOLUTION FOUND szoveg,
ami azt takarja, hogy optimalis megoldast talalt a solver. Végiil a futési id6 szerepel
mésodperchen, majd a hasznalt memoria mérete.

Mint a ‘log’ alloméanybol lathatjuk optimalis megoldéast talaltunk. A Gusek
az optimalis megoldast rogton be is olvassa, a termeles.out fil lesz aktiv. Az fiil

tartalmas:
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€1

Problem:

Rows: 3
Columns: 3
Non-zeros: 9
Status: OPTIMAL

Objective: obj = 14943.46734 (MAXimum)

No. Row name St Activity Lower bound Upper bound Marginal
1 r.5 NU 10000 10000 0.649497
2 r.6 NU 25000 25000 0.33794
3 r.7 B 67374.4 110000

No. Column name St Activity Lower bound Upper bound Marginal
1 x1 B 307.789 0
2 x2 NL 0 0 -7.76131
3 x3 B 169.598 0

Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions:

KKT.PE: max.abs.err = 3.64e-12 on row 2
max.rel.err 7.28e-17 on row 2
High quality

KKT.PB: max.abs.err = 0.00e+00 on row O
max.rel.err 0.00e+00 on row O
High quality



V1

KKT.DE: max.abs.err

max.rel.err
High quality

KKT.DB: max.abs.err

max.rel.err
High quality

End of output

.00e+00
.00e+00

.00e+00
.00e+00

on
on

on
on

column O
column O

row 0
row 0



Az eredményfiil (output) strukturaja a kovetkezs: az els§ par sor dsszefoglalot
tartalmaz az LP feladatrol. Jelen feladatban 3 korlat szerepel (Rows: 3), és 3
dontési valtozo (Columns: 3). A feladat egyiitthaté matrixaban 9 nemnulla elem
szerepel (Non-zeros: 9).

A kovetkezs sor (Status: OPTIMAL) nagyon lényeges, ez mutatja, hogy
a megoldo talalt optimalis megoldast. Ha a Status nem OPTIMAL, akkor az
eredményfiil tobbi része értelmezhetetlen lenne a szamunkra, meg kell keresni a
hibat és tjra futtatni a modellt. A kdvetkezd sor a célfiiggvény (optimaélis) értékét
mutatja.

Az eredményfiil tovabbi részében két tablazat szerepel, ezekben informaciokat
kapunk a korlatokrol (Row), és a dontési valtozokrol (Column). Az eredményfiil
utolso6 része (Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions) az optimalis
megoldas ‘minéségérsl’ ad informéciot, de a feltételek pontos ismertetése meghaladja
egy bevezetd operdcidkutatas targy tematikajat. Annyi latszik, hogy a mi esetiinkben
High quality szerepel, tehat a megoldd nem észlelt probléméra utald jelet.

Nézziik a feladat optimalis megoldésat. A dontési valtozok az ‘oszlopok’, tehat
a Column name alatt kell keresni Gket. Az optimalis értékeket az Activity
oszlopban talaljuk meg: az els6 termékbsl 307,789 darabot kell gyartani, a
méasodikbol nem érdemes gyartani semennyit, a harmadikbol pedig 169,598 darabot.
Most fogadjuk el, hogy lehetséges tort értéket gyartani a termékekbdl (késGbb
megvizsgaljuk majd az optimalis megoldést abban az esetben is, ha nem oszthatoak
a termékek, azaz csak egész szam fogadhato el megoldasként). Amelyik terméket
gyartjuk, ott az St oszlopban B beti talalhato, ezek a bazisvaltozok. Az x2 valtozo
oszlopaban NL betiik szerepelnek, ebbdél az N betii azt jelenti, hogy az x2 valtozo
nembazis valtozo, az L betd pedig arra utal, hogy az als6 (Lower) korlatba iitkozik
bele, azaz a ‘default’ nemnegativitasi korlatba. Megjegyezziik, hogy olyan valtozo is
lehet bazisvaltozo, ahol az optimalis érték 0, ezt a jelenséget degeneracionak hivjuk.
A degeneracio jelensége a valos tizleti problémak esetén igen gyakori.

Az els6 termékbdl 307,789 darabot gyartunk, és egységenként 21 (Ft) bevételre

tesziink szert. A harmadik termékbdl 169,598 darabot gyartunk, és egységenként 50
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(Ft) bevételre tesziink szert. Az Gsszes bevételiink: 21 x 307,789 + 50 x 169,598 =
14943,47, ez a célfliggvény értéke (némi kerekitési pontatlansaggal).

A korlatok az egyiitthatéoméatrix sorai, a korlatok megnevezései a Row name
oszlopban taldlhaté. Az r.5 név azt takarja, hogy a kod 5. soraban kezd6dé korlat,
esetiinkben ez a 11x1 + 30x2 + 39x3 <= 10000 korlat. Kicsit szerencsétlen
ez a megnevezés. Ha akarjuk, sajat nevet adhatunk a korlatoknak (vagy akar a
célfiggvénynek is), és akkor jobban olvashat6 az eredményfiil. Ennek modja: a sor
elején megadjuk a korlat nevét (ami nem kezdSdhet szammal), majd a név utan
kett&spontot tesziink. Léassuk ezt a példaban: a célfiiggvénynek a profit nevet

adjuk, az eréforrasokra vonatkozé korlatoknak pedig az EF1, EF2 és EF 3 neveket.

2.5. kéd.
max
profit: 21x1 + 32x2 + 50x3

subject to

EFl: 11x1 + 30x2
EF2: 41x1 + 60x2
EF3: 112x1 + 135x2

+

39x3 <= 10000
73x3 <= 25000
194x3 <= 110000

+ +

end

Az eredményfiil a nevek hasznalata esetén igy néz ki (A Karush-Kuhn-Tucker

optimalitési feltételeket lehagyva az alloméany végérsl):
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L1

Problem:

Rows: 3
Columns: 3
Non-zeros: 9
Status: OPTIMAL
Objective: profit
No Row name

14943.46734

Activity

(MAXimum)

Lower bound

Upper bound

Marginal

10000
25000
67374.4

Activity

Lower bound

10000
25000
110000

Upper bound

0.649497
0.33794

Marginal

307.789
0
169.598

=7.76131



Lathato, hogy a fejlécben az Objective mellett megjelent a profit felirat,
és az els6 korlatndl nem az r.5 elnevezés szerepel, hanem az EF1. Nézzik
a tablazatban talalhaté adatokat. Erdemes el6re venni a Lower bound és
Upper bound oszlopokat. A mi esetiinkben az Lower bound oszlop iires, csak
az Upper bound oszlopban vannak értékek, pl. az EF1 korlat esetén 10000. Ez azt
jelenti, hogy a korlatnak (a 11x1+30x2+39x3 kifejezésnek) nincs alsé korlatja, a
fels6 korlatja pedig 10000. Nézziik az Activity oszlopot. Ez az oszlop mutatja az
er6forrasbol hasznalt mennyiséget, amely az EF1 korlat esetén 10000 lesz. Lassuk,
hogy hogyan all 0ssze ez a szam. Az elsé termékbdl 307,789 mennyiséget gyartunk,
egy termékhez 11 egység kell az elsG er6forrashol, ez Osszesen: 11 x 307,789 =
3385,679. A mésodik termékbdl nem gyartunk, igy ehhez nem is hasznalunk semmit
az elsé er6forrasbol. A harmadik termékbdl 169,598-at gyartunk, egy termékhez
39 egység kell az els6 erdforrasbol, 39 x 169,598 = 6614,322. A harom termékhez
Osszesen 3385,679+0+6614,322=10000 (kerekitési hibaval), ez az érték szerepel
az Activity oszlopban. Az elsé erdforrasbol tehat az Osszes rendelkezésre allo
mennyiséget elhasznaltuk, ebben az esetben N szerepel az St (statusz) oszlopban
(a korlathoz tartozo eltérésvaltozd nembézis véaltozo lesz). Az St oszlopban az N
mellett szerepel az U betd is, ez arra utal, hogy a 11x1+30x2+39x3 kifejezés a
felsé (upper) korlatjaba iitkozik bele. A mi esetiinkben ez trivialis, az also korlatba
nem is tudna beleiitkozni, mert nincs neki.

Az optimalis termelési tervhez a masodik erdforrasbol is elhasznéljuk a teljes
rendelkezésre all6 mennyiséget, ezért az St oszlopban itt is NU karakterek
szerepelnek. Megjegyezziik, hogy degeneracio jelensége korlatok esetén is felléphet,
tehét elsfordulhat, hogy a korlat egyenl@ség formajaban teljesiil, az St oszlopban
mégis B bett talalhato.

A harmadik er6forrash6l nem hasznaljuk el a teljes rendelkezésre allo
mennyiséget, csak 67374,4-t (110000-67374,4=42625,6 egység még marad). Lathato,
hogy ebben az esetben az St oszlopban B betd szerepel (a korlathoz tartozo

eltérésvaltozo bazisvaltozo).
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2.2. Dualfeladat fogalma és az LP feladatok
érzékenységvizsgalata

Az eredményfiillon szerepel még a Marginal oszlop. Az oszlop tartalménak
megértéséhez at kell ismételni a dualitas elméletet. Az alfejezet tovabbi részében nem
fogjuk a teljes eredményfiilet megadni, csak azt a részét, ami a vizsgalt problémanal
relevans. A duélfeladat azért hasznos a szamunkra, mert a dualvaltozokhoz
kozgazdasagi interpretacio tarsithato, segitségiikkel tobb és mélyebb informéciora

tehetiink szert a primal feladat kapcsan is.

2.6. példa. Adjuk meg a[2.9 LP felirds dudlfeladatdt, illetve a dudlfeladat optimdlis

megolddsat!

Megoldas:
A 2.7 LP felirdsesetén megadtuk a vizsgélt termelési feladatot matrixalgebrai
jelolésekkel:

c'X — max
feltéve hogy:
Ax

X 2

IN
o

Fontos hangsilyozni, hogy a b vektorrdl nem koveteljiik meg, hogy nemnegativ
legyen, igy minden LP feladat ilyen alakra hozhato.
AR LP feliras feladatahoz tartozo duélfeladat:

2.7. LP feliras.
y'b — min
feltéve hogy:
y'A
y =2 0

Y
o
S

A duélfeladatban y vektor tartalmazza a dontési valtozokat. Léathato, hogy

a primnal feladatban a kapacitasok (b vektor) a dudlfeladatban célfiiggvény
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egylitthatok lesznek, a priméal feladat célfiiggvény egyiitthatoi pedig (¢ vektor)
kapacitasok.
A konkrét termelési feladat esetén a dualfeladat:

2.8. kod.
min
profit: 10000yl + 25000y2 + 110000y3

subject to
Dualkl: 11yl + 4ly2 + 112y3 >= 21

Dualk2: 30yl 60y2 + 135y3 >= 32
Dualk3: 39y1 + 73y2 + 194y3 >= 50

+

end

A 2.8 kodhoz tartozo LP feladat optimalis megoldasa:

Status: OPTIMAL
Objective: profit = 14943.46734 (MINimum)

No. Row name St Activity Marginal

1 Dualkl NL 21 307.789

2 Dualk?2 B 39.7613

3 Dualk3 NL 50 169.598
No. Column name St Activity Marginal

1 vyl B 0.649497

2 y2 B 0.33794

3 v3 NL 0 42625.6

Lathato, hogy a célfiiggvény értéke ugyanannyi, mint korabban. A els6
és harmadik termékbdl gyartott mennyiség feltiinik a megfelel§ dualkorlatok
Marginal oszlopdban, és a 3. dualvaltoz6 Marginal oszlopaban taldlhato a
harmadik eréforrasbol el nem hasznalt mennyiség. Tovabbi kapcsolat a két feladat
kozott, hogy a duélvaltozok optimalis értéke (Activity oszlop) megjelenik a .
kodhoz tartozo feladat optimalis megoldasaban, a Marginal oszlopban. Innen
nem nehéz megallapitani, hogy az alapfeladat megoldasidban a Marginal oszlop

a dualvaltozok optimalis értékeit adja meg.
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2.9. példa. Végezziik el a[2.1] példa kapcsdn az LP feladatok érzékenységuizsgdlatdt!

Megoldas.
A dualvaltozoknak kozgazdasagi jelentést is tudunk adni. Nézzik el6szor a

korlatokat. Térjiink vissza a [2.5] kodhoz és vizsgaljuk az elsé korlatot:

No. Row name St Activity Marginal

1 EF1 NU 10000 0.649497

A célfiiggvény értéke 14943,46734. Nézziik, mi torténik, ha az elsé eréforrashol
rendelkezésre all6 mennyiséget 1 egységgel csokkentjiik. Az egyértelmtiség kedvéért
az 1j feladat kodjat is teljes egészében megadjuk:

2.10. koéd.
max
profit: 21x1 + 32x2 + 50x3

subject to

EFl: 11x1 + 30x2 + 39x3 <= 9999
EF2: 41x1 + 60x2 4+ 73x3 <= 25000
EF3: 112x1 + 135x2 + 194x3 <= 110000

end

Az optimélis megoldéas ebben az esetben:

Objective: profit = 14942.81784 (MAXimum)

Row name St Activity Upper bound Marginal
EF1 NU 9999 9999 0.649497
EF2 NU 25000 25000 0.33794
EF3 B 67374.7 110000
Column name St Activity Lower bound Marginal
x1 B 307.881 0
X2 NL 0 0 -7.76131
%3 B 169.546 0

Az optimalis megoldassal kapcsolatban a kovetkezd tényekre érdemes felhivni a

figyelmet:
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Ugyanazokat a termékeket gyartjuk, mint korabban (bar a mennyiségek

valtoztak).

Ugyanazokat az eréforrasokat hasznéljuk ki teljes mértékben (EF1, EF2), mint

kordbban. A harmadik eréforrast nem hasznaljuk ki teljesen most sem.

Nem valtoztak a Marginal oszlopban szerepls értékek.

Az el6z6 pontokat tigy szoktuk Gsszefoglalni, hogy a béazis valtozatlan maradt.

Nézziik a célfiiggvény valtozasat: ha az elsd eréforrasbhol 10000 allt rendelkezésre,
akkor a célfiiggvény értéke 14943,46734, ha csak 9999 &ll rendelkezésre, akkor
14942 81784. A kiilonbség: 0,64950, ami nem més mint az els§ korlathoz tartozo
dualvaltozo értéke (kis numerikus pontatlansaggal). Tehat az els6 erdforras
csokkenése (novelése) egységenként 0,64950-nel csokkenti (noveli) a profitot. Ezért
szoktuk a korlatokhoz tartozo dualvaltozot arnyékarnak hivni.

A EF2 korlat esetén az arnyékar 0,33794, tehat a masodik eréforras csokkenése
(novelése) egységenként 0,33794-gyel csokkenti (néveli) a profitot.

A EF3 korlat esetén az arnyékar 0, ami logikus is, hiszen semmi probléma
nem szarmazik abbol, ha csokken a rendelkezésre all6 mennyiség (legfeljebb
kevesebb megy veszendébe). Tehat ha a korlat ‘statusza’ B (a korlathoz tartozo
eltérésvaltozo bazisvaltozo), akkor a dudlvaltozo értéke 0 (ezt hivjuk az LP feladat
komplementaritédsanak).

Ha az els6 erdforras ‘értéke’ 0,64950, és 10000 egység all rendelkezésre, akkor
a célfiiggvény értéke miért nem 0,64950x10000 = 6495,07 Hogy megértsiik ezt,
allitsuk az elsé er6forrasbol rendelkezésre allo mennyiséget kicsi értékre, mondjuk

1-re. Nézziik az optimalis megoldast ebben az esetben:

Objective: profit = 1.909090909 (MAXimum)

Row name St Activity Upper bound Marginal
EF1l NU 1 1 1.90909
EF2 B 3.72727 25000
EF3 B 10.1818 110000
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Column name St Activity Lower bound Marginal

x1 B 0.0909091 0
X2 NL 0 0 -25.2727
x3 NL 0 0 —24.4545

Amit érdemes észrevenni az optimalis megoldés kapcséan:

e Csak az els6 terméket gyartjuk.

Az els6 és mésodik ersforrasbol is van felesleg.

Megvaltoztak az arnyékarak.

Az el6z6 pontokat egyiittesen tigy is mondhatjuk, hogy megvaltozott a bazis.

Tehat az arnyékar csak addig érvényes, amig a bazis valtozatlan marad.
Es honnan tudhatjuk, hogy meddig marad véltozatlan a bézis? Ezt az un.
érzékenységvizsgalati hatarok adjak meg. Az érzékenységvizsgalati hatarok nem
szerepelnek az eredmény fiilon, ezt egy maésik fiilon talaljuk meg. Tools meniiben
klikkeljiink az ‘Generate LP Sensitivity Analysis’ szévegre, majd futtassuk megint
a modellt. Latjuk, hogy nem csak egy erdedmény fiil keletkezik, hanem egy

termeles_sens.out fil is.
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GLPK 4.60 — SENSITIVITY ANALYSIS REPORT Page 1

Problem:
Objective: profit = 14943.46734 (MAXimum)

No. Row name St Activity Slack Lower bound Activity Obj coef Obj value at Limiting
Marginal Upper bound range range break point variable
1 EF1 NU 10000.00000 . -Inf 6707.31707 -.64950 12804.87805 x3
.64950 10000.00000 13356.16438 +Inf 17123.28767 x1
2 EF2 NU 25000.00000 . -Inf 18717.94872 -.33794 12820.51282 x1
.33794 25000.00000 37272.72727 +Inf 19090.90909 x3
3 EF3 BS 67374.37186 42625.62814 -Inf 49743.58974 -.12041 6830.79678 EF2
110000.00000 68292.68293 2.32883 171846.84685 EF1
GLPK 4.60 — SENSITIVITY ANALYSIS REPORT Page 2
Problem:
Objective: profit = 14943.46734 (MAXimum)
No. Column name St Activity Obj coef Lower bound Activity Obj coef Obj value at Limiting
Marginal Upper bound range range break point variable
1 x1 BS 307.78894 21.00000 . -Inf 14.10256 12820.51282 EF2
+Inf 609.75610 28.08219 17123.28767 EF1
2 x2 NL . 32.00000 . -1703.31325 —-Inf 28163.40361 EF3
-7.76131 +Inf 236.84211 39.76131 13105.26316 x3
3 x3 BS 169.59799 50.00000 . -1000.00000 39.16140 13105.26316 x2
+Inf 256.41026 74.45455 19090.90909 EF2

End of report



Az é&lloméany struktaraja hasonldo az eredményfilhoz: az els§ tablazat a
korlatokrol ad informaéaciokat, a masodik a valtozokrél. Az St és Activity
oszlopok az eredményfiilon is szerepeltek, igy ezekre nem tériink ki. A kdvetkezs
oszlop a Slack/Marginal. Minden korlathoz két sor tartozik ebben az
outputban. A fels6 sorban van a Slack érték, az alsoban a Marginal. A
Marginal cimke alatt a dualvaltozot érti, jelen esetben az arnyékarat jelenti.
A Slack érték az adott erdforrasbol el nem hasznalt mennyiséget jeloli (A
hidnyzo érték 0-t jelent). Dontési valtozok esetén a Obj coef oszlopban az
adott dontési valtozod célfiiggvény egyiitthatoja szerepel. A kovetkezd oszlop a
Lower bound/Upper bound. Ez a korlatra vagy a dontési valtozora vonatkozo
hatarokat adja meg, ezt is ismertettiik méar korabban. A kovetkezs oszlop a
Activity range, ez adja meg, hogy milyen hatarok koézott marad valtozatlan
a bazis. Az Obj coef range oszlopot dontési valtozok esetén fogjuk értelmezni,
a célfliggvény egyiitthatok valtoztatasara ad olyan intervallumot, amin beliil a bézis
véaltozatlan marad. Az Obj value at break point oszlopban a célfiiggvény
optimélis értéke lathatd az érzékenységvizsgalati intervallum als6é és felsG hatara
esetén. A Limiting variable oszlop pedig azt mutatja meg, hogyan valtozik a
bézis, ha kilépiink az érzékenységvizsgalati intervallumbol.

Nézziik konkrétan a EF1 korlatot. Az érzékenységvizsgalati intervallum alsé
és fels¢ hatara 6707,31707 és 13356,16438. Amennyiben az elsG eréforréasbol
rendelkezésre all6 mennyiség ezen két érték kozé esik, akkor a bazis véltozatlan
marad (azaz érvényes marad 0,64950-es arnyékar is). Nézzik mi torténik,
ha megkozelitjiik ezt a hatart: &llitsuk az els6é eréforrasbol rendelkezésre allo

mennyiséget 6708-ra. Az eredményfiil:

Objective: profit = 12805.32161 (MAXimum)

Row name St Activity Upper bound Marginal
EF1l NU 6708 6708 0.649497
EF2 NU 25000 25000 0.33794
EF3 B 68292.5 110000
Column name St Activity Lower bound Marginal
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x1 B 609.693 0
X2 NL 0 0 -7.76131
x3 B 0.0351759 0

Lathato, hogy a bazis tényleg nem valtozik, az arnyékirak ugyanazok mint
korabban. A harmadik termékbdl viszont méar alig gyartunk valamit. Ha tovabb
csOkkentjiik az eréforrds mennyiségét, x3 valtozo értéke 0-va valik, és kikeriil a
bazisbol. Lathato, hogy a Limiting variable oszlopban, a felsé sorban is az x3
valtozo tinik fel. A célfiiggvény optimalis értéke (12805,32161) is elég kozel kertilt
az Obj value at break point oszlop felsé soraban szerepls értékhez.

Ha az erdforras fels§ hatarahoz allitjuk be a rendelkezésre all6 mennyiséget
(13356), akkor az optimalis megoldas:

Objective: profit = 17123.1809 (MAXimum)

Row name St Activity Upper bound Marginal
EF1l NU 13356 13356 0.649497
EF2 NU 25000 25000 0.33794
EF3 B 66438.4 110000
Column name St Activity Lower bound Marginal
x1 B 0.0150754 0
X2 NL 0 0 -7.76131
x3 B 342.457 0

Most pedig az els6 termékbdl allitunk el nagyon kevés mennyiséget, és ha tovabb
noveljiik az er6forras rendelkezésre all6 mennyiségét, akkor az els6 terméket nem
fogjuk gyartani, ez a valtozo tiinik fel a Limiting variable oszlopban, az als6
sorban.

Az EF2 korlat esetén az Activity range alsé és felsG hatara 18717,94872
és 3727272727, ha az eréforras rendelkezésre all6 mennyisége ezen két érték kozott
van, akkor a bazis valtozatlan marad.

Az EF 3 korlat esetén dvatosan kell eljarni. Ez a korlat egyenlGtlenség forméjaban
teljesiil. Ha noveljiik a korlat jobboldalat, akkor egyszertien né az el nem hasznalt

mennyiség, tehat barmeddig novelhetjiik a rendelkezésre 4ll6 mennyiséget, a bézis
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valtozatlan marad. Csokkenteni pedig annyit tudjuk, amennyi az el nem hasznélt
mennyiség. Ha ennél is tovabb csokkentjiik, ez az erdforrés is sziikossé valik, tehat
megvaltozik a bazis. EF3 korlat esetén az érzékenységvizsgéalati intervallum also és
fels6 hatara: 110000-42625,62814=67374,37186 és végtelen. Az érzékenységvizsgalati
outputban az Activity range oszlopban nem ezek az értékek szerepelnek. Az
Activity range oszlop csak egyenlGséggel teljesiils korlatok esetén adja meg az
érzékenységvizsgalati intervallum hatarait.

Az arnyékarak idaig pozitivak voltak, de ez feltétleniil van igy. Modositsuk a
példat tgy, hogy kormanyzati elGirasnak megfelelGen a mésodik termékbdl legaldbb

10 egységet gyartani kell:
2.11. kod.

max
profit: 21x1 + 32x2 + 50x3

subject to

EFl: 11x1 + 30x2 + 39x3 <= 10000
EF2: 41x1 + 60x2 + 73x3 <= 25000
EF3: 112x1 4+ 135x2 + 194x3 <= 110000
KE: X2 >= 10
end

Az optimélis megoldés:

Objective: profit = 14865.20477 (MAXimum)

Row name St Activity Marginal
EF1l NU 10000 0.649497
EF2 NU 25000 0.33794
EF3 B 67124.4
KE NL 10 =-7.76131
Column name St Activity Marginal
x1 B 305.905
X2 B 10
%3 B 162.437

Lathato, hogy a KE korlat arnyékara negativ, ami logikus is: minél magasabb a

korményzati el6iras, annél kisebb a profit.
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Térjink vissza az eredeti feladathoz (korméanyzati elgiras nélkiili feladat). A
dontési valtozokhoz kapcsolodéan milyen kérdéseket tudunk megvalaszolni az LP
feladat érzékenységvizsgalata segitségével?

Lathato, hogy a masodik terméket nem gyartjuk, nem elég profitabilis. Mennyit
kellene kérni a masodik termékért, hogy megérje gyartani? Erre ad valaszt az x2
valtozohoz tartozo dudl eltérésvaltoz6 (Marginal oszlop): -7,76131. Ez az un.
redukalt koltség. Ha ennyivel csokkentjiik a termék arat (ha negativ értékkel
csokkentjiik, az ténylegesen emelkedést jelent), akkor megérné gyartani. Nézziik, mi
torténik, ha a masodik termék arat 7,76131 egységgel 39,76131-ra noveljik. Hogy
egyértelmi legyen a kiilonbség egy kicsit alatta maradunk ennek a hatarnak: 39,76:

2.12. kod.
max
profit: 21x1 + 39.76x2 + 50x3

subject to

EFl: 11xl1 + 30x2 + 39x3 <= 10000
EF2: 41x1 + 60x2 + 73x3 <= 25000
EF3: 112x1 + 135x2 + 194x3 <= 110000

end

Az optimélis megoldés:

Objective: profit = 14942.81784 (MAXimum)

Row name St Activity Upper bound Marginal
EF1l NU 10000 10000 0.649497
EF2 NU 25000 25000 0.33794
EF3 B 67374.4 110000
Column name St Activity Lower bound Marginal
x1 B 307.789 0
x2 NL 0 0 -0.00130653
x3 B 169.598 0

Lathato, hogy ugyanazokat a termékeket gyartjuk, mint kordbban, ugyanolyan
mennyiségben. Tovabbra is az els6 és mésodik eréforrdst hasznaljuk ki teljes

mértékben és a harmadik eréforrasbol van felesleg. Osszefoglaléan: nem valtozott
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a bazis. De latjuk azt is, hogy a redukalt koltség (abszolat értékben) lecsokkent. Ha
a termék arat még egy kicsit megemelnénk, akkor mér az elsé és masodik terméket
érné meg gyartani.

Térjiink vissza az eredeti értékekre. Jelenleg az els§ terméket 21 egységért lehet
értékesiteni, és ennyi pénzért érdemes is gyartani ezt a terméket. Milyen hatarok
kozott valtozhat az els6 termékért kapott pénz, hogy ne valtozzon ez a gyartasi
terv? Erre a kérdésre megint csak az érzékenységvizsgalati hatarok adnak vélaszt. A

Sensitivity analysis outputon az x1 valtozohoz tartozéd két sor:

Column name St Obj coef Obj value at Limiting
range break point wvariable

x1 BS 14.10256 12819.23077 EF2
28.08219 17123.28767 EF1

Az Ob7j coef range oszlop intervalluménak alsé hatara 14,10256, a felsd
hatéra pedig 28,08219. Amennyiben az els§ termék ara ezen két hatar kozott van,
nem véltozik az optimalis gyartasi terv. Probaljuk ki! Allitsuk az els6 termék arat
14,11-re. Ekkor az optimalis megoldas:

Objective: profit = 12821.52014 (MAXimum)

Row name St Activity Upper bound Marginal
EF1 NU 10000 10000 1.28137
EF2 NU 25000 25000 0.000364322
EF3 B 67374.4 110000
Column name St Activity Lower bound Marginal
x1 B 307.789 0
X2 NL 0 0 -6.46294
x3 B 169.598 0

Ugyanazokat a termékeket gyartjuk, mint korabban, és tovabbra is az els§
és a masodik er6forras rendelkezésre &ll6 mennyiségét hasznaljuk ki teljesen.
Megvaltoztak viszont az arnyékarak: az EF2 erGforrdas arnyékira kozel 0.
Ha az els6 termék &ara tovibb csokken, akkor nem hasznéljuk el az Osszes

rendelkezésre all6 mennyiséget a masodik eréforrasbol. Ezt az informéaciot mutatja
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az érzékenységvizsgalat Limiting variable oszlopaban a fels§, EF2 kifejezés.
Ha ellenben az els§ termék &ara 28,08219 felé emelkedik, akkor mar csak egyes
terméket fogunk gyartani, és az els§ erdforrasbol fog felesleg maradni (lasd:
Limiting variable oszlopban az also, EF1 kifejezés).

A harmadik  termék esetén az  érzékenységvizsgilati  intervallum
(Obj coef range) als6 hatara 39,16140, a fels6 hatara pedig 74,45455.
Amennyiben a harmadik termék &ra ezen két érték kozé esik, nem valtozik a
termelési terv, azaz nem valtozik az optimaélis bézis.

A maésodik termék nembézis valtozo, ezért az Obj coef range értékeknek
nincs szamunkra jelentGsége (nembézis valtozo esetén a redukalt koltséget kell nézni).
Természetesen egyszerre csak 1 termék aranak valtozasat tudjuk vizsgalni, tobb

termék aréanak egyiittes valtozédsa mar bonyolultabb kérdés.

2.3. Specialis esetek: nincs lehetséges megoldas és
nemkorlatos célfiiggvény

2.13. példa. Mddositsunk a[2.1] példa szévegén. Mindegyik termékbél legaldbb 1000

eqységet le kell gydartani, mert ekkora mennyiségre korabban mdr leszerzddtink.

Megoldas.
A 2.5 kodot konnyen at tudjuk irni, hogy szerepeljenek benne a termékekre
vonatkozo6 also korlatok:

2.14. kod.
max
profit: 21x1 + 32x2 + 50x3

subject to

EFl: 11x1 + 30x2 + 39x3 <= 10000
EF2: 41x1 + 60x2 4+ 73x3 <= 25000
EF3: 112x1 + 135x2 + 194x3 <= 110000

xlalso: x1 >= 1000
x2also: x2 >= 1000
x3also: x3 >= 1000

end
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A 214 kod futtatasakor a kovetkezd iizenetet kapjuk: PROBLEM HAS NO
PRIMAL FEASIBLE SOLUTION, ami annyit tesz, hogy nincs olyan termelési
terv, ami az Osszes feltételnek eleget tesz. Ezt konnyen ellendrizhetjiik is: 1000
db els6 termékhez az els6 eréforrasbol 11000 egységre lenne sziikség, de ez mar
onmagéban meghaladja a rendelkezésre all6 10000-es keretet. Fontos hangsilyozni,
hogy outputot ilyenkor is kapunk, de a status UNDEFINED, tehat nem a feladat

megoldasat mutatja.

2.15. példa. Mddositsuk mds irdnyba a (2.1 példdt. Az egyitthato mdtrizot (A)
cserélyik ki az
11 =70 39
A= 41 -73 73
112 135 —200

madtrizra. FElsére furcsdk lehetnek a negativ eldjelek a mdtrizban. A negativ
egyiitthatok azt jelentik, hogy eqy adott termék sordn keletkezik olyan melléktermék
(pl. hulladékhd), amit mdsik termék elddallitaisandl fel lehet haszndlni.

Mennyi ebben az esetben az elérhetd maximdlis bevétel?

Megoldas.
A feladat CPLEX LP kédja:

2.16. kod.
max
profit: 21x1 + 32x2 + 50x3

subject to

EFl: 11x1 - 70x2 39x3 <= 10000
EF2: 41x1 - 73x2 73x3 <= 25000
EF3: 112x1 + 135x2 - 200x3 <= 110000

+ +

end

A 216 kod futtatdsakor LP HAS UNBOUNDED PRIMAL SOLUTION iizenetet
kapjuk, azaz nemkorlatos a célfiiggvény. Barmilyen nagy nyereségre szert tudunk
tenni, amit ebben az esetben is konnyen ellenérizhetiink: gyartsunk a masodik

és harmadik termékbdl 1-1 darabot, ami 82 Ft profitot eredményez szdmunkra.
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Ekkor az els6 ersforrasbol -70+39=-31 darabot hasznalunk, tehat nemhogy fogyna
az erGforras rendelkezésre &ll6 mennyisége, hanem még né is. Hasonlban a
masodik erdforrasbol -73+73=0 mennyiséget hasznalunk el, a harmadikbél pedig
135-200=-65 mennyiséget. Lathato, hogy egyik er6forras mennyisége sem csokkent.
Gyartsunk n-n darabot a masodik és harmadik termékbdl. Ekkor 82n profitra
tehetiink szert anélkiil, hogy csokkenne béarmelyik erdforrds mennyisége is. Az
n értéket tetszélegesen nagyra valaszthatjuk, tehat ‘végtelen’ nagységu profitra
tehetiink szert.

Természetesen iizleti problémak esetén nehezen hihetd, hogy végtelen nagysagu
profitra lehet szert tenni. Ezekben az esetekben a felirt modell nem felel meg teljesen
a valosagnak. A konkrét példa esetén érdemes lenne a paramétereket még egyszer
ellenérizni, de még ha a paraméterek helyesek is, valosziniileg akkor sem igaz, hogy
tetsz6leges mennyiséget értékesiteni lehet a megadott arakon.

Bizonyos esetekben elképzelhet§, hogy nemkorlatos célfiiggvény esetén a
PROBLEM HAS NO DUAL FEASIBLE SOLUTION iizenetet kapjuk, de a dualitési
tétel értelmében ez logikus is (ha a primal feladat célfiiggvénye nem korlatos, akkor

a dudl feladatnak nincs lehetséges megoldasa).

2.4. Egészértéki valtozok

Bizonyos feladatok esetén elfogadhatatlan, ha az optimalis megoldasban tort szam
szerepel. Nem tudunk 0,72 darab repiil6gépet gyartani. Réadasul egészértékd
valtozok segitségével logikai korlatokat is el lehet irni, ebben az esetben kiilondsen
fontos a valtozok egészértékiisége, tort értékd valtozoknak semmi értelmet nem

tudunk adni.

2.17. példa. Adja meg a[2.1 példa optimdlis megolddsdt abban az esetben is, ha a

termelési mennyiség csak egész érték lehet.

Megoldas.
LP feladatok esetén lehetGségiink van egészértékiiségi kikotésre. Egészértéki

feladatokat az un. korlatozas és szétvalasztas (branch and bound) algoritmussal
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oldunk meg. Els6ként megoldjuk a feladatot egészértékiiségi kikotések nélkiil.
Ha valamelyik valtozo értékére tort érték adodott, akkor két részre bontjuk a
feladatot, az egyik agon megoldjuk tdgy, hogy az adott valtozd értéke kisebb
vagy egyenld, mint az optimélis megoldas als6 egész része; a masik agon a
valtozd értéke nagyobb, mint az optimalis megoldas fels§ egész része. Eltaroljuk
a megoldashoz tartozo célfiiggvény értéket is. Ha a két &g valamelyikén ujfent
tort érték adodik barmelyik valtozora, akkor iterdljuk ezt a folyamatot. Mindig
azt a lehetséges egészértékid megoldasvektort tartjuk optimélisnak, amelyik a
legjobb célfiiggvényértékkel rendelkezik. Szerencsés esetben bizonyos LP feladatokat
(elagazast) nem kell megoldani, mert méar talaltunk egy egészértéki (lehetséges)
megoldast, ahol a célfiiggvény értéke mar magasabb, mint ami az elagazasban
elérhetd, ezt hivjuk az algoritmus korlatozas részének. A folyamat akkor ér véget,
ha minden agra teljesiil, hogy végigszamoltuk, vagy az algoritmus korlatozésa miatt
lezartuk.

A mai LP megoldok a Kkorlatozas és szétvalasztas algoritmusat nem a
tiszta formajaban hasznaljdk, hanem miel6tt elvégeznék a szétvalasztast, un.
metszisikokat generalnak. A metszGsikok levagnak a lehetséges megoldasok
tartomanyabol egy részt, ami biztosan nem tartalmaz egészértékd megoldést.
A metsz6sikok hasznalataval jelentGsen felgyorsithato az egészértékd feladatok
megoldasa. A korlatozas és szétvalasztas és a metszdsikok egyiittes hasznalatat
korlatozas és vagasnak hivjuk (angolul ¢’ branch and cut’).

Egészértékd valtozé hasznédlataval a futasi id6 jelentGsen megnovekedhet,
akar olyan mértékben is, hogy praktikusan a feladatok megoldhatatlanna valik
szamunkra. Ha tudjuk, keriiljiik el a hasznalatukat. Természetesen ez sokszor nem
lehetséges. Egészértékii feladatok megoldasa esetén a modell felirdsa is nagyon
sokat szamit. Ugyanannak az egészértékd feladatnak a kiilonbozé felirdsai kozott
nagysagrendnyi kiilonbség is lehet futési idé tekintetében.

Bér az egészértéki feladatok megoldasa bonyolult, a megadasuk a CPLEX LP
kodban viszont egyszerd: egy 1j szekcidban, amit az integer kulcsszd vezet be

(megengedettek még general, int és gen kulcsszavak), felsoroljuk az egészértéki
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valtozokat (mindegyiket 0j sorban, vagy szokozzel elvalasztva).

2.18. kod.
max
profit: 21x1 + 32x2 + 50x3

subject to

EFl: 11x1 + 30x2
EF2: 41x1 + 60x2
EF3: 112x1 + 135x2

+

39x3 <= 10000
73x3 <= 25000
194x3 <= 110000

+ +

integer
x1
X2
%3

end

Az optimélis megoldés:

Problem:

Rows: 3

Columns: 3 (3 integer, 0 binary)
Non-zeros: 9

Status: INTEGER OPTIMAL

Objective: profit = 14929 (MAXimum)

Row name Activity Lower bound Upper bound
EF1 9998 10000
EF2 24984 25000
EF3 67305 110000
Column name Activity Lower bound Upper bound
x1 * 307 0
X2 * 1 0
x3 * 169 0

Az optimalis megoldasban az els¢ termékbdl 307-et, a masodik termékbdl 1-et,
a harmadik termékbdl pedig 169-et érdemes gyartani.
Egészérték valtozok esetén az eredményfiill is megvaltozik valamelyest. A

fejlecben nem csak az oszlopok (valtozok) szama szerepel, hanem az is, hogy a
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valtozok koziil hany egészértékd. Jelen feladatban mindegyik valtozo egészértéki, ezt
egészértéki programozasi feladatnak (angolul IP=Integer Programming) nevezziik.
Nem sziikséges, hogy a modellben szereplé Osszes valtozd egészértéki legyen, ezt
vegyes egészértéki feladatnak (angolul MILP=Mixed Integer Linear Programming)
nevezziik.

A fejlécben a statusz INTEGER OPTIMAL. Az egészértékd valtozok mellett
* szerepel. Tovabbi fontos kovetkezmény, hogy nincs Marginal oszlop, azaz
dualvaltozok. Az arnyékar és redukalt koltség egészértékii feladatok esetén is relevans
mutatok, de nem tudjuk Sket meghatarozni az optimalis megoldasbol. Ilyen jellegii

kérdéseket csak tjabb futtatasokkal tudjuk megvélaszolni.

2.5. Binaris valtozok

Ha egy egészértéki (nemnegativ) véltozorol kikotjik, hogy értéke kisebb vagy
egyenld, mint 1, akkor ez a valtozo csak 0 vagy 1 értéket vehet fel. Ezeket a valtozokat
binéris valtozoknak hivjuk. Binaris valtozok hasznélataval a modellezési lehetGségek
kitdgulnak, de sokszor a futasi id6 is megnovekszik.

Binaris valtozokat megadhatnank ugy is, hogy egy egészértékd valtozora
kikotjiik, hogy értéke nem lehet nagyobb, mint 1, de érdemes ezeket a valtozokat
kiilon kezelni. A CPLEX LP formatumban erre szolgdl a binary szekcid. Az
integer szekcibhoz hasonloan egyszertien fel kell sorolni a binaris valtozokat (a

binaris valtozokat nem kell /nem szabad az integer szekcioban is megadni).

2.19. példa. A [2.] példa szdvegén mddositunk egy kicsit. Egészértéki megolddst
kerestiink, de méretgazdasdgossagi megfontoldsokbol eqy termékbdl wvagy nem
gyartunk, vagy legaldbb 10-t. Tovabbd a mdsodik terméket csak akkor lehet gydrtani,
ha gydrtunk az elsébdl is, a harmadik terméket pedig csak akkor lehet gydrtani,
ha gydartunk az elsd kettdbdl is. Fzeket a korldtozo feltételeket betartva mekkora

maximdlis nyereség érhetd el?

Megoldas.
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Vegyiik el6szor a méretgazdasagossagi korlatokat. A korlatok felirasdéhoz be kell
vezetni binaris valtozokat. Legyenek bl, b2 és b3 binaris valtozok, amelyeknek 0
értéke azt jelenti, hogy nem gyartjuk az adott terméket, 1 értéke pedig azt, hogy
gyartjuk.

Nem elég bevezetni a b1, b2 és b3 valtozokat, ezek a valtozok nem fiiggetlenek
x1, x2 és x3 valtozoktol. Nehezen tudnank egy olyan megoldast értelmezni, ahol
x1 értéke 10, bl értéke pedig 0. Korlatokkal ki kell kényszeriteni a valtozok
koherenciajat, azaz ha x1 valtozé pozitiv, akkor bl valtozo értéke 1, és forditva,
ha b1 valtozo értéke 0, akkor x1 értékének is O-nak kell lenni. Ezt a kapcsolatot un.

‘nagy M’ korlattal (angolul big M) tudjuk megoldani:

ahol M egy kell6en nagy szam. Ha b; valtozo 0, akkor abbol kovetkezik, hogy x;
valtozo értéke is 0. Ha b; értéke 1, akkor x; értéke 0 és M kozott barmi lehet. Ha
M értékét olyan nagyra allitjuk, hogy x; értéke annal nagyobb tgysem lehetne,
akkor ezt azt jelenti, hogy amennyiben b; valtozo értéke 1, akkor nincs ténylegesen
korlatozva x; valtozo.

A kovetkezs kérdés, hogy honnan tudunk ilyen M értékre szert tenni? Ez
problémarol probléméra valtozik. A konkrét feladat esetén a rendelkezésre allo
erGforrasok korlatozzak a termelést. Biztosnak vehetjiik, hogy barmelyik eréforrast
valasztjuk is ki az M értékének megbecsléséhez, az egy valos termelési korlatot ad.
Lehet, hogy nem a legjobb (legalacsonyabb) korlatot, de egy érvényeset. Valasszunk
hét egy tetszéleges eréforrast, és takaritsuk meg magunknak azt az eréfeszitést, amit
a legoptimélisabb M keresése igényelne. Példankban tekintsiik az elsé eréforrast.
Az els6 termék elGéllitasdhoz 11 egységre van sziikség a rendelkezésre allo 10000
egységhdl, igy 10000/11=909,1 egységnél tobbet biztos nem tudunk gyéartani az
elsé termékbsl. Az M értékek a masodik termék esetén 10000/30=333,4 (felfele
kerekitve), a harmadik termék esetén pedig: 256,5 (szintén felfele kerekitve).

Nagy M korlatok esetén, ha matematikai oldalrol nézziik a probléméat, nem kell

a legjobb fels6 korlatot megtalalni. Tehat a 909,1 helyett nyugodtan hasznalhatunk

36



1000-es értéket vagy akar 1000000-t is. Numerikus oldalrél nézve problémés lehet,
ha nagyon nagy szamot valasztunk M értékének. Ezen feladatok megoldasa az egyik
legnagyobb kihivas a MILP feladatok esetén. Igyekezziink keriilni ezeket a ‘nagy
M’ korlatokat. Vannak esetek, amikor ez nem lehetséges, de vannak olyan jo ismert
tritkkok, amik segithetnek. (Probalkozhatunk példaul a folytonos dontési valtozok
diszkretizalasaval.)

Az x; < Mb; korlatokkal ki tudjuk kényszeriteni az x; és b; valtozdk kozotti
koherenciat. A bevezetett b; valtozoval fel lehet irni a méretgazdasagossagi feltételt
is:

Ha b; értéke 0, akkor x; értéke lehet 0 (a x; < Mb; korlatok kizéarjak, hogy z;
értéke pozitiv legyen). Ha b; értéke 1, akkor x; értéke legalabb 10. Azaz a két korlat
egylitt azt kényszeriti ki, hogy z;-bdl legalabb 10 darabot gyartsunk, ha a gyartas
mellett dontiink, de engedélyezi azt a lehetséget is, hogy egyéltalan ne késztsiink
bel6le egy darabot sem.

A tovabbi korlatokat mar konnyen fel lehet irni. A mésodik terméket csak akkor
tudjuk gyartani, ha gyartjuk az els6 terméket is: by < b;. A harmadik terméket csak
akkor tudjuk gyartani, ha gyartjuk az elsé kett6t is: 2bg < by + by. Osszefoglalva:
2.20. kod.

max
profit: 21x1 + 32x2 + 50x3

subject to

EFl: 11xl1 + 30x2 39x3 <= 10000
EF2: 41x1 + 60x2 + 73x3 <= 25000
EF3: 112x1 + 135x2 + 194x3 <= 110000

+

Kohl: x1 - 910bl <= 0
Koh2: x2 - 334b2 <= 0
Koh3: x3 - 257b3 <= 0
MGl: x1 - 10bl >= 0
MG2: x2 - 10b2 >= 0
MG3: x3 - 10b3 >= 0

T2: b2 - bl <=0
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T3: 2b3 - bl - b2 <=0

integer
x1
X2
x3

binary
bl
b2
b3

end

Az optimélis megoldés:

Status: INTEGER OPTIMAL
Objective: profit = 14849 (MAXimum)

Column name Activity

x1 * 307
X2 * 11
x3 * 161
bl * 1
b2 * 1
b3 * 1

Tehat az els6 termékbdl 307 darabot gyartunk, a masodikbol 11-t, a harmadikbol

pedig 161-t. Ekkor 14849 egység bevételre tesziink szert.

2.6. Gyakorl6 feladatok

2.6.1. Egyszertibb feladatok

2.21. példa. Egqy gyogyszergydr egy 1j tipusi multivitamint szeretne piacra dobni,
amelyet négy kilonbozd, mdr forgalomban lévd, sajdt fejleszést termékbdl kivannak
osszedllitani. Az ij termék tervezésekor 3 dsvdanyi anyag €s 1 vitamin értékét dallitjak
be eldre meghatdrozott szintekre.

Azt szeretnék elérni, hogy az uj termék 1 grammgjdaban a kalcium legalabb 100 myg,

a magnézium legaldbb 90 mg, a foszfor pedig 85 és 95 mg kézott lenne. A vitaminok
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k6zil egyediil a K-vitamin szintje fontos, amelybdl legaldbb 60 pg-ot kell tartalmaznia
az 1y multivitaminnak.

A négy eddigi termékiikben 1 gramm tartalmaz rendre 140, 105, 99 és 90 mg
kalciumot, valamint 65, 72, 100 és 123 mg magnéziumot, valamint 152, 115, 81 és
98 mg foszfort, illetve 71, 42, 41 és 83 pg K-vitamint.

A négy régebbi termékiik elddllitdsi koltsége rendre 67, 83, 68 illetve 55
Ft grammonként. A gydgyszergydr szeretné az 1uj terméket a lehetd legkevesebb
eldallitasi koltséggel kikeverni. Adjon meg eqy LP-t amelyben a legolcsobb keverék
meghatdrozdsa a cél, €s érzékenyséquizsgdlat segitségével wvdlaszoljon a kévetkezd

kérdésekre:
a) Mennyibe keril az uj termékbdl eqy 1,8 grammos tabletta?
b) Hogyan vdltozik egy tabletta dra, ha a foszfor 84 és 96 mg kozdtt lehet?
c) Hogyan vdltozik egy tabletta dra, ha a foszfor 80 és 115 mg kozétt lehet?

d) Ha 10 mg-al noveljik a magnézium mennyiségét egy gramm uj termékben,

akkor hogyan vdltozik az 1ij termék elddllitasi koltsége?

e) A kovetkezd honapban egy ij gépet fog betizemelni a gydgyszergydr, aminek
kdszonhetden a mdsodik termék elddallitdsi kéltsége 20 forinttal olcsobb lesz. Az

1ij gép mennyivel csokkenti az uj termék elddllitdsi koltségét?
Megoldas a[200] oldalon.

2.22. példa. FEgy dditdital gydrto vdllalat alma, barack és alma-barack izesitési
woleveket dllit eld. Egy liter alma izesitési ital eldallitdsdhoz 10 dkg cukorra, 770 ml
vizre és 230 ml almasiritményre van szikség. Eqy liter barackos iwolé 8 dkg cukorbal,
6,5 dl vizbdl és 350 ml barackstiritménybdl késziil. A vegyes izt tditdital elkészitéséhez
7 dkg cukrot, 450 ml vizet, 260 ml almasiritményt és 290 ml baracksdritményt
haszndlnak fel.

Eqgy nap alatt 30 kg cukrot, 150 liter vizet, 60 liter almasiritményt és a 40 liter
baracksiritményt tud a vdllalat feldolgozni. Az tditditalokat rendre 300, 380 és 400
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forinton druljik. Mindegyik 1iditébdl legalabb 20 litert kell naponta gydrtani. Adjon
meq eqy LP-t, amely esetén a napi gydrtds bevétele mazximalizdlhato, és eqy IP-t arra
az esetre, ha a gyartds a palackozdssal ér véget a nap végén, ahol minden tditditalt
1 literes palackba toltenek. Mennyivel novelné a napi bevételt mind a két esetben, ha
eqy olyan beszallitot valasztandnak, ahol a felhaszndlhato baracksdritmény naponta

45 liter lenne?
Megoldas a 210} oldalon.

2.23. példa. Egy wvdllalat marketingkampdnyba kezd, amelyre 50 millio forintot

szannak. A kampdny sordn a kévetkezéképpen lehetdségek kézil vdlaszthatnak:

1. Hirdetést adhatnak fel az A televizioban, 15 millié forintért, amely vdrhatéan

400 ezer nézot ér el.

2. Hirdethetnek a konkurens B televizioban is, amely 12 millio forintba keriil,

azonban ezzel csak vdrhatoan 340 ezer embert érnek el.

3. Rekldmozhatjik magukat a megyei radicban 3 millic forintért, amivel 60 ezer

embert érnek el.

4. Vilaszthatjdk az orszdagos rdadiot is, amellyel varhatoan 200 ezer hallgato figyel

fel rajuk, 8 millio forintért cserébe.

5. Nyereményjatékot indithatnak, amelynek a koltsége 16 muillio forint, és

vdrhatoan 350 ezer ember figyelmét kelti fel.

6. A wvdros tobb pontjdn plakdtokat helyezhetnek el, amellyel varhatoan 130 ezerrel

novelik az ugyfeleik szamdt, 8 millio forint koltség mellett.

7. Internetes hirdetést is vdlaszthatnak, amelyre 5, 10, vagy 20 millio forintot

kéltve rendre varhatoan 100, 220 és 500 ezer embert érnek el.

A két televizioban egyszerre nem hirdethetnek, valamint az internetes kampdnybol
is csak az eqyik futhat. Azonban a vdllalat ragaszkodik az internetes hirdetéshez, ezért

valamelyiket a hdrom kézil mindenképpen vdlasztani kell.
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A megyei radio az A televizio leanyvdllalata, tehdt amennyiben ezt a tévét
vdalasztjak, akkor a megyei rddicban is kapdnyolniuk kell, viszont forditva nem
kotelezd.

A két rddioban hirdethetnek egyszerre, viszont ebben az esetben a legdrdgdbb
internetes opciot nem vdlaszthatjdak, mert ekkor az eldrejelzésiik pontossdga csokken.

Nyereményjdatékot csak megfeleld marketingkampany mellett indithatnak, tehdt
ha az orszagos radicban és valamelyik televizioban is futnak hirdetések.

Adjon meg egy IP-t, amellyel a wvdrhatéan elérhetd emberek szdmdt

maximalizdlhatjuk.

Megoldas a [213] oldalon.

2.6.2. Nehezebb feladatok

2.24. példa. A Balatonba a Zala folyobdl érkezd vizmennyiség az év 52 hetére a

kovetkezd értékekkel noveli meg a vizszintet (mm-ben).

hét | Zala hozama | hét | Zala hozama | hét | Zala hozama | hét | Zala hozama
1 21 14 3/ 27 19 40 15
2 18 15 11 28 17 41 17
3 16 16 13 29 11 42 29
4 13 17 7 30 13 48 28
5 12 18 10 31 18 44 21
6 11 19 8 32 13 45 10
7 14 20 13 33 11 46 16
8 13 21 15 3/ 10 47 14
9 26 22 10 35 12 48 12
10 33 23 19 36 8 49 28
11 37 2/ 20 37 12 50 25
12 40 25 2/ 38 13 51 16
13 31 26 23 39 16 52 18

A Balatonban felgyilemlett vizet a Sio csatorndban le lehet engedni, hetente

mazimum 20 (mm-t). A Balaton (dtlagos) vizszintje induldskor 3996 (mm,).

a) A viziigyi igazgatosdg a vizszintet a (4000 —d; 4000+d) intervallumban szeretné

tartant (minden hét végén). Mi a legkisebb d érték, amire teljesithetd a vdllalds?

41



b) A Sié Sziwvattyitelep Kft. opcids joggal rendelkezik eqy szivattyi egyheti
haszndlatdra. A szivattyd a betizemelt héten (plusz) 1 mm-rel csokkenti a

vizszintet. Melyik hétre kell a szivattyu haszndlatdt idéziteni? Honnan tudjuk?

c) Az elsd heti vizhozamot nem tudjuk pontosan megmondani (de a tobbit igen).
A Sio Szivattyutelep Kft. a dolgozok szabadsdgoldsdt szeretné tervezni, azokra
a hetekre iddzitve, amikor nem mikodik a szivattyutelep. Milyen hatdrok kozott
vdltozhat a Zala hozama az elsé héten, hogy ne vdltozzon a szivattyitelep (heti)

titemterve? Honnan tudjuk?

d) Viltozik-e a helyzet (és ha igen hogyan), ha a Sid csatorna zsilipje egész évben

maximum 5 héten lehet nyitva?

e) Viltozik-e a helyzet (és ha igen hogyan), ha a Sié csatorna zsilipje legfeljebb
4 hétig lehet folyamatosan nyitva, az azt kévetd otodik héten a zsilipet be kell

zdrni (azutdn djra megnyithatd)?
Megoldas a 216 oldalon.

2.25. példa. Gotham vdrosnak nyolc keriilete van. A tabldzat mutatja, hogy hdny

percig tart, amig eqy mentdauto az eqyik keriletbdl a mdsikba ér.

1 2 8 4 5 6 7 8
110 8 4 6 8 9 8 10
218 0 5 4 8 6 12 9
314 5 02 2 3 5 7
J16 4 2 0 38 2 5
518 8 2 3 0 2 2
619 6 3 2 2 0 3 3
718 12 5 5 2 8 0 2
8110 9 7 4 4 3 2 0

Tehat pl. az els6 keriileth6l a masodik keriiletbe 3 perc alatt ér oda a menté.
Az egyes kertiletek lakossaga (ezer f6ben megadva) a kovetkezs: 1. keriilet 40; 2.
kertilet 30; 3. keriilet 35; 4. kertilet 20; 5. keriilet 15; 6. keriilet 50; 7. keriilet 45; 8.

keriilet 60. A varosnak csak két mentGautdja van.

42



e Hol allomésoztassik a mentGautokat, hogy maximalizaljak azok szamat,

akikhez a mentékocsik 2 percen beliil kiérnek?

e Melyik keriiletbe lenne érdemes telepiteni egy harmadik mentSautot? Ezzel

hény 1j lakot lehetne elérni?

e Térjink vissza az eredeti feladathoz! Hany mentSautd sziikséges az Osszes

keriilet 2 percen beliili eléréséhez?

Megoldas a[233] oldalon.
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3. fejezet

Szallitasi feladat

3.1. Egyszeri szallitasi feladat

A szallitasi feladat esetén az alapfeladat a kovetkezdképpen néz ki: adott a raktarak
egy halmaza R = {ry,ry,...,m,} és az aruhazak egy halmaza A = {ay,as,...,an}.
Emellett adottak a raktarakban tarolt arumennyiségek (si, s, ..., S,) (s=supply)
és az aruhazak igényei (dy,ds,...,d,,) (d=demand). A téarolt arumennyiségekre
kapacitasokként is szoktunk hivatkozni. A ¢;; koltségmatrix elemei az egységnyi aru
elszallitasanak koltségét adjak meg az r; raktarbol az a; aruhazba. A célunk az, hogy
kielégitsiik az aruhazak igényeit a lehetd legkisebb szallitasi koltséggel.

Jelolje x;; dontési valtozo az r; raktarbol az a; Aaruhazba elszéllitott
drumennyiséget. (A bevezetett jeloléshez jobban igazodna az w,,,, valtozo, de igy
a képletek valnanak attekinthetetlenné. Az egyszert szallitasi feladatoknal nem
okoz gondot ez a jelolés, az atrakodasos széllitasi feladatnél tovabbi magyarazattal
szolgalunk majd a valtozonevekkel kapcsolatban.) Ekkor a feladat LP felirdsa a

kovetkezs:
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3.1. LP feliras.

m
Z CijTij —» min
i=17=1

NgE

feltéve hogy:

Yoy < s Vi
=1
Z Tij > d; Vj
i=1

Az LP felirasban az utolsdé sort nemnegativitdsi korlatnak hivjuk. Bar elvi
lehetGség van réa, hogy méasképp definidljunk valtozokat (pl.: elgjelkotetleniil), de
ezzel a lehetGséggel most nem fogunk élni. Helytakarékossag miatt a tovabbiakban
feltessziik, hogy x;; > 0 minden (i, j)-re.

Nézziink egy konkrét példat!

3.2. példa. Van 5 raktdarunk és 6 druhdzunk. Minden raktdrban 100 egységnyi dru
van, az druhdzak igényei pedig rendre 98, 136, 46, 52, 83, és 85. A koltségmdtrix

legyen:
17 26 25 28 34 25

35 21 21 14 13 11
27 23 12 18 31 14
18 21 29 39 13 17
35 37 29 30 15 12

Legkevesebb mekkora kiltséget igényel, hogy kielégitsiik az druhdzak igényeit?
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Megoldas.

Az LP feliras a konkrét feladat esetén:

fh.:

+1721 142611 o+2521 342811 4+34x; 5+2511 ¢

+35.f172_1 +21332_2+21.’E2_3—|—14I‘2_4+13{Z‘2_5+1 1'1;2_6

+27I371+23[E372+].21'373—}-185(]374—’—311’375+14I376

—|—18£L’4_1—|—21274_2—|—29$4_3+39£B4_4+131‘4_5+171’4_6

+3525 1+37x5 o+29w5 3+30w5 4+15w5 5+1215 ¢

+71 1
+$2_1
+x3 1
+T4 1

+£E5_1

+T1 2
‘|‘$2_2
+x3 9
+14 o

+$5_2

‘|‘$1_1
+r1 9
+x1 3
+T1 4
+1 5

+$1_6

+T1 3
+£L’2_3
+x3 3
+x4 3

‘|‘$5_3

+[E2_1
+x2 o
+x2 3
+T2 4
+x2 5

+.T2_6

+T1 4
+$2_4
+$3_4
+x4 4

+CB5_4

+£U3_1
+x3 o
+x3 3
T3 4
+x3 5

+LU3_6
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+71 5
+Z’2_5
+x3 5
+Z4 5

+ZL‘5_5

+ZE4_1
‘|—£E4_2
+xy4 3
+T4 4
+£L‘4_5

+SE4_6

+Z1 6
+$2_6
+x3 ¢
+Z4 6

+1’5_6

+1’5_1
+x5 o
+x5 3
+Ts5 4
+5 5
+x5 ¢

xij

IN AN IA IA

IN

vV IV IV IV IV IV

v

min

100
100
100
100
100

98
136
46
52
83
85



Ugyanez az LP feliras CPLEX LP formatumban:

3.3. kod.

min

ktg:

+17x1_1 +26x1_2 +25x1_3 +28x1_4 +34x1_5 +25x1_6
+35x2_1 421x2_2 +21x2_3 +14x2_4 +13x2_5 +11x2_6
+27x3_1 4+23x3_2 +12x3_3 +18x3_4 +31x3_5 +14x3_6
+18x4_1 +21x4_2 +29x4_3 +39x4_4 +13x4_5 +17x4_6
+35x5_1 +37x5_2 +29x5_3 +30x5_4 +15x5_5 +12x5_6
subject to

rl:+x1_1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 +x1_6 <= 100
r2:+x2_ 1 +x2_ 2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6 <= 100
r3:+x3 1 +x3 2 +x3_ 3 +x3_4 +x3_5 +x3 6 <= 100
rd:+x4 1 +x4 2 +x4 3 +x4 4 +x4 5 +x4 6 <= 100
r5:+x5 1 +x5 2 4+x5 3 +x5_4 +x5_5 +x5 6 <= 100
al:+x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 >= 98

az:+x1_2 +x2_2 +x3_ 2 +x4_2 +x5_2 >= 136
al3:+x1 3 +x2 3 4+x3 3 +x4 3 +x5 3 >= 406

ad:+x1_4 +x2_4 +x3_4 +x4_4 +x5_4 >= 52

ab:+x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 +x5_5 >= 83

a6:+x1_6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 >= 85

end

A . kodhoz tartozé LP output allomény (alternativ megoldés is van, masik

output is elképzelhets, amit az output allomanyhoz fiizétt megoldas utdn adunk

meg):

Status: OPTIMAL

Objective: ktg = 8049 (MINimum)

No Row name St Activity

1 rl B 100
2 r2 NU 100
3 r3 NU 100
4 r4 NU 100
5 r5 NU 100
6 al NL 98
7 a2 NL 136
8 a3 NL 46
9 a4 NL 52
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10 a5 NL 83

11 a6 NL 85
No. Column name St Activity

1 x1_1 B 98
2 x1_2 B 2
3 x1_3 NL 0
4 x1_4 NL 0
5 x1_5 NL 0
6 x1_6 NL 0
7 x2_1 NL 0
8 x2_2 B 48
9 x2_3 NL 0
10 x2_4 B 52
11 x2_5 NL 0
12 x2_6 NL 0
13 x3_1 NL 0
14 x3_2 B 54
15 x3_3 B 46
16 x3_4 NL 0
17 x3_5 NL 0
18 x3_6 NL 0
19 x4_1 NL 0
20 x4_2 B 32
21 x4_3 NL 0
22 x4 4 NL 0
23 x4_5 B 68
24 x4_6 NL 0
25 x5_1 NL 0
26 x5_2 NL 0
27 x5_3 NL 0
28 x5_4 NL 0
29 x5_5 B 15
30 x5_6 B 85

Az optimalis megoldés esetén a szallitasi Osszkoltség 8049. A koévetkezs
viszonylatokban torténik szallitas: els6 raktarbol az els6 aruhézba 98 egység
(x1_1=98), az els6 raktarbol a masodik aruhazba 2 egység (x1_2=2), a masodik
raktarbol a masodik aruhézba 48 egység (x2_2=48), a mésodik raktarbol a negyedik
aruhazba 52 egység (x2_4=52), a harmadik raktarbol a masodik aruhazba 54 egység
(x3_2=54), a harmadik raktarbol a harmadik aruhazba 46 egység (x3_3=46),
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a negyedik raktarbol a masodik aruhazba 32 egység (x4_2-=32), a negyedik
raktarbol az 6todik aruhéazba 68 egység (x4_5=68), az 6todik raktarbol az 6todik
aruhazba 15 egység és végiil az 6todik raktarbol a hatodik aruhéazba 85 egység
(x5_6=85). Ellendrzésiil: 17x98+26x2+21x48+14x52423x54+12x46+21x32+
13x68415x15+12x85=8049.

Amelyik viszonylatban torténik szallitds, ott a megfelel6 x valtozok
bazisvaltozok. Ezt onnan latjuk, hogy az eredményfiil St oszlopdban B betti szerepel
(pl. 1 x1_1 B).

Az els6 raktarbol a harmadik aruhézba nem torténik szallitds. Ez nembézis
valtozo. Ekkor az St oszlopban NL szerepel (3 x1_3 NL). Az N mutatja, hogy
nembazis valtozo, az L beti, hogy az also korlatba iitkoziink bele (emlékeztet6iil:
minden valtozo esetén van egy nemnegativitasi korlat, ezt nem kellett kiilon megadni,
ez az alapértelmezés).

Az Activity oszlop mutatja a korlat baloldalat, az elsG korlat esetén a
x1_1+4x1_2+x1_3+x1_4+x1_5+x1_6 Osszeget. Az els6 korlat esetén ez is 100,
tehét a korlat egyenldség forméjaban teljesiil. Az els6 korlat esetén az St oszlopban
B szerepel a tobbi oszlopban NU vagy NL. Az N a nembézis valtozora utal
(emlékeztetsiil: minden korlathoz tartozik egy eltérésvaltozo, és ez az eltérésvaltozod
nembéuzis valtozo, azaz 0, tehat a korlat egyenlség forméjaban teljesiil) <= korlatok
esetén NU szerepel, tehat itt a kifejezés a fels6 korlatjaba iitkozik bele; >= korlatok
esetén NI szerepel, ebben az esetben a kifejezés az alsd korlatjaba iitkozik bele.
Erdekes az elsé korlat esete: ez is egyenléség forméjaban teljesiil, de a St oszlopban
B szerepel, ami bazisvaltozora utal. Itt az a helyzet, hogy az eltérésvaltozo tényleg a
bazisban szerepel, de értéke 0. Ezt hivjuk degeneracionak. A kérdésrsl késGbb még
szot ejtiink.

Erdemes megemliteni, hogy a feladatnak van egy alternativ megoldasa is (ami az
eredményfiilon nem latszik). Hogy lassuk ezt, adjuk hozzé a . kédhoz az x2_2=0

korlatot. Ekkor az optimélis megoldas:

No. Column name St Activity
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2 x1_2 B 2
10 x2_4 B 52
11 x2_5 B 48
14 x3_2 B 54
15 x3_3 B 46
20 x4_2 B 80
23 x4_5 B 20
29 x5_5 B 15
30 x5_6 B 85

Lathato, hogy a célfiiggvény értéke most is 8049, tehat ez is optimalis megoldas.
Az el6z6 megoldashoz képest az a kiilonbség, hogy x2_ 2 valtozd értéke 0, ‘cserébe’
viszont x2_5 valtozo értéke 48. Valtozik még tovabba x4_2 és x4_5 valtozo értéke.

Amikor a raktarak kapacitdsanak Osszege és az aruhézak igényeinek Osszege
megegyezik, akkor a feladatot kiegyensilyozott szdllitisi feladatnak nevezziik. Ha
a szallitasi feladatot LP feladatként oldjuk meg, nincs kiilénosebb jelentésége,
hogy a feladat kiegyensulyozott-e. A széllitasi feladatot megoldhatjuk tun.
huroktranszformacios modszerrel is, de ezen modszerrel méar csak kiegyensilyozott
feladatot tudunk megoldani (mint latni fogjuk, sok nem kiegyensulyozott feladat
visszavezethets kiegyensulyozott feladatra). Szimplex algoritmus hasznélatéval
kellsen nagyméretii feladat is megoldhato (pl. 1000 raktar 1000 aruhéz), de
nagyméretd feladatok esetén mar érzékelhets lehet a huroktranszformacios modszer
elénye.

Par megjegyzést érdemes tenni a kiegyensilyozott széllitdsi feladattal
kapcsolatban. Amikor a raktarak kapacitasainak Osszege megegyezik az aruhazak
igényeinek Osszegével, akkor minden korlat egyenléség formajaban teljesiil, tehat
minden relacidjel egyenlGség is lehetne. Ekkor, ha a raktarakra valamint az
aruhézakra vonatkozo korlatokat Osszeadjuk (kiilon-kiilon), akkor ugyanazt az
Osszeget kapjuk. Masképpen megfogalmazva: kiszemeljiilk valamelyik aruhézat
(mondjuk a 6. aruhazat), majd Osszeadjuk a raktdrakra vonatkozo korlatokat, és
levonjuk bel6le az els6 5 druhdzra vonatkozo korlatok (a 6. korlatot nem tartalmazo
aruhézi korlatok) osszegét. Ezaltal pont a 6. aruhazra vonatkozd korlatot kapjuk
meg.

Az el6z6 gondolatmenetet altalanosithatjuk is minden kiegyensulyozott feladatra.
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Tehat ha n raktarra teljesiil az egyenlGség, tovabba m — 1 aruhazra is, akkor teljesiil
az m. aruhazra is. Nyilvan ez forditva is igaz lesz: ha n — 1 raktéarra és m aruhazra
teljesiil az egyenlGség, akkor az n. raktarra is teljesiil, tehat az egyenletrendszer
redundéans.

Cseréljiik ki az Osszes relacidjelet egyenlGségre a kodban. Ekkor az ril
korlathoz tartozo eltérésvaltozo béazisvaltozo lesz 0 értékkel. Masrészrsl valasszuk ki
valamelyik raktarat (vagy aruhazat) és hagyjuk el a hozza tartozo korlatot. Ekkor

ugyanazt a megoldast kapjuk.

3.1.1. Bdévitési lehet6ségek

Az alapfeladatot tobbféle irdnyban bdvithetjik. Egyik lehetséges irdny, ha a
raktarakban tobb aru van, mint amennyi az aruhazak igénye. Ekkor valamennyi dru

ott marad a raktérakban, a kérdés csak az, hogy melyikben és mekkora mennyiség.

3.4. példa. A [3.3 példa szivegén wvdltoztassunk annyit, hogy ne 100, hanem
120 egységnyi dru legyen minden raktdrban. Mennyi ebben az esetben a szdllitdsi

osszkoltség, valamint melyik raktdrakban marad dru és mennyi?

Megoldas.
Tobbféle megoldas is elképzelhets. Egyik lehetséges megoldas, hogy pl. a |3.3]

kodban kicseréljiik a raktarakra vonatkozo korlatokat <=100-r6l <=120-ra.

3.5. kod.

min

ktg:

+17x1_1 +26x1_2 +25x1_3 +28x1_4 +34x1_5 +25x1_6
+35x2_1 +21x2_ 2 +21x2_3 +14x2_4 +13x2_5 +11x2_6
+27x3_1 4+23x3_2 +12x3_3 +18x3_4 +31x3_5 +14x3_6
+18x4_1 +21x4_2 +29x4_3 +39x4_4 +13x4_5 +17x4_6
+35x5_1 +37x5_2 +29x5_3 +30x5_4 +15x5_5 +12x5_6
subject to

rl:+x1_1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 +x1_6 <= 120
r2:+x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6 <= 120
r3:+x3 1 +x3 2 4+x3_3 +x3_4 +x3_5 +x3 6 <= 120
rd:+x4 1 +x4 2 +x4 3 +x4 4 +x4 5 +x4 6 <= 120
r5:+x5 1 +x5 2 +x5 3 +x5_4 +x5_5 +x5 6 <= 120
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al:+x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 >= 98
a2:+x1 2 +x2_ 2 +x3 2 +x4 2 +x5 2 >= 136
al3:+x1_3 +x2_3 +x3_ 3 +x4_3 +x5_3 >= 46
ad:+x1_4 +x2_4 +x3_ 4 +x4_4 +x5_4 >= 52
ab:+x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 +x5_5 >= 83
a6:+x1_6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 >= 85

end

Az eredményfiilon a korldtokra vonatkozo részbdl allapithatd meg egyszerten,

hogy melyik raktdrban mennyi dru marad.

No. Row name St Activity Lower bound Upper bound
1 rl B 98 120
2 r2 NU 120 120
3 r3 B 77 120
4 r4 NU 120 120
5 r5 B 85 120
6 al NL 98 98
7 a2 NL 136 136
8 a3 NL 46 46
9 a4 NL 52 52

10 a5 NL 83 83
11 a6 NL 85 85

Az ry raktarhoz tartozd korlat esetén a felsG korlat 120, ami megegyezik az
egyenlet baloldalanak értékével (Activity oszlop), tehat ebbdl a raktarbol 120
egységnyi arut fognak elszallitani.

Az ry raktarhoz tartozo korlat esetén a felsd korlat szintén 120, de az egyenlet
baloldala csak 98, vagyis csak 98 egységnyi arut szallitanak el ebbdl a raktérbol,
tehat a maradék 22 egység aru ebben a raktdrban marad. Hasonléan meg belathato,

hogy a harmadik raktarban 43, az 6todik raktarban pedig 35 egységnyi aru marad.

Megoldas #2.

A feladatot visszavezethetjiik kiegyensilyozott feladatra is. Bevezetiink egy fiktiv
7. aruhdzat (ay), amelynek igénye a raktarakban tarolt drumennyiségek és az
aruhazak igényeinek kiilonbsége, jelen példaban 5x120-500=100. Ebbe az ‘a4ruhéazba’

torténd ‘szallitas’ az aruk raktarban hagyasat jelenti, amelynek ebben a példédban
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nincs koltsége, ezért a koltségmatrix:

17
35
27
18
35

26
21
23
21
37

25
21
12
29
29

28
14
18
39
30

34
13
31
13
15

25
11
14
17
12

o O o o O

Tehat ebben a megoldasban az ay aruhazba ‘széllitott” mennyiségek fogjak
megmutatni, hogy melyik raktarban mennyi dru marad (a fiktiv aruhazhoz tartozo
dontési valtozoknak 0 az egyiitthatojuk a célfiiggvényben, igy akar el is lehetne

hagyni 6ket a célfiiggvénybdl).

3.6. kod.

min

ktg:

+17x1 1 +26x1 2 +25x1 3 +28x1 4 +34x1 5 +25x1 6 +0x1_f
+35x2_ 1 +21x2_ 2 +21x2_3 +14x2_ 4 +13x2_5 +11x2_6 +0x2_f
+27x3_1 +23x3_2 +12x3_3 +18x3_4 +31x3_5 +14x3_6 +0x3_f
+18x4_1 +21x4_2 +29x4_3 +39x4_4 +13x4_5 +17x4_6 +0x4_f
+35x5_1 +37x5_2 +29x5_3 +30x5_4 +15x5_5 +12x5_6 +0x5_f
subject to

rl:+x1_1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 +x1_6 +x1_f = 120
r2:+x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6 +x2_f = 120
r3:+x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 +x3_6 +x3_f = 120
rd:+x4 1 +x4 2 +x4 3 +x4_ 4 +x4 5 +x4 6 +x4 £ = 120
r5:+x5_1 +x5_2 +x5_3 +x5_4 +x5_5 +x5_6 +x5_f = 120
al:+x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 = 98

a2:+x1_2 +x2_2 +x3 2 +x4_ 2 +x5_2 = 136

al3:+x1 3 +x2_ 3 +x3 3 +x4 3 +x5_3 = 46

ad:+x1_ 4 +x2_4 +x3 4 +x4_ 4 +x5_4 = 52

ab:+x1_ 5 +x2 5 +x3 5 +x4_ 5 +x5_5 = 83

a6:+x1_6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 = 85

af:+x1_f +x2_f +x3_f +x4_f +x5_f = 100

end

A korlatok mind egyenléség formajaban teljesiilnek, de ami szamunkra most

érdekes, hogy az x1_f, ..., x5_f valtozokra milyen optimalis értékeket kapunk.
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No. Column name St Activity

7 x1_f B 22
14 x2_f NL 0
21 x3_f B 43
28 x4_f NL 0
35 x5_fF B 35

Tehat az r; raktarban 22, az rs raktarban 43, az r5 raktarban pedig 35 egység
aru marad. Ugyanazt az eredményt kaptuk, mint a kordbban bemutatott mésik
megkozelitésid megoldasban.

Ennek a feladatnak is van alternativ optimuma:

No. Column name St Activity

7 x1_*f B 22
14 x2_f NL 0
21 x3_f B 74
28 x4_f NL 0
35 xb5_f B 4

Ezen bazismegoldas esetén annyi a valtozas, hogy a r3 raktarban 74, r5 raktarban

pedig 4 egységnyi aru marad.

3.7. példa. A[3.] példa szivegén vdltoztassunk annyit, hogy a raktdrakban marado
mennyiség utdn tdroldsi kéltséget kell fizetni. A raktdrozdsi koltség az elsd raktdrban
21, a mdsodikban 12, a harmadikban 27, a negyedikben 5, az 6todikben pedig 19.

Mennyi most a minimdlis osszkoltség (szdallitdsi+raktdrozdsi)?

Megoldas.

Ebben az esetben az a konnyebben jarhaté ut, ha bevezetiink egy fiktiv aruhazat,
amelyik a tarolandé mennyiségeket rogziti majd (most is ez a £ indexi). A .
kodhoz képest most csak annyi a kiilonbség, hogy a fiktiv &ruhézba nem 0 koltséggel

tudunk ‘szallitani’, hanem a raktéarozasi koltségekkel.

3.8. kod.

min
ktg:
+17x1_1 +26x1_2 +25x1_3 +28x1_4 +34x1_5 +25x1_6 +21x1_f
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+35x2_1 +21x2_2 +21x2_3 +14x2_4 +13x2_5 +11x2_6 +12x2_f
+27x3_1 +23x3_2 +12x3_3 +18x3_4 +31x3_5 +14x3_6 +27x3_f£
+18x4_1 +21x4 2 +29x4_ 3 +39x4 4 +13x4 5 +17x4_6 +5x4_f
+35x5_1 +37x5_2 +29x5_3 +30x5_4 +15x5_5 +12x5_6 +19x5_fF
subject to

rl:+x1 1 +x1 2 +x1 3 +x1 4 +x1 5 +x1 6 +x1_f = 120
r2:+x2 1 +x2 2 +x2_ 3 +x2_4 +x2_ 5 +x2 6 +x2 £ = 120
r3:+x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 +x3_6 +x3_f = 120
rd:+x4 1 +x4_ 2 +x4_3 +x4_4 +x4_ 5 +x4_6 +x4_f = 120
r5:4x5 1 +x5_ 2 +x5_3 +x5_4 +x5_5 +x5_6 +x5_f = 120
al:+x1_ 1 +x2_1 +x3_ 1 +x4_1 +x5_1 = 98

a2:+x1_2 +x2_2 +x3_2 +x4_2 +x5_2 = 136

ald:+x1_3 +x2_3 +x3_3 +x4_3 +x5_3 = 46

ad:+x1_4 +x2_4 +x3_4 +x4_4 +x5_4 = 52

ab:+x1 5 +x2_ 5 +x3 5 +x4_5 +x5_5 = 83

ac:+x1 6 +x2 6 +x3 6 +x4 6 +x5_6 = 85

af:+x1_f +x2 f +x3 f +x4_f +x5_f = 100

end

Nézziik az optimalis tarolési tervet a fiktiv aruhazra!

No. Column name St Activity
7 x1_f NL 0
14 x2_f NL 0
21 x3_f NL 0
28 x4_f B 100
35 x5_f°f NL 0

Ebben az esetben csak a 4. raktarbol torténik szallitas a fiktiv &ruhézba, tehat

csak ott marad aru. A szallitési 0sszkoltség 8729.

Megoldas #2.
Ezt
nélkiil.

a feladatot is lehet oldani fiktiv  4ruhdz bevezetése

Az

120-x1_1-x1_2-x1_3-x1_4-x1_5-x1_6

meg

ry  raktar esetén az el nem  szallitott = mennyiség

lesz, ennek raktérozasi koltsége
pedig 21 (egységenként). Ezt a raktarozasi osszkoltséget (amely ennél a raktarnal
21(120-x1_1-x1_2-x1_3-x1_4-x1_5-x1_6) ), hozzaadjuk a célfiiggvényhez.

A 21*%120 fix koltség, az optimum helyét nem befolyasolja, ezért nem kell
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szerepeltetni (viszont majd ha megkapjuk az optimalis megoldast a célfiiggvény
értékéhez hozza kell adni). A CPLEX LP formatumban egy valtozo csak egyszer
szerepelhet, ezért az x valtozok egyiitthatoit Ossze kell vonni, tehat az ry rakér
esetében a  célfliggvény —4x1_1+5x1_2+4x1_3+7x1_4+13x1_5+4x1_6.

Ugyanezt a miiveletsort elvégezziik a tobbi raktéarra is.

3.9. kod.

min

ktg:

- 4x1_1 + 5x1_ 2 + 4x1_3 + 7x1_4 +13x1_5 + 4x1_6
+23x2_1 + 9%x2_2 + 9x2_3 + 2x2_4 + 1x2_ 5 - 1x2_6
+ 0x3_1 — 4x3 2 -15x3_3 - 9x3_ 4 + 4x3_5 -13x3_6
+13x4_1 +1o6ox4_2 +24x4_ 3 +34x4_ 4 + 8x4_5 +12x4_6
+16x5_1 +18x5_2 +10x5_3 +11x5_4 - 4x5_5 - 7x5_6

subject to

rl:+x1 1 +x1 2 4+x1 3 +x1 4 +x1_ 5 +x1 6 <= 120
r2:+x2 1 +x2 2 +x2 3 +x2 4 +x2_ 5 +x2_6 <= 120
r3:+x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 +x3_6 <= 120
rd:+x4 1 +x4_ 2 +x4_ 3 +x4_4 +x4_ 5 +x4 6 <= 120
r5:+x5 1 +x5 2 4+x5 3 +x5_4 +x5_5 +x5 6 <= 120

al:+x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 >= 98
az:+x1_2 +x2_2 +x3_2 +x4_2 +x5_2 >= 136
al3:+x1_3 +x2_3 +x3 3 +x4_3 +x5_3 >= 46
ad:+x1_4 +x2_4 +x3_4 +x4_4 +x5_4 >= 52
ab:+x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 +x5_5 >= 83
a6:+x1_6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 >= 85

end

A célfliggvény optimélis értéke -1351. Ehhez hozzé kell adni azt a részt,
amit6l kordbban eltekintettiink, nevezetesen 120 (21+12+27+5+19)=10080.
Ekkor -1351+10080=8729, azaz ugyanakkora szallitasi koltséget kapunk, mint
a korabbi megoldasban.

Erdemes nagy koriiltekintéssel eljarni, mert veszélyeket is rejt magaban ez a
feliras: legyen a raktarozasi koltség egységesen 30. Ekkor a [3.9) kodban csak a
célfiiggvény valtozik a fent részletezett miiveletsor alapjan:

min
ktg:
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-13x1_1 -4x1_2 - 5x1_3 - 2x1_4 + 4x1_5 - 5x1_6
+ 5x2_1 -9%x2 2 - 9x2_3 -16x2_4 -17x2_5 -19x2_6
- 3x3_ 1 -7x3 2 -18x3 3 -12x3 4 + 1x3_ 5 -16x3_6
-12x4_1 -9x4_2 - 1x4_3 + 9x4_4 -17x4_5 -13x4_6
+ 5x5_1 +7x5_2 - 1x5_3 4+ 0x5_4 -15x5_5 -18x5_6

Az optimaélis megoldés:

Row name St Activity Lower bound Upper bound
rl NU 120 120
r2 NU 120 120
r3 NU 120 120
rd NU 120 120
r5 NU 120 120
al NL 98 98
a2 NL 136 136
a3 B 111 46
a4 NL 52 52
ab NL 83 83
a6 B 120 85

Column name St Activity

x1 1 B 98
x1_2 B 22
X2_2 B 68
x2_4 B 52
X3_2 B 9
x3_3 B 111
x4_2 B 37
x4_5 B 83
x5_6 B 120

Az Osszes raktarbol elszallitottuk az arut; ezzel parhuzamosan ag és ag aruhazak
esetén tulteljesitettiik az igényt. Ez valahol logikus, olcsobb elszallitani a raktarakbol
bizonyos koltség mellett az arut (és az aruhazakban raktarozni 0 koltséggel) mint a
raktarakban hagyni ennél dragabbaron. Kérdés, hogy ez megtehets-e? Erre a feladat
szovegébdl kell valaszt kapnunk, és amennyiben nem egyértelmi, akkor pontositast
kell eszkézolni (ez nagyon sokszor az iizleti projekteknél is igy miikodik). A mi
szempontunkboél az a lényeg, hogy ez a feliras akkor helyes, ha tiltejesithetéek az

aruhazak igényei.
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Ha nem teljesithetGek til akkor a fiktiv &ruhazas megoldast kell alkalmazni. Vagy
az is egy lehetséges megoldas, ha a kodban kicseréljiik az aruhézakra vonatkozo

korlatokat >=-r6l =-re.

3.10. példa. Tekintsik a[3.7. példat! Latjuk, hogy a raktdarakbol elszdllitjuk az dsszes
drut, mert magas a szdllitdsi koltség. Teqyiik fel, hogy mi vezetjik a 2. raktdrat.
Mennyit kellene kérni a raktdrozdsi dijért (mennyivel kellene csokkenteni a jelenlegi
dijat), hogy ebben a raktdrban valamennyi drut tdroljon a cég (azaz valamekkora

raktdrozdsi dijra szert tegyen a raktart uzemeltetd cég)?

Megoldas.
Ha jobban belegondolunk ez egy viszonylag egyszert kérdés, tulajdonképpen a
2. raktar redukalt koltségére vagyunk kivancsiak, ami az x2_f valtozo redukalt

koltsége, ami az eredményfiilon a Marginal oszlopban taldlhato.

No. Column name St Activity
BT o o
Lower bound Upper bound Marginal

Tehat 7 egységgel kellene csokkenteni a raktarozési koltséget, hogy itt is

raktarozzon a cég, azaz az 0j dij maximum 12-7=5 lehet.

3.11. példa. Tekintsik a[3.4 példdt (raktdrozdsi kéltség 0)! A haszndlt dtvonalakat
elore be kell jelentent, viszont a mdsodik druhdz keresletében nem vagyunk teljesen
biztosak, elképzelhetd, hogy valamivel kisebb vagy nagyobb lesz, mint a jelenlegi igény.
Meg tudjuk-e mondani, hogy milyen hatdrok kozott vdltozhat az ay druhdz kereslete
ahhoz, hogy wugyanazokat az tvonalakat haszndaljuk, mint az eredeti optimdlis

szallitdsi terv esetén (a szdllitott mennyiség vdltozhat)?

Megoldas.

Természetesen meg lehet mondani, mivel most egy érzékenységvizsgéalati hatarra

kérdez ra a feladat. Ahhoz, hogy a feladatot meg tudjuk valaszolni, most nem
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célszert fiktiv adruhézat bevezetni, mivel akkor a kereslet megvaltozasaval nem
csak egy korlat valtozik (az as aruhéaz kereslete), hanem a fiktiv aruhéaz igénye is.
Amennyiben nem vezetiink be fiktiv aruhézat (3.5 kod esete), akkor a masodik
aruhaz érzékenységvizsgalati hatara a kérdés. Ez megtaladlhato a ‘sensitivity analysis’

output allomény activity range oszlopdban.

No. Row name St Activity Slack
Marginal
7 az NL 136.00000 .
23.00000
Lower bound Activity Limiting
Upper bound range variable
136.00000 105.00000 x3_2
+Inf 179.00000 r3

Tehéat a kereslet 105 és 179 kozott lehet, hogy ugyanezt az tthélozatot hasznaljuk.
Viszont a[3.5] kodhoz tartozo LP feladatnak is van alternativ megoldasa. Ebben
az esetben a x3__2 valtozo értéke 0. Ebben az alternativ optimumban az érzékenységi
jelentés is valtozik, a 2. aruhaz igénye 105 és 140 kozott lehet. Sajnos azt, hogy van
alternativ megoldéasa a feladatnak, az output alloménybol nem lathatjuk, igy azt sem
tudhatjuk, hogy ha masik béazist hasznalnank, akkor mas (adott esetben nagyobb)

lenne a kérdezett intervallum.

3.12. példa. Tekintsik a [3.7 példdt (raktdrozdsi koltség nem 0)! Tegyiik fel,
hogy a haszndlt wtvonalakat eldre be kell jelenteni a kozlekedési hatosagndl, azaz
csak azokban a wviszonylatokban tudok szdllitani, amit lejelentettem. A szdlitott
mennyiség vdltozhat de a haszndlt utak halmaza nem (pl. forgalomtervezési okokbdl).
A kelleténél t6bb utat viszont nem lehet bejelenteni, mert ezért biintetés jdar. Ezért
a [3.7. példahoz tartozé optimdlis megolddst lejelentjiik, viszont a mdsodik druhdz
keresletében nem vagyunk teljesen biztosak, elképzelhetd, hogy valamivel kisebb vagy
nagyobb lesz. Meg tudjuk-e mondani, hogy milyen hatdrok kozott vdltozhat az as
druhdz igénye ahhoz, hogy ugyanazokat az utakat haszndljuk az optimdlis szdllitdsi

terv esetén (a szdllitott mennyiség vdltozhat)?

99



Megoldas.

Meg lehet mondani, de 6vatosan kell eljarni. Meg lehetne oldani a feladatot fiktiv
aruhaz nélkiil is, de most a gyakorlas kedvéért oldjuk meg a feladatot a bevezetésével.
Arra kell figyelni, hogy ha megvaltozik a masodik aruhéz kereslete, akkor ezzel
egyiitt a fiktiv aruhaz ‘kereslete’ is valtozik. Két korlat egyiittes megvaltozéasa esetén
nincs kész modszertanunk arra, hogy ekkor milyen hatarok kozott marad a bézis
valtozatlan. Egy lehetséges ut az, hogy a masodik druhéz igényét kiilon korlatként
irjuk els (kapa2=136), és a kapa2 valtozénak a segitségével adjuk meg a méasodik

és a fiktiv &ruhéaz keresletét szabalyozo egyenleteket. Ezek utan a kapa2=136 korlat

érzékenységvizsgalati hatara adja meg a kérdésre a valaszt

3.13. kod.
min

ktg:

+17x1_1
+35x2_1
+27x3_1
+18x4_1
+35x5_1

subject
kapaz2:ka

rl
r2
r3
rd
r5

c+x1 1
c+x2 1
t+x3_1
t+x4 1
c+x5_1

al
a2

c+x1 1
c+x1 2
al3:+x1_3
ad:+x1_4
ab:+x1_5
a6:+x1_6
af:+x1 £

end

+26x1_2
+21x2_2
+23x3_2
+21x4_2
+37x5_2

to
pa2=136

+x1_ 2
+x2_ 2
+x3_2
+x4_ 2
+x5_2

+x2 1
+x2_ 2
+x2_3
+x2_4
+x2_5
+x2_6
+x2 f

+25x1_3
+21x2_3
+12x3_3
+29x4_3
+29x5_3

+x1_3
+x2_ 3
+x3 3
+x4_ 3
+x5_3

+x3 1
+x3_2
+x3_3
+x3_4
+x3_5
+x3_6
+x3_f

+x1_4
+x2 4
+x3 4
+x4_ 4
+x5_4

+x4 1
+x4 2
+x4_3
+x4_ 4
+x4 5
+x4 6
+x4 f

+28x1_4
+14x2_4
+18x3_4
+39x4_14
+30x5_4

+x1_5
+x2_5
+x3_5
+x4_5
+x5_5

+x5_1
+x5_ 2
+x5_3
+x5_4
+x5_5
+x5_6
+x5_f

+34x1_5
+13x2_5
+31x3_5
+13x4_5
+15x5_5

+x1_6
+xX2_6
+x3_6
+x4_6
+x5_6

98
-kapa?
46
52
83
85
kapa

+

+25x1_6
+11x2_6
+14x3_6
+17x4_6
+12x5_6

+x1_ f
+x2 f
+x3_f
+x4_f
+x5_f

0

2 236

Most csak az érzékenységvizsgalati output érdekel minket.
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+21x1_f
+12x2_f
+27x3_f
+5x4 f
+19x5_f

120
120
120
120
120



Row name St Activity Activity
range

kapa2 NS 136.00000 116.00000
164.00000

Tehat 116 és 164 kozott valtozhat a masodik aruhéz igénye ahhoz, hogy ne
valtozzon a bézis (a hasznalt utvonalak). Megint hangsulyozzuk, hogy az eredmény
erre a bazisra vonatkozik, lehet most is alternativ optimum, aminek a bazisara masik
intervallum vonatkozna.

Térjiink &t egy més tipust probléma vizsgilatara. Mi a helyzet akkor, ha
az aruhézak igényeinek Osszege nagyobb, mint az Osszes raktar kapacitasa? A
kérdést matematikai szempontbdl elég réviden meg lehet valaszolni: nincs lehetséges
megoldas. Az iizleti élet viszont kezeli ezeket a helyzeteket is, ilyenkor kotbért kell
fizetni, amelyeket szokas biintetd tarifanak is nevezni. A kétbér dsszege kiillonbozhet
aruhazanként. A kérdés ebben az esetben is az, hogy mekkora az 6sszkoltség, ami
viszont most a szallitasi koltség és a kotbér Osszege.

Ha a szallitasi koltség magasabb, mint a biintetGtarifa, akkor elképzelhets, hogy
érdemesebb kifizetni a kotbér 6sszegét, még akkor is, ha egyébként legalabb részben
ki tudnank elégiteni a keresletet. Kérdés, hogy ez megtehets-e? Megvizsgaljuk a

kérdést mind a két esetben.

3.14. példa. Tekintsiik a kovetkezd koltségmdatrizot:

17 30 28 12 27
30 16 21 18 18
26 27 20 29 26
16 19 10 23 13
19 19 26 10 21
13 22 20 13 19

Minden raktdarban 100 egységnyi dru van, az druhdzak igényet rendre 146, 151, 69,
235 és 174. A ki nem elégitett igények utdn kotbér fizetésre kételezett a cég. Az
druhdzaknak fizetendd kotbér osszege (egységenként) rendre 40, 41, 57, 49, 43. A
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raktdrakban nem maradhat dru, az igényeket legalabb addig ki kell elégiteni, amig

lehetséges. Mennyi az dsszkoltség minimuma?

Megoldas.

Ha a raktarakban nem maradhat aru, akkor a szokasos megoldas az, hogy
bevezetiink egy fiktiv raktarat (most is £ index jelenti a fiktiv raktart). Ennek a
raktarnak a kapacitasa megint az aruhéazok keresletének Osszege minusz a raktarok
kapacitasanak Osszege (esetiinkben 146+146-+151+469+235+174-6%100=175). Ezen
fiktiv raktarbol ‘elégitjiik ki’ a kotbéreket, ennek koltsége igy épp a kotbér.
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3.15. kod.

min

ktg:

+17x1_1 +30x1_2 +28x1_3 +12x1_4 +27x1_5
+30x2_1 +16x2_2 +21x2_3 +18x2_4 +18x2_5
+26x3_1 +27x3_2 +20x3_3 +29x3_4 +26x3_5
+16x4_1 +19x4 2 +10x4_3 +23x4_4 +13x4_5
+19x5_1 +19x5_2 +26x5_3 +10x5_4 +21x5_5
+13x6_1 +22x6_2 +20x6_3 +13x6_4 +19x6_5
+40xf_1 +41xf_2 +57xf_3 +49xf_4 +43xf_5

subject to
rl: +x1_ 1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 = 100

r2: +x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 = 100
r3: +x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 = 100
rd: +x4_1 +x4_2 +x4_3 +x4_4 +x4_5 = 100
r5: +x5 1 +x5 2 +x5_3 +x5_4 +x5_5 = 100
ro: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 = 100

rf: +xf 1 +xf 2 +xf 3 +xf 4 +xf 5 = 175

al: +x1_1 +x2 1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 +x6_1 +xf 1 146
az: +x1_ 2 +x2_ 2 +x3_ 2 +x4_2 +x5_2 +x6_2 +xf 2 151
al3: +x1 3 +x2 3 +x3 3 +x4 3 +x5 3 +x6_3 +xf 3 = 69
ad: +x1 4 +x2 4 +x3 4 +x4 4 +x5 4 +x6_4 +xf 4 = 235

ab: +x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 +x5_5 +x6_5 +xf 5 = 174
end

A feladat optimalis megoldasa:

Column name St Activity Lower bound Upper bound
x1_4 B 100 0

xX2_2 B 100 0

x3_3 B 69 0

x3_5 B 31 0

x4_5 B 100 0

x5_4 B 100 0

x6_1 B 65 0

xX6_4 B 35 0

xf 1 B 81 0

xf_2 B 51 0

xf_5 B 43 0

A koltségminimum pedig 15766. Az elsG, a méasodik és az 6t6dik aruhéz keresletét

nem elégitjiik ki.
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3.16. példa. A [3.1] példa szovegében ejtsiink annyi vdltozdst, hogy a kotbérek
meértéke legyen eqységesen 25, illetve legyen lehetséges, hogy a raktdrakban maradhat

dru, ha kifizetjik a kotbért helyette. Mennyi most az dsszkoltség minimuma?

Megoldas.

A B.I5 kodon nem sok valtozast kell eszkozolni. A célfiiggvény esetében
aktualizaljuk az egyiitthatokat, a raktarakra vonatkoz6 korlatokat pedig
megvaltoztatjuk =-rél <=-re. A fiktiv raktar esetében nincs sziikség korlatra, mert

az Osszeg lehet nagyobb is, mint 175.

3.17. kod.

min

ktg:

+17x1_1 +30x1_2 +28x1_3 +12x1_4 +27x1_5
+30x2_1 +16x2_2 +21x2_3 +18x2_4 +18x2_5
+26x3_1 +27x3_2 +20x3_3 +29x3_4 +26x3_5
+16x4_1 +19x4 2 +10x4_3 +23x4_4 +13x4_5
+19x5_1 +19x5_2 +26x5_3 +10x5_4 +21x5_5
+13x6_1 +22x6_2 +20x6_3 +13x6_4 +19x6_5
+25xf_1 +25xf_2 +25xf_3 +25xf_4 +25xf_5

subject to

rl: +x1_1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 <= 100
r2: +x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 <= 100
r3: +x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 <= 100
rd: +x4_1 +x4_2 +x4_3 +x4_4 +x4_5 <= 100
r5: +x5_1 +x5_2 +x5_3 +x5_4 +x5_5 <= 100
ro: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 <= 100

al: +x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 +x6_1 +xf 1 = 146
az: +x1_2 +x2_2 +x3_2 +x4_2 +x5_2 +x6_2 +xf 2 = 151
al3: +x1 3 +x2 3 +x3 3 +x4 3 +x5_3 +x6_3 +xf 3 = 69

ad: +x1_4 +x2_ 4 +x3_ 4 +x4_4 +x5_4 +x6_4 +xf 4 = 235
ab: +x1_5 +x2 5 +x3_5 +x4_5 +x5_5 +x6_5 +xf 5 = 174

end
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Az optimélis megoldés:

Row name St Activity Lower bound Upper bound
rl NU 100 100
r2 NU 100 100
r3 B 69 100
r4 NU 100 100
r5 NU 100 100
r6 NU 100 100
Column name St Activity
xf_1 B 46
xf 2 B 51
xf_ 3 NL 0
xf 4 B 35
xf_5 B 74

Tehét a 3. raktarban marad aru; egyediil a harmadik aruhéaz keresletét elégitjiik
ki teljes egészében, a tobbiét csak részben, tehéat valamennyi kotbért fizetiink. Az

Osszkoltség 12930.

3.18. példa. A [3.16 példa szovegéhez még annyit hozzdteszink, hogy mazimum
két druhdz esetében engedhetjik meg, hogy kotbért fizetiink. Hogyan wvdltozik a

koltségminimum?

Megoldas.

Az xf véltozok kozil csak ketts lehet pozitiv. Ehhez binéris dontési véaltozokat
kell bevezetni. Legyen B; valtozok értéke 1, ha az a; aruhaz esetében fizetiink kotbért,
¢és 0, ha nem. Most B; és xy; valtozok jelentése Osszefligg, a koztiik 1év6 koherenciat
korlatokkal kell kiegésziteni: xp; < M x B; (M értékének az adott aruhaz keresletét
tehetjiik). Ezek utan mar csak azt kell elirni, hogy a B binéris valtozok Gsszege

maximum 2 lehet.

3.19. kod.

min

ktg:

+17x1_1 +30x1_2 +28x1_3 +12x1_4 +27x1_5
+30x2_1 +16x2_2 +21x2_3 +18x2_4 +18x2_5
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+26x3_1 +27x3_2 +20x3_3 +29x3_4 +26x3_5
+16x4_1 +19x4 2 +10x4_3 +23x4_4 +13x4_5
+19x5_1 +19x5_2 +26x5_3 +10x5_4 +21x5_5
+13x6_1 +22x6_2 +20x6_3 +13x6_4 +19x6_5
+25xf_1 +25xf_2 +25xf_3 +25xf_4 +25xf_5

subject to

rl: +x1_1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 <= 100
r2: +x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 <= 100
r3: +x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 <= 100
rd: +x4_ 1 +x4_2 +x4_3 +x4_4 +x4_ 5 <= 100
r5: +x5_1 +x5_2 +x5_3 +x5_4 +x5_5 <= 100
ro: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 <= 100

al: +x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 +x6_1 +xf 1 = 146
az: +x1_2 +x2_ 2 +x3_2 +x4_2 +x5_2 +x6_2 +xf 2 151
al3: +x1 3 +x2 3 4+x3 3 +x4_ 3 +x5_3 +x6_3 +xf 3 = 69
ad: +x1 4 +x2 4 +x3 4 +x4 4 +x5 4 +x6_4 +xf 4 235
ab: +x1 5 4+x2 5 +x3 5 +x4 5 +x5 5 +x6_5 +xf 5 = 174

bl: xf_1 - 146B1 <= 0
b2: xf 2 - 151B2 <= 0
b3: xf_3 - 69B3 <= 0
bd: xf 4 — 235B4 <= 0
b5: xf.5 - 174B5 <= 0

bsum: Bl + B2 + B3 + B4 + B5 <=2

binary
B1
B2
B3
B4
B5

end

Az outputot nem szerepeltetjiik, de ismertetjiik a feladat optimalis megoldésat:
az els§ két aruhaz esetében fizetiink kotbért. Az osszkoltség igy 13047 lesz. A
raktarakbol az Osszes arut elszéllitjuk (ezt nem kellett volna feltétleniil megtenni

de az 6sszkoltség igy lesz minimalis).
3.20. példa. Az alabbi mdtriz eqy szdllitdsi feladat sordn a nyereségeket
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tartalmazza:

-7 2 8 28 29 17
-9 =3 20 11 14 24
-2 10 12 17 2 3
-1 30 27 0 6 12
14 29 0 24 16 1

1 19 4 19 —4 14

A mdtrizban a negativ értékek azt jelentik, hogy az adott viszonylatban nem lehetséges
nyereségesen szdllitani. Minden raktdrban 100 egységnyi dru van, minden druhdz

igénye 90. Adja meg a nyereségmaximumot!

Megoldas.

A feladat sz6vege nincs egyértelmiien megfogalmazva. Kérdés, hogy az igényeket
ki kell-e elégiteni feltétleniil és lehet-e tulteljesiteni Gket. Mi most azt feltételezziik,
hogy az aruhédzak igényét pontosan ki kell elégiteni, sem kevesebb, sem tébb nem
lehet. Ekkor a célfiiggvényt maximalizaljuk, az aruhazakra vonatkozo korlatok
egyenlGség formajaban teljesiilnek, a raktarakra vonatkozo korlatok pedig kisebb
vagy egyenld korlatok lesznek.

3.21. kod.

max
nyer:

- 7x1_ 1 + 2x1 2 + 8x1_3

- 9x%x2_1
- 2x3_1
- 1x4_1
+14x5_1
+ 1xo6_1

subject
rl: +x1
r2:
r3:
r4d:
r5:
ro6:

al:

+x2_
+x3
+x4
+x5_
+x6_

+x1

- 3x2_2
+10x3_2
+30x4_2
+29x5_2
+19x6_2

to

1 +x1_2
1 +x2_2
1 +x3_2
1 +x4 2
1 +x5 2
1 +x6_2

1 +x2_1

+20x2_3
+12x3_3
+27x4_3
+ 0x5_3
+ 4x6_3

+x1_3
+x2_3
+x3_3
+x4 3
+x5 3
+x6_3

+x3_1

+x1_4
+x2_4
+x3_4
+x4 4
+x5_14
+x6_4

+x4 1

+28x1_4
+11x2_4
+17x3_4
+ 0x4_4
+24x5_4
+19x6_14
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+x1_
+x2_
+x3
+x4
+x5_
+x6_

+x5_

+29x1_5
+14x2 5
+ 2x3_5
+ 6x4_5
+16x5_5
- 4x6_5

5 +x1_6
5 +x2_6
5 +x3_6
5 +x4_6
5 +x5_6
5 +x6_6

1 +x6_1

+17x1_6
+24x2 6
+ 3x3_6
+12x4_6
+ 1x5_6
+14x6_6

100
100
100
= 100
100
= 100

= 90



az: +x1_2 +x2_2 +x3_2 +x4_2 +x5_2 +x6_2 90
al3: +x1 3 +x2 3 +x3 3 +x4 3 +x5_ 3 +x6_3 90
ad: +x1 4 +x2 4 +x3 4 +x4 4 +x5 4 +x6_4 = 90
ab: +x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 +x5_5 +x6_5 = 90
a6: +x1_6 +x2_ 6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 +x6_6 = 90

end
A maximalis nyereség ebben az esetben 12140.

3.22. példa. Az aldbbi mdtriz eqy szdllitdsi feladat sordn a nyereségeket

tartalmazza:
29 56 53 M 29 15

16 M 12 41 64 M
27 21 40 M 41 20
M 18 37 40 17 53

A mdtrixban szerepld M értékek azt jelzik, hogy az adott viszonylatban nem lehetséges
a szdllitds. Ezt szokds tiltotarifaként is emliteni. Minden raktdarban 150 eqységnyi dru
van, minden druhdz igénye 100. Adja meg a nyereségmaximumot biztosito szallitdsi

tervet!

Megoldas.

A tiltotarifak kezelése LP felirdas esetén nem okoz gondot. Két lehetdség is
kinalkozik. Vagy utolag kinullazzuk azokat az x valtozokat, ahol nem lehetséges
a szallitds (tehat a mi esetiinkben x1_4=0, x2_2=0, stb ...) vagy eleve nem is

hasznaljuk ezeket a valtozokat. Nézziik ez utobbi megkozelitést:

3.23. kod.

max

nyer:

+29x1_1 +56x1_2 +53x1_3 +29x1_5 +15x1_6
+1l6x2_1 +12x2_3 +41x2_4 +64x2_5

+27x3_1 +21x3_2 +40x3_3 +41x3_5 +20x3_6

+18x4_2 +37x4_ 3 +40x4_4 +17x4_5 +53x4_6

subject to
rl: +x1 1 +x1 2 +x1_3 +x1_ 5 +x1_6 150
r2: +x2_1 +x2 3 +x2_ 4 +x2_5 = 150
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r3: +x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_5 +x3_6 = 150
rd: +x4 2 +x4 3 +x4 4 +x4 5 +x4 6 = 150
al: +x1_1 +x2_1 +x3_1 = 100

az: +x1_2 +x3_2 +x4_2 = 100

al3: +x1 3 +x2_ 3 +x3_3 +x4 3 = 100

ad: +x2 4 +x4 4 = 100

ab: +x1_ 5 +x2 5 +x3 5 +x4_ 5 = 100

a6: +x1_6 +x3_ 6 +x4 6 = 100

end

Az optimélis megoldés:

No. Column name St Activity
2 x1_2 B 100
3 x1_3 B 50
8 x2_4 B 50
9 x2_5 B 100
10 x3_1 B 100
12 x3_3 B 50
17 x4_4 B 50
19 x4_6 B 100

Fontos hangsilyozni, hogy tiltotarifak megjelenésével nem lehet garantalni, hogy

mindig lesz lehetséges szallitasi terv, nézziik mintaként a [3.24] példat.

3.24. példa. Az aldbbi matrix eqy szdllitdsi feladat sordn a kéltségeket tartalmazza:

29 56
16 M

Az elsd raktarban 100 egységnyi dru van, a mdsodikban 200. Az druhdzak igényei

150 egység druhdzanként.

Megoldas.
3.25. koéd.

min

ktg:

+29x1 1 +56x1_2
+16x2_1
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subject to

rl: +x1 1 +x1 2 = 100
r2: +x2_1 = 200
al: +x1_1 +x2_ 1 = 150
az: +x1_2 = 150

end
Nem kapunk outputot, nincs lehetséges megoldas.

3.26. példa. Az alabbi mdtriz eqy szdllitasi feladat sordn a kéltségeket tartalmazza:

43 50 125 50 60 90
39 64 113 109 47 72
80 74 44 90 53 47
90 38 52 35 103 86
126 43 75 95 43 68
76 82 44 59 121 77

Minden raktarban 100 egység dru wvan, €s ennyi minden druhdz igénye is. A
matrizban vastaggal jelzett szamok azt jelentik, hogy az adott viszonylatban autopdlya
is elérhetd. Autopdlya haszndlata esetén a koltségek 20%-kal kisebbek, de autdpdlydt
csak akkor lehet igénybe venni, ha beruhdzunk autopdlya matricdba, aminek dra
4000 egység (ami feljogosit minket arra, hogy az osszes autdpdlyat haszndljuk). Adja
meg az 0sszkiltség minimumdt (ha igénybe veszink autdpdlydt, akkor az dsszkéltség

tartalmazza az autdpdlya matrica drdt is)!

Megoldas.

A feladatot természetesen meg lehet oldani ugy is, hogy két széllitasi feladatot
oldunk meg. Egyet autopalya hasznalat nélkiil, egyet pedig az igénybevételével, és
megnézziik, hogy melyik esetben lesz kisebb az Gsszkoltség. Kérdés, hogy tudjuk
egyetlen futtatassal megoldani a feladatot?

Jeloljék x;; valtozok az i raktarbol a j aruhazba szallitott mennyiséget kozuton.

Jeloljék y;; valtozok az i raktarbol a j aruhazba szallitott mennyiséget autopalyan
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(természetesen csak azokban a viszonylatokban, ahol van autopalya). Jelolje B
binaris valtozo, hogy vesziink-e autopalya matricat (1, ha vesziink; 0 kiilénben).
A koltségfiiggvényt konnyen fel lehet irni. Viszont problémat okozhat, ha B valtozo
értéke 0, és emellett valamelyik y;; valtozo pozitiv. Ekkor az autopalyat igénybe
vessziik anélkiil, hogy Kkifizetnénk a érte a matrica arat. Ez természetesen nem

megengedett, korlattal kell kizérni ezt az esetet:

> i <6008

Most mér felirhato a feladat CPXLP formatumban (a CPLEXLP kédban B nem

lehet valtozonév, ezért BB valtozénevet fogunk hasznélni):

3.27. kod.
min
ktg:
+ 43x1_1 +50x1_2 +125x1_3 + 50x1_4 + 60x1_5 +90x1_6
+ 39x2_ 1 +64x2_2 +113x2_3 +109x2 4 + 47x2_5 +72x2_6
+ 80x3_1 +74x3_2 + 44x3_3 + 90x3_4 + 53x3_5 +47x3_6
+ 90x4_1 +38x4_2 + 52x4_3 + 35x4_4 +103x4_5 +86x4_6
+126x5_1 +43x5_2 + 75x5_3 + 95x5_4 + 43x5_5 +68x5_6
+ 76x6_1 +82x6_2 + 44x6_3 + 59x6_4 +121x6_5 +77x6_6
+ 34.4vy1_1
+51.2y2_2 +37.6y2_5 +57.6y2_6
+35.2y3_3 +42.4y3_5
+ 72 vy4_1 +30.4y4_2 +28 vy4_4 +68.8y4_6
+100.8y5_1
+47.2y6_4
+4000BB
subject to
rl: +x1_1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 +x1_6
+y1_1 = 100
r2: +x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6
+y2_2 +y2_5 +y2_6 = 100
r3: +x3 1 +x3 2 +x3_ 3 +x3_4 +x3_5 +x3_ 6
+y3_3 +y3_5 = 100
rd: +x4_1 +x4_2 +x4_3 +x4_4 +x4 5 +x4_6
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+y4_1 +y4_2 +y4_4 +y4_6 = 100

r5: +x5 1 +x5 2 +x5 3 +x5 4 +x5 5 +x5 6
+y5_1 = 100

ro: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 +x6_6
+y6_4 = 100

al: +x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 +x6_1
+y1_1 +y4_1 +y5_1 = 100

az: +x1_2 +x2_2 +x3_2 +x4_2 +x5_2 +x6_2
+y2_2 +y4_2 = 100

ald: +x1_3 +x2_3 +x3_3 +x4_3 +x5_3 +x6_3
+ty3_3 = 100

ad: +x1_4 +x2_4 +x3_4 +x4_4 +x5_4 +x6_4
+y4_4 +y6_4 = 100

ab: +x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 +x5_5 +x6_5
+y2_5 +y3_5 = 100

aoc: +x1 6 +x2 6 +x3 6 +x4 6 +x5_6 +x6_6
+ty2_6 +y4_6 = 100

+y1_1 +y2_2 4+y2_5 +y2_6 +y3_3 +y3_5
+y4_1 +y4_2 +y4_4 +y4_6 +y5_1 +y6_4
-600BB <=0

binary
BB

end

Nem érdemes igénybe venni az autdpalyat, kozaton szallitunk, az 6sszkoltség 25800.
Ujabb futtatasok segitségével megallapithato, hogy ha az autépalya matrica ara csak

2300 lenne, akkor viszont méar érdemes lenne azon is szallitani.
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3.2. Osszetett vagy atrakodasos szallitasi feladat

Osszetett vagy atrakodasos feladat esetén —amint a neve is mutatja— vannak
atrakodasi pontok is tq, to, ..., t;. Az atrakodési pontok halmazat T-vel jeldljik.
Alapesetben szallitas a raktarak és az atrakodési pontok, illetve az atrakodési pontok
és az aruhézak kozott lehetséges.

Osszetett feladatok felirasara két lehetGséget is megmutatunk. Els6 lehet6ségként
bemutatjuk, hogyan lehet visszavezetni az atrakodasos feladatot egyszerti széllitési
feladatta. Ennek a modja az, hogy az atrakodési pontokat szerepeltetjiik az aruhazak
valamint a raktarak kozott is. Ekkor kapunk egy nagy koltségmatrixot, de most
bizonyos viszonylatokban nem lehetséges a szallitas. Egyetlen kérdés van még,
mennyi legyen az atrakodasi pontok kapacitasa (és igénye)? Gond-e a tul nagyra
méretezett kapacitas? A t; atrakodasi pontbol, mint raktarbol a t; atrakodasi pontba,
mint druhazba 0 koltséggel tudunk ‘szallitani’. Ha esetleg elvétettiik a kapacitast,
akkor a ‘felesleg’ itt fog lecsap6dni, ami igy nem fog koltségemelkedéssel jarni. Tehét,
ha nagyobb szamot frunk mint sziikséges, nem fog problémat okozni. A raktarakban
tarolt arumennyiség Osszegénél (vagy esetleg az aruhazak igényeinek Gsszegénél, ha
biintetStarifakrol is sz6 van) biztos nem fog tobb aru keresztiilaramolni egyetlen
atrakodési ponton sem. Ez a mennyiség fog szerepelni a az atrakodasi pontok
kapacitasanal (és igényénél).

Masodik lehetdség, ha az atrakodasi pontokra egyszertien megadunk egy
csomoponti feltételt. Ez a feltétel azt mondja ki, hogy a csomoépontba beérkezd
arumennyiségnek, és az innen kidramlé mennyiségnek meg kell egyeznie.

Miel6tt képletszertien is felirnank ezt a feltételt vissza kell térniink a jelolés
kérdésére. Az egyszerd szallitasi feladatnal megengedhettiik, hogy az x4, jelolés
helyett egyszertien a x;; jelolést hasznaljuk, de atrakodésos szallitasi feladatnél ez
méar nem ilyen egyszerd. Az x; o valtozo jelentheti az z, ,, valtozot is, tehat az els
raktarbol az els6 atrakodasi pontba szallitott mennyiséget, és jelentheti x;, o, valtozot
is, tehat az els6 atrakodasi pontbol a maéasodik aruhazba szallitott mennyiséget.
Szeretnénk tovabbra is a kettds indexet elkeriilni, ezért az az raktarak indexei: 1, 2,

..., n, az atrakodasi pontok indexei n+ 1, n+ 2, ..., n+ k, az aruhéazak indexei pedig
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n+k+1,n+k+2, ..., n+k+m. Tehat minden szam csak egyszer fog elGfordulni.
Valoszintileg 1 valtozonk nem lesz, hacsak nem egyetlen raktar szerepel csak a
feladatban. Az egyszertiség (és a jobb kovethetdség) kedvéért ezeket az indexeket
fogjuk a visszavezetett feladat esetén is hasznalni.

Ezek utan a csomoéponti feltétel képlettel:

n n+k+m
E Tig = g Tyj l=n+1, ....n+k.
=1 j=n+k+1

3.28. példa. Van 3 raktdrunk, 4 dtrakoddsi pontunk és 5 druhdzunk. A C' mdtrix
megadja a szallitast koltségeket a raktdrak és az dtrakoddsi pontok kézott, a D madtrix

pedig az dtrakoddsi pontok és az druhdzak kozotti szallitast koltségeket adja meg.

21 32 33 57 31

28 27 28 35
59 55 29 39 64
C=1 34 28 31 33 | ., D =
38 54 66 46 49
16 31 14 19

52 25 64 45 25

A raktdrakban 200 egqység dru van, az druhdzak igénye pedig 120. Adja meg a

manimdlis kéltségd szdllitdast tervet!

Megoldas (visszavezetés egyszerd szallitasi feladatta).

A raktarak lesznek az 1-3, az atrakodési pontok a 4-7, az aruhézak pedig 8-12
csomopontok. A visszavezetett feladatban a koltségméatrixnak 7 sora és 5 oszlopa
lesz. Az els6 3 sor a raktarakra vonatkozik, a masodik 4 sor pedig az atrakodéasi

pontokra. Az elsé 4 oszlop szintén az atrakodasi pontokra vonatkozik, a méasodik 5
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oszlop pedig az aruhézakra.

0,52 25 64 45 25

A sorok kapacitasa rendre 200, 200, 200, 600, 600, 600 és 600. Az oszlopok igénye
rendre 600, 600, 600, 600, 120, 120, 120, 120 és 120. Most méar csak fel kell irni a
feladatot CPXLP formatumban:

3.29. kod.

min

ktg:

+28x1_4 +27x1_5 +28x1_6 +35x1_7
+34x2_ 4 +28x2_ 5 +31x2_6 +33x2_7
+16x3_4 +31x3_5 +14x3_6 +19x3_7

+0x4_4 +21x4_8 +32x4_9 +33x4_10 +57x4_11 +31x4_12
+0x5_5 +59x5_8 +55x5_9 +29x5_10 +39x5_11 +64x5_12
+0x6_6 +38x6_8 +54x6_9 +66x6_10 +46x6_11 +49x6_12

+0x7_7 +52x7_8 +25x7_9 +64x7_10 +45x7_11 +25x7_12

subject to

rl: +x1_4 +x1_5 +x1_6 +x1_7 = 200

r2: +x2_4 +x2_5 +x2_6 +x2_77 = 200

r3: +x3 4 +x3 5 +x3 6 +x3_7 = 200

tlr: +x4_4 +x4_8 +x4_9 +x4_10 +x4_11 +x4_12 = 600
t2r: +x5_5 +x5_8 +x5_9 +x5_10 +x5_11 +x5_12 = 600
t3r: +x6_6 +x6_8 +x6_9 +x6_10 +x6_11 +x6_12 = 600
tdr: +x7_7 +x7_8 4+x7_9 +x7_10 +x7_11 +x7_12 = 600
tla: +x1 4 +x2 4 +x3 4 +x4 4 = 600
t2a: +x1_5 +x2_5 +x3_5 +x5_5 = 600
t3a: +x1_6 +x2_6 +x3_6 +xX6_6 = 600
tda: +x1_7 +x2_ 7 +x3_7 +x7_7 = 600
al: +x4_8 +x5_8 +x6_8 +x7_8 = 120
az: +x4 9 +x5_9 +x6_9 +x7_9 = 120
a3: +x4_10 +x5_10 +x6_10 +x7_10 = 120
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ad: +x4 11 +x5 11 +x6_11 +x7_11 = 120
ab: +x4 12 +x5_12 +x6_12 +x7_12 120

end

A feladat optimalis megoldasa: az 6sszkoltség 31800, a szallitott mennyiségek pedig:

No. Column name St Activity

1 x1_4 B 120
2 x1_5 B 80

6 x2_5 B 160

8 x2_7 B 40
12 x3_7 B 200
13 x4_4 B 480
14 x4_8 B 120
19 x5_5 B 360
22 x5_10 B 120
23 x5_11 B 120
25 x6_6 B 600
31 x7_7 B 360
33 x7_9 B 120
36 x7_12 B 120

Tehat az els6 raktarbol az els6 atrakodasi pontra szallitunk 120 egységet,
ugyanebbdl a raktarbol a masodik atrakodasi pontra 80 egységet, sth. A 120 egységet
ami az els6 atrakodasi pontra érkezik tovabbszallitjuk az els6 aruhazba (x4_8=120).
x4_4 valtoz6 értéke 480, ami logikus is, hiszen a 600-as kapacitasbol csak 120
egységet ‘hasznalunk’ el; 480 pedig kihasznalatlan marad. Ezt a mennyiséget
‘elszallitjuk’ az elsé atrakodasi pontbol az elsé atrakodasi pontba, tehat itt csapodik
le a felesleges kapacitas. Ha az atrakodési pont kapacitasat nem 600-nak, hanem
700-nak allitottuk volna be, akkor egyszertien csak az x4_4 valtoz6 is 580-ra

novekedne.

Megoldas (csomoponti feltételek).

Nézziik meg, miképpen alakul a feliras, ha nem vezetjiik vissza egyszert szallitasi
feladatta, hanem az in. csomoponti feltételeket hasznaljuk. A célfiiggvény lényegileg
ugyanaz, mint a [3.29] kod esetén. Az rl, r2, rl raktarakra vonatkozo korlatok,

azt fejezik ki, hogy a raktarakbol nem szallithatunk el tobb arut, mint ami ott
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van. Hasonléan az a8-al2 aruhazakra vonatkozo korlatok, azt fejezik ki, hogy
az aruhézak legalabb annyit kapjanak, mint amennyit igényeltek. A csomoéponti
korlatok (t4-t7) azt fejezik ki, hogy egy adott atrakodasi pontban nem keletkezhet
és szlinhet meg aru, tehat amennyi arut odaszallitunk, annyit el is kell szallitani.
Az els6 atrakodasi pont esetében x4 + 24 + 734 mennyiséget szallitunk oda, és

Ty + Tag + Ta10 + Ta11 + Ta,12 Mmennyiséget szallitunk el. A két osszegnek meg kell

egyeznie.

3.30. kod.

min

ktg:

+28x1_4 +27x1_5 +28x1_6 +35x1_7

+34x2_4 +28x2_5 +31x2_6 +33x2_7

+16x3_4 +31x3_5 +14x3_6 +19x3_7

+21x4_8 +32x4_9 +33x4_10 +57x4_11 +31x4_12
+59x5_8 +55x5_9 +29x5_10 +39x5_11 +64x5_12
+38x6_8 +54x6_9 +66x6_10 +46x6_11 +49x6_12
+52x7_8 +25x7_9 +64x7_10 +45x7_11 +25x7_12

subject to

rl: +x1 4 +x1 5 +x1_6 +x1_7 = 200
r2: +x2 4 +x2 5 +x2_6 +x2_7 = 200
r3: +x3 4 +x3_ 5 +x3_6 +x3_7 = 200
td: +x1_4 +x2_4 +x3 4

-1x4 8 -x4_9 —-x4_10 -x4_11 -x4_12 =0
t5: +x1_5 +x2 5 +x3_5

-x5 8 —x5_9 —x5_10 —-x5_11 -x5_12 =0
to: +x1_6 +x2_6 +x3_6

-x6_8 —-x6_9 -x6_10 -x6_11 -x6_12 =0
t7: +x1_7 +x2_7 +x3_7

-x7_8 -x7_9 —-x7_10 -x7_11 -x7_12 =0
as8: +x4 8 +x5 8 +x6.8 +x7_8 = 120
a9: +x4 9 +x5_ 9 +x6_9 +x7_.9 = 120
alO: +x4 10 +x5_ 10 +x6_10 +x7_10 = 120
all: +x4 11 +x5 11 +x6_11 +x7_11 = 120
al2: +x4 12 +x5 12 +x6_12 +x7_12 = 120
end
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Lényegileg most is ugyanazt az eredményt kaptuk, mint az el6z6 esetben, csak az

indexek kiillonboznek.

No. Column name St Activity
1 x1_4 B 120
2 x1_5 B 80
6 x2_5 B 160
8 x2_7 B 40
12 x3_7 B 200
13 x4_8 B 120
20 x5_10 B 120
21 x5_11 B 120
29 x7_9 B 120
32 x7_12 B 120

Tehat pl. most is az els6 raktarbol széllitunk az els6 atrakodéasi pontra 120 egységet,
amit tovabbszallitunk az els6 aruhazba.

Nyilvan atrakodésos feladat esetén is lehet kezelni az Gsszes olyan jelenséget (nem
kiegyensulyozott feladat, biintetGtarifa, nyereségmaximalizalas, tiltotarifa stb.) amit

egyszerti szallitasi feladat esetén bemutattunk; koziiliik parat mutat be a[3.31] példa.

3.31. példa. Viltoztassunk a[3.28. példa szivegén. Az druhdzak igénye legyen csak
110. Tovabbd az elsé raktdrbol tudunk az elsd druhdzba szdllitani kézvetlendil is
70-es eqységdron. Az elsd dtrakoddsi pontban is van 20 eqységnyi dru, amit el lehet

szallitant, de nem kotelezd. Adja meg az dsszkéltség minimumdt!

Megoldas (visszavezetés).

A kovetkezd atalakitasokat kell elvégezni. Mivel nem kiegyensilyozott a feladat,
ezért egy fiktiv aruhéazat be kell vezetni (a koltségmatrix 8. oszlopa fog hozza
tartozni) . Ebbe a fiktiv aruhazba 0 koltséggel szallithatunk. Nyilvan az a
legegyszertibb, ha kozvetleniil (atrakodasi pont hasznélata nélkiil) engedélyezziik
a szallitast a raktarak és a fiktiv aruhéz kozott. Hasonloképpen engedélyezziik a
szallitast az elsé raktar és az els¢ aruhaz kozott, 70-es koltséggel.

Kérdés, hogy mit tudunk kezdeni azzal, hogy az els6 atrakodési pontban is van 20
egységnyi aru? Egyrészt, mivel nem kotelezé elszallitani, ebbdl az dtrakodasi pontbol

is mutat él 0 koltséggel a fiktiv aruhazba. Masrészt, igy mar ez az atrakodési pont
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nem csak atrakodési pont, hanem raktar is, tehat az elsg atrakodasi sor esetén (és
csak a sorban, az oszlopban nem!) a kapacitast megnoveljiik 20 egységgel.

Mennyi lesz a fiktiv aruhéz igénye? 620 egységnyi készlet van raktéron (az
atrakodasi pontban 1évs 20 egységet is bele kell szamolnunk), az aruhazak igénye
pedig Osszesen 550. Tehat a fiktiv aruhéz igénye 70.

Igy a koltségmatrix:

0152 25 64 45 25

A sorok kapacitésai rendre: 200, 200, 200, 620, 600, 600 és 600. Az oszlopok
igényei rendre 600, 600, 600, 600, 110, 110, 110, 110, 110 és 70. A feladathoz tartozo
kod az eddigiek alapjan mar konnyen felirhaté. Megoldva a feladatot kapjuk az

0sszkoltség minimumara a 28320 értéket.

Megoldas (csomoponti feltételek).

Nézziik most azt, hogy lehet csomoéponti feltételekkel megoldani a feladatot.
Raktarak esetén a korlatok nem egyenlGségekkel adottak, hanem <= korlatok
lesznek.

Az els6 raktarbol tudunk az elsd aruhéazba szallitani, ezt jelolje egyszertien egy
x1_ 8 valtozo.

Hogyan kezeljiik azt, hogy az els6 atrakodasi pontban van 20 egységnyi aru, ami
elszallithato, de nem kell feltétleniil elszallitani? Korabban az els6 atrakodési pontra

felirt csomoponti feltétel az alabbi formaban szerepelt:

T1a + Toa + T34 — (Tag + Tag + Ta10 + Tag1 + Ta12) =0 .
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Ez most nem helytall6. A vizsgalt esetben az a helyzet, hogy kevesebbet nem
lehet tovabbszallitani, mint amennyi aru beérkezett, de maximum 20 egységgel

tobbet viszont lehet. Ezt két korlattal tudjuk felirni:

T1g + Tog + 34 — (T4g + Tag + Ta10 + Taa1 + Ta12) >= —20

és

T14 + Tog + T34 — (Tug + Tag + Ta10 + Tag1 + Ta12) <=0

Ha belegondolunk, akkor a méasodik korlat a mi esetiinkben nem lényeges, nem
éri meg pozitiv koltséggel elszallitani az atrakodési pontba az arut és otthagyni.
Olcsobb egyszertien ekkor a raktarban hagyni az arut. Ha lennének pl. raktarozasi
koltségek is, akkor adott esetben mar fontos feltétel lenne a mésodik korlat is.

A feladat CPLEX LP formatumban:

3.32. kod.
min
ktg:
+28x1 4 +27x1 5 +28x1_6 +35x1_7 +70x1_8
+34x2 4 +28x2 5 +31x2 6 +33x2 7
+16x3_4 +31x3_ 5 +14x3_6 +19x3_7
+21x4_8 +32x4_9 +33x4_10 +57x4_11 +31x4_12
+59x5_ 8 +55x5 9 +29x5 10 +39x5_11 +64x5_12
+38x6_8 +54x6_9 +66x6_10 +46x6_11 +49x6_12
+52x7_8 +25x7_9 +64x7_10 +45x7_11 +25x7_12
subject to
rl: +x1_4 +x1_5 +x1_6 +x1_7 + x1_8 <= 200
r2: +x2_4 +x2_ 5 +x2_6 +x2_7 <= 200
r3: +x3 4 +x3_ 5 +x3_6 +x3_7 <= 200
tda: +x1_4 +x2_ 4 +x3_4

x4 8 -x4_9 -x4 10 —-x4_11 —-x4_12 >= =20
tdf: +x1 4 +x2_ 4 +x3 4

-x4 8 —x4 9 —-x4 10 —-x4_11 —x4 12 <=0
t5: +x1_5 +x2_ 5 +x3_5

-x5_8 -x5_9 —-x5_10 -x5_11 —-x5_12 =0
to: +x1_6 +x2 6 +x3 6
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-x6_8 -x6_9 —-x6_10 -x6_11 -x6_12 =0
t7: +x1_ 7 +x2_ 7 +x3_7
-x7_8 -x7_9 -x7_10 -x7_11 -x7_12 =0
as +x1 8 +x4. 8 +x5 8 +x6.8 +x7_.8 = 110
a9 : +x4 9 +x5_9 +x6_9 +x7_9 = 110
all0: +x4 10 +x5_10 +x6_10 +x7_10 = 110
all: +x4 11 +x5 11 +x6_11 +x7_11 = 110
al2: +x4 12 +x5 12 +x6_12 +x7_12 = 110
end

Az optimalis megoldés (a szamunkra lényeges részei):

Row name

Activity

Lower bound Upper bound

tda
t4f

Column name

Activity

x2_4
x3_4
x4 8
x4 9
x4_10
x4 11
x4 12

’_\
'_\
O O O O O O o o o

200

200

200
-20

Tehat az els§ raktarban nem marad aru, a méasodikban marad 70 egység, a

harmadikban sem marad. Az els6 atrakodasi pontban 1évé 20 egységnyi arut érdemes

elszallitani; konkrétan az elsG atrakodési pontba szallitunk 90 egységnyi arut és

tovabbszallitunk 110 egységet, amint az az eredményfiilon is lathato.
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3.3. Gyakorl6 feladatok

3.3.1. Egyszeriibb feladatok

3.33. példa. Adva van az aldbbi koltségmdtrix:

23 71 77 74 17 82 80
72 41 90 8 T2 32 86
89 41 49 11 51 35 41
66 1 41 38 44 64 68
72 20 11 8 24 53 8

81 74 31 2 39 90 91
28 83 25 31 69 59 90
19 38 58 56 65 67 4

15 62 23 98 2 69 16
16 37 89 76 24 61 67
23 68 60 49 56 11 72

A raktdrak kapacitdasai rendre: 9, 5, 13, 5, 2, 18, 11, 10, 19, 15, 10; az druhdzak
1gényer pedig: 20, 15, 10, 20, 10, 11 és 31.
Mekkora a minimdlis dsszkoltség, amivel az dru a raktdrakbol az druhdzakba

elszadllithato?
Megoldés a [236, oldalon.

3.34. példa. Tekintsik az aldbbi madtrizot, amely eqy szdllitasi feladat koltségeit
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tartalmazza:
13

13
16
25
39
42
43
43
46
o1

A raktdrak kapacitdsai rendre:

5
7
10
19
21
23
27
34
39
42

3
3
13
18
22
27
27
27
28
39

)

6

9

12
12
23
23
26
26
27

9
10
13
17
19
21
26
30
33
33

2
9
14
21
26
30
43
49
49

)
10
11
18
19
38
45
48
48

10, 20, 15, 40, 50, 20, 10, 15, 15, 35; az druhdzak
1gényet pedig: 30, 40, 10, 20, 50, 40 és 40.

Mekkora a minimalis Osszkdltség, amivel az dru a raktdarakbol az druhdzakba

elszdallithato?

Megoldas a 238 oldalon.

3.35. példa. Az alabbi matrixz jelentse eqy szdllitdsi feladat koltségeit:

100 30 14
37 100 33
27 9 100

3 10 18

24
41
10
100

125
137
124
118

120
104
118
115

Mind a 4 raktarban 20 egységnyi dru van, az druhdzak igényei pedig rendre: 18,

20, 15, 7, 23 és 17. A ki nem elégitett szallitasok utan kotbért kell fizetni, aminek

dsszege az druhdzak sorrendjében 11, 17, 21, 9, 18 és 15. Adja meg a minimdlis

osszkaoltséget biztosito szallitdsi tervet!

Megoldas a 239 oldalon.
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3.36. példa. Az alabbi mdtrix jelentse eqy szdllitdsi feladat kéltségeit:

82 28 37 43 38 78 43
29 51 89 96 94 67 87
29 37 97 60 64 49 T4
22 80 55 65 27 30 65
27 16 68 71 90 13 98
28 11 42 32 67 42 25
29 23 97 20 11 41 69
66 67 80 10 93 53 76

Minden egyes raktarban § egységnyi dru van és minden druhdz igénye 7 eqység.
Adva van tovdbbd eqy dtrakoddsi pont. A raktdrakbol kézvetleniil lehet szdllitani
az druhdzakba, illetve az dtrakoddsi ponton keresztiil is. Ebbe az dtrakoddsi pontba be-
lletve kiszallitas koltségei azonosak, amit jeldlyink a-val. Legyen az induldskor ennek
az értéke 100. Mennyire kell lecsokkenteni o értékét, hogy haszndljuk az dtrakoddst
pontot? Mennyire kell lecsokkenteni o értékét, hogy minden drut az dtrakoddsi ponton

keresztil szdllitsuk?

Megoldas a [241] oldalon.
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3.3.2. Nehezebb feladatok

3.37. példa. FEyészitsiik ki a[3.3] példdt: bizonyos viszonylatokban megoldhatd a

vize szdllitds is az alabbi koltségeken:

M 2 3 2 M 2 M
6 M M 5 8 7 2
6 8 5 8 M 9 M

5 M 6 9 12 20 4

16 14 8 M 20 21 M

M 14 M 17 21 23 9

25 21 10 M 24 25 11
271 M 10 26 26 M 20
30 22 11 27 29 29 M
30 23 22 M M 29 25

A hajopark kiépitésének fix kiltsége 500 eqység, kikotd épitésének kdltsége 100
eqyséyg (természetesen vizi szdallitds csak akkor lehetséges, ha ki van épitve hozzd a vizi
szallitas infrastruktirdja: van hozzd hajopark és a kezdddllomdson €és a végallomdson
is van kikétd). Irjon fel eqy vegyes egészértéki linedris programozdsi feladatot, amely

megadja, hogy érdemes-e vizen szdllitani, és ha igen hol!
Megoldas a [245] oldalon.

3.38. példa. Tekintsiik az aldbbi kéltségmdtrizot:

86 67 90 77 84 87
64 98 58 55 65 76
60 97 92 61 89 53
70 60 82 73 92 87
99 53 61 87 91 70

Minden raktdrban 150 eqységnyi dru van, minden druhdz igénye 100. Az el nem

szdllitott drumennyiséqg utdn raktdarozdasi koltséget kell fizetni. A raktdrozdasi koltségek
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a raktdrak esetében rendre 66, 59, 69, 55 és 80. Ha az druhdzakba tobb drut szdllitunk,
mint a kapacitdsa, akkor a fennmarado mennyiség utdn is raktdrozaisi koltséget kell
fizetni. A raktdrozdsi kiltség az druhdzak esetén (egységenként) rendre 21, 17, 5, 21,

17 és 19. Adja meg a minimdlis dsszkoltséget (szdllitdsi+raktdrozdsi)!
Megoldas a 251} oldalon.

3.39. példa. Egy mezdgazdasdgi wvdllalat  foldteriletekrél — (sorok) — szeretné
elszdallitani a megtermelt kukoricdt raktdrakba (oszlopok). A foldterileteken rendre
40, 70, 30, 100, 80 és 20 mdzsa kukorica taldlhato. Mindegyik raktdr kapacitisa 80

mazsa. A foldekrdl a raktdrakba szdllitdas koltségei az alabbi tdabldzatban ldthatdak:

70 109 106 99 88
56 25 22 105 21
o6 28 32 119 32
114 94 73 33 116
69 90 56 T4 32
8 30 87 79 76

A vastag betivel szedett értékek azt jelentik, hogy ott foldit taldlhato, az itt szdllitott
kukorica 5%-a elveszik szdllitas kézben. A mezdgazdasdgi vdllalatnak lehetdsége van
a raktdrakat eqy kiilsé piacrol is kézvetleniil feltolteni, ahol a kukorica mdzsdja
100 egységbe keriil. Adjon meq eqy olyan szdllitdsi tervet, amely minimalizdlja az
osszkoltséget!

Hogyan wvdltozik o szdllitasi terv, ha a foldekrél mazsdkra kerekitve lehet csak
meghatdrozni a szallitdst?

Hogyan vdltozik a szdllitasi terv, ha a vdllalat vezetése szerint legalabb 330 mdzsa
kukoricdra sziikség lesz a kévetkezd évben? Hogyan vdltozik, ha 340 mdzsa kukoricdra

lesz sziikség a kovetkezd évben?

Megoldas a [253] oldalon.

86



4. fejezet

Maximalis folyam feladat

4.1. Alapfeladat

A maximalis folyam feladat azt vizsgalja, hogy mekkora egy hélézat atereszté
képessége. A maximaélis folyam feladat felirasat a [£.7] példaban adjuk meg. Ahhoz,
hogy jobban megértsiik a maximalis feladatot, érdemes megmutatni a kapcsolodésat
az atrakodasos (vagy Osszetett) szallitasi feladathoz. Ezért térjiink vissza a
szallitasi feladatokhoz, tekintsiik a [3.28 példat és az ehhez tartozo ‘csomoépontos’
felirast (a . kodot)! Amikor a szallitasi feladatokat modelleztiik, akkor egy-egy
viszonylatban korlatlan mennyiséget tudtunk széllitani, de a valoés problémék
megoldasakor ez nem feltétleniil igaz. Példaul, ha egy teherautd kozlekedik két
csomopont kozott, akkor ebbe a teherautoéba nem lehet korldtlan mennyiséget
rakni, van valamekkora kapacitasa a rakterének. Ezért vezessiink be korlatokat arra

vonatkozoan, hogy egy-egy viszonylatban mennyi arut lehet szallitani!

4.1. példa. Bovitsik[3.28. példdt a kivetkezd korldtozasokkal:

87



Honnan Hova Kapacitds

1 4/ 80
1 60
2 750
3 5 90
J 8 100
5 9
6 12 80

Tehdt az 1-es pontbol (ami eqy raktdar) a 4-es pontba (ami egy dtrakoddsi
pont) mazimum 80 eqységnyi drut szdllithatunk. Azt is ldtjuk, hogy nem minden
wiszonylatban korldtozott az elszdllitando dru mennyisége, az 1-es pontbol az 5-0s
pontba korldtlan mennyiségd dru szallithato. Tovdbbd az is ldathato, hogy a kordabbi
(kapacitaskorlatok nélkili) feladat optimdlis megolddsa most nem lesz lehetséges
megoldds, hiszen abban az 1-es pontbol a 4-es pontba 120 egységnyi dru szdllitdsa
volt az optimdlis, most viszont maximum 80 eqység lehetséges.

Mennyi a minimdlis szadllitasi koltség, és mi az ehhez kapcsolodo szdllitdsi terv?

Megoldas.

Elég egyszeri a feladat LP felirasa: az adott széllitési viszonylatokban a valtozo
értékére korlatot kell szabni. Pl. az 1-es pontbél a 4-es pontba maximum 80 egységnyi
aru szallithato, amit konnyen el tudunk irni, az x1_4<=80 korlattal.

4.2. koéd.

min
ktg:

+28x1_4
+34x2_4
+16x3_4
+21x4_8
+59x5_8
+38x6_8
+52x7_8

subject
rl:
r2:
r3:

+x1__
+x2
+x3

+27x1_5
+28x2_5
+31x3_5
+32x4_9
+55x5_9
+54x6_9
+25x7_9

to

4 +x1 5
4 +x2 5
4 +x3 5

+28x1_6
+31x2_6
+14x3_6
+33x4_10
+29x5_10
+66x6_10
+64x7_10

+x1 6 +x1_7 =
+x2_ 6 +x2_ 7 =
+x3_ 6 +x3_7 =

+35x1_7
+33x2_7
+19x3_7
+57x4_11
+39x5_11
+46x6_11
+45x7_11

200
200
200
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al: +x4 8 +x5_8 +x6_8 +x7_8 120
az: +x4_ 9 +x5_9 +x6_9 +x7_9 120
al: +x4 10 +x5 10 +x6_10 +x7_10 = 120
ad: +x4 11 +x5_ 11 +x6_11 +x7_11 = 120
ab: +x4_12 +x5_12 +x6_12 +x7_12 120

tl: +x1_4 +x2_4 +x3 4
-1x4 8 —x4_9 —-x4_ 10 —-x4_ 11 -x4_12 =0

t2: +x1_5 +x2_5 +x3_5

-x5_ 8 -x5_9 —x5_ 10 -x5_11 -x5_12 =0
t3: +x1_6 +x2_ 6 +x3_6

-x6_8 —-x6_9 —-x6_10 -x6_11 -x6_12 =0
td: +x1_7 +x2_7 +x3_7

-x7_8 -x7_9 -x7_10 -x7_11 -x7_12 =0

kapl_4: x1_4 <= 80
kapl_6: x1_6 <= 60
kap2_7: x2_7 <= 50
kap3_5: x3_5 <= 90
kap4_8: x4_8 <= 100
kap5_9: x5_9 <= 70
kap6_12: x6_12 <= 80

end

Az eredmény pedig:
Status: OPTIMAL
Objective: ktg = 32190 (MINimum)

No. Column name St Activity

1 x1_4 B 80
2 x1_5 B 90
3 x1_6 B 20
4 x1_7 B 10
5 x2_4 NL 0
6 x2_5 B 150
7 xX2_6 NL 0
8 x2_7 B 50
9 x3_4 B 20
10 x3_5 NL 0
11 x3_6 NL 0
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12 x3_7 B 180

13 x4_8 B 100
14 x4_9 NL 0
15 x4_10 NL 0
16 x4_11 NL 0
17 x4_12 NL 0
18 x5_8 NL 0
19 x5 9 NL 0
20 x5_10 B 120
21 x5_11 B 120
22 x5_12 NL 0
23 x6_8 B 20
24 x6_9 NL 0
25 x6_10 NL 0
26 x6_11 NL 0
27 x6_12 NL 0
28 x7_8 NL 0
29 x7_9 B 120
30 x7_10 NL 0
31 x7_11 NL 0
32 x7_12 B 120

Tehat az 1-es pontbol szallitunk a 4-es, 5-6s, 6-0s és 7-es pontokba is, rendre 80,
90, 20 és 10 egységnyi arut. A 2-es pontbol az 5-6s pontba széllitunk 150 egységnyit
és a T-es pontba 50 egységnyit. A 3-as pontbdl a 4-es pontba szallitunk 20 egységet
és a T-esbe 180-t.

A 4-es pontbdl csak a 8-as pontba szallitunk 100 egységet, az 5-6sbdl a 10-es
és 11-es pontokba 120-120 egységet, a 6-osbol csak a 8-asba 20, a 7-esbdl pedig a
9-esbe és 12-esbe 120-120 egységet.

Természetesen az Osszkoltség is megnovekedett: a korabbi 31800 helyett most
32190.

A [42] kod esetén a kapacitaskorlatok a subject to szekcioban szerepelnek.
Lehet6ségiink van az egy valtozora vonatkozo korlatot a bound szekcidban is
megadni:

4.3. koéd.

min
ktg:
+28x1_4 +27x1_5 +28x1_6 +35x1_7
+34x2_4 +28x2_5 +31x2_6 +33x2_7
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+16x3_4 +31x3_ 5 +14x3_6 +19x3_7
+21x4 8 +32x4 9 +33x4 10 +57x4_11 +31x4_12
+59x5 8 +55x5 9 +29x5 10 +39x5 11 +64x5_12
+38x6_8 +54x6_9 +66x6_10 +46x6_11 +49x6_12
+52x7_8 +25x7_9 +64x7_10 +45x7_11 +25x7_12
subject to
rl: +x1 4 +x1 5 +x1_6 +x1_7 = 200
r2: +x2 4 +x2 5 +x2_6 +x2_7 = 200
r3: +x3 4 +x3_5 +x3_6 +x3_7 = 200
al: +x4 8 +x5_8 +x6_.8 +x7.8 = 120
al2: +x4 9 +x5_9 +x6_9 +x7_.9 = 120
al3: +x4 10 +x5_10 +x6_10 +x7_10 = 120
ad: +x4 11 +x5_11 +x6_11 +x7_11 = 120
ab: +x4 12 +x5_12 +x6_12 +x7_12 = 120
tl: +x1 4 +x2_ 4 +x3 4
-1x4 8 —x4_9 —-x4 10 —-x4 11 -x4_12 =
t2: +x1_5 +x2_5 +x3_5
-x5_8 -x5_9 —-x5_10 -x5_11 -x5_12 =0
t3: +x1_6 +x2_ 6 +x3 6
-x6_8 -x6_9 -x6_10 -x6_11 -x6_12 =0
td: +x1_7 +x2_7 +x3_7
-x7_8 —x7_9 -x7_10 -x7_11 -x7_12 =0
bounds
xl 4 <= 80
xl 6 <= 60
x2_7 <= 50
x3_.5 <= 90
x4 8 <= 100
x5 9 <= 70
x6_12 <= 80
end

Természetesen most is ugyanazt a megoldast kapjuk.

4.4. példa. Vezessiink be tovdbbi kapacitdskorldtokat is (az eddigiek mellé) a [{.1]

példa esetén:
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Honnan Hova Kapacitds

1 5 10
1 780
J 9 20
/ 10 40
7 9 40

Mennyi lesz most a minimdlis szdllitdsi kéltség?

Megoldas.

Konnyen ellenérizhets, hogy ebben az esetben nincs lehetséges megoldas.
Elég, ha ehhez megnézziikk az 1. raktarbol elszallitandé mennyiségeket. A 4, 5,
6 és 7 atrakodasi pontokba Osszesen 200 egységnek kellene megérkeznie, de a
kapacitaskorlatok miatt csak 180 egységet tudunk elszallitani. Tehat a raktarakbol
elszallitando 600 egység arut ebben az esetben nem tudjuk elszallitani, ehhez til

szik a halozat.
4.5. példa. Maximum mennyi eqységet lehet elszdllitani a[f.4. példa keretei kozott?

Megoldas.

A megoldas konnyen megadhato, a célfiiggvényt meg kell valtoztatni: a koltségek
minimalizélasa helyett az elszallithatd mennyiségeket maximalizaljuk. Emellett a
raktarakra és az aruhazakra vonatkozo korlatoknal meg kell engedni, hogy kevesebb

mennyiség is kielégithesse a feltételeket.

4.6. kod.

max

Z:

+x1_ 4 +x1_5 +x1_6 +x1_7
+x2_4 +x2_5 +x2_6 +x2_7
+x3_4 +x3_5 +x3_ 6 +x3_7

subject to

rl: +x1 4 +x1 5 +x1 6 +x1 7 <= 200
r2: +x2_4 +x2_5 +x2_6 +x2_7 <= 200
r3: +x3_4 +x3_5 +x3_6 +x3_7 <= 200

al: +x4 8 +x5_8 +x6_.8 +x7_8 <= 120
a2: +x4 9 +x5_9 +x6_9 +x7_9 <= 120
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al3: +x4_10 +x5 10 +x6_10 +x7_10 <= 120
ad: +x4 11 +x5_ 11 +x6_11 +x7_11 <= 120
ab: +x4 12 +x5_ 12 +x6_12 +x7_12 <= 120

tl: +x1_4 +x2_4 +x3 4
-1x4 8 -x4_9 -x4_10 -x4_11 -x4_12 =0

t2: +x1 5 +x2_ 5 +x3 5

-x5 8 —x5_9 —-x5_10 -x5_11 -x5_12 =0
t3: +x1_6 +x2_6 +x3_6

-Xx6_8 -x6_9 —-x6_10 -x6_11 -x6_12 =0
td: +x1_7 +x2_ 7 +x3_7

-x7_8 -x7_9 -x7_10 -x7_11 -x7_12 =0

kapl_4: x1_4 <= 80
kapl_6: x1_6 <= 60
kap2_7: x2_7 <= 50
kap3_5: x3_5 <= 90
kap4_8: x4_8 <= 100
kap5_9: x5_9 <= 70
kap6_12: x6_12 <= 80

kapl_5: x1_5 <= 10
kapl_7: x1_7 <= 30
kap4_9: x4_9 <= 20
kap4_10: x4_10 <= 40
kap7_9: x7_9 <= 40

end

Az optimélis esetben a célfiiggvény értéke 580.

Ezzel lényegileg el is érkeztiink a maximalis folyam feladathoz: adott egy
(jellemz6en iranyitott) graf, ahol az élekhez kapacitasok tartoznak. Altaldban egy
kibocsajto van, amit forrasnak hivunk (a szallitasi feladat kontextusaban ez egy
raktar) és jellemzden egy felhasznald, amit nyeldnek hivunk (a szallitasi feladat
kontextusédban aruhaz). Az a kérdés, hogy mekkora a halozat kapacitésa, amit ebben
a kontextusban maximalis folyamnak hivunk. Bar elképzelhetiink szallitasi feladatot
is, mint korabban, de egy csévezeték talan szemléletesebb ebben az esetben. Ekkor

az ¢élek értékei a csovek kapacitasait adjak meg, a csticspontokat pedig a csévek
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kozotti csomdpontoknak tekinthetjiik. Ebben a kontextusban a cél, hogy a lehetd

legnagyobb mennyiségi folyadékot juttassuk at a forrasbol a nyelGbe.

4.7. példa. Tekintsik az aldbbi hdlozatot:

2 8 4 5 6 7
1]13 23 44 16 32
2 26 36 11
3 37 11 37
4|38 3, 23 23
5 23 11
6 11 32

Tehdt a hdlozat (grif) 1-es pontjabol mutat egqy él a 2-es pontba, amelynek a
kapacitisa 13 egqység. A hdldzat 1-es pontjabol a 4-es pontba mem mutat él (de
tekinthetjiik ugy is, hogy van, csak 0 a kapacitdsa). Fontos megjeqyzés, hogy iranyitott
élekkel dolgozunk, tehdt az 1-es pontbol a 2-es pontba dramolhat dru, de visszafelé
nem.

Mazimum mennyi dru dramolhat az 1-es pontbdl a 7-es pontba?

Megoldas.

A megoldéast az atrakodésos szallitasi feladatbol nagyrészt le lehet vezetni.
Egyetlen lényeges otlet, hogy bevezetiink egy fiktiv élt a nyel6bdl a forrasba, jelen
esetben a 7-es pontbol az l-es pontba (jeloljiik ezt £7_1 modon). Ennek a fiktiv
élnek nincs kapacitasa (vagy masképpen ‘végtelen nagy’ a kapacitasa). Ily modon
létre tudunk hozni egy aramot, vagy mas néven (kor)folyamot (bizonyos helyeken
a cirkulacio kifejezés is hasznélatos). Ennek a fiktiv élnek az atereszt képessége
megadja a folyam méretét, ezért ezt maximalizaljuk. Irjuk fel tehat a csomoponti

feltételeket a graf minden pontjara, és adjuk hozza a kapacitaskorlatokat is!

4.8. kod.
max
£f7_1

subject to
cspl: +f7_1-x1_2-x1_3-x1_5-x1_6-x1_7 =0
csp2: +x1_2+x4_2-x2_3-x2_5-x2_77 =0
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csp3: +x1_3+x2_3+x5_3-x3_4-x3_6-x3_77 =0

cspd: +x3_4-x4_2-x4_5-x4_6-x4_7 =0

csp5: +x1_5+x2_5+x4_5+x6_5-x5_3-x5_7 =0

cspb: +x1_6+x3_6+x4_6-—x6_5-x6_7 =0

cspT7: +x1_7+x2_T+x3_T7+x4_T7+x5_T7+x6_T7-f7_1 = 0

kapl_2: x1_2<= 13

kapl_3: x1_3<= 23

kapl_5: x1_b5<= 44

kapl_6: x1_6<= 16

kapl_7: x1_77<= 32

kap2_3: x2_3<= 26

kap2_5: x2_5<= 36

kap2_7: x2_77<= 11

kap3_4: x3_4<= 37

kap3_6: x3_6<= 11

kap3_7: x3_T7<= 37

kapd4_2: x4_2<= 38

kap4_5: x4_5<= 34

kap4_6: x4_6<= 23

kap4_7: x4_77<= 23

kap5_3: x5_3<= 23

kapb_7: x5_T7<= 11

kap6_5: x6_5<= 11

kap6_7: x6_71<= 32

end

A feladat optimalis megoldasa:

Status: OPTIMAL

Objective: obj = 118 (MAXimum)

No. Row name St Activity Marginal

1 cspl NS 0 1
2 csp2 NS 0 < eps
3 csp3 NS 0 < eps
4 csp4 NS 0 < eps
5 cspb NS 0 1
6 cspb6 NS 0 < eps
7 csp’ B 0
8 kapl_2 NU 13 1
9 kapl_3 NU 23 1
10 kapl_5 B 34
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kapl_6
kapl_7
kap2_3
kap2_5
kap2_7
kap3_4
kap3_6
kap3_7
kapd_2
kap4_5
kap4_6
kapd_7
kap5_3
kap5_7
kap6_5
kap6_7

Column name

Activity

16
32

11

11

37

11
23
11

O J o U b Wb

O

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Vegyiink egy adott csomoépontot,

x2_3
x2_5
x2_ 7
x5 3
x3_4
x3_6
x3_ 7
x4 5
x4 6
x4 77
x6_5
x5 7
x6_7

11

0
11
16

1

1

< eps
< eps
1

1

Marginal

< eps
-1

< eps
-1

< eps
-1

mondjuk a 2-es pontot.

A beérkezd

arumennyiség 13, ami teljes egészében az egyes pontbol érkezik (x1_2=13), ez

két iranyban megy tovabb: 2 egység a 3-as cstcs iranyaba (x2_3=2), 11 egység

pedig a 7-es cstics irdnyaba (x2_7=11). Hasonléan szamolhat6 a tébbi csomopont
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is. Ezaltal a folyam értéke 118 lesz. Ezt két oldalrdl is ellendrizhetjiik. Egyrészt
a kiindul6é 1-es pontbdl ennyi aru aramlik szét: x1_2=13, x1_3=23, x1_5=34,
x1_6=16 és x1_7=33, azaz 13+23+34+16+33=118. Masrészt a végsd 7T-es pontba
is ugyanennyi aru érkezik meg: 1_7=32, 2_7=11, x3_7=37, x4_7=11, x5_7=11
és x6_7=16, azaz 32+11+37+11+11+16=118.

Tehat ebben a hélozatban akar az x1_2+x1_3+x1_5+x1_6, vagy az
x1_T7+x2_T7+x3_T7+x4_T7+x5_T7+x6_7 kifejezés is lehetne a célfiiggvény.
Ovatossagra intiink azonban, mivelhogy mas feladatban lehetnek olyan élek,
amelyek a kiindul6é pontba visszamutatnak, vagy olyanok, amelyek a végsé pontbol
indulnak ki (nem a kezdSpontba mutaté fiktiv él, amelyet segitségképpen mi
vezettiink be). Ilyen esetben a fenti kifejezések nem feltétleniil a maximalis folyam

értékét adjak meg. A fiktiv él hasznalataval elkeriilhetjiik ezeket a nehézségeket.

4.2. A halozat bovitése

4.9. példa. Tekintsik a [4.7 példat! Melyik élek kapacitdsdt éri meg béviteni?

Milyen mértékben?

Megoldas.

Tekintsiik a [.8] kodhoz tartozo outputot. Minden élhez tartozik egy korlat.
El6szor is, amelyik élen nem aramlik annyi aru, mint amennyi az ¢l kapacitasa, azt
biztos nem érdemes tovabb novelni (mivel az eddigi kapacitast sem tudjuk teljesen
kihasznélni). Ilyen él példaul az 1-es csicsbodl az 5-6s csiicsba mutato él, amelyen
keresztiil 34 egység aru halad at, de lehetséges lenne akar 44 is. Vannak olyan élek is,
amelyeknek kapacitédsat ugyan teljesen kihasznaljuk, ellenben mégsem lenne érdemes
azt novelni. Ilyen él példaul a 2-es csticsbol a 7-es cstcsba mutaté él. Ennek az élnek
a kapacitasa 11, és 11-et is szallitunk, de hidba noveljiik a kapacitasat, nem lesz
nagyobb a folyam értéke (probaljuk ki!).

Olyan éleket keresiink, ahol a kapacitdas novekedésével ng a folyam mérete
is. A kapacitas értéke a korlatok jobboldaldn szerepel, a folyam mérete pedig

a célfiiggvény értéke is egyben, tehat a kapacitaskorlatokhoz tartozd arnyékarak
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pont azt adjak meg, hogy a kapacitas (kis mértékii) emelésével hogyan valtozik
a folyam mérete. Csak azon élek kapacitasat érdemes ndévelni, ahol az arnyékar
értéke 1 (korlatok Marginal oszlopban szerepls érték). Az arnyékar alapvetSen azt
mutatja meg, hogyha egységnyivel noveljiik a korlat jobb oldali konstansét, akkor
mennyivel novekszik a célfiiggvény értéke. Tehat jelen modellben, ha noveljiik a
vezeték kapacitasat, akkor mennyivel ng a folyam értéke. A maximaélis folyam feladat
esetében ezeknek a koratoknak az arnyékara kizarolag 1 vagy O lehet.

Ilyen él példéul az 1-es cstcsbol a 2-es csticsba mutato él. Ezen élek a minimalis
vagas részei, amivel részletesebben a példa foglalkozik.

Milyen hatarok kozott érdemes valtoztatni az adott él kapacitasat? A kérdés
emlékeztet minket az érzékenységvizsgalati hatéarokra. Lassuk héat a megfelel6

eredményfiilet: az activity range a kapl_2 korlat esetén:

No. Row name St Activity
range

8 kapl_2 NU 11.00000
25.00000

Tehat ha az 1-es csticsbdl a 2-es csticsba mutato €l kapacitdsat megemeljiik 25-ig,
akkor a bazis valtozatlan marad. Ha ezen él kapacitasat 25-ig fel lehet emelni (ha
van ré lehetGség), akkor a folyam meértéke eléri a 130-as értéket.

Kérdés, hogy mi torténik, ha ennél tovabb emeljiik? Ha kiprobaljuk és felemeljiik
26-ra az értékét, akkor azt latjuk, hogy a folyam mértéke tovabb ng. Nézziink egy
egyszeriibb, jobban atlathato halozatot, hogy megértsiik ezt a jelenséget!

Tekintstlink egy 4 csticsbol 4llo halézatot az alabbi abra szerint.

®
O OO

Tehat az 1-es csticshol a 2-es csticsba mutat él, aminek kapacitésa 8 egység, a 2-es

csticsbol pedig a 3-as cstcsba, 10 egységnyi kapacitassal. Az 1-es pontbdl is mutat
él a 3-as csucsba, amelynek kapacitasa 6 egység. Végiil a 3-as cstucsbol a 4-esbe is

mutat egy €él, 5 egység kapacitéassal.
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Ehhez a kis halozathoz tartozd LP felirés:

4.10. kéd.
max
f4_1

subject to

cspl: +f4_1-x1_2-x1_3 =0
csp2: +x1_2-x2_3 =0
csp3: +x1_3+x2_3-x3_4 =0
cspd: +x3_4-f4_1 =0
kapl_2: x1_2 <= 8§
kapl_3: x1_3 <= 6
kap2_3: x2_3 <= 10
kap3_4: x3_4 <= 5
end
A feladat optimélis megoldésa:
Status: OPTIMAL
Objective: obj = 5 (MAXimum)
No. Row name St Activity Marginal
1 cspl NS 0 < eps
2 csp2 NS 0 < eps
3 csp3 B 0
4 csp4 NS 0 -1
5 kapl_2 B 0
6 kapl_3 B 5
7 kap2_3 B 0
8 kap3_4 NU 5 1
No. Column name St Activity Marginal
1 f4_1 B 5
2 x1_2 NL 0 < eps
3 x1_3 B 5
4 x2_3 B 0
5 x3 4 B 5

Tehat a folyam mérete 5, az l-es csticsbol a 3-as csticsba aramlik 5 egységnyi

aru, ami tovabbmegy a 4-es végpontba.
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Grafikusan szemléltetve (az élek kapacitasa el6tt zardjelben szerepel a

ténylegesen szallitott mennyiség).

)

(0
(5) 6 (5) 5
® >O——®

Ekkor csak a kap3_4 korlat arnyékara 1. Az ehhez tartozo érzékenységvizsgalati

hatar:
No. Row name St Activity
range
8 kap3_4 NU .
6.00000

Tehat a korlat jobboldala 0 és 6 kozott valtozhat, a béazis valtozatlansidga nélkiil.

De mi torténik, ha a kapacitast 6 felé emeljiikk? Mondjuk 7-re:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 7 (MAXimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 cspl NS 0 < eps
2 csp2 NS 0 < eps
3 csp3 B 0
4 csp4 NS 0 -1
5 kapl_2 B 1
6 kapl_3 NU 6 < eps
7 kap2_3 B 1
8 kap3_4 NU 7 1
No. Column name St Activity Marginal
1 f4_1 B 7
2 x1 2 B 1
3 x1 3 B 6
4 x2_3 B 1
5 x3_4 B 7
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SONZ

(6) 6 (7) 7
® >@——®

A folyam mérete tovabb nd. Az 1-es cstcsbdl a 3-as csiicsba mutato él telitédik

(ezért megvaltozik a bazis). A 2-es csticson keresztiil tudunk tovabbi egy egységet
széllitani, de a sziik kapacitas tovabbra is a 3-as cstucsbol a 4-es cstcsba mutato
él, amelynek az arnyékara 1. Az activity range ebben az esetben a [6;14]
intervallum, ami érthets is: az 1-es cstucsbdl az als6 agon el tudunk szallitani 6
egységet, a fels6 agon 8-at, ami Osszesen 14 egység. Ha ennél tovabb noveljiik a 3-as
csticsbol a 4-es csticsba mutato él kapacitasat, azt mar nem fogjuk tudni kihasznélni.

Térjiink vissza a [4.7] példa adataihoz! ElsG lépésként csak annyit latunk, hogy
az 1-es cstcsbol a 2-es csticsba mutaté él kapacitésat 25-ig fel lehet emelni. Menjiink
tovabb egy kicsit ezen a hataron, emeljiik fel a kapacitas mértékét 25,1-re. Ekkor a
kapl_2 korlat &rnyékara tovabbra is 1 marad, azaz 0j bazisra tért at az algoritmus.
Ehhez a bazishoz tartozdé activity range a [25;36] intervallum. Nézziik tovabb!
Emeljiik a kapacitas értékét egy kicsit tovabb, 36,1-re! Ekkor a kapl_2 korlat
arnyékara tovabbra is 1 marad, ehhez a bazishoz a [36;37] intervallum tartozik.
Ha ennél is tovabb noveljik a kapacitast, akkor az 1j béazisban a kapl_2 korlat
arnyékara mar nem 1 lesz, tehat 37-ig érdemes emelni az 1-es csticsbol a 2-es csticsban
mutato korlat kapacitasat.

Az érzékenységvizsgalati hataroknak az lenne az igazi értelme, hogy tujabb
futtatdas nélkil meg tudunk bizonyos kérdéseket vélaszolni. Lathatjuk azonban,
hogy egy él kapacitasanak lehetséges bovitését nem feltétleniil tudjuk meg az
érzékenységvizsgalati tablazatbol. Felmeriilhet benniink, hogy esetleg egyetlen
(4jabb) futtatassal meg tudjuk-e valaszolni a kérdést?

A valasz igenls. Két dolog sziikségeltetik hozza: egyrészt vezessiink be egy
bl_2 valtozot, ami azt mutatja, hogy mennyivel bévitjiik az 1-esbél a 2-es pontba
mutatoé él kapacitasat. Eredetileg az él kapacitasa 13, amit bévitiink b1_ 2 egységgel,
tehat x1_2<=13+b1_2, amit a x1_2-b1l_2<=13 formara kell atalakitani. Hogy

tudjuk elérni, hogy ne bévitsiik a kelleténél tovabb az él kapacitasat? Modositsuk
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a célfiiggvényt az £7_1-0.1bl_2 értékre. Ha az él kapacitdsanak novekedésével
a folyam mérete is novekszik, akkor a célfiiggvény is néni fog. Pl.: ha 1 egységgel
noveljiik a kapacitast, aminek hatasara 1 egységgel novekszik a folyam értéke is,
akkor a célfiiggvény 1-0,1=0,9-cel fog néni. Ha az él kapacitasdnak a névekedése nem
jar egyiitt a folyam méretének novekedésével, akkor a célfiiggvény 0,1-gyel csokken.
Megjegyezziik, hogy a 0,1-es egyilitthaté a bl_2 valtoz6 esetén barmely
tetszdlegesen kivalasztott érték lehet, amely szigoriian nagyobb, mint 0 és szigortan
kisebb, mint 1.
4.11. kod.

max
£f7_1-0.1b1_2

subject to

cspl: +f7_1-x1_2-x1_3-x1_5-x1_6-x1_7
csp2: +x1_2+x4_2-x2_3-x2_5-x2_7 =
csp3: +x1_3+x2_3+x5_3-x3_4-x3_6-x3_7 =
cspd: +x3_4-x4_2-x4_5-x4_6-x4_7 =
cspb: +x1_5+x2_5+x4_5+x6_5-x5_3-x5_7 =
cspb: +x1_6+x3_6+x4_6-x6_5-x6_7 =
csp7: +x1_T7+x2_T+x3_T7+x4_T7+x5_T+x6_T7-f7_1

O O O O O o o

kapl_2: x1_2-bl_2<= 13
kapl_3: x1_3<= 23
kapl_5: x1_5<= 44
kapl_6: x1_6<= 16
kapl_7: x1_T<= 32
kap2_3: x2_3<= 26
kap2_5: x2_5<= 36
kap2_7: x2_77<= 11
kap3_4: x3_4<= 37
kap3_6: x3_6<= 11
kap3_7: x3_T7<= 37
kap4_2: x4_2<= 38
kap4_5: x4_5<= 34
kapd4_6: x4_6<= 23
kapd_7: x4_T7<= 23
kapb5_3: x5_3<= 23
kap5_7: x5_7<= 11
kap6_5: x6_5<= 11
kap6_7: x6_77<= 32
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end

Az eredményfiilr6l szamunkra most csak a bl_2 valtozd értéke relevans, ami
24. Tehat maximum 24 egységgel érdemes névelni a kapacitast, azaz 37 (13+24)
egységig. Igy ugyanazt kaptuk, mint korabban az iteraciokkal.

Idéig az 1-es csticshol a 2-es csticsba vezeté élen a kapacitas boévitésének
lehetGségét vizsgaltuk. Hasonlé modon megvizsgélhatjuk a tobbi élt is, ahol az
arnyékar 1 (ilyenek az 1-bdl 3-ba; 1-bdl 6-ba; 1-bsl 7-be; 5-bél 3-ba illetve az 5-bél
7-be mutato élek). Természetesen mindig csak egy helyen bévitjiik a halozatot, és
futtatjuk a [.11] kodot, atirva a vizsgalt viszonylatra. A kovetkezd példa szol arrdl,

ha egyszerre tobb helyen is bévitjiik a hélozatot.

4.12. példa. Tekintsik megint a [f.7 példdt! Tudjuk, hogy ebben az esetben a
maximalis folyam mérete 118. A kévetkezd évben a megnovekedett keresletnek
megfeleldn biztositani kellene, hogy legaldbb 200 egységnyi drut el tudjunk szdllitani
az 1-es pontbol a 7-es pontba. Ehhez nyilvanvaloan boviteni kell a hdlozatot, a bovités
viszont kéltségekkel jar. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott €l kapacitdsinak

eqységnyt bovitése mekkora koltséggel jdr.

El | Bévitési equséqkiltséq
1—2 30
1—5 18
2—7 51
4—7 37
5—3 29
6—7 13

Hogyan tudjuk a hdlozat dteresztd kapacitasat a legolcsobban boviteni 200

eqyséqre?

Megoldas.

Vezessiink be most is b (bdvitési) valtozokat azokhoz az élekhez, amelyek
kapacitasat tudjuk béviteni. Tehét pl. b1l_2 valtozo azt jelenti, hogy az 1-es pontbol
a 2-es pontba mutato él kapacitasat mennyivel bévitjiik. Vezessiink be egy korlatot,
a fiktiv élen szallitott mennyiségre (legalabb 200), és a célfiiggvényben az ehhez

sziikséges bovitési koltséget szeretnénk minimalizalni.
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4.13. kod.
min
+30b1 2 +29p5 3 +18bl 5 +51b2 7 +37b4_7 +13b6_7

subject to

cspl: +f7_1 —-x1_2 -x1_3 -x1_5 -x1_6 —-x1_7 =
csp2: +x1_2 +x4_2 -x2_3 -x2_5 -x2_7 =
csp3: +x1_3 +x2_3 +x5_3 -x3_4 -x3_6 —-x3_7 =
cspd: +x3_4 —x4_2 —-x4_5 -x4_6 -x4_7 =
cspb: +x1_5 +x2_5 +x4_5 +x6_5 -x5_3 —-x5_7 =
cspb: +x1_6 +x3_6 +x4_6 -x6_5 —-x6_7

csp7: +x1_7 +x2_7 +x3_7 +x4_7 +x5_7 +x6_7 —-f7_1 =
mfolyam: f£7_1 >= 200

kapl_2: x1_2 -bl_2 <=13

kapl_3: x1_3 <=23

kapl_5: x1_5 -bl_5 <=44

kapl_6: x1_6 <=16

kapl_7: x1_7 <=32

kap2_3: x2_3 <=26

kap2_5: x2_5 <=36

kap2_7: x2_7 -b2_7 <=11

kap3_4: x3_4 <=37

kap3_6: x3_6 <=11

kap3_7: x3_7 <=37

kap4_2: x4_2 <=38

kap4_5: x4_5 <=34

kapd4_6: x4_6 <=23

kapd_7: x4_7 -b4_T7 <=23
kap5_3: x5_3 -b5_3 <=23
kap5_7: x5_7 <=11
kap6_5: x6_5 <=11
kap6_7: x6_7 -b6_7 <=32

end

Az optimélis megoldés:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 4913 (MINimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 cspl NS 0 -81
2 csp2 NS 0 =51
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3 csp3 NS 0 -34

4 cspé NS 0 -13

5 cspb NS 0 -63

6 cspb NS 0 -13

7 csp’ B 0

8 mfolyam NL 200 81

9 kapl_2 NU 13 -30
10 kapl_3 NU 23 -47
11 kapl_5 NU 44 -18
12 kapl_6 NU 16 -68
13 kapl_7 NU 32 -81
14 kap2_3 NU 26 =17
15 kap2_5 B 0
16 kap2_7 NU 11 -51
17 kap3_4 NU 37 =21
18 kap3_6 NU 11 =21
19 kap3_7 NU 37 -34
20 kap4d_2 B 0
21 kap4_5 B 0
22 kap4_o6 B 14
23 kap4d_T7 NU 23 -13
24 kapb5_3 NU 23 -29
25 kapb_7 NU 11 -63
26 kap6_5 B 0
27 kap6_T7 NU 32 -13
No. Column name St Activity Marginal

1 bl 2 B 69

2 b5_3 B 13

3 bl_5 B 3

4 b2_7 B 45

5 b4_7 NL 0 24

6 b6_7 B 9

7 £f7_1 B 200

8 x1_2 B 82

9 x1_3 B 23

10 x1_5 B 47

11 x1_6 B 16

12 x1_7 B 32

13 x4_2 NL 0 38

14 x2_3 B 26

15 x2_5 NL 0 12

16 x2_7 B 56

17 x5_3 B 36
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18 x3_4 B 37

19 x3_6 B 11
20 x3_7 B 37
21 x4_5 NL 0 50
22 x4_6 B 14
23 x4_7 B 23
24 x6_5 NL 0 50
25 x5_7 B 11
26 x6_7 B 41

Tehat az 1-es pontbdl a 2-es pontba mutatd él kapacitasat noveljiikk meg 69
egységgel, az 5-0s cstcsbol a 3-asba mend él kapacitasat 13 egységgel, az 1-es pontbol
az H-0s pontba mutatoé él kapacitasat 3 egységgel, a 2-es pontbdl a 7-es pontba vezetd
¢él kapacitasat 45-el, valamint a 6-os pontbdl a 7-es pontba mutato él kapacitasat 9

egységgel, igy a bovitési koltség Osszesen 4913 lesz.

4.3. Gyakorl6 feladatok

4.3.1. Egyszertibb feladatok

4.14. példa. A kévetkezd tdblazatban a hdlozat csiucspontjai kozotti irdnyitott élek

drukra vonatkozo kapacitdsai lathatoak:

2 8 4 5 6 7 8 9 10
1172 30 8o

2 90 7 70

3 88 33 50

J 42 73

5 12 120

61 30 25 75

7 30 90
8 100
9 23 84

Mazimalisan mennyi dru dramolhat az elsd csicsbol a 10. csiucsba?
Megoldas a [258 oldalon.

4.15. példa. Tekintsik a kovetkezd tdablazatot.
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2 8 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1145 42 38

2 92 7166

3 48 30

4 66 88 15
5 58 67

6 41 9/

7 77 58

8 32 96

9 32
10 100

11 60

Mekkora a mazimdlisan dtfolyathato mennyiség, az 1. és a 12. cstcs kézott?
Megoldas a [261] oldalon.

4.16. példa. Tekintsik a [{.15 kodban meghatdrozott hdldzatot. Ezen hdlozat

meglévd éleinek a kapacitasdat most bovithetyik az aldbbi koltségek mellett:

e Ha kiindulo €s a beérkezd csics is pdros, akkor a bovitési kiltség eqységenként

10.
e Ha mind a kettd pdratlan, akkor viszont csak 8.

e Ha az €l egy pdros csiucsbol pdaratlanba érkezik, akkor 16 lesz az eqy egységre

Juto bovitési koltség, mig forditott esetben 20.

Mekkora lenne a bovitési koltség, ha azt szeretnénk, hogy a 12. csiucsba dsszesen 200

eqyséq érkezzen meg?

4.3.2. Nehezebb feladatok

4.17. példa. Tekintsik a példa hdlozatat. Hogyan mddosul a megoldds,
amennyiben az éleken akdr visszafele is lehet a folyadékot folyatni? Természetesen

eqyszerre csak eqy irdnyba lehet a csovon folyatna.

Megoldas a 267} oldalon.
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4.18. példa. Tekintsik a [{.7. példdt. A [{.8 kod segitségével megkaphatjuk az
optimdlis megoldast is. Maximdlis folyam esetén az LP feladat alternativdja a
Ford-Fulkerson algoritmus. Az optimalitds kritériuma az un. minimdlis vdgds. Az

LP feladat eredményfiilérdl leolvashato-e a minimdlis vdgds?
Megoldas a 278 oldalon.

4.19. példa. A kovetkezd grdf eqy wvdros bizonyos részének stilizdlt uthdlozatdt
mutatja. Eqy vdllalat, amelynek kozponti iroddja az 1 csucsban taldlhato, szolgdlati
lakdsokat akar bérelni a dolgozdinak a 8-13 csucsokkal jelolt lakdparkokban. A grdf
élein jelolt vdrosi uthdlozat kapacitdsai alapjan dont a bérleményekrdl, mivel szeretné,

hogy a dolgozoi ne toltsenek sok iddt az iroddaba utazdssal.

@%@

A kapacitdsok azt jelzik, hogy hdany autdt képes elakaddsmentesen dtereszteni az
adott itszakasz. A wvdllalat gy tervezi, hogy minden dtengedhetd autd utdn bérel eqy
lakdst. Ezen a szabdly alapjan mennyi lakdst bérelhet maximum a vdllalat, a 8-13

lakoparkokban?
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Viltoztassunk annyit a feladaton, hogy a vdllalat dsszesen 100 lakdst akar bérelni,
€s szerelné az osszes bérleti dijat minimalizdlni! A kévetkezd tabldzatban ldthato az

adott lakoparkok egy-eqy lakdsdnak bérleti dijai:

bérleti dij

13 15
12 18
11 20
10 12
9 18
8 25

Mekkora osszkdltséggel bérli a lakdsokat, és melyik lakoparkokban?
Megoldas a [282] oldalon.

4.20. példa. Adott eqy csévezeték hdlozata:

2 8 4 5 6 7 8 9 10
1130 50 40
2 20 92
3 21 60 10
J 10 13 25
5 10 36 10
6 30 30
7 10 15 5
8 40
9 40

A hdlozaton keresztil A és B tipusi olajat szeretnénk eljuttatni az elsd csicsbol
a 10. csucsba. A tdbldzatban jelolt szamok az eloszto-dllomdsok kozotti csovek
kapacitasait mutatjik. Az alahiuzott éleken kizdrolag A tipusi, mig a vastagitott
szamokkal jeldlt éleken kizdrolag B tipusi olaj szdallithato. A jeloletlen élek mind a
két tipusi olaj szdllitasdra alkalmasak, viszont a két olaj nem keveredhet dssze, ezért
ezeken az éleken is eqyszerre csak az eqyik szdllithato. Mennyi olajat szdllithatunk A,
és B tipusbol a 10. csicsba, feltéve, hogy azt szeretnénk, hogy mind a kettd tipusbol

legaldabb 20 egység beérkezzen, de gy, hogy A-bol legaldbb annyi legyen, mint B-bdl?
Megoldas a 288 oldalon.
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4.21. példa. A kovetkezdé 5 napra egy korhdz 5 tgyeletes orvosinak (A,B,C,D,E)
beosztdsdt akarjuk megszervezni. Egy nap hdrom tgyeleti iddszak van, eqy reggeli, eqy
délutani és eqy esti. Mindegyik orvosnak 3 tgyeletet kell vallalnia a héten, mégpedig
gy, hogy minden egyes napszakban legaldbb legyen eqy tigyelete. Korhdzi szabadly,
hogy eqyik orvos sem wvdallalhat eqy napon két eqymdst kovetd tigyeletet, és a reggeli-
és a délutdni igyelet napja kozott legfeljebb 2 nap lehet, viszont a délutdni és esti
muszakok nem lehetnek eqgymdst kovetd napokon.

Az orvosok egyedil a reggeli idépontokrol mondhatjik meg, hogy mikor nem
alkalmas nekik:
A nem €r rd az elsd és harmadik reggeli tiigyelet alatt, B, és C orvosoknak a 4. déleldtt
nem alkalmas. A D orvosnak a 3.-5. napok reggelei, E-nek pedig az 1.-3. reggelek nem
alkalmasak tigyelet tartdsdra.

Haszndljon maximadlis folyam feladatot, eqy lehetséges beosztds meghatdrozdsdhoz!

Megoldas a[293] oldalon.
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5. fejezet

Legrovidebb ut feladat

5.1. Csomoépontos formalizacio

Az Osszetett szallitési feladat egy altalanositasdnak tekintheté a legrévidebb tt
feladat is. Adott egy graf, és kivalasztjuk a graf két tetszdleges pontjat és az
a célunk, hogy ezen két pont kozott a legrovidebb utat megtalaljuk. Szallitési
feladat kontextusaban: van egy egységnyi aru a kiindulé pontban és ezt szeretnénk
elszallitani a végpontba. A szallitasi koltségek ebben az esetben nem masok,
mint az Gtvonalak hosszai. Erdemes emellett a feladat duéljat is alaposabban
megvizsgalni, mert véleményiink szerint segit megérteni a primal-dual feladatparok
kozotti Osszegliggést.

Ha nem LP feladatként tekintiink a legrévidebb 1t feladatra, akkor a
klasszikus feladatot megoldhatjuk a Dijkstra algoritmussal is. A Dijkstra algoritmus
implementacidja sokkal gyorsabb kodot eredményez, mint az LP felirdas, de az
elébbi esetben csak a klasszikus feladatot tudjuk megoldani, az utébbiban viszont

lehetséges egyedi korladtok hozzaadasa a feladathoz.

5.1. példa. Adott eqy graf 7 ponttal, a kéztik lévd tdvolsdgot az alabbi mdtrix
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mautatja:

1 2 3 4 5 6 7

22,9 59,3 56,3 96,8 15,6 100,1
67,4 24,7 44,5 38,5 97,6
104,7 49,7 46,8 103,2

53,9 88,0 105,6

17,6 15,2

130,6

N O T W N

Szeretnénk a legrovidebb utat megkeresni az 1-es csucspontbol a 7-es csiucspontba.
A megolddst most hatdrozzuk meg gy, mintha eqy dtrakoddsos szallitdsi feladatot

oldandnk meg!

Megoldas.

Miel6tt megadnank a feladat LP felirdsat, érdemes kihangsilyozni, hogy a
legrovidebb 1t feladat esetében altalaban iranyitott graffal dolgozunk. Tehét jelen
példaban az 1-es pontbdl el tudunk jutni a 2-es cstucsba, de a 2-esbél nem tudunk
eljutni az 1-es csticsba, mert masodik sor elsé eleme nincs megadva.

Azonban nem lenne nehéz irdnyitatlan graffal dolgozni, hiszen ekkor a koltségek
méatrixat egyszertden tiikrozni kellene a diagonalisra, tehat a mésodik sor elsd
celldjaba be kellene irni a 22,9-es értéket, a harmadik sor elsg cellajaba a 59,3-as
értéket, és igy tovabb. Iranyitatlan graf esetét a[5.5l példaban vizsgaljuk majd meg.

De olyan is el6fordulhat, hogy két csiics kozott mind a két iranyba lehet menni,
de eltérs koltséggel, példaul hegynek felfelé vagy hegyrdl lefelé nem ugyanannyi a
benzinkoltség. Ekkor célszert irdnyitott grafot hasznalni, ahol a két cstics kozott
ketts él megy, ellentétes irdnyokban.

A jelen példaban tehat az 1l-es pontban van egységnyi aru, amit el kell
széllitanunk a 7-es pontba. A 2-es, 3-as, ..., 6-o0s cstucspontok lehetséges atrakodasi
pontok. Ezekre a pontokra fel kell irni a csomoéponti feltételeket: a bejovs
arumennyiségnek meg kell egyeznie a kimend arumennyiséggel. Jelolje x;; az i

cstceshol a g cstuiesba szallitott arumennyiséget.

5.2. kéd.
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min
ktg:
+22.9x1_2+59.3x1_3+ 56.3x1_4+ 96.8x1_5+ 15.06x1_6+100.1x1_7
+67.4x2_3+ 24.7x2_4+ 44 .5x2_5+ 38.5x2_6+ 97.6x2_7
+104.7x3_4+ 49.7x3_5+ 46.8x3_6+103.2x3_7
+ 53.9x4_5+ 88.0x4_6+105.6x4_7
+ 17.6x5_6+ 15.2x5_7

+130.6x6_7

subject to

cspl: +x1 2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 +x1_6 +x1_7 =1
csp2: —-x1_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6 +x2_7 =0
csp3: —x1_3 —-x2_3 +x3 4 +x3 5 +x3_ 6 +x3_7 =0
cspd: —x1_4 -x2_4 -x3_4 +x4 5 +x4_6 +x4_7 =0
cspbS: —x1_5 —-x2_.5 -x3_5 —-x4_5 +x5 6 +x5_ 7 =0
cspb: —x1_6 —x2_6 —-x3_6 —-x4_6 —-x5_6 +x6_7 =0
csp7: —x1_7 —-x2_7 —-x3_7 -x4_7 -x5_7 —-x6_7 =1

end

Ertelmezzitk egy kicsit részletesebben a . kodot! A célfiiggvényben a
koltségminimumot keressiik, és a feltételek a cstcspontokra vannak felirva.
Az 1l-es cstucspontban van egységnyi aru, amit el kell szallitani (cspl
korlat). A 2-es cstcspontra felirjuk a szokdsos csomoéponti feltételt: a bejovs
arumennyiség egyezzen meg a kimend arumennyiséggel. A 2-es csicsba csak az
1-es csticspontbol tudunk mennyi. A 2-es cstcsbol viszont 3-as, 4-es, 5-0s, 6-0s
és T-es csucspontokba is mehetiink. Tehét ennek a két mennyiségnek meg kell
egy&nn:x1_2=x2_3+x2_4+x2_5+x2_6+x2_7.Ajnnuk%ésutmjkapﬁﬂiajcsp2
korlatot. Hasonl6d korlatokat fel kell irni a tébbi csticspontra is, az utolsoé cstcspont
kivételével. Erre a csucspontra vonatkozé korlat (csp7) azt mondja, hogy 1
egységnyi arunak meg kell érkeznie a 7-es cstucsba is. Ezt frhatnank a szokésos
x1_T7+x2_T7+x3_T7+x4_T7+x5_T7+x6_7=1 formaban is, de ha ennek ellentettjét
szerepeltetjlik, akkor szebb strukturaja lesz az egyenletrendszernek. Megjegyezziik,
hogy ez a korlatot akar el is lehetne hagyni, hiszen a tobbi folyammegmaradéasi
korlatbol kovetkezik.

Az optimélis megoldés:

Status: OPTIMAL
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Objective: ktg = 82.6 (MINimum)

No. Column name St Activity Marginal
1 x1_2 B 1
2 x1_3 NL 0 41.6
3 x1_4 NL 0 42.8
4 x1_5 NL 0 29.4
5 x1_6 NL 0 63.6
6 x1_7 NL 0 17.5
7 x2_3 NL 0 72.6
8 x2_4 NL 0 34.1
9 x2_5 B 1
10 x2_6 NL 0 109.4
11 x2_7 NL 0 37.9
12 x3_4 NL 0 108.9
13 x3_5 B 0
14 x3_6 NL 0 112.5
15 x3_7 NL 0 38.3
16 x4_5 B 0
17 x4_6 NL 0 149.5
18 x4_7 NL 0 36.5
19 x5_6 NL 0 133
20 x5_7 B 1
21 x6_7 B 0

Az eredményfiilrél leolvashatd, hogy a legrévidebb ut az 1—2—5—7.

Lathato, hogy —akarcsak kordbban— most sem sziikségesek az egészértékiiségi
kikotések, mivel enélkiil is egészértékid megoldést kapunk. Ez egyben azt is
jelenti, hogy rendelkezésiinkre allnak az arnyékarak, a redukalt koltségek, és az
érzékenységvizsgalati hatarok is. Ezek a mennyiségek abban nyujtanak segitséget,
hogy meg tudjuk hatarozni, hogy a graf élei milyen mértékben valtozhatnak, hogy

a legrovidebb 1t valtozatlan maradjon, vagy éppen megvéltozzon.

5.3. példa. Az [5.1 példa esetén mennyivel lehet megudltoztatni az 1-es pontbdl
a 3-as pontba mutato €l hosszdt gy, hogy a legrovidebb t vdltozatlan maradjon?
Mennyivel kell megudltoztatni a 3-as pontbol a 4-es pontba mutato él hosszat, hogy a

legrovidebb it része legyen?
Megoldas.
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Az 1l-es csucsbol a 3-as cstucsba mutaté él hossza 59,3, és az ehhez tartozo
redukalt koltség 41,6 az output szerint. A redukilt koltség azt jelenti, hogy ha a
célfiiggvény egyiitthaté ennél jobban csokken, akkor az élhez tartozd x1_3 valtozo
a bazis része lesz. Most ‘szerencsés’ helyzet all el6: 59,3-41,6=17,7. Ha az él hosszéat
ennél valamivel kisebb értékre allitjuk —mondjuk 17,69-re— akkor az 1-es pontbol

a 3-as pontba mutato él a legrovidebb 1t része lesz:

No. Column name St Activity Marginal
1 x1_2 NL 0 0.01
2 x1_3 B 1
3 x1_4 NL 0 42.81
4 x1_5 NL 0 29.41
5 x1_6 NL 0 63.61
6 x1_7 NL 0 17.51
7 x2_3 NL 0 72.6
8 x2_4 NL 0 34.1
9 x2_5 B 0
10 x2_6 NL 0 109.4
11 x2_7 NL 0 37.9
12 x3_4 NL 0 108.9
13 x3_5 B 1
14 x3_6 NL 0 112.5
15 x3_7 NL 0 38.3
16 x4_5 B 0
17 x4_6 NL 0 149.5
18 x4_7 NL 0 36.5
19 x5_6 NL 0 133
20 x5_7 B 1
21 x6_7 B 0

Viszont, ha 17,7-re allitjuk akkor a 1-es csiics és a 3-as cstics kozotti él még nem

lesz a legrévidebb 1t része:

No. Column name St Activity Marginal

1 x1_2 B 1

2 x1_3 NL 0 < eps
3 x1_4 NL 0 42.8
4 x1_5 NL 0 29.4
5 x1_6 NL 0 63.6
6 x1_7 NL 0 17.5
7 x2_3 NL 0 72.6
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8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

X2

xX2__
X2

X2
X3
X3
X3
X3
x4

x4
x4
x5_
x5_
X6_

6
9
6
9
9

NL
B
NL
NL
NL
B
NL
NL
B
NL
NL
NL
B
B

O OO O OO0 oo o kr o

34.1

109.4
37.9
108.9

112.5
38.3

149.5
36.5
133

Nézziik az x3_4 valtozot. Az eredeti adatok esetén a redukélt koltség 108,9.

Vonjuk le a koltségelembdl a redukélt koltséget: 104,7-108,9=-4,2. Cseréljiik le

a x3_4 valtozo célfiiggvény egyiitthatojat erre az értékre, egészen pontosan egy

kicsit kisebbre (-4,21), hogy elkeriiljiikk az alternativ megoldast (tényleges utak

esetén furcsanak hat a negativ érték, de bizonyos —pl. gazdasagi— feladatok esetén

elképzelhetd a negativ érték —veszteség— is egy ut hosszara; most elfogadjuk ezt az

absztrakciot, hogy egy él hossza lehet negativ szam is). Ekkor az optimalis megoldas:

Column name

Activity

Marginal

O J o U b W

e e el el el e
W Joy Ul WN O W
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41.59
42.8
29.4
63.6
17.5

72.59
34.1

109.4
37.9

0.01
112.51
38.31

149.5
36.5



19 x5_6 NL 0 133
20 x5_7 B
21 x6_7 B 0

[

Az x3_4 valtozo bazisvaltozo lett, de az értéke 0, tehat nem keriilt be a
legrévidebb dtba. Mivel a feladat degeneralt, ezért a bazisba keriilés nem jelenti
feltétlentil azt is, hogy az adott él a legrévidebb 1t része lesz. Ahhoz, hogy ez
megtorténjen, tovabb kell csokkenteni az célfiiggvény egyiitthatot. De van jobb
modszer annal, hogy egyszertien probalkozunk: nézziik meg ebben a modositott

feladatban az érzékenységvizsgélati hatarokat

No. Column name St Obj coef
range

12 x3_4 BS -45.80000
-4.20000

Az x3_4 valtozo célfiiggvény egyiitthatoja -45,8 és -4,2 kozott van, akkor a bazis
nem valtozik. Allitsuk tehat a célfiiggvény egyiitthatot egy picivel a -45,8-as érték
ala (-45,81)! Ekkor az optimalis megoldas:

No. Column name St Activity Marginal

1 x1_2 NL 0 0.01
2 x1_3 B 1

3 x1_4 NL 0 42 .81
4 x1_5 NL 0 29.41
5 x1_6 NL 0 63.61
6 x1_7 NL 0 17.51
7 x2_3 NL 0 30.99
8 x2_4 NL 0 34.1
9 x2_5 B 0
10 x2_6 NL 0 109.4
11 x2_7 NL 0 37.9
12 x3_4 B 1
13 x3_5 NL 0 41.61
14 x3_6 NL 0 154.11
15 x3_7 NL 0 79.91
16 x4_5 B 1
17 x4_6 NL 0 149.5
18 x4_7 NL 0 36.5
19 x5_6 NL 0 133
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20 x5_7 B 1
21 x6_7 B 0

Lathato, hogy most mar a legrévidebb 1t része a 3-as cstucsbol a 4-es cstcsba

mutato él.

5.4. példa. Tekintsik megint az[5.1]. példdt. Milyen hatdrok kozott vdltozhatnak a
legrovidebb utat alkoto élek hosszai, hogy ezek az élek tovdbbra is a legrovidebb 1t

részei leqgyenek?

Megoldas.

Ez a kérdés nagyon emlékeztet minket az érzékenységvizsgalati hatarokra,
amelyek megadjak, hogy a célfiiggvény egyiitthatd (az él hossza jelen esetben)
milyen hatarok koézott valtozhat gy, hogy ne valtozzon a bazis. Ebben az esetben
is igaz, hogy a bazist nem csak a legrévidebb utat alkotd élek alkotjak, ezért
a bazis megvaltozhatna anélkiil is, hogy a legrévidebb utat alkoto élek halmaza
megvaltozik. De most nem ez a helyzet: ha kiléplink a legrévidebb utak esetén az
érzékenységvizsgalati hatarok alkotta intervallumbol, akkor valtozik a legrévidebb
at is.

Az legrévidebb utat alkotd éleket reprezentdld valtozok esetén az

érzékenységvizsgalati hatarok:

No. Column name St Obj coef
range

1 x1_2 BS -Inf
40.40000

9 x2_5 BS -Inf
62.00000

20 x5_7 BS —-Inf
32.70000

Az érzékenységvizsgalati hatarok alsé értéke —Inf minden esetben. Ezen nagyon
nem is lep6dhetiink meg, mivel mar igy is a legrovidebb utat alkotjak, ha csokkennek,
még rovidebbé valik ez az ut. Tehat szamunkra csak a felsd hatar érdekes. Az 1-es

csticsbol a 2-es csticsba mutato él esetén ez az érték 40,4. Allitsuk be a célfiiggvény
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egylitthatot (az ut hosszat) 40,41 értékre, és nézzitk meg, mi térténik! Az optimalis

megoldas ebben az esetben:

No. Column name St Activity Marginal
1 x1_2 NL 0 0.01
2 x1_3 NL 0 24.1
3 x1_4 NL 0 25.3
4 x1_5 NL 0 11.9
5 x1_6 NL 0 46.1
6 x1_7 B 1
7 x2_3 NL 0 72.6
8 x2_4 NL 0 34.1
9 x2_5 B 0
10 x2_6 NL 0 109.4
11 x2_7 NL 0 37.9
12 x3_4 NL 0 108.9
13 x3_5 B 0
14 x3_6 NL 0 112.5
15 x3_7 NL 0 38.3
16 x4_5 B 0
17 x4_6 NL 0 149.5
18 x4_7 NL 0 36.5
19 x5_6 NL 0 133
20 x5_7 B 0
21 x6_7 B 0

Ekkor a varakozésunknak megfeleléen x1_2 valtozé mar nem lesz bazisvaltozo,
azaz az 1-es csiicsbol a 2-es csticsba mutatod él mar nem lesz a legrévidebb ut része,
az a jelen esetben 1—7-re valtozik. Hasonloan kell vizsgalni a legrovidebb 1t mésik

két élét is.

5.5. példa. Térjink vissza az eredeti feladatra . példa). Hogyan wvdltozik a

legrovidebb 1it, ha irdnyitatlan grdffal dolgozunk?

Megoldas.

A helyzetet viszonylag egyszertien tudjuk kezelni, a koltségmatrixban hasznaljuk
az alsé haromszog matrixot is. Ebben az esetben a egyszertien tiikrozziik a
diagonalisra a koltségelemeket, azaz a 2-es csticsbol a 3-as csticsba eljutni ugyanannyi

ideig tart, mint forditva.
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Ezt a kibgvitést a feladat jellegétsl fliggden lehet elvégezni, ugyanis ha ez egy

lejtds utca lenne, akkor lejtén felfelé menni hosszabb ideig tartana (f6leg gyalog),

mint lefelé. Ebben az esetben a koltségmatrix nem lenne szimmetrikus a diagonalisra,

tehat a 2. sor 3. celldjaban példaul nagyobb érték szerepelne, mint a 3. sor 2.

celldjaban. De mint mondtuk, a mi esetiinkben nem ez a helyzet:

12 3 4 5 6 7
1 22,9 59,3 56,3 96,8 15,6 100,1
21 22,9 67,4 24,7 44,5 38,5 97,6
3] 59,3 67,4 104,7 49,7 46,8 103,2
4| 56,3 24,7 104,7 53,9 88 105,6
5| 96,8 44,5 49,7 53,9 17,6 15,2
6| 15,6 38,5 46,8 88 17,6 130,6
71100,1 97,6 103,2 105,6 15,2 130,6

Ebben az esetben az LP feliras:

5.6. kod.

min

ktg:

+ 22.9x1_2 +59.3x1_3 + 56.3x1_4 + 96.8x1_5 +15.6x1_6
+ 22.9%x2_1 +67.4x2_3 + 24.7x2_4 + 44.5x2_5 +38.5x2_6
+ 59.3x3_1 +67.4x3_2 +104.7x3_4 + 49.7x3_5 +46.8x3_6
+ 56.3x4_1 +24.7x4_2 +104.7x4_3 + 53.9x4_5 +88.0x4_6
+ 96.8x5_1 +44.5x5_2 + 49.7x5_3 + 53.9x5_4 +17.6x5_6
+ 15.6x6_1 +38.5x6_2 + 46.8x6_3 + 88.0x6_4 +17.6x6_5

+100.1x7_1 +97.6x7_2 +103.2x7_3 +105.6x7_4 +15.2x7_5

subject to

cspl:
csp2:
csp3:
csp4é:
cspb:
Ccspb:

csp7:

+x1 2 +x1 3 +x1 4 +x1_5 +x1_6 +x1_7

-x2_1 —x3_ 1 -x4_1 -x5_1 —-x6_1 -x7_1

+x2_ 1 +x2_ 3 +x2_4 +x2_5 +x2_6 +x2_77
-x1_2 -x3_2 —-x4_2 —-x5_2 —-x6_2 -x7_2

+x3_1 +x3_2 +x3_4 +x3_5 +x3_6 +x3_7
-x1_3 -x2_3 -x4 3 -x5_3 —-x6_3 —-x7_3

+x4 1 +x4 2 +x4 3
-x1 4 —-x2_ 4 -x3_4

+x4 5 +x4_6 +x4_7

+x5 1 +x5 2 +x5_3 +x5_4 +x5_6 +x5_7
-x1_ 5 -x2_.5 -x3 5 —-x4_5 -X6_5 -x7_5

+x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 +x6_7
-x1 6 —x2_6 —x3_ 6 —x4 6 —-x5_06 -xX7_6

+x7 1 +x7_ 2 +x7_3 +x7_4 +x7_5 +x7_6

120

-x5 4 -x6_4 -x7_4

+100.
+ 97.
.2x3_7
+105.
.2x5_7
+130.
+130.

+103

+ 15

1x1_ 7
ox2_7

ox4_7

6x6_"7
o6x7_6



-x1 7 —x2_ 7 —x3_ 7 —x4_7 -x5_7 -x6_7
end
Az optimélis megoldés:

Status: OPTIMAL
Objective: ktg = 48.4 (MINimum)

No. Column name St Activity Marginal

1 x1_2 B 0

2 x1_3 B 0

3 x1_4 NL 0 8.7
4 x1_5 NL 0 33.6
5 x1 6 B 1

6 x1_7 NL 0 51.7
7 x2_1 NL 0 45.8
8 x2_3 NL 0 31
9 x2_ 4 B 0

10 x2_5 NL 0 34.2
11 x2_6 NL 0 45.8
12 x2_7 NL 0 72.1
13 x3_1 NL 0 118.6
14 x3_2 NL 0 103.8
15 x3_4 NL 0 116.4
16 x3_5 NL 0 75.8
17 x3_6 NL 0 90.5
18 x3_7 NL 0 114.1
19 x4_1 NL 0 103.9
20 x4_2 NL 0 49.4
21 x4_3 NL 0 93
22 x4_5 NL 0 68.3
23 x4_6 NL 0 120
24 x4_7 NL 0 104.8
25 x5_1 NL 0 100
26 x5_2 NL 0 54.8
27 x5_3 NL 0 23.6
28 x5_4 NL 0 39.5
29 x5_6 NL 0 35.2
30 x5_7 B 1
31 x6_1 NL 0 31.2
32 x6_2 NL 0 31.2
33 x6_3 NL 0 3.1
34 x6_4 NL 0 56
35 x6_5 B 1
36 x6_77 NL 0 97.8
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37 x7_1 NL 0 148.5
38 x7_2 NL 0 123.1
39 x7_3 NL 0 92.3
40 x7_4 NL 0 106.4
41 x7_5 NL 0 30.4
42 x7_6 NL 0 163.4

Lathato, hogy rovidebb lett a ‘legrévidebb’ at. Az 1t hossza most csak 48,4 (a
korabbi 82,6 helyett). Az ut maga pedig: 1—+6—5—7. Lathato, hogy az 5-6s pontbhol
a 6-os pontba mutato élen ‘visszafelé’ érdemes haladni, ezért nem talaltuk meg ezt

az utat kordbban, egészen pontosan ez abban a felirasban nem volt megengedett.

5.2. Gydtris formalizaci6

Az el6z6ekben megmutattuk hogyan tudjuk felirni a legrévidebb utat atrakodésos
szallitasi feladatként. Létezik azonban egy mésik LP feliras is, ami ugyancsak
megadja a legrovidebb utat, de jobban a grafra koncentral, mint a szallitasi feladat
formalizacio. Erdekes, hogy ez a formalizécié éppen a csomopontos felirasnak a dual

feladata, ezért elGszor irjuk fel a dual feladatot.

5.7. példa. Tekintsiik megint az. példdt. Irjuk fel a szdllitdsi feladat formalizdcio

dudljdt, és értelmezziik azt!

Megoldas.
Ahhoz, hogy ‘szép’ alakban kapjuk meg a dual feladatot, érdemes par algebrai

valtoztatast tenni. Az eredeti feladat minimumfeladat volt, ahol a korlatok a

kévetkezsek voltak (5.2 kod):

subject to

cspl: +x1 2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 +x1_6 +x1_7 =1
csp2: —x1_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6 +x2_7 =0
csp3: —x1_3 —-x2_3 +x3 4 +x3 5 4+x3_6 +x3_7 =0
cspd: —x1_4 -x2_4 -x3_4 +x4 5 +x4_6 +x4_7 =0
cspb: —x1_5 —-x2_5 -x3_5 -x4_5 +x5_6 +x5_7 =0
csp6: —-x1_ 6 —-x2_6 -x3_6 —-x4_6 —-x5_6 +x6_7 = 0
csp7: —x1_7 —-x2_7 —-x3_7 -x4_7 -x5_7 —-x6_7 =-1
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A tovabbiak szempontjabol kényelmesebb lesz, ha mindegyik korlatot
beszorozzuk -1-gyel. Mivel a korlatok egyenléség formajaban teljesiilnek, ezért ez

az algebrai mtvelet megtehetd:

subject to

cspl: -x1 2 -x1_3 —-x1_4 -x1_.5 —x1_6 -x1_7 = -1
csp2: +x1_2 -x2_ 3 —x2_4 -x2_.5 -x2_ 6 -x2_7 = 0
csp3: +x1_3 +x2_3 -x3 4 -x3 5 —x3_6 -x3_7 = 0
cspd: +x1_4 +x2_4 +x3_4 -x4 5 x4 6 -x4_7 = 0
cspb: +x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 -x5_6 -x5_7 = 0
cspb: +x1_6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 -x6_7 = 0
cspT7: +x1_7 +x2_7 +x3_7 +x4_7 +x5_7 +x6_7 = 1

Az els6 sorban szerepls cspl korlat azt fejezi ki, hogy (pontosan) egy egységnyi
aru utnak indul az 1-es pontbol. Az utols6é sorban szereplé csp7 korlat pedig azt
fejezi ki, hogy (pontosan) egy egységnyi aru érkezik meg a 7-es (csomo)pontba.
Megtehetd, hogy mind a két korlat esetén kicseréljiik a relaciot >=-re. Ekkor az elsd
korlat azt fogja kifejezni, hogy maximum 1 egységnyi aru indul dtnak, az utols6
korlat pedig azt, hogy legalabb egy egységnyi adru érkezik meg. Ez nyilvan csak ugy
lehet, ha pontosan egy aru indul utnak és pontosan egy aru érkezik meg.

Tudva azt, hogy pontosan egy aru indul atnak, és pontosan egy aru érkezik meg,
a csp2-cspb6 korlatok mindegyike esetén kicserélhetjiik a relaciot >=-re. Ez a korlat
azt jelenti, hogy minden csomoépontba tobb aru érkezhet, mint amennyi tovabbmegy,
tehat valamennyi ottmaradhat. De ha maximum 1 arut inditunk utnak, és minimum
1-nek meg kell érkeznie, akkor sehol sem hagyhatunk el arukat, tehat hiaba lesz
>=0 a korlat, valojaban ezek a korlatok egyenl@ség formajaban teljesiilnek. Azért
lényeges szamunkra ez az atalakitas, mert egyenl&séggel adott korlathoz tartozo
duél-valtozo elGjelkotetlen lenne —ami kezelheté ugyan LP feladatok esetén—, de
mi nem foglalkoztunk ezzel az esettel. Ha >= relacidval adott egy korlat, akkor

(minimumfeladat esetén) nemnegativ dudl-valtozoé tartozik hozza, ami szamunkra

kedvezsbb.
5.8. kod.
min

ktg:
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+22.9x1_2+459.3x1_3+ 56.3x1_4+ 96.8x1_5+ 15.6x1_6+100.1x1_7
+67.4x2_3+ 24.7x2_4+ 44.5x2_5+ 38.5x2_6+ 97.6x2_7
+104.7x3_4+ 49.7x3_5+ 46.8x3_6+103.2x3_7

+ 53.9x4_5+ 88.0x4_6+105.6x4_7

+ 17.6x5_6+ 15.2x5_7

+130.6x6_7

subject to

cspl: -x1 2 —x1_ 3 —x1_4 —-x1 5 —x1_ 6 —-x1_7 >= -1
csp2: +x1_2 -x2_3 =x2_4 -x2_5 -x2_6 -x2_7 >= 0
csp3: +x1_3 +x2_3 -x3_4 -x3_5 —-x3_6 -x3_7 >= 0
cspd: +x1_4 +x2_4 +x3_4 -x4_5 —-x4_6 —-x4_7 >= 0
cspb: +x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 -x5_6 —-x5_7 >= 0
cspb: +x1_6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 -x6_7 >= 0
csp7: +x1_7 +x2_ 7 +x3_7 +x4_7 +x5_7 +x6_7 >= 1

end

Az . kod esetén a dudl feladatot konnyen fel tudjuk irni (vegyiik észre hogy
minimumfeladatrol van sz6). A cspl-csp7 korlatokhoz tartozo dual-valtozokat
y1-y7 valtozok jelentik. Mivel mindegyik korlat >=, ezért a dudl-valtozok
nemnegativok. Az x primalvaltozok is nemnegativok, ezért a dual feladatban <=

korlatok lesznek.

5.9. kod.

max
y7-yl

subject to

ell _2: +y2-yl <= 22.
ell 3: +y3-yl <= 509.
el2_3: +y3-y2 <= 67.
ell_4: +y4-yl <= b56.
el2_4: +yd-y2 <= 24.
el3_4: +y4-y3 <= 104.
ell _5: +yb-yl <= 96.
el2_5: +yb-y2 <= 44,
el3_5: +y5-y3 <= 49,
eld_5: +yb-y4 <= 53.
ell_6: +y6-yl <= 15.
el2_6: +tyb6-y2 <= 38.
el3_6: +y6-y3 <= 46.
eld_6: +y6-y4 <= 88.
elb5_6: +y6-y5 <= 17.

O O 00 Ul oY W ~J Ul 0 JJWw > w o
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ell_7: +y7-yl <= 100.
el2_T7: +yil-y2 <= 97.
el3_7: +y7-y3 <= 103.
eld_7: +y7-y4 <= 105.
el5_7: +y7-y5 <= 15.
el6_T7: +y7-y6 <= 130.

Aoy o -

end

Az el1l_2 korlat agy jon ki, hogy az [5.9 kod esetén az x1_2 véltozo a
cspl korlatban -1 egytitthatoval szerepel, csp2 korlatban pedig 1 egytitthatoval.
A cspl korlathoz y1 dual-valtozod tartozik, csp2 korlathoz pedig az y2. Igy
y2-y1>=22.9. A korlat jobboldala nem més, mint az x1_2 valtozbhoz tartozo
célfiiggvény-egyiitthato. Az [5.9] kod esetén a célfiiggvényt ugy kapjuk meg,
hogyha az [5.8 kod esetén a cspl-csp7 korlatok jobboldalat beszorozzuk a
duéal-valtozokkal. A cspl korlat esetén a jobboldal -1, tehat —y1. A csp2-csp6
korlatok esetén a jobboldal 0, tehat 0y2, 0y3, ... 0y6. A csp7 korlat esetén a
jobboldal 1, tehat +1y7. Ha 6sszegezziik Sket, megkapjuk a y7-y1 célfiiggvényt.

A tovabbiakban az 5.8 kodhoz tartozo feladatra ‘csomopontos’ formalizacioként
(vagy csomopontos felirdsként) fogunk hivatkozni (természetesen az kod és az
. kodhoz tartozo feladat is csomopontos formalizacio), az kédhoz tartozo
feladatra pedig ‘gytirts’ formalizacioként.

Az 5.9 kod felirashoz nagyon szemléletes magyarazat tarsithato: a grafnak a
csucspontjai legyenek gytiriik. A graf élei pedig legyenek cérnaszéalak, amelyek hossza
az ¢lek hosszanak felel meg. A 1-es és 7-es cstucsnak megfelel§ gytirtt pedig elkezdjiik
ellentétes iranyba huzni. Addig huzzuk, ameddig lehet, tehat a cérnaszalak egyszer
csak megfesziilnek. A feszes cérnaszalak alkotjak a legrovidebb utat.

Tehat masképpen megfogalmazva a dudalviltozok az 1-es csticsbdl az adott
cstcsba vezets legrovidebb t hosszat adjak meg. Igy a dual feladat korlatait is
tudjuk értelmezni. Példaul az el2_3: +y3-y2 <= 67.4 korlatot atirhatjuk
+y3 <= 67.4 + y2 alakba, ami azt fejezi ki, hogy a 3-as cstucsba vezetd
legrévidebb 1t nem lehet hosszabb, mint a 2-es cstcsba vezets legrovidebb ut és

még 67.4, ami a 2-es cstucsbol a 3-asba vezetd él hossza.
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Az eredmény:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 82.6 (MAXimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 ell_2 NU 22.9 1
2 ell_3 B 17.7
3 el2_3 B -5.2
4 ell_4 B 13.5
5 el2_4 B -9.4
6 el3_4 B -4.2
7 ell_5 B 67.4
8 el2_5 NU 44.5 1
9 el3_5 NU 49.7 < eps
10 eld_5 NU 53.9 < eps
11 ell_o6 B 0
12 el2_6 B -22.9
13 el3_6 B =-17.7
14 eld_o6 B -13.5
15 el5_6 B -67.4
16 ell_7 B 82.6
17 el2_7 B 59.7
18 el3_7 B 64.9
19 eld_7 B 69.1
20 elb5_7 NU 15.2 1
21 elo_T7 B 82.6
No. Column name St Activity Marginal
1 vy7 B 82.6
2 vyl NL 0 < eps
3 y2 B 22.9
4 y3 B 17.7
5 v4 B 13.5
6 yb5 B 67.4
7 y6 NL 0 < eps

A célfiiggvény értéke megint csak 82,6, mint a csomoépontos feliras esetén. Kérdés,
hogy ezen formalizécié esetén honnan latjuk, hogy melyik élek alkotjak a legrévidebb
utat? Ha visszagondolunk ez el6bbi szemléltetésre, akkor azok az élek alkotjak, ahol
a cérnaszal megfesziil. Ha fesziil6 cérnak hosszat kicsivel rovidebbre vessziik, akkor a

legrévidebb 1t hossza is csokkenni fog. Ezt mi tigy mondjuk, hogy a korlat arnyékara
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1. Es valoban, az l-es csiicsbol a 2-es csticsba mutaté él (egészen pontosan ehhez
az élhez tartozo korlat), valamint a 2-es cstcsbodl az 5-6s cstcsba, valamint az 5-6s
csicsbol a 7-es csucsba mutaté él arnyékarai 1-ek. Tehét a legrovidebb at ugyanaz,
mint korabban volt: 1 -+2—5—7.

Erdemes még par pillanatig elidézni az eredménynél. Ha alaposabban szemiigyre
vessziik az eredményeket, akkor a primal-dual feladatpéar is jobban megértets ezen
feladaton keresztiil.

A komplementaritisi tétel alapjan tudjuk, hogy bazisvaltozok esetén a duél
feladatban a korlat egyenlGség formajaban teljesiil. A legrovidebb utat alkoto élek
esetén ez trivialis, hiszen az arnyékar 1, de a csomoépontos felirds esetén az x3_5
és az x4_5 valtozok is bazisvaltozok, viszont csak 0 értékkel. Ellendrizziik le, hogy
a gytris felirasban e13_5 és e14_5 korlatok is egyenlGség formajaban teljesiilnek
(mivel erésen degenerélt a probléma nem biztos, hogy mindig ilyen szépen kijon,
mint most, de elméletileg ez a megfeleltetés mindig megtehets). Miért pont x3_5
és x4_5 valtozok lesznek bazisvaltozok a csomoépontos feliras esetén, és lehetnek-e
masok is? A gytrds felirasban az y7 valtozo értéke 82,6 az y1 valtozd értéke
pedig 0. Ezt ugy tudjuk elképzelni, hogy az 1-es (csomo)pontnak megfelels gytird a
szamegyenes () pontjahoz van kotve, a 7-es pontot pedig a szamegyenes 82,6 értékéig
tudjuk huzni. Az 5-6s pontbdl a 7-es pontba mutatéd él hossza 15,2, tehédt az 5-6s
gytiri a 82,6-15,2=67,4 értéknél van (y5=67.4). Hasonléan: a 2-es pontbol az 5-6s
pontba mutaté él hossza 44,5, tehat a 2-es ponthoz tartozo gytirtd a 67,4-44,5=22,9
értéknél lesz, mar csak azért is, mert az l-es pontbdl a 2-es pontba mutatod él
hossza 22,9. De hogy magyarazzuk az y3=17. 7 értéket? Ugy lehet ezt szemléletesen
magyarazni, hogy a szamegyenes ne vizszintesen menjen, hanem fiiggélegesen (7-es
csomopontot szemléltets karikat felvessziik az asztalrol és szép lassan addig emeljiik,
amig megfesziil a cérnaszéalak rendszere). A 7-es gytrtit rogzitjik a 82,6-os értéknél
(vagy méas megfogalmazasban eddig tudjuk huzni), a nehézségi erd pedig lefele
huzza a gytrtket. Ekkor a 3-as cstucsbol az 5-6s cstcsba mutatd élt jelképezd
cérnaszal is megfesziil. A 3-as ponthoz tartozd gytird az 5-6s ponthoz tartozo

gytiriinél (ami a legrovidebb ut része) 49,7-tel lesz lentebb, tehat a 67,4-49,7=17,7-es
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értéknél. Hasonlo a 4-es karika esete. Az x4_5 valtozo bazisvaltozd a csomdépontos
felirasban (e14_5 korlat egyenldség forméjaban teljestil), tehat a 4-es gytirt az 5-6s
gytrihoz képest 53,9 értékkel lesz lentebb: 67,4-53,9=13,5. Hatra van még y6=0
érték magyarazata. Fontos latni, hogy ez nem bazisvaltozo (St=NL). Tehat a 6-os
ponthoz tartozo gytirt a 0 pontban a f6ldon lesz anélkiil, hogy barmelyik cérnaszal is
feszes lenne, amelyik hozza van kotve. Ha megengednénk, hogy a 0 pontnal lejjebb
legyen, akkor el6bb-utobb valamelyik cérnaszal megfesziilne és a ponthoz tartozo
karika valamely negativ értékhez keriilne. Ha kivancsiak vagyunk, akkor a -48-as
értéknél lesz a gytri és a 6-os pontbol a 7-es pontba mutaté élt reprezentalod cérna
fesziilne meg ekkor (de ez nem olvashato le kozvetlentil az eredményfiilbdl).

Mit jelent az hogy a bézis valtozasa nem jelenti a legrévidebb ut valtozasat. A
3-as és T-es gytrd jelen esetben 64,9 tavolsagra van egyméstol, de ezt a két gytirtt
0sszekots cérnaszal hossza 103,2. Ha az él hosszat lecsokkentjiik 64,9 ala, akkor ez
a cérnaszal feszes lesz, a 3-as gytrd kicsit feljebb keriil, de a legrévidebb 1t nem
valtozik. Probaljuk ki, legyen a 3-as pontbol a 7-es pontba mutatd él hossza 64,8.

Ekkor az optimélis megoldas:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 82.6 (MAXimum)

No. Row name St Activity Marginal

1 ell 2 NU 22.9 1
2 ell_3 B 17.8

3 el2_3 B -5.1

4 ell 4 B 13.5

5 el2_4 B -9.4

6 el3_4 B -4.3

7 ell_ 5 B 67.4

8 el2_5 NU 44 .5 1
9 el3_5 B 49.6
10 el4_5 NU 53.9 < eps
11 ell_6 B 0
12 el2_6 B -22.9
13 el3_6 B -17.8
14 eld_o B -13.5
15 elb5_6 B -67.4
16 ell_7 B 82.6
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17 el2_7 B 59.7

18 el3_7 NU 64.8 < eps
19 eld_ 7 B 69.1
20 elb5_7 NU 15.2 1
21 elo_T7 B 82.6

No. Column name St Activity Marginal

1 vy7 B 82.6

2 vyl NL 0 < eps
3 y2 B 22.9

4 y3 B 17.8

5 vy4 B 13.5

6 y5 B 67.4

7 y6 NL 0 < eps

Lathato, hogy a legrovidebb ut nem valtozott (a célfiiggvény értéke ugyanannyi,
mint korabban, tovabbéa ugyanazon korlatok esetén lesz az arnyékar 1), de a bézis
valtozott: e13_7 korlat korabban egyenlétlenség forméjaban teljesiilt (St=B), most
viszont egyenlség forméjaban (St=NU).

Teérjlink vissza az eredeti paraméterezéshez . kod). Kérdés, hogy ugyanehhez
a legrovidebb tithoz van-e masik bazis? Erre nagyon szemléletes magyarazat adhato.
A szamegyenes ne felfele menjen, hanem lefele (a gytirtk helye negativ szamoknal
lesz, de az abszolut értéket tekintjiik). A nehézségi eré most forditva hat, most is
bizonyos cérnik megfesziilnek, de nem azok, mint korabban. Ez is meghataroz egy
béazist. De mondhatjuk azt is, hogy ‘meggorbitjiik a szamegyenest (szemléletesen
mindkeét végét felfele htizzuk). Ekkor is megfesziilnek bizonyos cérnaszéalak, ennek az
allapotnak is megfeleltethet egy bazis.

Az érzékenységvizsgalat kérdését a csomopontos felirasnal mar targyaltuk, de
beszéljiink rola most is, ez is segiti a primél-duél feladatpar jobb megismerését.
Induljunk ki megint az kodhoz tartozo feladatbol. Korabban megvizsgaltuk,
hogy mennyivel kell csokkenteni egy adott él hosszat ahhoz, hogy a legrévidebb it
része legyen. Az 1-es pontbdl a 3-as pontba mutato él esetén ez az érték 17,7 volt. A
duéal-feladat esetén hogyan tudjuk ezt leolvasni? Az el1_3 korlat egyenlGtlenség
forméajaban teljesiil, a korlat értéke (Activity oszlopban szerepls érték) 17,7

(szemléletesen a két gytiri tavolsaga). Ha az él hossza ezen érték ala csokken, akkor a
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korlat egyensily formajaban fog teljesiilni. Probaljuk, ki: csckkentsiik az 1-es pontbol

a 3-as pontba mutaté él hosszat 17,69-re. Az eredmény:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 82.59 (MAXimum)
No Row name St Activity Marginal
1 ell 2 B 22.89
2 ell_3 NU 17.69 1
3 el2_3 B -5.2
4 ell 4 B 13.49
5 el2_4 B -9.4
6 el3_4 B 4.2
7 ell_5 B 67.39
8 el2_5 NU 44 .5 < eps
9 el3_5 NU 49.7 1
10 el4d_5 NU 53.9 < eps
11 ell_6 B 0
12 el2_6 B -22.89
13 el3_6 B -17.69
14 el4d_6 B -13.49
15 el5_6 B -67.39
16 ell 7 B 82.59
17 el2_7 B 59.7
18 el3_7 B 64.9
19 eld_7 B 69.1
20 elb5_7 NU 15.2 1
21 ele_7 B 82.59
No. Column name St Activity Marginal
1 vy7 B 82.59
2 vyl NL 0 < eps
3 y2 B 22.89
4 y3 B 17.69
5 v4 B 13.49
6 y5 B 67.39
7 y6 NL 0 < eps

A legrovidebb ut megvaltozott (most is, akércsak a csomoépontos felirdsnal):
1—=3—=5—T7.
Térjink vissza az eredeti feladathoz (5.9, kod). Nézziikk meg mi torténik, ha

a 3-as pontbol a 4-es pontba mutato élt csokkentjiik. Az e13_4 korlat esetén az
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activity érték -4,2, tehat erre az értékre kell lecsokkenteni az él hosszat. Az él
hosszéara negativ hosszusagot kapunk, amit egy kis absztrakcioval tudunk értelmezni.
Csokkentsiik tehat az e13_4 korlat jobboldalat a -4,2-es érték ala egy kicsivel
(-4,21). Az eredmény:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 82.6 (MAXimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 ell 2 NU 22.9 1
2 ell_3 B 17.71
3 el2_3 B -5.19
4 ell_4 B 13.5
5 el2_4 B -9.4
6 el3_4 NU -4.21 < eps
7 ell_5 B 67.4
8 el2_5 NU 44 .5 1
9 el3_5 B 49.69
10 eld_5 NU 53.9 < eps
11 ell_o6 B 0
12 el2_6 B -22.9
13 el3_6 B -17.71
14 el4d_o6 B -13.5
15 el5_6 B -67.4
16 ell_7 B 82.6
17 el2_7 B 59.7
18 el3_7 B 64.89
19 eld_ 7 B 69.1
20 elb5_7 NU 15.2 1
21 elo_T7 B 82.6
No. Column name St Activity Marginal
1 vy7 B 82.6
2 vyl NL 0 < eps
3 y2 B 22.9
4 v3 B 17.71
5 vy4 B 13.5
6 y5 B 67.4
7 y6 NL 0 < eps

Lathato, hogy az e13_4 korlat esetén az St érték megvaltozott B-r6l NU-ra,

tehat megvaltozott a bazis is. Az el13_4 korlathoz tartozik is arnyékar, de ez 0
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(< eps), tehat a 3-as pontbdl a 4-es csticspontba mutaté él nem lett a legrévidebb
ut része. Az érzékenységvizsgalati hatarokbol leolvashato, hogy ez a bazis valtozatlan
marad, ha az él hossza -45,8 és -4,2 kozott valtozik. Ugyanazt kaptuk most is, mint

a csomopontos felirds esetén, csak most az Activity range oszlop a mérvado a

szédmunkra.
No. Column name St Activity
range
6 el3_4 NU -45.80000
-4.20000

A teljesség kedvéért most is csokkentsiik az él hosszat a -45,8 érték ala egy
kicsivel (-45,81). Igy a 3-as pontbdl a 4-es pontba mutato6 ¢l a legrovidebb tt része
lesz (megegyezGen a csomoponti felirassal).

Hatramaradt még annak kérdése, hogy a legrovidebb utat alkoto élek milyen
hatarok kozott valtozhatnak, hogy a legrovidebb tut valtozatlan maradjon. Ez a
kérdés is emlékezetet minket az érzékenységvizsgalati hatarokra, de az eddigiek
ismeretében o6vatosak vagyunk. Vizsgaljuk meg az eredeti feladat . kod)

érzékenységvizsgalati hatarait!

No. Column name St Activity
range

1 ell 2 NU 9.40000
40.40000

8 el2_5 NU 31.00000
62.00000

20 el5_7 NU -67.40000
32.70000

Az intervallumok fels§ hatara ugyanaz, mint korabban, viszont korabban az als6
hatar —Inf volt, ami logikus is, hiszen ha mér igy is a legrovidebb Ut része volt,
ha roviditjiik, akkor még inkabb az lesz. Miért nem ez az érték szerepel akkor az
intervallumok als6 hataranal? A valasz egyszert, ha az 1-es pontbol a 2-es pontba
mutato él 9,4-es érték ala csokken, akkor a 4-es gytirt eléri a foldet, és azért nem lesz

feszes a cérnaszal. Gondoljunk bele, hogy a 4-es gytrt 13,5-0s értéknél van, és az
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1-es pontbol a 2-es pontba mutaté él hosszat (22,9) pont ennyivel kell csokkenteni,
a 9,4-es értékig (22,9-13,5=9,4). Tehat ebben az esetben is a bazis valtozésa nem
feltétleniil jelenti a legrévidebb ut valtozasat. De ezt kénnyen tudjuk kezelni, az
als6 hatarokat mindig kicseréljilk a —Inf értékre, és akkor megkapjuk a helyes
intervallumot. De latszik az is, hogy erre a kérdésre célszerd a csomopontos felirds
segitségével valaszt adni.

Erdemes egy két modellezési kérdésrdl is szot ejteni. A gytris formalizacio esetén
a célfiiggvény y7-y1. Ezt Ggy tudjuk interpretalni, hogy az l-es és T-es gytirtit
egymastol ellentétes iranyba huzzuk. Az elsé gytri a 0 pontban van, a 7-es gytri
pedig a 82,6 pontban. De ez nem torvényszerd, ugyanolyan optimalis megoldas az
is, ha az l-es gytrd a l-es pontban van, a 7-es gytrid pedig a 83,6 pontban. De
szamunkra kellemesebb az el6z6 eset (azaz egyes gytrd a 0 pontban) vizsgalat.
Ezt explicitté is tehetjiik a feliras esetén a y1<=0 korlattal (mivel y1 nemnegativ
valtoz6 az y1<=0 egyenértékid a y1=0 korlattal, de a primal-dual feladatpar
esetén egyszertibb a y1<=0 korlatot tekinteni). Ekkor viszont a célfiiggvényt is

megvaltoztathatjuk egyszertien y7-re.

5.10. kod.

max
y7

subject to

kezd: +yl <=

ell _2: +y2-yl <= 22.
ell _3: +y3-yl <= 509.
el2_3: +ty3-y2 <= 67.
ell_4: +y4-yl <= 56.
el2_4: +yd-y2 <= 24.
el3_4: +y4-y3 <= 104.
ell _5: +y5-yl <= 96.
el2_5: +tyb5-y2 <= 44.
el3_5: +yb5-y3 <= 49.
eld_5: +y5-y4 <= 53.
ell _6: +ty6-yl <= 15.
el2_6: +y6-y2 <= 38.
el3_6: +y6-y3 <= 46.
eld_6: +y6-y4 <= 88.
elb5_6: +y6-y5 <= 17.
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ell_7: +y7-yl <= 100.
el2_T7: +yil-y2 <= 97.
el3_7: +y7-y3 <= 103.
eld_7: +y7-y4 <= 105.
el5_7: +y7-y5 <= 15.
ele_7: +y7-y6 <= 130.

Aoy o -

end

Az el6z6ekben megvizsgaltuk a kérdést, hogy a 3-as cstcsbdl a 4-es csiicsba
mutato élnek mennyivel kell révidebbnek lennie ahhoz, hogy a legrévidebb ut része
legyen. Lattuk, hogy az érzékenységvizsgalati hatarokkal nem feltétleniil kapunk
valaszt a kérdésre, mert a bazis valtozasa nem feltétleniil jar egyiitt a legrévidebb
utvaltozasaval. Egy iterativ eljarassal megkaphatjuk a kérdésre a valaszt. De a

kérdést megvalaszolhatjuk egyetlen (tijabb) futtatéassal is.

5.11. példa. Adjunk meg eqy olyan LP felirdst, amely esetén egyetlen futtatdssal
megallapithato, hogy eqy olyan €l hosszdt, ami nem a legrévidebb it része, meddig

kell csdkkenteni ahhoz, hogy a legrovidebb 1t része legyen!

Megoldas.

Vizsgaljuk megint a 3-as cstcsbol a 4-es csiicsba mutato élt. A legrévidebb
utakhoz tartozo korlatok esetén (de csak ott) a <= korlatot lecseréljiik egyenldségre,
a célfiiggvényt pedig a 3-as és 4-es gytri tavolsagara (y4-y3) cseréljiik, amelyet

most minimalizalnunk kell.

5.12. kod.

min
y4-vy3

subject to

kezd: +yl <=

ell 2: +y2-yl = 22.
ell _3: +y3-yl <= 509.
el2_3: +ty3-y2 <= 67.
ell_4: +yd-yl <= 56.
el2_4: +yd-y2 <= 24.
el3_4: +yd-y3 <= 104.
ell 5: +y5-yl <= 96.
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el2_5: +yb5-y2 = 44.
el3_5: +yb5-y3 <= 49,
eld_5: +y5-y4 <= 53.
ell 6: +y6-yl <= 15.
el2_6: +y6-y2 <= 38.
el3_6: +y6-y3 <= 46.
eld_6: +y6-y4 <= 88.
el5_6: +y6-yb5 <= 17.
ell_7: +y7-yl <= 100.
el2_7: +yTl-y2 <= 97.
el3_7: +y7-y3 <= 103.
eld_7: +y7-y4 <= 105.
elb5_7: +y7-y5 = 15.
eleo_7: +y7-y6 <= 130.
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end

A célfliggvény értéke -45.8, tehat ha a 3-as pontbdl a 4-es pontba mutatod él
hosszéat -45,8 ala csokkentjiik, akkor a legrovidebb 1t részévé valik. Amennyiben az
él hosszéara a negativ szam nem elfogadhato, akkor nem tudjuk olyan révidre venni

ezt az élt, hogy a legrévidebb 1t része legyen.

5.13. példa. Hogyan lehet iranyitatlan grafon a gyiris formalizdaciot haszndlni, a

legrovidebb 1t keresésére?

Megoldas.

Els6 ranézésre tigy tiinhet, mintha méar eddig is iranyitatlan graffal dolgoztunk
volna. Ennek azaz oka, hogy a cérnaszalas szemléltetés megvezet minket. Ha ez a
szemléltetés pontos lenne, akkor akar ellenkezé iranyban is dolgozhatnénk: a 7-es
gytlrit rogzitjiik a 0 ponthoz és az 1l-es gytrtt hiuzzuk pozitiv irdnyban. Nyilvan
a cérnaszéalak esetén ugyanazt a legrovidebb utat kapnank, de ha matematikailag
is végigvezetjiik, akkor a kovetkezd valtoztatasokat kell eszkozolni a [5.10] kodon: a
célfiiggvényt cseréljiik ki a y1 valtozora, a kezd korlatot pedig az yv7<=0 kifejezésre.
Igy viszont a célfiiggvény nem lesz korlatos, mivel ebben a felirdsban a cérnaszalak
az egyik iranyba korlatlanul nytlhatnak, a mésik irdnyba viszont nem. Ezt viszont
nehezen lehet a cérnaszalas szemléltetéssel értelmezni.

Ha iranyitatlan graffal dolgozunk, akkor a megoldas teljesen analég a csomdponti

felirassal. Ha példaul az l-es és 2-es pont kozotti él hossza 22,9, és ezen az élen
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mind a két irdnyban kozlekedhetiink, akkor fel kell venni az y2-y1<=22.9 és
y1-y2<=22.9 korlatokat is. Természetesen itt is el6fordulhat, hogy az oda és

visszaut kiilonbozd koltséggel jarnak.

5.14. kod.
max

y7-yl

subject to

kezd: +yl <=
ell_2: +y2-yl <= 22.
el2_1: +yl-y2 <= 22.
ell_3: +y3-yl <= 59,
el3_1: +yl-y3 <= 59,
el2_3: +y3-y2 <= 67.
el3_2: +y2-y3 <= 67.
ell_4: +yd4-yl <= 56.
eld_1: +yl-y4 <= 56.
el2_4: +yd-y2 <= 24.
eld_2: +y2-y4 <= 24.
el3_4: +y4-y3 <= 104.
eld_3: +y3-y4 <= 104.
ell_5: +y5-yl <= 96.
el5_ 1: +yl-y5 <= 96.
el2_5: +yb-y2 <= 44.
elb_2: +y2-y5 <= 44,
el3_5: +y5-y3 <= 49,
el5_3: +y3-y5 <= 49.
eld_5: +y5-y4 <= 53.
el5_4: +yd-y5 <= 53.
ell _6: +y6-yl <= 15.
el6_1: +yl-y6 <= 15.
el2_6: +tyb6-y2 <= 38.
el6_2: +y2-y6 <= 38.
el3_6: +ty6-y3 <= 46.
el6_3: +y3-y6 <= 46.
eld_6: +y6-y4 <= 88.
el6e_4: +yd-y6 <= 88.
el5_6: +ty6-yb <= 17.
el6_5: +y5-y6 <= 17.
ell _7: +y7-yl <= 100.
el7_1: +yl-y7 <= 100.
el2_7: +yil-y2 <= 97.
el7_2: +y2-y7 <= 97.
el3_7: +y7-y3 <= 103.
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el7_3: +y3-y7 <= 103.
eld_7: +y7-y4 <= 105.
el7_4: +y4d-y7 <= 105.
el5_T7: +y7-yb <= 15.
el7_5: +yb5-y7 <= 15.
el6_T7: +y7-y6 <= 130.
el7_6: +y6-y7 <= 130.
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end

Az optimélis megoldés:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 48.4

No. Row name St

(MAXimum)

Activity

Marginal
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29 ele_4 B -15.6

30 el5_6 B -17.6

31 el6_5 NU 17.6 1

32 ell 7 B 48.4

33 el7_1 B -48.4

34 el2_ 7 B 48 .4

35 el7_2 B -48.4

36 el3_7 B 48.4

37 el7_3 B -48.4

38 eld_7 B 48.4

39 el7_4 B -48.4

40 elb5_7 NU 15.2 1

41 el7_5 B -15.2

42 el6_7 B 32.8

43 el7_6 B -32.8

No. Column name St Activity Marginal

1 y7 B 48.4

2 yl B 0
3 y2 NL 0 < eps
4 y3 NL 0 < eps
5 y4 NL 0 < eps
6 y5 B 33.2
7 y6 B 15.6

A legrévidebb ut hossza 48,4 (akarcsak a példa esetén) és az 1—6—5—7
csticsok kozott megy (akércsak a 5.5l példa esetén).

5.3. Gyakorl6 feladatok

5.3.1. Egyszeriibb feladatok

5.15. példa. Tekintsiik a kovetkezd tdblazatot, amelyben eqy graf 10 csicspontja

kézotti iddbeni tdvolsagok vannak megadva, ahol a két csics kozotti it hossza fiigg
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az Ut iranyadtol:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 26 19 29 51 75 350
2|72 39 72 52 80 45 79
3130 15 46 50 80 17 79 48
4 126 36 56 65 50 68
5 |66 40 16 67 57 79 76

6 |13 31 7 35 65

7 51 11 43 51 53 12 45

8 |45 10 58 10 67 75 59 56 22

9 35 17 36 17 62 10 55
10 |13 47 63 66 34 76 58 63

Adja meg a csomdpontos €s a gyiris formalizdcioval is a feladat megolddsdt!
Megoldés a [300, oldalon.

5.16. példa. Tekintsiik az eldzd feladatot. Mekkora a legrovidebb it a 7-es pontbol

az 1-es pontba (visszafele)?

Megoldas a |306} oldalon.

5.3.2. Nehezebb feladatok

5.17. példa. Tekintsiik a[5.10. Kddban megadott gyiris felirast! Adjuk meg az ehhez

tartozo dudl feladatot (csomdponti) felirdst!
Megoldéas a [310} oldalon.

5.18. példa. Irdnyitatlan grdf esetén, hogyan tudjuk meghatdrozni, hogy egqy él

milyen hatdrok kézott vdltozhat gy, hogy a legrovidebb it nem vdltozik?

Megoldés a [310} oldalon.
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6. fejezet

Kritikus at feladat

Projektiitemezésben jatszik fontos feladatot az tun. kritikus ut feladat. Magat a
modszert amerikai kutatok fejlesztették ki, és meghatarozo szerepet jatszott pl.
abban, hogy a Polaris rakétak a hataridg el6tt 2 évvel miikodSképesek voltak.
Manapséag a kritikus ut feladat (vagy angolul Critical Path Method, CPM)
elterjedté valt, és méar nem csak az operdciokutatasi kurzusok része, hanem
menedzsment szakokon is elengedhetetlen. Megmutatjuk, hogy operaciokutatési
szempontbol a CPM feladat szoros Osszefiiggésben van a legrovidebb ut feladattal,

akar nevezhetnénk ezt a problémat ‘leghosszabb’ ut feladatnak is.

6.1. Alapfeladat

6.1. példa. Egy épitési wdllalkozo egy épiilet felépitésének projektje sordan az
aldbbi tablazatban szerepld fazisokat (tevékenységeket) tudja elkiloniteni. A tabldzat
megadja a fazis hosszdt (napokban) és az eldfeltételeket is, amelyeknek teljesilnie

kell ahhoz, hogy az adott tevékenység elkezdddhessen.
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Fdzis neve Fdzis kodja  Fdzis hossza  Eldfeltételek

Falazds A 30 -
Gazszerelés B 15 A
Fitésszerelés C 25 B
Villanyszerelés D 10 A
Nyildszarok beépitése E 10 A
Hirdetési piac feltérképezése F 6 -
Fényképész kivdlasztdsa G 2 F
Nyomda kivdlasztasa H 2 F
Fényképezés 1 5 E G
Prospektus elkészitése J 10 LH
Festés K 13 C,D

Adjunk meg eqy grdafot, ami reprezentdlja a tevékenységeket!

Megoldas.

A tevékenységeket reprezentalhatjak a grafban az élek, vagy a cstucspontok is.
Mi csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor élek jelentik a tevékenységeket. Ebben
az esetben az él ‘silya’ a tevékenység idGtartama.

A graf felrajzolasa nem mindig egyszert feladat. Mivel az LP feladat felirasdhoz
nem feltétlentil sziikséges a graf felrajzolasa, ezért csak megadjuk a grafot, de nem
mutatjuk be részletesen, hogy milyen modszerrel lehet ezt megtenni. Ezt a grafot

elég egyszert felrajzolni, bonyolultabb eset szerepel a [6.13] példaban.
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6.2. példa. Tekintsik a[6.1 példiban megadott feladatot! Legkevesebb mennyi idd
alatt alatt lehet befejezni a projektet? Melyik tevékenységgel nem lehet késni ahhoz,
hogy a projekt idejében befejezddjon?

Megoldas.



A feladat megoldasdhoz hasznaljuk a legrévidebb 1t feladatoknal megismert
gytirts formalizaciot. Természetesen bizonyos pontokon modositést kell eszkozolni.
Miel6tt megadjuk ezt a formalizaciot, bemutatunk megint egy szemléltetést, ami
hozzasegit a feladat megértéséhez. Vegyiik el megint a legrévidebb 1t feladatnél
megismert gytriket! A gytirik most nem egyszertien cérnaszalakkal vannak
osszekotve, hanem a gytrik kozott mindig van egy rugd, aminek nyugalmi hossza
megegyezik az él hosszaval (a tevékenység idGtartamaval). Azonban a rugok hossza
(most feltessziik, hogy barmeddig) nyulhat.

Ezeket a gytirtkbdl és a rugdkbodl készitett szerkezetet berakjuk egy csébe és
a két végén elkezdjiik 0sszenyomni. ElSbb-utébb a rugoék Gsszetomoriilnek és nem
tudjuk tovabb nyomni ezt a szerkezetet. Tehat lesz (legalabb egy) olyan egymast
kévets rugok sorozata, amelyek nyugalmi allapotban maradnak. Ezek a rugok (élek)
alkotjak a kritikus utat. Tobb rugo6 pedig ki fog nytlni, ami azt jelenti, hogy azokra
a tevékenységekre, amelyeket ezek a rugdk szemléltetnek, a sziikségesnél tobb id§
all a rendelkezésre.

Nézziik meg ezt a szampéldaval. Az 1-es pontbol a 2-es pontba mutat6 él hossza
30 egység, tehat az 1-es gytirt és a kettes gytird nem lehet kézelebb egyméshoz, mint
30 egység: y2-y1>=30. Az l-es és 3-as pont kozotti él hossza 6 egység, tehat az
1-es és 3-as pont nem lehet egymashoz kozelebb, mint 6 egység: y3-y1>=6, stb...
Szeretnénk a két szélsé karikat a lehets legkozelebb nyomni egyméshoz (a projektet
a lehetd leghamarabb befejezni), tehat a célfiiggvény: min y8-y1l. Most mar fel

tudjuk irni a teljes feladatot:

6.3. kod.

min
y8-yl

subject to

ell 2: y2 - yl >= 30
ell_3: y3 -yl >= 6
el2_4: y4 - y2 >= 10
el2_5: y5 - y2 >= 15
el2_7: y7 — y2 >= 10
el3_4: y4 — y3 >
el3_6: y6 — y3 >= 2
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eld_6: y6 — y4 >= 5
elb5_7: y7 - y5 >= 25
el6e_8: y8 — y6 >= 10
el7_8: y8 — y7 >= 13

end

A feladat optimalis megoldéasa:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 83 (MINimum)

No. Row name St Activity Marginal

1 ell 2 NL 30 1
2 ell_3 NL 6 < eps
3 el2_4 NL 10 < eps
4 el2_5 NL 15 1
5 el2_7 B 40

6 el3_4 B 34

7 el3_6 B 39

8 eld o NL 5 < eps
9 el5_7 NL 25 1
10 el6_8 B 38
11 el7_8 NL 13 1

No. Column name St Activity Marginal

1 vy8 B 83

2 vyl NL 0 < eps
3 y2 B 30

4 y3 B 6

5 v4 B 40

6 yv5 B 45

7 y7 B 70

8 y6 B 45

A projekt befejezésének legrévidebb ideje 83 nap. Melyek azok a tevékenységek,
amelyekkel nem lehet késni? Ezeket a tevékenységeket hivjuk kritikus
tevékenységeknek. Ha egy tevékenység kritikus tevékenység, akkor a legkisebb
késése is a projekt késedelmét okozza. Pl.: ha az A tevékenységgel (az 1-es pontbol
a 2-es pontba mutato él) késiink, akkor az e11_2 korlat jobboldala megndvekszik

(mondjuk 1 egységgel). Amennyiben az A kritikus tevékenység, akkor a hosszanak
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egy egységgel novelésével a projektet csak késedelmesen tudjuk befejezni, vagyis né
a célfiiggvény értéke. Ha egy adott korlat jobboldalanak egy egységnyi névekedése
a célfiiggvény 1 egységnyi novekedését vonja maga utan, akkor azt mondjuk, hogy
az arnyékara 1. Tehat egy tevékenység akkor lesz kritikus, ha a hozza tartozo korlat
arnyékara 1.

Az eredményfiilr6l leolvashatd, hogy az ell_2, el2_5, el5_7 és el7_8
korlatok esetén lesz az arnyékar 1. Lathatd, hogy ez meghataroz egy utat:
1—-2—5—7—8. Ehhez a korlatokhoz tartozo tevékenységek: A, B, C és K

tevékenységek.

Megoldas #2.
Irjuk fel a . kédban megadott LP feladat dudljat (lasd [6.14, példa). Ekkor
(atalakitasok utédn) megint egy (Osszetett) szallitasi feladatot kapunk, amit a

legrévidebb 1t feladatnal csomopontos formalizacionak hivtunk.

6.4. kod.

max

+ 30 x1_ 2 + 6 x1_3 + 10 x2_4 + 15 x2_5 + 10 x2_7 + 2 x3_4
+ 2 x3_ 6 + 5 x4 6 + 25 x5_7 + 10 x6_8 + 13 x7_8 =
subject to

cspl: + x1_2 + x1_3 =1

csp2: — x1_2 + x2_4 + x2_5 + x2_7 =0

csp3: — x1_3 + x3_4 + x3_6 =0

cspd: — x2_4 - x3_4 + x4_6 0

csp5: - x2_5 + x5_7 =0

cspb6: — x3_6 - x4_6 + x6_8 =0

csp’7: — x2_7 — x5_7 + x7_8 =0

csp8: — x6_8 - x7_8 = -1

end

A formalizaciot nehéz kozgazdasagilag interpretalni. Olyan, mintha a
tevékenységek hossza koltség helyett bevétel lenne, és szeretnénk 1 egységet
elszallitani a legnagyobb bevétellel az 1-es pontbdl a 8-as pontba.

Ha a kozgazdasagi interpretiacié nem is nagyon konnyt, a legrévidebb ut és a

kritikus ut kozotti hasonlosag jol latszik: a korlatok megegyeznek mind a két esetben,
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egyediil a célfiiggvény kiilonbozik. De taldn az is jol latszik, hogy a kritikus ut
‘leghosszabb ut’ feladat.

A leghosszabb Ut azonban nem csak az LP modellekbdl lathato, a feladatot agy
is lehet interpretalni, hogy ahhoz, hogy a projekt elkésziiljon minden tevékenységet
el kell végezni. Masképpen fogalmazva az Gsszes utat be kell jarni a grafban. Igy
értelemszertien a leghosszabb 1t, tehat a kritikus ut fogja meghatarozni a projekt
befejezésének idejét.

A csomopontos formalizacio esetén az optimélis megoldés:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 83 (MAXimum)

No. Row name St Activity Marginal

1 cspl NS 1 73
2 csp2 NS 0 43
3 csp3 NS 0 7
4 csp4 NS 0 5
5 cspb NS 0 28
6 cspb B 0

7 csp’ NS 0 3
8 csp8 NS -1 =10

No. Column name St Activity Marginal

1 x1_2 B 1

2 x1_3 NL 0 -60
3 x2_4 NL 0 -28
4 x2_5 B 1

5 x2_7 NL 0 =30
6 x3_ 4 B 0

7 x3_6 NL 0 -5
8 x4_6 B 0

9 x5_7 B 1
10 x6_8 B 0
11 x7_8 B 1

Osszességében ugyanazt a megoldast kaptuk: a kritikus Gt az 1—2—5—7—8

pontokon atvezetd 1t, a projekt ‘legrévidebb’ idGtartama pedig 83 nap.
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6.5. példa. Tekintsik a [6.1. példiban megadott feladatot! Meg tudjuk-e adni a

kritikus utat anélkil is, hogy felrajzolndnk a grdafot?

Megoldas.

A valasz igenls. Ekkor mindegyik tevékenység kezdetéhez bevezetiink egy dontési
valtozot: yA, yB, stb ... Jelolje yVeqg a projekt befejezésének idépontjat.

A B tevékenységet csak akkor tudjuk elkezdeni, ha az A tevékenységet befejeztiik.
Tehat el6 kell irni, hogy a B tevékenység elkezdésének ideje nem lehet elGbb,
mint az A tevékenység megkezdésének ideje plusz az A tevékenység hossza. Erre
a tevékenységre tehat yA+30<=yB, amely korlatot at kell rendezni a yA-yB<=-30
alakra. Ha tobb el6feltétel is van (pl. az I tevékenység esetén), akkor minden
eléfeltételhez kiilon korlat tartozik (konkrétan az I tevékenység esetén yE—yI<=-10
és yG-yI<=-2). Tovabba a projekt akkor fejez6dik be, ha minden tevékenység
befejez6dott. Tehat yA-yVeg<=-30, yB-yVeg<=-15, stb ... Egészen pontosan
ezen utobbi korlatokat elég lenne csak azokra a tevékenységekre felirni, amik nem
valamelyik mésik tevékenység elGfeltétele. Jelen esetben elég lenne a J és K
tevékenységeket felirni, de adott esetben nehezen allapithaté meg, hogy melyek
azok a tevékenységek, amik nem elGfeltételei masik tevékenységnek. Ha az Osszes
tevekenységre felirjuk, akkor (valoszintileg) redundanciat visziink a rendszerbe, de

ez az optimum értékét és magat a kritikus utat nem befolyasolja.

Az LP feliras tehat:

6.6. kod.

min
yveg

subject to

kB_A: yA -yB <= =30
kC_B: yB -yC <= -15
kD_A: yA -yD <= =30
kE_A: yA -yE <= -30

kG_F: yF -yG <= - 6
kH_F: yF —-yH <= - 6
kI_E: yE -yI <= -10
kI_G: yG -yI <= - 2
kdg_TI: yI -yJ <= -5
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kJ_H: yH -yJ <= - 2
-yK <= -25
-yK <= -10

kK_C: yC
kK_D: yD
tA: yA -
tB: yB -
tC: yC -—
tD: yD -
tE: vE -
tF: yF -
tG: yG -
tH: yH -
tI: yI -
td: yJd -
tK: yK -
end

Ebben az esetben az optimalis megoldas:

Status:

Objective:

yVeg
yVeg
yveg
yvVeg
yVeg
yvVeg
yVeg
yVeg
yveg
yVeg
yVeg

OPTIMAL
obj

Row name

(MINimum)

Activity Marginal

I e e el e e
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22 td B -38

23 tK NU -13 -1
No. Column name St Activity Marginal
1 yVeg B 83
2 yA NL 0 1
3 yB B 30
4 yC B 45
5 yD B 60
6 vE B 30
7 yF NL 0 < eps
8 yG B 6
9 yH B 6
10 yI B 40
11 yJd B 45
12 yK B 70

Az eddigi ismereteink alapjan mar konnyen beazonosithatjuk, hogy a projekt
befejezésének legrovidebb id6tartama 83 nap, a kritikus tevékenységek pedig az A,
B, C és K tevékenységek egyiittese (itt -1 az arnyékar).

Megoldas #2.

A [6.6] kod esetén probléméat jelenthet, hogy egy-egy korlat felirdsa ‘adatbazis’
miiveletet igényel. Tehat amikor a kB_A korlatot irjuk fel akkor latjuk, hogy a B
tevékenység eldfeltétele az A tevékenység, de a korlat felirdsdhoz sziikséges az A
tevékenység hossza is, amely adat egy masik sorban talalhato.

Bemutatunk egy olyan LP felirdst is, amihez nem sziikséges ‘adatbéazis’ mivelet,
egy adott sorban megtaldlhaté informéaciok alapjan fel lehet irni a modellt. Ehhez
az sziikséges, hogy ne a tevékenység megkezdésének idépontjahoz vezessiink be
valtozokat, hanem a tevékenység befejezésének idépontjahoz. Jelolje tehat vA,
VB, stb ... dontési valtozd az adott tevékenység befejezésének idépontjat. Ekkor
a korlatok tugy fognak kinézni, hogy a tevékenység befejezésének idépontjanak
nagyobbnak kell lennie, mint a tevékenység kezdete (az eldfeltétel tevékenység
befejezése) plusz az esemény hossza. Tehat a B tevékenység esetén vA+15<=vB,
ami atrendezve, a vA-vB<=-15 formaban fog megjelenni az LP felirasban. Tovabbi

valtozés, hogy ezeket a korlatokat fel kell irni azokra a tevékenységekre is, aminek
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nincs el6feltétele. Tehat pl. az A tevékenység esetén: az A végének nagyobbnak
kell lennie, mint a kezdetének és hosszanak az Osszege. Mivel az A tevékenységen
nincs el6feltétele, ezért a 0-adik id6pontban pontban is elkezdédhet, tehat a korlat
egyszeriien vA>=30. A korlatot inkdbb a —vA<=-30 formaban fogjuk felirni, mivel
igy jobban hasonlit a tobbi korlatra. A projekt akkor fejez&dik be, ha minden
tevékenység befejezddik, tehat mindegyik tevékenység befejezésének idGpontjanal
nagyobb a vVeg valtozo értéke.

6.7. kod.
min
vVeg

subject to

kA_O: -vA <= -30
kB_A: vA -vB <= -15
kC_B: vB -vC <= =25
kD_A: vA —-vD <= -10
kKE_A: vA -VvE <= -10

kF_O: -vF <= - 6
kG_F: vF -vG <= - 2
kH F: vF -vH <= - 2
kI_E: vE -vI <= - 5
kI_G: vG -vI <= - 5

kJ_I: vI -vJ <= -10
kJ_H: vH -vJ <= -10
kK_C: vC -vK <= -13
kK _D: vD -vK <= -13

tA: vA - vVeg <=
tB: vB - vVeg <=
tC: vC - vVeg <=
tD: vD - vVeg <=
tE: vE - vVeg <=
tF: vF - vVeg <=
tG: vG - vVeg <=
tH: vH - vVeg <=
tl: vI - vVeg <=
tJ: vJd - vVeg <=
tK: vK - vVeg <=

O O O O O OO oo oo

end
Az optimaélis megoldés:
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Status: OPTIMAL
Objective: obj = 83 (MINimum)

No. Row name St Activity Marginal

1 kA_O NU =30 -1
2 kB_A NU -15 -1
3 kC_B NU -25 -1
4 kD_A NU =10 < eps
5 kE_A NU =10 < eps
6 kF_O NU -6 < eps
7 kG_F NU =2 < eps
8 kH_F NU -2 < eps
9 kI_E NU -5 < eps
10 kI_G B =37

11 kJ_1T NU =10 < eps
12 kJ_H B -47

13 kK_C NU -13 -1
14 kK_D B -43

15 tA B =53

16 tB B -38

17 tC B -13

18 tD B -43

19 tE B -43

20 tF B =77

21 tG B =75

22 tH B =75

23 tI B -38

24 tJ B -28

25 tK NU 0 -1

1 vVeg B 83
2 VA B 30
3 VB B 45
4 vC B 70
5 vD B 40
6 VE B 40
7 vFE B 6
8 vG B 8
9 vH B 8
10 vI B 45
11 vJ B 55
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12 vK B 83

Természetesen megoldasként ugyanazt kaptunk, mint korabban: a projekt
idétartama 83 nap, a kritikus at pedig az A, B, C' és K tevékenységekbdl tevédik

ossze.

6.2. Projekt leroviditése

Uzleti problémak soran sokszor szembesiiliink azzal, hogy az elsére elgondolt
valtozat valamiért nem megfelel§. Példaul ha egy 1j terméket szeretnénk bevezetni,
akkor az id6zités nagyon fontos. Ha késén joviink ki az 1j termékkel, akkor a
versenytarsak megel6znek minket, tehat sok esetben le kell roviditeni valahogy a
projekt idStartamat. Ez viszont koltséggel jarhat, példaul elrendelhetiink taloréat,
de ezért az alkalmazottaknak fizetni kell, jellemzGen tobbet, mint a fémunkaidében
végzett munkaért. Masik példa, az engedélyeztetési eljaras. Példaul utlevél kérelem
esetén példaul lehetdségiink van arra, hogy gyorsabban hozzajussunk az ttlevélhez,
de ez is tobbletkoltséggel jar.

A projekt idGtartaménak leréviditésénél azonban figyelembe kell venni, hogy
lehetnek olyan tevékenységek is, amelyek hosszat nem lehet leréviditeni. Példaul

egy épitési munkalat soran a beton kotési idejét nem lehet meggyorsitani.

6.8. példa. Tekintsik ismét a [0.3 példiban megadott feladatot, azzal a
madositdssal, hogy a projektet 62 nap alatt be akarjuk fejezni. Az aldbbi tdbldzat
mutatja, hogy melyik tevékenység mennyi iddvel révidithetd le, és ez hetenként

mennyi tobbletkoltséget jelent:

151



Fdzis neve Lehetséges rovidités  Koltség naponként

Falazds 2 50
Gazszerelés 8 70
F1tésszerelés 19 30
Villanyszerelés 3 25
Nyildszarok beépitése 2 15

Hirdetési piac feltérképezése - -
Fényképész kivdalasztdsa - -

Nyomda kivdlasztasa - -

Fényképezés 1 5o

Prospektus elkészitése 5 120

Festés 8 110

Adja meg hogyan lehetséges a legkisebb kéltséggel 62 napra redukdlni a projekt
iddtartamat!
Megoldas.

A korabban bemutatott [6.3], [6.4], [6.6] és [6.7] kodok mindegyike hasznalhato
lenne ennek a feladat megoldasanak meghatarozasara, mivel az alkalmazott
otlet azonosan felhasznalhaté mindegyikben. Azonban az LP feladat felirasa a
6.7 kod modositasa esetén szemléletesebb. Ekkor pl. az ‘A’ tevékenység esetén
a korlat: kA_0: -vA <= -30, ami azt mondja ki, hogy az ‘A’ tevékenység
befejezésének ideje nem lehet hamarabb, mint az el6zmény tevékenység befejezési
ideje (ami torténetesen a projekt kezdete) plusz a tevékenység hossza. Ebbe
a korlatba kell ‘beleszerkeszteni’ a lehetséges roviditést. Az ‘A’ tevékenység
esetén a roviditést jeloljik rA modon. Ekkor a korabban bemutatott korlat a
kA_0: —-vA-rA <= -30 forméara valtozik. Emellett ki kell még kotni, hogy az
rA valtozo értéke maximum 2 lehet (maximum 2 nappal tudjuk leréviditeni a
tevékenység hosszat): rA: rA <= 2. Hasonloan az Osszes tobbi tevékenységesetén
is el kell végezni ezt az atalakitéast, a célfiiggvény pedig a révidités osszkoltsége lesz,
amit minimalizalunk. Ezen kiviil meg kell adni, hogy a projekt hossza ne legyen

tobb, mint 62 hét, tehiat vveg <= 62 korlatot is hozza kell adni a modellhez.

6.9. kod.
min
+ 50 rA + 70 rB + 30 rC + 25 rD + 15 rE 4+ 55 rI
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+ 120 rJ + 110 rK

subject to
vVeg <= 62

kA_O: -VvA -rA
kB_A: vA -vB -rB
kC_B: vB —-vC —-rC
kD_A: vA -vD -rD
kE_A: vA -vE —-rE
kF_O: -VvF

kG_F: vF -vG

kH_F: vF -vH

kI_E: vE -vI -rI
kI_G: vG -vI -rI
kJ I: vI -vJ -rdJd

kJ_H: vH -vJ -rdJd
kK_C: vC -vK -rK
kK_D: vD -vK -rK
rA: rA <= 2
rB: rB <= 8
rC: rC <= 19
rD: rD <= 3
rE: r&BE <= 2
rIi: rI <= 1
rJ: rdJ <= 5
rK: rK <= 8

tA: vA - vVeg <=
tB: vB - vVeg <=
tC: vC - vVeg <=
tD: vD - vVeg <=
tE: vE - vVeg <=
tF: vF - vVeg <=
tG: vG - vVeg <=
tH: vH - vVeg <=
tl: vI - vVeg <=
tJ: vJd - vVeg <=
tK: vK - vVeg <=

end

Az optimélis megoldés:

<= =30
<= -15
<= =25
<= -10
<= -10
<= - 6
<= - 2
<= - 2
<= - 5
<= - 5
<= -10
<= -10
<= -13
<= -13
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
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Status: OPTIMAL
Objective: obj = 670 (MINimum)

Column name St Activity Marginal

rA B 2

rB B 0 20
rC B 19

rD NL 0 25
rE B 0 15
rl NL 0 55
rJd NL 0 120
rK B 0 60
vVeg B 62

VA B 28

vB B 43

vC B 49

vD B 38

vE B 38

vF B 6

vG B 8

vH B 8

vI B 43

vJ B 53

vK B 62

A sziikséges roviditést 670 koltséggel tudjuk megvaldsitani: az ‘A’ tevékenységet
réviditjitk 2 nappal és a ‘C’ fazist pedig 19 nappal. Eszrevehetjiik, hogy most elég
volt a kritikus Gt menti tevékenységeket roviditeni, ez a feladat adott esetben LP
modell nélkiil is viszonylag konnyen megkaphatoé lenne. De amennyiben a projekt

idétartamat tovabb réviditjiikk 10 nappal, akkor a kévetkezd eredményt kapjuk:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 1465 (MINimum)

Column name St Activity Marginal

rA B 2

rB B 8

rC B 19

rD NL 0 25
rE B 1

rl NL 0 40



rJd NL 0 105
rK B 2
vVeg B 52
VA B 28
vB B 35
vC B 41
vD B 38
vE B 37
vFEF B 6
vG B 8
vH B 8
vI B 42
vJ B 52
vK B 52

Egyrészt az Osszkoltség megemelkedett (1465-re), ami nyilvan logikus. Ami
viszont szamunkra fontos, hogy az ‘E’ tevékenység hosszat is le kell réviditeni
egységnyivel, ami viszont mar nem a kritikus ut része; egészen pontosan az eredeti
feladatban nem volt a kritikus 1t része, de a révidités utan ez a tevékenység is a
kritikus at részévé valik. Ebben az esetben nem lesz egyértelmt a kritikus tat, mivel

az ‘A’ «—‘B«‘C‘K’ és az ‘A’ «‘FE'«‘I'«*J utak is kritikusak lesznek.

6.3. Gyakorl6 feladatok

6.3.1. Egyszertiibb feladatok

6.10. példa. Tekintsik a [6.8 példdt. A projekt leréviditését felirtuk a [6.7. kdd
modositdsdval . kod). Adja meg a leréviditések LP felirdsait, a . kad, .
kod ds al6.4. kod mdodositdsdval is.

Megoldas a [311] oldalon.

6.11. példa. Az alabbi grif eqy vasittdarsasdg sematikus hdldzatdt reprezentdlja.
A nyilak reprezentdlnak eqy-eqy jdratot, a hozzdtartozo szdmok pedig a becstilt

menetiddket.
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A wvastttdarsasdg bizonyos esetekben dtszdlldsi lehetdséget szeretne biztositani. Ez

azt jelenti hogy eqy adott jdarat csak akkor tud elindulni, ha az dsszes csatlakozds
beérkezett. Adjon meg egy menetrendet (vonatok legkordbbi lehetséges induldsdt) gy,
hogy minden csiucsban van dtszdlldsi lehetdség. Melyik vonatok késése kritikus a

vasuttarsasdg szdmdra?

Megoldas a [313] oldalon.

6.3.2. Nehezebb feladatok

6.12. példa. Adja meg, hogy a[6.3 példaban milyen hatdrok kozétt vdltozhat a B,

D és H tevékenység iddsziikséglete gy, hogy ne vdltozzon a kritikus it hossza!
Megoldas a [316] oldalon.

6.13. példa. Egy szakdcs versenyre készil. Szamdra kilénosen fontos az 1ddzités és
ha valamelyik feladattal megcesiszik, akkor nem lesz képes iddben bemutatni a foztjét.

A szakdcs az aldabbi fdzisokat tudja elkiiloniteni:
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Fazis neve Fdzis azonositoja  Sziikséges idd  Eldfeltételek

Zoldséghamozds A 15 -
Rizsfozés B 20 -
Hus eldkészitése C 10 -
Huis stitése D 30 A, C
Zéldség pdrolds E 20 A
Rizi-bizi F 10 B, E
Madrtds G 15 D, K
Fehérje felverése H 5 -
Rizsfelfujt I 30 B, H
Talalds J 10 F, G 1

Adjunk meqg eqy grafot, ami az elvégzendd fdzisokat reprezentdlja!

Megoldas a |318]. oldalon.

6.14. példa. Tekintsik a. kddban megadott LP feladatot. Irjuk fel ennek a dudl

feladatdt és vezessiik le ebbdl a csomdpontos formalizdciot!

Megoldas a [319] oldalon.

6.15. példa. A kévetkezd tdblazatban eqy projekt elvégzéséhez tartozo tevékenységek,

és azok iddigénye lathato:

Tevékenység Sziikséges idd  Eldfeltételek

A 3 ;
B 29 ;
C 13 .
D 33 A
E 12 A
F 6 B,D
G 2 B,D
big 25 EF
I 7 C

Feélido kornyékén tartunk eqy iddegységnyi sziinetet, hogy a dolgozok meq a gépek
pihenjenek. Semelyik tevékenységet nem szabad félbeszakitani. Mikor legyen ez a
sztinet, ha azt szeretnénk, hogy a projekt elsd fele pontosan olyan hosszi legyen, mint
a mdsodik, €s a végsd befejezési idd minél hamarabb legyen? Melyik tevékenységek

esnek az elsd féliddbe és melyikek a mdsodikba?
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Megoldas a [320] oldalon.

6.16. példa. A kovetkezd tdbldzatban eqy dsszeszerelési projekt elvégzéséhez tartozo

tevékenységek, és azok iddigénye ldthato:

Tevékenység Sziikséges idd  Eldfeltételek

A 10 ;
B 8 ;
C 7 A
D 5 B
E 8 B
F 9 A,
G / C.D
H 6 C.D
I 3 HE
J 6 F.G

A tevékenységek kézil a C, D, E, F, I és J tevékenység végzéséhez specidlis gépek
sziikségesek. A C és D tevékenységeket csak az elsd tipusi gépen lehet végezni, az E
és F tipusit csak mdsodik tipusi gépen, a I és J tevékenységet pedig harmadik tipusi
gépen. Ezekbdl a gépekbil csak 1-1 dll rendelkezésre, és eqy adott gépet eqyszerre csak
1 tevékenységhez lehet haszndlni, de nincs kiilon megkdtve, hogy melyik tevékenységet
kell elobb elvégezni.

Adjon meqg eqy vegyes egészértékd LP-t, amellyel meghatdrozhato a projekt
legkordbbi befejezésének iddpontja!

Megoldas a [323] oldalon.
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7. fejezet

Hozzarendelési feladat

Hozzarendelési feladatok esetén szintén adott egy koltségmatrix, ebben az esetben
jellemzGen négyzetes maéatrixrél van sz6. A sorok példaul munkafeladatokat
jelentenek, az oszlopok pedig munkasokat. A feladat célja, hogy a munkafeladatokat

hozzé tudjuk rendelni a munkasokhoz gy hogy az 6sszkoltség minimaélis legyen.

7.1. példa. Adott az alabbi kiltségmdtrix:

23 31 13 27
11 39 16 60
37 50 37 54
60 30 24 33

Adjuk meq az dsszes lehetséges hozzdrendelést!

Megoldas.
A feladatok munkasokhoz rendelése azt jelenti, hogy megmondjuk az adott
feladatra, hogy melyik munkés végzi el. Ezt legegyszertibben tgy tudjuk jelolni,

hogy bekeretezziik azokat a szamokat, ahol a hozzarendelések vannak. Pl.:

23] 31 13 27
11 [39] 16 60

37 50 [37] 54
60 30 24 [33]
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Ebben az esetben az els6 feladatot az els6 munkas végzi, a mésodikat a masodik
munkas, a harmadik feladatot a harmadik munkés, a negyedik feladatot pedig a
negyedik munkas. Ekkor az 6sszkoltség: 23+39+37+433=132

Természetesen tobbféle hozzarendelés is lehetséges, csak az a lényeg, hogy
minden sorban és minden oszlopban pontosan 1 bekeretezett szam legyen. Konnyen
lathatjuk, hogy egy nxn-es matrix esetén n! hozzarendelés lehetséges: a méatrix elsé
soraban n szamot valaszthatok; a masodikban azt az oszlopot nem valaszthatom,
amit az els§ sorban vélasztottam. A harmadik sorban nem vélaszthatom azokat az
oszlopokat, amit az els§ vagy masodik sorban valasztottam, igy n — 2 valasztési
lehetGség marad. Folytatva az eljarast, az utols6 sorban mér csak egy valasztési
lehetGség marad. Osszesen tehat n(n — 1) --- 1 = n! valasztasi lehetdség. Jeldlje pl.:
F1M3 azt, ha az els6 feladatot a 3. munkas végzi. Ekkor egy 4x4-es méatrix esetén
az Osszes hozzarendelés:

F1M1 | FIM1 | FIM1 | FIM1 | F1IM1 | FIM1
F2M2 | F2M2 | F3M2 | F3M2 | F4M2 | F4M2
F3M3 | FAM3 | F2M3 | FAM3 | F2M3 | F3M3
F4M4 | F3M4 | FAM4 | F2M4 | F3M4 | F2M4
F2M1 | F2M1 | F2M1 | F2M1 | F2M1 | F2M1
F1M2 | FIM2 | F3M2 | F3M2 | FAM2 | FAM2
F3M3 | FAM3 | FIM3 | FAM3 | F1M3 | F3M3
F4M4 | F3M4 | FAM4 | F1M4 | F3M4 | F1IM4
F3M1 | F3M1 | F3M1 | F3M1 | F3M1 | F3M1
F1M2 | FIM2 | F2M2 | F2M2 | F4M2 | F4M2
F2M3 | FAM3 | FIM3 | FAM3 | F1M3 | F2M3
F4M4 | F2M4 | FAM4 | F1M4 | F2M4 | F1IM4
F4M1 | FAM1 | F4AM1 | FAM1 | F4M1 | FAM1
F1M2 | FIM2 | F2M2 | F2M2 | F3M2 | F3M2
F2M3 | F3M3 | FIM3 | F3M3 | F1M3 | F2M3
F3M4 | F2M4 | F3M4 | F1IM4 | F2M4 | F1M4

A matrix méretének novekedésével az Osszes hozzarendelés szama
exponencidlisan novekszik. Nagyméret feladatok esetén mar szinte lehetetlen

az Osszes hozzarendelést szamba venni.
7.2. példa. Tekintsik a[7.1 példdt. Adjuk meg a minimdlis koltségii hozzdrendelést!

Megoldas.
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Természetesen a feladatot tugy is meg lehetne oldani, hogy sorra vessziik az
Osszes lehetséges hozzarendelést, és mindegyik esetben kiszamoljuk a hozzarendelés
koltségét, majd ezek kozil kivalasztjuk a minimélisat. Mint lattuk nagyméreti
feladatok esetén ez problematikus. Szerencsére erre nincs is sziikség.

A hozzéarendelési feladatot tekinthetjiik specialis szallitdsi feladatnak is. A
szallitdsi mennyiségek legyenek minden sorban és minden oszlopban egységnyiek.
Miel6tt ezt megtennénk, érdemes feltenni a kérdést, hogy miért foglalkozunk kiilon
a hozzarendelési feladattal, ha az lényegében szallitasi feladat? A valasz az, hogy
azért, mert mivel specidlis strukturaja van a feladatnak létezik olyan algoritmus
(az un. magyar modszer), ami hatékonyabban meg tudja oldani a hozzarendelési
feladatot, mint a szimplex moddszer. Ez az elény azonban csak nagyon nagyméretii
feladatok esetén jelentkezik.

Irjuk fel igy a hozzarendelési feladatot.
7.3. kod.

min

ktg:

+23x1 1 +31x1 2 +13x1 3 +27x1_4
+11x2_ 1 +39x2 2 +16x2_3 +60x2_4
+37x3_1 +50x3_2 +37x3_3 +54x3_4
+60x4_1 +30x4_2 +24x4_3 +33x4_4

subject to

Fl: +x1 1 +x1 2 +x1 3 4+x1 4 =1
F2: +x2_1 +x2_2 +x2_ 3 +x2_4 =1
F3: +x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 =1
Fd: +x4_1 +x4_2 +x4_ 3 +x4 4 = 1
Ml: 4+x1 1 +x2 1 +x3_ 1 +x4 1 =1
M2: +x1 2 +x2_2 +x3_2 +x4 2 =1
M3: +x1_3 +x2_3 +x3_3 +x4_3 =1
M4: +x1 4 +x2_4 +x3_4 +x4_4 =1

end

Fontos megjegyzés, hogy a [7.3] kod esetén a valtozokra nincsenek egészértéki
megkotések. Els6 ranézésre erre sziikség lenne, hiszen ha x1_1 valtozo értéke 0.2,
akkor nem tudjuk értelmezni a feladatot. De ebben az esetben az egyiitthato

(A) matrix un. TU (teljesen unimodularis) matrix, ami biztositja, hogy ha a
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kapacitasvektor egészértékii, akkor a bazismegoldasok is egészértékiiek lesznek. A
mi esetiinkben is ez a helyzet, hiszen a kapacitasvektor kizarolag 1-esbdl all, és az
a A méatrix TU matrix. Természetesen ez igaz a szallitasi feladat esetében is. Tehat
amennyiben a keresletek és a kinalatok egészértékitiek, a valtozokra nem kell az
egészértékiiséget kiilon kikotni.
A feladat optimélis megoldésa:

Objective: ktg = 105 (MINimum)

No Row name St Act. L. bound U. bound Marg
1 F1 NS 1 1 = 27
2 F2 NS 1 1 = 32
3 F3 NS 1 1 = 53
4 F4 NS 1 1 = 33
5 M1 NS 1 1 = -21
6 M2 NS 1 1 = -3
7 M3 NS 1 1 = -16
8 M4 B 1 1 =

1 x1_1 NL 0 0 17
2 x1_2 NL 0 0 7
3 x1_3 NL 0 0 2
4 x1 4 B 1 0

5 x2_1 B 1 0

6 xX2_2 NL 0 0 10
7 x2_3 B 0 0

8 x2_4 NL 0 0 28
9 x3_1 NL 0 0 5
10 x3_2 B 0 0
11 x3_3 B 1 0
12 x3_4 NL 0 0 1
13 x4_1 NL 0 0 48
14 x4_2 B 1 0
15 x4_3 NL 0 0 7
16 x4_4 B 0 0

Az x1_4, x2_1, x3_3 és x4_2 valtozok értéke 1, tehat az optimalis
hozzarendelés: F1M4, F2M1, F3M3 és F4M2. Ezen hozzarendelés koltsége:
27+11+37430=105.
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A hozzarendelési feladatnal lényegileg ugyanazok a specialis esetek, mint a
szallitasi feladatnal (nyereségek maximalizalasa, biintetStarifa, tiltotarifa stb...),
amelyeket most nem ismételiink meg. A kittizott feladatok kozott szerepelnek ilyen

specialitasok.

7.1. Gyakorl6 feladatok

7.1.1. Egyszertibb feladatok

7.4. példa. 7 munkdssal szeretnénk elvégeztetni 7 munkagépen 7 alkatrész
legydrtasdat. A kévetkezd tabldzatban a munkdsoknak az adott munkagépeken a feladat

elvégzéséhez sziikséges vdrhato ideje ldthato, percre kerekitve:

12 3 4 5 06 7

64 83 67 55 60 41 35
32 44 31 60 99 38 061
56 92 97 68 T5 33 85
40 46 60 39 79 97 58
59 61 91 54 66 31 83
45 86 72 66 51 68 99
52 75 58 87 96 99 79

LD G W~

Azt szeretnénk, hogy a gépek a lehetd legkevesebb ideig legyenek haszndlva. Mekkora
lesz az dsszesitett gépmiikiodési idd, és varhatoan mennyi idd szikséges ahhoz, hogy

mindeqyik alkatrész elkésziljon?
Megoldés a [325] oldalon.

7.5. példa. Egy taxitdrsasagtol ugyanabban az iddpontban 6 autot rendelnek, a
vdros kiilonbozd pontjain. A taxitdrsasdgnak jelenleg 8 szabad tazija van. A kévetkezd

tabldzatban lathatoak a taxik az utasokhoz vdrhato érkezési idejen:
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Ur U2 US U, U5 U6
Ti 5 12 20 8§ 11
T2 7 4 5 2 21
TS| 5 14 2 2 21 11
T/ 9 14 14 8§ 4 3
5| 8 8 4 12 7 10
T6| 11 5 10 5 6 7
7 3 20 9 21 8
TS| 4 9 16 9 13 7

A taxitdrsasdg szeretné minimalizdlni az 6sszes utas tarira vdrakozdsdnak idejét.

Melyik tazis, melyik utashoz induljon, és melyik két taxis marad utas nélkil? Melyik

utasoknak lenne kozelebbi taxi az optimdlisan hozzdjuk rendelt taxindl?

Megoldas a [327] oldalon.

7.6. példa. Egy egyetem:

kurzuson,

a

hallgatoknak csoportokba rendezddve

feladatokat kell elvégezniiik. Osszesen 7 csoport van, és 7 kilonbozd témdji feladatot

kézil vdlaszthatnak. Minden csoport 1 témdt vdlaszthat, és 1 témadt kizdrolag egqy

csoport kaphatja feladatként. A csoportok eqy 3 elemii skaldn rangsoroltdk a szdmukra

leginkdbb kedvezd témdkat (1-es jeloli, amit a legjobban szeretnének).

t1 t2 t3 t4 to t6 t7
csl 2 1 3
cs2| 8 1 2
cs3 3 1 2
cs4 | 2 8
csh | 1 2 3
csb 2 1 3
cs7T| 3 1 2

A célunk, hogy gy rendeljiik a témdkat a csoportokhoz, hogy a hallgatok

0sszessége szamdra legyen megfeleld a hozzdrendelés, mégpedig gy, hogy a csoportok

csak olyan témat kaphatnak, amely szdmunkra benne van a vdlasztott elsd haromban.

Megoldas a [328 oldalon.
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7.1.2. Nehezebb feladatok

7.7. példa. 9 bardat elhatdrozza, hogy wdltoban  elindulnak a  hétvégi
terepfutoversenyen. Az aldbbi tdbldzat mutatja, hogy melyik szakaszt hdny perc alatt
tudjdk lefutni. Kilenciik kézil Anna fut a legjobban. Annyira jol fut hogy akdr két
kiilonbozd szakaszt is képes lefutni (a szabdlyok ezt megengedik, és kocsival dt is
tudjak szdllitani a mdsik induldsi pontra). Viszont abban az esetben ha kétszer is
futnia kell, a mdsodik futdsdra mdr eqy kicsit faradtabb, és csak 4 perccel lassabban
tudja lefutni, mint pihenten. Hogy dllitsdk 0ssze a vdltot, ha a lehetd leggyorsabban

akarjak teljesiteni a tdvot?

1.sz. 2.sz. 8.sz. 4.sz. b.sz. 6.sz. 7T.sz. 8.5z 9.sz.

Anna 11 13 13 16 14 12 12 11 13
Béla 18 16 19 25 23 19 20 12 14
Cili 16 2/ 14 15 18 16 23 17 14
Dadvid 17 23 17 16 18 25 14 13 17
Eszter 17 17 12 12 18 13 17 24 18
Feri 18 16 17 22 13 14 15 16 19
Géza 19 15 15 20 14 15 14 21 18
Hedvig 22 21 1 15 15 19 13 18 18
Imre 20 2/ 14 2/ 18 21 21 18 16

Megoldas a 330} oldalon.

7.8. példa. Egy wvdllalat egy hdrom emeletes épulet 7 lakdsdat drulja. Minden
emeleten 2 lakds wvan, kivéve a legfelson, ahol csak 1. Az ingatlanokra 8 vevd
érdeklodik, amelyek kozil 2 tzletet akar kialakitani a lakdsbol, 1 pedig iroddt szeretne
az éptiletben nyitni, a tébbi pedig a lakdsokban lakni szeretne. Az tzletek csak a
foldszinten lehetnek. Az a vevd, aki iroddt akar nyitni a hdazban, két lakdst vasdrolna,
viszont csak gy, hogy a lakdsok ugyanazon az emeleten lehetnek. A tdabldzatban
lathatoak a wvdllalat rezervacios drai, (az oOsszeg, ami alatt egyetlen lakdst sem

hajlando eladni), és a vevdk lakdsokra tett ajanlatai, millic forintban:
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lakds | Rezerv. dr | lakol lako2 lako3 lakoj lakod dizletl izlet2 iroda
0.A 35 40 44 44 46 45
0.B 33 40 44 43 44 45
1.A 40 42 46 50 50 52
1.B 38 42 46 50 50 49
2.A 46 42 48 50 52 63 53
2.B 44 42 48 50 52 63 50
3.A 60 42 48 50 65 70

A wvdllalatnak nem kell minden lakdst eladnia, ingatlanpiaci becslések alapjdn, ha
nem adja el barmely lakdst, akkor annak a rezervdcios dra felett varhatoan 2 millio
forintos dron tudja majd eladni. Melyik lakdst melyik vevonek adja el vdllalat, ha a

cél, hogy az ajdnlati dr, és a rezervdcios dr kézdtti dsszeq legyen maximdlis?
Megoldas a[334] oldalon.

7.9. példa. Egy alkatrészek  oOsszeszerelésével — foglalkozo — wvdllalatnak — kettd
futoszalagja, és kilenc munkdsa van. Eqy futdszalagon gydrtott alkatrész elkészitése
hdarom szakaszbol dll, amihez a munkdsok szaktuddsa sziikséges, tehdt a gydrtds adott
szakaszdat csak néhdny munkds képes elvégezni. A kévetkezd tabldzatban ldthato,

hogy a munkds melyik munkafolyamatot képes elvégezni:

szakasz | m1 m2 m8 m4 md m6 m7 m8E mI
1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1
3 1 1 1 1 1

A wdllalat a munkdsok tapasztalata alapjan akarja meghatdrozni, hogy melyik
munkds melyik futdszalag mellett, és melyik szakaszban dolgozzon. A kévetkezd

tabldzatban ldthato, hogy a munkdsok eddig mennyi alkatrész gydrtdsdban vettek részt:

‘m] m2 m38 m4 md mb6 m7 m8E mI

legydrtott alkatrész‘ 117 121 95 78 140 110 75 180 130

A futészalagon készitett alkatrészekbdl o wdllalat hdrom terméket (A,B,C)
gyart. Eqy ilyen alkatrész Osszeszereléséhez 1 munkds sziikséges, és a hatékonysdg
meghatdrozdsihoz a vdllalat egy 100 pontos rangsorban pontozta a munkdsokat. Ez

a kbvetkezd tabldzatban ldthato:
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ml m2 mS3 m4 md mb6 m7 mE mI

Al 3 61 15 28 36 13 98 53 79
B| 97 96 85 30 85 12 49 69 41
cl 69 66 8 19 66 11 18 68 28

A wdllalat célja, hogy gy ossza be a munkdsokat, hogy az A,B,C  termékek
gydrtdsahoz rendelt munkdsok hatékonysaga maximdlis legyen. Viszont a két
futdszalag mellé gy kell a munkdsokat beosztani, hogy az dltaluk eddig dsszesen

legydrtott alkatrészek szama legalabb 300 legyen.

Megoldas a 337 oldalon.
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8. fejezet
Stabil parositasok

A hozzérendelési feladat egyfajta bdévitése a stabil pérositési feladat. A stabil
parositasok legismertebb kiindul6 példaja a stabil hazassag probléma: adott n férfi
és n nG. Mind a férfiak, mind a nék megadjak a mésik nem iranti preferenciajukat.
Ezeket a preferencidkat két méatrixba rendezziik, az els6 matrix a férfiak preferenciait
mutatja, a masik pedig a nékét. A preferencidk megadasanél tobb lehetséges 1t is
lehetne, mi ebben a jegyzetben a kovetkezé modon jarunk el: a férfiak sorokban
szerepelnek, a nék oszlopokban; tehat a férfiak matrixa esetén a az i. sor azt mutatja
meg, hogy az i. férfi hogyan rangsorolja a néket. A n6k méatrixdban a j. oszlop pedig
azt adja meg, hogy a a j. né hogyan rangsorolja a férfiakat. Példaként tekintsiik a

kovetkezs preferencidkat:

F1 F2 F3 F4 F5 F1 F2 F3 F4 F5
M1 1 5 4 2 3 M1y 5 1 2 3 3
M2 2 4 1 3 5 ) M2y 2 4 5 4 1
M3} 2 1 3 5 4 - M3, 3 5 4 1 4
M4y 5 3 2 4 1 M4y 1 3 3 2 5
M54 3 5 1 2 M54 2 1 5 2

Ebben a konkrét esetben az elsg férfi legjobban az elsé nét kedveli, utana a
negyediket, az 6tddiket, majd a harmadikat végiil pedig a masodikat.

Az els6 n6 legjobban a negyedik férfit kedveli, utana a masodikat, a harmadikat,
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az O0todiket és legkevésbé pedig az elsét.

Stabil parositasi feladatok esetén is egy hozzarendelést kell megadni a férfiak és
a ndk kozott, viszont teljesiilnie kell a stabilitasnak, azaz a hozzarendelésben nincs
un. blokkolé péar. A blokkol6 parnak olyan férfi-né part hivunk, akik egymast jobban
szeretnék parnak, mint azt, aki a jelenlegi parositasban éppen hozzajuk van rendelve.

A matrixokban a sorokat M betiivel indexeljiik (M1, M2, ... , M=male), az
oszlopokat pedig F bettivel (F1, F2, ..., F=female). Egy hozzarendelést most is az M
és F betiikkel tudunk megadni, tehat pl. a diagonélis elemek alkotta hozzarendelés:

MI1F1, M2F2, M3F3, M4F4 és M5F5.

1] 5 4 2 3 5] 1 2 3 3
2 (4 1 3 5 2 [4] 5 4 1
2 1 [3] 5 4 és 3 5 [4] 1 4
5 3 2 [4] 1 1 3 3 [2] 5
4 3 5 1 [2] 4 2 1 5 [2]

8.1. példa. Mutassa meg, hogy a diagondlis elemek alkotta pdrositds nem stabil!

Megoldas.

A megoldéasban egyediil az M2F1 péarra mutatjuk meg, hogy blokkol. A mésodik
férfi a a masodik nét kapnéa, ebben a hozzarendelésben, viszont neki az elsé né jobban
tetszene (a masodik né a negyedik helyen all a masodik férfi rangsoraban, az els
a méasodik helyen). Az els6 né az elss férfit kapna, de neki a mésodik férfi jobban
tetszene (az els6 ferfi az 6todik helyen all az els§ né rangsoraban, a masodik férfi
a masodik helyen). Tehat mind a ketten hajlandéak lennének elcserélni a jelenlegi
parjukat egymasra.

Nézziink meg egy masik esetet is. Ebben a példaban az M1F2 par nem blokkolo
par: a mésodik nének jobban tetszene az els férfi, de az els§ férfinak nem tetszik
jobban a masodik nd, mint akihez hozza van rendelve.

A stabil parositasi feladatokat az tun. Gale-Shapley (més néven késleltetett
elfogadasi) algoritmussal lehet hatékonyan megoldani. Ez az algoritmus viszonylag

gyorsan (polinomialis id6ben) talal stabil megoldast, ugyanakkor ezzel az
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algoritmussal csak két nevezetes parositast lehet megtalalni, egy férfi-optimaélis,
illetve egy né-optimalis parositast (amik akar megegyezhetnek). A férfi-optimalis
parositas esetén a férfiak a lehetd legjobban jarnak, tehat nincs egyetlen mésik
stabil pérositas sem, ahol valamelyik férfi jobban jarna, mint a férfi-optimalis
megoldas esetén. Analdég médon a né-optimalis megoldas esetén a nék jarnak a
lehetd legjobban.

A férfi-optimalis és né-optimélis megoldas esetén jellemzGen valaki nagyon
rosszul jar. A férfi- és né-optimalis megoldasokon kiviil lehetnek még egyéb stabil
parositasok, ami kiegyenlitettebbek a férfi-né viszonylatban.

A stabil parositas (vagy mas néven stabil hazassag) feladat kicsit erdltetett,
modositasok nélkiil kevés gyakorlati alkalmazasa van. Egyfajta modositasa a
feladatnak, ha az egyik tipusu szerepl6hoz egyszerre tobb masik tipustut rendelnénk
hozzé. Ilyen példaul az (egyetemi) felvételi rendszer, ahol a férfiak és ndk helyett
szakok és didkok vannak. Ebben az esetben a szakok jellemzGen nem egy embert
valasztanak, a didkokat pontszamok alapjan rangsoroljak, majd elére meghatarozott
szamu jelentkezGt vesznek fel.

A felvételi rendszereknél konnyen elGfordulhat, hogy két didknak ugyanannyi
pontja van, viszont mind a két didkot nem tudja felvenni az intézmény, mert
azzal tiljelentkezés lenne az adott szakon. Kérdés, hogy mit lehet kezdeni az ilyen
szituaciokkal.

Szintén gyakori, hogy egy szak csak akkor indul, ha elegends jelentkezdt
tudunk oda allokélni. Ezek a specialitasok nehézzé vagy lehetetlenné teszik, hogy a
feladat megoldasara a Gale-Shapley algoritmust hasznaljuk, viszont LP feladatként
elképzelhetd, hogy a feladat megoldhato.

8.2. példa. Adjunk megy eqy LP felirdst a stabil hdzassdg problémdra!

Megoldas.
Els6 megkozelitésben a férfiak és nék szama megegyezik, ezt jeloljiik n-el. Az
LP feliras esetén jelolje x;; dontési véaltozo, ha az ¢ férfi a j néhoz van rendelve.

Minden férfi csak egy n6hoz lehet rendelve, ami forditva is igaz. Erre a hozzarendelési
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feladatbol ismert korlatokat kell hasznalni:

n n
E Tij = 1 és E Tij = 1
i=1 Jj=1

Azonban nem minden hozzarendelés lesz stabil, ezért ki kell valogatni a lehetséges
hozzarendelések koziil a stabilokat. Vizsgaljunk meg egy konkrét part, amit az x;;
valtozo fejez ki. Azt akarjuk elérni, hogy ez a péar ne legyen blokkol6 par. Azaz, ha i
férfihez nem rendeltiink olyan nét, aki jobban tetszik neki mint j ng; illetve j n6hoz
nem rendeltiink olyan férfit aki jobban tetszik neki, mint ¢ férfi, akkor ¢ férfit és j

nét egyméashoz kell rendelni. Matematikailag megfogalmazva:

i Tik + i l’gj—i-l’ijZl,

<t Ld g
k-Tk<T] lisy<s;

ahol r§ jeloli 7 né rangsorszamat ¢ férfi rangsoraban. Hasonldéan sf jeloli ¢ férfi
rangsorszamat j né rangsordban. Esetiinkben pl.: r{ = 1; 7} = 5; ri = 4 stb ...
Hasonloan s} = 5; s3 = 2; s1 =3 stb ...

Természetesen minden x;; valtozohoz tartozik egy ilyen stabilitasi korlat.

A célfiiggvényt a célnak megfelelGen tetszélegesen alakithatjuk. Amennyiben

n n
)
PP

i=1 j=1

kifejezést minimalizaljuk megkapjuk a férfi-optimalis megoldast, mig a

n n )
>3
i=1 j=1
kifejezés minimalizalasaval a né-optimalis megoldast kapjuk.

Nézziik most a konkrét LP felirast a férfi-optimalis feladatra!

8.3. kod.

min

ffi:

+1x1_1+5x1_ 2+4x1_3+2x1_4+3x1_5
+2x2_14+4x2_ 2+1x2_3+3x2_4+5x2_5
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+2x3_1+1x3
+5x4 1+3x4
+4x5_1+3x5

subject to
+x1_1+x1_2
+x2_ 14+x2_2
+x3_ 1+x3_ 2
+x4 1+x4 2
+x5_1+x5_2

+x1 14+x2 1
+x1 24+x2_ 2
+x1_3+x2_3
+x1_4+x2_4
+x1_54+4x2_5

+x1 1
+x1 24+x1 1
+x1_3+x1_1
+x1_44+x1 1
+x1_5+x1_1
+x2 1
+x2_ 24+x2 1
+x2_3
+x2_44+x2 1
+x2_5+x2_1
+x3_ 1
+x3_2
+x3_3+x3_1
+x3_4+x3_1
+x3_5+x3_1
+x4 1
+x4 2
+x4_3
+x4_ 4
+x4 5
+x5 1
+x5_ 2
+x5_3+x5_1
+x5_4
+x5_5

end

_2+3x3_3+5x3_4+4x3_5
_242x4 3+4x4 44+1x4 5
_245x5 3+1x5 4+42x5 5

+x1_3+x1_4+x1_5=1
+x2_ 3+x2_4+x2_ 5=1
+x3_3+x3_4+x3_5=1
+x4 3+x4 4+x4 5=1
+x5_3+x5_4+x5_5=1

+x3_1+x4_1+x5_1=1
+x3_2+x4 2+x5 2=1
+x3_3+x4_3+x5_3=1
+x3_4+x4_4+x5_4=1
+x3_5+x4_5+x5_5=1

+x2 14+x3 14+x4 14+x5 1>=1

+x1 3+x1 44+4x1 5 >=1
+x1_4+x1_5 +x5_3>=1

+x3_4+x4_ 4 >=1

+x1 4 +x2_5 +x5_5>=1

+x2_3 +x4_1 >=1

+x2_ 3+x2_4 +x1 2 +x4 2+x5 2>=1
+x1_3 +x3_3+x4_3+x5_3>=1

+x2_3 +x1_4 +x3_4+x4_4 >=1
+x2_2+x2_3+x2_4 >=1
+x3_ 2 +x2 1 +x4 1 >=]1
+x1 24x2_ 2 +x4 2+x5 2>=1

+x3 2 +x1_3 +x4 3+x5 3>=1
+x3_2+x3_3 +x3_5 >=1
+x3_2+x3_3 +x1_ 5+4x2_5 +x5_5>=1
+x4 2+x4 3+x4_4+x4 5 >=]1
+x4_3 +x4_5+x1_2 +x5_2>=1
+x4_5+x1_3 +x5_3>=1

+x4_ 2+x4_ 3 +x4_5 +x3_4 >=1
+x1_5+x2_ 5+x3_5 +x5_5>=1

+x5 2 +x5 44+4x5 5 +x2_ 1+x3 1+x4 1 >=]1
+x5_ 4+x5 5+x1_ 2 >=1

+x5 2 +x5 4+x5 5 >=1
+x1_ 4+x2_ 4+x3_4+x4 4 >=]

+x5_ 4 +x2_5 >=1
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Vizsgaljuk meg alaposabban a stabilitdsi korlatokat a kod
esetén! Az els6 férfi és els6 n6 Osszeparositdsara vonatkozo korlat a
+x1_14+x2_14+x3_1+x4_1+x5_1>=1 O0sszefiiggés. Az elsg férfi rangsordban
az els6 nd az els6 helyen all, tehat ennek a férfinek nem all érdekében mas nével
blokkolni. Az els6 né rangsoraban az els6 férfi viszont az 6todik helyen all, tehat
6 csak akkor akar parban lenni ezzel a férfivel, ha a tébbi férfi nem valasztja 6t.
Masképpen, ha a masodik, harmadik, negyedik vagy az 6todik férfivel lehet parban,
akkor nem kell neki az els6 férfi. Matematikailag ha x2_1, x3_1, x4_1 vagy x5_1
valtozok barmelyike is 1, akkor a korlat mar teljesiil. Ha mindegyik valtozo 0, akkor
viszont x1_1 valtozonak kell 1-nek lennie.

Nézziik az els férfi és negyedik né hozzarendeléséhez tartozo stabilitéasi korlatot:
+x1_4+x1_1+x3_4+x4_4>=1. Az els6 férfi rangsoraban a negyedik ng a méasodik
helyen all, tehat ha 6 nem kapja meg a rangsoraban elsé helyen szerepl (els6) nét,
akkor szeretné a negyediket. A negyedik né rangsordaban az els§ férfi a harmadik
helyen all, tehat 6 vagy a harmadik-, vagy a negyedik férfit szeretné, az els¢ férfit
pedig csak akkor, ha a harmadikat vagy negyediket nem kapja meg. Erdekessége
ennek a formalizdcionak, hogy az x valtozokra, ugyanigy, mint a hozzarendelési
feladat esetében, nem kell egészértékiiségi kikotés. Azonban ebben az esetben az
egyiitthaté matrix nem teljesen unimoduléris matrix, mégis fennall, hogy a megoldés
egészeértéki lesz.

Az optimélis megoldés:

No. Column name St Activity
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métrixokban bejeldlve

1] 5 4 2 3 5] 1 2 3 3
2 4 [1] 3 5 2 4 [5] 4 1
2 (1] 3 5 4 és 3 [5] 4 1 4
5 3 2 4 [1] 1 3 3 2 [5]
4 3 5 [1] 2 4 2 1 [5] 2

Lathato, hogy mindegyik férfi a rangsorukban elsé helyen szereplé nét kapta,
viszont a nék korantsem jartak ilyen jol, szamukra mindig a lista végén szerepld férfi
jutott.

Nézziik a né-optiméalis megoldést! Ebben az esetben a[8.3] kodban a célfiiggvényt

ki kell cserélni a

+5x1_1 +1x1_2 +2x1_ 3 +3x1_4 +3x1_5
+2x2_1 +4x2_2 +5x2 3 +4x2_4 +1x2_5
+3x3_ 1 +5x3 2 4+4x3 3 +1x3 4 +4x3_5
+1x4_1 +3x4_2 +3x4_3 +2x4_4 +5x4_5
+4x5_1 +2x5_2 +1x5_3 +5x5_4 +2x5_5

kifejezésre.
A né-optimalis péarositas:

No. Column name St Activity

16 x4_1

B 1
B 1
14 x3_4 B 1
B 1
23 x5_3 B 1

1 [5] 4 2 3 5 (1] 2 3 3
2 4 1 3 |5 2 4 5 4 [1]
2 1 3 [5] 4 és 3 5 4 [1] 4
5] 3 2 4 1 1] 3 3 2 5
4 3 [5] 1 2 4 2 [1] 5 2
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8.4. példa. A kordabbi megoldds sordn megkaptuk a férfi- és nd-optimdlis megolddst,
amiket a Gale-Shapley algoritmussal is megkaphatndnk. Tudunk-e ezeken kiviil
olyan stabil pdrositdst taldlni, amelyben a férfiak és ndk szempontjai nem ennyire

szélsdségesen vannak figyelembe véve?

Megoldas.
Egyik megoldas az lehet, hogy a célfiiggvényben nem csak a férfiak vagy ndék
rangsorat vessziik figyelembe, hanem a ketts Osszegét (Lényegében a tarsadalmi

Osszhasznossagot maximalizaljuk):

n n

SN (4 sy

i=1 j=1

ami a mi esetiinkben:

+ox1_1 +6x1_2 +6x1_3 +5x1_4 +6x1_5
+4x2_ 1 +8x2_2 +6x2_3 +7x2_4 +6x2_5
+5x3_1 +6x3_2 +7x3_3 +6x3_4 +8x3_5
+6x4_1 +6x4_2 +5x4 3 +ox4_4 +ox4_5
+8x5_1 +5x5_2 +6x5_3 +6x5_4 +4x5_5

Ebben az esetben az optimalis megoldas

No. Column name St Activity

18 x4_3
25 x5_5

métrixokban bejeldlve

és
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Megoldas #2.

Lathato, hogy az el6z6 a megoldas sokkal kiegyenlitettebb a férfiak és ndk
tekintetében. De még ebben az esetben is a masodik né nagyon rosszul jar. Kérdés,
hogy van-e olyan megoldas ahol senki sem jar nagyon rosszul? Konkrétabban, van-e
olyan megoldéas, ahol senki sem kap olyan személyt, aki a listajaban az 6tédik helyen
van. FEzt viszonylag egyszeriden kiderithetjik: az M1F1, M1F2, M2F3, M2F5, M3F2,
M3F4, M4F1, M4F5, M5F3 és M5F4 azok a parositasok, ahol valamelyik fél az
legrosszabb helyen szereplé tarsat kapja. Kérdés, hogy lehet-e ez az 6sszeg 0. Ezt
legkonnyebben tgy derithetjiik ki, hogy a célfiiggvényt kicseréljiik a
+x1 14+x1 2
+x2_3+x2_5
+x3_2+x3_4
+x4 1+x4 5
+x5 3+x5 4
célfiiggvényre. Ebben az esetben a célfiiggvény optimélis értéke 1 lesz, tehat nem
tudjuk elérni azt, hogy senki se kapja parba a listaja legrosszabb helyén talalhato
part.

Az operaciokutatasban tobb helyen is felmeriil, amikor a legrosszabb esetet
(pl. soronként a minimumot) akarjuk maximalizalni. Igazabdl itt is ez a helyzet:
a férfiak és ndk esetében a legrosszabb esetet akarjuk maximalizalni. Erre a kérdésre
a vizsgalt probléma esetén mar tudjuk a vélaszt, de érdemes a kérdést altaldnosan
is feltenni: melyik hozzarendelés az, amikor a legrosszabbul jar6 férfi vagy né is a
lehet6 legjobban jér.

Masképpen: ha lehet keriiljiik el, hogy barki is az 5. helyen &all6 part kapja. Ha
ez lehetséges, akkor lehetéleg keriiljiik el azt, hogy barki is a listaja 4. helyén allo
part kapja. Ha ez is lehetséges, akkor lehetéleg keriiljiik el, hogy bérki is a listaja 3.
helyén allo part kapja...

Ha valaki a listaja 5. helyén all6 part kapja, akkor

+x1_1+x1_2
+x2_3+x2_5
+x3_2+x3_4
+x4 1+x4 5
+x5 3+x5 4
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Osszeg legalabb 1 lesz. Elvi maximuma ennek az Gsszegnek 10 (bar lehetne ennél
jobb fels6 hatart is megadni, szamunkra nem lesz lényeges).

Ha valaki a listdja 4. helyén all6 part kapja, akkor

+x1 3
+x2 2+x2 4
+x3_3+x3_5
+x4 4
+x5_ 1

Osszeg legalabb 1 lesz. Hasonloan meg lehet adni, a kifejezést a 3. és 2. helyre is (az
els6 helyre nem lesz sziikségiink).

Ezek a célfiiggvényeket 1n. ‘lexikografikusan’ szeretnénk rendezni, tehat
elgszor az +x1_14x]l 2+4x2 3+x2_5+x3_2+x3_4+x4 1+x4 5+x5 3+x5 4
kifejezést  szeretnénk  minimalizalni. Utana ennek a  kifejezésnek az
értékét  rogzitjik az  elért  szinten, utdna ezen feltétel hozzaadasa
mellett minimalizaljuk  a +x1_3+x2_ 2+x2_4+x3_3+x3_5+x4_4+x5_1
kifejezést. Ezt tobb 1épésben is megtehetjiik, de erre nincs feltétlentl
sziikség, egyetlen lépésben is megtehetd. Azt kell csak elérni, hogy a
+x1_3+x2_2+x2_4+x3_3+x3_5+x4_4+x5_1 Kkifejezés valtozasa ne tudja
megvaltoztatni +x1_1+x1_2+x2_3+x2_5+x3_2+x3_4+x4_1+x4_5+x5_3+x5_4
kifejezést, azaz ne lehessen az, hogy pl. csokkentjiikk 3-mal a negyedik helyet kapo
személyek szamat, cserébe né eggyel az 6todik helyet kapd személyek szama. A
+x1_3+x2_2+x2_4+x3_3+x3_5+x4_4+x5_1 maximalis szdma most 7, de
bizonyos esetekben a 4. helyezések egybeestek. De ez a kifejezés sem lehet 10-nél
tobb, vagy altalanosan: ha n férfi és n nd szerepel a példdban akkor 2n-nél tébb
nem lehet. Ha az 6todik helyet kapok szamat beszorozzuk 2n + 1-gyel, akkor el
tudjuk érni, hogy ne allhasson el6 a fent leirt helyzet.

Nyilvan nem csak a 4. és 5. helyet kapok szaméat kell figyelembe venni, hanem
az Osszes tobbit is. Tehat a 2. helyet kapok szamat beszorozzuk 2n + 1-gyel. A
harmadik helyet kapok szamat (2n + 1)?-nel, negyedik helyet kapok szamat (2n +
1)3-nal, stb... Ha az elemszam nagyon nagy, akkor ez csak egy elméleti konstrukcio, a

gyakorlati kivitelezhetGsége csekély, viszont az utolso, utolso elétti helyekre konnyen
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alkalmazhato. Masrészt a (2n + 1)* egy olyan szdm, ami minden eshet&ség esetén
miikodik, azaz a konkrét példa esetén lehet, hogy lehet csokkenteni ezt a szamot.
Ha alkalmazzuk (2n + 1)* ‘szabalyt’ a mi konkrét esetiinkben ez azt jelenti,
hogy 11-gyel kell szorozni a 2. helyes hozzarendeléseket, 121-gyel a harmadik helyes
hozzarendeléseket, 1331-gyel a 4. helyes hozzarendeléseket és 14641-gyel az 6todik
helyes hozzarendeléseket. Nyilvan egy dontési valtozohoz két helyezés is tartozik, a
CPXLP felirdsban viszont egy valtozo csak egyszer szerepelhet a célfiiggvényben.
Igy ezt a két értéket Ossze kell adni: tehat ha az FiMj hozzérendelés esetén (i
ferfi a j n6ét kapja, a 7 né az ¢ férfi rangsoraban a k helyen &ll, az i férfi pedig
a j n6 rangsordban a ¢ helyen all, ugy z;; valtozo egyiitthatoja a célfiiggvényben
(2n+ 1)* 1+ (2n+ 1)*"! lesz. Az FIM1 hozzarendelés esetén az elsé né az elss férfi
rangsoraban elsé helyen all, az els6 férfi az elsé né rangsoraban viszont az 6todik

helyen, fgy x1_1 valtozo egyiitthatoja 119 4+ 111 = 14652.

+14642x1_1 +14642x1_2 + 1342x1_3 + 132x1_4 + 242x1_5
+ 22x2_1 + 2662x2_2 +14642x2_3 + 1452x2_4 +14642x2_5
+ 132x3_1 +14642x3_2 + 1452x3_3 +14642x3_4 + 2662x3_5
+14642x4_1 + 242x4_2 + 132x4_3 + 1342x4_4 +14642x4_5
+ 2662x5_1 + 132x5_2 +14642x5_3 +14642x5_4 + 22x5_5

Ezzel a célfiiggvénnyel sem kapunk tjabb megoldast. Erdemes azonban még egy
modszert megismerni, ami gyakran hasznélatos az LP modellezés soran. Legyen y
valtozo értéke a legrosszabb sorszam, ami szerepel a parositasok kozott, majd pedig
ezt az értéket szeretnénk minimalizalni. Minden cella esetén megadunk két korlatot:
réxij <y és sf:vij < y. Ha z;; = 0, akkor ezek a korlatok csak azt fogjak jelenteni,
hogy y > 0 ami trivialisan teljesiilni fog. Ha x;; = 1, akkor viszont ezek korlatok els
fogjék irni, hogy y legyen nagyobb vagy egyenld, mint az z;; parositashoz tartozo
rangszamok. Egyetlen hatuliitGje van ennek a megkozelitésnek: igy mar nem fogunk
egészértéki megoldast, kapni, tehét els kell irni, az x valtozokra, hogy egészértékiiek.

8.5. kod.

min
Yy

subject to
+x1 14+x1 2+4x1 3+x1 _4+x1 5=1
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+x2_ 1+x2_ 2+x2_ 3+x2_4+x2_5=1
+x3_ 1+x3 2+x3_ 3+x3_4+x3_5=1
+x4 14+x4 2+x4 34+x4 4+x4 5=1
+x5_1+x5_2+x5_3+x5_4+x5_5=1

+x1_ 1+x2_ 1+x3_1+x4 1+x5 1=
+x1 24+x2_ 2+x3_2+x4 _2+x5 2=

+x1_4+x2_4+x3_4+x4_4+x5_4=

1
1
+x1_3+x2_3+x3_3+x4_3+x5_3=1
1
1

+x1_5+x2_ 5+x3_5+x4_5+x5_5=

+x1 1

+x1 24+x1
+x1_3+x1_
+x1_4+x1__
+x1_5+x1__

+x2 1

+x2_ 24+x2

+x2 3

+xX2_4+x2

1 +x1 3+x1 44x1 5

1
1
1
+x2_3

1 +x2_3+x2_4

1 +x2_3

+x1 44+4x1 5

+x1_ 4

+xX2_5+x2_ 1+x2_ 2+x2_ 3+x2_4

+x3_1
+x3_2

+x3_ 3+x3
+x3_4+x3__
+x3_5+x3__

+x4 1
+x4 2
+x4 3
+x4 4
+x4_5
+x5_1
+x5_2

+x5 3+x5

+x5_4
+x5_5

+x3_2

1+x3 2
1+x3_2+x3_3
1+x3_2+x3_3

+x1 2
+x1 3
+x1_4

+x2_ 14+x3 14+x4 14+x5 1>=1

>=1
+x5_3>=1

+x3_4+x4_4 >=1]

+x2_5

+x5_5>=1

+x4 1 >=]1
+x4 24+x5 2>=1

+x3_ 3+x4_3+x5 3>=1

+x3_4+x4_ 4

+x2_ 1

+x1 24+x2_ 2

+x1 3

+x3_5

+x1_5+x2_5

+x4 2+x4_3+x4_4+x4_ 5

+x4 3

+x4 2+x4 3

+x5_2

1+x5 2

+1x1_1-y<=0
+2x2_1-y<=0
+2x3_1-y<=0
+5x4_1-y<=0
+4x5_1-y<=0
+5x1_2-y<=0
+4x2_2-y<=0
+1x3_2-y<=0

+x4 5+x1 2
+x4 5+x1 3

+x4_5

+x3_4

+x1_5+x2_ 5+x3_5

+x5_4+x5_5
+x5_ 4+x5 5+x1_2
+x5 44+4x5 5
+x1 4+x2 4+x3 4+x4 4
+x5_4
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+x2_1+x3_1+x4_1

+x2_5

+x4 1
+x4 24+x5 2
+x4 3+x5_ 3

\%
[ | | I [

+x5_5

+x5_2
+x5 3

+x5_5
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+3x4_2-y<=0
+3x5_2-y<=0
+4x1_3-y<=0
+1x2_3-y<=0
+3x3_3-y<=0
+2x4_3-y<=0
+5x5_3-y<=0
+2x1_4-y<=0
+3x2_4-y<=0
+5x3_4-y<=0
+4x4_4-y<=0
+1x5_4-y<=0
+3x1_5-y<=0
+5x2_5-y<=0
+4x3_5-y<=0
+1x4_5-y<=0
+2x5_5-y<=0

+5x1_1-y<=0
+2x2_1-y<=0
+3x3_1-y<=0
+1x4_1-y<=0
+4x5_1-y<=0
+1x1_2-y<=0
+4x2_2-y<=0
+5x3_2-y<=0
+3x4_2-y<=0
+2x5_2-y<=0
+2x1_3-y<=0
+5x2_3-y<=0
+4x3_3-y<=0
+3x4_3-y<=0
+1x5_3-y<=0
+3x1_4-y<=0
+4x2_4-y<=0
+1x3_4-y<=0
+2x4_4-y<=0
+5x5_4-y<=0
+3x1_5-y<=0
+1x2_5-y<=0
+4x3_5-y<=0
+5x4_5-y<=0
+2x5_5-y<=0

binary
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x1_1
x2_ 1
x3_1
x4 1
x5_1
x1_2
X2_2
X3_2
x4 2
x5_2
x1_3
xX2_3
x3_3
x4 3
x5_3
x1_4
x2_4
x3_4
x4 4
x5_4
x1_5
X2_5
x3_5
x4_5
x5_5

end

A B5 kod futtatasa soran a célfiggvény 5, tehat barmelyik stabil megoldas
esetén lesz olyan személy aki az lista legrosszabb helyén szerepld part kapja. Ez az
eredmény kijott méar korabban is, de megnyugtato, hogy konzisztens eredményeket
kapunk.

Az LP feliras azért (is) érdekes, mert nem csak a sztenderd feladatot tudjuk
megoldani, hanem tudjuk a feladatot béviteni is. Nézziik el6szor milyen specialitasok

szoktak elsfordulni.

8.6. példa. FEgy adott férfi szamdra lehetnek olyan ndk, akire azt mondja, hogy
semmi esetre sem felel meg a szdmdra — ami azt is jelenti, hogy ha kell inkdbb
az egyedillétet vdlasztja (ha belegondolunk felvételi feladatok esetében ez szinte
torvényszerd, a didkok nem rangsoroljdk az d6sszes felséoktatdsi képzést, hanem csak

néhdnyra jelentkeznek).
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Tekintsiik a kovetkezd preferencia mdatrixokat:

1 4 2 3
2 31 4
213 5 4
5 3 2 41

341 2

N W Ot =

—_ W = Ot N

A mdtrizokban szerepld hidnyzo értékek azt jelenti, az adott férfi/né szamdra

a hozzdrendelés elfogadhatatlan. Pl.:

elfogadhatatlan, inkdbb az egyediillétet vdlasztja.

Megoldas.

az elsd  ferfi

szdmdra a mdsodik nd

Ha nem teljes a rangsor, akkor nem biztos, hogy mindenkinek jut par, de annyi

allithato, hogy minden stabil parositas esetén ugyanannyi par lesz. Akinek nem jut

par valamelyik stabil parositas esetén, annak semelyik esetben sem fog jutni. Tehat

tovabbra is beszélhetiink férfi- és nG-optimalis parositasokrol, stb ...

Az LP feliras sem bonyolult ebben az esetben. Ha valamelyik matrix esetén az

i sor j oszlopa hianyzik, akkor toroljik a kapcsolodo z;; valtozot (nem kell, hogy

mind a két helyen hidnyozzon; elég ha egyik matrixbol hianyzik).

Nézziik meg férfi- és né-optimalis megoldast ebben az esetben!

8.7. kod. min

ffi:

+2x2_1
+2x3_1
+5x4_1

+3x2_
+1x3_
+3x4
+3x5__

subject to

+x1 3
+x2_1
+x3_1
+x4 1
+x5_2

+x1 4
+x2_2
+x3_2
+x4_ 2
+x5_3

+4x1_3+ 2x1__

2 +1x2_3

2 +3x3_3 +5x3_

2 +2x4 3

2 +4x5_3 +1x5_

+x2 3 +x2_5 =
+x3_ 3 +x3_4 =
+x4 3 =
+x5 4 +x5 5

4

4

4

R e

+4x2 5

+2x5_5
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+x2_1 +x3_1 +x4_1 =1
+x2 2 +x3 2 +x4 2 +x5 2 =1
+x1 3 +x2 3 4+x3 3 +x4 3 +x5 3 =1
+x1_4 +x3_4 +x5_4 =1
+x2_5 +x5_5 =1
x1_ 3 +x1 4 +x5_3
x1 4 +x3 4
x2_1 +x2_3 +x4 1
xX2_2+x2_1 +x2_3 +x4_ _2+x5_2
x2_3 +x1_3 +x3_3+x4_3+x5_3
X2 _54x2_ 1+x2 2+x2_ 3
x3_1 +x3_ 2 +x2 1 +x4 1
X3_2 +x2_ 2 +x4 2+x5 2
x3_3+x3_1+x3_2 +x1_3 +x4_ 3+x5_3
x3_4+x3_1+x3_2+x3_3
x4 1 +x4 2+x4 3
x4 2 +x4 3 +x5_ 2
x4 3 +x1 3 +x5 3
x5_2 +x5 44+4x5 5
x5_3 +x5_2 +x5_ 4+x5_5
x5 4 +x1_4 +x3_4
x5 5 +x5 4 +x2_5
end
Az optimélis megoldés:
No. Column name St Activity
2 x1 4 B 1
3 x2_1 B 1
8 x3_2 B 1
13 x4_3 B 1
17 x5_5 B 1
1 4 3 1 2
3 1 4 4 5 3 1
2 3 5 4 és 3 4 1
5 3 4 1 1 3
3 4 1 2 1 4

A né-optimalis esetben megint egyediil csak a célfiiggvény kiilonbozik:
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no:
+1x1_3+42x1_4
+2x2 1+4x2 2+5%x2 3 +1x2_5
+3x3_1+5x3_2+4x3_3+1x3_4
+1x4 _1+3x4_2+3x4_3
+2x5_2+1x5_ 3+4x5 4+42x5_5

Ebben az esetben a stabil parosités:

1 2 3 1 2
2 3 1 2 4 5 3
2 1 3 4 és 3 5 4
3 2 4 1 3 3
4 1 2 1 4 2
8.1. Gyakorl6 feladatok
8.1.1. Egyszertibb feladatok
8.8. példa. Tekintsiik a kovetkezd preferencia mdtrizokat:
31 245 233115
5 3124 2 45 31
45 213 ) 342423
€S
512 3 4 11525 2
2 3 451 5 13 4
532 41 4 5 4

Adja meg a férfi- illetve né-optimdlis stabil parositdst.
Megoldés a [341] oldalon.

8.9. példa. A kévetkezd hdzasitdsi piacon 8 férfi és 5 nd wvan. A szerepldk
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preferencidi:

4325 1 65211
34251 36575
451 3 2 17 482
3145 2 ) 4866 6
es
32415 23124
43215 517 48
2 1435 722837
351 24 8 4353

Adja meg a férfi- illetve né-optimdlis stabil pdrositdst. Ezekben az esetekben

melyik férfiak maradnak pdr nélkil?
Megoldéas a |345| oldalon.

8.10. példa. 3 szakra 9 didk jelentkezik. A kévetkezd tdablizatban ldthato a didkok

preferencidi (oszloponként):

222123133
131311212
3132323 21

A kévetkezd tabldzatban pedig a didkok pontjai ldthatoak, amit a mazimdlisan

megszerezhetd 500 pontbol szereztek, minden eqyes szakra:

391 375 477 379 486 476 454 481 486
352 407 490 427 371 470 424 435 473
393 351 355 374 391 482 456 440 431

A magasabb pontszam jobb eredményt jelent. Minden szakra legfeljebb 4 didk keriilhet
be.

Adjon meg eqy szak- illetve didk-optimadlis stabil pdrositdst.

Megoldas a oldalon.
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8.1.2. Nehezebb feladatok

8.11. példa. Tekintsiik ismét a [8.8 példiban megadott preferencidkat, de most
kizarjuk azokat a hozzdrendeléseket, amikor mind a két fél értékelése a mdsikrol
magasabb, mint 3. Amennyiben valakit olyannal hozunk dssze, akit nem az elsd 3
kozott értékelt, akkor kompenzdcioként fizetiink neki 50 pénzegységet. Amennyiben
valaki nem kap pdrt, akkor neki pedig 100 pénzegységet fizetiink.

Adjon meg eqy olyan stabil pdrositast, amely mellett a fizetendd dsszeq minimdlis.
Megoldés a [352, oldalon.

8.12. példa. (Stabil ‘szobatdrs’ probléma) 8 hallgatonak 2 fds csoportokban kell
megoldania 4 feladatot. Mindenki értékeli a tébbi hallgatot, az alapjin, hogy
mennyire szeretne az illetével egyiitt lenni a csoportmunkdban (A sorban lévd hallgato

értékeli az oszlopban lévd hallgatot):

1 2 358 4 5 6 7 8
1 4 3 1 6 7 2 5
2195 6 4 7 8 2 1
313 6 5 2 T 4 1
411 6 5 3 4 7 2
517 6 1 2 3 4 5
6|1 4 5 7 2 3 06
716 5 1 8 2 7 4
8|11 4 38 &5 6 2 7

Adjon meg eqy stabil pdrositdst!

Megoldas a [355] oldalon.
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9. fejezet

Jatékelmélet

A jegyzet ezen fejezete némiképp kiilonbozik a kordbbi fejezetektsl. A kordbbi
fejezetekben jellemzGen valamilyen graf jatszotta a f&szerepet, és ezen a grafon
végeztlink el valamilyen optimalizalasi feladatot. Jatékelmélet esetén nem grafok
jatszak a fészerepet.

Mindennapi helyzetiinkben tapasztaljuk, hogy az altalunk elért eredmény nem
csak sajat dontésiinktdl fligg, hanem masokétol is. Hidba tartom tisztédn az utcét,
ha a szomszéd szemetel. Egy egyetemi szak csak akkor indul el, ha megfelel§ szamu
hallgato jelentkezik ra. Egy bolt nyeresége fiigeg attol, hogy van-e a kozelében méasik
hasonl6 profila iizlet, és sorolhatnank tovabb. A kozgazdasagtanban a jatékelmélet
foglalkozik ilyen szitudciok elemzésével, ezéltal a szereplék motivacidit jobban
megértjik, viselkedésiiket jobban el6re tudjuk jelezni (emlékezziink vissza pl. a
duopolium modellekre).

Jatékelmélet latokore meglehetsen széles, akar tobb félévig is lehetne targyalni.
Igy vizsgalodasaink korét meglehetSsen lesztkitjiik, de az alapvets fogalmakat igy
is szemléltetni tudjuk. Ebben a fejezetben csak az tn. maéatrixjatékok témakorét
érintjiik. Matrixjatékok esetén a jatékosok szama pontosan 2. Mindkét jatékosnak
véges sok stratégiaja van. Tovabbi megkotés, hogy zérdosszegii vagy konstansosszegi
jatékokrol van sz6. Zéroosszegi jaték esetén a nyeremények 6sszege 0, tehat amennyit
nyer az egyik fél, annyit veszit a masik. Altalaban a szerencsejatékok ilyenek. Kicsit

bévebb kategoria a konstansosszegl jatékok, amiben a két jatékos kifizetésének
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Osszege konstans. Példaul egy adott nagysagu piacon osztozik két vallalat. Minél
nagyobb a piaci részesedése az egyiknek, annél kisebb a maéasiknak.

Azért hivjuk ezeket a jatékokat matrixjatéknak, mert egyetlen matrixszal le
lehet irni a teljes jatékot. Az elsg jatékos stratégiai a sorokban szerepelnek (ezért
is fogjuk ezt a jatkéost sorjatékosnak hivni), a mésodik jatékos (oszlopjatékos)
stratégiai oszlopokban. A matrix elemei a sorjatékos kifizetéseit mutatjak, ebbdl
mar kovetkeztetni lehet az oszlopjatékos kifizetésére is. Példaul legyen a kifizetési
matrix:

-1 9 0
3 -2 -1

Ekkor a sorjatékosnak két stratégiaja van, az oszlopjatékosnak 3. Ha a sorjatkos
az elsd stratégiajat jatssza, az oszlopjatékos pedig a mésodikat, akkor a sorjatékos
kifizetése 9. Ha pl. zéroosszegi jatékrol van szo, akkor ez azt jelenti, hogy az

oszlopjatékos kifizetése -9.

9.1. Matrixjatékok

9.1. példa. Tekintsink egy egyszertd kdrtyajdatékot. Az elsd jatékosnak van 3 lapja:
4-es, 5-0s €s 5-0s. A mdsodik jatékosnak is van 3 lapja van 5-6s, 5-6s és 6-0s. A
jatékosok meghatdarozhatjik a kdrtyak sorrendjét, majd a kdrtydkat egymdsra rakva
fegjel lefelé leteszik az asztalra. Tehdat minkét jdatékos eldtt 3-3 leforditott kartya van.
Majd egyesével felforditjak. Az elsd kort a sorjdatékos kezdi. Minden kért a nagyobb
lap wviszi (szin mem szamit), ha két egyforma lapot tesznek az viszi, aki hivta. Aki
elvitte a kort, az kezdi a kovetkezdt. A jdtékosok kifizetése az elvitt korok szdmdval

eqyezik meg. Adja meqg a kifizetési mdtrizot!

Megoldas

Mind a két jatékosnak 3-3 stratégidja van, ami azt jelenti, hogy milyen sorrendben
rakja le a kartyakat (a két négyes kartyat nem kiilonboztetjiik meg). A sorjatékos
esetén 455 jelolje azt az esetet, amikor egy 4-es lap van legfeliil (ezt fogja elészor

kijatszani), utdn a 5-6s lap, végill megint egy 5-0s lap. Ezen jelolések esetén a
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sorjatékos 3 stratégiaja: 455, 545 és 554. Ezeket rendre elsd, masodik és harmadik
stratégianak fogjuk hivni. Az oszlopjatékos 3 stratégiaja: 556, 565 és 655. Ha mindkét
(oszlop) jatékos viszi (5-6s lap nagyobb értékid, mint a 4-es), 6 hivja a kovetkezd kort
is, amit megint csak ¢ visz (mind a két lap 5-6s, ezért az viszi, aki hivta), ezért ¢
kezdi a harmadik kort, amit megint csak 6 visz (6-os lap nagyobb, mint a 5-6s lap).
Tehat ebben az esetben a sorjatékos kifizetése 0 (kor). Hasonloan végig kell szamolni

a tobbi stratégiaegyiittest is:

000
1 10
210

9.2. példa. A 9.1 példa esetén melyik jatékosnak milyen stratégidt lenne érdemes

jdtszania?

Megoldas
Nem tal nagy erdfeszités aran ra lehet jonni, hogy az elsé jatékosnak el&szor
mindenképpen 5-6st kell hivnia. Ha 4-est hiv, akkor biztosan elvesziti ezt a kort,
ha 5-6st hiv, akkor ha a masik jatékos is 5-6st hiv, akkor nyer. Az oszlopjatékosnak
viszont mindig 6-os lappal kell kezdeni. A 6-os lap mindenképpen iitni fog, és akkor
utana az 5-6s lapok is. De ha 5-6s lappal kezd, akkor azt esetleg elveszitheti. Tehat
ha jol jatszanak a jatékosok (f6leg a masodik), akkor az els§ jatékosnak nem lesz
utése.

De probaljunk jatékelméleti oldalrél érvelni. Azt mondjuk, hogy az elsd

jatékosnak a harmadik stratégidja dominélja az elsG stratégidjat. Ez azért van

c s

“ e,

c sz

s s

lesz a kifizetése. Nyilvin a sorjatékos szdmara a 2 jobb, mint a 0. Ha az
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oszlopjatékos a masodik stratégiajat jatssza, akkor a sorjatékos megint csak a

T s

“ e,

c s

Tehat Osszesitve: fiiggetleniil az oszlopjatékos stratégiajatol, a sorjatékos harmadik
stratégiaja sohasem eredményez kisebb Kkifizetést, mint az els stratégiaja (és

tobbszor kifejezetten jobb a harmadik stratégia). Tehat a sorjatékos harmadik

T s

“ e,

-—06—06—
110
210

Hasonléan ra lehet jonni, hogy a sorjatékos harmadik stratégiaja dominalja a

c sz

-0—06——0—
—+—1—6—
210

De a jatékosokrol nem csak azt tételezziik fel, hogy racionalisak, hanem azt
is, hogy egymést is racionalisnak tekintik. Tehat ha az oszlopjatékos ranéz a
kifizetésekre, rogton latja, hogy a sorjatékos nem fogja jatszani az els6 és masodik
stratégiajat. Tehat a kifizetési métrix az eredeti matrix harmadik sorara redukalodik.

De ekkor az oszlopjatékos harmadik stratégiaja dominalja az els6t és a mésodikat

(az oszlopjatékos minimalizal!).

000
10—

Pl

Tehat kialakult egy tin. dominans stratégiai egyenstily: az elsé jatékos a harmadik
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stratégidjat jatssza, a masodik szintén a harmadikat.

9.3. példa. Tekintsik az aldbbi kifizetési mdtrizot (ami nem a kordbban leirt

kdrtyajdtékhoz tartozik, hanem valami mdsik jatékhoz):

5 10
4 2 3
01 4

Kialakul-e egyensily ebben az esetben?

Megoldas

Konnyen ellenérizhetjiik, hogy ebben az esetben egyik stratégia sem dominal
valamelyik masikat. Tehat nincs dominéns stratégiai egyensily. Ugyanakkor ebben
az esetben is kialakul an. Nash-egyensily. A Nash-egyensuly azt jeleni, hogy abbdl az
allapotbol nem érdemes senkinek eltérnie. Tegytik fel, hogy valahogy kialakult, hogy

c sz

c s

hanem az els6t, akkor a kifizetése nem 2 lenne, hanem 1, tehat rosszabbul jar.
Hasonl6an, ha nem a masodik, hanem a harmadik stratégiajat jatssza, akkor szintén
a két egységnyi kifizetést cserélné el 1 egységnyi kifizetésre, tehat nem jarna jobban.
els6t, akkor a sorjatékos kifizetése nem 2 lenne, hanem 4, ami szaméra héatranyos
lenne (oszlopjatékos minimalizal). Hasonloan, ha az oszlopjatékos nem a méasodik
stratégidjat jatszana, hanem a harmadikat, akkor a sorjatékos kifizetése nem 2 lenne,
hanem 3, ami az oszlopjatékosra nézve megint csak hatranyos.

Masképpen tugy is fogalmazhatunk, hogy a kifizetési méatrix masodik soréban,
mésodik oszlopaban 1év6 érték tn. nyeregpont. Ez azt is jelenti, hogy ez az érték
soraban minimalis és oszlopaban maximaélis.

A nyeregpontnak matrixjatékok esetén maés jelentést is adhatunk: nézziik meg

a jatékosok un. biztonsagi szintjét. Mi az a kifizetés, amit a jatékosok garantalni
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tudnak maguknak? A sorjatékos esetén ez 2. Ha 6 a masodik stratégiajat jatssza,
akkor az & kifizetése 2-nél nem lehet kevesebb, filiggetleniil attél, hogy melyik
stratégiajat jatssza, akkor a sorjatékos kifizetése 4, ha a masodikat, akkor 2, ha a
harmadikat, akkor 3. Tehat a legrosszabb esetben is 2 a kifizetés. Nézziik meg mi
lenne, ha a sorjatékos az elsg stratégiajat jatszana! Ekkor a legrosszabb esetben (ha
az oszlopjatékos a harmadik stratégiajat jatssza) 0 lenne a kifizetése, ami rosszabb,
mint a korabban megkapott 2.

Masként tgy is mondhatjuk, hogy a valasztas maximin. Tehat a minden sorban
megnézziik, hogy hogy mi a minimélis érték és ezek koziil vessziik a legjobbat. A
sorjatékos esetében ez a 2.

Nézziik most az oszlopjatékost! Az oszlopjatékos esetén a biztonsagi szint megint
nem lesz 2-nél nagyobb (oszlopjatékos minimalizal!). Ha az elss stratégiajat jatssza,
akkor a kifizetés 5 is lehet, ami most is rosszabb, mint a korabban megkapott 2. Ez
a minimax valasztas. Minden oszlopban megnézziik mi a maximélis érték, és ezek
koziil vessziik a legkisebbet. Ez megint csak 2. Tehat a maximin valasztas megegyezik

minimax valasztassal.

9.4. példa. A[9.1 példa adatain mddositsunk eqy kicsit: az elsd jatékosnak tovdbbra
is 3 kdrtydja van, de ezek most: 4-es, 5-ds és T-es (a mdsodik jdtékos kdrtydi

vdltozatlanok). Mit mondhatunk ebben az esetben a Nash-egyensuilyrol?

Megoldas

Az oszlopjatékos stratégiai valtozatlanok. A sorjatékosnak viszont most mar 6
stratégidja van: 457, 475, 547, 574, 745 és 7H4. Legyenek ezek rendre a sorjatékos
els6, mésodik, ..., hatodik stratégiaja. Kis szamolas utdn megkaphatjuk a kifizetési

matrixot:
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1 11
1 2 2
2 21
2 21
1 11
2 1 2

Ko6nnyen lathato, hogy a sorjatékos (pl.) masodik stratégiaja dominalja az elss
és otodik stratégiat is. Iletve a sorjatékos szamara a harmadik és negyedik stratégia

megegyezik, ezek koziil elég egyet szerepeltetni:

—+—1—1
1 2 2
2

Ez egyértelmiiség kedvéért kiilon is leirjuk a redukélt kifizetési matrixot, a

tovabbiakban ezt a matrixot tekintjik csak.

1 2 2
2 21
21 2

Nyilvan ezt az eredményt egy kis okoskodassal is ki lehet hozni. Egyszertien arrol
van sz6, hogy a sorjatékosnak a 4-es lapjat nem érdemes kozvetleniil az 5-0s lap el6tt
kijatszania: a 4-es lapot az oszlopjatékos biztos eliiti, igy néala lesz a hivas; ezért az
5-6s lap sohasem iithet. 5-0s lapot csak akkor érdemes hivnia, ha nala van a hivas
(indulaskor, vagy kozvetleniil a 7-es lap kijatszasa utan).

Konnyen ellenérizhetjiik, hogy a jatékban nincs nyeregpont, nincs olyan érték,

ami soraban minimalis, oszlopaban maximélis. A sorjatékos biztonsigi szintje 1
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(maximin valasztés értéke), az oszlopjatékos biztonsagi szintje 2 (minimax véalasztés
értéke). Ebben az esetben nem egyezik meg a két biztonséagi szint, ezt gy mondjuk,
hogy tiszta stratégidk esetén nincs Nash-egyensuly. Tiszta stratégian azt értjiik, hogy

a lehetséges stratégiak koziil kivalasztunk egyet, és azt jatsszuk (1 valoszintiséggel).
9.5. példa. A[9.4 példa esetén van-e optimum kevert stratégia esetén?

Megoldas

El6szor a kevert stratégidakat kell megérteniink. Gondoljunk bele egy ké-papir-ollo
jatékba. Mindenki tudja, hogy ebben a jatékban 1/3-1/3 valoszintiséggel kell kivet,
papirt és ollot mutatni. Lényegileg ez a kevert stratégia, azaz megadunk egy

valoszintiség-eloszlast a stratégiak felett. Tehat példaul a sorjatékos

0,2
0,7
0,1

(kevert) stratégiaja azt jelenti, hogy az els§ stratégiajat jatssza 0,2 (20%)
valoszintiséggel, a masodikat 0,7, a harmadikat pedig 0,1 valoszintiséggel.
Természetesen valamelyik stratégiat jatszania kell, tehat a valoszintiségek 6sszegének
1-nak kell lenni. Jelen esetben 0,24-0,7+0,1=1.

Kevert stratégidk esetén a jatékosok a varhato kifizetést tekintik. Tehat ha a
rendre 0,2%1+0,7%24+-0,1*2=1,8 (els6 oszlop), 0,2*2+0,7*2+0,1%1=1,9 (méasodik
oszlop) 0,2*2+40,7%1+0,1*2=1,3 (harmadik oszlop). Tehat a sorjatékos varhato
kifizetése a megadott (kevert) stratégia esetén: (1,8; 1,9; 1,3). Lathato, hogy ha
ezt a stratégiat jatssza, akkor a sorjatékos biztonsagi szintje 1,3-ra valtozik.

Nézziik az oszlopjatékost is. A példa kedvéért az oszlopjatékos a (0,4; 0,4; 0,2)

stratégiajat jatssza. Ekkor az oszlopjatékos varhato kifizetése

1,6
1,8
1,6
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lesz, tehat az oszlopjatékos biztonsagi szintje is lecsokken a korabbi 2-rél 1,8-ra.
Tehéat kevert stratégidk esetén a jatékosok lehetdsége megnd. Szamitsuk ki a
biztonséagi szintjiiket. Mivel végtelen sok (pontosan kontinuum sok) lehetség van,
ezeket egyesével végignézni nincs sok értelme, de fel tudunk irni egy LP feladatot,
ami megadja a jatékosok biztonsagi szintjeit.

Erdemes az oszlopjatékos feladatat tekinteni elészor. Az oszlopjatékos pl,
Természetesen pl, p2 és p3 valtozoknak valdszintségeloszlast kell, hogy adjanak,
tehat pl+p2+p3=1.

Jelolje v az oszlopjatékos biztonsagi szintjét. Ez az érték azt jelent, hogy az
oszlopjatékos varhato kifizetése mindig ez alatt van, fliggetleniil attol, hogy melyik
stratégidjat jatssza a sorjatékos. Ha a sorjatékos minden tiszta stratégiaja esetén
igaz lesz, hogy az oszlopjatékos varhato kifizetése v alatt marad, akkor a sorjatékos
barmilyen kevert stratégiajara is igaz lesz.

Ha az oszlopjatékos pl, p2 és p3 valdszintiségekkel jatssza a stratégiait, akkor
Ennek az értéknek kisebbnek kell lennie, mint v, kiilonben v nem lenne biztonsagi
szint. Matematikailag: pl+2p2+2p3<=v, amit nyilvin a pl+2p2+2p3-v<=0
formaban kell szerepeltetni. Hasonl6 korlatot kapunk a sorjatékos mésodik és
harmadik stratégidja esetén is. Az oszlopjatékos szeretné a legjobb (jelen esetben
legkisebb) biztonsagi szintet megkapni. Most méar fel tudjuk irni az LP feladatot:
9.6. kod.

min
\4

subject to

sl: 1pl + 2p2 + 2p3 - v <=0
s2: 2pl + 2p2 + 1p3 - v <=0
s3: 2pl + 1p2 + 2p3 - v <=0

ve: pl + p2 + p3 =1
end
A megoldas:
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Status: OPTIMAL
Objective: obj = 1.666666667 (MINimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 sl NU 0 -0.333333
2 s2 NU 0 -0.333333
3 s3 NU 0 -0.333333
4 ve NS 1 1.66667
No. Column name St Activity Marginal
1 v B 1.66667
2 pl B 0.333333
3 p2 B 0.333333
4 p3 B 0.333333

Az optimalis megoldast ebben a feladatban akar ki is lehetne talalni: az
oszlopjatékosnak 1/3 valoszintiséggel kell jatszania mindharom stratégiajat, ekkor
a biztonsagi szint, amit el tud érni 5/3.

Nézziik a sorjatékost. Igazabol a sorjatékosra nem kell ijabb LP feladatot felirni,
a sorjatékos kevert stratégiajat, és biztonsagi szintjét az oszlopjatékosra felirt LP
feladatbol le tudjuk olvasni. Azért, hogy lassuk ezt, érdemes kicsit atalakitani a

feladatot. Induljunk ki a korlatokbol:

1pl + 2p2 + 2p3 <= v
2pl 2p2 + 1lp3 <=v
2pl + 1p2 + 2p3 <= v

+

pl + p2 + p3 =1

Minden korlatot osszunk v-vel (igy atmenetileg nem lesznek a korlatjaink

linearisok, de kezelni fogjuk ezt a helyzetet):

lpl/v + 2p2/v + 2p3/v <=1
2pl/v + 2p2/v + 1p3/v <=1
2pl/v + 1p2/v + 2p3/v <=1
pl/v + p2/v + p3/v = 1/v
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A célfiggvényben v-t minimalizdljuk, ami ugyanaz, mintha 1/v-t
maximalizalndnk. Vezessiik be tovabbd a pl/v kifejezésre az x1 valtozot,
p2/v kifejezésre az x2 valtozot, stb... Az 1/v kifejezést szeretnénk maximalizélni,
de 1/v kifejezés egyenls pl/v+p2/v+p3/v kifejezéssel, ami a bevezetett jeloléssel

x1+x2+x3. Igy mar fel is tudunk irni egy tjabb LP feladatot:
9.7. kod.

max
xl + x2 + x3

subject to

sl: 1x1 + 2x2 + 2x3 <=1
s2: 2x1 + 2x2 + 1x3 <=1
s3: 2x1 + 1x2 + 2x3 <=1

end

A[9.71 Kodban szerepls feladat mér egy normal feladat, aminek a dualjat konnyd
lesz felirni. Miel6tt ezt megtennénk, vessiink egy pillantast, a feladat optimalis

megoldasara:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 0.6 (MAXimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 sl NU 1 0.2
2 s2 NU 1 0.2
3 s3 NU 1 0.2
No. Column name St Activity Marginal
1 x1 B 0.2
2 x2 B 0.2
3 x3 B 0.2

Most a célfiiggvény optimalis értéke a biztonsagi szint reciproka, tehéat a
biztonsagi szint a célfiiggvény optimalis értékének reciproka lesz: % = % ugyanugy,

mint kordbban.
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Hasonléan x1 értéke az elsd stratégia valoszintisége osztva a biztonsagi szinttel.
Atrendezéssel megkaphatjuk az els6 stratégia valoszintségét: x1 optimalis értéke
osztva a biztosagi szinttel. %% ::%,Ineghn;csak‘agygrnhﬁ;korébban,Ilasonhjanlneg
lehet kapni a méasodik és harmadik stratégia valdszintiségeit is, amik megint csak %
lesznek.

Ahhoz, hogy megkapjuk az oszlopjatékos biztonsagi szintjét, a dualfeladat
felirasa sziikséges. A 0.7 Kodban szerepls LP feladat normal feladat, igy a duélja

viszonylag konnyen felirhato:

9.8. kéd.

min
vl + y2 + y3

subject to

ol: 1yl + 2y2 + 2y3 >= 1
02: 2yl + 2y2 + 1y3 >=1
03: 2yl + 1ly2 + 2y3 >=1

end

Ahhoz, hogy vildgosabb legyen szamunkra az, amit kaptunk, megint csak
végezziink par atalakitast: a célfiiggvényben szerepls kifejezés legyen 1 /w. Szorozzuk

be a korlatokat ezzel a w értékkel:

lylw + 2y2w + 2y3 >= w
2y1lw + 2y2w + 1ly3 >= w
2ylw + 1ly2w + 2y3 >= w
yvilw + y2w + y3 =1

Ezek utan vezessiik be a gl=y1+w valtozétranszforméciot. Ekkor eljutunk egy

ujabb LP feladathoz:

9.9. kod.
max
W

subject to

ol: 1gl + 2g2 + 293 - w>= 0
02: 29l + 2g2 + 193 - w>= 0
03: 2gl + 1g2 + 293 - w>= 0

198



ve: gl + g2 + g3 =1
end

Ezzel megkaptuk a sorjatékos biztonsagi szintjét leird LP feladatot. A feladatban
w a biztonsagi szint, ennél az értéknél a sorjatékos kifizetése nem lesz kisebb,
feladatbol leolvashato a sorjatékos feladatanak optimalis értéke is. Nézziik elGszor
a 9.7 Kodhoz tartozo LP feladat optimalis megoldasat. A biztonsagi szint értéke
megint csak a célfiiggvény optimalis értékének reciproka, g A dualvaltozok értékei
a Marginal oszlopban taldlhatoak most is. Az s1 korlathoz tartozo dualvaltozo
értéke (ami a mi jeldlésiinkben y1) 0,2, ami nem méas mint gl xw, amibdl g1 értéke %
Hasonl6an megkaphato, hogy a masodik és harmadik stratégiat is %—% valoszintiséggel
kell jatszani.

Annyit érdemes még megjegyezni, hogy ezek az értékek szerepelnek méar a [9.11]
Koédhoz tartozo LP feladatban is. Vegyiik észre, hogy ebben a feladatban az s1
korlathoz tartozd duélvaltozo értéke % és a tobbi dualvaltozonak is ennyi lesz az
értéke.

Tehét az erés dualitéasi tételbdl kifolyolag a sorjatékos és oszlopjatékos biztonsagi
szintje megegyezik, tehit a maximin és a minimax valasztés érétke ugyanaz lesz,
ami azt is jelenti, hogy kevert stratégiak esetén mindig van Nash-egyensily. Ezt
az allitdst &altalanosan is kijelenthetjiik: matrixjatékok estén a kevert stratégiak

halmazan mindig van Nash-egyensuly. Az optimalis stratégidk pedig elolvashatoak

a megoldott LP feladatokbol.

9.10. példa. Tekintsik az aldabbi kifizetési mdatrizot (amihez szoveges magyardzatot

nem adunk):

-5 =2 4
4 -1 3
0 6 -4
-2 -3 7

Adjuk meg a Nash-egyensulyi stratégidkat!
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Megoldas

LP feladatok segitségével mindig megtalalhato a Nash-egyensulyi stratégia, akkor
is, ha tiszta stratégidk halmazan van Nash-egyensily. Ezért egybdl nekiallunk az
LP feladat felirasdnak. De a kodolas megkezdése el6tt érdemes felhivni a figyelmet
arra, hogy a matrixban negativ értékek is szerepelnek. Ez azért probléma, mert a
Nash-egyensuly értéke igy lehet negativ szam, tehat a biztonséagi szint is negativ
lesz (ami egyébként az oszlopjatékosnak nyereséget jelent). Ha a biztonsagi szint
negativ, akkor a v valtozonak is negativnak kellene lennie, de LP feladatban
a dontési valtozok nemnegativak, igy az LP feladat optimélis megoldasa nem a
Nash-egyenstily értékét adja meg. Szerencsére a helyzet konnyen kezelhets. A matrix
minden eleméhez ugyanazt a konstans értéke adjuk, akkor az optimélis stratégiak
nem valtoznak. Esetlinkben adjunk hozzé a kifizetési matrix minden eleméhez 5-t,

igy mér csak nemnegativ értékek szerepelnek benne:

0 3 9
9 4 B8
5 11 1
3 2 12

Ezen kifizetési métrix esetén mar fel lehet irni a LP feladatot, a biztonsagi szint
biztos, hogy nemnegativ lesz.

9.11. kod.
min
v

subject to

sl: Opl + 3p2 + 9p3 — v <=0
s2: 9pl + 4p2 + 8p3 - v <=0
s3: 5pl + 1lp2 + 1p3 - v <=0
sd: 3pl + 2p2 + 12p3 - v <=0
ve: pl + p2 + p3 =1

end

A megoldas:
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Status: OPTIMAL
Objective: obj = 6.213114754 (MINimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 sl B -1.09836
2 s2 NU 0 -0.409836
3 s3 NU 0 -0.377049
4 s4 NU 0 -0.213115
5 ve NS 1 6.21311
No. Column name St Activity Marginal
1 v B 6.21311
2 pl B 0.114754
3 p2 B 0.47541
4 p3 B 0.409836

A (modositott) jaték értéke 6,213114754, de ne felejtsiik el, hogy a kifizetési
méatrix minden eleméhez hozzdadtunk 5-t, tehat az eredeti jaték esetén a jaték
értéke 6,213114754-5=1,213114754. Az az érték pozitiv, ami azt jelenti, hogy a
jaték a sorjatékosnak kedvezs. Az oszlopjatékos optimalis kevert stratégidja: az elsd
stratégiat kb. 11,48% valoszintiséggel jatssza, a masodikat 47,54% valoszintiséggel
a harmadikat pedig 40,98%-kal. A sorjatékos optimaélis stratégiajat a duélfeladat
adja meg. A dualvaltozok optimalis értékét a primal feladatbol is leolvashatjuk, a
marginal oszlopbdl: az els§ startégiat 0 valoszintiséggel jatssza, a mésodikat kb.
40,98%-kal, a harmadikat 37,70%-kal, a negyediket pedig 21,31%-kal.

Megoldas #2

A [9.11] kod esetén a kifizetési matrixot atirtuk, hogy biztositsuk a LP valtozok
nemnegativitasat. ‘Alapesetben’ az LP feladatokat tgy szoktuk targyalni, hogy a
bizonyos véltozok elGjelkotetlenek. A CPXLP kod esetén ezt tgy érhetjiik el, hogy
a bound szekcioban megadjuk mely valtozok elGjelkotetlenek. Jelen esetben a p
valtozok valoszintiséget fejeznek ki, ezek mindig nemnegativak. A v valtozo pedig a

biztonsagiszint értéke, ami elGjelkdtetlen. Ebben az esetben a kod:

9.12. kéd.

min
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subject to

sl: — 5pl - 2p2 + 4p3 - v <=0
s2: + 4pl - p2 + 3p3 - v <=0
s3: + 0pl + 6p2 - 4p3 - v <=0
sd: - 2pl - 3p2 + Tp3 - v <=0
ve: pl + p2 + p3 =1
bound

v free

end

Az eredmény ugyanaz, mint korabban, egyediil a célfiiggvény értéke valtozott,

most ‘egybdl” megkapjuk a 1,213114754 értéket.

9.13. példa. A [9.10 feladatban megadott kifizetési mdtriz esetén a jaték a
sorjdatékosnak kedvez. Mennyivel kell csokkentent az elsd sor elsd sor elsd elemét,

hogy a jdték igazsdagossd vdljék? Hdt a mdsodik sor elsd elemét?

Megoldas

Az els§ kérdés konnyen megvalaszolhatd. Az elsG stratégiajat a sorjatékos 0
valoszintiséggel jatssza. Ha csokkentjiik ebben a cellaban a jaték értékét, akkor
tovabbra is 0 valoszintiséggel fogja jatszani ezt a stratégiat, tehdt semmi érdemi
valtozas nem torténik (nem valtozik a jaték értéke). Az elss sor elsd cellaban szerepld
érték valtoztatasaval nem tudjuk igazsagossé tenni a rendszert.

A masodik sor elsé celldja mar izgalmasabb kérdés, hiszen a masodik stratégiat
mind a két jatékos pozitiv valdszintiséggel jatssza. Els6 ranézésre, ez is egy
érzékenységvizsgalati hatarnak tinik. Az részben igaz is, de a Kkifizetési matrix
maéasodik soranak els6 cellajaban szerepls érték a LP feladat ‘A’ métrixanak eleme.
Ezekre az értékekre nem tudunk érzékenységvizsgalati hatarokat meghatarozni.
‘Probalgatassal jutunk csak eredményre. Ha cella értéke 0-va valik, akkor a jaték

értéke is 0 lesz, azaz fair lesz a jaték.
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9.2. Gyakorl6 feladatok

9.2.1. Egyszeriibb feladatok

9.14. példa. A kovetkezd kifizetésmdtrizi konstans 10 dOsszeqid jdatékot jdatszdk

ketten:

QW

w ov ot X
oo |
e o oo N

Ha mind a két jatékos raciondlis, akkor a domindns stratégidkat figyelembe véve

mi lesz a jdték kimenetele?
Megoldés a [360} oldalon.

9.15. példa. Két jdtékos a kovetkezd jdtékot jdtssza: Mind a ketten mondanak
eqy szamot 1 és 3 kézdtt. Ha ugyanazt mondjik, akkor az oszlopjdtékos kifizeti
sorjdatékosnak a bemondott szamot. Ha 1 a kiilonbség, akkor pedig az oszlopjatékosnak
fizet a sorjdtékos, a nagyobb szdmmal megeqyezd Osszeget. Ha a kiilonbség kettd,
akkor az oszlopjdtékos fizet a sorjatékosnak kettdt.

Egy LP modell felirdsdval hatdrozza meg, hogy melyik jatékosnak kedvez ez a
jatékszabdly.

Megoldas a |361} oldalon.

9.16. példa. Hatdrozza meg a kovetkezd konstans 100 0&sszeqi jaték kevert
stratégiajat eqy LP modell seqgitségével:

1 2 3 4 5

80 40 20 50 80
10 90 60 90 30
50 40 40 60 50
50 90 10 90 60
40 10 80 90 50

HIT QW >

Mekkora valdszintdséggel fognak 50-50 ardnyban osztozni a 100 dsszegen?
Megoldas a [362] oldalon.
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9.2.2. Nehezebb feladatok

9.17. példa. Andrds és Bdlint eqy mddositott kd-papir-ollo jatékot jdatszanak. A
jaték zéroosszegi, azaz amit az eqyik jdtékos megnyer a mdsik elveszit. Az eredeti
vdlasztasok (k6, papir, ollo) esetén a nyertes 100 Ft-ot kap.

Bdlint a sima ké/papir/ollo jel felmutatdsa mellett még tovdbbi hdarom lehetséges
akcioval rendelkezik: mutathat egyszerre két jelet is (tehdt kd+ollot, ké+papirt, és
ollo+papirt). Ha olyan kombindciot vdlaszt, ami nem tartalmaz olyan jelet, amit
Andrds felmutatott, akkor nyer 200 Ft-ot, kilénben 50 vagy 0 Ft-ot kap annak
fligguényében, hogy az eqyik dltala mutatott jel le tudja-e gydzni Andrds dltal mutatott
jelet (pl. ké+ollo legydzi az olldt (50), de a kovet nem (0)).

Andrdsnak van egy tovabbi vdlasztdsi lehetdsége, a K&, Papir és az Ollon til: a
Joker. A Joker stratégia esetén Andrds 400 Ft-ot nyer, ha Bdlint eqy kombindciot
mutat. Viszont, ha Bdlint csak egy lehetdséget vdlaszt, akkor a Joker esetén Andrds
fizet 100 Ft-ot Bdlintnak. Adja meg a jatékosok kevert stratégidit és a vdrhato
kifizetéseit.

Megoldas a [363] oldalon.

9.18. példa. FEgy futballcsapat a kévetkezd meccsének a stratégidjdt jdatékelméleti
modszerekkel akarja meghatdrozni. Arrol akarnak donteni, hogy a két féliddben
tdmado vagy védekezd stratégidval jatszanak. A kévetkezd tdblazat mutatja meg,
hogy feltételezéseik szerint milyen kimenetre szamitanak a kilonbozd stratégidk

kivdlasztdsa esetén.

stratégia gy6zelmi esély
sajat ellenfél | 1.félidg 2.félids
Tamadé  Téamado 50 50
Tamadd Védekezd 70 40
Védekezg Védekezs 50 50
Védekezd Téamado 30 60

Ezeket az értékeket gy kell értelmezni, hogy példdul, ha az elsd félidében a sajdt
csapat tdmadd stratégidt vdlasztja, az ellenfél pedig védekezd stratégidt, akkor 70%

esélyét latjak arra, hogy a sajdt csapat jobban fog dllni a félidd végén. A mdsodik
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felidében faradtabbak a jdtékosok, ezért a tdmado stratégia a védekezdvel szemben
csak 40% esélyt ad a vezetésre. A csapat célja, hogy az dsszesitett gydzelmi esélyt
maximalizdljak, amit a két félidd esélyeinek az dtlagoldsdval hatdroznak meg.

A csapatnak lehetdsége van az eredeti feldlldastol eltérni. Tobb csatdart is tud
alkalmazni (A feldllas), ekkor az elsd félidében a tamadds stratégia 10 szdzalékponttal
hatékonyabb, viszont a védekezés 10 szdzalékponttal gyengébb mind a két féliddben.
A mdsodik félidében a tdmadds is gyengébb ebben az esetben 5 szdzalékponttal.

Ezen kil akdr tobb hatvéddel is jatszhatnak (B feldllds), ekkor az elsé félidében
tamadds gyengébb 5 szdzalékponttal, de a védekezés mind a két félidében erdsebb &
szdzalékponttal.

Hatdrozza meg LP modell felirisdval, hogy melyik stratégidt haszndlja a csapat

és melyik felallast (eredeti, A vagy B).

Megoldas a |365] oldalon.
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10. fejezet

Megoldasok

10.1. Linearis programozas emlékezteto

példa megoldasa.
Jelolje x1, x2, x3 és x4 a négy termék aranyat 1 gramm 1j termékben. Nyilvan

ezeknek az 0sszege pontosan 1:
gr: + x1 + X2 + x3 + x4 = 1
Ezen kiviil két also korlatunk van: egy a kalciumra (Ca), és egy a magnéziumra (Mg):

Ca: +140x1 +105x2 + 99x3 + 90x4 >= 100
Mg: + 65x1 + 72x2 +100x3 +123x4 >= 90

A foszfor (P) értéke az 0j termékben a 85-95 mg kozotti intervallumban mozoghat,

tehat egy also- és egy fels6 korlatot kell a modellhez adni:

P a: +152x1 +115x2 + 81x3 + 98x4 >= 85
P f: +152x1 +115x2 + 81x3 + 98x4 <= 95

A K-vitamin esetében a korlat mértékegysége ugyan eltér a korabbi korlatokétol, de

ez a felirdst nem modositja:
Kvit: + 71x1 + 42x2 + 41x3 + 83x4 >= 60

A célfiiggvényben az egy grammra jut6 elGallitdsi koltséget minimalizaljuk:
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Min

+67x1 +83x2 +68x3 +55x4

Természetesen az Osszes valtozé nemnegativ, viszont a CPLEX-LP formatumban ezt

nem kell kiilon kikotni. Tehat a feladat teljes kodja:
10.1. kod.
Min

67x1 + 83x2 + 68x3 + 55x4

Subject to

gr: + x1 + X2 + x3 + x4 = 1
Ca: +140x1 +105x2 + 99x3 + 90x4 >= 100
Mg: + 65x1 + 72x2 +100x3 +123x4 >= 90

P a: +152x1 +115x2 + 81x3 + 98x4 >= 85
P f: +152x1 +115x2 + 81x3 + 98x4 <= 95
Kvit: + 71x1 + 42x2 + 41x3 + 83x4 >= 60

end

Az optimaélis megoldés:

Objective: obj = 62.99850299 (MINimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 gr NS 1 33.7246
2 Ca NL 100 0.678144
3 Mg B 104.913
4 P_a B 95
5 P_f NU 95 -0.405689
6 Kvit B 60.024

No. Column name St Activity Marginal
1 x1 B 0.107036
2 x2 NL 0 24.7246
3 x3 B 0.516467
4 x4 B 0.376497

A Sensitivity Analysis (érzékenységvizsgalati jelentés) fontosabb oszlopai:

Row name St Activity Slack Activity
Marginal range
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33.72455 1.05929

Ca NL 100.00000 . 91.58824
.67814 100.01294

Mg BS 104.91317 -14.91317 104.91317
104.89159

P_a BS 95.00000 -10.00000 95.00000
94.98394

p_f NU 95.00000 . 94.98394
-.40569 108.80000

Kvit BS 60.02395 -.02395 60.02395
45.11377

Column name St Activity Obj coef Obj coef
Marginal range

x1 BS .10704 67.00000 13.70588
127.22222

X2 NL . 83.00000 58.27545
24.72455 +Inf

x3 BS .51647 68.00000 57.16000
+Inf

x4 BS .37650 55.00000 —-Inf
67.76056

a) Egy gramm el6allitanak az optimuma 62,99850299, ezt 1,8-cal beszorozva
megkapjuk 1 tablettanak az elGallitasi koltségét, ami tehat 113.4 Ft.

b) Mivel az optimalis megoldasban a foszfor fels§ korlatja aktiv, ezért az also
korlatozas valtozasa nem fogja befolyasolni az optimumot. A felsd korlat aktiv
feltétel, tehat egységnyi novelése esetén a korlat arnyékarat kell figyelembe
venni, ami —.40569. A korldt addig marad aktiv, amig a felsé korlatozas

a 108,8-as foszfor mennyiséget el nem éri (jelen esetben 96 lesz ezen érték
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maximuma). Mivel az arnyékarat egy mg novelése esetén tudjuk értelmezni,
igy az egy tablettara juto koltség 0,40569 x 1,8 értékkel fog csdkkenni, azaz
112,67 F't lesz.

c) Az als6 korlatot ebben az esetben sem kell figyelembe venni, mivel nem
aktiv feltétel. A foszfor felsg korlatjat azonban csak 108, 8-ig tudjuk ezzel
az érzékenységvizsgalattal vizsgalni, tehat a 115 mg-os fels6 korlat esetén a
jelenleg hasznalt arnyékar nem lesz érvényes, azaz a koltség nem 0,40569 x
(115 — 95) értékkel fog csokkenni. Ezen kérdés megvalaszolasahoz a modellt

mindenképpen ujra kell futtatni.

Allitsuk a modellben a foszfor felsé korlatjanak jobb oldalat 115-re, és futtassuk

djra a modellt. Ekkor a kévetkezd eredményt kapjuk:

Objective: obj = 57.4 (MINimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 gr NS 1 33.4
2 Ca NL 100 0.24
3 Mg B 111.4
4 P_a B 108.8
5 P_f B 108.8
6 Kvit B 80.6

No. Column name St Activity Marginal
1 x1 B 0.2
2 x2 NL 0 24.4
3 x3 NL 0 10.84
4 x4 B 0.8

Tehét egy tabletta dra 57,4 x 1,8 = 103, 32 lesz. Az eredménybdl lathato, hogy

ekkor a foszfor felsé korlatja nem aktiv feltétel.

d) Az eredeti esetben a magnézium nem aktiv feltétel, az 4j termék 1 grammjaba
osszesen 104,913 mg magnézium keriil, mikozben a korlat arra vonatkozik,

hogy legalabb 90-nek kell benne lennie. Ha a korlat jobb oldalat 10 egységgel
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noveljiik, a feltétel akkor sem lesz aktiv, tehat az optimumot nem fogja

megvaltoztatni.

e) A maéasodik terméket jelenleg nem hasznaljuk fel az @j termék keverésénél,
azonban az elGallitasi koltség csokkentése eredményezheti azt, hogy ez a valtozo
is bekeriiljon a bazisba. Azt, hogy meddig kell a koltséget ehhez csokkenteni,
az eredményben a redukalt koltség mutatja meg (marginal oszlop), ami a
masodik valtozo esetén 24,7246. Tehat ahhoz, hogy a masodik terméket is
felhasznaljuk az 10 termék keverésénél, legalabb 24,7246 forintos arcsokkenés
szitkséges. Mivel 20 < 24,7246, ezért a masodik termék aresése nem fogja

csOkkenteni az 4 termék elGallitasi koltségét.

Amennyiben a koltség jobban csokkenne, mint 24,7246, akkor az 1j

viszonyokrol csakis a modell tjrafuttatédsa esetén tudnénk biztosat mondani.

példa megoldasa.

Ez a feladat a példdhoz hasonléan egy termelési feladat. Legyenek az
x1,x2,x3>= 0 folytonos valtozok rendre az alma, a barack és az alma-barack
iidit6kbdl készitett mennyiségek, amelyek a napi termelést adjak meg literben.

Az LP felirasa esetén négy termelési korlatot kell figyelembe venni: cukorra, vizre,
almastiritményre és barackstritményre vonatkozot. A viz és siiritmények esetén az
1 liter idit6khoz sziikséges mennyiségek ml-ben vannak megadva, ezért a korlatozo
mennyiségeket is at kell alakitani literbél ml-re.

Ezeken kiviil sziikségiink van tovabba a minimalis gyartasi feltételeket leiro

egyenletekre. A célfiiggvényben a bevételt maximalizaljuk. Tehét a kod:

10.2. koéd.
max
bev: +300x1 +380x2 +400x3

Subject to

cukor: + 10x1 + 8x2 + 7x3 <= 30000
viz: +770x1 +650x2 +450x3 <= 150000
alma: +230x1 +260x3 <= 60000
barack: +350x2 +290x3 <= 40000
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ml: + 1x1 >= 20

m2: +  1x2 >= 20
m3: + 1x3 >= 20
end

Az optimélis megoldés pedig:

Objective: Dbev = 86543.12584 (MAXimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 cukor B 2070.75
2 viz NU 150000 0.38961
3 alma B 55212.7
4 barack NU 40000 0.774742
5 ml B 111.42
6 m2 NL 20 -144.407
7 m3 B 113.793
No. Column name St Activity Marginal
1 x1 B 111.42
2 X2 B 20
3 x3 B 113.793

Amennyiben a feladatban arra keressiik a vélaszt, hogy 1 literes palackokban
mennyit termeljiink, akkor a valtozokrol fel kell tenni az egészértékiiséget, tehat a

kédhoz hozz4 kell adni az

integer
x1
X2
%3

sorokat.

Ebben az esetben az eredmény:

Objective: Dbev = 86100 (MAXimum)

No. Row name Activity
1 cukor 2061
2 viz 149320
3 alma 54910

211



4 barack 39770
5 ml 111
6 m2 20
7 m3 113
No. Column name Activity
1 x1 * 111
2 x2 * 20
3 x3 * 113

Tehéat az elss, folytonos esetben a bevétel 86543,12584 forint lett, mig az
egészértékd megoldas esetén 86100 forint. A folytonos esetben rendre (111,42; 20;
113,793) litert kell késziteni az idit6kbdl, mig a masodik esetben (111; 20; 113)
palackot.

Ha a barack: korlat jobb oldalat 5000 egységgel noveljiik, akkor ennek a
valtozasnak a bevételre gyakorolt hatésit az arnyékarbol tudjuk megmondani,

amennyiben a korlat aktiv marad. Fzt az érzékenységvizsgalati jelentés mutatja:

Row name St Activity Slack Activity
arginal range
barack NU 40000.00000 12800.00000

77474 51054.80869

Az érzékenységvizsgalati jelentés alapjan a korlat jobb oldalat 51054.80869-as
értékig lehet novelni, addig aktiv marad. Tehat amennyiben a barackstritménybdl
45 liter allna rendelkezésre, akkor a bevétel 86543,12584 + 5000 x 0,77474 =
90416, 83584 Ft lenne.

Az egészértéki modell esetén nem tudjuk meghatarozni az arnyékérat
s6t az érzékenységvizsgalati jelentést sem tudjuk elkésziteni. A feladat
eredménytablazataban lathato, hogy ez a korlat nem egyenl&ségként teljesiil, tehat
40000 — 39770 = 230 ml barackstritmény marad a nap végén a raktarban. Azonban
mivel a névekedés 5000 ml, ami a fenti kimarado6 értéknél tobb, ezért a célfiiggvény
értékét biztosan novelni fogja. Azonban errél nem tudunk semmit sem a jelenlegi
ismereteinkbdl, ezért a modellt Gjra kell futtatni. Ekkor a koévetkezd eredményt

kapjuk:
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Objective: Dbev = 90300 (MAXimum)

Row name Activity Lower bound Upper bound
cukor 2087 30000
viz 149720 150000
alma 57290 60000
barack 44990 45000
ml 101 20
m2 20 20
m3 131 20
Column name Activity Lower bound Upper bound
x1 * 101 0
X2 * 20 0
%3 * 131 0

Tehat ebben az esetben a bevétel 90300 ft lesz.

2.23. példa megoldasa.

A kovetkezd binaris valtozokat hasznaljuk:

e z;: A vallalat az A televizioban hirdet.

o 15 A vallalat az B televiziéban hirdet.

e 13: A vallalat a megyei radidéban hirdet.

e 14 A vallalat az orszégos radioban hirdet.
e 15 A vallalat nyereményjatékot indit.

e 14 A vallalat plakdtokkal hirdet.

e 17,13, T9: A vallalat internetes hirdetései, névekvd koltségek szerint.

Minden valtoz6 binaris, ahol az x; = 1 jelenti az i-edik hirdetés elinditasat. Az

IP-ben az elérhetd emberek szamét szeretnénk maximalizalni:

9
max E Gy,
=1
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ahol a ¢; az i-edik hirdetés altal elérheté emberek szama. Tovabbé jelolje a; az i-edik
hirdetés koltségét, és B azt az Osszeget, amit a vallalat a kampanyra szén. Ekkor

marketingkampany soran a kdvetkezd koltségvetési korlatnak kell teljesiilnie:

9
=1

A két televizibban egyszerre nem hirdethet a vallalat, azaz masképpen az x| és

az xy egyszerre nem veheti fel az 1-es értéket:
T+ a9 < 1.
Ezen kiviil pontosan egy internetes hirdetést valasztaniuk kell:
Tr+xg+x9=1.

Amennyiben az A tv-ben hirdetnek, akkor a megyei radioban is hirdetniiik kell.
Masképpen fogalmazva amennyiben z; = 1, akkor 3 = 1, azonban ha z; = 0, akkor

x3 lehet nulla és egy is. Az IP-be ezt a kdvetkezGképpen tudjuk implementalni:
T < a3 .

Amennyiben mind a két radidban egyszerre hirdetnek, akkor a legdragabb
internetes hirdetést nem valaszthatjak. Tehat amennyiben z3+ x4 = 2, akkor x9 = 0.
Ehhez vezessiik be az ys34 binaris véaltozot, ami akkor 1, ha x3 + x4 = 2. Tehat

méasképpen a két korlatot kell a modellhez adni:
2034 S w3+ 14 < 1+ Y3y
Ezzel a valtozoval pedig konnyen korlatozhatjuk az zg valtozot:

Tg <1 — 1y

214



Nyereményjatékot csak akkor indithatnak, ha orszigos radidban, és valamelyik
televizioban hirdetnek. Tehat x5 csak akkor lehet 1, ha x4y = 1 és 1 + 29 = 1.
Ehhez megint bevezetiink egy binéris segédvaltozot: legyen s;o = 1, ha xy + x5 = 1,
kilénben pedig 0.

S12 < 21+ 29 < 819

Ekkor tehat az z; = 1 csakis akkor teljesiilhet, ha x4 + s1o = 2, amit a

kovetkezSképpen illeszthetiink a modellbe:

205 < wy+s12 < 1+ a5 .

A CPLEX-LP kod:
10.3. kod.

max
400x1 +340x2 +60x3 +200x4 +350x5 +130x6 +100x7 +220x8 +500x9

subject to

ktg: +15x1 +12x2 +3x3 +8x4 +16x5 +8x6 +5x7 +10x8 +20x9 <=50
tv: x1 +x2 <=1

inter: x7 +x8 +x9 =1

Ao: x1-x3 <= 0

yE: x3 +x4 - y34 <=1
ya: —x3 —-x4 +2y34 <= 0
yx9: X9 + y34 <=1
sf: x1 +x2 -sl12 <=0
sa: x1 +x2 -s12 >= 0
sx4a: x4 —-2x5 +s12 >= 0
sx4f: x4 — x5 +s512 <=1
binary

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9
y34

sl2

end

Az optimélis megoldés pedig:

Objective: obj = 1170 (MAXimum)
Row name Activity Lower bound Upper bound
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ktg 49 50
tv 1 1
inter 1 1 =
Ao -1 0
vt 1 1
ya 0 0
yx9 1 1
sf 0 0
sa 0 0

sx4a 0 0

sx4f 1 1
Column name Activity Lower bound Upper bound
x1 * 0 0 1
X2 * 1 0 1
x3 * 1 0 1
x4 * 1 0 1
x5 * 1 0 1
X6 * 0 0 1
X7 * 0 0 1
x8 * 1 0 1
x9 * 0 0 1
y34 * 1 0 1
sl2 * 1 0 1

Véarhatoan 1170 embert érhetnek el a marketingkampéannyal, és 6sszesen 49 millio

forintba fog keriilni.

példa megoldasa.

Jelblje x; az i-edik héten a Balaton vizallasat mutatd nemnegativ, folytonos valtozot.
Valamint jelolje y; az i-edik héten a Si6 csatornaval leengedett viz mennyiségét. Mivel

ez a mennyiség minden idészakban legfeljebb 20 mm lehet, ezért:

y; <20 i=1,...52.

Jeloljiikk a Zala folyd hozamat az i-edik héten z;-vel, amely értékeket a

feladat kifrasaban megtalalunk. A Balaton vizéllasa az i-edik héten a korabbi hét
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vizallasaval, a Zala folyé hozaméaval, és a Si6 leengedésével egyezik meg:
xi:xi_l—i—zi—yi Z=1,52,

amit természetesen at kell rendezniink gy, hogy a valtozok az egyenléség bal oldalan
legyenek:
xi—:cl-,l—i—yl-:zi 221,52

A 0-adik iddszakban a Balaton a 3996-os vizszinten all, tehat z, = 3996. A
Balaton vizszint-ingadozasanak modellezésére bevezetiink egy d valtozot is, amelyre

a kovetkezd korlatoknak kell teljesiilnitik:
4000 —d < z; <40004+d +=1,...52,

amelyek atrendezve:

2 —d <4000 i=1,...52

és

x;+d>4000 i=1,...52.

A célfiiggvényben egyediil a d valtozot kell minimalizélni. A CPLEX-LP kod:

10.4. kod.
Min
d

Subject to

ylk: vyl <= 20
y2k: y2 <= 20
y3k: y3 <= 20
ydk: y4 <= 20
yb5k: y5 <= 20
yek: vy6 <= 20
ylk: y7 <= 20
y8k: y8 <= 20
y9k: v9 <= 20
y1l0k: y10 <= 20
yllk: y11 <= 20
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y1l2k:
y13k:
yldk:
y1l5k:
yl6k:
y1l7k:
y1l8k:
y19k:
y20k:
y21lk:
y22k:
y23k:
y24k:
y25k:
y26k:
y2T7k:
y28k:
y29k:
y30k:
y31lk:
y32k:
y33k:
y34k:
y35k:
y36k:
y3T7k:
y38k:
y39k:
y40k:
ya4lk:
y42k:
y43k:
y44dk:
y45k:
y46k:
ya4Tk:
y48k:
y49k:
y50k:
y51k:
y52k:

cO:
cl:
c2:

y12
y13
y1l4
y15
y16
y17
y18
v19
yv20
y21l
y22
y23
y24
y25
y26
y27
y28
v29
y30
y31
y32
y33
y34
y35
y36
y37
y38
y39
v40
yv4al
v42
yv43
v44
yv45
y46
ya
y48
v49
y50
y51
y52

x0 =

x1
X2

20

= 20

20

= 20
= 20

20

= 20

20
20
20

= 20
= 20

20
20
20
20
20

= 20

20
20
20
20

= 20

20
20
20
20
20

= 20

20
20
20
20
20
20

= 20

20
20
20

= 20

20

3996

-x0
-x1

+y1
+y2

= 21
= 18
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c3:
c4:
c5:
cb6:
c7:
c8:
c9:

clO:
cll:
cl2:
cl3:
cld:
clb5:
clo6:
cl7:
cl8:
cl9:
c20:
c21:
c22:
c23:
c24:
c25:
Cc26:
c27:
c28:
c29:
c30:
c31:
c32:
c33:
c34:
c35:
c36:
c37:
c38:
c39:
c40:
cdl:
cd?2:
c43:
cd4:
c45:
cd6:
cd7:

x3

x4

x5

X6

x7

x8

x9

x10
x11
x12
x13
x14
x15
x16
x17
x18
x19
x20
x21
X272
x23
x24
x25
x26
x27
x28
x29
x30
x31
X32
x33
x34
x35
x36
x37
x38
x39
x40
x41
x42
x43
x44
x45
x46
x477

-x2
-x3
-x4
-x5

-x7

-x8

-x9

-x10
-x11
-x12
-x13
-x14
-x15
-x16
-x17
-x18
-x19
-x20
-x21
-xX22
-x23
-x24
-x25
-X26
-x277
-x28
-x29
-x30
-x31
-x32
-x33
-x34
-x35
-x36
-x37
-x38
-x39
-x40
-x41
-x42
-x43
-x44
-x45
-x46

+vy3

+y5

+y12

+yl3 =
= 34

+y1l4

+yl5 =

+y16

+yl7 =
+yl8 =

+y19
+y20

+y21 =
= 10

+y22

+y23 =
= 20

+y24

+y25 =
+y26 =
= 15

+y27

+y28 =
+ty29 =
+y30 =

+y31
+y32

+y33 =
= 14

+y34
+y35

+y36 =
= 25

+y37

+y38 =
+y39 =
+y40 =
+y4l =
= 11

+y42

+y43 =
= 18

+y44

+y45 =
+y46 =
= 10

+y47

= 16

13

= 12
= 11
= 14
= 13
= 26
+y10 =
+yll =
= 40

33
37

31

11
13

10

13
15

19

24
23

17
29
28
21
10
16

12
28

16
18
19
17

13

13
11
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cd48: x48 —-x47
cd49: x49 -x48
c50: x50 -x49
cb5l: x51 -x50

c52: x52
x1_ f: x1
x2_f: x2
x3_f: x3
x4 f: x4
xb_f: x5
x6_f: x6
x7_f: x7
x8_f: x8
x9_f: x9
x10_f: x10
x11 f: x11
x12_ f: x12
x13 f: x13
x14_ f: x14
x15_f: x15
x1l6_f: x16
x17_f: x17
x18 f: x18
x19 f: x19
x20_f: x20
x21_f: x21
x22_f: x22
x23_f: x23
x24_f: x24
x25_f: x25
x26_f: x26
x27_f: x27
x28_ f: x28
x29_f: x29
x30_f: x30
x31_f: x31
x32_f: x32
x33_f: x33
x34_f: x34
x35_f: x35
x36_f: x36
x37_f: x37
x38_f: x38
x39_f: x39

-x51

+y48 =
+y49 =
+y50 =
+y51 =
+y52 =
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000

12

12
13
16
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x40_f:
x41_f:
x42 f:
x43_f:
x44 f:
x45_f:
x46_f:
x47_f:
x48 f:
x49_ f:
x50_f:
x51_f:
x52_f:

x1_a:
xX2_a:
xX3_a:
x4_a:
x5_a:
X6_a:
x7_a:
x8_a:
x9_a:
x10_a:
x1l1l _a:
x12_a:
x13_a:
x14_a:
x15_a:
x16_a:
x17_a:
x18_a:
x19_a:
x20_a:
x21 _a:
xX22_a:
x23_a:
x24_a:
x25_a:
X26_a:
x27_a:
x28_a:
x29_a:
x30_a:
x31_a:

x40
x41
x42
x43
x44
x45
x46
x477
x48
x49
x50
x51
x52

X0

x9

x10
x11
x12
x13
x14
x15
x16
x17
x18
x19
x20
x21
X22
x23
x24
x25
X26
x277
x28
x29
x30
x31

+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d

4000

= 4000

4000

= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000

4000

4000
4000
4000

= 4000

4000

= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000

4000

= 4000

4000
4000
4000
4000
4000
4000

= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000

4000

= 4000
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xX32_
x33__
x34
x35_
x36__
x37_
x38__
x39
x40_
x41
x42
x43_
x44
x45_
x46__
x47__
x48_
x49
x50__
x51_
x52__

end

a)

a: x32 +d >= 4000
a: x33 +d >= 4000
a: x34 +d >= 4000
a: x35 +d >= 4000
a: x36 +d >= 4000
a: x37 +d >= 4000
a: x38 +d >= 4000
a: x39 +d >= 4000
a: x40 +d >= 4000
a: x41 +d >= 4000
a: x42 +d >= 4000
a: x43 +d >= 4000
a: x44 +d >= 4000
a: x45 +d >= 4000
a: x46 +d >= 4000
a: x47 +d >= 4000
a: x48 +d >= 4000
a: x49 +d >= 4000
a: x50 +d >= 4000
a: x51 +d >= 4000
a: x52 +d >= 4000

A megoldasban d = 40.5, tehéat a Balaton vizéllasa a 3959, 5—4040, 5 mm-es

intervallumban fog maradni.

Ez a kérdést méasképpen tugy lehetne atfogalmazni, hogy melyik y; véltozo
kapacitasanak egységnyi novelése csokkentené leginkdbb az optimaélis d értékét.
Mivel az y; kapacitasat az

yi <20

korlatok adjak meg, d értéke pedig megegyezik a célfiiggvény értékével, ezért
ezeknek a korlatoknak az &arnyékarait kell figyelembe venni. A szivattyu
hasznalatat pedig arra hétre kell id6ziteni, amikor ennek a korldtnak az

arnyékara a legkisebb (=a legjobban csokken a célfiiggvény értéke, azaz d).

A korlatok arnyékarai:

No. Row name St Activity Marginal
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yvlk

y2k

y3k

yv4k

y5k

yb6k

y7k

y8k

y9k

y10k
y1llk
y12k
y13k
yl4dk
y15k
ylok
y1l7k
y1l8k
y19k
y20k
y21lk
y22k
y23k
y24k
y25k
y26k
y2T7k
y28k
y29k
y30k
y31lk
y32k
y33k
y34k
y35k
y36k
y37k
y38k
y39k
y40k
y4lk
y42k
y43k
y44k
y45k
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20
20
20
20
20
20
20
14.5
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20
16
20
20
20
20
20
20
14
13
18
13



46 y46k B 11
47 y47k B 10
48 y48k B 12
49 y49k B 8
50 y50k B 12
51 y51k B 13
52 y52k B 16

A tablazat alapjan a 9-14 hét kozott javit a d értékén a szivattyu alkalmazésa,
minden héten ugyanakkora mértékben. Ezen hetek barmelyikén lehet a

szivattyit alkalmazni.

A Zala foly6 els6 heti vizhozama egyediil a c1: korlatban szerepel. Erre a
kérdésre a korlat jobb oldalanak megengedhetd novelése és csokkentése ad

valaszt, ami 19,5-26,5.

Row name St Activity Slack Activity
Marginal range

cl NS 21.00000 . 19.50000
26.50000

Tehat amig ez a két érték kozott marad a vizhozam, addig az iitemterv sem

valtozik.

Ebben az esetben a modellen véltoztatni kell, hozzdadunk a modellhez s;
binaris valtozokat. Amennyiben s; = 1, akkor a Si6 zsilipje nyitva van. Nyilvan
ebben az esetben y; > 0, amit most az egyszertibb feliras kedvéért y; > 0,001-re

egyszertsitiink. Ekkor az y-ra a kovetkezd korlatok vonatkoznak:

(Az eredeti feladat megoldasabol tudjuk, hogy valojaban az also korlat jelen
esetben nem sziikséges, azonban ha mas paraméterekre futtatnank ezt a
modellt, akkor kiilon ki kell kétni, hogy a zsilip nyitasa pozitiv mennyiséget

jelent.)
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Ezen kiviil fel kell tenni, hogy a zsilipek nyitasdnak szama legfeljebb 5 lehet:

A modositott kod:

10.5. kod.
Min
d

Subject to

ylf: yl1 -20sl <=
y2f: vy2 -20s2 <=
y3f: y3 -20s3 <=
ydf: vy4 -20sd4 <=
y5f: y5 -20s5 <=
y6f: vy6 -20s6 <=
y7f: y7 -20s7 <=
y8f: y8 -20s8 <=
y9f: v9 -20s9 <=
y1l0f: y10 -20sl10 <=
yllf: y11 -20sll <=
yl2f: yl2 -20sl1l2 <=
yl13f: y13 -20s13 <=
yl4f: yl14 -20sl4 <=
y15f: y15 -20s15 <=
ylef: yle -20sl6 <=
yl7f: y17 -20sl17 <=
yl8f: y18 -20s18 <=
y1l9f: y19 -20s19 <=
y20f: y20 -20s20 <=
y21f: y21 -20s21 <=
y22f: y22 -20s22 <=
y23f: y23 -20s23 <=
y24f: y24 -20s24 <=
y25f: y25 -20s25 <=
y26f: y26 -20s26 <=
y2T7f: y27 -20s27 <=
y28f: y28 -20s28 <=
y29f: y29 -20s29 <=
y30f: y30 -20s30 <=
y31f: y31 -20s31 <=

O O O O O O O O OO OO OO OO OO OO OO ooooo
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y32f:
y33f:
y34f:
y35f:
y36f:
y37f:
y38f:
y39f:
y40f:
y4lf:
ya42f:
y43f:
y44f:
y45f:
y46f:
y4T7f:
y48f:
y49f:
y50f:
y51f:
y52f:

vla:
y2a:
y3a:
vda:
yba:
yb6a:
y7a:
y8a:
y9a:

yl0a:
ylla:
yl2a:
yl3a:
ylda:
ylba:
ylb6a:
yl7a:
yl8a:
yl9a:
y20a:
y2la:
y22a:
y23a:

y32 -20s832 <=
y33 -20s33 <=
y34 -20s34 <=
y35 —-20s35 <=
y36 —-20s36 <=
y37 -20s37 <=
y38 —-20s38 <=
y39 -20s39 <=
y40 -20s40 <=
y4l -20s41 <=
y42 -20s42 <=
y43 -20s43 <=
y44 -20s44 <=
y45 -20s45 <=
y46 -20s46 <=
y47 -20s47 <=
y48 -20s48 <=
y49 -20s49 <=
y50 -20s50 <=
y51 -20s51 <=
y52 -20s52 <=

yl -0.
yv2 —0.
y3 -0.
vd -0.
y5 -0.
y6 -0.
y7 -0.
y8 -0.
v9 -0.
y1l0 -0.
y1ll -0.
yl2 -0.
y1l3 -0.
yl4 -0.
y1l5 -0.
yl6 —-0.
y1l7 -0.
yl8 -0.
y1l9 -0.
y20 -0.
y21 -0.
y22 —0.
y23 0.

001s1
001s2
001s3
001s4
001s5
001s6
001s7
001s8
001s9
001s10
001s11
001s12
001s13
001s14
001s15
001slo
001s17
001s18
001s19
001s20
001s21
001s22
001s23

O O O O O O OO OO OO0 OO ooooo

O O O O O O OO OO OO0 OO0 oOoOoo o oo
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y24a:
y25a:
y26a:
y27a:
y28a:
y29a:
y30a:
y3la:
y32a:
y33a:
y34da:
y35a:
y36a:
y3T7a:
y38a:
y39a:
y40a:
vdla:
y42a:
y43a:
y4da:
y45a:
ydba:
vdia:
y48a:
y49a:
y50a:
ybla:
y52a:

cO:
cl:
c2:
c3:
cé:
c5:
c6:
c7:
c8:
c9:
cl0:
cll:
cl2:
cl3:

y24
y25
v26
y27
y28
v29
y30
y31
y32
y33
y34
y35
y36
y37
y38
y39
v40
yva4l
y42
y43
y44
y45
v46
y4a7
y48
v49
y50
y51
y52

x0 =
x1
X2
x3
x4
x5
X6
x7
x8
x9
x10
x11
x12
x13

-0.001s24
-0.001s25
-0.001s26
-0.001s27
-0.001s28
-0.001s29
-0.001s30
-0.001s31
-0.001s32
-0.001s33
-0.001s34
-0.001s35
-0.001s36
-0.001s37
-0.001s38
-0.001s39
-0.001s40
-0.001s41
-0.001s42
-0.001s43
-0.001s44
-0.001s45
-0.001s46
-0.001s47
-0.001s48
-0.001s49
-0.001s50
-0.001s51
-0.001s52

3996
-x0 +yl
-x1 +y2
-x2  +y3
-x3 +ty4
-x4 +y5
-x5 +yb
-xX6 ty7
-x7 +y8
-x8 +y9

-x9 +yl1l0 =
-x10 +yll =
= 40

—x11 +y12

-x12 +y13 =

= 21
= 18
= 16
=13
=12
= 11
= 14
= 13
= 26

33
37

31

O O O O O O OO O OO OO OO0 oo oo o
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cld:
clb:
clé6:
cl7:
cl8:
cl9:
c20:
c2l:
c22:
c23:
c24:
c25:
c26:
c27:
c28:
c29:
c30:
c31:
c32:
c33:
c34:
c35:
c36:
c37:
c38:
c39:
c40:
cdl:
cd2:
cd3:
c4d4:
c4d5:
cd6:
cd7:
c48:
c49:
c50:
c51:
ch52:

x1_f:
x2_f:
x3_*f:
x4_f:
x5_f:

x14
x15
x16
x17
x18
x19
x20
x21
X22
x23
x24
x25
xX26
X277
x28
x29
x30
x31
X32
x33
x34
x35
x36
x37
x38
x39
x40
x41
x42
x43
x44
x45
x46
x477
x48
x49
x50
x51
x52

x1
X2
X3
x4
x5

-x13
-x14
-x15
-x16
-x17
-x18
-x19
-x20
-x21
-X22
-x23
-x24
-x25
-x26
-x277
-x28
-x29
-x30
-x31
-x32
-x33
-x34
-x35
-x36
-x37
-x38
-x39
-x40
-x41
-x42
-x43
-x44
-x45
-x46
-x477
-x48
-x49
-x50
-x51

tyld =
+yl5 =
+yl6e =
+yl7 =
+yl8 =
+yl9 =
+y20 =
+y21 =
+ty22 =
+y23 =
ty24 =
+y25 =
+y26 =
+y27 =
+y28 =
+y29 =
+y30 =
+y31 =
+y32 =
+y33 =
+y34 =
+y35 =
+y36 =
+y37
+y38 =
+y39 =
+y40 =
ty4l =
+y42 =
+y43 =
+y44 =
+y45 =
+y46 =
+y47 =
+y48 =
+y49 =
+y50 =
+yb51 =
+y52 =

<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000
<= 4000

34
11
13

10

13
15
10
19
20
24
23
15
17
29
28
21
10
16
14
12
28

= 25

16
18
19
17
11
13
18
13
11
10
12

12
13
16
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x6_f:
x7_*f:
x8_f:
x9_f:
x10_f:
x11_f:
x12_f:
x13_f:
x14_f:
x15_ f:
xleo_f:
x17_f:
x18_f:
x19 f:
x20_f:
x21_f:
x22_*f:
x23_f:
x24_f:
x25_f:
x26_*f:
x27_*f:
x28_f:
x29_f:
x30_f:
x31_f:
x32_*f:
x33_*:
x34_f:
x35_ f:
x36_f:
x37_f:
x38_*f:
x39_f:
x40_f:
x41_ f:
x42_ f:
x43_f:
x44_f:
x45_ f:
x46_f:
x47_f:
x48_f:
x49_f:
x50_f:

X6
x7

x9

x10
x11
x12
x13
x14
x15
x16
x17
x18
x19
x20
x21
X22
x23
x24
x25
X26
x27
x28
x29
x30
x31
X32
X33
x34
x35
X36
x37
x38
x39
x40
x41
x42
x43
x44
x45
x46
x47
x48
x49
x50

= 4000

4000

= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000

4000
4000
4000
4000
4000

= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000

4000
4000
4000
4000
4000

= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
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x51 f:
xb2 f:

x1l_a:
xX2_a:
xX3_a:
x4_a:
x5_a:
X6_a:
x7_a:
x8_a:
x9_a:
x10_a:
x1l1l _a:
x12_a:
x13_a:
x14_a:
x15_a:
x16_a:
x17_a:
x18_a:
x19_a:
x20_a:
x21_a:
xX22_a:
x23_a:
x24_a:
x25_a:
X26_a:
x27 _a:
x28_a:
x29_ a:
x30_a:
x31_a:
xX32_a:
x33_a:
x34_a:
x35_a:
x36_a:
x37_a:
x38_a:
x39_a:
x40_a:
x41_a:
x42_a:

x51
x52

x1

X3

x4

x5

X6

x7

x8

x9

x10
x11
x12
x13
x14
x15
x16
x17
x18
x19
x20
x21
X272
x23
x24
x25
X26
x27
x28
x29
x30
x31
X32
X33
x34
x35
X36
x37
x38
x39
x40
x41
x42

+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d
+d

= 4000
= 4000

= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000

4000
4000
4000
4000
4000

= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000

4000
4000
4000
4000
4000

= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000
= 4000

230



x43 a: x43 +d >= 4000
x44 a: x44 +d >= 4000
x45 a: x45 +d >= 4000
x46_a: x46 +d >= 4000
x47 _a: x47 +d >= 4000
x48_a: x48 +d >= 4000
x49 a: x49 +d >= 4000
x50_a: x50 +d >= 4000
x51 a: x51 +d >= 4000
x52_a: x52 +d >= 4000

+sl +s2 +s3 +s4
+s5 +s6 +s7 +s8
+s9 +s10 +sl11 +s12
+s13 +s14 +sl15 +sl16
+s17 +s18 +s19 +s20
+s21 +s22 +s23 +s24
+s25 +s26 +s27 +s28
+s29 +s30 +s31 +s32
+s33 +s34 +s35 +s36
+s37 +s38 +s39 +s40
+s41 +s42 +s43 +s44
+s45 +s46 +s47 +s48
+s49 +s50 +s51 +s52 <= 5

binary

sl s2 s3 s4
sb5 s6 s7 s8
s9 s10 sll sl12
sl3 s14 sl1l5 sl16
sl7 s18 s19 s20
s21 s22 s23 s24
s25 s26 s27 s28
s29 s30 s31 s32
s33 s34 s35 s36
s37 s38 s39 s40
s41 s42 s43 s44
s45 sd46 s47 s48
s49 s50 s51 sb52
end

Ebben az esetben d = 810, és a zsilip az 1-5 heteken lesz nyitva.

e) Ebben az esetben is hasznalni kell az s; binaris valtozokat, és a Y202, s; < 5
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korlatot le kell cserélni mésikra.

A négy egymast koveté hét utdni sziinetet masképpen tugy tudjuk
megfogalmazni, hogy az egymast kévets 5 hétbdl legfeljebb csak négyben lehet
nyitva a zsilip. Tehat

Si+ Siy1+ Siva T Siy3 + 8404 < 4.

Amennyiben minden i = 1,...48 esetén megadjuk a modellben ezeket a
korlatokat, akkor sehol sem lehet 5 egymést kdvets héten nyitva a zsilip. Tehat

a kovetkezd sorokat kell a modellhez hozzaadni

sl +s2 +s3 +s4 +s5 <=
s2 +s3 +s4 +s5 +4+s6 <=
s3 +s4 +s5 +s6 +s7 <=
s4 +s5 +s6 +s7 +s8 <=
s5 +s6 +s7 +s8 +s9 <=
s6 +s7 +s8 +s9 +s10 <=
s7 +s8 +s9 +s10 +sll <=
s8 +s9 +s10 +sll +sl12 <=
s9 +s10 +sll +sl12 +sl13 <=
s10 +sll +s12 +sl13 +sl4 <=
sll +sl12 +s13 +sl4 +sl15 <=
sl2 +sl13 +sl14 +sl15 +sl6 <=
sl3 +sl14 +sl15 +sl6 +sl7 <=
sl4 +sl15 +sl6 +sl7 +s18 <=
sl5 +sl6 +sl17 +s18 +s19 <=
sl6 +sl17 +s18 +s19 +s20 <=
sl7 +s18 +s19 +s20 +s21 <=
s18 +s19 +s20 +s21 +s22 <=
s1l9 +s20 +s21 +s22 +s823 <=
s20 +s21 +s22 +s23 +s24 <=
s21 4822 +s23 +s24 +s25 <=
s22 +s23 +s24 +s25 +s26 <=
S23 +s24 +s25 +s826 +s27 <=
s24 +s25 +s826 +s27 +s28 <=
s25 4526 +s27 +s28 +s529 <=
s26 +s27 +s28 +s529 +s30 <=
s27 +s28 +s29 +s30 +s31 <=
s28 +s529 +s30 +s31 +s32 <=
s29 +s30 +s31 +s32 +s33 <=
s30 +s31 +s32 +s833 +s34 <=

oo DDA S DSBS PSS PSS DS DS DB DS D



s31 +s32 +s33 +s34 +s35 <=
s32 +s33 +s34 +s35 +s36 <=
s33 +s34 +s35 +s836 +s837 <=
s34 +s35 +s36 +s37 +s38 <=
s35 +s36 +s37 +s38 +s39 <=
s36 +s37 +s38 +s39 +s40 <=
s37 +s38 +s39 +s540 +s41 <=
s38 +s539 +s540 +s4l1 +s42 <=
s39 +s540 +s41 +s42 +s43 <=
s40 +s4l1 +s42 +s43 +s44 <=
sd4l +s42 +s43 +s44 +s45 <=
s42 +s43 +s44 +s45 +sd6 <=
s43 +s44 +s45 +s4d46 +s47 <=
s44 +s45 +s46 +s47 +s48 <=
s45 +s46 +s47 +s48 +s49 <=
sd46 +s47 +s48 +s49 +s50 <=
s47 +s48 +s49 +s50 +sbl <=
s48 +s49 +s50 +s51 +sb52 <=

T T S T ST Sy S L T SN ST Y N N )

Ebben az esetben d =116.

példa megoldasa.

Els6 nekifutasra vezessiik be az z; (1 = 1,...8 ) binaris véltozokat, ami a két
mentGautd elhelyezését mutatja. Ha x; = 1, akkor egy mentSautoét az i-edik
keriiletben &allomésoztatunk. Ha az elsé keriiletben &allomésoztatunk mentSautot,
akkor innen csak az els§ keriilet lakossaga érhets el, 40 ezer f6. Ha a masodik
keriilteben allomésoztatunk egy mentSautot, akkor innen is csak a mésodik keriilet
lakosséga érhetd el, 30 ezer f6. A harmadik keriiletben allomésoztatott mentSauto
segitségével elérhetd a 3., a 4. és az 5. kerlilet lakosséga is, ami Osszesen 70 ezer {6.
A t6bbi kertiletre is kiszamitjuk ezeket az értékeket, igy megkapjuk a célfiiggvényt.

Mivel két mentéutd van, az x; valtozok Gsszege 2.

10.6. kod.
max
+40x1 +30x2 +70x3 +105x4 +145x5 +85x6 +120x7 +105x8

subject to
sx: x1 +x2 +x3 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8 = 2
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binary
x1l x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8
end

Az optimalis megoldas esetén az 5. és a 7. keriiletben &alloméasoztatunk
mentSautokat, a célfiiggvény értéke pedig 265. Ha az 6todik és a hetedik keriiletben
allomésoztatunk mentSautokat akkor ezekbdl a keriiletekbdl a 3., 5., 6., 7. és 8.
keriiletek lakossaga érhetd el, ami 205 ezer f6. Miért nem egyezik meg a ketts?
Azert mert pl. az 5. keriilet lakossagat kétszer vettiik figyelembe: egyszer tigy, hogy
az b. kertiletbdl elérhetd két percen beliil, egyszer pedig tugy, hogy a 7. keriilteb6l
elérhetd két percen beliil. De amiatt, hogy egy keriiletet két mentSautoval is el lehet
érni 2 percen beliil, még nem lehet a lakossagszamot kétszeresen beszamitani.

A problémat ugy korrigalhatjuk, hogy bevezetjiik az y; (i = 1,...8 ) binaris
valtozokat, amelyek 1-es értéke azt jelzi, hogy az i-edik keriilet lakossagat elérjiik-e
méar egy telepitett mentdallomassal valahonnan 2 percen beliil.

Természetesen x; és y; valtozok kozott szoros kapcesolat van. Az y; értéke példaul
csak akkor lehet 1, ha az els@ keriiletben allomésoztatunk mentGautot: y; < x;. Ennél
érdekesebb példaul a 3. keriilet: y3 valtozo csak akkor lehet 1, ha a 3., a 4. vagy az
5. keriiletben allomasoztatunk mentSautot: y3 < x3 + x4 + x5. Ezeket a korlatokat
az Osszes keriiletre felirjuk. Az y; valtozdkat beszorozzuk a keriilet lakossagaval, ez
lesz a célfiiggvény.

10.7. kod.
max
+40y1l +30y2 +35y3 +20y4 +15y5 +50y6 +45y7 +60y8

subject to

sx: x1 +x2 +x3 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8 = 2
yl-x1 <= 0
y2-x2 <=0
y3-x3-x4-x5 <=
y4-x3-x4-x6 <=
y5-x3-x5-x6-x7 <= 0
y6-x4-x5-x6 <=
y7-x5-x7-x8 <=
y8-x7-x8 <= 0

(@]

o O

binary
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8
vl y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8

end

Az optimélis megoldés:

Column name Activity

ok % X X X o 3k ok X X X X X %

oOpProorocooorerHrrHrrPrPrkr ek oo

e A negyedik és hetedik keriiletben allomésoztatunk mentéautot. Igy elérhetéve

valik az els6 két keriileten kiviil az 6sszes keriilet lakossaga, ami 225 ezer 6.

A Zle r; < 2 korlat jobboldalanak egységnyi novelésével, majd az IP
ujrafuttatasaval tudnank erre altalanos esetben valaszt adni. Azonban ebben
az esetben lathatd, hogy egyediil az 1. és a 2. keriiletet nem éri el a
mentdautd 2 percen beliil, és egyik keriiletet sem érheti el ilyen rovid idé alatt
semelyik masik keriiletb6l. Tehat a harmadik mentSautd biztosan ezek koziil
valamelyikbe keriil. Ha a ment& az els6 keriiletbe keriil, akkor tovabbi 40 ezer
embert ér el 2 percen beliil, ha a masodikba, akkor csak 30 ezret. Ezért az

elsébe kell, hogy keriiljon.

Az el6z6 pont megoldasabol kovetkezik, hogy Gsszesen feltehetGen 4 mentSauto

lenne elegendé ahhoz, hogy a teljes varost lefedjiik. Azonban ezt egy uj LP
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bevezetésével is meghatarozhatjuk. A [10.8] kod estén vegyilink be egy olyan
korlatot, hogy az y; valtozok Osszege 8, és a célfiiggvényt cseréljiik le az x;

valtozok Osszegére, és az sx korlatot toroljiik.

10.8. kéd.

min

x1 +x2 +x3 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8
subject to

vyl +y2 +y3 +y4
yl-x1 <= 0
y2-x2 <= 0
y3-x3-x4-x5 <=
y4-x3-x4-x6 <=
y5-x3-x5-x6-x7
y6-x4-x5-x6 <=
y71-x5-x7-x8 <=
y8-x7-x8 <= 0

+y5 +y6 +y7 +y8 = 8

AN O O
Il
o

o O

binary
x1l x2 x3 x4
vl y2 y3 y4

x7 x8
v7 y8

x5
y5

X6
v6

end

Az optimalis megoldas esetén a célfiiggvény értéke 4, tehat valoban csak 4

mentSautéval lehet lefedni a vérost.

10.2. Szallitasi feladatok

[3.33 példa megoldasa.
Ebben a feladatban egy egyszeri kiegyenstlyozott szallitasi feladatot kell megoldani,

11 raktarra, illetve 7 druhézra.

10.9. koéd.

min
ktg:

+53x1_1
+72x2_1
+89x3_1
+66x4_1

+71x1_2
+41x2_ 2
+41x3_2
+ 1x4_2

+77x1_3
+90x2_3
+49x3_3
+41x4_3

+74x1_4
+85x2_14
+11x3_4
+38x4_4
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+17x1_5
+72x2_5
+51x3_5
+44x4_5

+82x1_6
+32x2_6
+35x3_6
+64x4_6

+80x1_7
+86x2_7
+41x3_7
+68x4_7



+72x5_1
+81x6_1
+28x7_1
+19x8_1
+15x9_1

+20x5_2
+74x6_2
+83x7_2
+38x8_2
+62x9_2

+11x5_3
+31x6_3
+25x7_3
+58x8_3
+23x9_3

+86x5_14
+ 2x6_4
+31x7_4
+56x8_14
+98x9_14

+24x5_5
+39%x6_5
+69x7_5
+65x8_5
+ 2x9_5

+53x5_6
+90x6_6
+59%x7 6
+67x8_6
+69x9_6

+ 8x5_7
+91x6_7
+90x7_7
+ 4x8_7
+16x9_7

+16x10_1+37x10_2+89x10_3+76x10_4+24x10_5+61x10_6+67x10_7
+23x11_1+68x11_2+60x11_3+49x11_4+56x11_5+11x11_6+72x11_7

subject to

rl: +x1_1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 +x1_6
r2: +x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6
r3: +x3_ 1 +x3_ 2 +x3_3 +x3_4 +x3_ 5 +x3 6
rd: +x4_ 1 +x4 2 +x4 3 +x4_4 +x4 5 +x4_6
r5: +x5_ 1 +x5_2 +x5_3 +x5_4 +x5_5 +x5_6
ro: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 +x6_6
r7: +x7_1 +x7_2 +x7_3 +x7_4 +x7_5 +x7_6
r8: +x8_ 1 +x8_2 +x8_3 +x8_ 4 +x8_ 5 +x8_6
ro: +x9 1 +x9 2 +x9 3 +x9 4 +x9 5 +x9 6
r10: +x10_1 +x10_2 +x10_3 +x10_4 +x10_5 +x10_6
r1l: +x11_1 +x11_2 +x11_3 +x11_4 +x11_5 +x11_6
al: +x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 +x6_1
+x7_1 +x8 1 +x9 1 +x10_1
az: +x1_2 +x2_2 +x3_2 +x4 2 +x5_2 +x6_2
+x7_2 +x8_2 +x9_2 +x10_2
ald: +x1_3 +x2_3 +x3_3 +x4_3 +x5_3 +x6_3
+x7 3 +x8_3 +x9_ 3 +x10_3
ad: +x1_4 +x2_4 +x3_4 +x4_4 +x5_4 +x6_4
+x7_ 4 +x8 4 +x9 4 +x10_4
ab: +x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_ 5 +x5_5 +x6_5
+x7_5 +x8_5 +x9_5 +x10_5
a6: +x1_6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 +x6_6
+x7 6 +x8_6 +x9 6 +x10_6
a’l: +x1_7 +x2_7 +x3_7 +x4_7 +x5_7 +x6_77
+x7 7 +x8_7 +x9_7 +x10_7
end
A szallitasok:
No Column name St Activity
5 x1_5 B 9
9 x2_2 B 4
13 x2_6 B 1
16 x3_2 B 6
18 x3_4 B 2
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+x1_7 =9
+x2_7 =5
+x3_7 =13
+x4_ 7 =5
+x5_7 = 2
+x6_7 =18
+x7_7 =11
+x8_7 =10
+x9 7 =19
+x10_7 =15
+x11 7 =10
+x11_1 =20
+x11 2 =15
+x11_3 =10
+x11_4=20

+x11_5=10

+x11_6=11

+x11 7=31



21 x3
23 x4
35 x5_
39 x6
43  x7
45  x7
56 x8
57 x9
61 x9
63 x9
64 x1
76 x1

7

_2

:
4

_1
_3
_7
_1
_5
_7

0_1
1.6

W owowwowowowwowoww

A széllitas 6sszkoltsége: 1833.

példa megoldasa.

Ez a feladat is egy egyszerii kiegyensulyozott széllitasi feladat, az CPLEX LP kod

hasonld az elézé feladathoz.

10.10. kod.

min
ktg:

= 00 N U1 O

+13x1_1 + 5x1_2 + 3x1_3 + 5x1_4 + 9x1_5 + 2x1_6 + 4x1_7
+13x2_1 + 7x2_2 + 3x2_3 + ox2_4

+16x3_1
+25x4_1
+39x5_1
+42x6_1
+43x7_1
+43x8_1
+46x9_1

+10x3_2
+19x4_2
+21x5_2
+23x6_2
+27x7_2
+34x8_2
+39x9_2

+13x3_3
+18x4_3
+22x5_3
+27x6_3
+27x7_3
+27x8_3
+28x9_3

+ 9x3_4
+12x4_4
+12x5_ 4
+23x6_4
+23x7_4
+26x8_4
+26x9_4

+10x2_5 + 2x2_6 + 5x2_7

+13x3_5
+17x4_5
+19x5_5
+21x6_5
+26x7_5
+30x8_5
+33x9_5

+ 9x3_6
+14x4_6
+21x5_6
+26x6_6
+30x7_6
+43x8_6
+49x9_6

+10x3_7
+11x4_7
+18x5_7
+19x6_7
+38x7_7
+45x8_7
+48x9_7

+51x10_1+42x10_2+439x10_3+27x10_4+33x10_5+49x10_6+48x10_7

subject

rl: +x1_
r2: +x2__
r3: +x3_
rd4: +x4
r5: +x5_
réo: +x6__
r7: +x7_
r8: +x8_
r9: +x9

to

1 +x1_2
1 +x2_2
1 +x3 2
1 +x4 2
1 +x5_ 2
1 +x6_2
1 +x7_2
1 +x8 2
1 +x9 2

+x1_3
+x2_3
+x3_ 3
+x4 3
+x5_3
+x6_3
+x7_3
+x8_3
+x9 3

+x1_4
+x2_4
+x3_ 4
+x4 4
+x5_4
+x6_4
+x7_4
+x8_4
+x9 4
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+x1_5
+x2_5
+x3_5
+x4 5
+x5_5
+x6_5
+x7_5
+x8_5
+x9 5

+x1_6 +x1_7 =10
+x2_6 +x2_7 =20
+x3 6 +x3_7 =15
+x4_6 +x4_7 =40
+x5_6 +x5_7 =50
+x6_6 +x6_7 =20
+x7_6 +x7_7 =10
+x8 6 +x8_7 =15
+x9 6 +x9_ 7 =15



r10:+x10_1 +x10_2+ x10_3 +x10_4 +x10_5 +x10_6 +x10_7 =35

al: +x1_1 +x2 1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 +x6_1

+x7_1 +x8_1 +x9_1 +x10_1 =30
az: +x1_2 +x2_2 +x3_2 +x4_2 +x5_2 +x6_2

+x7_2 +x8_2 +x9_2 +x10_2 =40
al3: +x1 3 +x2 3 +x3 3 +x4 3 +x5_3 +x6_3

+x7_ 3 +x8 3 4+x9 3 +x10_3 =10
ad: +x1_4 +x2_4 +x3_4 +x4_4 +x5_4 +x6_4

+x7_4 +x8_4 +x9_4 +x10_4 =20
ab: +x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 +x5_5 +x6_5

+x7_5 +x8_5 +x9_5 +x10_5 =50
aoc: +x1 6 +x2 6 +x3 6 +x4 6 +x5_6 +x6_6

+x7 6 +x8_6 +x9_6 +x10_6 =40
a7l: +x1_7 +x2_ 7 +x3_7 +x4_7 +x5_7 +x6_77

+x7_7 +x8_7 +x9_7 +x10_7 =40
end

Az optimélis megoldés:

No. Column name St Activity
6 x1_6 B 10
8 x2_1 B 15

13 x2_6 B 5
15 x3_1 B 15
27 x4_6 B 25
28 x4_7 B 15
30 x5_2 B 30
32 x5_4 B 15
35 x5_7 B 5
42 x6_77 B 20
44 x7_2 B 10
54 x8_5 B 15
59 x9_3 B 10
60 x9_4 B 5
68 x10_5 B 35

A széllitas 6sszkoltsége: 4545.

[3.35] példa megoldasa.

Az 5. raktar ebben az esetben a ki nem elégitett druhézi igényeket jelenti, az
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x5_1,x5_2,x5_3,x5_4, x5_5, x5_6 valtozok pedig az adott aruhaz fennmarado

sziikségleteit adjak meg.

10.11. koéd.

min

ktg:

+100x1_1 + 30x1_2 + 14x1_3 + 24x1_4 +125x1_5 +120x1_6
+ 37x2_1 +100x2_2 + 33x2_3 + 41x2_4 +137x2_5 +104x2_6
+ 27x3_1 + 9x3_2 +100x3_3 + 10x3_4 +124x3_5 +118x3_6
+ 3x4_1 + 10x4_2 + 18x4_3 +100x4_4 +118x4_5 +115x4_6
+ 11x5_1 + 17x5_2 + 21x5_3 + 9x5_4 + 13x5_5 + 15x5_6

subject to

rl: +x1 1 +x1_2 +x1_3 +x1_ 4 +x1 5 +x1_6 =20
r2: +x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6 =20
r3: +x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 +x3_6 =20
rd: +x4 1 +x4_ 2 +x4_3 +x4_4 +x4 5 +x4 6 =20
r5: +x5 1 +x5 2 +x5_3 +x5 4 +x5 5 +x5 6 =20

al: +x1 1 +x2 1 +x3_1 +x4 1 +x5 1 =18
a2: +x1_2 +x2_2 +x3_ 2 +x4_2 +x5_2 =20
al3: +x1_3 +x2_3 +x3_ 3 +x4_3 +x5_3 =15
ad: +x1_4 +x2_4 +x3_4 +x4_4 +x5_4 =7
ab: +x1 5 +x2 5 +x3 5 +x4 5 +x5 5 =23
a6: +x1_6 +x2_ 6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 =17

end

Az optimélis megoldés:

No. Column name St Activity

3 x1_3 B 15

4 x1_4 B 5
11 x2_5 B 3
12 xX2_6 B 17
14 x3_2 B 18
16 x3_4 B 2
19 x4_1 B 18
20 x4_2 B 2
29 x5_5 B 20

Az Osszes kotbért tehat az 5. aruhaz esetében kell fizetni, a teljes szallitasi koltség

pedig 3025.
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[3.36] példa megoldasa.
Legyen ag egy fiktiv aruhéz, amelybe szallitds koltsége minden raktarbol 0, és a
kereslete 15. Az atrakodasi pontba széllitast jeldlje a 9. aruhéz (ag), és onnan

elszallitast pedig a 9. raktar (r9). Az atrakodasi pontba legfeljebb 64 arucikket lehet

szallitani, ezért ennyi lesz az ag kereslete, és az r9 kinalata. A kiindulo eset:

10.12. kod.
min
ktg:
+ 82x1_1 +28x1_2 +37x1_3 +43x1_4 +38x1_5
+78x1_6 +43x1_7 +0x1_8 +100x1_9
+ 29x2_1 +51x2_2 +89x2_3 +96x2_4 +94x2_5
+67x2_6 +87x2_ 7 +0x2_8 +100x2_9
+ 59x3_1 +37x3_2 +97x3_3 +60x3_4 +64x3_5
+49x3_6 +74x3_7 +0x3_8 +100x3_9
+ 52x4_1 +80x4_2 +55x4_3 +65x4_4 +27x4_5
+30x4_6 +65x4_7 +0x4_8 +100x4_9
+ 27x5_1 +16x5_2 +68x5_3 +71x5_4 +90x5_5
+13x5_6 +98x5_7 +0x5_8 +100x5_9
+ 28x6_1 +11x6_2 +42x6_3 +32x6_4 +67x6_5
+42x6_6 +25x6_7 +0x6_8 +100x6_9
+ 29x7_ 1 +23x7_2 +97x7_3 +20x7_4 +11x7_5
+41x7_6 +69x7_ 7 +0x7_8 +100x7_9
+ 66x8_1 +67x8_2 +80x8_3 +10x8_4 +93x8_5
+53x8_6 +76x8_7 +0x8_8 +100x8_9
+100x9_1+100x9_2+100x9_3+100x9_4+100x9_5
+100x9_6+100x9_7 +0x9_8 + 0x9_9
subject to
rl: +x1 1 +x1 2 +x1_3 +x1_4 +x1_5
+x1_6 +x1_7 +x1_8+4x1_9 = 8
r2: +x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5
+x2 6 +x2_ 7 +x2_8+x2_9 = 8
r3: +x3 1 +x3 2 +x3_3 +x3_4 +x3_5
+x3_ 6 +x3_ 7 +x3_8+x3_9 = 8
rd: +x4 1 +x4 2 +x4_ 3 +x4_ 4 +x4 5
+x4 6 +x4_ 7 +x4 8+x4 9 = 8
r5: +x5 1 +x5 2 4+x5_ 3 +x5 4 +x5 5
+x5 6 +x5_ 7 +x5_8+x5_9 = 8
ro: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5
+xX6_6 +x6_7 +x6_8+x6_9 = 8
r7: +x7_1 +x7_2 +x7_3 +x7_4 +x7_5
+x7 6 +x7_7 +x7_8+x7_9 = 8
r8: +x8 1 +x8 2 +x8_3 +x8 4 +x8 5
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+x8 6 +x8_7 +x8_8+x8_9 = 8
r9: +x9 1 +x9 2 4+x9 3 +x9 4 +x9 5

+x9 6 +x9 7 +x9 8+x9 9 = 064
al: +x1_1 +x2 1 +x3_1 +x4_1 +x5_1

+x6_1 +x7_1 +x8_1 +x9_ 1 = 7
az: +x1_ 2 +x2 2 +x3_ 2 +x4_ 2 +x5_2

+x6_2 +x7_2 +x8_2 +x9 2 = 7
al3: +x1 3 +x2 3 +x3_3 +x4 3 +x5_3

+x6_3 +x7_3 +x8_3 +x9_3 = 7T
ad: +x1_4 +x2_ 4 +x3_4 +x4_4 +x5_4

+x6_4 +x7_4 +x8_4 +x9 4 = 7]
ab: +x1_ 5 +x2 5 +x3 5 +x4_ 5 +x5_5

+x6_5 +x7_5 +x8_5 +x9 5 = 7
a6: +x1_6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6

+x6_6 +xX7_6 +x8_6 +x9_6 = 7T
a7: +x1_7 +x2_ 7 +x3_7 +x4_7 +x5_7

+x6_7 +x7_7 +x8_7 +x9_ 7 = 7]
a8: +x1 8 +x2 8 +x3_ 8 +x4 8 +x5_8

+x6_8 +x7_8 +x8_8 +x9_8 = 15
a9: +x1_9 +x2 9 +x3_9 +x4_9 +x5_9

+x6_9 +x7_9 +x8_9 +x9_9 = 04

end

A példa optimalis megoldasa:

No. Column name Activity
2 x1 2 1
3 x1_3 7

10 x2_1 7
17 x2_8 1
26 x3_8 8
33 x4_6 3
35 x4_38 5
38 x5_2 4
42 x5_6 4
47  x6_2 1
52 x6_7 7
56 x7_2 1
59 x7_5 7
67 x8_4 7
71 x8_8 1
81 x9_9 64

A szallitas 6sszkoltsége 1052, és az atrakodasi pontot nem hasznaljuk ezen koltségek
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mellett.
Ahhoz, hogy meghatarozzuk a legnagyobb olyan a-t, amely esetén mar
hasznaljuk az atrakodési pontot, ahhoz az ehhez a ponthoz kapcsolodd redukalt

koltségeket kell megnézniink (Marginal oszlop):

No. Column name St Activity Marginal
73 x9_1 NL 0 71
74 x9_2 NL 0 67
75 x9_3 NL 0 58
76 x9_4 NL 0 90
77 x9_5 NL 0 79
78 x9_6 NL 0 70
79 x9_7 NL 0 53
80 x9_8 B 0
81 x9_9 B 604

9 x1_9 NL 0 105
18 x2_9 NL 0 100
27 x3_9 NL 0 100
36 x4_9 NL 100
45 x5_9 NL 0 117
54 x6_9 NL 0 122
63 x7_9 NL 0 110
72 x8_9 NL 0 100

Azonban a feladat ilyen felirdsaban a be- és a kiszallitdas redukalt koltségeit
egyszerre kellene vizsgalni, ezért igy nem tudjuk meghatarozni a kérdéses o értéket
Véaltoztassuk meg ugy a kddot, hogy az atrakodési pont szallitdsainak a koltségeit
egyediil az odaszallitaskor vessziik figyelembe, az elszallitaskor nem. Tehat a
modositott kddban a koltségmétrix 9. soraban csak 0 értékek szerepelnek, a 9.

oszlopban pedig 2« értékek (kivéve a (9,9), mert az marad 0).

10.13. kod.
min
ktg:
+ 82x1 1 +28x1 2 +37x1 3 +43x1 4 +38x1_5

+78x1 6 +43x1 7 4+0x1_8 +200x1_9
+ 29x2_1 +51x2_2 +89x2_3 +96x2_4 +94x2_5

+67x2_6 +87x2_7 +0x2_8 4+200x2_9
+ 59x3_1 +37x3_2 +97x3_3 +60x3_4 +64x3_5

+49x3_6 +74x3_7 +0x3_8 +200x3_9
+ 52x4_1 +80x4_2 +55x4_3 +65x4_4 +27x4_5
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+30x4_6 +65x4_7 +0x4_8 +200x4_9

+ 27x5_1 +16x5_2 +68x5_3 +71x5_4 +90x5_5
+13x5_6 +98x5_7 +0x5_8 +200x5_9

+ 28x6_1 +11x6_2 +42x6_3 +32x6_4 +67x6_5
+42x6_6 +25x6_7 +0x6_8 +200x6_9

29x7_1 +23x7_2 +97x7_3 +20x7_4 +11x7_5
+41x7_6 +69x7_ 7 +0x7_8 +200x7_9

66x8_1 +67x8_2 +80x8_3 +10x8_4 +93x8_5
+53x8_6 +76x8_7 +0x8_8 +200x8_9

+ 0x9_1+ 0x9 2+ 0x9 3+ 0x9_4+ 0x9_5
+ 0x9_6 + 0x9_7 +0x9_8 + 0x9_9

+

+

subject to
rl:+x1 1 +x1 2 +x1_3 +x1 4 +x1_5

+x1_6 +x1_7 +x1_8 +x1_9 = 8
r2:+x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5

+x2 6 +x2_7 +x2_8 +x2_9 = 8
r3:+4x3 1 +x3 2 +x3_ 3 +x3_4 +x3_5

+x3 6 +x3_ 7 +x3 8 +x3 9 = 8
rd:+x4 1 +x4 2 +x4_ 3 +x4_ 4 +x4_ 5

+x4 6 +x4_ 7 +x4 8 +x4_9 = 8
r5:4x5 1 +x5 2 +x5 3 +x5 4 +x5_5

+x5 6 +x5 7 +x5 8 +x5 9 = 8
r6:+4x6_1 +x6_ 2 +x6_3 +x6_4 +x6_5

+X6_6 +x6_7 +x6_8 +x6_9 = 8
r7:+x7_1 +x7_2 +x7_3 +x7_4 +x7_5

+x7 6 +x7_7 +x7_8 +x7_9 = 8
r8:+x8 1 +x8 2 +x8_3 +x8 4 +x8_5

+x8 6 +x8 7 +x8 8 +x8 9 = 8
r9:+x9 1 +x9 2 +x9 3 +x9 4 +x9 5

+x9_ 6 +x9_7 +x9_8 +x9_9 = 064
al:+x1 1 +x2 1 +x3 1 +x4_ 1 +x5_1

+x6_1 +x7_1 +x8_1 +x9_1 = 7
az:+x1 2 +x2_ 2 +x3_ 2 +x4_2 +x5_2

+xX6_2 +x7_2 +x8_2 +x9_2 = 7
al3:+x1_3 +x2_3 +x3_3 +x4_3 +x5_3

+x6_3 +x7_3 4+x8 3 +x9 3 = 7
ad:+x1 4 +x2 4 +x3 4 +x4 4 +x5_ 4

+x6_4 +x7_4 +x8_4 +x9_ 4 = 7
ab:+x1 5 +x2 5 +x3_ 5 +x4 5 +x5_5

+x6_5 +x7_5 +x8_5 +x9_ 5 = 7
a6:+x1 6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6

+x6_6 +x7_6 +x8 6 +x9 6 = 7

a7:+x1 7 +x2 T +x3_ 7 +x4 7 +x5_7
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Il
-

+x6_7 +x7_7 +x8_ 7 +x9_7
a8:+4x1 8 +x2_ 8 +x3 8 +x4 8 +x5_8

+x6_8 +x7_8 +x8 8 +x9 8 = 15
a9:+x1 9 +x2 9 +x3 9 +x4 9 +x5_9

+x6_9 +x7_9 +x8_9 +x9_9 = 064
end

Ekkor az atrakodasi pontba széllitasok redukalt koltségei:

No. Column name St Activity Marginal

9 x1_9 NL 0 158
18 x2_9 NL 0 153
277 x3_9 NL 0 153
36 x4_9 NL 0 153
45 x5_9 NL 0 170
54 x6_9 NL 0 175
63 x7_9 NL 0 163
72 x8_9 NL 0 153
81 x9_9 B 64

Azt talaljuk, hogy legkisebb redukalt koltség 153, tehat ha o = w = 23,9,
akkor mar lesz olyan szallitas, ami az atrakodasi ponton keresztiil valosul meg.

A legnagyobb olyan a meghatarozasahoz, amely esetén minden szallitds az
atrakodési ponton keresztiil valosul meg, elég a célfiiggvényt vizsgalni. Kiinduld
esetben minden raktarbol az atrakodasi ponton keresztiil a szallitas 200, azaz 2a.. A
kozvetett szallitasok koziil a legolecsobb a 8. raktar és a 4. aruhéz kozotti szallités,
amely Osszesen 10. Ahhoz, hogy a kozvetett szallitas legalabb olyan jo legyen ebben
az esetben, mint a kozvetett, ahhoz fel kell tenni, hogy 2a < 10. Tehat akkor
lehet olyan optimalis szallitési terv, amelyben minden széllitas az atrakodési ponton

keresztiil torténik, ha a < 5.

3.37. példa megoldasa.

Jelolje x;; a szérazfoldi-, y;; pedig a vizi szallitasokat az i. raktar és a j. aruhaz
kozott. Legyen H binaris valtozo, amely akkor lehet 1, ha megépil a hajopark,
kiilénben pedig 0. Valamint legyenek K; binaris valtozok, amely akkor 1, ha megépiil

az 1. kezdGallomas, tehat az i. raktar kikotGje, és 0, ha nem. Ezen kiviil legyenek
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V; binaris valtozok, amely akkor 1, ha megépiil a j. végallomés, azaz a j. druhaz
kikotGje, és 0, ha nem.

A célfiiggvényben az Osszesitett koltségeket minimalizaljuk, ahol a ¢;; jeldli a
szérazfoldi szallitasi koltségeit, b;; pedig a vizi szallitasét. A szallitasi koltségeken

kiviil az épitési koltségeket is szerepeltetni kell a célfiiggvényben:

10 7 10 7
min Y Y (e + biyis) + Y 100K + > 100V; 4 500H
i=1 j=1

i=1 j=1

Az r; : feltételek a raktarakbol elszallitandé mennyiségre adnak korlétot:
7
T inj + Yij = SZ Vi s
j=1

ahol S; az i. raktér kindlata. Az a; : feltételek az aruhazakba széllitandé mennyiségre

adnak korlatot: 0
i Y wyty;=D; Vi,
j=1

ahol D; az j. aruhéz kereslete. Ezen kiviil fel kell tenni, hogy ha legaldbb egy vizi

szallitds megvalosul, akkor meg kell épiteni a hajoparkot:

0 7
h: ZZ%;‘SMH,

i=1 j=1
10 7

ahol M egy kellSen nagy konstans, jelen példaban M > 230, mivel > S; = > D; =
i=1 =1

230. Amennyiben az i. raktarbol széllitunk a vizen keresztiil, akkor a kikotét meg

kell épiteni, ehhez elég a kovetkezs korlatokat hozzaadni a feladathoz:
7
j=1
Ugyanigy minden druhazhoz tartozo kikotordl is fel kell tenni:
10

vt >y <MV, V.

=1
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10.14. kod.

min
ktg:

+13x1_1 + 5x1_2 + 3x1_3 + 5x1_4 + 9x1_5 + 2x1_6 + 4x1_7
+13x2_1 + 7x2_2 + 3x2_3 + 6x2_4

+16x3_1
+25x4_1
+39x5_1
+42x6_1
+43x7_1
+43x8_1
+46x9_1

+10x3_2
+19x4_2
+21x5_2
+23x6_2
+27x7_2
+34x8_2
+39x9_2

+13x3_3
+18x4_3
+22x5_3
+27x6_3
+27x7_3
+27x8_3
+28x9_3

+ 9x3_4
+12x4_4
+12x5_4
+23x6_4
+23x7_4
+26x8_4
+26x9_4

+10x2_5 + 2x2_6 + 5x2_7

+13x3_5
+17x4_5
+19x5_5
+21x6_5
+26x7_5
+30x8_5
+33x9_5

+ 9x3_6
+14x4 6
+21x5_6
+26x6_6
+30x7_6
+43x8_6
+49x9_6

+10x3_7
+11x4_7
+18x5_7
+19x6_7
+38x7_7
+45x8_7
+48x9_7

+51x10_1+42x10_2+439x10_3+27x10_4+33x10_5+49x10_6+48x10_7

+ o6y2_1
+ 6y3_1
+15v4_1
+1l6y5_1

+25y7_1
+27y8_1
+30y9_1

+ 2y1_2
+ 8y3_2
+14y5_2
+14y6_2

+21y7_2

+22y9_2

+ 3y1_3
+ 5y3_3
by4_3
8y5_3

+

+

+10y7_3
+10y8_3
+11y9_3

2y1l_4

_I_
+
+ 8y3_4
+ 9y4_4
+17y6_4

+26y8_4
+27y9_4

+30y10_1+23y10_2+22y10_3

+12y4_5
+20y5_5
+21y6_5
+24y7_5
+26y8_5
+29y9_5

+ 2yl 6

+ 9y3_6

5y2_4 + 8y2_5 + Ty2_6 + 2y2_7

+20v4_6 + 4y4_7

+21y5_6

+23y6_6 + 9y6_7
+25y7_6 +11y7_7

+29y9_6

+20y8_7

+29y10_6+25y10_7

+100K1 +100K2 +100K3 +100K4 +100K5 +100K6
+100K7 +100K8 +100K9+100K10

+100vV1l +100Vv2

+500H

subject to

rl: +x1_1 +x1_2
+yl_2

r2: +x2 1 +x2 2
+y2_1

r3: +x3_1 +x3_2
+y3_1 +y3_2

rd: +x4 1 +x4 2
+y4_1

r5: +x5_1 +x5_2
+y5_1 +y5_2

ro: +x6_1 +x6_2

+y6_2

r7: +x7 1 +x7_2

+y7_1 +y7_2

+100V3

+x1_3
+y1_3
+x2 3

+x3_3
+y3_3
+x4 3
+y4_3
+x5 3
+y5_3
+x6_3

+x7_3
+y7_3

+100Vv4

+x1_4
+yl_4
+x2 4
+y2_4
+x3_4
+y3_4
+x4 4
+y4_4
+x5_4

+x6_14

+y6_4
+x7_4
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+x1_5

+x2 5
+y2_5
+x3_5

+x4_5
+y4_5
+x5_5
+y5_5
+x6_5
+y6_5
+x7_5
+y7_5

+100V5

+x1_6
+y1l_6
+x2_6
+y2_6
+x3_6
+y3_6
+x4_ 6
+y4_6
+x5_ 6
+y5_6
+X6_06
+y6_6
+x7_6
+y7_6

+100V6

+x1_7

+x2 7
+y2_77
+x3_7

+x4 7
+y4_77
+x5_7

+x6_"7
+y6_7
+x7_7
+y7_77

+100V7

10

20

15

40

50

20

10



r8:

ro:

rl10:

+x8_1 +x8_2

+y8_1

+x9 1 +x9 2
+y9_1 +y9_2

+x8__
+y8_
+x9
+ty9_

3 +x8_4
3 +y8_4
3 +x9 4
3 +y9_4

+x8 5 +x8_6 +x8_7

+y8_5

+y8_7

+x9 5 +x9 6 +x9 7

+v9_ 5 +y9_6

15

= 15

+x10_1+x10_2+x10_3+x10_4+x10_5+x10_6+x10_7
+y10_1+y10_2+y10_3

al: +x1_ 1 +x2 1 +x3 1 +x4_ 1

+y2_1 +y3_1

az: +x1_ 2 +x2 2 +x3_2
+yl_2 +y3_2

al3: +x1_3 +x2_ 3 +x3_3
+y1_3 +y3_3

ad: +x1_4 +x2_ 4 +x3_4
+y1_4 +y2_4 +y3_4

ab: +x1_5 +x2_5 +x3_5

+y2_5

a6: +x1 6 +x2_6 +x3_6
+yl_6 +y2_6 +y3_6

a7: +x1_7 +x2_ 7 +x3_7

+y2_7

h: tyl 2 +yl1_3

+y2_1

+y3_1 +y3_2 +y3_3

+y4_1 +y4_3

+y5_1 +y5_2 +y5_3

+y6_2

+y7_1 +y7_2 +y7_3

+y8_1 +y8_3

+y9_1 +y9_2 +y9_3

+x6_1
+y4_1

+x4 2
+x6_2

t+y6_2
+x4_ 3
+x6_3
+y4_3

+x4_4
+x6_14
+y4_4
+y6_4
+x4 5
+x6_5
+y4_5
+y6_5
+x4 6
+x6_6
+y4_6
+y6_6
+x4 77
+x6_7
+y4_7
+y6_77

+yl1_4
+y2_4
+y3_4
+y4_4

+y6_4

+y8_4
+y9_4

+x5_1
+x7_1
+y5_1
+y7_1
+x5_2
+x7_2
+y5_2
+y7_2
+x5_3
+x7_3
+y5_3
+y7_3
+x5_4
+x7_4

+x5 5
+x7_5
+y5_5
+y7_5
+x5_6
+x7_6
+y5_6
+y7_6
+x5_7
+x7_77

+y7_7

+y2_5

+y4_5
+y5_5
+y6_5
+y7_5
+y8_5
+y9_5
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+y10_6+y10_7= 35

+x8_1
+y8_1

+x8_2

+x8_3
+y8_3
+x8_4
+y8_4
+x8_5
+y8_5

+x8_6

+x8_ 7
+y8_7

+yl_6
+y2_6
+y3_6
+y4_6
+y5_6
+y6_6
+y7_6

+y9_6

+x9_1
+y9_1
+x9_ 2
+y9_2
+x9 3
+y9_3
+x9_4
+y9_4
+x9_5
+y9_5
+x9 6
+y9_6

+x9 7

+y2_7
+y4_7
+y6_7

+y7_77
+y8_7

+x10_1
+y10_1
+x10_2
+y10_2
+x10_3
+y10_3

+x10_4

+x10_5

+x10_6
+y10_6
+x10_7

+y10_7

30

40

10

20

50

40

40



+y10_1 +y10_2 +y10_3

-230H <= 0
kl:

k2: +4y2_1
k3: +y3_1
kd: +y4_1
k5: +y5_1
k6:

k7: +y7_1
k8: +y8_1
k9: +y9_1
k10:

vl:

v2:

v3:

v :

v5:

Vo :

v

+y10_1 +y10_2 +y10_3

+yl1_2
+y1_3

+yl_4

+yl_6

binary

K1
K2
K3
K4
K5
K6

+yl_2

+y3_2

+y5_2

+y6_2

+y7_2

+y9_2

+y1l_3

+y3_3
+y4_3

+y5_3

+y7_3

+y8_3

+y9_3

+yl_4
+y2_4
+y3_4

+y4_4

+y6_4

+y8_4

+y9_4

+y2_1 +y3_1 +y4_1 +y5_1

+y3_2

+y3_3

+y2_4 +y3_4

+y2_5

+y2_6 +y3_6

+y2_7

+y8_1
+y5_2

+y4_3 +y5_3

+y8_3

+y4_4

+y8_4

+y4_5 +y5_5

+y8_5

+y4_6 +y5_6

+y4_7

+y8_7
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+y10_6 +y10_7

+y2_5

+y4_5
+y5_5
+y6_5
+y7_5
+y8_5

+y9_5

+y9_1
+y6_2
+y9_2

+y9_3
+y6_4
+y9_4
+y6_5
+y9_5
+y6_6
+y9_6
+y6_7

+y1_6
+y2_6
+y3_6
+y4_6
+y5_6
+y6_6

+y7_6

+y9_6

+y10_6

+y7_1
+y10_1
+y7_2
+y10_2
+y7_3
+y10_3

+y7_5

+y7_6
+y10_6
+y7_7
+y10_7

-230K1
+y2_7
—-230K2

—-230K3
+y4_7
—-230K4
—-230K5
+y6_7
—-230K6
+y7_7
—-230K7
+y8_7
-230K8
-230K9
+y10_7
-230K10
-230V1
-230V2
-230V3
-230V4
-230V5
-230Ve6

-230V7



K7
K8
K9
K10
V1
%
V3
V4
V5
Vo6
)
H

end

Ekkor az 0sszkoltség 4545, a szallitasok pedig:

Column name

Activity

100
106
113
119
126
132
133
134

x5_5
x6_7
x7_2
x8_1
x8_5
x9_3
x9_4
x10_5
K1l
K2
K3
K4
K5
K6
K7
K8
K9
K10
V1
V2

b S e . S S
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135 V3
136 V4
137 V5
138 Vo
139 V7
140 H

O O O O O O

% X X ok %

Mivel az Gsszes (csillagozott) binaris valtozo értéke 0, ezért a vizi széllitds nem

optimalis.

[3.38] példa megoldasa.

Az a7 aruhaz jeloli a raktarakban hagyott mennyiségeket, a megadott koltségekkel,
az a8—al3 pedig a 6 aruhazba széllitott raktarozandé mennyiségeket, a megadott
raktarozési koltségekkel, és az oda szallitas koltségeivel. Mindegyik "fiktiv" aruhaz
igénye 150. Ezen kiviil egy r6 nevii raktarat kell hozzaadni az LP feladathoz,
900 egység kinalattal a kiegyensulyozottsag miatt. Ebbdl a raktarbol az a7-al3
aruhézakba 0 koltséggel szallithatunk, ami a raktarak kihasznalatlanségét jelenti,
viszont az al—-a6 aruhézakba pedig nem lehet széllitani, mivel az igényeket teljesen

ki kell elégiteni.

10.15. kod.
min
ktg:
+ 86x1 1+ 67x1 _2+90x1 3 + 77x1_4 + 84x1_5 + 87x1_6 +66x1_7
+107x1_8+4+ 84x1_9+95x1_10+ 98x1_11+101x1_12+106x1_13
+ 64x2_1+ 98x2_2+58x2_3 + 55x2_4 + 65x2_5 4+ 76x2_6 +59x2_7
+ 85x2 8+4115x2_ 9+63x2_ 10+ 76x2_11+ 82x2 12+ 95x2 13
+ 60x3_1+ 97x3_2+92x3_3 + 61x3_4 + 89x3_5 + 53x3_6 +69x3_7
+ 81x3 8+114x3 94+497x3_ 10+ 82x3_11+106x3_12+ 72x3 13
+ 70x4_1+ 60x4_2+482x4 3 + 73x4_4 + 92x4_ 5 + 87x4_6 +55x4 7
+ 91x4_8+4 77x4_9+87x4_10+ 94x4_11+109x4_12+106x4_13
+ 99x5_1+ 53x5_2+61x5_3 + 87x5_4 + 91x5_5 + 70x5_6 +80x5_7
+120x5_8+ 70x5_9+66x5_10+108x5_11+108x5_12+ 89x5_13
+ Ox6_7+ O0x6_8+0x6_9 + O0x6_10+ Ox6_11+ Ox6_12+ 0x6_13
subject to
rl: +x1_1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 +x1_6

+x1_7 +x1_8 +x1_9 +x1_ 10 +x1_11 +x1_12 +x1_13 = 150
r2: +x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6
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r3:

r4:

r5:

roé:

al:
az:
a3:
ad:
ab:
ao6:
a’:
as8:
ag:
alO:
all:
al2:
al3:

end

+x2_ 7
+x3 1
+x3_7
+x4 1
+x4 7
+x5_ 1
+x5_ 7
+x6_7

+x1_1
+x1_2
+x1 3
+x1 4
+x1_5
+x1_6
+x1_7
+x1_8
+x1_9
+x1 1
+x1_1
+x1_1
+x1 1

+x2_8
+x3_2
+x3 8
+x4_ 2
+x4 8
+x5_2
+x5_ 8
+x6_8

+x2

+x2_
+x2
+x2
+x2
+x2_
+x2_
+x2_
+x2
0 +x2__
1 +x2_
2 +x2__
3 +x2__

Az optimélis megoldés:

Column name

x3_1

x4 1
x4 77
x5_2
x5 3
x6_8
x6_9
x6_1
x6_1
x6_1
x6_1

0
1
2
3

100

= 100
= 100
= 100

= 100
= 100

+x2 9 +x2 10 +x2_11 +x2_ 12 +x2_ 13
+x3 3 +x3 4 +x3_.5 +x3_6
+x3 9 +x3 10 +x3_11 +x3_12 +x3_13
+x4 3 +x4 4 +x4 5 +x4_ 6
+x4_9 +x4_10 +x4_11 +x4_12 +x4_13
+x5 3 +x5 4 +x5_5 +x5_6
+x5 9 +x5 10 +x5_11 +x5_12 +x5_13
+x6_9 +x6_10 +x6_11 +x6_12 +x6_13
1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 =
2 +x3_ 2 +x4 2 +x5_2
3 +x3 3 +x4 3 +x5_3
4 +x3 4 +x4 4 +x5 4
5 +x3_.5 +x4_ 5 +x5_5
6 +x3_6 +x4_6 +x5_6
7 +x3_ 7 +x4_7 +x5_7 +x6_7
8 +x3_.8 +x4_ 8 +x5_8 +x6_8
9 +x3.9 +x4 9 +x5 9 +x6_9 =
10 +x3_ 10 +x4 10 +x5_ 10 +x6_10 =
11 +x3_11 +x4_11 +x5_11 +x6_11 =
12 +x3_12 +x4_12 +x5_12 +x6_12 =
13 +x3_13 +x4_13 +x5_13 +x6_13 =
Activity

50

50

50

100

50

50

100

50

100

50

100

150

150

150

150

150

150
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= 150
= 150

150
150
150
150
150

150

150

150

150
900



Tehéat minden fennmaradé mennyiség a raktarakban marad, és semmilyen tébblet

nem raktarozodik az aruhazakban. Az 6sszkoltség: 45650.

[3.39] példa megoldasa.

Jelolje x;; az 4. foldrdl a j. raktarba szallitott kukorica kezdeti mennyiségét, azaz
amennyit a szallité jarmiibe a kukoricafoldon bepakolnak. Jelolje y;; az i. f6ldrél a j.
raktarba végiil beérkezé kukorica-mennyiséget. Legyen F' a foldutak halmaza, tehat
amennyiben (7, j) € I, akkor az i. fold és a j. raktéar kozotti ut foldat. Az eddigiekbdél
tudjuk, hogy amennyiben a szallitas foldaton valosul meg ((i,7) € F), akkor y;; =
0,95 @;5, kiilonben pedig y;; = ;. Jelolje megint c¢;; a szallitasi koltségeket az i.
foldtdl a j. raktarba, S; pedig az i. {6ldon megtermelt mennyiséget. Ezenkiviil pedig

legyen p; a j. raktarba a piacrol vasarolt btiza mennyisége.

10.16. LP feliras.

6 5
min Z Z CijTij + 100pj

i=1j=1
25: Tij =5, Vi
j=1
i_ilyij +pj <80 Vj
0,95z —y;; =0 V(i,j) € F
Lij — Yij =0 V(i,j) ¢ F

Vi, 1 Tij, Yij, Dj >0

A kodban az y;; valtozokat egyediil a foldutak esetén vezettiik be, a rendes utak
esetén a kifelé szallitdsokat is z;;-vel jeloltiik.

10.17. kod.

min

ktg:

+ 70x1_1 +109x1_2 +106x1_3 + 99x1_4 + 88x1_5
+ 56x2_1 + 25x2_2 + 22x2_3 +105x2_4 + 21x2_5
+ 56x3_1 + 28x3_2 + 32x3_3 +119x3_4 + 32x3_5
+114x4 1 + 94x4_2 + 73x4_3 + 33x4_4 +116x4_5
+ 69x5_1 + 90x5_2 + 56x5_3 + 74x5_4 + 32x5_5
+ 85x6_1 + 30x6_2 + 87x6_3 + 79x6_4 + 76x6_5
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+100pl1 +100p2 +100p3 +100p4 +100p5

subject to

fl: +x1_1 +x1_2 +x1_3 +x1 4 +x1_5 40
f2: +x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 = 70
f3: +x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 = 30
f4: +x4_1 +x4_2 +x4_3 +x4 4 +x4_ 5 =100
f5: +x5 1 +x5 2 +x5 3 +x5 4 +x5 5 = 80
f6: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 20

rl: +x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 +x6_1+pl <=80
r2: +x1_2 +y2_2 +x3_2 +x4_2 +x5_2 +y6_2+p2 <=80
r3: +x1_3 +y2_3 +y3_3 +x4_3 +x5_3 +x6_3+p3 <=80
rd: +x1_4 +x2_4 +x3_4 +y4_4 +x5_4 +x6_4+p4d <=80
r5: +x1_5 +x2_5 +y3_5 +x4_5 +x5_5 +x6_5+p5 <=80

v2_2: 0.95x2_2 -y2_2 =0
v2_3: 0.95x2_3 -y2_3 =0
v3_3: 0.95x3_3 -y3_.3 =0
v3_5: 0.95x3_5 -y3_5 =0
vd_4: 0.95x4_4 -y4_4 =0
v6e_2: 0.95x6_2 -y6_2 =0
end
Az optimélis megoldés:
No. Column name Activity
1 x1_1 40
7T x2_2 2.40997
8 x2_3 67.59
12 x3_2 30
18 x4_3 15.7895
19 x4_4 84.2105
25 x5_5 80
27 x6_2 20
36 y2_2 2.28947
37 y6_2 19
38 y2_3 64.2105
40 y4_4 80

Tehat alapesetben optimalisan 174,21 mézsa kukoricat szallitunk foldaton, amibgl
Osszesen 165,5 mazsa érkezik meg a raktarakba (8,71 mazsa veszik el ut kozben). A

raktarakba Osszesen 331,29 mazsa érkezik meg, 12278,81-es koltséggel.

254



Az els6 modositasban feltessziik, hogy az Osszes foldekrdl induld szallitas (tehat
minden xz;;) egészértéki. Ezért a CPLEX LP kod végéhez (az end elé kozvetleniil)

a kovetkezsket kell hozzdadni:

Integer
x1 1
x2_1
x3_1
x4 1
x5 1
x6_1
x1_ 2
x2_2
xX3_2
xX5_2
X6_2
x1 3
x2_3
x3_3
x4 3
x5 3
X6_3
x1 4
x2_4
x3_4
x4 4
x5_4
x6_4
x1_ 5
x2_5
x3_5
x4 5
x5_5
x6_5

Ekkor az optimalis megoldas a kovetkezGképpen alakul:

No. Column name Activity
1 x1_1 40
7 xX2_2 3
8 x2_3 67
12 x3_2 30
18 x4_3 16



19 x4_4 84
25 x5_5 80
27 x6_2 20
36 y2_2 2.85
37 y6_2 19
38 y2_3 63.65
40 y4_4 79.8

Tehéat most 174 mézsa kukorica indul el féldaton, amibdél 8,7 mazsa veszik el, igy
165,3 érkezik meg a raktarakba. Osszesen 331,3 mazsa kukoricat tudtunk szallitani,
12289 0sszkoltséggel.

Mivel méar ekkor is 331,3 mazsa kukorica keriil a raktarakba, ezért a legalabb
330 mazsas eldiras esetén a szallitési terv nem valtozik. Elég, ha a 340-es esettel
foglalkozunk.

Ehhez egy olyan korlatot kell hozzdadni a koédhoz, hogy az Osszes beérkezett

kukorica mennyisége legyen tobb mint 340:

6 5

S i+ > 340

i=1 j=1

10.18. kod.

min

ktg:

+ 70x1_1 +109x1_2 +106x1_3 + 99x1_4 + 88x1_5

+ 56x2_1 4+ 25x2_2 + 22x2_3 +105x2_4 + 21x2_5

+ 56x3_1 + 28x3_2 + 32x3_3 +119x3_4 + 32x3_5
+114x4_1 + 94x4_2 + 73x4_3 4+ 33x4_4 +116x4_5

+ 69x5_1 + 90x5_2 + 56x5_3 + 74x5_4 + 32x5_5

+ 85x6_1 + 30x6_2 + 87x6_3 + 79x6_4 + 76x6_5
+100p1 +100p2 +100p3 +100p4 +100p5
subject to

fl: +x1_1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 = 40

f2: +x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 = 70

f3: +x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_ 4 +x3 5 = 30

f4: +x4_1 +x4_2 +x4_ 3 +x4 4 +x4 5 =100

£f5: +x5_1 +x5_2 +x5_3 +x5 4 +x5 5 = 80

fo: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 = 20

rl: +x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 +x6_1+pl <=80
r2: +x1_2 +y2_2 +x3_2 +x4_2 +x5_2 +y6_2+p2 <=80
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r3: +x1_3 +y2_3 +y3_3 +x4_3 +x5_3 +x6_3+p3 <=80
rd: +x1_4 +x2_4 +x3_4 +y4_4 +x5_4 +x6_4+p4d <=80
r5: +x1_5 +x2_5 +y3_5 +x4_5 +x5_5 +x6_5+p5 <=80

v2_2: 0.95x2_2 -y2_2 =0
v2_3: 0.95x2_3 -y2_.3 =0
v3_3: 0.95x3_3 -y3_3 =0
v3_5: 0.95x3_5 -y3_.5 =0
vd_4: 0.95x4_4 -y4_ 4 =0
ve_2: 0.95x6_2 -y6_2 =0

mm : +x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_1 +x5_1 +x6_1 +pl
+x1_2 +y2_2 +x3_2 +x4_2 +x5_2 +y6_2 +p2
+x1_3 +y2_3 +y3_3 +x4_3 +x5_3 +x6_3 +p3
+x1_4 +x2_4 +x3_4 +y4_4 +x5_4 +x6_4 +p4
+x1_5 +x2_5 +y3_5 +x4_5 +x5_5 +x6_5 +pb

>= 340

Integer
x1 1
x_1
x3_1

x4 1

x5 1

x6_1
x1_2
X2_2
X3_2
x4 2
x5_2

x6_2

x1l 3
x2_ 3
x3_3

x4 3
x5_3

X6_3

x1l 4
x2_ 4

x3_4

x4 4
x5 4

xX6_4

x1_ 5
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X2_5
x3_5
x4 5
x5_5
xX6_5

end

Az optimélis megoldés:

No. Column name Activity

1 x1_1 40
7T x2_2 3

8 x2_3 67
12 x3_2 30
18 x4_3 16
19 x4_4 84
25 x5_5 80
27 x6_2 20
32 p2 8.7
36 y2_2 2.85
37 yo6_2 19
38 y2_3 63.65
40 y4_4 79.8

Most ugyanaz marad a szallitdsi terv, mint az el6z6 megoldasban, annyi
modositassal, hogy a 8,7 elveszett bliza mennyiségét a piacrdl potoljék, és a 2.

raktarban helyezik el, igy az 6sszkoltség 13159 lesz.

10.3. Maximalis folyam feladatok

[4.14] példa megoldasa.
Ezt a feladatot hasonloan kell megoldani, mint a [4.7 példat.

10.19. kod.
Max

£f10_1
subject to

cspl: +f10_1 -x1_2 -x1_3 -x1_4 =0
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+x9 7 -x7_5 —-x7_10

-x3_9

Marginal

AN AN AN A

O O O O O O o o o

csp2: +x1_2 +x6_2 —-x2_3 -x2_4 -x2_77

csp3: +x1_3 +x2_3 +x5_3 -x3_4 -x3_7

cspd: +x1_4 +x2_4 +x3_4 -x4_5 -x4_8

cspb: +x4_5 +x7_5 —x5_3 —-x5_6

cspb: +x5_6 —-x6_2 -x6_7 —x6_8

csp7: +x2_7 +x3_7 +x6_7

csp8: +x4_8 +x6_8 +x9_8 -x8_10

csp9: +x3_9 -x9.7 -x9_8

csplO: +x7_10 +x8_10 —-f10_1

kapl_2: x1_2 <= 72

kapl_3: x1_3 <= 30

kapl_4: x1_4 <= 80

kap2_3: x2_3 <= 90

kap2_4: x2_4 <= 74

kap2_7: x2_7 <= 70

kap3_4: x3_4 <= 88

kap3_7: x3_7 <= 33

kap3_9: x3_9 <= 50

kap4_5: x4_5 <= 42

kap4_8: x4_.8 <= 73

kap5_3: x5_3 <= 12

kap5_6: x5_6 <= 120

kap6_2: x6_2 <= 30

kap6_7: x6_7 <= 25

kap6_8: x6_8 <= 75

kap7_5: x7_5 <= 30

kap7_10: x7_10 <= 90

kap8_10: x8_10 <= 100

kap9_7: x9_7 <= 23

kap9_8: x9.8 <= 84

end

Az optimélis megoldés:

Status: OPTIMAL

Objective: obj = 182 (MAXimum)

No Row name St Activity

1 cspl NS 0
2 csp2 NS 0
3 csp3 NS 0
4 csp4 NS 0
5 cspb NS 0

259



6 cspb NS 0 < eps
7 csp’ NS 0 < eps
8 csp8 NS 0 < eps
9 csp9 NS 0 < eps
10 csplO B 0
11 kapl_2 NU 72 1
12 kapl_3 NU 30 1
13 kapl_4 NU 80 1
14 kap2_3 B 2
15 kap2_4 B 0
16 kap2_7 NU 70 < eps
17 kap3_4 B 0
18 kap3_7 B 12
19 kap3_9 B 20
20 kap4d_5 B 7
21 kap4_S8 NU 73 < eps
22 kapb5_3 B 0
23 kapb_6 B 7
24 kap6_2 B 0
25 kap6_7 B 0
26 kap6_8 B 7
27 kap7_5 B 0
28 kap7_10 B 82
29 kap8_10 NU 100 < eps
30 kap9_7 B 0
31 kap9_8 B 20
No. Column name St Activity Marginal
1 f10_1 B 182
2 x1_2 B 72
3 x1_3 B 30
4 x1_4 B 80
5 x6_2 NL 0 < eps
6 x2_3 B 2
7 x2_4 NL 0 < eps
8 x2_7 B 70
9 x5_3 NL 0 < eps
10 x3_4 NL 0 < eps
11 x3_7 B 12
12 x3_9 B 20
13 x4_5 B 7
14 x4_8 B 73
15 x7_5 NL 0 < eps
16 x5_6 B 7
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17 x6_7 NL 0 < eps
7

18 x6_8 B

19 x9_7 NL 0 < eps
20 x7_10 B 82

21 x9_8 B 20

22 x8_10 B 100

Tehat a maximalis folyam értéke 182, a szallitasok pedig az eredményfiilrsl

leolvashatoak.

[4.15] példa megoldasa.

Ezt a feladatot is ugyanugy kell megoldani, mint az el6z6 [£.14] példat.

10.20. kod.
Max
f12 1

subject to

cspl: +fl12_1 -x1_2 -x1_3 -x1_4 =0
csp2: +x1_2 -x2_3 -x2_5 -X2_6 =0
csp3: +x1_3 +x2_3 -x3_4 -x3_6 =0
cspd: +x1_4 +x3_4 -x4_7 -x4_ 8 -x4_12 =0
csp5: +x2_5 +x7_5 -x5_9 -x5_10 =0
cspb: +x2_6 +x3_6 -—-x6_7 -x6_10 =0
csp7: +x4_7 +x6_7 —-x7_5 -x7_9 =0
csp8: +x4_8 -x8_9 -x8_11 =0
csp9: +x5_9 +x7_9 +x8_9 -x9 12 =0
csplO: +x5_10 +x6_10 -x10_11 =0
cspll: +x8_11 +x10_11-x11_12 =0
cspl2: +x4_12 +x9_12 +x11_12 -fl12_1 =0
kapl_2: x1l 2 <= 45
kapl_3: x1_3 <= 42
kapl_4: x1_4 <= 38
kap2_3: x2_3 <= 92
kap2_5: x2_5 <= 71
kap2_6: X2_6 <= 66
kap3_4: x3_4 <= 48
kap3_6: x3_6 <= 30
kap4d_7: x4 7 <= 66
kap4_8: x4 8 <= 88

kapd4_12: x4_12 <= 15
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kap5_9: x5_9 <= 58
kap5_10: x5_10 <= 67
kap6_7: xX6_7 <= 41
kap6_10: x6_10 <= 94
kap7_5: x7_5 <= 77
kap7_9: x7_9 <= 58
kap8_9: x8_9 <= 32
kap8_11: x8_11 <= 96
kap9_12: x9_12 <= 32
kapl0_11: x10_11 <= 100
kapll_12: x11_12 <= 60
end

Az optimélis megoldés:
Status: OPTIMAL

Objective: obj =

107 (MAXimum)

Activity

Marginal
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25 kapb5_10 B 0
26 kapo6_7 B 9
27 kap6_10 B 60
28 kap7_5 B 0
29 kap7_9 B 32
30 kap8_9 B 0
31 kap8_11 B 0
32 kap9_12 NU 32 1
33 kaplO_11 B 60
34 kapll_12 NU 60 1
No. Column name St Activity Marginal
1 f12_1 B 107
2 x1_2 B 45
3 x1_3 B 24
4 x1_4 B 38
5 x2_3 NL 0 < eps
6 x2_5 NL 0 < eps
7 x2_6 B 45
8 x3_4 NL 0 < eps
9 x3_6 B 24
10 x4_7 B 23
11 x4_8 NL 0 < eps
12 x4_12 B 15
13 x7_5 NL 0 < eps
14 x5_9 B 0
15 x5_10 NL 0 < eps
16 x6_7 B 9
17 x6_10 B 60
18 x7_9 B 32
19 x8_9 NL 0 < eps
20 x8_11 B 0
21 x9_12 B 32
22 x10_11 B 60
23 x11_12 B 60

A maximalis mennyiség, amit ataramolhatunk az 1. csticsbdl a 12. cstcsba 107

egység.

[4.16] példa megoldasa.
Ekkor a kovetkezsk lesznek a bévitési koltségek:
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1120 8 20

2 16 16 10

3 20 20

4 16 10 10

) 8 20

6 16 10

7 8 8

8 16 16

9 20

10 16

11 20
10.21. kod.
Min

+20b1_2 + 8bl_3 +20bl_4 +16b2_5 +10b2_6 +16b4_7 +10b4_8
+ 8b5_9 +20b5_10+16b8_11+10b4_12+16b2_3 +20b3_4 + 8b7_5
+20b3_6 +16b6_7 + 8b7_9 +10b6_10+16b10_11+20b9_12+16b8_9
+20b11_12

subject to

cspl: +f12_ 1 -x1_2 -x1_3 -x1_4 =
csp2: +x1_2 —-x2_3 -x2_5 -x2_6 =
csp3: +x1_3 +x2_3 -x3_4 -x3_6 =
cspd: +x1_4 +x3_4 -—-x4_7 -x4_8 -x4_12 =
cspb: +x2_5 +x7_5 -x5_9 -x5_10 =
cspb: +x2_6 +x3_6 -x6_7 -x6_10 =
csp’7: +x4_7 +x6_7 -x7_5 -x7_9 =
csp8: +x4_8 -x8_9 -x8_11 =
csp9: +x5_9 +x7_9 +x8_9 -x9_12 =
csplO: +x5_10 +x6_10 -x10_11 =
cspll: +x8_11 +x10_11-x11_12 =
cspl2: +x4_12 +x9_12 +x11_12-f12_1 =

O O O O O OO oo oo o

mfolyam: f12_1 >= 200
kapl_2: x1 2 -bl 2 <=45
kapl_3: x1_3 -bl_3 <=42
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kapl_4: x1_4 -bl_4 <=38
kap2_3: xX2_3 -b2_3 <=92

kap2_5: x2_5 -b2_5 <=71
kap2_6: X2_6 -b2_6 <=66
kap3_4: x3_4 -b3_4 <=48
kap3_6: x3_6 -b3_6 <=30
kapd_7: x4 7 -bd_7 <=606
kap4_8: x4_8 -b4d_8 <=88
kapd4_12: x4_12 -b4_12 <=15
kap5_9: x5_9 -b5_9 <=58
kap5_10: x5_10 -b5_10 <=67
kap6_7: X6_7 -b6_7 <=41
kap6_10: x6_10 -b6_10 <=94
kap7_5: x7_5 =b7_5 <=77
kap7_9: Xx7_9 -b7_9 <=58
kap8_9: x8_9 -b8_9 <=32

kap8_11: x8_11 -b8_11 <=96
kap9_12: x9_ 12 -b9_12 <=32
kapl0_11: x10_11-b10_11 <=100
kapll_12: x11_12-b11_12 <=60

end

Az optimélis megoldés:

Status: OPTIMAL
Objective: obj = 1998 (MINimum)

No. Row name St Activity Marginal

1 cspl NS 0 =20
2 csp2 NS 0 < eps
3 csp3 NS 0 =12
4 csp4 NS 0 < eps
5 cspb NS 0 < eps
6 cspb6 NS 0 < eps
7 csp’ NS 0 < eps
8 csp8 NS 0 < eps
9 csp9 NS 0 < eps
10 csplO NS 0 < eps
11 cspll B 0
12 cspl2 NS 0 10
13 mfolyam NL 200 30
14 kapl_2 NU 45 =20
15 kapl_3 NU 42 -8
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16 kapl_4 NU 38 =20

17 kap2_3 B 0
18 kap2_5 B 0
19 kap2_6 B 62
20 kap3_4 NU 48 =12
21 kap3_6 NU 30 =12
22 kap4d_7 B 0
23 kap4_8 B 0
24 kap4_12 NU 15 -10
25 kapb5_9 B 0
26 kapb5_10 B 0
27 kap6_7 B 32
28 kap6_10 B 60
29 kap7_5 B 0
30 kap7_9 B 32
31 kap8_9 B 0
32 kap8_11 B 0
33 kap9_12 NU 32 -10
34 kaplO_11 B 60
35 kapll_12 NU 60 -10
No. Column name St Activity Marginal
1 bl_2 B 17
2 bl 3 B 36
3 bl_4 B 22
4 b2_5 NL 0 16
5 b2_6 NL 0 10
6 bd_7 NL 0 16
7 b4_8 NL 0 10
8 b5_9 NL 0 8
9 b5_10 NL 0 20
10 b8_11 NL 0 16
11 b4_12 B 93
12 b2_3 NL 0 16
13 b3_4 NL 0 8
14 b7_5 NL 0 8
15 b3_6 NL 0 8
16 b6_7 NL 0 16
17 b7_9 NL 0 8
18 b6_10 NL 0 10
19 bl0_11 NL 0 16
20 b9_12 NL 0 10
21 b8_9 NL 0 16
22 bll_12 NL 0 10
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23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

Tehat a bévitési osszkoltség 1998.

[4.17] példa megoldasa.

Ekkor a kovetkezdk lesznek az atfolyathatd kapacitasok:

f12_1
x1l 2
x1_ 3
x1 4
x2_3
x2_5
xX2_6
x3_4
x3_6
x4 77
x4 8
x4 12
x7_5
x5_9
x5_10
x6_7
x6_10
x7_9
x8_ 9
x8_11
x9_12
x10_11
x11_12

W W W w
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 45 42 38
2145 92 71 66
3142 92 48 30
4138 48 66 38 15
) 71 7 58 67
6 66 30 41 94
7 66 77 41 o8
8 88 32 96
9 o8 28 32 32
10 67 94 100
11 96 100 60
12 15 32 60

A modellhez ebben az esetben figyelembe kell venni, hogy egy csévon (élen)
egyszerre csak egyik iranyba lehet a folyadékot folyatni. Bar nem eredményezhet
jobb megoldast az oda-vissza folyatas egy élen, alternativ optimalis megoldés még
lehet.

A felmerils problémat kétféleképpen lehet feloldani. Egyrészt nettosithatjuk a
szallitdsokat. Ezen azt értjiik, hogyha pl. két csticspont kozott odafele 10 egység
aramlik, visszafele pedig 3, akkor atrendezziik az atfolyd mennyiségeket: odafele 7
egység aramlik, visszafele pedig semmi. Kénnyen belathato, hogy ez a miivelet nem
érinti a tobbi élen atfolyd mennyiséget. Masik lehetséges megoldasként elGirhatjuk
az LP modellben, hogy minden viszonylatban csak maximum az egyik irdnyban
hasznalhatjuk a csGvezetéket. Azt, hogy ezt megtegyiik egész értékii valtozokat kell
bevezetni; ezt a modell nagy halézatokra mar nem biztos, hogy belathaté idén beliil
meg tudjuk oldani. Gyakorlasképpen mégis megadjuk ezt a modellt is.

Ebben a modellben minden él esetén korlatozni kell, hogy a folyadék csak egy
iranyba haladhasson. Ezért minden élhez bevezetiink egy binéris valtozot, ami akkor
veszi fel az 1-et, ha az adott élen folyik valamilyen mennyiség. Jelolje y,;, az ab élhez

tartozo binaris valtozot:
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Yab < Tap < Mya, Va,b

Ahol M egy kell6en nagy szam, és . jeloli a csévon atfolyatott mennyiséget.

Ahhoz, hogy egyszerre csak egy iranyba lehessen folyatni, a binaris valtozok

segitségével lehet korlatozni, hogy legfeljebb csak az él egyik iranyan legyen pozitiv

mennyiség:

Ekkor a feladat kodja:

10.22. k6d. Max

fi12_1

subject to

cspl:
csp2:
csp3:
cspé:
cspb5:
Ccspb6:
csp’:
csp8:
csp9:
csplO:
cspll:
cspl2:

kapl_2:
kapl_3:
kapl_4:
kap2_3:
kap2_5:
kap2_6:
kap3_2:
kap3_4:
kap3_6:
kap4d_3:
kapéd_T7:

+£f12_1 —x1
+x1_2 +x3
+x1_3 +x2
+x1_4 +x3
+x2_5 +x7
+x2_6 +x3
+x4_ 7  +x5
+x4_8 +x9
+x5_9 +x7

_2
2
_3
_4
_5
_6
_7
_8
_9
+x5 10 +x6_10 +x11_10-x10_5 —-x10_6 -x10_11
+x8_11 +x10_11-x11_8 -x11_10-x11_12

Yab + Ybva S 1 vg? b

-x1 3
+x5_2
+x4 3
+x7_4
+x9 5
+x7_6
+x6_7

-x1 4

+x6_2 —-x2_3
+x6_3 -x3_2
+x8_ 4 —-x4 3
+x10_5 —-x5_2
+x10_6 —-x6_2
+x9_7 -x7_4

+x11_ 8 -x8_ 4 -x8_9

+x8_9

-x9 5 -x9 7

+x4_12 +x9_12 +x11_12-f12_1

x1l 3

x2_3

45

= 42

38

= 92
=71
= 66
= 92
= 48
= 30
= 48

66
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-x2_5
-x3_4
-x4_ 7
-x5_7
-X6_3
-x7_5
-x8_11
-x9_8

-xX2_6
-x3_06

-x4 8 —-x4 12 =
-x5_9 —-x5_10 =
-x6_7 —-x6_10 =

-x7_6 —-x7_9

-x9_12

O O O O O OO oo oo o



kap4_8: x4 8 <= 88
kapd4_12: x4_12 <= 15

kap5_2: x5 2 <= 71
kap5_7: x5_7 <= 77
kap5_9: x5_9 <= 58

kap5_10: x5_10 <= 67
kap6_2: xX6_2 <= 66
kapo6_3: X6_3 <= 30

kap6_T7: xX6_7 <= 41
kap6_10: x6_10 <= 94
kap7_4: x7_4 <= 66
kap7_5: X7_5 <= 77
kap7_6: X7_6 <= 41
kap7_9: x7_9 <= 58
kap8_4: x8_4 <= 88
kap8_9: x8_9 <= 32
kap8_11: x8_11 <= 96
kap9_5: x9_5 <= 58
kap9_7: x9_7 <= 58
kap9_8: x9_8 <= 32

kap9_12: x9_12 <= 32
kapl0_5: x10_5 <= 67
kapl0_6: x10_6 <= 94
kapl0_11: x10_11 <= 100
kapll_8: x11_8 <= 96
kapll_10: x11_10 <= 100
kapll_12: x11_12 <= 60

y2_3_al: y2_3 -x2_3 <=0
y2_5_al: y2_5 -x2_5 <=0
y2_6_al: y2_6 -X2_6 <=0
y3_2_al: y3_2 -xX3_2 <=0
y3_4_al: y3_4 -x3_4 <=0
y3_6_al: y3_6 -x3_6 <=0
y4_3_al: y4_3 -x4_3 <=0
yva4_T7_al: ya_7 -x4 7 <=0
y4_8_al: y4_8 -x4 8 <=0
y5_2_al: y5_2 -x5_2 <=0
y5_7_al: y5_7 -x5_7 <=0
y5_9 al: yv5_9 -x5_9 <=0
y5_10_al: y5_10 -x5_10 <=0
y6_2_al: y6_2 -X6_2 <=0
y6_3_al: y6_3 -x6_3 <=0
y6_T7_al: yo6_7 -x6_77 <=0
y6_10_al: vy6_10 -x6_10 <= 0
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y7_4_al:
y7_5_al:
y7_6_al:
y7_9_al:
y8_4_al:
y8_9_al:
y8_11_al:
y9_5_al:
y9_T7_al:
y9_8_al:
y10_5_al:
y10_6_al:

y10_11_al:

yll 8_al:

y1ll 10_al:

y2_3_fel:
y2_5_fel:
y2_6_fel:
y3_2_fel:
y3_4_fel:
y3_6_fel:
y4_3_fel:
va4_7_fel:
y4_8_fel:
y5_2_fel:
ybo_7_fel:
y5_9_fel:

y5_10_fel:

yo_2_fel:
y6_3_fel:
y6_T7_fel:

y6_10_fel:

y7_4_fel:
y7_5_fel:
y7_6_fel:
y7_9_fel:
y8_4_fel:
y8_9_fel:

y8_11 fel:

y9_5_ fel:
y9_T7_fel:
y9_8_fel:

y10_5_fel:
y10_6_fel:

y7_4 -x7_4 <=
y7_5 -x7_5 <=
y7_6 -xX7_6 <=
y7_9 -x7_9 <=
y8_4 -x8_14 <=
y8_9 -x8_9 <=
y8_11 —-x8_11 <=
v9_5 -x9_5 <=
yv9_7 -x9 7 <=
y9_8 -x9_8 <=
y1l0_5 —-x10_5 <=
y10_6 —-x10_6 <=
y10_11 -x10_11 <=
yll 8 -x11_8 <=

y11_10 -x11_10 <=

1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000

y2_3
y2_5
y2_6
y3_2
y3_4
y3_6
y4_3
va_ 7
v4_8
y5_2
yb5_77
yv5_9
y5_10
y6_2
y6_3
y6_7
y6_10
y7_4
y7_5
vy7_6
y7_9
y8_4
y8_9
y8_11
v9_5
yo_7
v9_8
y10_5
y10_6

-x2_3
-x2_5
-X2_6
-xX3_2
-x3_4
-x3_06
-x4 3
-x4 7
-x4_8
-x5_2
-x5_7
-x5_9

O O O O O O OO OO oo o oo

-x5_10

-xX6_2
-X6_3
-xX6_"7

-x6_10

-x7_4
-x7_5
-xX7_6
-x7_9
-x8_14
-x8_9

-x8_11

-x9_5
-x9_7
-x9_8

-x10_5
-x10_6
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y10_11_fel:1000 y10_11
y11_8_fel: 1000 y11_8

y11_10_fel:1000

el2_3:
el2_5:
el2_6:
el3 _4:
el3 6:
eld_T7:
eld _8:
el5_T7:
el5_9:
el5 10:
elé6_7:
el6_10:
el7_9:
el8_9:
el8_11:
ell0_11:

Binary

y2_3
y2_5
y2_6
y3_2
y3_4
y3_6
v4_3
ya_7
y4_8
y5_2
y5_7
y5_9
y5_10
y6_2

y6_3

yo6_7

y6_10
y7_4

y7_5

y7_6

yv7_9

y8_4

y2_3 +
y2_5 +
y2_6 +
y3_4 +
y3_6 +
va_ 7 +
y4_8 +
y5_7 +
y5_9 +
y5_10 +
yo6_T7 +
y6_10 +
y7_9 +
y8_9 +
y8_11 +
y10_11 +

-x10_

-x11

y11_ 10 -x11_
y3_2 <=
y5_2 <=
yo6_2 <=
y4_3 <=
y6_3 <=
y7_4 <=
y8_4 <=
vy7_5 <=
vy9_5 <=
yl0_5 <=
y7_6 <=
yl0_6 <=
yo_7 <=
y9_8 <=
yll_8 <=
yll_10 <=

11 >=0
8 >=0
10 >=0

HF PR RPRPRPRRPRRRPRRRRPRRRE R
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y8_9
y8_11
yv9_5
yo_7
y9_8
y10_5
y10_6
y10_11
yll_8
y11_10

end

Az optimélis megoldés:

Status: INTEGER OPTIMAL
Objective: obj = 107 (MAXimum)

No. Row name Activity Upper bound
1 cspl 0 =
2 csp2 0
3 csp3 0
4 csp4 0
5 cspb 0
6 cspb 0 =
7 csp’ 0
8 csp8 0 =
9 csp9 0 =

10 csplO 0 =
11 cspll 0 =
12 cspl?2 0 =
13 kapl_2 45 45
14 kapl_3 24 42
15 kapl_4 38 38
16 kap2_3 0 92
17 kap2_5 0 71
18 kap2_6 45 66
19 kap3_2 0 92
20 kap3_4 0 48
21 kap3_6 24 30
22 kap4_3 0 48
23 kap4d_T7 0 66
24 kap4_S8 23 88

273



25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

kap4_12
kap5_2
kapb_7
kap5_9
kap5_10
kap6_2
kap6_3
kap6_7
kap6_10
kap7_4
kap7_5
kap7_6
kap7_9
kap8_4
kap8_9
kap8_11
kap9_5
kap9_7
kap9_8
kap9_12
kapl0_5
kapl0_6
kapl0_11
kapll_8
kapll_10
kapll_12
y2_3_al
y2_5_al
y2_6_al
y3_2_al
y3_4_al
y3_6_al
yv4_3_al
v4_T7_al
y4_8_al
y5_2_al
y5_7_al
y5_9_al
y5_10_al
y6_2_al
y6_3_al
yo6_7_al
y6_10_al
y7_4_al
y7_5_al

w W

w
O O O O O ONMNOOWOO MO OOOO JOONOOOWOONOOOINOOOO O O WL

(&)

[
w W
o O o -

15
71
77
58
67
66
30
41
94
66
77
41
58
88
32
96
58
58
32
32
67
94
100
96
100
60
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70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114

y7_6_al
y7_9_al
y8_4_al
y8_9_al
y8_11_al
y9_5_al
yvo_7_al
yv9_8_al
y10_5_al
y1l0_6_al
y10_11_al
y1l1l_8_al
y11_10_al
y2_3_fel
y2_5_fel
y2_6_fel
y3_2_fel
y3_4_fel
y3_6_fel
y4_3_fel
y4_T7_fel
y4_8_fel
y5_2_fel
ybo_T7_fel
y5_9_fel
y5_10_fel
y6_2_fel
y6_3_fel
y6_T7_fel
y6_10_fel
y7_4_fel
y7_5_fel
y7_6_fel
y7_9_fel
y8_4_ fel
y8_9_fel
y8_11_fel
y9_5_fel
yo_7_fel
y9_8_fel
y10_5_fel
y1l0_6_fel
y10_11_fel
y1l1l_8_fel
y11 _10_fel
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115 el2_3
116 el2_5
117 el2_6
118 el3_4
119 el3_6
120 el4_7
121 el4_8
122 elb5_7
123 el5_9
124 e15_10
125 elo6_7
126 el6_10
127 el7_9
128 e18_9
129 el8_11
130 e110_11

PP ORFRPRRFRPRRPRPLROOORFRORKFRORKR OO

No. Column name Activity

fi12_1 107

XX
= e
w N
N
SO

0 ~J oUW N
XX
w =
N
w
o

N = S TR S

S W NP oW

XoMoX XX

w o NN

S W W oy Ul
NN

x3_6 2
x7_4
x8_4
x4 77
x4 8
x4 12
x7_5
x9_5
x10_5
x5_7
x5 9
x5 10
x7_6

[
< o U

N DD DNNDND R
a dH W NP O W o
=N

O O O O O OO Ul WO OO OO o uo o o o

N
[
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277
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71

x10_6
x6_7
x6_10
x9_7
x7_9
x9_8
x11 8
x8 9
x8_11
x9_12
x11_10
x10_11
x11_12

y5_10
y6_2

y6_3

yo6_7
y6_10
y7_4

y7_5
y7_6
yv7_9
y8_4
y8_9
y8_11
v9_5

yo_7

y9_8
y10_5
y10_6
y10_11
yl1l_8

y11_10

b S S S . S R e . S S S SR e . S S S . S S S
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[4.18| példa megoldasa.

A vagas lényegében az élek egy halmaza. Ez a vagas a halozatot kétfelé osztja. A
forras oldalarol a nyeld oldalara kétféle él lehet. A forras oldalérél a nyels oldalara
mutato él, ahol a szallitds mennyisége megegyezik az él kapacitasaval. Ha van olyan
¢él, ami a nyel$ oldalarol a forrés oldaldra mutat, akkor ezen az élen semmit sem
szallitunk. Ha taladlunk egy egy ilyen vagast, akkor az egyben bizonyiték is arra,
hogy a folyam értéke nem lehet nagyobb.

Ha a forras oldalarol a nyel6 oldalara mutato élek kapacitédsat meg tudnank
novelni, azzal ndvelnénk a folyam kapacitasat is. Tehat ezen élek arnyékara 1. De
ez még nem elég. Ha el6irnank, hogy a nyel§ oldalarol a forrds oldaldra mutato
éleken (ahol semmit sem szallitunk) valami kis mennyiséget kellene szallitani, akkor
viszont csokkentenénk a folyam mértékét, tehat az arnyékar -1 lenne. Ilyet viszont
nem latunk. Ennek az az oka, hogy vannak nemnegativitasi korlataink is, és ezekhez
tartozo arnyékarakra vagyunk kivancsiak. Ezt adott esetben sens . out allomanybol
ki is lehetne deriteni, de egyszeriibb, ha el6irjuk, hogy valamely csekély mennyiséget

minden élen széllitani kell. Ekkor a [4.8] Koéd az alabbiak szerint valtozik:

10.23. kod.
max
£7_1

subject to

cspl: +f7_1-x1_2-x1_3-x1_5-x1_6-x1_7

csp2: +x1_2+x4_2-x2_3-x2_5-x2_77 =
csp3: +x1_3+x2_3+x5_3-x3_4-x3_6-x3_77 =
cspd: +x3_4-x4_2-x4_5-x4_6-x4_7 =
csp5: +x1_5+x2_5+x4_5+x6_5-x5_3-x5_7 =
cspb: +x1_6+x3_6+x4_6-x6_5-x6_7 =
csp7: +x1_T7+x2_T7+x3_T7+x4_T+x5_T7+x6_T7-f7_1 =

O O O O O o o

kapl_2: x1_2<= 13
kapl_3: x1_3<= 23
kapl_5: x1_5b<= 44
kapl_6: x1_6<= 16
kapl_7: x1_7<= 32
kap2_3: x2_3<= 26
kap2_5: x2_5<= 36
kap2_7: x2_77<= 11
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kap3_4: x3_4<= 37
kap3_6: x3_6<= 11
kap3_7: x3_T7<= 37
kap4_2: x4_2<= 38
kap4_5: x4_5<= 34
kap4_6: x4_6<= 23
kapd_7: x4_T7<= 23
kap5_3: x5_3<= 23
kap5_7: x5_77<= 11
kap6_5: x6_5<= 11
kap6_7: x6_77<= 32

kapal_2: x1_2>= 0.001
kapal 3: x1_3>= 0.001
kapal_5: x1_5>= 0.001
kapal_6: x1_6>= 0.001
kapal_7: x1_7>= 0.001
kapa2_3: x2_3>= 0.001
kapa2_5: x2_5>= 0.001
kapa2_7: x2_7>= 0.001
kapa3_4: x3_4>= 0.001
kapa3_6: x3_6>= 0.001
kapa3_7: x3_7>= 0.001
kapad_2: x4_2>= 0.001
kapad4_5: x4_5>= 0.001
kapad_6: x4_6>= 0.001
kapad_7: x4_7>= 0.001
kapab_3: x5_3>= 0.001
kapab5_7: x5_7>= 0.001
kapa6_5: x6_5>= 0.001
kapa6_7: x6_7>= 0.001
end

Az optimélis megoldés:
Status: OPTIMAL

Objective: obj = 117.997 (MAXimum)

No. Row name St Activity Marginal
1 cspl NS 0 1
2 csp2 NS 0 < eps
3 csp3 NS 0 < eps
4 csp4 NS 0 < eps
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5 cspb NS 0 1
6 cspb6 NS 0 < eps
7 csp7 B 0
8 kapl_2 NU 13 1
9 kapl_3 NU 23 1
10 kapl_5 B 33.997
11 kapl_6 NU 16 1
12 kapl_7 NU 32 1
13 kap2_3 B 2
14 kap2_5 B 0.001
15 kap2_7 NU 11 < eps
16 kap3_4 B 10.999
17 kap3_6 B 0.001
18 kap3_7 NU 37 < eps
19 kap4_2 B 0.001
20 kap4_5 B 0.001
21 kap4d_6 B 0.001
22 kap4d_T7 B 10.996
23 kapb_3 NU 23 1
24 kap5_7 NU 11 1
25 kap6_5 B 0.001
26 kapo_7 B 16.001
27 kapal_2 B 13
28 kapal_3 B 23
29 kapal_5 B 33.997
30 kapal_6 B 16
31 kapal_7 B 32
32 kapaz_3 B 2
33 kapaz_5 NL 0.001 -1
34 kapa2_7 B 11
35 kapa3_4 B 10.999
36 kapa3_6 NL 0.001 < eps
37 kapa3_7 B 37
38 kapad_2 NL 0.001 < eps
39 kapa4d_>5 NL 0.001 -1
40 kapa4d_6 NL 0.001 < eps
41 kapad_7 B 10.996
42 kapab_3 B 23
43 kapab_7 B 11
44 kapa6_5 NL 0.001 -1
45 kapa6_T7 B 16.001
No. Column name St Activity Marginal
1 £7_1 B 117.997
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2 x1_2 B 13
3 x1_3 B 23
4 x1_5 B 33.997
5 x1_6 B 16
6 x1_7 B 32
7T x4_2 B 0.001
8 x2_3 B 2
9 x2_5 B 0.001
10 x2_7 B 11
11 x5_3 B 23
12 x3_4 B 10.999
13 x3_6 B 0.001
14 x3_7 B 37
15 x4_5 B 0.001
16 x4_6 B 0.001
17 x4_7 B 10.996
18 x6_5 B 0.001
19 x5_7 B 11
20 x6_7 B 16.001

Lathato, hogy az alsé korlatok miatt a folyam mérete egy kicsit csdkkent, de az
is latszik, hogy azért lényegében ugyanannyi, mint eddig. Most mar meg tudjuk adni
a minimalis vagashoz tartozo éleket: 1-2, 1-3, 1-6, 1-7, 5-3, 5-7, valamint az 2-5, 4-5,
és 6-5 élek. Az utols6 3 ‘visszafele’ mutato él.

De tovabb mehetiink, és a vagas egyik illetve mésik oldalan levé pontokat is
meg tudjuk adni az eredményfiil segitségével. Ehhez a csomoéponti feltételekhez
tartozo arnyékarak fognak segitséget jelenteni. Mivel az arnyékarak egyenlGségekhez
tartoznak az interpretalasuk kicsit nehéz jelen formaban. De els6 1épésként toroljitk
ki a csp7 korlatot. Mivel a feltételrendszer tulhatarozott volt, ezért a feladat
megoldasdban semmi érdemi véltozast nem vesziink észre.

Kovetkezs lépésként cseréljiik ki a cspl korlat jobb oldalat 0-rél 1-re. Ez
azt jelenti, hogy 1 egységnyi aru eltinik ebben a pontban. Gondolhatunk erre
példaul ado- vagy vamfizetési kotelezettségként. Nézziik meg mi torténik: a folyam
mérete megnétt 1 egységgel. A 7-es csomoépontban keletkezik 1 egységnyi aru, ezzel
megnoveltiik a fiktiv élen athaladé arumennyiséget, tehat a célfiiggvény értékét is.
Ez a keletkezett 1 egységnyi aru megsztnik az l-es csomépontban. Igy érthetéveé

valik a 1 egységnyi arnyékar a cspl korlat esetén. Nézziik most a csp6 korlatot.
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Ez a vagas tiloldalan van. Mi torténik, ha itt cseréljiik le a korlat jobboldalat 0-rol
1-re. Ekkor nem véaltozik a célfiiggvény értéke: a vagason nem tudunk tébb arut
atkiildeni, mint kordbban. A vigason atmend arumennyiségbdl 1 egység elttinik a
6-0s csomopontban, ezt az eltiind mennyiséget tudjuk poétolni a 7-es csomdépontban.
De a fiktiv élen athalad6é arumennyiség véltozatlan marad, tehat ehhez a korlathoz
tartozo arnyékar 0.

Tehat azok a csomoépontok lesznek a vagas egyik oldaléan, ahol az arnyékar 1, a
taloldalon pedig azok, ahol az d&rnyékar 0. A mi esetiinkben az 1-es és 5-6s csomdpont

van az egyik oldalon, a t6bbi pedig a tuloldalon.

példa megoldasa.
Az eredeti hélozathoz hozza kell adni egy fiktiv csticsot, amelybe a 8—13 pontokbol

lehet kozvetleniil keriilni. Ezeknek az éleknek nincs kapacitasa. A halozat tobbi

éleinek a kapacitasai tablazatba rendezve:

2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13
1100 35
2 10 80 10
3 10 35 5
4 80 10
) 10
6 5 35 10
7 5 9D
8 20
9 10
10
11
12 10
13

Ezutan a feladat els6 részét ugyanigy kell megoldani, mint az eddigi esetekben.

10.24. koéd.
Max

f14_1
subject to
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cspl: +fl4_1 -x1_2 -x1_3 =0
csp2: +x1_2 -x2_3 -x2_4 -x2_5 =0
csp3: +x1_3 +x2_3 -x3_5 -x3_6-x3_7 =0
cspd4: +x2_4 —x4_8 -x4 9 =0
cspb: +x2_5 +x3_5 -x5_10 =0
cspb: +x3_6 -x6_10 -x6_11 -x6_12 =0
csp7: +x3_7 -x7_12 -x7_13 =0
csp8: +x4_8 -x8_9 -x8_14 =0
csp9: +x4_9 +x8_9 -x9_ 10 -x9_114 =0
csplO: +x5_10 +x6_10 +x9_10 -x10_14 =0
cspll: +x6_11 -x11_14 =0
cspl2: +x6_12 +x7_12 -x12_13 -x12_14 =0
cspl3: +x7_13 +x12_13 -x13_14 =0
cspld: +x8_14 +x9_14 +x10_14

+x11_14 +x12_14 +x13_14 -fl14_1 = 0
kapl_2: x1l 2 <= 100
kapl_3: x1_ 3 <= 35
kap2_3: xX2_3 <= 10
kap2_4: x2_4 <= 80
kap2_5: x2_5 <= 10
kap3_5: x3_5 <= 10
kap3_6: xX3_6 <= 35
kap3_7: x3_ 7 <= 5
kap4_8: x4_8 <= 80
kap4_9: x4_9 <= 10
kap5_10: x5_10 <= 10
kap6_10: x6_10 <= 5
kap6_11: x6_11 <= 35
kap6_12: x6_12 <= 10
kap7_12: x7_12 <= 5
kap7_13: x7_13 <= 5
kap8_9: x8_9 <= 20
kap9_10: x9_10 <= 10
kapl2_13: x12_13 <= 10
end
A feladat optimalis megoldasa:

No. Row name St Activity Marginal
1 cspl NS 0 1
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2 csp2 NS 0 1
3 csp3 NS 0 1
4 csp4 NS 0 < eps
5 cspb NS 0 1
6 cspb NS 0 < eps
7 csp’ NS 0 < eps
8 csp8 NS 0 < eps
9 csp9 NS 0 < eps
10 csplO NS 0 < eps
11 cspll NS 0 < eps
12 cspl?2 NS 0 < eps
13 cspl3 NS 0 < eps
14 cspl4 B 0
15 kapl_2 B 95
16 kapl_3 NU 35 < eps
17 kap2_3 B 5
18 kap2_4 NU 80 1
19 kap2_5 NU 10 < eps
20 kap3_5 B 0
21 kap3_6 NU 35 1
22 kap3_7 NU 5 1
23 kap4_S8 B 70
24 kap4d_9 NU 10 < eps
25 kap5_10 NU 10 1
26 kap6_10 NU 5 < eps
27 kap6_11 B 20
28 kap6_12 NU 10 < eps
29 kap7_12 B 0
30 kap7_13 B 5
31 kap8_9 B 0
32 kap9_10 B 0
33 kapl2_13 B 0
No. Column name St Activity
1 f14_1 B 130
2 x1_2 B 95
3 x1_3 B 35
4 x2_3 B 5
5 x2_4 B 80
6 x2_5 B 10
7 x3_5 B 0
8 x3_6 B 35
9 x3_7 B 5
10 x4_8 B 70
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11 x4_9 B 10
12 x5_10 B 10
13 x6_10 B 5
14 x6_11 B 20
15 x6_12 B 10
16 x7_12 NL 0
17 x7_13 B 5
18 x8_9 NL 0
19 x8_14 B 70
20 x9_10 NL 0
21 x9_14 B 10
22 x10_14 B 15
23 x11_14 B 20
24 x12_13 NL 0
25 x12_14 B 10
26 x13_14 B 5

Tehat Osszesen 130 lakast tud bérelni a vallalat, a laképarkok szerinti bérlends

lakasok szama a kovetkezs tablazatban lathato:

bérelt lakasok

13 5
12 10
11 20
10 15
9 10
8 70

Ahhoz, hogy a bérleti dijakat minimalizaljuk, a célfiiggvényt kell megvaltoztatni,
a kovetkezsképpen:
+15x13_14 +18x12_14 +20x11_14 +12x10_14 +18x9_14 +25x8_14
Ezen kiviil fel kell tenni, hogy Osszesen 100 lakast bérel a vallalat, tehat a
korlatokhoz hozza kell adni, hogy :

f14_1 = 100

10.25. kod.
min

+15x13_14 +18x12_14 +20x11_14
+12x10_14 +18x9_14 +25x8_14

subject to
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cspl: +fl4_1 -x1_2 -x1_3 =
csp2: +x1_2 -x2_3 -x2_4 -x2_5 =
csp3: +x1_3 +x2_3 -x3_5 -x3_6-x3_7 =
cspd4: +x2_4 —x4_8 -x4_9 =
cspb: +x2_5 +x3_5 -x5_10 =
cspb: +x3_6 -x6_10 -x6_11 -x6_12 =
csp7: +x3_7 -x7_12 -x7_13 =
csp8: +x4_8 -x8_9 -x8_14 =
csp9: +x4_9 +x8_9 -x9_ 10 -x9_114 =

csplO: +x5_10 +x6_10 +x9_10 -x10_14 =
cspll: +x6_11 -x11_14 =
cspl2: +x6_12 +x7_12 -x12_13 -x12_14 =
cspl3: +x7_13 +x12_13 -x13_14 =
cspld: +x8_14 +x9_14 +x10_14

+x11_14 +x12_14 +x13_14 -fl14_1

kapl_2: x1l 2 <= 100
kapl_3: x1_ 3 <= 35
kap2_3: xX2_3 <= 10
kap2_4: x2_4 <= 80
kap2_5: x2_5 <= 10
kap3_5: x3_5 <= 10
kap3_6: xX3_6 <= 35
kap3_7: x3_ 7 <= 5
kap4_8: x4_8 <= 80
kap4_9: x4_9 <= 10
kap5_10: x5_10 <= 10
kap6_10: x6_10 <= 5

kap6_11: x6_11 <= 35
kap6_12: x6_12 <= 10

kap7_12: x7_12 <= 5
kap7_13: x7_13 <= 5
kap8_9: x8_9 <= 20

kap9_10: x9_10 <= 10
kapl2_13: x12_13 <= 10

lakas: £f14 1 = 100

end

A feladat optimélis megoldésa:

No. Row name St Activity Marginal
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1 cspl NS 0 =10
2 csp2 NS 0 =10
3 csp3 NS 0 -10
4 csp4 NS 0 -10
5 cspb NS 0 -10
6 cspb NS 0 -5
7 csp’ NS 0 < eps
8 csp8 NS 0 =10
9 csp9 NS 0 -3
10 csplO NS 0 3
11 cspll NS 0 -5
12 cspl?2 NS 0 < eps
13 cspl3 B 0
14 cspld NS 0 15
15 kapl_2 B 65
16 kapl_3 NU 35 < eps
17 kap2_3 B 5
18 kap2_4 B 50
19 kap2_5 NU 10 < eps
20 kap3_5 B 0
21 kap3_6 NU 35 -5
22 kap3_7 NU 5 =10
23 kap4_8 B 40
24 kap4_9 NU 10 -7
25 kapb5_10 NU 10 -13
26 kap6_10 NU 5 -8
27 kap6_11 B 20
28 kap6_12 NU 10 -5
29 kap7_12 B 0
30 kap7_13 B 5
31 kap8_9 NU 20 =7
32 kap9_10 NU 10 -6
33 kapl2_13 B 10
34 lakas NS 100 25
No. Column name St Activity Marginal
1 x13_14 B 15
2 x12_14 NL 0 3
3 x11_14 B 20
4 x10_14 B 25
5 x9_14 B 20
6 x8_14 B 20
7 f14_1 B 100

287



8 x1_2 B 65

9 x1_3 B 35
10 x2_3 B 5
11 x2_4 B 50
12 x2_5 B 10
13 x3_5 B 0
14 x3_6 B 35
15 x3_7 B 5
16 x4_8 B 40
17 x4_9 B 10
18 x5_10 B 10
19 x6_10 B 5
20 xo6_11 B 20
21 x6_12 B 10
22 x7_12 NL 0 < eps
23 x7_13 B 5
24 x8_9 B 20
25 x9_10 B 10
26 x12_13 B 10

A kovetkezs tablazatban lathato, hogy a lakoparkokban igy mennyit bérel ekkor

a vallalat:

bérelt lakasok

13 15
12 0
11 20
10 25
9 20
8 20

A bérleti dij pedig 1785.

4.20. példa megoldasa.

Most jelolje xAi_A7j az i. cstcs és j. csucs kozotti éleken atfolyatott A olaj
mennyiségét, és xBi_B7j ugyanezen az élen az atfolyatott B mennyiséget. Ebben
az esetben a csp: korlatokat mind a két tipusu olajra meg kell adni, kiilon-kiilon,
tehét kellenek kiilon cspA: és cspB: korlatok is. Azokon az éleken, ahol csak az

egyik tipusu olaj szallithato, ott a kapacitas korlatok nem valtoznak. Ahol azonban
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mind a két tipus aramoltathato, ott a korlat (az i, j élen) a kivetkez6képpen alakul:
kapi_j: xAi_Aj + xBi_Bj <= K (i, j)

K(i,J) az adott él kapacitasat jeloli. Ezen kiviil fel kell tenniink, hogyha
A aramlik ezen az élen, akkor a B tipusban nem aramolhat ezen a csévezetéken
keresztiil. Azaz egy olyan korlatot kell felirnunk, hogyha xAi_A3>0, akkor
xBi_Bj=0. Ehhez bevezetiink egy Yi__j binaris valtozot, ami esetén ha Yi_ j=1,
akkor az élen A olajat szallitunk, ha Yi_ j=0, akkor viszont B-t. Ehhez a kovetkezd
korlatokat kell hozzédadni a modellhez:
fkAi_j: xAi_Aj - M Yi_j <=0
fkBi_j: xBi_Bj + M Yi_j <= M

M egy kell6en nagy konstans, ami ebben a példaban megfelel6, ha M a K (i, J)
értéket veszi fel.

Ahhoz, hogy feltegyiik, hogy legalabb 20 egység keriiljon A-bol, és B-bdl a 10.
cstucsba, a fA10_1>=20, és fB10_1>=20 korlatokat kell a kdédhoz hozzaadni.

Ahhoz, hogy mindenképpen tobb A legyen elszéllitva, mint B, ahhoz pedig a

fA10_1>=fB10_1 korlat sziikséges.

10.26. kod.

Max

fA10_1 +£fB10_1

subject to

csplA: +fA10_1 -x1_A2 -x1_A3 0
csp2A: +x1_A2 -xA2_ A3 —-xA2_Ab 0
csp3A:  +x1_A3 +xA2 A3 —-xXA3_ A5 —-xA3 A6 —-xA3_A9 0
CSpbA: +xA2 A5 +xA3 A5 —-xA5 A6 —-xA5_A8 —-xA5 A10 = 0
csp6A: +xA3_A6 +xAL5_A6 -xA6_A8 -xA6_AS 0
Csp8A: +xA5_ A8 +xA6_A8 —-xA8_AlO0 0
csp9A: +xA3_A9 +xA6_A9 -—-xA9 AlO0 0
csplOA: +xA5_A10 +xA8_Al0 +xA9_A10 —-fA10_1 0
csplB: +fB10_1 -x1_B3 -x1_B4 0
csp3B: +x1_B3 +xB4_B3 -xB3_B6 —-xB3_B9 0
csp4B: +x1_ B4 -xB4_B3 —-xB4_B6 —xB4_B7 =0
csp6B: +xB3_B6 +xB4_B6 +xB7_B6 -xB6_B8 -—-xB6_B9 = 0
csp7B:  +xB4_B7 -xB7_B6 -xB7_B9 -xB7_B10 0
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Ccsp8B: +xB6_B8 —xB8 B10
csp9B: +xB3_ B9 +xB6_B9 +xB7_ B9 -xB9 B10
csplOB: +xB7_B10 +xB8_B10 +xB9_B10 —-fB10_1

kapl_AZ2: x1_A2 <= 30
kapA2_A3: xA2_A3 <= 20
kapA2_A5: xA2_A5 <= 52
kapA3_Ab5: xA3_AL <= 21
kapA5_A6: xAL5_A6 <= 10
kapA5_A8: xA5_A8 <= 36
kapA5_Al10: xA5_Al1l0 <= 10
kapl_B4: x1 B4 <= 40
kapB4_B3: xB4_B3 <= 10
kapB4_B6: xB4_B6 <= 13
kapB4_B7: xB4_B7 <= 25
kapB7_B6: xB7_B6 <= 10
kapB7_B9: xB7_B9 <= 15
kapB7_B10: xB7_B10 <= 5
kapl_3: x1_A3 +x1_B3 <= 50
kap3_6: =xA3_A6 +xB3_B6 <= 60
kap3_9: xA3_A9 +xB3_B9 <= 10
kap6_8: xA6_A8 +xB6_B8 <= 30
kap6_9: xA6_A9 +xB6_B9 <= 30
kap8_10: xA8_Al0 +xB8_B10 <= 40
kap9_10: xA9_Al10 +xB9_B10 <= 40
fkal 3: x1 A3 -50Y1 3 <=0
fkA3_6: =xA3_A6 -60Y3_6 <=0
fkA3_9: xA3_A9 -10Y3_9 <=0
fkA6_8: xA6_A8 -30Y6_8 <=0
fkA6_9: xA6_A9 -30Y6_9 <=0
fkA8_10: xA8_A10 -40Y8_10 <= 0
fkA9 10: xA9_A10 -40Y9_10 <= 0
fkB1_3: x1_B3 +50Y1_3 <= 50
fkB3_6: xB3_B6 +60Y3_6 <= 60
fkB3_9: xB3_B9 +10Y3_9 <= 10
fkB6_8: xB6_B8 +30Y6_8 <= 30
fkB6_9: xB6_B9 +30Y6_9 <= 30
fkB8_10: xB8_B10 +40Y8_10 <= 40
fkB9_10: xB9_B10 +40Y9_10 <= 40

AN20: fA10_1 >= 20
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BN20: £fB10_1 >= 20
ANB: fA10_1 - £B10_1 >= 0
Binary

Y1l_3
Y3_6
Y3_9
Y6_8
Y6_9
Y8_10
Y9_10

end

A feladat optimélis megoldésa:

No. Row name Activity
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26 kapB4_B6
27 kapB4_BR7
28 kapB7_B6
29 kapB7_BY9
30 kapB7_B10
31 kapl_3
32 kap3_6
33 kap3_9
34 kap6_8
35 kap6_9
36 kap8_10
37 kap9_10
38 fkAl_3
39 fkA3_6
40 fkA3_9
41 fkA6_8
42 fkA6_9
43 fkA8_10
44 fkA9 10
45 fkB1_3
46 fkB3_6
47 fkB3_9
48 fkB6_8
49 fkB6_9
50 fkB8_10
51 fkB9_10
52 AN20

53 BN20

54 ANB

No. Column name

0 ~J oy 0w N
bl
'_\
o>
w

= e
= O w
XM
>
Lnlw
>
o o

xA5 A8
xA5_Al10
xA6_AS8

o
w N
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14 xA6_A9 0
15 xA8_AlO0 40
16 xA9_Al0 0
17 x1_B3 0
18 x1_B4 40
19 xB4_B3 10
20 xB3_B6 0
21 xB3_B9 10
22 xB4_B6 5
23 xB4_B7 25
24 xB7_B6 10
25 xB6_BS8 0
26 xB6_B9 15
27 xB7_B9 10
28 xB7_BR10 5
29 xB8_BR10 0
30 xB9_B10 35
31 Y1_3 * 1
32 Y3_6 * 1
33 Y3_9 * 0
34 Y6_8 * 1
35 Y6_9 * 0
36 Y8_10 * 1
37 Y9_10 * 0

Tehat Osszesen 90 egységet tudunk az 1. cstcsbol a 10-es csticsba szallitani,

amelybdl 50 egység A tipusu olaj, 40 pedig B tipusi.

példa megoldasa.

4 egymast kovets “oszlopokba” rendezziik a halozat csiicsait. Az elsé oszlopban
5 cstucs szerepel, amelyek az orvosokat jelolik, a kovetkez6 3 oszlopban
pedig a napszakokhoz tartoz6 5-5 darab cstcs szerepel. Az egyes oszlopok a
reggeli- (rl, r2, r3, r4, r5), délutdni- (d1, d2, d3, d4, d5), és esti
ligyeleteket (el, e2, e3, e4, eb5) jelentik, a benniik 1év6 a csticsok pedig a
napokat.

Az els6 oszlopba tartozo csiicsokba egy-egy kapacitasu élek tartanak, egy “fiktiv”
kifolyobol (F). Ezekbdl az élekbdl a kivetkezs csuicsok oszlopaba halado élek jelentik,

hogy az adott orvos melyik reggel lehet iigyeletes. Tehat a kdvetkezs 1 kapacitéasi
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élek mennek ez a két oszlop kozott:

rl 2 r3 r4 15
A 1 1 1
B 1 1 1
ci|1 1 1 1
Dl 1 1
E 1 1

A kovetkez$ cstucsok oszlopa a délutani iigyeletet jelenti, tehat az itteni 1

kapacitasu élek a két napaszak kozotti lehetséges reggel-délutani iigyeletparokat

adja:
dl d2 d3 d4 db
rl 1
r2 1 1 1
r3 1 1 1 1
r4 1 1 1
rH 1 1

Az utols6 ilyen csucsokkal kapcsolatos élek pedig a délutan-este kozotti

kapcsolatot adjak meg, természetesen itt is 1 kapacitassal.

el e2 e3 ed eb
dl 1 1 1
d2 1 1
d3 | 1
dd| 1 1
db| 1 1 1

Minden esti tigyelethez tartozik egy 1 kapacitasu ¢él, amelyik a végs6 cstcsba, az
N-be vezet. A feladatot annyiban modositani kell a hagyoményos Maximalis folyam
feladathoz képest, hogy fel kell tenni, hogy minden csomoépontba bemend Gsszes él
kapacitasanak osszege 1 (elegendd, ha csak a reggeli, délutani, és az esti idpontokhoz
tartozo csticsokba bemend élekhez tessziik fel ezeket a korlatokat). Ezaltal érhetd el,
hogy minden iigyeleten kizarolag egy orvos legyen jelen. Ezek a korlatok a kdédban
Okap: néven vannak jeldlve.

10.27. kod.
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Max
fN_F

subject

cspl:
csp2:
csp3:
csp4:
csp5:
Ccspb6:
csp7:
csp8:

csp9:

csplO:
cspll:
cspl2:
cspl3:
cspléd:
csplb5:
cspl6:
cspl7:
cspl8:
cspl9:
csp20:
cspz2l:
csp22:

Okap_rl:
Okap_r2:
Okap_r3:
Okap_r4:
Okap_rb5:
Okap_d1l:
Okap_d2:
Okap_d3:
Okap_d4:
Okap_d5:
Okap_el:
Okap_e2:
Okap_e3:
Okap_e4:
Okap_eb5:

—XF_E

-xr2_d4
-xr3_d5

-xrb_d4

-xd3_eb

+xe5_N —-fN_F
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to

+fN_F -xXF_A -xF_B -xF_C -xF_D

+xF_A -xXA r2 —-xA r4 -—-xA_r5

+xF B -xB rl —-xB_r2 -xB r3 -xB r5

+xF_C -xC_rl -xC_r2 -xC_r3 -xC_rb5

+xF_D -xD_rl -xD_r2

+xF_FE -xEBE_r4 —-xE_rb5

+xB rl +xC_rl +xD_rl -xrl d2 —-xrl d3

+xA_r2 +xB r2 +xC_r2

+xD_r2 -—-xr2_dl -xr2_d3

+xB_r3 +xC_r3 -xr3_dl -xr3_d2 -xr3_d4

+xXA_r4 +xE_rd4 -—-xrd4d d2 -xr4d4_d3 —-xr4d_d>5

+xA r5 +xB_r5 +xC_r5 +xE_r5 -—-xr5_d3

+xr2_dl +xr3_dl -xdl_e3 —-xdl_ed4d -xdl_eb5

+xrl _d2 +xr3_d2 +xrd4_d2 —-xd2_ed —-xd2_eb5

+xrl_d3 +xr2_d3 +xr4d4d_d3 +xr5_ d3 -xd3_el

+xr2_d4 +xr3_d4 +xr5_d4 -xd4_el -xd4d_e2

+xr3_d5 +xr4_d5 -xdb5_el -xd5_e2 -xdb_e3

+xd3 el +xd4 el +xd5 el —-xel N

+xd4d_e2 +xd5_e2 -xe2_ N

+xdl_e3 +xd5_e3 —-xe3_N

+xdl_ed +xd2_ed -xed N

+xdl_eb5 +xd2_eb5 +xd3_e5 -xeb_N

+xel N +xe2 N +xe3 N +xed N
+xB_rl +xC_rl +xD_rl =1
+xXA_r2 +xB_r2 +xC_r2 +xD_r2 =1
+xB_r3 +xC_r3 =1
+xA_r4 +xE_r4 =1
+xA_ r5 +xB r5 +xC_r5 +xE r5 =1
+xr2_dl +xr3_dl =1
+xrl_d2 +xr3_d2 +xrd_d2 =1
+xrl_d3 +xr2_d3 +xr4_d3 +xr5_d3 =1
+xr2_d4 +xr3_d4 +xr5_d4 =1
+xr3_d5 +xrd4 d5 1
+xd3_el +xd4_el +xd5_el 1
+xd4_e2 +xd5_e?2 =1
+xdl_e3 +xdb5_e3 =1
+xdl_ed +xd2_e4 =1
+xdl_eb5 +xd2_eb5 +xd3_e5 =1
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kapF_A:

kapF_B:

kapF_C:

kapF_D:

kapF_E:

kapA_r2:
kapA_r4:
kapA_r5:
kapB_rl:
kapB_r2:
kapB_r3:
kapB_r5:
kapC_rl:
kapC_r2:
kapC_r3:
kapC_r5:
kapD_r1l:
kapD_r2:
kapE_r4:
kapE_rb5:

kaprl_d2:
kaprl_d3:
kapr2_dl:
kapr2_d3:
kapr2_d4:
kapr3_dl:
kapr3_d2:
kapr3_d4:
kapr3_db:
kapr4d_d2:
kapr4d_d3:
kapr4d_d5:
kapr5_d3:
kaprb5_d4:
kapdl_e3:
kapdl_e4:
kapdl_eb5:
kapd2_e4d:
kapd2_eb:
kapd3_el:
kapd3_eb5:
kapd4_el:
kapd4_e2:
kapdb_el:
kapdb_e2:

xXF_A

XF B

xF_C

xF_D

xF_E

xXA_r2
xA_r4
XA_rb5
xB_ril
xB_r2
xB_r3
xB_rb
xC_rl
xXC_r2
xC_r3
xC_rb5
xD_rl
xD_r?2
xE r4
xE_r5
xrl_d2
xrl_d3
xr2_dl
xr2_d3
xr2_d4
xr3_dl
xXr3_d2
xr3_d4
xr3_db
xrd_d2
xrd_d3
xrd_d5
xr5_ d3
xr5_d4
xdl _e3
xdl_e4
xdl_eb5
xd2_e4
xd2_eb
xd3_el
xd3_eb5
xd4d_el
xd4d_e?2
xd5_el
xd5_e?2

R e e e T = T e T = T R e R e R e e N e T = e T e e T = S R e R R S R e T e e e = e T S S e
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kapd5_e3: xd5_e3 <=1
kapel_N: xel N <=1
kape2_N: xe2_ N <=1
kape3_N: xe3_N <=1
kaped4d_N: xed4d N <=1
kape5_N: xeb_N <=1
end
Az optimélis megoldés:
No. Row name St Activity Marginal
1 cspl NS 0 1
2 csp2 NS 0 1
3 csp3 NS 0 1
4 csp4 NS 0 1
5 cspb NS 0 1
6 cspb NS 0 1
7 csp’ NS 0 < eps
8 csp8 NS 0 < eps
9 csp9 NS 0 < eps
10 csplO NS 0 < eps
11 cspll NS 0 < eps
12 cspl?2 NS 0 < eps
13 cspl3 NS 0 < eps
14 cspl4 NS 0 < eps
15 csplb NS 0 < eps
16 csplé6 NS 0 < eps
17 cspl7 NS 0 < eps
18 cspls8 B 0
19 cspl9 NS 0 < eps
20 csp20 NS 0 < eps
21 csp2l NS 0 < eps
22 csp22 NS 0 < eps
23 Okap_rl NS 1 1
24 QOkap_r2 NS 1 1
25 Okap_r3 NS 1 1
26 Okap_r4 NS 1 1
27 Okap_rb5 NS 1 1
28 Okap_dl NS 1 < eps
29 Okap_dz2 NS 1 < eps
30 Okap_d3 NS 1 < eps
31 Okap_d4 NS 1 < eps
32 Okap_db B 1
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33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77

Okap_el
Okap_e?2
Okap_e3
Okap_e4
Okap_eb5
kapF_A
kapF_B
kapF_C
kapF_D
kapF_E
kapA_r2
kapA_r4
kapA_r5
kapB_rl
kapB_r2
kapB_r3
kapB_r5
kapC_rl
kapC_xr2
kapC_r3
kapC_xr5
kapD_rl
kapD_r2
kapE_r4
kapE_r5
kaprl_d2
kaprl_d3
kaprz_dl
kapr2z_d3
kapr2_d4
kapr3_dl
kapr3_d2
kapr3_d4
kapr3_d>5
kaprd_d2
kapr4d_d3
kaprd_d>5
kapr5_d3
kaprb5_d4
kapdl_e3
kapdl_e4
kapdl_eb5
kapd2_e4
kapd2_eb
kapd3_el

NS

NS
NS
NS
NU

Z 0w ww
c

Z 0w www
(@

W W wWwwwowww

Z
a

W oW wWwowowowowowowowwowowowowowoow
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78 kapd3_eb B 0
79 kapd4_el B 0
80 kapdd_e2 B 1
81 kapdb_el B 0
82 kapd5_e2 B 0
83 kapdb5_e3 B 1
84 kapel_N B 1
85 kape2_N B 1
86 kape3_N B 1
87 kaped_N B 1
88 kapeb_N B 1
No. Column name St Activity

1 fN_F B 5
2 xXF_A B 1
3 xF_B B 1
4 xF_C B 1
5 xXF_D B 1
6 xXF_E B 1
7 xXA_r2 B 1
8 xA_rd4 B 0
9 xA_r5 NL 0
10 xB_r1l NL 0
11 xB_r2 NL 0
12 xB_r3 NL 0
13 xB_r5 B 1
14 xC_rl NL 0
15 xC_r2 NL 0
16 xC_r3 B 1
17 xC_r5 NL 0
18 xD_rl B 1
19 xD_r2 B 0
20 xE_r4 B 1
21 xE_1rb5 B 0
22 xrl_d2 B 1
23 xrl_d3 B 0
24 xr2_dl NL 0
25 xr2_d3 NL 0
26 xr2_d4 B 1
27 xr3_dl1 B 1
28 xr3_d2 NL 0
29 xr3_d4 NL 0
30 xr3_d5 B 0
31 xr4_d2 B 0
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32 xr4_d3
33 xr4_d>5
34 xr5_d3
35 xr5_d4
36 xdl_e3
37 xdl_ed4
38 xdl_eb5
39 xd2_ed4
40 xd2_e5
41 xd3_el
42 xd3_eb5
43 xd4_el
44 xd4_e?2
45 xd5_el
46 xdb5_e?2
47 xd5_e3
48 xel N
49 xe2 N
50 xe3_N
51 xed4d N
52 xeb5_N

W www

2,

L
L

W wWwww=

Z,

L

PP P RPPRPROOR OORORRPE OOOR KO

0 WwWwwowwwww

A végeredmény, azaz egy lehetséges tigyeleti beosztas a kovetkezd tablazatban

lathato:
reggel délutan este
A |2.nap 4.nap 2. nap
B |5.nap 3.nap 1.nap
C|3.nap 1.nap 5. nap
D | 1. nap 2.nap 4. nap
E |4 nap 5. nap 3.nap

10.4. Legrovidebb ut feladatok

[6.15 példa megoldasa.

Elgszor a csomopontos formalizaciot adjuk meg. A megoldas most a[5.6] kodhoz
hasonlit leginkabb, mivel a legtobb cstics kozott két irdnyba is lehet haladni.
Annyiban tér el viszont a mostani feladat, hogy nem azonosak az oda-vissza
tartd utak hosszai. Ez azt jelenti, hogy val6jaban most is iranyitott grafon kell

meghatarozni a legrovidebb utat, viszont sok cstics kozott ketts iranyitott él is megy,
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ellenkezé iranyba.

10.28. kod.
Min
tav:
+26x1_3 +19x1_4 +29x1_5 +51x1_7 +75x1_8 +350x1_10
+72x2_1 +39x2_4 +72x2_5 +52x2_6 +80x2_7 +45x2_8 +79x2_9
+30x3_1 +15x3_2 +46x3_4 +50x3_5 +80x3_6 +17x3_7 +79x3_8
+48x3_9
+26x4_1 +36x4_ 5 +56x4 6 +65x4_7 +50x4_8 +68x4_9
+66x5_1 +40x5_2 +16x5_3 +67x5_4 +57x5_6 +79x5_8 +76x5_9
+13x6_1 +31x6_3 +75x6_8 +35x6_9 +65x6_10
+51x7_2 +11x7_3 +43x7_5 +51x7_6 +53x7_8 +12x7_9 +45x7_10
+45x8_1 +10x8_2 +58x8_3 +10x8_4 +67x8_5 +75x8_6 +59x8_7
+56x8_9 +22x8_10
+35x9_2 +17x9_3 +36x9_4 +17x9_6 +62x9_7 +10x9_8 +55x9_10
+13x10_1+47x10_2+63x10_3+66x10_4+34x10_5+76x10_7 +58x10_8
+63x10_9
Subject to
cspl:+x1_3+x1_4+x1_5+x1_7+x1_8+x1_10
-x2_1-x3_ 1-x4 1-x5_1-x6_1-x8_1-x10_1 = 1
csp2:+x2_1+x2_4+x2_5+x2_6+x2_T7+x2_8+x2_9
-xX3_ 2-x5 2-x7 2-x8 2-x9 2-x10_2 = 0
csp3:+x3_1+x3_2+x3_4+x3_5+x3_6+x3_T7+x3_8+x3_9
-x1_3-x5_3-x6_3-x7_3-x8_3-x9 3-x10_3 = 0
cspd:+x4_1+x4_5+x4_6+x4_T7+x4_8+x4_9
—x1_ 4-x2 4-x3 4-x5 4-x8 4-x9 4-x10_4 = 0
cspS5:i+x5_1+x5_2+x5_3+x5_4+x5_6+x5_8+x5_9
-x1_5-%x2_5-x3_5-x4 5-x7_5-x8_5-x10_5 = 0
Ccspb6:+x6_1+x6_3+x6_8+x6_9+x6_10
—X2_6—-xX3_6—-x4_6-x5_6-x7_6-x8_6-x9_6 = 0
csp7:+x7_2+x7_3+x7_5+x7_6+x7_8+x7_9+x7_10
—-x1 7-x2_ T7-x3 T7-x4 T7-x8 T7-x9 7-x10_7 = 0
csp8:+x8_1+x8_2+x8_3+x8_4+x8_5+x8_6+x8_7+x8_9+x8_10
-x1_8-x2_8-x3_ 8-x4 8-x5_8-x6_8-x7_8-x9_8-x10_8 = 0
csp9:+x9_2+x9_3+x9_4+x9_6+x9_T7+x9_8+x9_10
-x2_9-x3_9-x4_9-x5_9-x6_9-x7_9-x8_9-x10_9 = 0

csplO:+x10_1+x10_2+x10_3+x10_4+x10_5+x10_7+x10_8+x10_9
-x1 10-x6_10-x7_ 10-x8 10-x9 10 =

End

A megoldas:
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No. Column name St Activity Marginal

_ B 1
19 x3_7 B 1
45 x7_9 B 1
55 x8_10 B 1
61 x9_8 B 1

Al—>3—->7—9—8— 10 ut lesz a legrovidebb 1t, amelynek hossza 87.

A gytiris felirasban a kovetkezGképpen néz ki a feladat

10.29. koéd. max
y1l0 -yl

Subject to

el2_1: vyl -y2 <= 72
el3_1: vyl -y3 <= 30
eld_1: vyl -y4 <= 26
elb5_1: vyl -y5 <= 66
ele_1: yl -y6 <= 13
el8_1: vyl -y8 <= 45
ellO0_1: y1 -y10 <= 13
el3_2: vy2 =-y3 <= 15
el5_2: y2 -y5 <= 40
el7_2: y2 -y7 <= 51
el8_2: vy2 -y8 <= 10
el9_2: y2 -y9 <= 35
ell0_2: y2 -yl0 <= 47
ell 3: y3 -yl <= 26
el5_3: y3 -y5 <= 16
el6e_3: y3 -y6 <= 31
el7_3: y3 -y7 <= 11
el8_3: y3 -y8 <= 58
el9 _3: y3 -y9 <= 17
ell0_3: y3 -yl0 <= 63
ell 4: y4 -yl <= 19
el2_4: vy4 -y2 <= 39
el3_4: vy4 -y3 <= 46
el5_4: vy4 -y5 <= 67
el8_4: y4 -y8 <= 10
el9 4: vy4 -y9 <= 36
ell0_4: y4 -y10 <= 66
ell_5: y5 -yl <= 29
el2_5: y5 ~-y2 <= 72

302



el3_5:
eld_5:
el7_5:
el8_5:
ell0_5:
el2_6:
el3_6:
eld_6:
el5 6:
el7_6:
el8_6:
el9_6:
ell 7:
el2_7:
el3_T7:
eld_T7:
el8_T7:
el9_7:
ell0_T7:
ell _8:
el2_8:
el3_8:
eld_8:
el5_8:
el6_8:
el7_8:
el9_8:
ell0_8:
el2_9:
el3 9:
eld_9:
el5 _9:
el6_9:
el7_9:
el8 9:
ell0_9:
ell _10:
el6_10:
el7_10:
el8 10:
el9_10:

end

v5
\AS)
\4S)

y5
y6
y6
v 6
y6
y6
y6
y6

y8
v9
v9
v9
v9
v9
v9
v9
v9
y10
y10
yv10
y10
y10

<= 50
<= 36
<= 43
<= 07
<= 34
<= 52
<= 80
<= 56
<= 57
<= 51
<= 75
<= 17
<= 51
<= 80
<= 17
<= 65
<= 59
<= 062
<= 76
<= 75
<= 45
<= 79
<= 50
<= 79
<= 75
<= 53
<= 10
<= 58
<= 79
<= 48
<= 068
<= 76
<= 35
<= 12
<= 56
<= 63
<= 350
<= 65
< 45
< 22
<= 55

A gytirts felirds megoldésa:
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No. Row name St Activity Marginal

1 el2_1 B =20
2 el3_1 B -26
3 eld_1 B -15
4 el5_1 B =10
5 elé6_1 B -22
6 el8_1 B -65
7 ell10_1 B -87
8 el3_2 B -6
9 elb5_2 B 10
10 el7_2 B =23
11 el8_2 B -45
12 e19_2 B -35
13 e110_2 B -67
14 el11_3 NU 26 1
15 el5_3 NU 16 < eps
16 el6_3 B 4
17 el7_3 B =17
18 el8_3 B -39
19 el19_3 B -29
20 e110_3 B -6l
21 ell_4 B 15
22 el2_4 B -5
23 el3_4 B -11
24 el5_4 B 5
25 el8_4 B =50
26 el9_4 B -40
27 ell0_4 B =72
28 ell_5 B 10
29 el2_5 B -10
30 el3_5 B -16
31 eld4_5 B -5
32 el7_5 B -33
33 el8_5 B -55
34 e110_5 B =77
35 el2_6 B 2
36 el3_6 B -4
37 eld_6 B 7
38 el5_6 B 12
39 el7_6 B -21
40 el8_6 B -43
41 el9_6 B -33
42 ell_7 B 43
43 el2_7 B 23
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44 el3_7 NU 17 1

45 eld_7 B 28
46 e18_7 B -22
47 el9_7 B -12
48 e110_7 B -44
49 ell_8 B 65
50 el2_8 NU 45 < eps
51 el3_8 B 39
52 el4d_8 NU 50 < eps
53 el5_8 B 55
54 el6_8 B 43
55 el7_8 B 22
56 €19_8 NU 10 1
57 e110_8 B -22
58 el2_9 B 35
59 el3_9 B 29

60 eld_9 B 40

61 el5_9 B 45

62 el6_9 B 33

63 el7_9 NU 12 1
64 e18_9 B =10

65 e110_9 B -32

66 ell_10 B 87

67 el6_10 NU 65 < eps
68 el7_10 B 44

69 e18_10 NU 22 1
70 e19_10 B 32

No. Column name St Activity Marginal

1 v10 B 87

2yl NL 0 < eps
3 y2 B 20

4 y3 B 26

5 vy4 B 15

6 yb5 B 10

7 y6 B 22

8 v8 B 65

9 y7 B 43
10 y9 B 55

A legrovidebb ut természetesen itt is ugyanaz, mint a masik felirds esetén.
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példa megoldasa.

Mivel az el6z6 feladatban az 1. csticsbol a 10-esbe mar felirtuk mind a két formalizalt
LP-t, ezért egy egyszerii megoldas, ha azok valamelyikét modositjuk. A masik iranyt
legrovidebb 1t keresésére egyszertibb a gytrts formalizaciot modositani, mivel ott
csak a célfiiggvény arra modosul, hogy y1 —-y10, a y10 -y1 helyett. A korlatok

ugyanazok maradnak, mint az el6z6 esetben.

10.30. kod.
max
yl —-yl10

Subject to

el2_1: vyl -y2 <= 72
el3_1: vyl -y3 <= 30
eld_1: yl -y4 <= 26
el5_1: vyl -y5 <= 66
ele_1: yl1 -y6 <= 13
el8_1: vyl -y8 <= 45
ell0_1: y1 -y10 <= 13
el3_2: yz2 -y3 <= 15
el5_2: y2 -y5 <= 40
el7_2: vy2 -y7 <= 51
el8_2: y2 -y8 <= 10
el9 2: vy2 -y9 <= 35
ell0_2: y2 -yl10 <= 47
ell 3: y3 -yl <= 26
el5_3: y3 -y5 <= 16
el6_3: y3 -y6 <= 31
el7_3: y3 -y7 <= 11
el8 _3: y3 -y8 <= 58
el9 3: y3 -y9 <= 17
ell0_3: y3 -y10 <= 63
ell_4: vy4 -yl <= 19
el2_4: vy4 -y2 <= 39
el3_4: y4 -y3 <= 46
elb_4: y4 -y5 <= 67
el8_4: y4 -y8 <= 10
el9_4: vyv4 -y9 <= 36
ell0_4: y4 -y10 <= 66
ell 5: y5 -yl <= 29
el2_5: y5 -y2 <= 72
el3_5: y5 -y3 <= 50
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eld_5: y5 -y4 <= 36
el7_5: y5 =-y7 <= 43
el8_5: y5 -y8 <= 67
ell0_5: y5 -y10 <= 34
el2_6: y6 -y2 <= 52
el3_6: vy6 -y3 <= 80
eld_6: vy6 -y4 <= 56
el5_6: vy6 -y5 <= 57
el7_6: y6 -y7 <= 5l
el8_6: y6 -y8 <= 75
el9_6: vy6 -y9 <= 17
ell_7: y7 -yl <= 51
el2_7: y7 -y2 <= 80
el3_7: y7 -y3 <= 17
eld_7: y1 -y4 <= 65
el8_7: y7 -y8 <= 59
elo_7: y7 -y9 <= 62
ell0_7: y7 =-y10 <= 76
ell 8: y8 -yl <= 75
el2_8: y8 -y2 <= 45
el3_8: y8 -y3 <= 79
eld_8: y8 -y4 <= 50
el5_8: y8 =-y5 <= 79
el6_8: y8 -y6 <= 75
el7_8: y8 -y7 <= 53
el9 8: y8 -y9 <= 10
ell0_8: y8 -y1l0 <= 58
el2_9: vyv9 -y2 <= 79
el3_9: vy9 -y3 <= 48
eld 9: vyv9 -y4 <= 68
el5_9: vy9 -y5 <= 76
el6_9: vyv9 -y6 <= 35
el7_9: vy9 -y7 <= 12
el8_9: vy9 -y8 <= 56
ell0_9: y9 -y1l0 <= 63
ell _10: y1l0 -yl <= 350
el6e_10: y10 -y6 <= 65
el7_10: y10 -y7 <= 45
el8_10: y10 -y8 <= 22
el9 _10: y10 -y9 <= 55

end

Az optimélis megoldés pedig:
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No. Row name St Activity Marginal

< eps

W 3oy Ul WN
®
'_l
o
H
Z
(@)
'_l
w

NI I I R R e e e
W R OWOWJo U & WN R O W
® 0O O D®OOO0OD®OOODOD®®DO D O
HHEHFRRRRRRRRRRR B
WM R P WOWOO-Jo U P PO o~ U
o o
RTINS W wWwwwww DN N
w N
| |
- -

[\)
IS
®

'_l
ul
IS

B W WWWwWWWwwWwwwN NN N
R O W o0 Jo Ul WDNE O WOoWwJo
® OO0 0OD0O0O0DOO0DO OO OO D D
H R R R RRRRRRRRR
O 00 J U WNDEFEP oI WNDEEF
(@) (@)
A O O)Y O)Y O)Y OO O o O 01 U1 U1 O I
o IS
[
’_\

InN
N
D

=
=
~J

I
'_l
O W O OO OO OO OO OO OO WO OO OOIOOWOOLOOOLLOLOOWOLOOOOoO

)
ol
0}
'_l
CO
o
W wWwwowowowowowowowowowowowowowowowowowowowowowwowowowowwowowowow

InN
w
0]

=
N
~J

308



44 e13_7
45 eld_ 7
46 e18_7
47 e19_7
48 e110_7
49 ell_8
50 el2_38
51 e13_8
52 el4_38
53 elb5_38
54 el6_8
55 e17_8
56 19_8
57 €110_8
58 el2_9
59 el13_9
60 el4d_9
61 el5_9
62 el6_9
63 el7_9
64 e18_9
65 €110_9
66 ell1_10
67 el6_10
68 el7_10
69 e18_10
70 €19_10

No. Column name

000w owowowowowowowowowowowowowowowowowowwowowowowow

Activity

O O O O WO O OO OO OO OO0 woLoo oo

Marginal

O W W ~Jo U D WN
N
1NN

[

v9

O O O O O OO oo Ww

AN AN AN ANAA

A

A legrovidebb ut most 10 <— 1, aminek a hossza 13.
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[5.17] példa megoldasa.
A példaban meghatéarozott feladatra a duél feladat:

10.31. kod.
Min

+22.9x1_2+459.3x1_3 + 56.3x1_4+496.8x1_5+15.6x1_6 +100.1x1_7
+67.4x2_3 + 24.7x2_4+44.5%x2_5+38.5x2_6 + 97.6x2_77
+104.7x3_4+49.7x3_5+46.8x3_6 +103.2x3_7

+53.9x4_5+88x4_6 +105.6x4_7

+17.6x5_6 + 15.2x5_7

+130.6x6_7

subject to

cspl: +x1 -x1 2 -x1_3 —-x1_4 -x1_5 —x1_6 -x1_7 >= 0
csp2: +x1_2 —x2_ 3 —x2_4 —-x2_.5 -x2_6 -x2_7 >= 0
csp3: +x1_3 +x2_3 -x3_4 -x3_5 -x3_6 —-x3_7 >= 0
cspd: +x1_4 +x2_4 +x3_4 -x4_5 —x4_6 —x4_7 >= 0
cspb: +x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 -xX5_6 -x5_7 >= 0
cspb: +x1_6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 -x6_7 >= 0
csp7: +x1_7 +x2_7 +x3_7 +x4_7 +x5_7 +x6_7 >= 1

end

példa megoldasa.
A megoldashoz nézziik a 5.5 példa megoldasat. Mivel ebben az esetben ha

egy ¢l hosszat megvaltoztatjuk, akkor a masik iranyba is meg kéne valtoztatni az
élnek a hosszat, ami azt jelentené, hogy a célfiiggvényben két egyiitthatd egyiittes
megvaltoztatasat kéne vizsgalni. Az érzékenységvizsgalat segitségével kizardlag egy
paraméter megvaltozasa esetén tudunk biztosat mondani.

Mivel azonban ebben az esetben a két egyiitthatd Osszefiigg, ezért a lehetséges
hatarokat meg tudjuk hatarozni. Ha olyan élt vizsgalunk, amely a legrévidebb 1t
része, akkor azt kell vizsgalnunk, hogy meddig ndvelhets az él hossza, gy, hogy
bennmaradjon az adott él a bazisban. Mivel ekkor a maésik irdnyba mutato él is
ugyanannyival lesz hosszabb, ezért nem alakulhat ki olyan, hogy az eredeti irany
helyett a masik irany legyen a legrovidebb 1t része. Tehat elég, ha az érzékenységi

jelentésben béazisvaltozo esetén az Obj coef range oszlopot vizsgaljuk.
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A [5.5] példaban nézziik példaul az x6_5 béazisvaltozot:

No. Column name St Obj coef range

35 x6_5 BS -6.00000
51.80000

Ebben az esetben tehat ha az él hossza 51,8 alatt van, akkor nem véaltozik a

legrovidebb 1t, felette viszont igen.

10.5. Kritikus ut feladatok

6.10. példa megoldasa.

A gondolatmenet mindegyik kod esetében azonos, ahogy a megoldas is, ezért a
felirasokat csak felsorolva adjuk meg. A kod esetén a kovetkezGképpen néz ki az
LP feladat modositasa:

10.32. kod.

min
+ 50rA + 70rB + 30rC + 25rD+ 15rE + 55rI
+120rJ +110rK

subject to
y8 — yl <= 62

ell _2: y2 - yl1 + rA >= 30
ell _3: y3 - vyl >= 6
el2_4: yv4 - y2 + rE >= 10
el2_5: y5 - y2 rB >= 15
el2_7: y7 - y2 + rD >= 10

+

el3_4: y4 - vy3 >= 2
el3_6: y6 - y3 >= 2
eld_6: y6 — y4 + rI >= 5
elb5_7: y7 - y5 + rC >= 25
el6_8: y8 — y6 + rJ >= 10
el7_8: y8 — y7 + rK >= 13
rA: rA <= 2
rE: rE <= 2
rB: rB <= 8
rD: rD <= 3
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rIi: rI <= 1
rC: rC <= 19
rJ: rJ <= 5
rK: rK <= 8

end

A[6.6] kod esetén pedig a kovetkezGképpen néz ki az LP feladat:
10.33. kod.

min
+ 50rA + 70rB + 30rC + 25rD+ 15rE + 55rT
+120rJ +110rK

subject to

yVeg<=62

kB_A: yA -yB -rA <= -30
kC_B: yB -yC —-rB <= -15

kD_A: yA -yD -rA <= -30
kKE_A: yA -yE —-rA <= -30

kG_F: yF -yG <= - 6
kH_F: yF -yH <= - 6
kI_E: yvE -yI -rE <= -10
kI_G: yG -yI <= - 2
kdJ_I: yI -yJ -rI <= -5
kJ_H: yH -vyJ <= - 2

kK_C: yC -yK —-rC <= -25
kK_D: yD -yK -rD <= -10

tA: yA —-yVeg —-rA <= -30
tB: yB -yVeg -rB <= -15
tC: yC -yVeg -rC <= =25
tD: yD -yVeg —-rD <= -10
tE: yvE -yVeg —-rE <= -10

tF: yF —-yVeg <= - 6
tG: yG -yVeg <= - 2
tH: yH -yVeg <= - 2
tl: yI -yVeg —-rlI <= - 5

tJd: yJ -yVeg —-rJd <= -10
tK: yK -yVeg -rK <= -13

rA: rA <= 2
rE: rE <= 2
rB: rB <= 8
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rD: rD <= 3
rIi: rI <= 1
rC: rC <= 19
rJ: rJ <= 5
rK: rK <= 8

end

A kod esetén a felirds bonyolultabb, mivel ekkor az eddig hasznalt

célfiiggvénybdl a kovetkezs korlatnak kéne a modellbe keriilnie:

+ (30-rA) x1_2 + 6 x1 3 4+ (10-rE) x2 4
+ (15-rB) x2_5 + (10-rD) x2_7 + 2 x3 4
+ 2 x3_6 + (5-rI) x4_6 + (25-rC) x5_7
+ (10-rJ) x6_8 + (13-rK) x7_8 <= 62

Ami viszont nem linearis. Természetesen megadhatjuk a [10.32] kodhoz tartozo
LP feladat dualjat is, ami linearis feladat lesz, de ebben az esetben nehéz értelmezni

a dontési valtozokat.

példa megoldasa.

A megoldéas ebben az esetben is barmelyik formalizacioval is megadhato,
viszont talan a kodban szerepld felirds esetén a legegyszertibb a menetrend

meghatarozasa. Elgszor a graf éleinek meghatarozzuk az el6zményeit:

Vonat Varhaté menetidé Kordbbi vonatok

14 6
15 7

25 3

35 5

38 12

46 8 14, 54

54 3 15, 25, 35
57 6 15, 25, 35
58 9 15, 25, 35
67 4 46

78 3 57, 67

Az LP kod pedig:
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10.34.
Min

vVeg

Subje
k14_0
k15_0
k25_0
k35_0
k38_0
kde6_1
kd46_5
k54_1
k54_2
k54_3
k57_1
k57_2
k57_3
k58_1
k58_2
k58_3
ke7_4
k78_5
k78_6

tl4d:
tl5:
t25:
t35:
£t38:
td6:
th4:
th7:
£58:
t67:
t78:

end

kéd.

ct to

: -vl14
: -v1l5
: -v25
: -v35
: -v38
4. v14 -vio
4. vb4 -vio
5: v15 -v54
5: v25 -v54
5: v35 -v54
5: v15 -v57
5: v25 -vb57
5: v35 -vb57
5: v15 -v58
5: v25 -v58
5: v35 -vb8
6: vdo —-vo67

7: vb57 -v78

7: v6eT7 —-v78

vld -vVeg <=
v1l5 —-vVeg <=
v25 -vVeg <=
v35 -vVeg <=
v38 —-vVeg <=
v46 —-vVeg <=
vb4 —-vVeg <=
v57 —-vVeg <=
vb8 -vVeg <=
ve7l —vVeg <=
v78 —-vVeg <=

O O O O O O oo o oo

Az optimélis megoldés pedig:

Row name

St

W W © W WOWoOHOoOO WWWOo N UwJo

Activity

Marginal
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O J o U b W

k15_0
k25_0
k35_0
k38_0
kdo6_14
kd6_54
k54_15
k54_25
k54_35
k57_15
k57_25
k57_35
k58_15
k58_25
k58_35
k67_46
k78_57
k78_67
tl4
tl5
t25
£35
t38
tde
t54
t57
t58
te’7
t78

Column name

NU

NU

O J o U b W

= e
= O w

12

W W wWwwowwowwowowow
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Ebben az esetben a valtozok értékei a vonatok megérkezését adjak, tehat a
menetrend megadasahoz ezekbdl a menetid6t kivonva kaphatunk egy lehetséges

menetrendet:

Vonat Varhato menetidé FErkezés Indulas

14 6 6 0
15 7 7 0
25 3 7 4
35 5 5 0
38 12 12 0
46 8 18 10
o4 3 10 7
o7 6 13 7
o8 9 25 16
67 4 22 18
78 3 25 22

[6.12] példa megoldasa.

Hasonlo jellegii kérdéseket megvizsgaltunk a legrovidebb ut feladat esetén [5.3]
példa, .4l példa, példa és .11} példa esetén. Mivel a kritikus ut feladat
felfoghato leghosszabb ut feladatként is, ezért a kérdésre adott valasz teljesen analog
a legrovidebb 1t feladat esetével.

Kezdjiik a feladat megoldasat a B tevékenységgel. A B tevékenység a kritikus
ut része, ezért ebben az esetben hasznalhatjuk az érzékenységvizsgalati hatarokat
a kérdés megvalaszolasahoz. A B tevékenység hossza a [6.3] kodban e12_7 korlat

jobboldala. Ezért ehhez a korlathoz tartozdé Activity range érdekel benniinket:

No. Row name St Activity range
4 el2_5 NL -13.00000
+Inf

Tehat a B tevékenység hossza tetszéleges mértékben ndvelhetd, a kritikus 1t
tagja marad; amely megallapitas valahol trivialitas. Erdekesebb, hogy mennyivel
rovidithetd, hogy a kritikus it éle maradjon. Az Activity range értékei alapjén

a tevékenység hossza -13 egységnél hosszabb, akkor a kritikus ut része marad. A
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negativ érték megint kicsit gondolkodéba ejthet minket, de megérthetjiik, ha a B,
C és K tevékenység egylittesét nézziik: ha a B tevékenység hossza -13, akkor a B,
C és K tevékenységek egyiittes hossza 25, pont annyi mint az E, I és J tevékenység
egylittes hossza. Tehdt ha a B tevékenység hossza -13 egység ala esik a kritikus
tevékenységek lancolata a A — B — C — K utrola A — F — [ — J tutra
valtozik.

Nézziik a D tevékenységet. A [6.3] kodban a D tevékenységet az e12_7 korlat
adja meg. Ezen korlat esetén az Activity értéke 40, a Lower bound pedig 10. A
korlat nem egyenlGség forméjaban teljesiil, tehat nem lehet az érzékenységvizsgalati
hatarokat figyelembe venni. Ha a D tevékenység hosszat 10 egység ala csokkentjiik,
akkor a hozza tartozo eltérésvaltozo kikeriil a bazisbol. A legrévidebb 1t feladatnél
is lattuk, hogy az a tény, hogy egy élhez tartozo eltérésvaltozo kikeriil a LP feladat
béazisaba nem egyenlé azzal, hogy a legrovidebb 1t része lesz. Most is Ovatosan
kell eljarni, noveljiik a tevékenység hosszat 40 egység folé egy kicsivel, és nézziik
meg mi torténik. Az 10j feladat esetén mar a legrovidebb ut része lesz. De ez
nem torvényszert, erre mutat példat a H tevékenység. A H tevékenység esetén
az Activity érték 39. Ha a tevékenység hosszat 39 felé emeljiik (39,1-re), akkor
a tevékenységhez tartozo eltérésvaltozo kikeriil a bazisbol, de nem a tevékenység a
kritikus ut része. Mivel ebben az 1j feladatban a korlathoz tartozo eltérésvaltozo

nem béazisvaltozo, ezért tekinthetjiik az Activity range értékeket:

No. Row name St Activity range
7 el3_6 NL 39.00000
67.00000

Tehat ez a bézis érvényben marad addig (= a H tevékenység nem lesz
a legrovidebb ut része) amig a H hossza 39 és 67 kozott lesz. Amennyiben
a tevékenység hossza 67 felé emelkedik, akkor a tevékenység mar kritikus
tevékenységgé valik.

A kérdést a csomopontos formalizacio (pl. kod) segitségével is meg lehetne
valaszolni. Itt a D tevékenységet az x2_ 7 valtozo jelenti. Most a redukalt koltség és

a Obj coef range oszlop lenne segitségiinkre.
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Azt a kérdést, hogy a H tevékenység hosszat mennyivel kell névelni, hogy kritikus
tevékenységgé valjon, egyetlen (tjabb) futtatassal is meg tudjuk mondani. A feladat
megint csak analog lesz a legrovidebb ut feladattal: kritikus tevékenységek esetén a

korlatokat cseréljiik egyenlGségre, és a 3-as és 6-os gytriiket hiizzuk minél tavolabbra:

10.35. kod.

max
y6-vy3

subject to

ell _2: y2 -yl = 30
ell _3: y3 — yl >= 6
el2_4: y4 — y2 >= 10
el2_5: y5 - y2 =15
el2_7: y7 — y2 >= 10
el3_4: y4 - y3 >= 2
el3_6: y6 — y3 >= 2
eld_6: y6 — y4 >= 5

elb5_7: y7 - y5 = 25
el6e_8: y8 — y6 >= 10
el7_8: y8 - y7 =13
end

A 10.35] kddhoz tartozo feladat esetén a célfiiggvény optimélis értéke 67. Tehat
a H tevékenység hossza maximum 67egységig novelheté dgy, hogy ne valtozzon

kritikus tevékenységgé.

példa megoldasa.

A graf egy lehetséges felrajzolasa a kovetkezs:

@ E 20

S |
B20 |
® | ’@\
°, ; 2
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Amit atalakitva egy mésmilyen rendezési forméaban is megadhatunk:

[6.14] példa megoldasa.

A primal feladat eli_j: korlatjadhoz tartozé dualvaltozot xi_ j-vel jeldljiik.
Ebben az esetben a dual feladatban 11 valtozo lesz, a célfiiggvényben pedig a primél
korlatok jobboldala lesz az egyiitthatojuk. A dual feladatban 8 korlat lesz, az elsé
és az utolso kivételével ezeknek 0 lesz a jobboldaldn. Tehat a kdvetkezGképpen néz

ki a duél feladat:

10.36. kod.

max

+30x1_2 + 6x1_3 +10x2_4 +15x2_5 +10x2_7 + 2x3_4 + 2x3_6
+ 5x4_6 +25x5_7 +10x6_8 +13x7_8

subject to

yl: —x1_2 -x1_3 <=-1
y2: +x1_2 -x2_4 -x2_5 —-x2_7 <=0
y3: +x1_3 -x3_4 -x3_6 <=0
vd: +x2_4 +x3_4 -x4_6 <=0
y5: +x2_5 —-x5_7 <=0
y6: +x3_6 +x4_6 —-x6_8 <=0
y7: +x2_7 +x5_7 -x7_8 <=0
y8: +x6_8 +x7_8 <=1
end

Amennyiben az elsé és az utolsé korlatot —1-el megszorozzuk, akkor olyan LP-t
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kapunk, ami annyiban tér el a csomoépontos felirastol, hogy egyenlGtlenségekkel
vannak a korlatok korlatozva. Azonban konnyen belathato, hogy mivel az els korlat
x1_2 +x1_3 >= 1ésaz utols6 x6_8 +x7_8 <= 1, ezért az Osszes korlat csakis

egyenlGség formajaban teljesiilhet.

[6.15] példa megoldasa.
Amennyiben nem kellene a félids, akkor a[6.7] kodban szerepld felirds esetén az

LP kod a kovetkezSképpen nézne Kki:

10.37. kod.

Min
vVeg

Subject to

kA_O: -VA <= - 3
kB_O0: -vB <= -29
kC_O: -vC <= -13

kD_A: vA -vD <= -33
kE_A: vA -VE <= -12

kF_B: vB —-VvF <= - ©
kF_D :vD -VvF <= - 6
kG_B: vB -vG <= - 2
kG_D: vD -vG <= - 2

kH E: vE —-vH <= =25
kH F: vF —-vH <= =25
kI_C: vC —-vI <= - 7

tA: vA —-vVeg <=
tB: vB —-vVeg <=
tC: vC —-vVeg <=
tD: vD —-vVeg <=
tE: vE -vVeg <=
tF: vEF —-vVeg <=
tG: vG —-vVeg <=
tH: vH -vVeg <=
tI: vI —-vVeg <=

O O O O O O o o o

end

Ehhez a felirashoz be kell vezetniink egy vFel valtozot, amely az els6 félids végét
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adja meg. Mivel mind a kett§ félidé ugyanolyan hosszu, és a kettd kozotti sziinet
egységnyi, ezért a kovetkez§ korlatot kell a kodhoz adni: 2vFel +1 = vVeg, ami
atrendezve: 2vFel -vVeg = -1.

Ezen kiviil meg kell hatarozni minden tevékenységre, hogy melyik félidébe
tartozik. Ehhez bevezetiink y binaris valtozokat minden tevékenységhez, amely
ha 1, akkor a tevékenységet az els§ félid6ben végezziik el. Méasképpen, ha
példaul az A tevékenység esetén, ha yA=1, akkor vA <= vFel, kiilonben pedig
3+vFel +1 <= VA

Tehéat az LP feladathoz az A tevékenység esetén a kovetkezs korlatokat kell
adni: vA -vFel + MyA <= M, illetve vA -vFel +MyA >= 3 + 1, ahol Megy

kell6en nagy szam.

10.38. kod.
Min

vVeg

Subject to

kA_O: -VA <= - 3
kB_O: -vB <= -29
kC_0: -vC <= -13

kD_A: vA —-vD <= -33
kE_A: vA -vE <= -12

kF_B: vB -vF <= - 6
kF_D: vD -vF <= - 06
kG_B: vB -vG <= - 2
kG _D: vD -vG <= - 2

kH E: vE —-vH <= =25
kH_F: vF -vH <= -25
kI_C: vC -vI <= - 7

tA: vA —-vVeg <=
tB: vB —-vVeg <=
tC: vC —-vVeg <=
tD: vD —-vVeg <=
tE: vE —-vVeg <=
tF: vEF —-vVeg <=
tG: vG —-vVeg <=
tH: vH —-vVeg <=
tI: vI -vVeg <=

O O O O O O o o o
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felido

yB_f:
yC_f:
yD_*f:
vE_f:
yF_f:
yG_f:
yH_f:
yI_f:

VA_a:

yB_a:

yC_a:

yD_a:
vE_a:
vyE_a:
yG_a:
vH_a:
yvI_a:

Binary
VA
yvB
yC
yD
vE
vFE
vG
vH
yI

end

: 2vFel —-vVeg =

vA —-vFel
vB —-vFel
vC —-vFel
vD —-vFel
vE —-vFel
vE —-vFel
vG —-vFel
vH -vFel
vl —-vFel
vA —-vFel
vB —-vFel
vC —-vFel
vD —-vFel
vE —-vFel
vE —-vFel
vG —-vFel
vH —-vFel
vl —-vFel

+100yA
+100yB
+100yC
+100yD
+100vE
+100yF
+100yG
+100yH
+100yI

+100yA
+100yB
+100yC
+100yD
+100vyE
+100yF
+100yG
+100yH
+100yI

Az optimaélis megoldas pedig:

Column name

= 100
= 100
= 100
= 100
= 100
= 100
= 100
= 100
= 100

30
14
34
13

= 26

Activity
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7 vF 48
8 vG 39
9 vH 73
10 vI 57
11 vFel 36
12 yA * 1
13 yB * 1
14 ycC * 0
15 yD * 1
16 yvE * 1
17 yF * 0
18 yG * 0
19 yH * 0
20 yI * 0

Tehat a félids hossza 36 egység, és az A,B, D,E tevékenységeket kell elvégezni a

sziinet elGtt.

[6.16] példa megoldasa.

Itt is a legegyszertibb, ha a [6.7 kodban szerepls felirast hasznaljuk. A
megoldasban azokra a parokra (i,7), amelyeket nem végezhetjitk egyszerre,
bevezetiink egy y;; binaris valtozokat. Amennyiben y;; = 1, akkor az ¢ tevékenységet
végezziik el elébb, amennyiben y;; = 0, akkor pedig a j-t. Tehat matematikailag azt

kell meghataroznunk, hogy:

yij:1<:> UjZ’Ui‘f—hj
Yij =0 v >+ hy
Ahol h; az i-edik tevékenység hossza. Az LP koédban tehat a kévetkezs korlatokat
kell megadni:
M(l—yz]) vathj—vj
Myij Z Uj —f—hz — V;
Ami igy teljesiti az 7, j parra vonatkozo feltételeket. Az egyenlGtlenségekben M egy
kell6en nagy szam (A kodban 100-ra allitottuk be).

10.39. kod.
Min
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vVeg

Subject to

kA_O: -vA <= -10
kB_O: -vB <= -8
kC_A: vA -vC <= -7
kD_B: vB -vD <= -5
kE_B: vB -vE <= -8
kF_A: vA —-VF <= -9
kG_C: vC -vG <= -4
kG_D: vD -vG <= -4
kH_C: vC -vH <= -6
kH_D: vD -vH <= -6
kI_H: vH -vI <= -3
kI_E: vE -vI <= -3
kJ F: vF -vJ <= -6
kJ_G: vG -vJ <= -6

tA: vA —-vVeg <=
tB: vB —-vVeg <=
tC: vC —-vVeg <=
tD: vD —-vVeg <=
tE: vE —-vVeg <=
tF: vEF —-vVeg <=
tG: vG —-vVeg <=
tH: vH —-vVeg <=
tI: vI -vVeg <=
td: vd —-vVeg <=

O O O O O O O o o o

eC: vC —-vD -100yD_C >= -93
eD: vD —-vC +100yD_C >= 5

eE: vE -vF -100yF_E >= -92
eF: vF -vE +100yF_E >= 9

el: vI —-vJd -100yJ_I >= -94
edJ: vJd —-vI +100yJ_I >= 3

Binary
yD_C

vE_E

yJ_1

end
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Az optimélis megoldés pedig:

Column name

O J o U b WD

O

10
11
12
13
14

Tehét a parok koziil a D tevékenységet végezziik el elGszor, majd a C-t, az E-t

vJd

yD_C
vyEF_E
yJ_1

Activity

az F' el6tt, és a J-t az [ el6tt. A projekt idStartama igy 32 idGegység.

10.6. Hozzarendelési feladatok

példa megoldasa.

Ez egy egyszertien felirhato hozzéarendelési feladat, ahol most nem koltséget,

hanem id&t akarunk minimalizalni.

10.40. kod.

Min
ido:
+64x1_1
+32x2_1
+56x3_1
+40x4_1
+59x5_1
+45x6_1
+52x7_1

subject
Gl:
G2:

+83x1_2
+44x2 2
+92x3_2
+46x4_2
+61x5_2
+36x6_2
+75x7_2

to

+67x1_3
+31x2_3
+97x3_3
+60x4_3
+91x5_3
+72x6_3
+53x7_3

+55x1_4
+60x2_4
+68x3_4
+39x4_4
+54x5_4
+66x6_4
+87x7_4
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+60x1_5
+99x2_5
+75x3_5
+79x4_5
+66x5_5
+51x6_5
+96x7_5

+41x1_6
+38x2_ 6
+33x3_6
+97x4_6
+31x5_6
+68x6_6
+99x7_6

+x1_ 1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5 +x1_6 +x1_7 =
+x2_ 1 +x2_2 +x2_ 3 +x2_4 +x2_5 +x2_6 +x2_7

+35x1_7
+61x2_7
+85x3_7
+58x4_7
+83x5_7
+99x6_7
+79x7_7



G3: +x3_1 +x3_2 +x3_ 3 4+x3 4 +x3_5 +x3_6 +x3_7 =1
G4: +x4 1 +x4 2 +x4 3 +x4 4 +x4 5 +x4 6 +x4 T =1
G5: +x5_ 1 +x5 2 +x5 3 4+x5 4 +x5 5 +x5 6 +x5_ 7 =1
Go: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 +x6_6 +x6_7 =1
G7: +x7_1 +x7_2 +x7_3 +x7_4 +x7_5 +x7_6 +x7_7 =1
Ml: 4+x1 1 4+x2 1 +x3_1 +x4_ 1 +x5_1 +x6_1 +x7_1 =1
M2 +x1 2 4+x2 2 +x3 2 +x4 2 +x5 2 +x6_2 +x7 2 =1
M3: +x1 3 4+x2 3 +x3 3 +x4 3 +x5 3 +x6_3 +x7_3 =1
M4: +x1_ 4 +x2_4 +x3_4 +x4_4 +x5_4 +x6_4 +x7_4 =1
M5: +4+x1_ 5 +x2_ 5 +x3_5 +x4_5 +x5_5 +x6_5 +x7_5 =1
M6: +x1 6 +x2_6 +x3_6 +x4 6 +x5 6 +x6_6 +x7_6 =1
M7: +x1 7 4+x2 7 +x3_ 7 +x4_ 7 +x5_7 +x6_7 +x7_T =1

end

Az optimélis megoldés:

No. Column name St Activity

B 1
10 x2_3 B 1
20 x3_6 B 1
25 x4_4 B 1
33 x5_5 B 1
37 x6_2 B 1
43 x7_1 B 1

A Kkovetkezd téblazatban lathato, hogy az optimalis megoldasban az adott

feladatot végiil melyik munkas, mennyi id6 alatt végzi el:

Gép | Munkas | Id§
1 7 35
2 3 31
3 6 33
4 4 39
5 5 66
6 2 36
7 1 52

A gépek Osszesitett miikodési ideje 292 perc. Ahhoz, hogy az Osszes alkatrész

elkésziiljon, Osszesen 66 perc sziikséges, mivel, ha a munkasok egyszerre kezdik el az
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alkatrészek gyartasat, akkor az 5. gépen az 5. munkas fejezi be legkésébb a szamara

kijelolt feladatot.

példa megoldasa.

Mivel tobb taxis van, mint ahany utas, ezért a feladatot ki kell egyensilyozni,
tehat két fiktiv utast adunk a feladathoz. Amelyik taxis egy fiktiv utashoz rendelédik
hozza, az val6jaban nem kap ,rendes” utast, tehat szaméra az utazasi id6 0. Ezzel a
két fiktiv utassal a feladatra kaptunk egy négyzetes matrixot, tehat innentsl kezdve

ugyanugy kell a feladatot megoldani, mint az eddigi példakban.

10.41. kod.

Min

ido:

5x1 1+4+12x1 2+20x1_ 3+ 8x1 4+11x1 5+ 4x1 6+0x1_ 7+0x1_8
Tx2 14+ 4x2 2+ 5x2 3+ 2x2 4+21x2 5+ 4x2 6+0x2 T7+0x2_8
5x3_1+14x3_2+ 2x3_3+ 2x3_4+421x3_5+11x3_6+0x3_7+0x3_8
O9x4 _1+14x4 2+14x4 3+ 8x4_4+ 4x4 5+ 3x4_6+0x4_7+0x4_8
+ 8x5_1+ 8x5_ 2+ 4x5_3+12x5_ 4+ 7x5_5+10x5_6+0x5_7+0x5_8
+11x6_1+ 5x6_2+10x6_3+ 5x6_4+ 6x6_5+ 7x6_6+0x6_7+0x6_38
+ 3x7_1+4+ 3x7_2+420x7_3+ 9x7_4+21x7_ 5+ 8x7_6+0x7_7+0x7_8
+ 4x8_ 1+ 9x8_2+16x8_3+ 9x8_4+13x8_ 5+ 7x8_6+0x8_7+0x8_8

+ + + +

subject to

Tl: +x1 1 +x1 2 +x1 3 +x1 4 +x1 5 +x1 6 +x1_7 +x1 8 =1
T2: +x2 1 +x2 2 +x2 3 +x2_ 4 +x2_ 5 +x2_ 6 +x2_7 +x2_ 8 =1
T3: +x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 +x3_6 +x3_7 +x3_8 =1
T4: +x4_ 1 +x4 2 +x4 3 +x4_ 4 +x4 5 +x4_6 +x4_7 +x4_8 = 1
T5: +x5_1 +x5 2 +x5 3 +x5_4 +x5_5 +x5_6 +x5_7 +x5_8 =1
T6: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 +x6_6 +x6_7 +x6_8 =1
T7: +x7 1 +x7_ 2 +x7_ 3 +x7_4 +x7_5 +x7_6 +x7_7 +x7_8 =1
T8: +x8 1 +x8 2 +x8 3 +x8 4 +x8 5 +x8 6 +x8 7 +x8 8 =1
Ul: +x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4_ 1 +x5_1 +x6_1 +x7_1 +x8_1 =1
U2: +x1_ 2 +x2_2 +x3_2 +x4 2 +x5 2 +x6_2 +x7_2 +x8_2 =1
U3: +x1 3 +x2_ 3 +x3_3 +x4 3 +x5 3 +x6_3 +x7_3 +x8 3 =1
Ud: +x1 4 +x2_ 4 +x3 4 +x4 4 +x5 4 +x6_ 4 +x7_4 +x8_ 4 =1
UsS: +x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 +x5_5 +x6_5 +x7_5 +x8_5 =1
Uo6: +x1_6 +x2_6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 +x6_6 +x7_6 +x8_6 =1
Uf7: +x1_7 +x2_7 +x3_7 +x4_ 7 +x5_7 +x6_7 +x7_7 +x8_7 =1
Uf8: +x1 8 +x2_8 +x3_8 +x4 8 +x5 8 +x6_8 +x7_8 +x8_8 =1
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end

Az optimélis megoldés:

No. Column name St Activity
6 x1 o
12 x2_ 4
19 x3_3
29 x4_5
39 x5_7
48 x6_8
50 x7_2
57 x8_1

0w wowwwmw
e e e

Tehat a kovetkez6 hozzérendelések valdosulnak meg:

Taxis | Utas | Id6
1 6 4
2 4 2
3 3 2
4 5 4
5 7 0
6 8 0
7 2 3
8 1 4

Az 5. és 6. taxisnak nem marad utas, igy az § utazasi idejiik 0, mig az Osszesitett
utazasi id6 Osszesen 19 perc. Az 1. és a 6. utasnak lenne kozelebbi taxis, mind a

kett&jiiknek 4 percet kell a taxira varniuk, pedig lenne 3 percnyire is egy auto.

példa megoldasa.
Ekkor csak olyan valtozokat kell bevezetni, amelyeket megjelolték a
rangsorolasban a csoportok. A célfiiggvény egyiitthatoi a megadott matrix értékei

lesznek, és most is minimalizalni akarjuk a feladatot.

10.42. kod.

Min

pont:

+2x1 2 +1x1 3 +3x1 7
+3x2 1 +1x2_ 2 +2x2 3
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+3x3_3
+2x4 1
+1x5_1
+2x6_2
+3x7_1

+1x3_5
+3x4_2
+2x5 4
+1x6_3
+1x7_6

subject to

+2x3_6
+1x4 5
+3x5_7
+3x6_5
+2x7_77

csl: +x1 2 +x1 3 +x1 7 =1
cs2: +x2_ 1 +x2_2 +x2_3 =1
cs3: +x3_3 +x3_5 +x3_6 =1
csd: +x4 1 +x4_ 2 +x4_ 5 =1
csb: +x5_ 1 +x5 4 +x5_7 =1
csb: +x6_2 +x6_3 +x6_5 =1
cs7: +x7_1 +x7_6 +x7_7 =1
tl: +x2_1 +x4_1 +x5_1 +x7_1 =1
t2: +x1_2 +x2_2 +x4 2 +x6_2 =1
t3: +x1 3 +x2_ 3 +x3 3 +x6_3 =1
td: +x5 4 =1
t5: +x3_5 +x4_5 +x6_5 =1
t6: +x3_6 +x7_6 =1
t7: +x1_7 +x5_7 +x7_77 =1
end
Az optimélis megoldés:
No. Column name St Activity
3 x1 7 B
5 x2_2 B
8 x3_5 B
10 x4_1 B
14 x5_4 B
17 x6_3 B
20 x7_6 B

Tehat a csoportok a kovetkezs témakat kapjak:
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Csoport | Téma

N O O = W N
D W = = Ot N

[7.7. példa megoldasa.

Ahhoz, hogy a megadott tablazatbdl a célfiiggvény egyiitthatoinak a méatrixat
kapjuk, hozzé kell adnunk egy sort, amely Anna mésodik futasat adja meg. Ebben
a sorban minden szakasz ideje 4 perccel tobb, mint az Anna eredeti soraban 1évé
értékek, kivéve az els6 szakaszban, mivel az csak Anna els§ futédsa esetén lehet.
Mivel igy kiegyensulyozatlan lesz a feladat, mivel egyel tobb futé (mivel igy Anna
kettének szamit) lesz, mint szakasz, ezért a feladathoz hozza kell adni egy fiktiv
szakaszt. Amelyik futé ehhez a fiktiv szakaszhoz rendel6dik hozza, annak nem kell

futnia a valtoban. Tehat ekkor a kovetkezSképpen alakul az eredeti tablazat:

l.sz. 2.sz. 3.sz. 4.sz. b5.sz. 6.sz. T.sz. 8.sz. 9.sz. f.sz.

Anna 11 13 13 16 14 12 12 11 13 0
Anna2 17 17 20 18 16 16 15 17 0
Béla 18 16 19 25 23 19 20 12 14 0
Cili 16 24 14 15 18 16 23 17 14 0
David 17 23 17 16 18 25 14 13 17 0
Eszter 17 17 12 12 18 13 17 24 18 0
Feri 18 16 17 22 13 14 15 16 19 0
Géza 19 15 15 20 14 15 14 21 18 0
Hedvig 22 21 14 15 15 19 13 13 18 0
Imre 20 24 14 24 18 21 21 18 16 0

A megoldéashoz pedig erre a matrixra kell keresniink a minimalis hozzarendelést.
De tovabbi megfontolés is sziikséges: nem lehetséges pl. ha ‘Anna2’-hoz a 2. szakaszt
rendeljiik, ‘Anna’~-hoz pedig a 3. szakaszt. Ebben az esetben ténylegesen a 2. szakaszt

fogja elGszor futni a 3. szakaszt pedig masodszorra. Ezen konkrét feladat esetén
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érvelhetiink tgy, hogy Anna masodszorra futott szakasza mindig 4 perccel tobb,
mint az elsd; tehat ha Annahoz két szakasz is lesz rendelve, akkor kicserélhetd, hogy
melyket futja ‘elsének’ és ‘mésodiknak’ az 6ssz id6 nem valtozik. Ha Anna csak egy

szakaszt fut, akkor nyilvan azt ‘elGszorre’ kell futni, kiilonben nem lenne optimalis

a hozzarendelés.

10.43. kod.
Min
ido:
+11x1_1 +13x1_2 +13x1_3 +1l6x1_4 +14x1_5

+12x1_6 +12x1_7 +11x1_8 +13x1_9 +0x1_10

+17x2_2 +17x2_3 +20x2_4 +18x2_5

+16x2_6 +16x2_7 +15x2_8 +17x2_9 +0x2_10
+18x3_1 +16x3_2 +19x3_3 +25x3_4 +23x3_5

+19x3_6 +20x3_7 +12x3_8 +14x3_9 +0x3_10
+16x4_1 +24x4_2 +14x4_3 +15x4_4 +18x4_5

+16x4_6 +23x4_7 +17x4_8 +14x4_9 +0x4_10
+17x5_1 +23x5_2 +17x5_3 +16x5_4 +18x5_5

+25x5_6 +14x5_7 +13x5_8 +17x5_9 +0x5_10
+17x6_1 +17x6_2 +12x6_3 +12x6_4 +18x6_5

+13x6_6 +17x6_7 +24x6_8 +18x6_9 +0x6_10
+18x7_1 +16x7_2 +17x7_3 +22x7_4 +13x7_5

+14x7_6 +15x7_7 +1lo6x7_8 +19x7_9 +0x7_10
+19x8_1 +15x8_2 +15x8_3 +20x8_4 +14x8_5

+15x8_6 +14x8_7 +21x8_8 +18x8_9 +0x8_10
+22x9_1 +21x9_2 +14x9_3 +15x9_4 +15x9_5

+19x9_6 +13x9_ 7 +13x9.8 +18x9_9 +0x9_10
+20x10_1 +24x10_2 +14x10_3 +24x10_4 +18x10_5

+21x10_6 +21x10_7 +18x10_8 +106x10_9 +0x10_10

subject to
Anna: +x1 1 +x1_2 +x1_3 +x1_4 +x1_5

+x1_ 6 +x1_7 +x1_ 8 +x1_9 +x1_10 =1
Anna?2: +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5

+x2_6 +x2_7 +x2_8 +x2_9 +x2_10 =1
Bela: +x3 1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5

+x3_6 +x3_7 +x3_8 +x3_9 +x3_10 =1
Cili: +x4 1 +x4_ 2 +x4 3 +x4 4 +x4_5

+x4 6 +x4_7 +x4_8 +x4_ 9 +x4_10 =1
David: +x5_ 1 +x5 2 +x5 3 +x5 4 +x5_5

+x5 6 +x5 7 +x5 8 +x5 9 +x5 10 =1
Eszter: +x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5

+x6_6 +x6_7 +x6_8 +x6_9 +x6_10 =1
Feri: +x7_1 +x7_2 +x7_3 +x7_4 +x7_5
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Geza:

Hedvig:

Imre:

szl:

sSz2:

sz3:

szd:

sz5:

SzZ6:

sz7:

sz8:

sz9:

sz10:

end

+x8_ 1

+x9_ 1

+x10_1

+x1_1

+x1_2

+x1 3

+x1_4

+x1_5

+x1_6

+x1_7

+x1 8

+x1_9

+x7_6
+x8_2
+x8_6
+x9_2
+x9_6

+x7 77
+x8 3
+x8_7
+x9_3
+x9_7

+x7_8
+x8_4
+x8 8
+x9_4
+x9_8

+x7_ 9 +x7_10
+x8_5
+x8 9 +x8_10
+x9_5
+x9_ 9 +x9_10

+x10_2 +x10_3 +x10_4 +x10_5

+x10_6 +x10_7 +x10_8 +x10_9 +x10_10

+x2_2

+x2 3

+x2_4

+x2_5

+x2_6

+x2_7

+x2 8

+x2_9

+x1 10 +x2_10

Az optimélis megoldés:

Column name

+x3_1 +x4_1
+x7_1 +x8_1
+x3_2 +x4_2
+x7_2 +x8_ 2
+x3 3 +x4_3
+x7_ 3 +x8_ 3
+x3_4 +x4_ 4
+x7_4 +x8_4
+x3_5 +x4_5
+x7_ 5 +x8 5
+x3 6 +x4 6
+x7_6 +x8_6
+x3_7 +x4_7
+x7_7 +x8_7
+x3 8 +x4_8
+x7_8 +x8_8
+x3_9 +x4_9
+x7_9 +x8_9
+x3_10 +x4_10
+x7_10 +x8_10
St Activity

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B
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+x5 1 +xo0_1
+x9_ 1 +x10_1
+x5_2 +x6_2
+x9_2 +x10_2
+x5 3 +x6_3
+x9 3 +x10_3
+x5_4 +x6_4
+x9_ 4 +x10_4
+x5_5 +x6_5
+x9_5 +x10_5
+x5 6 +x6_6
+x9_ 6 +x10_6
+x5_7 +x6_7
+x9_7 +x10_7
+x5 8 +x6_8
+x9 8 +x10_8
+x5_9 +x6_9
+x9_ 9 +x10_9

+x5_10 +x6_10
+x9 10 +x10_10

Marginal

R e e e e e =



Tehat a kovetkezSképpen osztjék szét a szakaszokat:

szakasz | futo
1.sz. Anna
2.87. Géza
3.82. Imre
4.s7. Eszter
9.82. Feri
6.82. Anna2
7.sz. | Hedvig
8.5z. Béla
9.sz. Cili

David nem fog futni a futéversenyen, és Anna az els, majd a 6. szakaszt fogja
futni. Osszesen a valté végigfutasahoz 120 perc sziikséges.

Ha nem mindig 4 perc a kiilonbség Anna elsére és masodszorra futott tavja
kozott (hanem a kiilobnség valtozik), akkor a kapott miniméalis 6ssz id6 nem
biztos, hogy megvalosithaté. Ebben az esetben kiilén el kell irni, hogy Anna
méasodik szakasza késébbinek kell lennie, mint az elsének. Tehat Anna csak akkor
futhatja a masodiknak a méasodik szakaszt, ha az els6t futja elsének (ha Anna nincs
hozzarendelve az els6 szakaszhoz, akkor a masodikat nem masodszorra futja, hanem
els6nek). Ezt a feltételt a x2_2-x1_1<=0 korlattal tudjuk biztositani. Hasonloan:
Anna csak akkor futhatja a 3. szakaszt mésodiknak, ha az els6t vagy masodikat mar
lefutotta: x2_3-x1_1-x1_2<=0. Természetesen az dsszes szakaszra fel kell irni ezt
az Osszefliggést:
x2_ 2 — x1. 1 <=0

x2_. 3 - x1.1 - x1_2 <=0
xX2_ 4 - x1_1 - x1_2 - x1_3 <=0

x2. 5 - x1.1 - x1.2 - x1. 3 - x1 4 <=0

x2_6 —x1_1 - x1_ 2 - x1 3 - x1_4 - x1_.5<=20

x2_7 - x1_1 - x1_2 - x1.3 - x1_4 - x1_.5 - x1 6 <=0

x2_.8 - x1 1 - x1_2 xl1 3 - x1 4 - x1.5-x1 6 - x1_7<=20
x2_.9 - x1.1 - x1.2 - x1.3 - x1 4 - x1.5 - x1_6

- x1_7 - x1_8 <=0

Ebben a konkrét feladatban tovabbra is egészértékd megoldést kapunk, de

eléfordulhat, hogy hasonlé jellegii korlatok hozzédadéasa a modellhez nem eredményez
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egyészértékd megoldéast. Ha ez lenne a helyzet, akkor az x valtozokra kik kell kotni,
hogy egészértékiiek lehetnek csak, ami kikotés adott esetben jelentésen megnovelheti

a futasi idst is.

példa megoldasa.

Most a profitot kell maximalizélni, tehat a célfiiggvénybe a vevSk arajanlatai és
a vallalat rezervacios arainak kiilonbségei keriilhetnek, azonban csak olyan helyen
lehet hozzarendelés, ahol ez az érték pozitiv.

Az iroda bérlését két kiilon oszlop szerint kell rendezni, az egyik az adott szinten
az A, a masik pedig a B lakas vaséarlasara vonatkozik. Ezekre fel kell tenni, hogy
az adott szinten az egyik lakds megvétele esetén az emelet méasik lakasat is meg kell
venni. Azaz a kovetkezs korlatokat kell a feladathoz hozzaadni: v A; — xB; = 0, ahol
1 =0,1,2 index a szintet jeloli, A, és B pedig a lakéast.

A vallalatnak lehetGsége van arra, hogy az adott lakasokat ne adja el, ekkor
mindenhol 2 milli6 forint profittal kell szdmolni és az erre vonatkoz6 hozzarendelések
szama legfeljebb 7 lehet. Ugyanakkor be kell vezetni fiktiv lakasokat, amikhez azok a
vevGk rendel6dnek hozza, akik végiil nem vasarolnak lakast. Ezek a hozzarendelések
szama legfeljebb 9 lehet. Ezen kiviil, amennyiben nem adunk kiilén 7 oszlopot, és 9
sort a feladathoz, akkor a valtozokrol kiilon fel kell tenni, hogy binarisak.

Tehat a végs6 méatrix, ami alapjan a maximalis hozzarendeléseket keressiik:

lakas |11 12 13 14 15 il 42 iroda(A) iroda(B) nincs tizlet
0A| 5 9 9 11 10 2
0.B| 7 11 10 11 12 2
LAl 2 6 10 10 12 2
1B 4 8 12 12 11 2
2.A 2 4 6 17 7 2
2.B 4 6 8 19 6 2
3.A 5 10 2
fiktiv | O 0 O O O 0 O 0 0 0
10.44. kod.
Max
profit:
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8 +x8_9 +x8_10 <=

+ 5x1_1 + 9x1_2 + 9x1_6 +11x1_7 +10x1_8
+ T7x2_1 +11x2_ 2 +10x2_6 +11x2_7 +12x2_9
+ 2x3_1 + 6x3_2 +10x3_3 +10x3_4 +12x3_8
+ 4x4_ 1 + 8x4_2 +12x4_3 +12x4_4 +11x4_9
+ 2x5_2 + 4x5_3 + 6x5_4 +17x5_5 + 7x5_8
+ 4x6_2 + 6x6_3 + 8x6_4 +19x6_5 + 6x6_9
+ 5x7_4 +10x7_5 + 2x7_10
+ 0x8_1 + 0x8_2 + 0x8_3 + 0x8_4 + 0x8_5
+ 0x8_7 + 0x8_8 + 0x8_9 + 0x8_10
subject to
lakl: +x1 1 +x1_2 +x1_6 +x1_7 +x1_8
lak2: +x2_ 1 +x2_2 +x2_6 +x2_ 7 +x2_9
lak3: +x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_8
lak4d: +x4 1 +x4_2 +x4 3 +x4_ 4 +x4_9
lak5_ +x5_2 +x5_3 +x5_4 +x5_5 +x5_8
lako6: +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 +x6_9
lak7: +x7_4 +x7_5 +x7_10
fiktiv8: +x8_ 1 +x8 2 +x8 3 +x8 4 +x8_5
+x8_6 +x8_7 +x8_

lakol: +x1_1 +x2_1 +x3_1 +x4 1 +x8_1
lako2: +x1 2 +x2_ 2 +x3_ 2 +x4 2 +x5 2
lako3: +x3_. 3 +x4 3 +x5_3 +x6_3 +x8_3
lakod: +x3_4 +x4_ 4 +x5_4 +x6_4 +x7_4
lako5: +x5_5 +x6_5 +x7_5 +x8_5
uzletl:+x1 6 +x2_6 +x8_6
uzlet2:+x1_7 +x2_7 +x8_7
irodaA:+x1 8 +x3_.8 +x5 8 +x8 8
irodaB:+x2_9 +x4_9 +x6_9 +x8_9
n: +x1_10 +x2_10 +x3_10 +x4_10

+x5_ 10
iroda_sz0: +x1 8 —-x2_9 =0
iroda_szl: +x3.8 —-x4_9 =0
iroda_sz2: +x5_8 -x6_9 =0
Binary
x1 1
x2_1
x3_1
x4 1
x8_1
x1l 2
x2_ 2
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2x1_10
2x2_10
2x3_10
2x4_10
2x5_10
2x6_10

+ + + + + +

+ 0x8_6

+x1 10
+x2 10
+x3_10
+x4_10
+x5_10
+x6_10

+x6_2

+x8_4

+x6_10 +x7_10 +x8_10

N N = =

+x8_2 =

e e e e



X3_2
x4 2
x5_2
X6_2
x8_2
x3_3
x4_3
x5_3
X6_3
x8_3
x3_4
x4_4
x5_4
X6_4
x7_4
x8_4
x5_5
x6_5
x7_5
x8_5
x1_6
X2_6
x8_6
x1_7
x2_ 7
x8_7
x1 8
x3_8
x5 8
x8_8
x2_9
x4 9
x6_9
x8_9
x1_ 10
x2_10
x3_10
x4 10
x5 10
x6_10
x7_10
x8_10

end
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Az optimélis megoldés:

No. Column name Activity

4 x1 7 * 1
8 x2_2 * 1
17 x3_8 * 1
23 x4_9 * 1
26 x5_3 * 1
34 x6_5 * 1
37 x7_4 * 1
40 x8_1 * 1
45 x8_6 * 1

Tehat a foldszint A lakasédba a 2. lizlet koltozik, a B lakasba pedig a 2. lako. Az
1. emeleten lesz az iroda, a 2. emelet A lakasaba a 3. lako koltozik, mig a B-be az
otodik, a 3. emeletre a 4. lakod. Az 1. lakd, és az 1. tizletnek nem jut a tarsashézban

lakas.

példa megoldasa.

A kovetkezd binaris véltozokat hasznaljuk (i =1, ..., 9), ami akkor 1, ha:

x1_1 | Az i. munkas az A terméket gyartja.

x2_1i | Az i. munkas a B terméket gyartja.

x3_1 | Az i. munkas a C terméket gyartja.

x4_1 | Az i. munkas az els6 futészalag mellett az elsd szakaszt végzi.

x5_1 | Az i. munkas az els§ futdszalag mellett a mésodik szakaszt végzi.
x6_1 | Az i. munkas az els6 futdszalag mellett a harmadik szakaszt végzi.
x7_1 | Az i. munkas a mésodik futészalag mellett az els6 szakaszt végzi.
x8_1 | Az i. munkas a mésodik futészalag mellett a masodik szakaszt végzi.

x9_1 | Az i. munkésa mésodik futészalag mellett a harmadik szakaszt végzi.

A célfiiggvényben csak az A, B, C termékekhez vonatkozo korlatok keriilnek.
Az eredeti hozzarendelési feladathoz képest még olyan korlatokat kell hozzaadni
a feladathoz, ami biztositja, hogy mind a két futdszalag mellett olyan
munkésok dolgozzanak, akik eddig 6sszesen 300 alkatrészt gyartottak le, tehat: A
célfiggvényben csak az A, B, C termékekhez vonatkozo korlatok keriilnek. Az eredeti

hozzarendelési feladathoz képest még olyan korlatokat kell hozzaadni a feladathoz,
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ami biztositja, hogy mind a két futészalag mellett olyan munkasok dolgozzanak, akik

eddig Osszesen 300 alkatrészt gyartottak le, tehéat:

oml: +117x4_ 1 +121x4_ 2 + 95x4 3 + 75x4_7
+117x5_1 + 73x5_4 +140x5_5 +110x5_6 +180x5_8
+140x6_5 +110x6_6 + 75x6_7 +180x6_8 +130x6_9 >= 300

Ugyanezt a masodik futoszalagra is fel kell tenni. A kodban ezeket a korlatokat

oml :, illetve om2 : névvel jeloltiik.

10.45. kod.

Max
pont:
+36x1_1
+13x1_6
+97x2_1
+12x2_6
+69x3_1
+11x3_6

+61x1_2
+98x1_7
+96x2_2
+49x2_7
+66x3_2
+18x3_7

+15x1_3
+53x1_8
+85x2_3
+609x2_8
+85x3_3
+68x3_8

+28x1_4 +36x1_5

+79x1_9

+30x2_4 +85x2_5

+41x2_9

+19x3_4 +66x3_5

+28x3_9

subject to

Al: +x1_ 14+x1 2+4x1 3+x1_4+x1_5+x1_6+x1_7+x1_8+x1_9 =
B2: +x2_1+x2 2+x2_ 3+x2_4+x2_5+x2_ 6+x2_T+x2_8+x2_9 =
C3: +x3_ 1+x3 2+x3 3+x3_4+x3 _5+x3 6+x3_7+x3 _8+x3_9 =
fl 4:+x4 _1+x4_2+x4_3+x4_7 =
f1l 5:4+4x5_ 1+x5_4+x5_5+x5_6+x5_8 =
fl 6:+x6_5+x6_6+x6_T7+x6_8+x6_9 =
f2 T:+x7_1+x7_2+x7_3+x7_7 =
f2_8:+x8_1+x8_4+x8_5+x8_6+x8_8 =
f2_9:+x9_5+x9_6+x9_7+x9_8+x9_9 =

R = = e T N SR RSy B

ml:
m2:
m3:
m4 :
m5:
mo:
m7:

+x1 1
+x1 2
+x1_3
+x1_4
+x1_5
+x1 6
+x1 7
+x1_8
+x1_9

+x2 1
+x2_ 2
+x2_3
+x2_4
+x2_5
+x2_6
+x2 7
+x2_8
+x2_9

+x3 1
+x3_2
+x3_3
+x3_4
+x3_5
+x3_6
+x3_7
+x3_8
+x3_9

+x4 1
+x4 2
+x4_3
+x5_4
+x5_5
+x5 6
+x4 77
+x5_ 8
+x6_9

+x5_1
+x7_ 2 =
+x7_3 =
+x8_4
+x6_5
+xX6_06

+x7_1 +x8 1

+x9_5 =
+x9 6 =

+x8_5
+x8_6
+x6_7 +x7_ 7 +x9_ 7
+x6_8 +x8_8 +x9_8
+x9_9 =

m8:
m9:

N T e e el e

oml:+117x4 1 +121x4_2 + 95x4_3 + 75x4_7
+117x5_1 + 73x5_4 +140x5_5 +110x5_6 +180x5_8
+140x6_5 +110x6_6 + 75x6_7 +180x6_8 +130x6_9 >

300

338



om2:+117x7_1 +121x7_2 + 95x7_3 + 75x7_7
+117x8_1 + 73x8_4 +140x8_5 +110x8_6 +180x8_8
+140x9_5 +110x9_6 + 75x9_7 +180x9_8 +130x9_9 >= 300

Binary
x1 1
x1l 2
x1 3
x1 4
x1_5
x1l_©
x1 7
x1_ 8
x1 9
x2_1
x2_2
x2_3
x2_ 4
x2_5
X2_6
x2_ 7
x2_8
x2_9
x3_1
x3_2
x3_3
x3_4
x3_5
x3_ 6
x3_7
x3_8
x3_9
x4 1
x4 2
x4 3
x4 4
x4 5
x4_6
x4 7
x4 8
x4 9
x5 1
x5_2
x5 3
x5 14
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x5_5
x5 6
x5 7
x5_8
x5_9
x6_1
X6_2
x6_3
X6_4
x6_5
X6_06
x6_7
x6_8
xX6_9
x7_1
x7_2
x7_3
x7 4
x7_5
x7_6
x7_7
x7_8
x7_9
x8_1
x8_2
x8_3
x8_4
x8_5
x8_6
x8_7
x8_8
x8_9
x9 1
x9 2
x9 3
x9_4
x9_5
x9_ 06
x9 7
x9 8
x9_9

End

Az optimélis megoldés:
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19 oml 427
20 om2 304
No. Column name Activity

7 o x1_7 * 1
14 x2_5 * 1
21 x3_3 * 1
28 x4_1 * 1
36 x5_8 * 1
41 x6_9 * 1
43 x7_2 * 1
47 x8_4 * 1
52 x9_6 * 1

Tehat a végeredmény:

feladat munkas
A m7
B mb
C m3
futoszalagl: 1. szakasz m1l
futoszalagl: 2. szakasz ms
futoszalagl: 3. szakasz m9
futoszalag2: 1. szakasz m2
futoszalag?: 2. szakasz m4
futoszalag?: 3. szakasz mb6

Az A, B, C termék Gsszeszereléséhez az Osszesitett pontszam pedig 268.

10.7. Stabil parositas feladatok

példa megoldasa.

Mivel ebben az esetben 6 férfi és 6 né kozott keressiik a stabil parositasokat, és a
szereplk csak az elsé 5 legszimpatikusabbat rangsoroltak, ezért az LP feliras a [8.7]

k6dhoz hasonlo:

10.46. kod.

Min
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ffi:

+3x1 1 +1x1_2 +2x1 4 +4x1 5 +5x1 6
+3x2 3 +1x2_ 4 +2x2 5 +4x2 6
+4x3_1 +5x3_2 +2x3_4 +1x3_5 +3x3_6
+5x4_2 +1x4_3 +2x4_4 +3x4_5 +4x4_6
+3x5_3 +4x5_4 +1x5_6
+5x6_1 +3x6_2 +4x6_5
subject to
+x1 1 +x1_2 +x1_ 4 +x1_5 +x1_6 =1
+x2_ 3 +x2_4 +x2 5 +x2_6 =1
+x3_ 1 +x3 2 +x3 4 +x3 5 +x3 6 =1
+x4 2 +x4 3 +x4_4 +x4 5 +x4 6 =1
+x5_3 +x5_4 +x5_6 1
+x6_1 +x6_2 +x6_5 =1
+x1 1 +x3_1 +xo6_1 =1
+x1 2 +x3 2 +x4 2 +x6_2 =1
+x2_3 +x4_3 +x5_3 =1
+x1_ 4 +x2_ 4 +x3_ 4 +x4_4 +x5_ 4 =1
+x1_ 5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 +x6_5 =1
+x1 6 +x2_6 +x3_6 +x4_ 6 +x5_6 =
x1 1 +x1_2 +x1_4
x1l 2
+x4 2
x1l 4 +x1 2
x1_5+x1_1+x1_2 +x1_4
x1 _6+x1_1+x1_2 +x1 44+4x1 5
+x2_ 6+x3_6+x4_6+x5_6
X2_3 +x2 44+x2 5
+x5_3
x2_4
+x1 4 +x3_4+x4 4+x5 4
x2_5 +x2 4
+x1_5 +x3_5
X2_6 +x2_ 3+x2_4+x2_5
x3_ 1 +x3_4+x3 _54+4x3_ 6
+x1 1
x3_ 2+x3_1 +x3 4+x3 54+4x3 6
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X3_

xX3_

X3_

x4

x4_

x4

x4 _

x4_

x5

x5

x5_

X6__

X6__

X6__

end

_3

_4

6

1

2

5

+x6_2

+x6_2

+x1_2
+x3_5
+x1 4

+x1_5

+x3_4+x3_5

+x2_6

+x4 3+x4 44+4x4 5+x4 6

+x4 3

+x4_3+x4_

4

+x2_3

+x1 4

+x1_5+x2_5

+x4_ 3+x4 _44+4x4 5

+x5_3

Az optimélis megoldas pedig:

Column

name

13
16
22
23

A métrixokba bejeldlve:

S

W W wwww

+x2_6
+x5 6

+x5_6
+x1_4

+x2_6+x3_6+x4_6

+x6_5
+x1_1

+x1_ 2

+x1 54+x2 5

t Activit

343

+x4_ 2

+x4 4
+ x4_6
+x3_5

+x4_ 4

+x3_1

+x3_2+x4_2

+x3_5

y

+x5_4

+x5_3



3 [1] 2 4 5
5 3 (1] 2 4
4 5 2 [1] 3
5 [1] 2 3 4
2 3 4 5 [1]
5] 3 2 4 1

A né-optimalis esetben a célfiiggvény:

no:
+2x1 14+3x1 2

és

E! Sr =W

+1x1_4+4+1x1_5+45x1_6

+4x2 3+5x2 4+3x2_ 5+1x2 6

+3x3_1+4x3_2

+4x3_4+2x3_5+3x3_6

+1x4_2+5x4 3+2x4 _4+45x4 542x4_6

+1x5 3+3x5 4 +4x5 6
+4x6_1+5x6_2 +4x6_5
Az optimélis megoldés pedig:
No. Column name St Activity
3 x1_4 B
9 x2_6 B
13 x3_5 B
15 x4_2 B
20 x5_3 B
23 x6_1 B
A matrixokba bejeldlve:
3 1 4 5 2
5 3 1 2
4 5 2 3 ) 3
és
1 2 3 4 1
2 4 5 1 5
3 2 4 1
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példa megoldasa.

Mivel ebben az esetben tobb férfi van, mint ng, ezért az LP felirdsban bevezetiink
minden férfira egy £ fiktiv binaris valtozot. Amennyiben £_i=1, akkor az i-edik férfi
egyediil marad. Ezeket a valtozokat a hozzarendelési korlatokban vessziik figyelembe.
A stabilitasi korlatokat nem kell kiilon ezekre az esetekre felirni, mivel a barmilyen
més hozzéarendelést jobban értékelnek, mint ezt.

A kod, a férfi-optimélis megoldéshoz:

10.47. kod.

Min

ffi:

+4x1 1 +3x1_2 +2x1 3 +5x1_4 +1x1_5
+3x2_1 +4x2_2 +2x2_3 +5x2_4 +1x2_5
+4x3_1 +5x3_2 +1x3_3 +3x3_4 +2x3_5
+3x4_1 +1x4_2 +4x4 3 +5x4_4 +2x4_5
+3x5_1 +2x5_2 +4x5_3 +1x5_4 +5x5_5
+4x6_1 +3x6_2 +2x6_3 +1x6_4 +5x6_5
+2x7_1 +1x7_2 +4x7_3 +3x7_4 +5x7_5
+3x8_1 +5x8_2 +1x8_3 +2x8_4 +4x8_5

subject to

+x1 1 +x1 2 +x1_3 +x1 4 +x1_ 5 +£f 1 =
+x2 1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +f 2 =
+x3 1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 +f 3 =
+x4 1 +x4 2 +x4 3 +x4 4 +x4 5 +f 4 =
+x5 1 +x5 2 +x5_ 3 +x5_4 +x5 5 +f 5 =
+x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_ 5 +f 6 =
+x7 1 +x7_2 +x7_3 +x7_4 +x7_5 +£f_ 7 =
+x8 1 +x8_2 +x8_3 +x8_4 +x8_5 +f 8 =

= T T = T = W S G B Gy B

+x1 1 +x2 1 +x3 1 +x4 1 +x5 1 +x6_1 +x7_1 +x8_1
+x1 2 +x2 2 +x3 2 +x4 2 +x5 2 +x6_2 +x7_2 +x8 2 =
+x1 3 +x2_3 +x3_3 +x4_ 3 +x5_ 3 +x6_3 +x7_3 +x8_3 =
+x1_ 4 +x2_ 4 +x3 4 +x4_ 4 +x5_ 4 +x6_4 +x7_4 +x8_4
+x1 5 +x2_ 5 4+x3 5 +x4 5 +x5_5 +x6_5 +x7_5 +x8_5

|
PR e e e

x1 1 +x1 24+x1 3 +x1_5
+x2_1+x3_1+x4 1+x5_1+x6_1 >= 1

x1_ 2 +x1_3 +x1_5
+x5_ 24x6_2+x7_24+x8_ 2 >= 1

x1l 3 +x1_5
+x5_ 3 >= 1
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x1 44x1 14+x1 2+x1 3
x1_5
x2_1 +x2_3
+x3_1
xX2_2+x2_1 +x2_3
+x1_ 2
x2_3 +x2_5
+x1 3 +x3_3
X2 44x2 1+x2 2+x2 3
+x1_4
x2_5
+x1 5
x3_1
X3 2+x3 1
+x1_2+x2_2
x3_3
+x1 3
x3_4 +x3_3
+x1 4+x2 4
x3_5 +x3_3
+x1_5
x4 1 +x4 2
+x2 1+x3 1
+x1 2
+x2_2+x3_2
x4_3+x4_1+x4_2
+x1_3+x2_3+x3_3
x4 44x4 1+x4 2+x4 3
+x1 4
x4_5 +x4 2
+x1_5+x2_ 5+x3_5
+x5_2
+x3_1

+x3_5

x4 2

x5 1
x5_2
x5_3+x5_1+x5_2

x5 4
+x1 4

+x1_5

+x2_5
+x5_1
+x2_5
+x5_24x6_2+x7_2+x8_2

+x5 3
+x2_5

+x8 3

+x4_ 4+x5 44+x6_4+x7_4+x8_4

+x5_5 +x8 5

+x3 3+x3 44+4x3 5
+x3_3+x3_4+x3_5

+xX5_2+x6_2+x7_2+x8_2

+x5_3
+x3_5

+x8 3

+x4 4+x5 44x6_ 44+x7 4+x8 4

+x4_5
+x5_1

+x5_2+x6_2+x7_2+x8_2
+x4_5
+x5_3
+x4 5
+x5 44+x6_4+x7_4+x8 4

+x8 3

+x5_5 +x8_5

+x5_4

+x5_4

+x6_2+x7_2

+x5_4

x5 B5+x5 1+x5 2+x5 3+x5 4

+x1_5
x6_1

+x3_5

+x8_5

+X6_2+x6_3+x6_4

+x2_ 14+x3_1+x4 1+x5_1

+x6_3+x6_4
+x6_4
+x1 34+x2 34+4x3 3+x4 3+x5 3

+x8 3
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xX6_4
+x1 4

X6 _5+x6_1+x6_2+x6__

+x5
3+x6_4

_4

+x1_5+x2_ 5+x3 5+x4_5+x5_5

x7_1 +x7_2

+x1 14+x2 1+4x3 1+x4_ 1+x5 1+x06_1

x7_2

X7_3+x7_1+x7_2

+x7_4

+x6_2

+x1_ 3+x2_ 3+x3_ 3+x4_3+x5_3+x6_3

X7_4+x7_1+x7_2
+x1 4

X7 _5+x7_1+x7_2+x7__

+x5
3+x7_4

_4

+x1 5+x2 5+x3 5+x4 5+x5_5

x8_1 +x8_

3+x8_4

+x7_4

+x7_5+x8_5

+x8_3

+x8_5

+x1 14+x2_ 1+4+x3 1+x4_1+x5_ 1+x6_1+x7_1
x8_2+x8_1 +x8_3+x8_ 4+x8_5
+x5 2+x6_2+x7_2

x8_ 3
+x1_3

x8_4 +x8__
+x1_4

x8_ 5+x8_1 +x8_
+x1 5 +x3_

end

+x5
3

_3

+x5_ 4+x6_4+x7_4

3+x8_4
5

Az optmiélis megoldés pedig:

No. Column name

St

W W wwowowww

Activity
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A matrixokba bejeldlve:
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A né-optimalis megoldasban megint egyediil csak a célfiiggvény valtozik:

no:

+6x1_1 +5x1_2 +2x1_3 +1x1_4 +1x1_5
+3x2_1 +6x2_2 +5x2 3 +7x2_4 +5x2_5
+1x3_ 1 +7x3_2 +4x3 3 +8x3_4 +2x3_5
+4x4_1 +8x4_2 +6x4_3 +6x4_4 +6x4_5
+2x5_1 +3x5_2 +1x5_3 +2x5_4 +4x5_5
+5x6_1 +1x6_2 +7x6_3 +4x6_4 +8x6_5
+7x7_1 +2x7_2 +8x7_3 +3x7_4 +7x7_5
+8x8_1 +4x8_2 +3x8_3 +5x8_4 +3x8_5

Ezen célfiiggvény esetén a hozzarendelések megegyeznek a férfi-optimalissal,
tehat ebben a feladatban kizarolag ez az egy stabil paros létezik. Végezetiil: a 2-es,

a 4-es és T-es férfi marad par nélkil.

[8.10l példa megoldasa.
Ebben az esetben az xi_j valtozasoknal az els6¢ index a szakot, a masodik
pedig a didkot jeloli. A szak esetében most nem csak egy part keresiink, ezért a
hozzéarendelési korlat valtozik: szakoknént legfeljebb 4 didkot tudunk felvenni.

A feladatban probléma még, hogy a didkok pontszamainil a maximélis érték
a legjobb, mig a didkok értékeléseinél a miniméalis. Ennek a probléméanak a
legegyszertibb megoldasa, ha a pontszamok helyett a maximélisan elérhets 500

ponthoz sziikséges pontokat vessziik figyelembe:
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109 125 23 121 14 24 46 19 14
148 93 10 73 129 30 76 65 27
107 149 145 126 109 18 44 60 69

Ebben az esetben minél kisebb az érték, a szak szaméara annél értékesebb a
hallgato. Tehat ezekkel a valtoztatasokkal ugyantigy meghatarozhatjuk az LP-t, mint

kordbban. A szak-optimaélis megoldas:

10.48. kod.

Min

+109x1_1 +125x1_2 + 23x1_3 +121x1_4 + 14x1_5
+ 24x1_6 + 46x1_7 + 19x1_8 + 14x1_09

+148x2_1 + 93x2_2 + 10x2_3 + 73x2_4 +129x2_5
+ 30x2_6 + 76x2_7 + 65x2_8 + 27x2_9

+107x3_1 +149x3_2 +145x3_3 +126x3_4 +109x3_5
+ 18x3_6 + 44x3_7 + 60x3_8 + 69x3_9

subject to

+x1 1 +x1 2 +x1_3 +x1 4 +x1 5 +x1 6 +x1_7 +x1_8 +x1 9 <= 4
+x2_1 +x2_2 +x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6 +x2_7 +x2_8 +x2_9 <= 4
+x3_1 +x3_2 +x3_3 +x3_4 +x3_5 +x3_6 +x3_7 +x3_8 +x3_9 <= 4
+x1 1 +x2_ 1 +x3_ 1 =1
+x1 2 +x2 2 +x3 2 =1
+x1_3 +x2_3 +x3_3 =1
+x1_ 4 +x2_4 +x3_4 = 1
+x1 5 +x2_5 +x3_ 5 =1
+x1_6 +x2_6 +x3_6 =1
+x1 7 +x2_ 7 +x3_ 7 =1
+x1 8 +x2_8 +x3.8 =1
+x1_ 9 +x2_9 +x3_9 =1
x1 1 +x1_3 +x1 5+x1 6+x1 7+x1 8+x1_9
+x2 1 >=1
x1l 2+x1 1 +x1_ 3+x1 4+x1 5+x1 6+x1_ T7+x1 8+x1_ 9
+x3_2>=1
x1_ 3 +x1_5 +x1_8+x1_9
+x2_3 >=1
x1 44x1 1 +x1_3 +x1 5+x1 6+x1 T7+x1 8+x1_ 9
>=1
x1_ 5
+x2_5 >=1
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x1l _©

x1 7

x1_8

x1l 9

x2_1

x2_2

x2_ 3

x2_4

x2_5

xX2_ 6

x2_7

x2_ 8

x2_9

x3_1

x3_ 2+x3_1

x3_3+x3_1

x3_4+x3_1

X3 5+x3 1

x3_06

x3 7

x3_8

x3_9

end

+x1_3

+x1 3

+x1_5

+x1_5+x1

+x1_5

+x2_2+x2_3+x2_4+x2_5+x2_6+x2_T7+x2_8+x2_9

+x2_3+x2_4

+x2_3

+x2_2+x2_ 3+x2_4

+x2_3

+x2_3+x2_4

+x2 3

+x2_3

+x2_

+x2_

+x2_

+x2_

+x2

+x3

+x3_ 3+x3_4+x3 5+x3 6+x3 T7+x3 8+x3_9

+x3_4+x3_5+x3_6+x3_T7+x3_8+x3_9

+x3_5+x3

+x3

+x3

+x3_

+x3
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+x1 8+x1 9
+x2_ 6+x3
6 +x1 8+x1 9
+x1_9
+x2_8+x3__
+x2_ 94+x3
6+x2_T7+x2_8+x2_9
+x1 2 +x3_
6 +x2_8+x2_9
+x1_4 +x3_
6+x2_ T+x2_ 8+x2_9
+x2_ 9
9 +x2_8+x2_9
+x1_7
6 +x2_ 9
+x3_
6+x3_7+x3_8+x3_9
+x1 1+x2 1
+x1_3+x2_3
60+x3_7+x3_8+x3_9
+x1 4
6+x3_7+x3 _8+x3_9
+x1_5+x2_5
+x2_6
6
+x1_ T74+x2_7
6+x3_7
+x2_8

6+x3_ 7+x3_8

6>=1

>=1

8>=1

9>=1

>=]

2>=1

>=1

4>=1

9>=1



Az optimélis megoldés pedig:

No. Column name St Activity

5 x1_5 B 1
8 x1_8 B 1

9 x1_9 B 1
11 x2_2 B 1
12 x2_3 B 1
13 x2_4 B 1
19 x3_1 B 1
24 x3_6 B 1
25 x3_7 B 1

A didk-optimélis megoldasban egyediil a célfiiggvény valtozik:

+2x1_1 +2x1_2 +2x1_3 +1x1_4 +2x1_5

+3x1 6+ 1x1 7 +3x1 8 +3x1_9
+1x2_ 1 +3x2_2 +1x2_ 3 +3x2_4 +1x2_5

+1x2_6 +2x2_7 +1x2_8 +2x2_9
+3x3_1 +1x3_2 +3x3_3 +2x3_4 +3x3_5

+2x3 6 +3x3_7 +2x3_8 +1x3_9

Aminek a megoldasa pedig:

No. Column name St Activity

4 x1_4 B 1
5 x1_5 B 1
7 ox1_7 B 1
10 x2_1 B 1
12 x2_3 B 1
15 x2_6 B 1
17 x2_8 B 1
20 x3_2 B 1
27 x3_9 B 1

Tehéat a szak- illetve didk-optimélis megoldasokban a kovetkezd jelentkezdket

vették fel:

szak | didk (szak-optimaélis) | didk (didk-optimalis)

1 5.8, 45,7
2 2,34 1,3,6,8
3 1,6,7 2,9
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[8.11] példa megoldasa.
A kovetkezd esetek azok, amiket ki kell zarnunk, mivel a két értékelés tobb mint 3:

x1_6,x3_2,6_1, 6_5. Ezeket a valtozokat toroljiik ki a preferencia-matrixbol:

31 24 2 3311
5 3124 2 4531
4 213 | 3 2423
€S
512 3 4 11525 2
2 345 1 5 13 4
3 2 1 5

Természetesen ezen celldkhoz tartozo stabilitasi korlatokat is el kell hagynia a
kodbol.

A célfiiggvény két részbdl all) egyrészt azok a kifizetések, amikor az egyik fél
értékelése nagyobb, mint 3:

+50x1_5
+50x2_ 34+50x2_4 +50x2_6
+50x3_1 +50x3_4
+50x4_2+50x4_3 +50x4_5+50x4_6
+50x5_4 +50x5_6
+50x6_2
illetve, amikor valakit nem tudunk méssal 6sszeparositani. Az elsé férfit akkor nem
tudjuk massal parositani, ha x1_1, x1_2, x1_4 és x1_5 valtozok mindegyike 0.
Masképpen megfogalmazva a 1— (x1_1+x1_2+x1_4+x1_5) kifejezés 1, lesz, ha
az els6 férinek nem jut par, és 0 lesz, ha jut neki. Ezek utan a koltséget méar
fel tudjuk irni: 100 (1-(x1_1+x1_2+x1_4+x1_5)), amely kifejezés kibontva:
100-100x1_1-100x1_2-100x1_4-100x1_5. Minden férfire és nére elvégezve

ezt a muveletet:

1200
-200x1_1 -200x1_2 -200x1_4 -200x1_5
-200x2_3 -200x2_4 -200x2_5 —-200x2_6
-200x3_1 -200x3_4 -200x3_5 -200x3_6
-200x4_2 -200x4_3 -200x4_4 -200x4_5 -200x4_6
-200x5_3 -200x5_4 —-200x5_6
-200x6_2
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kifejezéshez jutunk. A kifejezésben az els§ tag (1200) konstans, igy az optimalis
hozzéarendelést nem befolyasolja, ezért elhagyjuk a célfiiggvénybdl. Adjuk Gssze a

kétféle koltséget, és lényegileg kész is a kod:

10.49. kod.
Min
-200x1_1 -200x1_2 -200x1_4 -150x1_5
-150x2_3 -150x2_4 -200x2_5 -150x2_6
-150x3_1 -150x3_4 -200x3_5 -200x3_6
-150x4_2 -150x4_3 —-200x4_4 -150x4_5 -150x4_6
-200x5_3 -150x5_4 -150x5_6
-150x6_2
subject to
+x1 1 +x1 2 +x1 4 +x1 5 <=1
+x2_3 +x2_4 +x2_5 +x2_6 <=1
+x3_1 +x3_4 +x3_5 +x3_6 <=1
+x4 2 +x4 3 4+x4 4 +x4 5 +x4_6 <=1
+x5_ 3 +x5_4 +x5_6 <=1
+x6_2 <=1
+x1_ 1 +x3_1 <=1
+x1_2 +x4_ 2 +x6_2 <=1
+x2_3 +x4_3 +x5_3 <=1
+x1 4 +x2 4 +x3 4 +x4 4 +x5 4 <=1
+x1_5 +x2_5 +x3_5 +x4_5 <=1
+x2_ 6 +x3_6 +x4_6 +x5_6 <=1
x1 1 +x1_ 2 +x1 4
>=1
x1l 2
+x4_2 >=1
x1l 4 +x1_2
>=1
x1 5+x1_1+x1_2 +x1 4
>=1
x2_3 +x2 44+x2 5
+x5_3 >=1
x2_4
+x1 4 +x3_4+x4 4+x5 4 >=1
x2_5 +x2 4
+x1_5 +x3_5 >=1
xX2_6 +x2_3+x2_4+x2_5
>=1
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x3_ 1 +x3_4+x3 _54+4x3_ 6

+x1_1 >=1
x3_4 +x3_5
+x1_4 +x4_4+x5_4 >=]
x3_5
+x1_5 >=1
x3_06 +x3 44+4x3 5
+x2_6+ x4_6 >=1
x4 2 +x4 3+x4 4+x4 5+x4 6
>=1
x4 3
+x2_ 3 +x5_ 3 >=1
x4_4 +x4_3
+x1_4 >=1
x4 5 +x4_ _3+x4_4
+x1_54+4x2 54+4x3 5 >=1
x4_6 +x4 3+x4 _44+4x4 5
+x2_6 >=1
x5_3 +x5_6
>=]1
x5 4 +x5_3 +x5_6
+x1_4 +x4_ 4 >=1
x5 6
+x2_ 6+x3_06+x4_6 >=1
X6_2
+x1_2 +x4_ 2 >=1
end
Az optimélis megoldés:
No. Column name St Activity
2 x1 2 B 1
8 x2_6 B 1
11 x3_5 B 1
15 x4_4 B 1
18 x5_3 B 1

A célfiiggvény értéke -950, de ne felejtsiik el, hogy ehhez 1200-t hozza kell adni:
-9504-1200=250. Ez az érték mar teljesen jol magyarazhato: a hatodik férfi, és az
els6 n6é marad par nélkiil, aminek koltsége 200, ezen feliil a masodik férfinek kell
fizetni 50 pénzegységet, mivel 6 a hatodik nét kapja, aki a listajaban a negyedik

helyen szerepel.
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példa megoldasa.
Ebben az esetben csak egy tipusi szereplGje van a feladatnak, viszont ugyanugy
meghatarozhatoé a stabil parositas, mint azokban az esetekben, amikor két tipus is
volt. Jelolje z;; = 1 valtozé megint a hozzarendelést, az i-edik hallgato, és a j-edik
hallgatoé kozott. Ebben az esetben x;; = x;;, tehat a kodban a kévetkezd korlatokat
kell a feladathoz adni:

xi_j-xj_1 =0

A feladatban hozzarendelési korlatok nem valtoznak:

J

Azonban a stabilitasi korlatok ebben az esetben moédosulnak. Legyen té- a j-edik
hallgat6 rangsorszama a i-edik hallgatoé rangsoraban. Ekkor a stabilitasi korlatok a

kovetkezdképpen néznek ki:

$Z]+Zl‘lk+2$]121 VZ,j

41 <t i pd
kit], <t I:t] <t

A célfiiggvényben pedig az értékeléseket kell minimalizalnunk. A kod:

10.50. kod.
Min

+4x1_2 +3x1_3 +1x1_4 +6x1_5 +7x1_6 +2x1_7 +5x1_8
+5x2_1 +o0x2_3 +4x2_4 +7x2_5 +3x2_6 +2x2_7 +1x2_8
+3x3_1 +6x3_2 +5x3_4 +2x3_5 +7x3_6 +4x3_7 +1x3_8
+1x4 1 +6x4_2 +5x4 3 +3x4_ 5 +4x4 6 +7x4_ 7 +2x4_8
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+7x5_1 +6x5_2 +1x5_3 +2x5_4 +3x5_6 +4x5_7 +5x5_8
+1x6_1 +4x6_2 +5x6_3 +7x6_4 +2x6_5 +3x6_7 +6x6_8
+6x7_1 +5x7_2 +1x7_3 +3x7_4 +2x7_5 +7x7_6 +4x7 8
+1x8_1 +4x8_2 +3x8_3 +5x8_4 +6x8_5 +2x8_6 +7x8_7

subject to

+x1 2 +x1 3 +x1_4 +x1_5 +x1_6 +x1_7 +x1_8 =
+x2 1 +x2 3 +x2_ 4 +x2_5 +x2_ 6 +x2_ 7 +x2_8 =
+x3_ 1 +x3_2 +x3 4 +x3_ 5 +x3_6 +x3_7 +x3_8 =
+x4 1 +x4_2 +x4_3 +x4 5 +x4 6 +x4_7 +x4_8 =
+x5_1 +x5_2 +x5_3 +x5_4 +x5_6 +x5_7 +x5_8 =
+x6_1 +x6_2 +x6_3 +x6_4 +x6_5 +x6_7 +x6_8 =
+x7 1 +x7_ 2 +x7_3 +x7_4 +x7_5 +x7_6 +x7_8 =
+x8_1 +x8_2 +x8_3 +x8_4 +x8_5 +x8_6 +x8_7 =

N T T = W SRy e

xl 2 —x2_.1 =0
xl 3 x3_.1 =20
x1l 4 -x4 1 =0
xl1 5 -x5_1 =0
x1l_6 —-x6_1 =0
x1l 7 -x7_1 =0
xl1 8 —x8_1 =0
xX2_3 —-x3_2 =0
x2_4 —-x4 2 =0
x2_5 —-x5_2 =0
x2_6 -x6_2 =0
x2_ 7 =x7_2 =0
x2 8 —=x8_2 =0
x3 4 -x4 3 =0
x3_.5 -x5_3 =0
x3_6 -x6_3 =0
x3_ 7 -x7_3 =0
x3_8 -x8_3 =0
x4 5 -x5_ 4 =0
x4 6 -x6_4 =0
x4 7 -x7_4 =0
x4 8 -x8_4 =0
x5_6 -x6_5 =0
x5 7 -x7_5 =0
x5_8 -x8_5 =0
x6_7 —-x7_6 = 0
x6_8 —-x8_6 =0
x7_8 —=x8_7 =0
x1l 2 +x1 3+x1 4 +x1 7
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x1l 3

x1 4

x1 5

x1l 6

x1_7

x1 8

x2_1

xX2_3+x2_1
+x3_1

x2_ 4
+x4 1

x2_5+x2_1

x2_6b+
+x6_1
x2_ 7

x2_8
+x8_1
x3_1

X3 2+x3 1
+x2_ 1
x3_4+x3_1
+x4 1
x3_5

X3_6+x3_1+x3_2
+x6_1+x6_2

x3_T7+x3_1
x3_8

+x8_1
x4 1

x4 2+x4 1

+x2_4
+x1 4

+x1_ 2+x1 3+x1_4
+x5_ 2+x5 3+x5 4
+x1 24+4x1 3+x1 44x1 5

+x1_4

+x2 4

+x1_3+x1_4

+x2_4
+x3_4

+x3_5

+xX7_24+x7_3+x7_4+x7_5
+x1_ 2+x1 3+x1_4

+x3_5

+x4 3

+x4 5

+x2_3+x2_4
+x5_3+x5_4

+x6_5

+x7_3+x7_4+x7_5

+x8_3

+x4 3

+x3_5

+x1 4
+x3 44+x3 5
+x2_4

+x3_5
+x4 5

+x3_4+x3_5

+x6_5
+x3_5

+x4 5

+x2_6+x2_T7+x2_8

+x1 7

+x3 8

+x1 7+x1_8

+x5_ 6+x5_ 7+x5_ 8

+x1 7+x1 8

+x7_8

+x1_7

+x2_6+x2 T+x2_ 8

+x1_7

+x2_6+x2_T7+x2_8

+x3 7+x3_8

+x2 6+x2_ 7+x2 8

+x4 6

+x4 8

+x2_ 6+x2_ _T7+x2_ 8
+x5_6+x5_T7+x5_8

+x8_6

x2_T7+x2_8

+x6_7

+x2 8
+x7_8

+x3 8

+x1 7
+x3_7+x3_8

+x2_6+x2_T7+x2_8

+x4 6

+x8_6

+x4 6

+x3_T7+x3_8

+x4 8
+x3 8

+x3_ 7+x3_8
+x6_"7

+x3_ 8

+x4 8

+x2 6+x2 T7+x2 8
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x4 3+x4_1
+x3 1
x4 5+x4 1

x4 _6+x4_1

+x5_3

+x6_1+x6_2+x6_3
x4 T+x4 1+x4 2+x4 3

x4 8+x4_1

+x7 3

+x8_1+x8_2+x8_3

x5 1

x5_2
+x2 1
x5_3

x5_4
+x4 1
x5 6
+x6_1
x5_7

x5 8

+x5_2+x5_3+x5_4
+x1_ 2+x1 3+x1_4

+x5 3+x5 4
+x2_3+x2_4
+x5_3

+x5 3+x5 4
+x5_3+x5_4

+x7_3
+x5 3+x5 4

+x8 1+x8 2+x8 3+x8 4

x6_1

X6_2+x6_1

x6_3+x6_1+x6_2
+x3_ 1+x3_2

+x3_4

X6_4+x6_1+x6_2+x6_3

+x4 1
x6_5+x6_1

Xx6_T7+x6_1

+x5 3+x5 4

+x4_5+x4_ 6
+x3_5

+x4_5
+x6_5
+x4_5+x4_6
+x7_5

+x8_6
+x5_6

+x5 6
+x2_6

+x5_6

+x5 6
+x8 6

+x1_2+x1_3+x1_4+x1_5

+x6_5

+x6_5
+x3_5
+x6_5
+x4_5

+x6_5

+x7_1+x7_2+x7_3+x7_4+x7_5
X6_8+x6_1+x6_2+x6_3

+x8_1
x7 1

x7_2
x7_3

+x3 1
x7 4

+x1_4
+x7_3+x7_4

+x7_3

+x6_5

+x7_24+x7_3+x7_44+4x7_5

+x7_5

+x3_5
+x7_5
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+x4 8
+x3 7+x3 8
+x4 8

+x4 8
+x6_7+x6_8
+x4 8

+x5_T7+x5_8
+x1 7+x1_8
+x5 7+x5 8
+x2 T+x2_ 8

+x3_8

+x4 8

+x5_7

+x1_T7+x1_8

+x6_ 77

+x2 7+x2_ 8

+x6_7

+x3_7+x3_8

+x6_7+x6_8
+x4 8

+x7_8
+x6_"7

+x7_8

+x7_8
+x2_8

+x3 8

>=

>=



+x4 1+x4 2+x4 3 +x4 5+x4 6
x7_5 +x7_3
+x5 3+x5 4 +x5 6
X7_6+x7_1+x7_2+4x7_3+x7_4+x7_5
+x6_1 +x6_5
x7_8 +x7_3+x7_4+x7_5
+x8 1+x8 2+x8 3+x8 4+x8 5+x8_6
x8_1
+x1 24+x1 3+x1 4
x8_2+x8_1 +x8_3 +x8_6
x8_3+x8_1 +x8_ 6
X8 4+4x8 1+x8 2+x8_ 3 +x8_6
+x4 1
x8_5+x8_1+x8_2+x8_3+x8_4 +x8_6
+x5 3+x5 4 +x5_6
x8_6+x8_1
+x6_1+x6_2+x6_3 +x6_5
x8_T7+x8_1+x8_2+x8_3+x8_4+x8_5+x8_6
+x7_3+x7_4+x7_5
end
Az optimélis megoldés:
No. Column name St Activi
3 x1_4 B
13 x2_7 B
21 x3_8 B
22 x4_1 B
33 x5_6 B
40 x6_5 B
44 x7_2 B
52 x8_3 B

A métrixba bejelolve:
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+x1_7

+x5_7

+x6_7

ty

e e e

+x4 8

+x7_8

>=
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1 2 3 4 5 6 7 8
1 4 3 6 7 2 5
215 6 4 7 3 1
3/3 6 5 2 7 4
4 6 5 3 4 7 2
507 6 1 2 4 5
61 4 5 7 3 6
7|6 1 3 2 7 4
8|1 4 5 6 2 7

Megjegyezziik, hogy a stabil szobatars problémanak (ellentétben a stabil

héazastars probléméaval) nem mindig létezik megoldasa.

10.8. Matrixjatékok

példa megoldasa.

A sorjatékos szaméra a B tevékenység dominalja a C-t, ezért ezt biztosan nem

fogja valasztani. Ekkor a kifizetésmatrix:

A
B

o e 4
o |
o oo N

Amennyiben a sorjatékos a C-t biztosan nem jatssza, akkor az oszlopjatékosnak
sem éri meg a Z stratégiat valasztania, mert minden esetben jobban jar az X

vélasztéasaval.

A
B

o en| 4
o |

Ha az oszlopjatékos racionélis és a Z-t biztosan nem valasztja, akkor a sorjatékos
a B valasztasaval mindegyik kimenet esetén jobban jarna, mint az A valasztasa

esetén. Ha a sorjatékos a B-t valasztja, akkor az oszlopjatékos az X vélasztasa estén
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5 egységet kap, az Y esetén pedig csak 4-et. Ezért a dominans stratégidk miatt a
B-X lesz a jaték kimenete, ha a jatékosok racionalisan dontenek.
Az is konnyen belathato, hogy ez a pont Nash-egyensuly, ha eltérnek ettdl a

stratégiatol, akkor nem érnek el jobb eredményt.

[9.15] példa megoldasa.

Ennek a zéro-osszegi jatéknak a sorjatékos kifizetés-matrixa:

|1 2 3
101 2 2
21-2 2 -3
3/ 2 -3 3

Az LP modell, az oszlopjatékos varhato kifizetésének meghatéarozasara:

10.51. kod.
Min
v
St
sl: +1x1l -2x2 4+2x3 -v <=0
s2: =2x1 +2x2 -3x3 -v <=0
s3: +2x1 -3x2 +3x3 -v <= 0
szum: +x1 +x2 +x3 =1
bounds
v free
end
Aminek az eredménye:
10.52. koéd.
No. Row name St Activity Marginal
1 sl NU 0 -0.25
2 s2 NU 0 -0.5
3 s3 NU 0 -0.25
4 szum NS 1 -0.25
No. Column name St Activity Marginal
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1 v B -0.25
2 x1 B 0.25
3 x2 B 0.5
4 x3 B 0.25

A célfiiggvény értéke —0,25, ami azt jelenti, hogy az oszlopjatékos véarhato

kifizetése 0, 25, a sorjatékosé pedig —0, 25, tehat a jaték az oszlopjatékosnak kedvez.

[9.16] példa megoldasa.

A sorjatékos varhato kifizetésére vonatkozd LP modell:

10.53. kod.
Max
w

St

ol: +80 yA +10 yB +50 yC 450 yD +40 yE —-w>=0
02: +40 yA +90 yB +40 yC +90 yD +10 yE —-w>=0
o3: +20 yA +60 yB +40 yC +10 yD +80 yE —-w>=0
o4: +50 yA +90 yB +60 yC +90 yD +90 yE -w>=0
o5: +80 yA +30 yB +50 yC +60 yD +50 yE —-w>=0

szum: +yA+yB+yC+yD+yE=1

end

Aminek az eredménye:

10.54. kod.

No. Row name St Activity Marginal
1 ol NL 0 -0.385321
2 02 NL 0 -0.238532
3 o3 NL 0 -0.376147
4 o4 B 24.8624
5 ob B 8.80734
6 szum NS 1 47.8899

No. Column name St Activity Marginal
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47.8899
0.431193
0.311927

0
0

0.256881

-4.0367
-3.3945

Amibdl kovetkezik, hogy a sorjatékos a C és D stratégiat biztosan nem fogja

valasztani, az A, B és E stratégidkat pedig a kovetkezs valoszintiséggel fogja

valasztani:

stratégia | valoszintiség
B 43.12%
C 31,19%
E 25,69%

A korlatok arnyékaraibol meghatarozhaté a dual feladat valtozoi, amik az

oszlopjatékos stratégiavalasztasainak a valoszintiségei. Ezek alapjan az oszlopjatékos

a 4-es és az 5-0s stratégiat nem fogja valasztani, a tobbi stratégiat pedig a kdvetkezs

valoszintiségekkel valasztja:

stratégia | valoszintiség
1 38,53%
2 23,85%
3 37,61%

Ami alapjana kimenetek valoszintiségei:

1 2 3
B | 16,61% | 10,29% | 16,22%
C|12,02% | 7,44% | 11,73%
E| 990% | 6,13% | 9,66%

Mivel az 50-50-es kifizetést egyediil a C-1 stratégiak adjék, ezért ez a kifizetés

12, 02%-os valoszintiséggel fog kialakulni.

[9.17] példa megoldasa.
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Andras (sorjatékos) kifizetés-matrixa:

K& | Papir | Oll6 | K6-Papir | K6-O116 | Papir-Ol116
Ko 0 -100 100 -50 0 -200
Papir | 100 0 -100 0 -200 -50
Ollo -100 100 0 -200 -50 0
Joker | -100 -100 | -100 400 400 400
Andras varhato kifizetésére vonatkozd LP modell:
10.55. kod.
Max
W
subject to
O_K: + O0xK +100xP -100x0O -100xJ —-w>=0
O_P: -100xK + OxP +100xO0 -100xJ —w>=0
O_0O0: +100xK -100xP + O0OxO -100xJ —-w>=0
O _KP: - 50xK + O0xP -200x0O 4+400xJ —-w>=0
O_KO: + O0xK -200xP - 50x0 +400xJ -w>=0
O PO: —-200xK - 50xP + 0x0O +400xJ —-w>=0
szum: + xK + xP + x0O + xJ =1
Bounds
w free
end
Aminek az eredménye:
10.56. kod.
No. Row name St Activity Marginal
1 O_K NL 0 -0.161905
2 O_P NL 0 -0.361905
3 0_0 NL 0 -0.304762
4 O_KP NL 0 -0.171429
5 O_KO B 0
6 O_PO B 0
7 szum NS 1 -14.2857
No. Column name St Activity Marginal



O WN
X
lav]

Tehat a jaték Balintnak kedvez, mert a varhato kifizetése Andrasnak —14,2857.

0 W www

[9.18] példa megoldasa.

-14.2857
0.285714
0.285714
0.285714
0.142857

A meccs kimeneteleinek matrixa:

Ellenfél (1,2 félids)
T T A% A%
felallas | 1. féelids | 2. félids T \% A% T
E T T 50 50 55 55
E T \Y 50 50 55 55
E \% \Y 45 45 50 50
E \% T 45 45 50 50
A T T | 52,5 | 52,5 | 57,5 | 57,5
A T V | 52,5 | 52,5 | 57,5 57,5
A A% A% 35 35 40 40
A \% T 35 35 40 40
B T T | 475|475 | 52,5 | 52,5
B T V | 47,5 | 47,5 | 52,5 | 52,5
B A% \Y 50 50 55 55
B A% T 50 50 55 55
Az LP modell:
10.57. kod.
Max
w
St
T T: + 50xETT + 50xETV +45xEVV +45xEVT
+52 .5xXATT +52.5xATV +35xAVV +35xAVT
+47 .5xBTT +47.5xBTV +50xBVV +50xBVT -w >= 0
T V: + 50xETT + 50xETV +45xEVV +45xEVT
+52 .5xATT +52.5xATV +35xAVV +35xAVT
+47.5xBTT +47.5xBTV +50xBVV +50xBVT —-w >= 0
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V_V: + 55xETT + 55xETV +50xEVV +50xEVT
+57.5%xATT +57.5xATV +40xAVV +40xAVT
+52.5xBTT +52.5xBTV +55xBVV +55xBVT -w >= 0
V_T: + 55xXETT + b5L5xXxETV +50xEVV +50xEVT
+57.5xATT +57.5xATV +40xAVV +40xAVT
+52.5xBTT +52.5xBTV +55xBVV +55xBVT -w >= 0
szum: +xETT +xETV +xEVV +xEVT
+xATT +xATV +xAVV +xAVT
+xBTT +xBTV +xBVV +xBVT = 1
end
Aminek az eredménye:
10.58. kod.
No Row name St Activity Marginal
1 T_T NL 0 -1
2 T_V B 0
3 V_V B 5
4 V_T B 5
5 szum NS 1 52.5
No. Column name St Activity Marginal
1w B 52.5
2 XETT NL 0 -2.5
3 xXETV NL 0 -2.5
4 xEVV NL 0 =-7.5
5 xEVT NL 0 -7.5
6 xXATT B 1
7 xXATV NL 0 < eps
8 xAVV NL 0 -17.5
9 xAVT NL 0 -17.5
10 xBTT NL 0 -5
11 xBTV NL 0 -5
12 xBVV NL 0 -2.5
13 xBVT NL 0 -2.5

Tehat a csapatnak az A felallassal kell felallnia az ellenféllel szemben és végig

tamadniuk kell a modell alapjan. Arra szamitanak, hogy az ellenfél is végig tamadni
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fog a mérkézésen.
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