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Az alábbi feltételek érvényesek minden, a Központi Statisztikai Hivatal (a továbbiakban: KSH)  

Statisztikai Szemle c. folyóiratában (a továbbiakban: Folyóirat) megjelenő tanulmányra. Felhasználó a 

tanulmány vagy annak részei felhasználásával egyidejűleg tudomásul veszi a jelen dokumentumban 

foglalt felhasználási feltételeket, és azokat magára nézve kötelezőnek fogadja el. Tudomásul veszi,  

hogy a jelen feltételek megszegéséből eredő valamennyi kárért felelősséggel tartozik. 

1. A jogszabályi tartalom kivételével a tanulmányok a szerzői jogról szóló 1999. évi 

LXXVI. törvény (Szjt.) szerint szerzői műnek minősülnek. A szerzői jog jogosultja a KSH. 

2. A KSH földrajzi és időbeli korlátozás nélküli, nem kizárólagos, nem átadható, térítésmentes fel-

használási jogot biztosít a Felhasználó részére a tanulmány vonatkozásában. 

3. A felhasználási jog keretében a Felhasználó jogosult a tanulmány: 

a) oktatási és kutatási célú felhasználására (nyilvánosságra hozatalára és továbbítására a 4. pontban 

foglalt kivétellel) a Folyóirat és a szerző(k) feltüntetésével; 

b) tartalmáról összefoglaló készítésére az írott és az elektronikus médiában a Folyóirat és a szer-

ző(k) feltüntetésével; 

c) részletének idézésére – az átvevő mű jellege és célja által indokolt terjedelemben és az erede-

tihez híven – a forrás, valamint az ott megjelölt szerző(k) megnevezésével. 

4. A Felhasználó nem jogosult a tanulmány továbbértékesítésére, haszonszerzési célú felhasználásá-

ra. Ez a korlátozás nem érinti a tanulmány felhasználásával előállított, de az Szjt. szerint önálló 

szerzői műnek minősülő mű ilyen célú felhasználását. 

5. A tanulmány átdolgozása, újra publikálása tilos. 

6. A 3. a)–c.) pontban foglaltak alapján a Folyóiratot és a szerző(ke)t az alábbiak szerint kell feltüntetni: 

„Forrás: Statisztikai Szemle c. folyóirat 100. évfolyam 2. számában megjelent, Medvegyev Péter által 

írt, ’A gammaeloszlás néhány tulajdonsága’ című tanulmány (link csatolása)” 

7. A Folyóiratban megjelenő tanulmányok kutatói véleményeket tükröznek, amelyek nem esnek  

szükségképpen egybe a KSH vagy a szerzők által képviselt intézmények hivatalos álláspontjával. 
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MEDVEGYEV PÉTER, 
a Budapesti Corvinus Egyetem egyetemi tanára 
E-mail: medvegyev@uni-corvinus.hu 

A dolgozat célja, hogy bemutasson a gammaeloszlás központi szerepére vo-
natkozó néhány fontos klasszikus, de kevésbé ismert eredményt. A gammaeloszlást 
az elemi valószínűségszámításban vagy nem tárgyalják, vagy csak érintik. Ennek 
ellenére az eloszlások összetett világában szerepe vetekszik a Poisson- és a normális 
eloszlás fontosságával. A dolgozat, amely közvetlen bizonyításokat nem részletez, 
csak a legfontosabb fogalmakat vezeti be és azok szerepét hangsúlyozza, a hozamok 
eloszlását a gammakonvolúciók oldaláról tárgyaló elmélet (Bondesson [1992], 
Steutel–van Harn [2004]) rövid ismertetőjének tekinthető.  

A pénzügyi matematika központi kérdése, hogy milyen eloszlást követnek az 
eszközárak, illetve ennek megfelelően milyen eloszlást követnek a hozamok, ame-
lyeket az árak logaritmusával szokás definiálni. E kérdésben, bármennyire is fontos-
nak tekinthető, az elmélet és az empirikus irodalom sem ad túl sok útmutatást, így a 
szakirodalomban előforduló számos egzotikus vagy kevésbé egzotikus eloszlás kö-
zött nehéz a választás. Az egyetlen ismert és széles körben elfogadott eredmény az, 
hogy a hozamok eloszlása nem normális, mivel nem egyetlen, hanem valamilyen 
összetett eloszlásról van szó. A másik észrevétel, amelyet elméleti okokkal esetleg 
alá lehet támasztani, hogy a hozamok eloszlásának korlátlanul oszthatónak kell len-
nie. Bár számos érv hozható fel ez ellen is, mégis meggondolandónak tűnik az az 
indok, miszerint a hét napjai a kereskedés során nem igazán különböznek egymástól, 
és így a hét hozamát a napok hozamának összege képezi. Ha ehhez hozzáadjuk még 
azt az ugyancsak általánosan elfogadott feltételezést, hogy az egyes diszjunkt idő-
szakok hozamváltozásai függetlenek, épp a korlátlanul oszthatóság hipotézisét kap-
juk. A probléma ezzel csak az, hogy a korlátlanul oszthatóság eldöntése nem mindig 
egyszerű. Az erre a célra szolgáló legegyszerűbb módszer a karakterisztikus függvé-
nyekre épül; eszerint egy eloszlás pontosan akkor korlátlanul osztható, ha a karakte-
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risztikus függvényéből vont összes gyök szintén karakterisztikus függvény. Ez éppen a 
definíció. A gyök általában komplex értelemben tekintendő, ami igencsak megnehezíti 
a probléma tárgyalását. Jelen dolgozat szempontjából azonban feltehetjük, hogy a ka-
rakterisztikus függvény valós, ugyanis a hozamok eloszlása szimmetrikus, és egy el-
oszlás pontosan akkor szimmetrikus, ha a karakterisztikus függvénye valós. Ezzel sem 
jutunk azonban sokkal előbbre, mert a legtöbb eloszlás karakterisztikus függvénye 
közvetlenül zárt képlettel nem számolható, és ami ennél is fontosabb, nincs egy érde-
mi, egyszerűen használható kritérium annak eldöntésére, hogy a függvények mikor 
karakterisztikusak. (A Bochner-tétel, miszerint egy folytonos függvény pontosan akkor 
karakterisztikus függvény, ha pozitív definit, és a nulla pontban értéke 1, nem tekinthe-
tő operatív kritériumnak; Bondesson [1992], Steutel–van Harn [2004].)  

A pénzügyi alkalmazások szempontjából érdemes a következő állításból kiin-
dulni: ha     L s exp –sξ E  egy Laplace-transzformált, akkor a    2 2t L t   

alakú kifejezés egy eloszlás karakterisztikus függvénye. Mivel ennek indoklása egy-
szerű, és főleg előremutató, célszerű felvázolni.  

Legyen tehát F az L-hez tartozó eloszlásfüggvény. Ekkor, felhasználva a stan-
dard normális eloszlás karakterisztikus függvényének közismert képletét:  
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egy sűrűségfüggvény. (Nem negatív, és az integrálja 1.) Vagyis a   valóban egy 
karakterisztikus függvény. 

Vegyük észre, és éppen ez a lényeg, hogy g egy kevert normális eloszlás, ahol 
a keverés a variancia szerint történik. Vagyis az eljárás éppen a pénzügyi irodalom-
ban ismert és elfogadott gondolatot formalizálja: a közvetlenül megfigyelt hozamok 
azért nem normálisak, mert a variancia szintén valószínűségi változó. Továbbá, ha az 
L egy korlátlanul osztható eloszlás Laplace-transzformáltja, akkor az  2 2L t  egy 

korlátlanul osztható eloszlás karakterisztikus függvénye, ugyanis ilyenkor a 
   2 2n

n t L t   szintén karakterisztikus függvény. (Bondesson [1992]) 
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A számolást fordított irányban elvégezve beláthatjuk a következőt: egy elosz-
lás   karakterisztikus függvénye pontosan akkor    2 2t L t   alakú, ha az kevert 

normális eloszlás egy alkalmas F eloszlás szerint. Ilyenkor a keverendő normális 
eloszlások várható értéke 0, és a keverés az 2u σ  variancia szerint történik.   

Miért hasznos ez az észrevétel? Azért, mert szemben a Bochner-tétellel, egy 
függvényről egyszerűen el tudjuk dönteni, hogy az vajon egy nem negatív változó 
Laplace-transzformáltja-e, vagy sem. Ehhez elég használni az ún. Bernstein-tételt, 
miszerint egy, az 0s   halmazon értelmezett L folytonos függvény pontosan akkor 
lesz egy nem negatív változó Laplace-transzformáltja, ha az értéke az 0s   pont-
ban 1, az 0s   halmazon végtelen sokszor deriválható, és a deriváltjai alternálnak, 
vagyis      1 0n n– L s .  (Bondesson [1992]) 

Mandelbrot 1960-as években kidolgozott első elmélete alapján a hozamok 
szimmetrikus stabil eloszlás szerint alakulnak, vagyis olyan eloszlások, amelyek karak-
terisztikus függvényei  α( t ) exp –β t   alakúak, ahol 0α,β   és 2α .  Ezek az 

eloszlások éppen a kevert normális eloszlások családjába tartoznak, amelyek mögött a 
keverési paraméter Laplace-transzformáltja    δL s exp –γs  alakú, ahol 0γ,δ  és 

1δ .  (Az, hogy valóban Laplace-transzformáltról van-e szó, deriválással könnyen 
ellenőrizhető, illetve triviális módon az n-edik gyök csak a γ  értékét módosítja.) 
(Bondesson [1992]) 

Az olvasó ezen a ponton megjegyezheti, hogy ennek vajon mi köze van a cím-
ben szereplő gammaeloszlásokhoz. A következőkben erre térünk rá. A kevert normá-
lis eloszlás elmélete arra az észrevételre épül, hogy a piacon a volatilitás nem kons-
tans, és a változó volatilitás a megfigyelt árfolyamok nem normális jellegét okozza. 
Ebben a megközelítésben a hozamok árfolyamának meghatározásához először a 
volatilitás alakulását kell modellezni. Az erre alkalmas legegyszerűbb eloszlás éppen 

az      1
a

a –λf x x exp –λx ,
Γ a

  0x   sűrűségfüggvénnyel rendelkező gammael-

oszlás, amely a benne szereplő két paraméter miatt viszonylag rugalmasan illeszthető 
a megfigyelt adatokra. A hozamok eloszlásának meghatározásához szükségünk van 

az   0

aλL s exp(–sx ) f ( x )dx
s λ

      
  Laplace-transzformáltra. Ebbe beletéve a 

2 2t  kifejezést, a hozamok karakterisztikus függvénye   2 2

a
λt .
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 Az egy-

szerűség  kedvéért a kettes osztót elhagyva, amely csak a   paraméter értékét módo-
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sítja, a   2

aλt
t λ

     
kényelmesebb alakkal érdemes foglalkozni. Ennek előnye, 

hogy mivel a gammaeloszlás karakterisztikus függvénye   a
λ λ – it ,  a hozamok 

eloszlása két λ  paraméterű gammaeloszlás eltérése, vagyis ún. szimmetrikus gam-
maeloszlás. Hasonló eredményt kapnánk akkor is, ha különböző paraméterű gammael-
oszlások összegét, az ún. gammakonvolúciót választanánk keverő eloszlásnak, de ab-
ban az esetben is, ha a gammakonvolúciók gyenge konvergenciában vett határértékét, 
az ún. általánosított gammakonvolúciókat. (Thorin [1977a], [1977b], [1978])  

Ezen eloszlások mind megengedettek, ugyanis összegük és határértékük korlát-
lanul osztható. Ez utóbbi osztály már annyira széles, hogy tartalmazza például a 
lognormális vagy az inverz gammaeloszlást (ez utóbbi egy gammaeloszlás recip-
rokaként áll elő). (Thorin [1977a], [1977b], [1978]) 

Számos statisztikai vizsgálat állítja, hogy az összetett empirikus hozameloszlás 
valamilyen nt  Student-eloszlás. Valamivel általánosabban, ha r    akkor 2rt  el-

oszláson az       1 22

1 1
1 2 1

r /f x
B ,r x




 sűrűségfüggvénnyel adott eloszlást szo-

kás érteni. Legyen r    az F keverő eloszlás sűrűségfüggvénye pedig 
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amely a 22 rt  alakú változó sűrűségfüggvénye. 
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A bemutatott megközelítés alapján az árfolyamok, illetve a hozamok alakulá-
sának számos további modellje képzelhető el. A módszer fő előnye, hogy egységes 
szemléletben tárgyalja a lehetséges árfolyammodelleket, és kiemeli a normális elosz-
lás központi szerepét. Ezzel az elméleti irodalom, amely a hozamok normalitásából 
indul ki, és az empirikus irodalom kapcsolatát hangsúlyozza. További előnye, hogy 
az árfolyamok és a hozzájuk tartozó volatilitások egymásra hatását állítja előtérbe,  
és ezáltal a piac működésének egy sajátos modelljét adja meg. A megközelítés sze-
rint a piacot alapjában a volatilitás vezérli, így annak modelljéből kell kiindulni, 
vagyis a hozamok ingadozása mögött mindig a volatilitás megváltozása áll. A mód-
szer hátránya viszont természetesen egyrészt az, hogy a hozamok eloszlását csak 
numerikus módszerrel, a kapott karakterisztikus függvény numerikus invertálásával 
tudjuk meghatározni, másrészt pedig az, hogy a keverő eloszlás esetében fel kell 
tételeznünk, a Laplace-transzformált egyszerű képlettel adható meg. Ez utóbbi te-
kinthető a módszer legnagyobb hátrányának, ugyanis a legtöbb eloszlás Laplace-
transzformáltja nem adható meg egyszerű zárt képlettel. Ilyen értelemben a modell 
hatékonyan csak a címben szereplő gammaeloszlás vagy különböző paraméterű 
gammaeloszlások összege esetén használható hatékonyan. 
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