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KONDOR GÁBOR

Egyoldali párosítási piacok nehézségi 
eredményei magasabb dimenzióban

Az egyoldali párosítási piacok tekintetében az irodalom nagyrészt kétfős párok lét­
rehozását vizsgálja. A gyakorlati problémáknál – mint például a vesecsereprogra­
mok vagy a szobatársak beosztása – ugyanakkor előfordul, hogy háromfős vagy 
nagyobb csoportok létrehozása a feladat. A vesecserékre található olyan gyakor­
lati megoldás, amely súlyozott párosítási feladatra vezethető vissza. Ez alapján 
meghatározunk egy gráfparticionálási problémával ekvivalens megoldást, amely­
nek eredménye Pareto-hatékony. Megmutatjuk, hogy a felírt gráfparticionálási és 
– ezek speciális eseteként – az egyenletes klaszterezési feladatok megoldása maga­
sabb dimenzióban, vagyis legalább háromfős csoportok kialakítására általánosan 
NP-nehéz. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy bár biztosan tudjuk, hogy e problé­
mákra létezik optimális megoldás, azt a résztvevők nagyobb száma esetén – jelen 
ismereteink szerint – képtelenek vagyunk meghatározni.*
Journal of Economic Literature (JEL) kód: C78, D47.

Bevezetés

Amikor piacokról beszélünk, akkor gyakran árupiacokra gondolunk. Ezeken a sze-
replők egymástól függetlenek, nem kell külön kifejezni a vásárlási szándékot, és 
nem szükséges az eladó külön beleegyezése sem az adásvétel létrejöttéhez. Itt az „ár” 
valósítja meg azt a piactisztító mechanizmust, amely mellett a kereslet megegyezik 
a kínálattal. Ezzel szemben a párosítási piacokon az ár nem vagy csak részben hatá-
rozza meg, hogy ki mit kap. Például az egyetemi felvételi eljárásban a képzési díj, 
valamint a munkaerőpiacon a munkabér mellett az egyéni teljesítmények és prefe-
renciák is szerepet játszanak a kapcsolatok, vagy másképpen, a párok kialakulásánál. 
A párosítási piac fontos jellemzője továbbá, hogy egy piaci szereplő nem választhatja 
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ki egyoldalúan, hogy mit akar, őt is ki kell hogy válasszák. Nem lehet egyoldalúan 
felvenni egy munkavállalót vagy hallgatót, ahogyan ők sem jelenthetik ki egyolda-
lúan, hogy felvételt nyertek, tehát végső soron elengedhetetlen, hogy kölcsönösen jó 
párosítások jöjjenek létre (Roth [2012]).

Az egyetemi felvételi eljárás, valamint a munkaerőpiac a kétoldali párosítási pia-
cokra ad példát. Ezeken kéttípusú szereplő van, akiknek a döntései befolyásolják, 
hogy milyen kapcsolatok alakulnak ki a különböző típusú egyének között. Az egy-
oldali párosítási piacokon egytípusú szereplő van döntési helyzetben, és a feladat az 
egyének allokálása meghatározott dolgok egy halmaza felett, amelyek lehetnek kol-
légiumi szobák, szervek, ingatlanok vagy akár sakkjátszmák is.

A párosítási piacokat formálisan elsőként Gale–Shapley [1962] tanulmányozta.1 Úttörő 
munkájukban megfogalmazzák a házasságproblémát (marriage problem), amely a két-
oldali párosítási piacok egy modellje. Ebben a két csoport tagjainak, vagyis a férfiak-
nak és a nőknek szigorú preferenciarendezésük van a másik csoport tagjai felett, és a cél 
ellenkező nemű szereplőkből álló párok létrehozása. A Gale–Shapley [1962] által java-
solt megoldás erre a stabil párosítás kialakítása. Ennek lényege, hogy ne legyen két olyan, 
különböző párokban szereplő férfi és nő − vagyis egy blokkoló pár −, akik szívesebben 
lennének egymással, mint saját párjukkal, ezzel instabillá téve az aktuális párosítást. 
A szerzőpáros megmutatja, hogy stabil házasság mindig létezik, és megadják a késlelte-
tett elfogadási (deferred-acceptance) eljárást, amely meg is találja azt.

Annak szemléltetésére, hogy stabil párosítás nem létezik tetszőleges preferencia-
rendezés mellett, Gale–Shapley [1962] a szobatársproblémát adja meg példaként. 
Ebben csupán egy csoport van, és a szereplőknek a csoport összes többi tagjára 
nézve van egy szigorú preferenciarendezésük. Ez a házasságprobléma általánosí-
tása, hiszen nincsen korlátozva, hogy mely egyénekre vonatkozik a preferenciaren-
dezés, és egyúttal a megfogalmazásból következően az egyoldali párosítási piacok 
elméleti modelljének is tekinthető.

Roth [1984] [1991] kétoldali párosítási piacokat vizsgáló empirikus tanulmányai 
rámutatnak arra, hogy a stabilitás megfelelő megoldási fogalom, mivel olyan köz-
pontosított párosítási eljárások bevezetésével, amelyek stabil megoldást adnak, meg-
szüntethetők bizonyos piaci elégtelenségek. Roth–Vande Vate [1990] ugyanakkor 
belátja, hogy a stabil állapot decentralizált piacokon is létrejöhet, ugyanis a blokkoló 
párok véletlenszerű egymás utáni összepárosítása 1 valószínűséggel stabil megoldás-
hoz vezet. Chung [2000] megmutatja, hogy a konvergencia egyoldali párosítási pia-
cokon is létrejöhet. Gyenge preferenciarendezéseket vizsgálva belátható, hogy a „nin-
csen páratlan hosszú kör” feltétel teljesülése esetén a Roth–Vande Vate [1990] által 
megadott eljárás 1 valószínűséggel gyengén stabil szobatárs-párosításhoz konvergál. 
Diamantoudi és szerzőtársai [2004] pedig bizonyítja, hogy a konvergencia szigorú pre-
ferencia esetén a „nincsen páratlan hosszú kör” feltételtől függetlenül is megvalósul.

1 Az elmélet később számos gyakorlati alkalmazás alapjául szolgált, mint például rezidens orvosok 
kórházakhoz rendelése, egyetemi felvételi eljárások, vesecsereprogramok. A stabil allokációk elméletéért 
és a piactervezés területén végzett munkájukért Lloyd Shapley és Alvin E. Roth kapta a 2012-es közgaz-
dasági Nobel-díjat (https://www.nobelprize.org/prizes/economic-sciences/2012/press-release/).

https://www.nobelprize.org/prizes/economic-sciences/2012/press-release/
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Másfelől a stabilszobatárs-probléma jellegzetességeiből adódóan számos más meg-
oldási megközelítés is született. Ezek jelentős része a stabilitásfogalom lazításán 
(relaxation) alapul (áttekintésért lásd Atay és szerzőtársai [2021]). Morrill [2010] ugyan-
akkor abból indul ki, hogy a szobatársprobléma megoldása során a valóságban ha már 
kialakult egy beosztás, akkor hiába van a párosításban blokkoló pár, annak tagjai nem 
kényszeríthetik saját szobatársaikat arra, hogy kiköltözzenek, valamint ha nincsen üres 
szoba, az új pár nem tud egyoldalúan létrejönni. Ez csupán akkor valósulhat meg, ha 
van olyan koalíció, amelynek tagjai úgy tudnak új párokat kialakítani, hogy egyik sze-
replő sem jár rosszabbul, így a kapott koalíciós játékban a javasolt megoldás Pareto-
hatékony. Végül megemlítjük Segev és szerzőtársai [2005] vesecserékre2 gyakorlatban is 
alkalmazott megközelítését, amely a súlyozott párosítási problémára vezethető vissza 
(Biró [2006]), és a jelen tanulmány egyik alapjául is szolgál.

A kapcsolódó irodalom túlnyomórészt kételemű párok kialakítására koncentrált, 
ugyanakkor van számos olyan példa, amelynek szempontjából releváns a nagyobb elem-
számú csoportok létrehozása. A vesecserék esetében van olyan program, amelyben meg-
engedettek a hármas párok (Biró [2006]), a szobatársak tekintetében pedig a való életben 
gyakran három- vagy négyfős szobákkal találkozunk, így fontos kérdés ezen magasabb 
dimenziós feladatok megoldhatósága elméleti és gyakorlati szempontból.

Jelen tanulmányban a stabil és a súlyozott párosítási megközelítések magasabb 
dimenziós eredményeit tárgyaljuk. Elsőként bemutatjuk a már ismert megoldható-
sági eredményeket a stabilitással kapcsolatban mind az alapproblémára − vagyis a két-
fős párokra −, mind pedig a nagyobb csoportokra vonatkozóan. Ezt követően Kondor 
[2022] eredményeit felhasználva megmutatjuk, hogy a súlyozott párosítási megfogalma-
zás esetén a legalább három főből álló, egyenlő méretű csoportok kialakítása általánosan 
NP-nehéz,3 ezért a gyakorlatban nem tudjuk hatékonyan megoldani ezen feladatokat.

Stabilszobatárs-probléma párokra

Gale–Shapley [1962] kétoldali párosítási piacokat tekintett az egyetemi jelentkezésekre 
vonatkozóan. A problémakör vizsgálatához a házasságproblémát vette alapul, amelyet 
a későbbi tárgyalást is figyelembe véve a következőképpen definiálunk. 

Legyenek adottak a férfiak M = {m1, …, mn} és a nők W = {w1, …, wn} azonosan 
n-elemű halmazai. Legyen továbbá minden e egyénnek egy teljes, tranzitív, szigorú 
P(e) preferenciarendezése a piac másik felén lévő szereplőin és azon az eshetőségen, 

2 A vesecsere-problémában a szereplők olyan beteg−donor párok, amelyek egyik tagjának vese
transzplantációra van szüksége, a másik tagja pedig hajlandó lenne megválni az egyik veséjétől. 
Ugyanakkor a két fél egymással nem kompatibilis, ezért olyan más beteg−donor párt keresnek, akik-
kel keresztben megvalósulhat a transzplantáció. A probléma megoldása során a feladat a transzplantá-
cióra váró beteg−donor párokból egy párosítás kialakítása.

3 NP: nem determinisztikus polinomiális (nondeterministic polynomial) futásidejű: azon eldöntési 
problémák bonyolultságelméleti osztálya, amelyek „igen" választ adó eseteire van polinomiális futás-
időben ellenőrizhető bizonyíték, úgynevezett tanú.

NP-nehéz: azon problémák bonyolultságelméleti osztálya, amelyeket legalább olyan nehéz megol-
dani, mint a legnehezebb NP-beli problémákat.



K ondor      G ábor   828

hogy egyedül marad.4 Jelölje x e y, hogy az e egyén az x szereplőt (szigorúan) prefe-
rálja y-nal szemben. Legyen P ≡ {P(m1 ), … , P(mn ), P(w1 ), … , P(wn )} az összes egyén 
preferencialistájának halmaza, ennélfogva a házasságprobléma egy esete megadható 
az (M, W, P) hármas által.

A feladat egy párosítás létrehozása, amely egy olyan egy az egyhez μ: M ∪ W → M ∪ W  
függvény, amelyre minden m ∈ M és w ∈ W esetén μ (m) = w akkor és csak akkor, 
ha μ (w) = m (tehát egy m férfiból és w nőből álló pár), továbbá ha μ (m) ∉ W, 
akkor μ (m) = m (tehát m egyedülálló férfi), és hasonlóan, ha μ (w) ∉ M, akkor 
μ (w) = w (tehát w egyedülálló nő).

Gale–Shapley [1962] megoldásra adott ötletének alapja, hogy olyan párosítást 
alakítsanak ki, amelyben nincsenek blokkoló párok. Azt mondjuk, hogy egy adott 
μ párosításban az m ∈ M és w ∈ W egyének egy blokkoló párt alkotnak, ha egymást 
preferálják a μ szerinti párjukhoz képest. Ekkor nyilvánvalóan m és w ketten együtt 
egy új párt alkotva számukra jobb megoldást tudnának létrehozni, így érdekükben 
állna változtatni, ennélfogva a párosítás nem lenne stabil.

1. definíció • Azt mondjuk, hogy egy μ párosítás stabil (stable), ha nincsenek benne 
blokkoló párok.

A házasságproblémának azt a verzióját, amelyben stabil megoldást keresünk, 
stabilházasság-problémának nevezzük. Gale–Shapley [1962] stabil házasságokra 
vonatkozó eredményét az 1. tétel mondja ki.

1. tétel (Gale–Shapley [1962]) • A stabilházasság-problémában mindig létezik sta-
bil párosítás.

A szerzők egy stabil megoldás kialakítására a késleltetett elfogadás (deferred-acceptance) 
eljárását adják meg. A probléma egyik érdekessége, hogy a stabil megoldások hal-
maza többelemű is lehet, és a kapott stabil megoldás annak a félnek lesz kedvezőbb, 
amelyik felől az algoritmust futtatják.

Gale–Shapley [1962] továbbá megvizsgálta, hogy általános preferenciarendezések 
mellett is léteznek-e stabil megoldások, amihez definiálta a házasságprobléma általá-
nos változatát, a szobatársproblémát. Ebben a feladatban hallgatókról beszélhetünk, 
akiknek csupán egy egységes I halmaza van, és a fenti definíciók ennek megfelelően 
módosulnak. A szereplők preferenciarendezése az I halmaz felett van, a párosítás egy 
μ: I → I hozzárendelés, amely esetén x, y ∈ I egyénekre μ (x) = y akkor és csak akkor, ha 
μ ( y) = x; és μ (x) = x jelöli, ha az x egyén egyedülálló. A szobatársprobléma egy esetét 
az (I, P) pár adja meg, ha pedig stabil megoldás meghatározása a cél, akkor stabilszoba-
társ-problémáról beszélünk. Az 1. példa szemlélteti, hogy nincs a szobatársprobléma 
tetszőleges esetére stabil párosítás, Knuth [1977] pedig megadott egy példát, amely meg-
mutatja, hogy a stabilszobatárs-probléma esetében is akár több megoldás is létezhet.

4 Gale–Shapley [1962] tanulmányában az a lehetőség nem szerepelt, hogy egy egyén egyedülálló 
maradjon, de az eredményeik egyszerűen kiterjeszthetők erre az esetre is.
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1. példa • Legyen x, y, z, w ∈ I négy hallgató, és preferencia-sorrendjeik legyenek 
a következők:

x : y x z x w,

y : z y x y w,

z : x z y z w,

w : x w y w z.

Ekkor x, y és z mindegyike legjobban preferált a másik két hallgató közül valaki által. 
Így, ha tekintünk egy párosítást, akkor bárki is kerül w-vel egy szobába, a másik szo-
bában lévő két hallgató közül az egyik biztosan jobban preferálja majd, mint a saját 
szobatársát, és mivel a w az x, az y és a z listáján is a legkevésbé preferált, ez a párosí-
tás biztosan nem lesz stabil, sőt egyik sem.

A stabilszobatárs-probléma megoldhatóságának kérdése annak felel meg, hogy 
a feladat egy adott esetére megadjunk egy stabil párosítást, ha az létezik, vagy meg 
tudjuk állapítani, ha nincs ilyen megoldás. Az első lépést a kérdés megválaszolására 
Irving [1985] tette meg: megadott egy olyan legrosszabb esetben is polinomiális, 
O ( n2 ) futásidejű algoritmust, amely megmondja, hogy létezik-e stabil párosítás, és 
ha létezik, akkor meg is találja azt.

A megoldhatóság karakterizációját Tan [1991] adta meg, aki szükséges és elégséges 
feltételt mutatott egy stabil szobatárs-párosítás létezésére. A tanulmány a stabil partí-
ció létezését vizsgálta, amely általánosítja a stabil párosítás keretet.

2. tétel (Tan [1991]) • A stabilszobatárs-probléma bármely esetére akkor és csak 
akkor létezik teljes stabil párosítás, ha nincs páratlan partíció.

Mivel a stabilházasság-probléma a stabilszobatárs-probléma egy speciális esetének is 
tekinthető, ezért ez az eredmény egyúttal megválaszolja azt a kérdést is, hogy a sta-
bilházasság-problémában miért létezik mindig megoldás.

Ha a preferenciarendezésekben megengedettek a döntetlenek, vagy másképpen 
fogalmazva az indifferenciák is, akkor gyenge preferenciákról beszélünk. Jelölje y ∼x z, 
ha az x egyén indifferens az y és a z szereplők között, valamint jelölje y x z, ha az 
x egyén gyengén preferálja az y szereplőt z-vel szemben, vagyis vagy erősen preferálja, 
vagy indifferens közöttük. 

Gyenge preferenciák esetén többféle stabilitási definíció is megadható. Azt mondjuk, 
hogy egy párosítás gyengén stabil (weakly stable), ha nincs olyan blokkoló pár, amelynek 
tagjai szigorúan jobban preferálják egymást saját partnerüknél. Továbbá egy párosítás 
szuperstabil (super-stable), ha nincs olyan blokkoló pár, amelynek tagjai szigorúan job-
ban preferálnák a másikat saját párjuknál, vagy indifferensek közöttük.

Chung [2000] a gyenge preferenciák esetét tekinti, és megmutatja, hogy a „nincsen 
páratlan hosszú kör” tulajdonság elégséges feltétele a gyengén stabil szobatárs-páro-
sítás létezésének.
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2. definíció • Egy kör (ring) az x1, …, xk ∈ I egyének egy (x1, …, xk ), k ≥ 3 rendezett 
halmaza, amelyre

x x xi x i x ii i+ −1 1� � ,      ha      i, 1 ≤ i ≤ k páratlan,

x x xi x i x ii i+ −1 1� � ,      ha      i, 1 < i ≤ k páros.

3. definíció • Egy páratlan kör (odd ring) egy olyan (x1, …, xk ) kör, amelyre k páratlan.

3. tétel (Chung [2000]) • Ha a preferenciaprofil nem tartalmaz páratlan hosszú 
köröket, akkor létezik gyengén stabil szobatárs-párosítás.

Vegyük észre, hogy a 3. tétel megfordítottja nem igaz, vagyis stabil szobatársak 
akkor is létezhetnek, ha a preferenciaprofilban található páratlan hosszú kör. Erre 
egy háromelemű példát rögtön kaphatunk, ha az I = {x, y, z} egyének preferenciái 
pontosan egy (x, y, z) páratlan kört határoznak meg, ugyanis ekkor az a μ párosítás, 
amelyre μ (x) = y, μ (z) = z, stabil.

A „nincsen páratlan hosszú kör” feltétel önmagában nehezen interpretálható köz-
gazdaságilag. Ezért Chung [2000] belátta számos, a preferencialisták valamilyen kor-
látozását eredményező tulajdonságról (például dichotóm vagy egycsúcsú preferen-
ciaprofil), hogy azokból a „nincsen páratlan hosszú kör” feltétel is következik. Ezek 
köréből ugyanakkor a vizsgált párosítási gazdaság határozza meg, hogy melyik tulaj-
donság lehet releváns.

A gyenge preferenciákra Ronn [1990] belátta, hogy a stabilszobatárs-problémára 
NP-teljes feladat eldönteni, hogy egy adott esetre létezik-e gyengén stabil párosítás. Ez 
azt jelenti, hogy nem létezik nagyméretű problémák esetén is észszerű időkereten belüli 
− vagy másképpen hatékony − algoritmus a megoldás meghatározására. Ez a gyakor-
latban azt jelenti, hogy egy központosított eljárás még minden információ ismeretében 
sem képes eredményesen megtalálni egy gyengén stabil párosítást.

A szuperstabil párosításokra ugyanakkor létezik pozitív eredmény. Irving–Manlove 
[2002] a gyenge preferenciák esetére megadott egy olyan lineáris futásidejű algoritmust, 
amely megtalál egy szuperstabil párosítást, ha az létezik. Ezt az algoritmust pedig kiter-
jesztik nem teljes és/vagy részben rendezett preferencialisták esetére is.

Irving–Manlove [2002] továbbá azt is megmutatta, hogy a stabilszobatárs-
probléma egy olyan esetére, amelyben döntetlenek és nem teljes preferencialisták 
is megengedettek, több, különböző méretű gyengén stabil megoldás is előfordulhat. 
A szerzőpáros belátta, hogy a legnagyobb méretű gyengén stabil párosítás megta-
lálása NP-nehéz feladat.

A stabilszobatárs-probléma eredeti felírásában az egyének preferencialistái tel-
jesen függetlenek egymástól. Arkin és szerzőtársai [2009] felírta a geometriai sta-
bil szobatársak (geometric stable roommates) megközelítést, amelyben a szereplők 
között a következő módon tételeznek fel összefüggéseket. Az egyéneket Rd-beli pon-
tok jelölik, ahol az egyes térbeli dimenziók például a valóságban értelmezett szoba-
társproblémában különböző tulajdonságoknak feleltethetők meg, például: preferált 
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lefekvési idő, a szoba tisztaságának mértéke stb. A szerzők az egyének preferencia-
listáját pedig az egyének közötti távolságok alapján származtatják, így döntetle-
nek is szerepelhetnek a listákban. A feladat egy gyengén stabil párosítás megadása, 
amelyre a szerzők megmutatják, hogy az általános esettel ellentéteben ennek van 
polinomiális futásidejű megoldása is.

Stabilszobatárs-probléma háromfős csoportokra

A stabilszobatárs-problémát eddig a kételemű párok létrehozása szempontjából 
vizsgáltuk. A gyakorlatban ugyanakkor számos olyan alkalmazás van, amelyben 
kétfősnél nagyobb csoportok kialakítása a feladat. A vesecserék esetében a transz-
plantációk az amerikai NEPKE- (New England Program for Kidney Exchange) prog-
ramban három hosszú körben is megengedettek (Biró [2006]). A kollégistákat pedig 
sok esetben három- vagy akár négyfős szobákba kell beosztani. Ennélfogva adódik 
a kérdés, hogy akkor is tudunk-e stabil megoldásokat találni, ha kettőnél több fős 
párokról van szó.

A Ng–Hirschberg [1991] által vizsgált háromfős stabil hozzárendelés (3-person stable 
assignment, 3PSA) vagy másképpen háromdimenziós stabil párosítás (3-dimensional 
stable matching, 3D-SR) során háromfős szobák kialakítása a cél, amelyet a szer-
zők nem konzisztens, szigorú preferenciarendezések esetén vizsgálnak. Ekkor egy 
e egyén preferencia-sorrendjében előfordulhat, hogy egy másik egyén rangsorolása 
attól függ, hogy kivel van párban. Például egy e egyén szempontjából az x1, x2, y1, y2 
szereplőkre x1 y1 e x1 y2 és x2 y2 e x2 y1, ahol xy az x és y egyénből alkotott párt jelöli. 
Ng–Hirschberg [1991] felírása szerint az egyének I halmazának számossága n = 3k, 
ahol k egész. Az egyének pedig a többi hallgatóból alkotott valamennyi párt rangso-
rolják, azaz egy e ∈ I egyén e preferenciarendezése egy lineáris sorrend a nem ren-
dezett párok e e e e e e I e1 2 1 2 1 2, ,    { } ≠ ∈ −{ }{ }és  halmazán. A stabil párosítás szere-
pét a stabil hozzárendelés váltja fel.

4. definíció • Egy M stabil hozzárendelés (stable assignment) az I alaphalmaz egy 
olyan k darab háromelemű részhalmazból álló partíciója, amelyre ∀ {e1, e2, e3 } ∉ M és 
{e1, ε11, ε12 }, {e2, ε21, ε22 }, {e3, ε31, ε32 } ∈ M hármasokra vagy ε ε11 12 2 31

, , ,{ } { }�e e e  vagy 
ε ε21 22 1 32

, , ,{ } { }�e e e  vagy ε ε31 32 1 23
, , .{ } { }�e e e

Vagyis egy M hozzárendelés stabil, ha nincs három olyan, nem ugyanabban az M-beli 
hármasban szereplő egyén, akik ha egy új párt alakítanának ki, akkor mindegyikük 
jobban járna. Másképpen, hármuk közül legalább az egyikük a saját párjait prefe-
rálja a hármas két másik tagjával szemben. Ng–Hirschberg [1991] megmutatja, hogy 
annak eldöntése, hogy a 3D-SR probléma egy adott esetére létezik-e stabil hozzáren-
delés, NP-teljes feladat.

Huang [2007] belátja, hogy a 3D-SR probléma előző, páros rangsorolásos megfogal-
mazása akkor is NP-teljes, ha a preferenciarendezések konzisztensek, azaz rögzített 
y, z ∈ I mellett xy e xz vagy minden x egyénre teljesül, vagy egyikre sem. Példaként 
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egy olyan felírást említ a szerző, amelyben az egyének értékeléseket adnak a többi-
ekre, és a párok értéke a benne szereplő egyének értékeinek összege. A kombinációk 
sorrendjét az értékek összege határozza meg, és ha két különböző párra az értékek 
összege egyenlő, akkor az egyén indifferens közöttük.

Iwama és szerzőtársai [2007] a preferencialistákon alapuló 3D-SR problémát 
tekinti, és bebizonyítják, hogy az NP-teljes még akkor is, ha a hallgatók nem páro-
kat rangsorolnak, hanem minden egyes jelentkezőt külön-külön. Ekkor termé-
szetesen a stabilitás 4. definícióban megadott feltételei módosulnak. Például az 
ε ε11 12 2 31

, ,  { } { }�e e e  feltétel helyett

ε11 21
�e e       és      ε12 31

�e e ,      vagy      ε12 21
�e e ,      és      ε11 31

�e e ,

szerepelne, ahol x, y ∈ I egyénekre x e y akkor, ha e az x-et preferálja y ellenében, vagy 
x és y ugyanazt az egyént jelöli.

Deineko–Woeginger [2013] a 3D-SR probléma egy metrikus térbeli megközelítését 
(Metric-3D-SR) vizsgálta, és belátták annak NP-teljességét. Ebben az egyének pon-
toknak felelnek meg egy metrikus térben, amelyben egy standard δ(.,.) távolságfügg-
vényt értelmezünk, vagyis nemnegatív, szimmetrikus, és teljesül rá a háromszög-
egyenlőtlenség. Továbbá azt mondjuk, hogy az e1 egyén az {ε11, ε12 } párt preferálja az 
{e2, e3 } párral szemben, ha

δ ( p, ε11 ) + δ ( p, ε12 ) < δ ( p, e2 ) + δ ( p, e3 ).

Chen–Roy [2021] az előző speciális eseteként megmutatja, hogy az NP-teljesség akkor is 
fennáll, ha az egyéneket euklideszi térbeli pontokként reprezentáljuk (így definiálva az 
Euclid-3D-SR problémát), és a δ függvényt a pontok közötti távolság adja.

Arkin és szerzőtársai [2009] a stabilszobatárs-probléma háromdimenziós változatát 
is tekinti, amelyre geometriai 3D-SR problémaként hivatkozik. A szerzők bevezetik az 
α-stabil párosítás fogalmat, amelynek értelmében a hallgatók csak akkor hajlandók cse-
rélni, ha legalább α-szoros javulást érnek el. Belátják, hogy egy α-stabil párosítás meg-
találása legalább olyan nehéz, mint egy olyan párosítás megadása, amely a hagyományos 
értelemben stabil. Továbbá a szerzők azt is bizonyítják, hogy a háromdimenziós geomet-
riai stabilszobatárs-probléma (ahol a dimenziószám háromfős csoportok kialakítására 
utal) egy 2-stabil párosítás polinomiális futásidőben megadható.

A 3D-SR probléma további variánsaiként Biró–McDermid [2010] belátja a három-
dimenziós probléma NP-teljességét ciklikus preferenciákra nem teljes listák esetén, 
míg Lam–Plaxton [2019] bizonyította az NP-teljességet teljes ciklikus listákra, és az 
eredményt kiterjesztették 3-nál magasabb dimenzióra is.

Súlyozott párosítások magasabb dimenzióban

Segev és szerzőtársai [2005] a vesecseréket végrehajtó központok „első találatot elfo-
gadó” (first-accept) párosítási eljárása helyett egy optimalizált párosítási módszert 
javasol. Az előbbiben helyi vagy regionális adatbázisokat felhasználva egy nem 
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kompatibilis beteg−donor párt az első beazonosított, velük kompatibilis párral kap-
csolnak össze, az egyéneket eltávolítják a vesecserére várók listájából, és transzplan-
tációt ajánlanak fel nekik. Ez a párosítás ugyanakkor nem feltétlenül a legjobb sem 
a párban szereplőknek, sem a párosításon kívülieknek. 

Segev és szerzőtársai [2005] alapján az első találatot elfogadó eljárás országos szintre 
való kiterjesztésénél jobb eredményt lehetne elérni az általuk javasolt országos, opti-
malizált párosítási algoritmussal. Ez ugyanis az elvégzett szimulációs kísérlet alap-
ján több transzplantációt, jobb HLA-egyezőséget5 (a transzplantációk során különö-
sen fontos tényező), az átültetett szervek jobb ötéves várható túlélését és az utazásra 
kényszerülő párok számának csökkenését eredményezné.

A javasolt eljárást alkalmazták Ohio államban, amely matematikailag egy súlyozott 
párosítási feladatra vezethető vissza (Biró [2006]). Utóbbiról pedig Edmonds [1965] 
algoritmusa óta ismert, hogy polinomiális futásidőben megoldható. Az optimalizálási 
feladatok előnye az egyoldali stabil párosításokkal szemben, hogy az egyének bármi-
lyen tulajdonságai mellett létezik optimális megoldás. Vegyük észre, hogy ez a megol-
dás Pareto-hatékony, hiszen az optimumban nem lehet olyan koalíció, amelynek tagjai 
javítani tudnának a célfüggvényértéken, ha egymással cserélnének.

A súlyozott párosítási problémákat magasabb dimenzióban, vagyis kettőnél 
nagyobb − de azonos − csoportméret mellett több felírás szerint is tekinthetjük. 
Ezek a konkrét modelltől függően gráfparticionálási vagy speciális esetként egyen-
letes klaszterezési problémákkal egyeznek meg. Ezeket definiálhatjuk minimalizá-
lási és maximalizálási feladatokként, az így kapott optimalizálási problémák pedig 
sokrétűen alkalmazhatók. Weitz–Jelassi [1992], valamint Mingers–O’Brien [1995] 
a lehető legváltozatosabb tanulói csoportok létrehozását, míg Höppner–Klawonn 
[2008] homogén csoportok kialakítását tekintette. A következőkben az optimalizá-
lási problémák formális leírása során Kondor [2022] tanulmányára támaszkodunk.

Súlyozott párosítási problémák

A vesecserékre alkalmazott súlyozott párosítási probléma hármas cserék esetében 
analóg egy m-dimenziós súlyozott párosítási (m-dimensional weighted matching, 
mDWM)6 feladattal m = 3 érték mellett.7 Az m-dimenziós súlyozott párosítás során 
az egyéneket egy gráf pontjai reprezentálják, a pontok között pedig távolságokat 
értelmezünk, amelyek élsúlyoknak felelnek meg. Ekkor a feladat olyan m-fős cso-
portok kialakítása, amelyekre a csoportokon belüli távolságok összege az összes 

5 A humán leukocitaantigén (HLA) rendszer az emberben a 6. kromoszómán lévő gének együttese, 
amely az immunrendszer szabályozásáért felelős sejtfelszíni fehérjéket kódolja. 

6 Feo–Khellaf [1990] a maximalizálási problémához tartozó eldöntési problémára m-dimenziós pá-
rosításként (mDM) hivatkozott. Jelen tanulmányban az általános problémára az „m-dimenziós súlyo-
zott párosítás” (mDWM) elnevezést használjuk, és az egyes mDWM-problémák esetén külön jelöljük, 
hogy az optimalizálás célja maximalizálás (Max) vagy minimalizálás (Min).

7 m = 4 érték mellett az analógia nem áll fenn, mivel a vesecseréknél köröket tekintünk, míg az 
mDWM-problémánál teljes részgráfokat.
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csoportra összegezve minimális (Min-mDWM) vagy alternatív esetben maximá-
lis (Max-mDWM). Utóbbit formálisan az 1. optimalizálási probléma írja le, 
a minimalizálási probléma felírása ebből triviálisan következik.

1. optimalizálási probléma • Maximális súlyú m-dimenziós súlyozott párosí-
tás (Max-mDWM) 

Input: Egy G = (V, E) gráf, ahol |V| = km, és k, m egészek, továbbá a gráf minden 
e = (u, v) ∈ E éléhez tartozik egy we = w(u, v) élsúly.

Output: A G ráf csúcsainak egy V1, V2, …, Vk diszjunkt, m csúcsot tartalmazó hal-
mazokból álló partíciója, amely maximalizálja a 

w u v
u v V
u v

j

k

j

,
,

( )
∈

≠
=

∑∑
1

célfüggvényt, vagyis amelyre maximális azon élek súlyának összege, amelyeknek 
mindkét végpontja ugyanabban a Vj halmazban található.

A gráfparticionálási probléma egy speciális verziója az egyenletes klaszterezési feladat, 
amelyet szobatársak csoportosításaként mutatunk be. Arkin és szerzőtársai [2009] felírá-
sához hasonlóan tekintsük a szobatársproblémában a hallgatókat Rd-beli pontokként, 
a hallgatók kompatibilitását pedig adják meg a pontok közötti euklideszi távolságok. 
Ekkor, ha – Arkin és szerzőtársai [2009] modelljétől eltérően − egy célfüggvényt definiá-
lunk a csoportokon belüli négyzetes távolságok összege minimalizálásának megfelelően, 
akkor a párosítási feladat ekvivalens (lásd Pyatkin és szerzőtársai [2017]) egy egyenletes 
k-közép klaszterezési (balanced k-means clustering) – vagy másképpen nevezve egyen-
letes minimális négyzetösszegű klaszterezési (minimum sum-of-squared clustering, 
MSSC) − problémával, amelyet formálisan a 2. optimalizálási probléma ad meg.

2. optimalizálási probléma • Egyenletes k-közép klaszterezés vagy egyen-
letes MSSC

Input: x1, …, xn ∈ Rd pontok halmaza és egy k egész szám, amelyre m = n/k egész.
Output: A pontok azon C1, …, Ck partíciója a klaszterek ηj klaszterközéppontjai-

val együtt, amelyre ηj a Cj klaszter középpontja 1 ≤ j ≤ k esetén, |Cj| = m, 1 ≤ j ≤ k, és 
amely minimalizálja a

xi j
x Cj

k

i j

−
∈=
∑∑ η

2

1

célfüggvényt.

Az egyenletes MSSC-problémában homogén klaszterek kialakítása a célunk, amihez 
a célfüggvény minimalizálását használjuk. Ugyanakkor, ha alternatív esetben heterogén 
csoportokat szeretnénk létrehozni, akkor az optimalizálási feladat során a célfüggvény 
maximalizálása lenne a megfelelő választás. Emellett a négyzetes euklideszi távolságok 
helyett adott esetben tekinthetjük az l1 normát is, amely a pontok koordinátánkénti 
abszolút értékben vett különbségeinek összege. A 3. optimalizálási problémával 
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definiáljuk azt a megoldási megközelítést, amellyel általánosítjuk az egyenletes MSSC-
problémát. A felírásban a pontok között definiált távolságot a p paraméter határozza 
meg, a cél pedig lehet minimalizálás vagy maximalizálás is. Az így kapott optimalizálási 
problémákra egységesen egyenletes klaszterezési feladatokként hivatkozunk.

3. optimalizálási probléma • pMin-mDWM (pMax-mDWM)
Input: x1, …, xn ∈ Rd pontok halmaza, valamint m és p egész számok, ahol n/m egész.
Output: A pontok azon C1, …, Cn/m egyenlő méretű csoportokból álló partíciója, amely 
minimalizálja (maximalizálja) a

x xi j p

p

x Cx Cs

n m

j si s

−
∈∈=
∑∑∑

1

célfüggvényt.

Súlyozott párosítási problémák nehézségi eredményei

A megfogalmazott párosítási problémák nehézségi eredményeit az alábbiakban 
mutatjuk be. A könnyebb áttekinthetőség érdekében az eredményeket számozzuk, és 
a kerek zárójelbeli számokat hivatkozásokként használjuk fel a később bemutatott, 
összegző 1. és 2. táblázatokban.

Az m-dimenziós súlyozott párosítási probléma bármely verziója m = 2 esetében, 
vagyis párok kialakítására, Edmonds [1965] algoritmusa révén polinomiális időben 
megoldható (1). Ez magában foglalja mind az általános, mind a speciális megfogal-
mazásokat, valamint mind a maximalizálási, mind a minimalizálási feladatokat.

A Max-mDWM-probléma NP-nehézségét magasabb dimenzióban, vagyis 
m ≥ 3 mellett Feo–Khellaf [1990] bizonyítja azáltal, hogy belátja az optimalizálási 
problémához tartozó eldöntési probléma NP-teljességét (2).

Az egyenletes MSSC-problémára két egyenlő méretű csoport kialakítására, vagyis 
k = 2-re született pozitív eredmény az euklideszi tér d dimenziójának rögzített értéke 
mellett. Bertoni és szerzőtársai [2012] megmutatta, hogy ha a pontok R-beliek, vagyis 
d = 1, akkor a feladat polinomiális időben megoldható (3). Lin és szerzőtársai [2016] 
kiterjesztették ezt az eredményt R2-re, és polinomiális futásidejű algoritmust adtak 
a síkbeli egyenletes MSSC-probléma megoldására (4).

Kel’manov–Pyatkin [2016] bizonyította, hogy ha az előzőktől eltérően a feladat-
ban a d dimenzió értéke tetszőleges lehet, akkor az optimum megadása k = 2 ese-
tén már NP-nehéz (5). Pyatkin és szerzőtársai [2017] pedig belátta, hogy az egyen-
letes MSSC-probléma hármas csoportok kialakítására, vagyis m = 3 mellett szin-
tén NP-nehéz (6).

Kondor [2022] kiterjeszti a fenti általános dimenziós nehézségi eredményeket, és 
megmutatja, hogy az egyenletes klaszterezési probléma különböző távolságfelírások 
mellett is NP-nehéz bármely rögzített m ≥ 3 esetén. A 4. tétel a pMax-mDWM-
problémára fogalmaz meg nehézségi eredményt (7), amely egyúttal alternatív bizo-
nyításnak is tekinthető a Max-mDWM-probléma NP-nehézségére.
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4. tétel (Kondor [2022]) • A pMax-mDWM optimalizálási probléma NP-nehéz bár-
mely rögzített m ≥ 3 és p ≥ 2 egészekre.

Az előző párjaként az 5. tétel a pMin-mDWM NP-nehézségét mondja ki (8).

5. tétel (Kondor [2022]) • A pMin-mDWM optimalizálási probléma NP-nehéz bár-
mely rögzített m ≥ 3 és p ≥ 1 egészekre.

Mivel az egyenletes MSSC-probléma ekvivalens a 2Min-mDWM-problémával, ezért 
az 5. tételből egyből következik az egyenletes MSSC-probléma NP-nehézsége is 
általános m-re.8

1. következmény (Kondor [2022]) • Az egyenletes MSSC-probléma bármely rögzí-
tett m ≥ 3 egész esetén NP-nehéz.
 
Az 5. tételből szintén következik, hogy az m-dimenziós súlyozott párosítási prob-
léma minimalizálási verziója is NP-nehéz, hiszen az tartalmazza a 2Min-mDWM-
problémát.

2. következmény (Kondor [2022]) • A minimális súlyú m-dimenziós súlyo-
zott párosítás optimalizálási probléma (Min-mDWM) NP-nehéz bármely rögzített 
m ≥ 3 esetén.

A fenti eredmények értelmében általános d dimenzió mellett az egyoldali párosí-
tási piacok semelyik érintett modelljében sem tudjuk legalább háromfős, rögzített, 
egyenlő elemszámú csoportokra hatékonyan megoldani a párosítási problémát.

1. táblázat 
Nehézségi eredmények a maximális súlyú m-dimenziós súlyozott párosítási problémára és 
annak speciális eseteire 

Maximális súlyú m-dimenziós súlyozott párosítás (Max-mDWM)

általános eset pMax-mDWM

p = 1 p ≥ 2

m = 2 polinomiális
m ≥ 3 NP-nehéz (2) ? NP-nehéz (7)

Megjegyzés: az m a csoportok méretét, a p pedig az lp norma paraméterét jelöli.
Kerek zárójelben a főszövegbeli problémák hivatkozási számai szerepelnek.
A táblázatban a kérdőjellel jelölt feladatok nehézségére vonatkozóan nem találtunk eredmé-
nyeket az irodalomban, jelen ismereteink szerint ezek nyitott problémák. 

8 Mivel az 1. és 2. következmények egyszerűen adódnak az 5. tételből, ezért ezekre nem veze-
tünk be újabb zárójeles hivatkozási számot.
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2. táblázat
Nehézségi eredmények a minimális súlyú m-dimenziós súlyozott párosítási problémára és 
annak speciális eseteire

Minimális súlyú m-dimenziós súlyozott párosítás (Min-mDWM)

általános eset pMin-mDWM 

p = 1 p = 2 p ≥ 3

m = 2 polinomiális (1)
m = 3 NP-nehéz (8) NP-nehéz (8) NP-nehéz (6) NP-nehéz (8)
3 < m < n/2 NP-nehéz (8)

m =  n/2 d = 1 ? ? polinomiális (3) ?
d = 2 ? ? polinomiális (4) ?

d általános NP-nehéz (8) NP-nehéz (8) NP-nehéz (5) NP-nehéz (8)

Megjegyzés: az m a csoportok méretét, a d az euklideszi tér dimenzióját, a p pedig az lp norma 
paraméterét jelöli.
Kerek zárójelben a főszövegbeli problémák hivatkozási számai szerepelnek.
A táblázatban a kérdőjellel jelölt feladatok nehézségére vonatkozóan nem találtunk eredmé-
nyeket az irodalomban, jelen ismereteink szerint ezek nyitott problémák. 

Összegzés

A tanulmányban az egyoldali párosítási piacok magasabb dimenziós felírásainak meg-
oldási nehézségét tárgyaltuk. Bemutattuk az irodalomban található azon megközelí-
tések nehézségi eredményeit, amelyek a stabilitásfogalomhoz kapcsolódóan háromfős 
csoportok kialakításával foglalkoznak. Ezután a vesecsereprogramokat és a szobatárs-
problémát alapul véve megadtuk az egyoldali párosítási feladatok egy gráfparticioná
lási problémával ekvivalens megoldási koncepcióját. Ez Pareto-hatékony megoldást 
ad eredményül, amely Morrill [2010] nyomán olyan esetekben lehet hasznos, ahol egy 
adott párosítás megváltoztatásához olyan koalícióra van szükség, amelyben senki sem 
jár rosszabbul, és legalább egyvalaki jobban jár az új állapottal.

Ismertettük Kondor [2022] eredményeit, amelyek értelmében a gráfparticionálási 
− és az azok speciális eseteként felírt egyenletes klaszterezési − problémák minimali-
zálási és maximalizálási verziói különböző távolságdefiníciók esetében is a csoportok 
minden rögzített m ≥ 3 elemszáma mellett NP-nehezek. Ez alapján annak ellenére, 
hogy tudjuk: az egyoldali párosítási piacok ezen modelljeire minden esetben létezik 
optimum, azt a gyakorlatban a relatíve nagyobb méretű problémákra − jelen ismere-
teink szerint − nem tudjuk meghatározni. Például a szobatársprobléma már 36 fő és 
4 fős szobák esetén is megoldhatatlannak számít.

További kutatás tárgya lehet a gráfparticionálási modell, például abból a szempont-
ból, hogy a résztvevők képesek-e számukra kedvező módon befolyásolni a párosítás 
kimenetét, ha nem a valós tulajdonságaikat „nyilvánítják ki”. Másrészről az is fontos 
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kérdés, hogy milyen lehetőségeink vannak az alapfeladat megoldására, ami az app-
roximációs algoritmusok és heurisztikus eljárások feltérképezésével és összevetésével 
válaszolhatunk meg. Végül a nyitott problémaként megjelölt és egyéb speciális esetek 
nehézségét is érdemes lenne vizsgálni.
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