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KONDOR GABOR

Egyoldali parositasi piacok nehézségi
eredményei magasabb dimenzidban

Az egyoldali parositasi piacok tekintetében az irodalom nagyrészt kétfés parok 1ét-
rehozasat vizsgalja. A gyakorlati problémaknal - mint példaul a vesecsereprogra-
mok vagy a szobatarsak beosztasa — ugyanakkor eléfordul, hogy haromfés vagy
nagyobb csoportok létrehozasa a feladat. A vesecserékre talalhato olyan gyakor-
lati megoldas, amely silyozott parositasi feladatra vezethet6 vissza. Ez alapjan
meghatarozunk egy grafparticionalasi problémaval ekvivalens megoldast, amely-
nek eredménye Pareto-hatékony. Megmutatjuk, hogy a felirt grafparticionalasi és
- ezek specialis eseteként — az egyenletes klaszterezési feladatok megoldasa maga-
sabb dimenzidban, vagyis legalabb haromf6s csoportok kialakitasara altalanosan
NP-nehéz. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy bar biztosan tudjuk, hogy e problé-
makra létezik optimalis megoldas, azt a résztvevok nagyobb szama esetén - jelen
ismereteink szerint - képtelenek vagyunk meghatarozni.”

Journal of Economic Literature (JEL) kod: C78, D47.

Bevezetés

Amikor piacokrol beszéliink, akkor gyakran arupiacokra gondolunk. Ezeken a sze-
repl6k egymastol fiiggetlenek, nem kell kiilon kifejezni a vasarlasi szandékot, és
nem sziikséges az elado kiilon beleegyezése sem az adasvétel 1étrejottéhez. Itt az ,ar”
valdsitja meg azt a piactisztité mechanizmust, amely mellett a kereslet megegyezik
a kinalattal. Ezzel szemben a parositési piacokon az ar nem vagy csak részben hatd-
rozza meg, hogy ki mit kap. Példaul az egyetemi felvételi eljarasban a képzési dij,
valamint a munkaerdpiacon a munkabér mellett az egyéni teljesitmények és prefe-
renciak is szerepet jatszanak a kapcsolatok, vagy méasképpen, a pdrok kialakulasanal.
A parositasi piac fontos jellemzdje tovabba, hogy egy piaci szereplé nem valaszthatja
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ki egyoldaltian, hogy mit akar, 6t is ki kell hogy valasszak. Nem lehet egyoldaliian
felvenni egy munkavallalot vagy hallgatdt, ahogyan 6k sem jelenthetik ki egyolda-
laan, hogy felvételt nyertek, tehat végs6 soron elengedhetetlen, hogy kélcsondsen jo
parositasok jojjenek létre (Roth [2012]).

Az egyetemi felvételi eljards, valamint a munkaerdpiac a kétoldali parositasi pia-
cokra ad példat. Ezeken kéttipusu szereplé van, akiknek a dontései befolyasoljak,
hogy milyen kapcsolatok alakulnak ki a kiilonb6z6 tipust egyének kozott. Az egy-
oldali parositasi piacokon egytipusu szereplé van dontési helyzetben, és a feladat az
egyének allokdlasa meghatarozott dolgok egy halmaza felett, amelyek lehetnek kol-
légiumi szobak, szervek, ingatlanok vagy akar sakkjatszmak is.

A pérositasi piacokat formalisan elséként Gale-Shapley [1962] tanulményozta.' Uttérd
munkdjukban megfogalmazzak a hdzassdgproblémadt (marriage problem), amely a két-
oldali parositasi piacok egy modellje. Ebben a két csoport tagjainak, vagyis a férfiak-
nak és a n6knek szigoru preferenciarendezésiik van a masik csoport tagjai felett, és a cél
ellenkezd nem szerepl6kbdl allé parok létrehozasa. A Gale-Shapley [1962] altal java-
solt megoldas erre a stabil parositas kialakitasa. Ennek 1ényege, hogy ne legyen két olyan,
kiilonb6z6 parokban szerepld férfi és né — vagyis egy blokkolo pdr —, akik szivesebben
lennének egymassal, mint sajat parjukkal, ezzel instabilld téve az aktudlis parositast.
A szerzéparos megmutatja, hogy stabil hazassag mindig létezik, és megadjak a késlelte-
tett elfogaddsi (deferred-acceptance) eljarast, amely meg is taldlja azt.

Annak szemléltetésére, hogy stabil parositds nem létezik tetsz6leges preferencia-
rendezés mellett, Gale-Shapley [1962] a szobatdrsproblémdt adja meg példaként.
Ebben csupan egy csoport van, és a szereploknek a csoport dsszes tobbi tagjara
nézve van egy szigoru preferenciarendezésiik. Ez a hazassagprobléma éaltalanosi-
tasa, hiszen nincsen korldtozva, hogy mely egyénekre vonatkozik a preferenciaren-
dezés, és egyuttal a megfogalmazasbdl kovetkezGen az egyoldali parositasi piacok
elméleti modelljének is tekinthetd.

Roth [1984] [1991] kétoldali parositasi piacokat vizsgalé empirikus tanulmanyai
ramutatnak arra, hogy a stabilitas megfeleld megoldasi fogalom, mivel olyan koz-
pontositott parositasi eljairasok bevezetésével, amelyek stabil megoldast adnak, meg-
sziintetheték bizonyos piaci elégtelenségek. Roth-Vande Vate [1990] ugyanakkor
belatja, hogy a stabil allapot decentralizalt piacokon is létrejohet, ugyanis a blokkolo
parok véletlenszert egymas utani 6sszeparositasa 1 valdszintséggel stabil megoldas-
hoz vezet. Chung [2000] megmutatja, hogy a konvergencia egyoldali parositasi pia-
cokon is létrejohet. Gyenge preferenciarendezéseket vizsgalva belathato, hogy a ,,nin-
csen paratlan hosszu kor” feltétel teljesiilése esetén a Roth-Vande Vate [1990] altal
megadott eljaras 1 valdszintiséggel gyengén stabil szobatars-parositashoz konvergal.
Diamantoudi és szerzotdrsai [2004] pedig bizonyitja, hogy a konvergencia szigor pre-
ferencia esetén a ,nincsen paratlan hosszt kor” feltételtdl fiiggetlentil is megvalosul.

' Az elmélet késébb szamos gyakorlati alkalmazas alapjaul szolgalt, mint példaul rezidens orvosok
korhazakhoz rendelése, egyetemi felvételi eljarasok, vesecsereprogramok. A stabil allokaciok elméletéért
és a piactervezés teriiletén végzett munkajukért Lloyd Shapley és Alvin E. Roth kapta a 2012-es kozgaz-
dasagi Nobel-dijat (https://www.nobelprize.org/prizes/economic-sciences/2012/press-release/).
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Masfeldl a stabilszobatars-probléma jellegzetességeibdl adodéan szamos mas meg-
oldasi megkozelités is sziiletett. Ezek jelentds része a stabilitasfogalom lazitasan
(relaxation) alapul (attekintésért lasd Atay és szerzdtdrsai [2021]). Morrill [2010] ugyan-
akkor abbdl indul ki, hogy a szobatarsprobléma megoldésa soran a valdésagban ha mar
kialakult egy beosztas, akkor hidba van a parositasban blokkol6 par, annak tagjai nem
kényszerithetik sajat szobatarsaikat arra, hogy kikoltézzenek, valamint ha nincsen iires
szoba, az Uj par nem tud egyoldalian létrejonni. Ez csupan akkor valdsulhat meg, ha
van olyan koalici6, amelynek tagjai ugy tudnak 4j parokat kialakitani, hogy egyik sze-
replé sem jar rosszabbul, igy a kapott koalicids jatékban a javasolt megoldas Pareto-
hatékony. Végiil megemlitjiik Segev és szerz6tdrsai [2005] vesecserékre’ gyakorlatban is
alkalmazott megkozelitését, amely a sulyozott parositasi problémaéra vezethetd vissza
(Bird [2006]), és a jelen tanulmany egyik alapjaul is szolgal.

A kapcsolodo irodalom tulnyomorészt kételemi parok kialakitasara koncentralt,
ugyanakkor van szamos olyan példa, amelynek szempontjabol relevans a nagyobb elem-
szamu csoportok létrehozasa. A vesecserék esetében van olyan program, amelyben meg-
engedettek a harmas parok (Bird [2006]), a szobatarsak tekintetében pedig a valo életben
gyakran harom- vagy négyfds szobdkkal talalkozunk, igy fontos kérdés ezen magasabb
dimenzios feladatok megoldhatdsaga elméleti és gyakorlati szempontbdl.

Jelen tanulmanyban a stabil és a sulyozott parositasi megkozelitések magasabb
dimenzids eredményeit targyaljuk. Els6ként bemutatjuk a mar ismert megoldhato-
sagi eredményeket a stabilitassal kapcsolatban mind az alapproblémaéra — vagyis a két-
f6s parokra —, mind pedig a nagyobb csoportokra vonatkozdan. Ezt kovetéen Kondor
[2022] eredményeit felhasznalva megmutatjuk, hogy a sulyozott parositasi megfogalma-
zas esetén a legaldbb harom f6bdl allo, egyenld méretdi csoportok kialakitasa altalanosan
NP-nehéz,’ ezért a gyakorlatban nem tudjuk hatékonyan megoldani ezen feladatokat.

Stabilszobatars-probléma parokra

Gale-Shapley [1962] kétoldali parositasi piacokat tekintett az egyetemi jelentkezésekre
vonatkozoéan. A problémakor vizsgalatdhoz a hdzassdgproblémdt vette alapul, amelyet
a késdbbi targyalast is figyelembe véve a kovetkezéképpen definidlunk.

Legyenek adottak a férfiak M={m,, ..., m } és a n6k W={w,, ..., w } azonosan
n-elemi halmazai. Legyen tovabba minden e egyénnek egy teljes, tranzitiv, szigoru
P(e) preferenciarendezése a piac masik felén 1év6 szerepldin és azon az eshetdségen,

® A vesecsere-problémadban a szereplSk olyan beteg—donor parok, amelyek egyik tagjinak vese-
transzplantaciora van sziiksége, a masik tagja pedig hajlandé lenne megvalni az egyik veséjétél.
Ugyanakkor a két fé] egymadssal nem kompatibilis, ezért olyan mas beteg—donor part keresnek, akik-
kel keresztben megvaldsulhat a transzplantacié. A probléma megolddsa sordn a feladat a transzplanta-
cidra varé beteg—donor parokbdl egy parositas kialakitdsa.

’ NP: nem determinisztikus polinomialis (nondeterministic polynomial) futésidejt: azon eldontési
problémak bonyolultsdagelméleti osztalya, amelyek ,igen" vélaszt ad6 eseteire van polinomidlis futas-
id6ben ellendrizhetd bizonyiték, ugynevezett tanu.

NP-nehéz: azon problémak bonyolultsdgelméleti osztalya, amelyeket legaldbb olyan nehéz megol-
dani, mint a legnehezebb NP-beli problémakat.
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hogy egyediil marad.” Jel6lje x >, y, hogy az e egyén az x szereplét (szigortian) prefe-
rélja y-nal szemben. Legyen P={P(m,), ..., P(m,), P(w,),..., P(w,)} az Gsszes egyén
preferencialistajanak halmaza, ennélfogva a hazassagprobléma egy esete megadhatd
az (M, W, P) harmas altal.

A feladat egy pdrositds létrehozasa, amely egy olyan egy az egyhez j: MUW —MUW
fiiggvény, amelyre minden m € M és w € W esetén 11(m) = w akkor és csak akkor,
ha p(w) =m (tehdat egy m férfibol és w nébdl allo par), tovabba ha p(m) ¢ W,
akkor p(m)=m (tehat m egyedilallé férfi), és hasonléan, ha u(w) ¢ M, akkor
p(w) =w (tehat w egyediilallé né).

Gale-Shapley [1962] megoldasra adott dtletének alapja, hogy olyan parositast
alakitsanak ki, amelyben nincsenek blokkolé parok. Azt mondjuk, hogy egy adott
(t parositasban az m € M és we W egyének egy blokkolé pdrt alkotnak, ha egymast
preferaljak a yu szerinti parjukhoz képest. Ekkor nyilvanvaléan m és w ketten egyfitt
egy uj part alkotva szamukra jobb megoldast tudnanak létrehozni, igy érdekiikben
allna véltoztatni, ennélfogva a parositds nem lenne stabil.

1. DEFINICIO « Azt mondjuk, hogy egy i parositas stabil (stable), ha nincsenek benne
blokkol6 parok.

A hazassagproblémanak azt a verzidjat, amelyben stabil megoldast keresiink,
stabilhdzassdg-problémdnak nevezziik. Gale-Shapley [1962] stabil hdzassagokra
vonatkozé eredményét az 1. TETEL mondja Ki.

1. TETEL (Gale-Shapley [1962]) « A stabilhazassag-problémaban mindig létezik sta-
bil parositas.

A szerz6k egy stabil megoldas kialakitdsara a késleltetett elfogadds (deferred-acceptance)
eljarasat adjak meg. A probléma egyik érdekessége, hogy a stabil megoldasok hal-
maza tobbelem is lehet, és a kapott stabil megoldds annak a félnek lesz kedvez3bb,
amelyik felél az algoritmust futtatjak.

Gale-Shapley [1962] tovabba megvizsgalta, hogy altalanos preferenciarendezések
mellett is 1éteznek-e stabil megolddsok, amihez definialta a hazassagprobléma altala-
nos valtozatat, a szobatdrsproblémdt. Ebben a feladatban hallgatokrol beszélhetiink,
akiknek csupan egy egységes I halmaza van, és a fenti definiciok ennek megfeleléen
moddosulnak. A szerepl6k preferenciarendezése az I halmaz felett van, a parositas egy
p: I — I'hozzérendelés, amely esetén x, y € I egyénekre pi(x) =y akkor és csak akkor, ha
p(y) =x; és pu(x) =x jeloli, ha az x egyén egyediilallé. A szobatdrsprobléma egy esetét
az (I, P) par adja meg, ha pedig stabil megoldas meghatarozasa a cél, akkor stabilszoba-
tdars-problémdrol beszéliink. Az 1. PELDA szemlélteti, hogy nincs a szobatarsprobléma
tetszGleges esetére stabil parositas, Knuth [1977] pedig megadott egy példat, amely meg-
mutatja, hogy a stabilszobatars-probléma esetében is akar tobb megoldas is 1étezhet.

* Gale-Shapley [1962] tanulményaban az a lehetség nem szerepelt, hogy egy egyén egyediilallo
maradjon, de az eredményeik egyszertien kiterjeszthetSk erre az esetre is.
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1. PELDA « Legyen x, ), z, w€ I négy hallgato, és preferencia-sorrendjeik legyenek
a kovetkezok:

Xy z= W
yiz= x- W,
ZiX- Y-, W,
WXy, 2

Ekkor x, y és z mindegyike legjobban preferalt a masik két hallgaté koziil valaki altal.
Igy, ha tekintiink egy parositast, akkor barki is keriil w-vel egy szobaba, a masik szo-
baban 1év6 két hallgatd koziil az egyik biztosan jobban preferalja majd, mint a sajat
szobatarsat, és mivel a w az x, az y és a z listajan is a legkevésbé preferalt, ez a parosi-
tas biztosan nem lesz stabil, s6t egyik sem.

A stabilszobatdrs-probléma megoldhatdsaganak kérdése annak felel meg, hogy
a feladat egy adott esetére megadjunk egy stabil parositast, ha az létezik, vagy meg
tudjuk allapitani, ha nincs ilyen megoldas. Az els6 1épést a kérdés megvélaszolasara
Irving [1985] tette meg: megadott egy olyan legrosszabb esetben is polinomialis,
O(n’) futésidejii algoritmust, amely megmondja, hogy létezik-e stabil parosits, és
ha létezik, akkor meg is talalja azt.

A megoldhatdsag karakterizacidjat Tan [1991] adta meg, aki sziikséges és elégséges
feltételt mutatott egy stabil szobatars-parositas létezésére. A tanulmany a stabil parti-
cio létezését vizsgalta, amely dltalanositja a stabil parositas keretet.

2. TETEL (Tan [1991]) « A stabilszobatars-probléma barmely esetére akkor és csak
akkor 1étezik teljes stabil parositas, ha nincs paratlan particio.

Mivel a stabilhdzassag-probléma a stabilszobatars-probléma egy specialis esetének is
tekinthetd, ezért ez az eredmény egyuttal megvalaszolja azt a kérdést is, hogy a sta-
bilhazassag-problémaban miért létezik mindig megoldas.

Ha a preferenciarendezésekben megengedettek a dontetlenek, vagy masképpen
fogalmazva az indifferenciak is, akkor gyenge preferencidkrol beszéliink. Jelolje y ~ z,
ha az x egyén indifferens az y és a z szerepl6k kozott, valamint jeldlje y = z, ha az
x egyén gyengén preferdlja az y szerepl6t z-vel szemben, vagyis vagy erésen preferalja,
vagy indifferens kozottik.

Gyenge preferenciak esetén tobbféle stabilitasi definicid is megadhat6. Azt mondjuk,
hogy egy parositas gyengén stabil (weakly stable), ha nincs olyan blokkol6 par, amelynek
tagjai szigortan jobban preferaljak egymast sajat partneriiknél. Tovabba egy pérositas
szuperstabil (super-stable), ha nincs olyan blokkol6 par, amelynek tagjai szigortian job-
ban preferdlnak a masikat sajat parjuknal, vagy indifferensek kozottiik.

Chung [2000] a gyenge preferenciak esetét tekinti, és megmutatja, hogy a ,,nincsen
paratlan hosszt kor” tulajdonsag elégséges feltétele a gyengén stabil szobatars-paro-
sitas létezésének.
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2. DEFINICIO « Egy kir (ring) az x,, ..., x, € I egyének egy (x,, ..., x,), k> 3 rendezett
halmaza, amelyre

X =, X 7. %, ha i,1<i<kparatlan,

‘xi+1 kxl x

=. x, ha i, 1<i<kparos.

i—1

3. DEFIN{CI10 « Egy pdratlan kor (odd ring) egy olyan (x,, ..., x, ) kor, amelyre k paratlan.

3. TETEL (Chung [2000]) « Ha a preferenciaprofil nem tartalmaz paratlan hosszu
koroket, akkor létezik gyengén stabil szobatdrs-parositas.

Vegyiik észre, hogy a 3. TETEL megforditottja nem igaz, vagyis stabil szobatarsak
akkor is létezhetnek, ha a preferenciaprofilban taldlhaté paratlan hosszt kor. Erre
egy hdromelemi példat rogton kaphatunk, ha az I={x, y, z} egyének preferencidi
pontosan egy (x, y, z) paratlan kort hatdroznak meg, ugyanis ekkor az a p parositas,
amelyre 1 (x) =y, j1(2) =z, stabil.

A ,nincsen paratlan hossza kor” feltétel onmagaban nehezen interpretalhatd koz-
gazdasagilag. Ezért Chung [2000] belatta szamos, a preferencialistak valamilyen kor-
latozasat eredményez6 tulajdonsagrdl (példaul dichotéom vagy egycsucsu preferen-
ciaprofil), hogy azokbdl a ,,nincsen paratlan hosszu kor” feltétel is kovetkezik. Ezek
korébdl ugyanakkor a vizsgalt parositasi gazdasag hatarozza meg, hogy melyik tulaj-
donsag lehet relevans.

A gyenge preferenciakra Ronn [1990] belatta, hogy a stabilszobatars-problémara
NP-teljes feladat eldonteni, hogy egy adott esetre létezik-e gyengén stabil parositas. Ez
aztjelenti, hogy nem létezik nagymérett problémak esetén is észszert idokereten beliili
— vagy masképpen hatékony — algoritmus a megoldas meghatérozasara. Ez a gyakor-
latban azt jelenti, hogy egy kdzpontositott eljiras még minden informacié ismeretében
sem képes eredményesen megtalalni egy gyengén stabil parositast.

A szuperstabil parositasokra ugyanakkor létezik pozitiv eredmény. Irving—-Manlove
[2002] a gyenge preferenciak esetére megadott egy olyan linedris futasidej(i algoritmust,
amely megtalal egy szuperstabil parositast, ha az1étezik. Ezt az algoritmust pedig kiter-
jesztik nem teljes és/vagy részben rendezett preferencialistak esetére is.

Irving-Manlove [2002] tovabba azt is megmutatta, hogy a stabilszobatars-
probléma egy olyan esetére, amelyben dontetlenek és nem teljes preferencialistak
is megengedettek, tobb, kiilonb6z6 méretii gyengén stabil megoldas is el6fordulhat.
A szerzbéparos belatta, hogy a legnagyobb méretti gyengén stabil parositas megta-
lalasa NP-nehéz feladat.

A stabilszobatdrs-probléma eredeti felirasaban az egyének preferencialistai tel-
jesen fiiggetlenek egymastol. Arkin és szerzdtdrsai [2009] felirta a geometriai sta-
bil szobatdrsak (geometric stable roommates) megkozelitést, amelyben a szereplék
kozott a kovetkezd modon tételeznek fel osszefiiggéseket. Az egyéneket R?-beli pon-
tok jel6lik, ahol az egyes térbeli dimenziok példaul a valésagban értelmezett szoba-
tarsproblémaban kiilonboz6 tulajdonsagoknak feleltethet6k meg, példaul: preferalt
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lefekvési id6, a szoba tisztasaganak mértéke stb. A szerzok az egyének preferencia-
listajat pedig az egyének kozotti tavolsagok alapjan szarmaztatjak, igy dontetle-
nek is szerepelhetnek a listakban. A feladat egy gyengén stabil parositas megadasa,
amelyre a szerz6k megmutatjak, hogy az altalanos esettel ellentéteben ennek van
polinomialis futasideji megoldésa is.

Stabilszobatars-probléma haromfés csoportokra

A stabilszobatars-problémat eddig a kételemi parok létrehozasa szempontjabol
vizsgaltuk. A gyakorlatban ugyanakkor szdmos olyan alkalmazas van, amelyben
kétf6ésnél nagyobb csoportok kialakitdsa a feladat. A vesecserék esetében a transz-
plantaciok az amerikai NEPKE- (New England Program for Kidney Exchange) prog-
ramban harom hosszt korben is megengedettek (Bird [2006]). A kollégistakat pedig
sok esetben harom- vagy akar négyfds szobakba kell beosztani. Ennélfogva adédik
a kérdés, hogy akkor is tudunk-e stabil megoldasokat talalni, ha ketténél tobb fos
parokrdl van szo.

A Ng-Hirschberg [1991] altal vizsgalt hdromfds stabil hozzdrendelés (3-person stable
assignment, 3PSA) vagy masképpen hdaromdimenziés stabil parositds (3-dimensional
stable matching, 3D-SR) soran haromfGs szobak kialakitasa a cél, amelyet a szer-
z6k nem konzisztens, szigoru preferenciarendezések esetén vizsgalnak. Ekkor egy
e egyén preferencia-sorrendjében el6fordulhat, hogy egy masik egyén rangsorolasa
attdl fiigg, hogy kivel van parban. Példdul egy e egyén szempontjabdl az x,, x,, y,, y,
szereplSkre x, y, -, x, ¥, és X, y, = x,y,, ahol xy az x és y egyénbdl alkotott part jeloli.
Ng-Hirschberg [1991] felirasa szerint az egyének I halmazanak szdmossaga n = 3k,
ahol k egész. Az egyének pedig a tobbi hallgatobol alkotott valamennyi part rangso-
roljak, azaz egy e € I egyén -, preferenciarendezése egy linearis sorrend a nem ren-
dezett parok ?{el, e, Hel Ze,ése,e €l— {e}} halmazén. A stabil parositds szere-
pét a stabil hozzarendelés valtja fel.

4. DEFINICIO o Egy M stabil hozzdrendelés (stable assignment) az I alaphalmaz egy
olyan k darab haromelemi részhalmazbol 4116 particidja, amelyre V {e,, e,, e, } ¢ M és
{el’ E:11’ 612 }’ {62’ 821’ 822 }’ {eS’ 631’ 832} € MhérmaSOkra Vagy {811’ ElZ >_el eZ 4 e3 4 Vagy

{521’ €5 } >'e2 {el’ €3 }> vagy {531’ Z':32} >-e3 {el’ €, }

Vagyis egy M hozzarendelés stabil, ha nincs harom olyan, nem ugyanabban az M-beli
harmasban szerepld egyén, akik ha egy 4j part alakitananak ki, akkor mindegyikiik
jobban jarna. Masképpen, harmuk koziil legalabb az egyikiik a sajat parjait prefe-
rdlja a harmas két masik tagjaval szemben. Ng-Hirschberg [1991] megmutatja, hogy
annak eldontése, hogy a 3D-SR probléma egy adott esetére 1étezik-e stabil hozzaren-
delés, NP-teljes feladat.

Huang [2007] belatja, hogy a 3D-SR probléma el6z6, paros rangsorolasos megfogal-
mazasa akkor is NP-teljes, ha a preferenciarendezések konzisztensek, azaz rogzitett
¥ z €I mellett xy = xz vagy minden x egyénre teljesiil, vagy egyikre sem. Példaként
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egy olyan felirast emlit a szerz8, amelyben az egyének értékeléseket adnak a tobbi-
ekre, és a parok értéke a benne szerepl egyének értékeinek 6sszege. A kombinacidk
sorrendjét az értékek Osszege hatdrozza meg, és ha két killonbo6z6 parra az értékek
Osszege egyenld, akkor az egyén indifferens kozottik.

Iwama és szerzdtdrsai [2007] a preferencialistakon alapulé 3D-SR problémat
tekinti, és bebizonyitjak, hogy az NP-teljes még akkor is, ha a hallgatok nem paro-
kat rangsorolnak, hanem minden egyes jelentkez6t kiilon-kiilon. Ekkor termé-
szetesen a stabilitas 4. DEFINfCIOBAN megadott feltételei mddosulnak. Példaul az
{EH, 512} . {ez, es} feltétel helyett

€y %el e, € g %el €, vagy g, %el e, € & ?el 2

szerepelne, ahol x, y € I egyénekre x = y akkor, ha e az x-et preferalja y ellenében, vagy
x és y ugyanazt az egyént jeloli.

Deineko-Woeginger [2013] a 3D-SR probléma egy metrikus térbeli megkozelitését
(METRIC-3D-SR) vizsgalta, és belattak annak NP-teljességét. Ebben az egyének pon-
toknak felelnek meg egy metrikus térben, amelyben egy standard 4(.,.) tavolsagfiigg-
vényt értelmeziink, vagyis nemnegativ, szimmetrikus, és teljesiil ra a haromszog-
egyenl6tlenség. Tovabba azt mondjuk, hogy az e, egyén az {¢,, ¢, } part preferalja az
{e,, e, } parral szemben, ha

11°

6(poey)+6(pe,)<6(p.e,) +0(pey).

Chen-Roy [2021] az el6z6 specialis eseteként megmutatja, hogy az NP-teljesség akkor is
fennall, ha az egyéneket euklideszi térbeli pontokként reprezentaljuk (igy definidlva az
EucLip-3D-SR problémat), és a 6 fliggvényt a pontok kozotti tavolsag adja.

Arkin és szerz6tdrsai [2009] a stabilszobatars-probléma haromdimenzids valtozatat
is tekinti, amelyre geometriai 3D-SR problémaként hivatkozik. A szerz6k bevezetik az
a-stabil parositas fogalmat, amelynek értelmében a hallgatok csak akkor hajlandok cse-
rélni, ha legalabb a-szoros javulast érnek el. Belatjak, hogy egy a-stabil parositds meg-
talalasa legalabb olyan nehéz, mint egy olyan parositas megadasa, amely a hagyomanyos
értelemben stabil. Tovabba a szerzék azt is bizonyitjak, hogy a haromdimenzids geomet-
riai stabilszobatars-probléma (ahol a dimenziészam haromfés csoportok kialakitasara
utal) egy 2-stabil parositas polinomialis futasidében megadhato.

A 3D-SR probléma tovabbi variansaiként Biré-McDermid [2010] belatja a hdrom-
dimenzids probléma NP-teljességét ciklikus preferencidkra nem teljes listak esetén,
mig Lam-Plaxton [2019] bizonyitotta az NP-teljességet teljes ciklikus listdkra, és az
eredményt kiterjesztették 3-nal magasabb dimenziéra is.

Stlyozott parositdsok magasabb dimenzioban

Segev és szerzdtdrsai [2005] a vesecseréket végrehajto kozpontok ,elsé taldlatot elfo-
gado” (first-accept) parositasi eljardsa helyett egy optimalizalt parositasi modszert
javasol. Az elébbiben helyi vagy regionalis adatbazisokat felhasznalva egy nem
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kompatibilis beteg—donor part az els6 beazonositott, veliik kompatibilis parral kap-
csolnak Ossze, az egyéneket eltavolitjak a vesecserére varok listajabol, és transzplan-
taciot ajanlanak fel nekik. Ez a parositas ugyanakkor nem feltétleniil a legjobb sem
a parban szerepléknek, sem a parositason kiviilieknek.

Segev és szerzdtdrsai [2005] alapjan az els6 talalatot elfogadd eljaras orszagos szintre
vald kiterjesztésénél jobb eredményt lehetne elérni az altaluk javasolt orszagos, opti-
malizalt parositasi algoritmussal. Ez ugyanis az elvégzett szimulacids kisérlet alap-
jén tébb transzplantaciot, jobb HLA-egyezdséget’ (a transzplantdciok soran kiilond-
sen fontos tényezd), az atiiltetett szervek jobb otéves varhatd talélését és az utazasra
kényszeriil parok szamanak csokkenését eredményezné.

A javasolt eljarast alkalmaztdk Ohio allamban, amely matematikailag egy sulyozott
parositasi feladatra vezethet6 vissza (Bird [2006]). Utobbirol pedig Edmonds [1965]
algoritmusa 6ta ismert, hogy polinomialis futdsid6ben megoldhat6. Az optimalizalasi
feladatok el6nye az egyoldali stabil parositdsokkal szemben, hogy az egyének barmi-
lyen tulajdonsagai mellett 1étezik optimalis megoldas. Vegyiik észre, hogy ez a megol-
das Pareto-hatékony, hiszen az optimumban nem lehet olyan koalicid, amelynek tagjai
javitani tudnanak a célfiiggvényértéken, ha egymassal cserélnének.

A sulyozott parositasi problémakat magasabb dimenzioban, vagyis kett6nél
nagyobb — de azonos — csoportméret mellett tobb feliras szerint is tekinthetjiik.
Ezek a konkrét modelltdl fiiggéen grafparticiondlasi vagy specidlis esetként egyen-
letes klaszterezési problémakkal egyeznek meg. Ezeket definialhatjuk minimaliza-
lasi és maximalizaldsi feladatokként, az igy kapott optimalizalasi problémak pedig
sokréttien alkalmazhatok. Weitz—Jelassi [1992], valamint Mingers—O’Brien [1995]
a lehet6 legvaltozatosabb tanuldi csoportok létrehozasat, mig Hoppner-Klawonn
[2008] homogén csoportok kialakitasat tekintette. A kovetkezékben az optimaliza-
lasi problémak formalis leirasa soran Kondor [2022] tanulmanyara tamaszkodunk.

Sulyozott parositdsi problémdk

A vesecserékre alkalmazott sulyozott parositasi probléma harmas cserék esetében
analog egy m-dimenzios siilyozott pdrositdsi (m-dimensional weighted matching,
mDWM)° feladattal m = 3 érték mellett.” Az m-dimenzids stilyozott parositds sordn
az egyéneket egy graf pontjai reprezentaljdk, a pontok kozott pedig tavolsagokat
értelmeziink, amelyek élstlyoknak felelnek meg. Ekkor a feladat olyan m-f6s cso-
portok kialakitasa, amelyekre a csoportokon beliili tavolsagok Osszege az Osszes

* A human leukocitaantigén (HLA) rendszer az emberben a 6. kromoszoéman 1év gének egyiittese,
amely az immunrendszer szabalyozasaért felelés sejtfelszini fehérjéket kddolja.

® Feo-Khellaf [1990] a maximalizalasi problémdhoz tartozo eldéntési probléméra m-dimenziés pa-
rositasként (mDM) hivatkozott. Jelen tanulmanyban az 4ltaldnos problémara az ,,m-dimenzios stlyo-
zott parositas” (mDWM) elnevezést haszndljuk, és az egyes mDWM-problémak esetén kiilon jeloljik,
hogy az optimalizalas célja maximalizalas (Max) vagy minimalizalas (MIN).

7 m=4 érték mellett az analégia nem all fenn, mivel a vesecseréknél koroket tekintiink, mig az
mDW M-problémanal teljes részgrafokat.
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csoportra Osszegezve minimalis (MIN-mDWM) vagy alternativ esetben maxima-
lis (Max-mDWM). Ut6bbit formalisan az 1. OPTIMALIZALASI PROBLEMA irja le,
a minimalizaldsi probléma felirasa ebbdl trivialisan kovetkezik.

1. OPTIMALIZALASI PROBLEMA « Maximalis sulyt m-dimenzids stlyozott parosi-
tas (MAX-mDWM)

Input: Egy G=(V, E) graf, ahol |V| =km, és k, m egészek, tovabba a graf minden
e= (u, v) EE éléhez tartozik egy w,=w,, , élsuly.

Output: A G raf csucsainak egy V,, V,, ..., V, diszjunkt, m cstcsot tartalmazé hal-
mazokbdl 4116 particidja, amely maximalizalja a

k
> W)

jzlu,ver
u=v

célfiiggvényt, vagyis amelyre maximalis azon élek stlyanak 6sszege, amelyeknek
mindkét végpontja ugyanabban a V; halmazban talélhato.

A grafparticionalasi probléma egy specialis verzidja az egyenletes klaszterezési feladat,
amelyet szobatarsak csoportositdsaként mutatunk be. Arkin és szerz6tdrsai [2009] felira-
séhoz hasonloan tekintsiik a szobatdrsprobléméban a hallgatokat R”-beli pontokként,
a hallgatok kompatibilitasat pedig adjak meg a pontok kozotti euklideszi tavolsagok.
Ekkor, ha - Arkin és szerzdtdrsai [2009] modelljétdl eltéréen — egy célfiiggvényt definia-
lunk a csoportokon beliili négyzetes tavolsagok 6sszege minimalizalasdnak megfeleléen,
akkor a parositasi feladat ekvivalens (lasd Pyatkin és szerzitdrsai [2017]) egy egyenletes
k-kozép klaszterezési (balanced k-means clustering) — vagy masképpen nevezve egyen-
letes minimalis négyzetdsszegl klaszterezési (minimum sum-of-squared clustering,
MSSC) — problémaval, amelyet formadlisan a 2. OPTIMALIZALASI PROBLEMA ad meg.

2. OPTIMALIZALASI PROBLEMA o Egyenletes k-kozép klaszterezés vagy egyen-
letes MSSC
Input: x,, ..., x, € R’ pontok halmaza és egy k egész szam, amelyre m =n/k egész.
Output: A pontok azon C,, ..., C, partici6ja a klaszterek 7, klaszterkdzéppontjai-
val egyiitt, amelyre 7, a C, klaszter kdzéppontja 1 <j<k esetén, |C|=m, 1 <j<k, és
amely minimalizalja a

k
> X f-nl
j=1xeC
célfiiggvényt.

Az egyenletes MSSC-problémaban homogén klaszterek kialakitdsa a célunk, amihez
a célfiggvény minimalizalasat hasznaljuk. Ugyanakkor, ha alternativ esetben heterogén
csoportokat szeretnénk létrehozni, akkor az optimalizaldsi feladat soran a célfiiggvény
maximalizaldsa lenne a megfelel6 valasztas. Emellett a négyzetes euklideszi tavolsagok
helyett adott esetben tekinthetjiik az £, normat is, amely a pontok koordinatankénti
abszolut értékben vett kiillonbségeinek 6sszege. A 3. OPTIMALIZALASI PROBLEMAVAL
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definialjuk azt a megoldasi megkozelitést, amellyel dltalanositjuk az egyenletes MSSC-
problémat. A felirasban a pontok kozott definialt tavolsagot a p paraméter hatarozza
meg, a cél pedig lehet minimalizalds vagy maximalizalds is. Az igy kapott optimalizalasi
problémakra egységesen egyenletes klaszterezési feladatokként hivatkozunk.

3. OPTIMALIZALASI PROBLEMA ¢ pMIN-mDWM (pMax-mDW M)

Input: x,, ..., x, € R? pontok halmaza, valamint m és p egész szamok, ahol n/m egész.
Output: A pontokazon C,, ..., C,, egyenlé méreti csoportokbol all6 particiéja, amely
minimalizalja (maximalizalja) a

Sy

s=1x6C x;€C

p
xi_xij

célfiiggvényt.

Sulyozott pdrositdsi problémdk nehézségi eredményei

A megfogalmazott parositasi problémak nehézségi eredményeit az aldbbiakban
mutatjuk be. A konnyebb éattekinthetéség érdekében az eredményeket szamozzuk, és
a kerek zarojelbeli szamokat hivatkozasokként hasznaljuk fel a késébb bemutatott,
Osszegzd 1. és 2. tablazatokban.

Az m-dimenzids stulyozott parositasi probléma barmely verzidja m =2 esetében,
vagyis parok kialakitasara, Edmonds [1965] algoritmusa révén polinomialis id6ben
megoldhaté (1). Ez magaban foglalja mind az altalanos, mind a specialis megfogal-
mazasokat, valamint mind a maximalizalasi, mind a minimalizalasi feladatokat.

A Max-mDWM-probléma NP-nehézségét magasabb dimenzidban, vagyis
m >3 mellett Feo-Khellaf [1990] bizonyitja azaltal, hogy belatja az optimalizalasi
problémahoz tartozo6 eldontési probléma NP-teljességét (2).

Az egyenletes MSSC-problémara két egyenlé méretii csoport kialakitasara, vagyis
k = 2-re sziiletett pozitiv eredmény az euklideszi tér d dimenzidjanak rogzitett értéke
mellett. Bertoni és szerzdtdrsai [2012] megmutatta, hogy ha a pontok R-beliek, vagyis
d=1, akkor a feladat polinomialis id6ben megoldhaté (3). Lin és szerzétdrsai [2016]
kiterjesztették ezt az eredményt R*-re, és polinomialis futdsidej(i algoritmust adtak
a sikbeli egyenletes MSSC-probléma megoldasara (4).

Kel’'manov-Pyatkin [2016] bizonyitotta, hogy ha az el6z6ktdl eltérden a feladat-
ban a d dimenzid értéke tetszbleges lehet, akkor az optimum megadasa k=2 ese-
tén mar NP-nehéz (5). Pyatkin és szerz6tdrsai [2017] pedig belatta, hogy az egyen-
letes MSSC-probléma harmas csoportok kialakitasara, vagyis m = 3 mellett szin-
tén NP-nehéz (6).

Kondor [2022] kiterjeszti a fenti dltalanos dimenzios nehézségi eredményeket, és
megmutatja, hogy az egyenletes klaszterezési probléma kiilonb6z6 tavolsagfelirasok
mellett is NP-nehéz barmely rogzitett m >3 esetén. A 4. TETEL a pMAaXx-mDWM-
problémara fogalmaz meg nehézségi eredményt (7), amely egyuttal alternativ bizo-
nyitasnak is tekintheté6 a MAx-mDWM-probléma NP-nehézségére.
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4. TETEL (Kondor [2022]) ¢« A pMAX-mDWM optimalizalasi probléma NP-nehéz bar-
mely rogzitett m >3 és p > 2 egészekre.

Az el6z6 parjaként az 5. TETEL a pMIN-mDWM NP-nehézségét mondja ki (8).

5. TETEL (Kondor [2022]) « A pMIN-mDWM optimalizalasi probléma NP-nehéz bar-
mely rogzitett m >3 és p > 1 egészekre.

Mivel az egyenletes MSSC-probléma ekvivalens a 2MIN-mDW M-problémaval, ezért
az 5. TETELBOL egybdl kovetkezik az egyenletes MSSC-probléma NP-nehézsége is
altalanos m-re.*

1. KOVETKEZMENY (Kondor [2022]) « Az egyenletes MSSC-probléma barmely rogzi-
tett m > 3 egész esetén NP-nehéz.

Az 5. TETELBOL szintén kovetkezik, hogy az m-dimenzids sulyozott parositasi prob-
léma minimalizalasi verzidja is NP-nehéz, hiszen az tartalmazza a 2MIN-mDWM-
problémat.

2. KOVETKEZMENY (Kondor [2022]) « A minimalis stilyt m-dimenzids stulyo-
zott parositas optimalizalasi probléma (MIN-mDWM) NP-nehéz barmely rogzitett
m > 3 esetén.

A fenti eredmények értelmében altalanos d dimenzié mellett az egyoldali parosi-
tasi piacok semelyik érintett modelljében sem tudjuk legalabb haromf6s, rogzitett,
egyenld elemszamu csoportokra hatékonyan megoldani a parositasi problémat.

1. tabldzat
Nehézségi eredmények a maximalis stlya m-dimenzids sulyozott parositasi problémadra és
annak specialis eseteire

Maximalis sulyt m-dimenzids sulyozott parositas (Max-mDWM)

altalanos eset pMax-mDWM

p=1 p>2

m=2 polinomialis
m>3 NP-nehéz (2) ? NP-nehéz (7)

Megjegyzés: az m a csoportok méretét, a p pedig az £, norma paraméterét jeloli.

Kerek zardjelben a f6sz6vegbeli problémak hivatkozasi szdmai szerepelnek.

A téblazatban a kérdgjellel jelolt feladatok nehézségére vonatkozdan nem talaltunk eredmé-
nyeket az irodalomban, jelen ismereteink szerint ezek nyitott problémak.

® Mivel az 1. és 2. KOVETKEZMENYEK egyszertien adédnak az 5. TETELBOL, ezért ezekre nem veze-
tiink be Gjabb zdrojeles hivatkozasi szamot.
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2. tabldzat
Nehézségi eredmények a minimalis silyu m-dimenzids sulyozott parositasi problémara és
annak specialis eseteire

Minimalis silya m-dimenzids sulyozott parositas (MIN-mDWM)

altalanos eset PMIN-mDWM
p=1 p=2 p=3
m=2 polinomiélis (1)
m=3 NP-nehéz (8) NP-nehéz (8) NP-nehéz (6) NP-nehéz (8)
3<m<n/2 NP-nehéz (8)
m= n/2 d=1 ? ? polinomidlis (3) ?
d=2 ? ? polinomiélis (4) ?

d altalanos NP-nehéz (8) NP-nehéz (8) NP-nehéz (5) NP-nehéz (8)

Megjegyzés: az m a csoportok méretét, a d az euklideszi tér dimenzidjat, a p pedig az £, norma
paraméterét jeloli.

Kerek zardjelben a f8szovegbeli problémak hivatkozasi szamai szerepelnek.

A téblazatban a kérddjellel jelolt feladatok nehézségére vonatkozdan nem talaltunk eredmé-
nyeket az irodalomban, jelen ismereteink szerint ezek nyitott problémak.

Osszegzés

A tanulmanyban az egyoldali parositasi piacok magasabb dimenzids felirasainak meg-
oldasi nehézségét targyaltuk. Bemutattuk az irodalomban talalhaté azon megkozeli-
tések nehézségi eredményeit, amelyek a stabilitdasfogalomhoz kapcsoloddéan haromfés
csoportok kialakitasaval foglalkoznak. Ezutan a vesecsereprogramokat és a szobatars-
problémat alapul véve megadtuk az egyoldali parositasi feladatok egy grafparticiona-
lasi problémaval ekvivalens megoldasi koncepcidjat. Ez Pareto-hatékony megoldast
ad eredményiil, amely Morrill [2010] nyoman olyan esetekben lehet hasznos, ahol egy
adott parositds megvaltoztatasahoz olyan koalicidra van sziikség, amelyben senki sem
jar rosszabbul, és legalabb egyvalaki jobban jar az 4j allapottal.

Ismertettitk Kondor [2022] eredményeit, amelyek értelmében a grafparticionalasi
— és az azok specialis eseteként felirt egyenletes klaszterezési — problémak minimali-
zalasi és maximalizalasi verzidi kiilonb6z6 tavolsagdefiniciok esetében is a csoportok
minden rogzitett m > 3 elemszama mellett NP-nehezek. Ez alapjan annak ellenére,
hogy tudjuk: az egyoldali parositasi piacok ezen modelljeire minden esetben létezik
optimum, azt a gyakorlatban a relative nagyobb méret(i problémékra — jelen ismere-
teink szerint — nem tudjuk meghatarozni. Példaul a szobatarsprobléma mar 36 6 és
4 f6s szobak esetén is megoldhatatlannak szamit.

Tovabbi kutatds targya lehet a grafparticionaldsi modell, példaul abbdl a szempont-
bdl, hogy a résztvevok képesek-e szamukra kedvezé médon befolydsolni a parositas
kimenetét, ha nem a valds tulajdonsagaikat ,,nyilvanitjak ki”. Masrészr6l az is fontos
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kérdés, hogy milyen lehetéségeink vannak az alapfeladat megoldasara, ami az app-
roximacids algoritmusok és heurisztikus eljarasok feltérképezésével és 6sszevetésével
valaszolhatunk meg. Végiil a nyitott problémaként megjeldlt és egyéb specialis esetek
nehézségét is érdemes lenne vizsgalni.
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