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Eloszo

A modern gazdasig egyre inkdbb szembesiil a természetes erdforrasok besziikiilésével. A
meg nem udjulé erdforrdsok készleteinek csokkenése a gazdasdg szerepldit arra
kényszeriti, hogy korldtozottan rendelkezésre 4ll6 dsvdnyi anyagokat megkimélje. Ez a
koncepcié vezet a fenntarthatdé fejlodés vallalati gazddlkoddsba torténd Aatiiltetésének
sziikségességéhez. A dolgozat célja a kornyezettudatos anyag- és készletgazdalkodds
matematikai modelljeinek vizsgélata.

A kornyezettudatos anyag- és készletgazdalkodast a magyar szakirodalomban az utobbi
idében nevezik visszutas logisztikdnak, inverz logisztikdnak, de néha hulladékkezelési
logisztikdnak is. A magyar szohasznalat tehidt nem egységes a teriillet megnevezésére.
Angol elnevezése azonban meglehetésen egységes: ,reverse logistics”. E kifejezésnek
legtalalébb magyar megfeleldje taldn a visszutas, esetleg reverz logisztika. A jelenleg is
haszndlt inverz logisztika kifejezést azért nem javasolt haszndlni, mert annak angolul az
»inverse logistics” felel meg, amit csak nagyon sziik korben — féleg Japanban -
haszndlnak a nemzetko6zi irodalomban, ezért forditasi zavart okozhat. Eurépdban és az
Egyesiilt Allamokban a ,reverse logistics” terjedt el. Igy a teriilet magyar elnevezését a
dolgozatban visszutas logisztikanak valasztom.

A dolgozat hiarom nagyobb fejezetre taglalhatd. Az elsé részben definidlom a visszutas
logisztikét, vdzolom annak feladatait.

A  mdsodik szakaszban hat kiilonboz6, a visszutas logisztikdhoz kapcsolddd
készletmodellt mutatok be. E készletmodellek viszonylag révid multra tekinthetnek
vissza. A tételnagysdg modellek visszutas logisztikai kiterjesztésének igénye foként az
1990-es évek kozepén vélt hangsilyossd. A determinisztikus visszutas logisztikai
készletmodellek koziil az egyik az 1960-as években, a mdsik az 1970-es években
keletkezett. A kutatdsi irdny kozelmultbeli elhanyagoltsdagadt mutatja, hogy az 1980-as
években egyetlen dolgozat sem jelent meg ezen a teriilleten. Az FEurépai Unid
kornyezetvédelmi szabdlyozasanak kapcsan a visszutas logisztika djra kiemelten fontossa
vélt. A nagy kutatomiithelyekben a modellek alkotdsa napjainkban is folyik, jelenleg a
tételnagysag modellek teriiletén a hidnykezeléses modellek kidolgozasara fokuszalnak. A
jelen dolgozatban kizardlag hidany nélkiili modelleket mutatok be, nevezetesen az Osszes
elérhetdt.

A harmadik szakaszban nagyon roviden érintem a visszutas logisztika hatdsat a
termeléstervezésre, ezen beliil is a sziikséglettervezési rendszerekre. A kutatdsoknak
olyan 1j teriillete ez, ahol a visszutas logisztikai készletmodellek alkalmazasra
keriilhetnek. A kutatds djdonsdgédt mutatja, hogy ebben a t¢émdban az elsé dolgozat 2000-
ben jelent meg. Az elsd publikdciok a legels6é visszutas logisztikai készletmodell
dinamikus véltozatit vizsgaltdk: a Wagner-Whitin-modell kiterjesztése az idében valtozo
kereslet irdnydba. A determinisztikus statikus készletmodellek heurisztikdk alapjdul
szolgdlnak e modellek szuboptimdlis megolddsdnak eldallitdsdra. A heurisztikdk
eldallitasa a jovo feladata lehet.

Legvégiil dsszegzem a dolgozat eredményeit: a bemutatott meta-modell segitségével a

visszutas logisztikai készletmodellek egységes szemléletben targyalhatéak és a
tételszamok egészértékli megolddsai ennek segitségével meghatirozhatdak.
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A dolgozat eredményei 1998 és 2005 kozott kiilonbozd egyetemeken folytatott
kutatdsaim sordn keletkeztek. A téma fontossdgara és iddszerliségére figyelmemet Prof.
Dr. Knut Richter hivta fel, aki mellett tudomanyos munkatarsként dolgoztam 1994 és
1999 kozott az  Europa-Universitit Viadrina Frankfurt (Oder) egyetemen, s
munkakapcsolatunk azéta is tart. Prof. Dr. Klaus-Peter Kistner mellett az Universitit
Bielefeld egyetemen 1999-2000-ben harom félévet toltottem el, ahol foleg a visszutas
logisztikai folyamatok optimadlis irdnyitdssal torténé modellezhetdségét vizsgaltam. 2001
€s 2005 kozott a dolgozat 1ényegi részének megirdsat a Budapesti Kozgazdasagtudomanyi
és Allamigazgatdsi Egyetemen, illetve a Budapesti Corvinus Egyetemen fejeztem be. Dr.
Czak¢ Erzsébet egyetemi docens asszony volt, a Vdllalatgazdasagtan Intézet vezetdjeként
biztositotta szdmomra kutatdsaim befejezéséhez a sziikséges szakmai hatterének
feltételeket.

A monogrifia és az elsé szamu fiiggelék 1ényegében megegyezik a Budapesti Corvinus
Egyetemen a doktori disszerticioként elfogadott munkdmmal. A mésodik fiiggelék
azonban a legujabb kutatdsaim eredményeit 0sszegzi. Ez a dolgozat a visszutas logisztika
problémdit az ellatdsi ldnc menedzsmentjének szemszogébdl vizsgilja. A visszutas
logisztika csak egy véllalat szempontjabol vizsgalja az tjrafelhasznaldsi folyamatokat. Az
itt ismertetett modellben egy beszallito-termeld diadikus ellatdsi lancot tekintek, ahol a
beszallité visszavdsarolhatja a termeld altal elhasznalt és Osszegyljtott termékeket, és
azokat Ujramegmunldldssal (Gjragydrtdssal) haszndlhaté allapotivd alakitja. Az ilyen
kapcsolatok vertikdlis integracionak felelnek meg, amelyet a jatékelmélet segitségével
nagyon jol lehet elemezni. Az itt bemutatott kutatds kezdetei Dr. Gelei Andredval
folytatott vizsgalatainkhoz kapcsolddik, amelyek az ellatasi lanc koordinicidja teriiletén
végeztiink. A probléma visszutas logisztikaval torténd kiterjesztésében nagy szerepet
jatszott az a Deutscher Akademischer Austauschdienst (DAAD) éltal nydjtott 6sztondij
2010 6szén, amelynek keretében Prof. Dr. Knut Richterrel és munkatérsaival folytattunk
kutatdsokat Frankfurt (Oder)-ban. Ennek a kapcsolatnak keretében egy sor tovabbi
dolgozatot is sikeriilt publikdlnunk, amelyeket a hely rovidsége miatt nem all médomban
ismertetni.

12



1. A visszutas logisztika: egy fogalmi keret

1.1. Bevezetés

Papirgytijtés, livegvisszavaltds, akkumuldtorok és hasznalt elemek leaddsa, az egykori
MEH-telepek tevékenysége: mind régrdl ismert fogalmak. A haszndlt gépjarmiivek, az
elektronikai és elektromos berendezések ujrahasznositdsa, tjrafeldolgozdsa, a veszélyes
hulladék kezelése pedig napjaink divatos témdja. A felsorolt tevékenységek szertedgazd
teriiletet Olelnek fel, ezért kezelésiik kiilonb6z6 menedzsmentkérdéseket vet fel. Az
emlitett problémdk megolddsidnak kezelésére 0Osszefoglald elméleti hatteret nyujt a

visszutas logisztika, mely a fejezet témaja.

A gyakorlatban ez nyilvdn nem tekinthetd ujszerli jelenségnek, azonban a kiilfoldi
szakirodalom is csak a 1980-as évek elejétdl foglalkozik a visszutas logisztika elméleti
hatterével. A hazai szakirodalom forrdsai pedig még ennél is sziikdosebbek. Ezt tdmasztja
ala, hogy jelenleg az angol elnevezés — reverse logistics - talan a legismertebb hazankban,
mig tobb magyar megfeleld is hasznalatos, mint példdul a vissziranyu, reverse (Mike
(2002)), illetve inverz logisztika (Rixer (1995)), de ide sorolhatjuk a recycling logisztikat
is (Cselényi et al. (1997)). Ez utébbin beliil tobbek kozott beszélhetiink hulladékkezelési
és ujrafeldolgozasi logisztikar6l. A visszutas logisztikdban felmeriild készletezési
problémdk kezelésére adhaté megolddsok koziil néhdny magyar nyelven is elérhetd
(Richter és Dobos (2003)), Dobos (2004)). Az elkovetkezendd években azonban a hazai
szakirodalomban is remélhetdleg a visszutas logisztika elnevezés fog teret nyerni, hiszen
ez nemcsak a fogyasztdsi és termelési folyamatbodl kivont hasznalt termékek kezelését
tartalmazza, hanem azoknak a fogyasztdsi és termelési folyamatba torténd utdlagos

bevondsdra is alternativat nyujt.

Célom, hogy a kiilfoldi (elsdsorban angolszdsz) szakirodalom feldolgozasaval atfogd
képet nyudjtsak a kutatdsi irdnyr6l magyar nyelven, rendszerezve a gyakorlatban
alkalmazott elméletet. A témaval val6 foglalkozas 1étjogosultsagat a szigorodd hazai és

nemzetkozi szabalyozasok tdmasztja ala.
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A termék életciklusa soran keletkez6 hulladék kezelésével kapcsolatban az Eurépai Unio
és hazank is szdmos 0j torvényt hozott a kozelmultban (az elhaszndlddott jarmiivekrdl
sz616 2000/53/EK irdnyelv, a hazai szabdlyrendszerben a hulladékgazdalkodésrdl szl
2000. évi XLII. torvény, Hulladékka valt gépjarmiivekrél sz6l6 eldterjesztés
KvVM/TIJF/126/2/2004).

A torvényi szabdlyozds hétterében az Eurdpai Uni6 azon kdvetelményrendszere 4ll, mely
nagy figyelmet szentel a kornyezettel kapcsolatos problémak miel6bbi megoldasara. Ez
alatt a kimeriild természeti erdforrdsokat, a tdlzott energia-felhaszndldst, a pazarld

életmdddal jaré mértéktelen hulladék keletkezését értjiik.

Hazinkban a 2000-ben meghozott XLIII. torvény jelenti az alapot a
hulladékgazdalkodassal kapcsolatban jogi szabdlyozasra. . A torvény célja, hogy az dllam
védelmezze az emberi egészséget és a kdrnyezetet, az er6forrdsok pazarl6 felhasznalasat,
valamint csokkentse a kornyezeti terhelést, és tegye mindezt a fenntarthaté fejlédés
tikrében. A torvény hatdlya 4ltaldban a hulladékra és az azokkal kapcsolatos
tevékenységekre terjed ki, de bizonyos teriileteken (édllati hulladék, szennyviz, dsvényi
nyersanyagok) csak annyiban, amennyiben jogszabdly mdsként nem rendelkezik.
Ugyanakkor nem terjed ki a torvény hatdlya a levegObe kibocsatott anyagokra, illetve a
radioaktiv hulladékra. Szamos alapelvet emlit a torvény, melyek eldsegitik a sikeres
megvaldsitast: ilyenek példaul - a teljesség igénye nélkiil - a megelézés, a gyartéi
felelosség, a megosztott felelosség, a legjobb elérhetd technika (BAT), a ,,szennyezd
fizet” elv, a regionalitds vagy a koltséghatékonysdg. Az elébb mar felsorolt alapelvek
tekintetében a torvény kiilon rendelkezik a gyartd, a forgalmazd, a fogyasztd, illetve a
hulladék birtokosanak kotelezettségeirdl. A hulladékkezelés és -hasznositds egyes 1épéseit
és fogalmi magyardzatit is ismerteti a torvény, ezek alapjin meghatirozza a
hulladékgytijtést, illetve begytijtést, a hulladékszéllitast, a hulladék be- és kivitelét, a
hulladékhasznositdst és artalmatlanitast. A torvényben kiilon fejezet taglalja a telepiilési
é€s a veszélyes anyagokkal kapcsolatos kotelezettségeket, majd ezt kovetéen a
hulladékgazdalkodas szervezését, ezen beliil is az Orszagos Hulladékgazdalkodasi Tervet.
Rendkiviil fontosnak tartom a a térvényben is hangstilyozott tirsadalmi nyilvdnossig és

az adatkozlési kotelezettség jelentOségének kiemelését.
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A vallalati szféra szamara a torvényi szabdlyozds betartdsa mellett fontos szempont lehet,
hogy a visszutas logisztika alkalmazdsa hosszi tdvon vald alkalmazisa jelentOs
koltségmegtakaritdst eredményezhet. Ugyanakkor tény, hogy a jogszabdlyi kotelezettség
Onmagdban az lizleti szféra szdmdra nem feltétleniil jelent kényszeritd erdt, hiszen -
megfeleld rovid tava gazdasdgi haszon hidnydban - sok esetben inkdbb a kdnnyebben

megfizethetd birsdgot vilasztjak.

Dolgozatomban eldszor roviden a visszutas logisztika kialakuldsat ismertetem, majd az
egyes szerzok fogalmi meghatirozdsainak fejlédését mutatom be az elmilt évtizedek
soran. Ezt kovetden a tartalmi elemeket rendszerezem oly médon, hogy a ,miért? —
hogyan? — mit? —kik?” kérdésekre kiilon—kiilon keresem a megfeleld valaszt. Végiil az
utolsé fejezetben a visszutas logisztikaban érintett és érdekelt szereplOoket ismertetem,

figyelembe véve a véllalatokat érinté fontosabb menedzsment kérdéseket.

1.2. A visszutas logisztika fogalmanak kialakulasarol

Ahogyan a logisztika kialakuldsdnak is megvoltak a gazdasdgi, torténelmi okai — példaul
habordk -, dgy a visszutas logisztika fejlddését is  raciondlis gazdasigi érvek
magyardzzak. Az 1980-as évek végére az Egyesiilt Allamokban a kereskeddk felismerték
bizonyos termékek visszavételében rejlo lehetéségeket és azokat a piaci térnyerés
eszkozeként kezdték haszndlni. A visszavétel kontrollalasa azonban kicsuszott keziikbol,
mivel nem létezett egységes €s komoly szabdlyozds arra vonatkozodan, hogy mit és milyen
formaban lehet visszaszallitani. Ez oda vezetett, hogy a fogyasztok barmikor és barmit
visszavittek a kereskedOknek, s a visszavétel koltsége végiil olyan méreteket 6ltott, hogy
mind a gyartok, mind a kereskeddk kénytelenek voltak raébredni: ez veszélyezteti
jovedelmezoségiiket és versenyképességiiket. Felismerték, hogy egy jol kidolgozott,
hatékony visszutas logisztikai program jovébeli iizletpolitikdjuknak fontos stratégiai

részét képezheti.

A visszutas logisztika 1étjogosultsagat tehat nem lehet megkérddjelezni, alkalmazasat
azonban neheziti, hogy szerzénként mds és mds definicidval taldlkozhatunk, illetve ahany
cég, annyiféle megoldds €s alkalmazas létezik. A szertedgazé alkalmazhat6sdg miatt
célszerli el6szor meghatdrozni: mit is értiink visszutas logisztika alatt, illetve pontosan

milyen teriiletek tartoznak ennek keretébe.
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1.2.1. Fogalmi elhatarolasok

A visszutas logisztika els6 meghatdrozdsai az 1980-as években keletkeztek. A téma
Ujszerlisége érezteti hatdsit, hiszen viszonylag kevesen foglalkoztak az elméleti
meghatdrozdssal, valamint a meglévl elméleti alapok is kiforratlanok. Az els6 elméleti
munkdk koziil Lambert és Stock (1981) megkozelitését lehet emliteni: a szerzoparos
szerint a hagyomdanyos ellatasi lanccal ellentétes irdnyu folyamatrdl van szo, amit egy
,rossz” irdnyu folyamatnak tekintenek, azaz mintha egyirdnyd utcdban a forgalommal
szemben haladnank. Ez azt jelenti, hogy mig a hagyomdnyos ellatdsi ldncban az
anyagaramlas kizdrélag a beszéllito-termel6-nagykereskedd-kiskeresked6-fogyasztod
lancban zajlik, addig a visszutas logisztika a haszndlt termékek visszafelé aramlasat
ragadja meg azzal a céllal, hogy azokat az ellitdsi linc mentén a fogyasztotol a

beszallitéig kovesse.

Lambert — Stock negativ hangvételi definiciéja utdn Murphy — Poist (1989) mads
szempontbdl kozelit. Szerintiik a visszutas logisztika nem mds, mint az elldtdsi ldncban a
javak fogyaszt6tdl termeldig valé dramldsa. Ugyanezt a meghatdrozdst adja Pohlen —
Farris (1992), akik a marketing elvekbdl indulnak ki. A két szerzOpdros munkéjénak
jelent6ségét abban latom, hogy konkrétan megnevezik az ellatasi lancban fontos szerepet
betoltd végsd felhaszndlot, és egyértelmiivé teszik a folyamat inverzitdsat. A definiciok
hatranya, hogy nem térnek ki az egyes tevékenységekre, mely megneheziti a visszutas

logisztika fogalmi kereteinek pontos behataroldsat.

Az 1990-es években szélesebb korii definiciét ad Stock (1992), melynek alapjat a
hulladékgazdilkodas adja. A logisztika azon szerepét hangsiilyozza, amely magiban
foglalja a recyclingot, a hulladék elhelyezést, a veszélyes anyagok helyettesitését és
artalmatlanitdsat, az er6forras csokkentést, illetve az jrahasznositast. Lathatd, hogy Stock
korabbi munk4jahoz képest ez pontosabb, mégis altalanos definicié, melybdl hianyzik az
egyes tevékenységek kapcsolata az ellatdsi lanccal, illetve a folyamat ellentétes irdnyu

jellegének kiemelése.

Ez utébbi megkozelitéseket foglalja 6ssze Kopicky et al. (1993). Meghatdrozdsiban kitér

a kordbban méir emlitett tevékenységekre, ezek visszirdnyd mozgdsira az elosztdsi

16



lancban - szemben a hagyomdanyos logisztikai folyamatokkal. A Kopicky et al. altal adott
definici6 jszertisége az informdiciddramlds fontos szerepének hangsulyozdsdban rejlik,

mely kétséget kizdréan a hatékony gyakorlati mitkodést szolgald sszekotd elemet jelenti.

Carter és Ellram (1998) a visszutas logisztikdra tobb meghatdrozast is 0sszegyjtott, ezek
koziil a legjelentdsebbet idézem. Legitfogdbb meghatirozdsuk szerint ,,a visszutas
logisztika olyan tevékenység, mellyel a vdllalatok kornyezethatékonyabb politikat
folytathatnak azaltal, hogy a sziikséges anyagokat ujrafelhaszndljak, djrafeldolgozzik,
illetve csokkentik a sziikséges anyag mennyiségét’, értve ezt akdr a termelésben
kozvetleniil résztvevo személyek kozotti viszonyra, akar a teljes ellatasi, fogyasztasi
folyamatra. Carter és Ellram tdj szempontbdl kozelit, hiszen kiinduldsi alapként a
kornyezetvédelem szerepel. A kornyezettudatossag felvallalasa a vallalati életben harom
motivalo tényezore vezethetd vissza: lehet a kormanyzati vagy tarsadalmi nyomds hatésa,
illetve Onkéntesen vdéllalt elkotelezettség. Ez a kovetkezd fejezetekben még

részletesebben kifejtésre keriil.

A kovetkezd definicid jobb érthetdsége kedvéért érdemes egymds mellett definidlni a
logisztikét és annak visszutas megkozelitését. A Council of Logistics Management (Stock
(1998)) a kovetkezOképpen hatdrozza meg a logisztikdt: a logisztika az alapanyagok, a
folyamatban 1€vé készletek, a késztermékek és a kapcsolédé informaciok aramlasanak
eredményes, koltséghatékony tervezése, megvalositdsa és ellendrzése, a kiindul6 ponttdl a

fogyasztasig, a fogyasztéi igényeknek valé megfelelés teljesitésével.

Ezzel szemben a visszutas logisztika Rogers és Tibben-Lembke (1999) megfogalmazasa
szerint: az alapanyagok, a folyamatban 1évo készletek, a késztermékek és a kapcsol6do
informaciok dramldsdnak eredményes, koltséghatékony tervezése, megvaldsitisa és
ellendrzése a fogyasztastdl a kiinduld pontig, érték visszaszerzése, illetve a hulladékrol

valé gondoskodas érdekében.

A Reverse Logistics Executive Council (RLEC) kovetkezd megfogalmazasa (Rogers és
Tibben-Lembke (1999)) taldn a legatfogébb, ez 6sszegzi az eddig elmondottakat. Eszerint
az inverz logisztika nem mas, mint a termékek mozgasa tipikus végsoé felhasznélasi
céljuktdl kiindulva valamely mds irdnyba, értékszerzés vagy hulladékgazdalkodas

céljabol. A visszutas tevékenységbe beletartozik a sériilt termékek, a szezondlis készletek,
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illetve a hulladékok visszavétele; a készletek megujitdsa illetve bovitése miatti visszaru
kezelés; a csomagoldanyagok djrafeldolgozésa, a konténerek tjrahasznositdsa; a termékek
rendbetétele és feldjitdsa; az elavult berendezések megfeleld elhelyezése és az eszkdzok

feltjitasa.

Az utébbiakkal megegyezd definiciét ad 2004-ben (Dekker et al. (2004)) a European
Working Group on Reverse Logistics (REVLOG), azzal az eltéréssel, hogy a
visszagyljtés kiinduldsaként nem a fogyasztast nevezi meg, hanem az lehet a gyartds, az

elosztds, illetve a felhaszndlds barmely pontja.

Az elébbiekben ismertettem a visszutas logisztika elméleti fejlodését az 1980-1990-es
években melybdl lathatéan a fogalmi meghatdrozas nagy valtozdson ment keresztiil. Mig
a legels6 megkozelités csupan helytelen irdnynak tekinti, addig az évek folyamén sorra
jelentek meg az egyre kiforrottabb elméletek, melyek mind a marketing, mind a pénziigyi,
kornyezetvédelmi szempontokat is magukban foglaljik. Igy azt mondhatjuk, hogy az
1990-es évek végére a visszutas logisztika definicidja teljessé valt. Ez a komplex
meghatdrozds tdmasztja ald azt a torekvést, hogy hazdnkban a szdmos elnevezés koziil a
visszutas logisztika elnevezés haszndlata legyen domindld, hiszen ez a fogalom nem egy-
egy sziikebben vett teriiletre koncentrdl, hanem az ellatdsi lancban megtaldlhaté minden

egyes tevékenységre.

1.3. A visszutas logisztikara haté tényezék: Miért ?— Hogyan? — Mit? — Kik?

A definiciék utdn ratérek a visszutas logisztika hétterében 4all6 motivaléd tényezok
bemutatdsira. Az ezzel kapcsolatban felmeriil6 legfontosabb kérdések négy csoportba
sorolhaték: miért, hogyan, mit és kik mozgatjak a visszutas logisztika lancolatat. Erre a
négy kérdésre a legatfogdbb valaszt de Brito és Dekker (2002) tanulméanyéban talaljuk.

1.3.1. Miért?

A miért kérdéscsoporton beliil két teriiletet kiilonboztethetiink meg:
e egyrészt fontos kérdést vet fel, hogy egyes szereplOk miért kiildik vissza, illetve

e masok miért fogadjdk el a hasznalt termékeket?
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Dolgozatom 1.2. fejezetében mar emlitettem a visszutas logisztikat kivalté okokat, azaz a
gazdasagi, torvényi és tirsadalmi tényezoket. Ezek azok, amelyek a ,miért?” kérdés
»fogado” csoportjdba tartoznak. A gazdasigi elOdnyokon beliil a de Brito—Dekker (2002)
szerzOparos megkiilonbozteti a kozvetlen és kdzvetett hasznokat. A kozvetlen elonyoknél
legfontosabb a profitndvelés lehetdsége, amit a kisebb mértékii nyersanyag-felhasznélas,
a hulladék-elhelyezési koltség csokkenése, illetve az ujrafeldolgozds daltal nyerhetd
hozzaadott érték jelenti. A kozvetett elonyok kozé sorolhaté a zold image kialakitdsa,
amivel napjainkban egyre szélesebb rétegeket nyerhet meg egy vallalat. Tapasztalatok
igazoljdk, hogy a kornyezettudatos véllalati miikodés hosszu tdvon is stabil fogyasztdi
kapcsolatokat eredményez. Ezek altal versenyelOnyre tehet szert a vallalat, mely tovabbi
profitszerzésre ad lehetéséget. Ujabb érv a visszutas folyamatok gyakorlati alkalmazésara
a torvényi szabdlyozas szigoroddsa, mely nagymértékben a kornyezet védelmét szolgalja.
A kornyezetvédelmi torvények megalkotdsdban az Egyesiilt Allamok és az Eurépai Uni6
jarnak az élen, s kotelezik a teriiletiikon mukodd vallalatokat a jogszabdlyi feltételek
betartdsara. A harmadikként emlitett tarsadalmi tényez0 alatt - a kornyezettel
Osszefiiggésben — a véllalatok Onkéntes feleldsségvallaldsat értjiikk, ami a szervezeteken

beliil alakul ki, és onnan fejti ki hatdsat.

A ,miért?” kérdés madsik teriiletét a ,kiildok” alkotjdk, azaz azok a szerepldk, akik
kiilonboz6 okok miatt dontenek egy-egy termék visszakiildésér6l. Ugyanigy, ahogyan a
»~fogadokndl”, itt is hdrom csoportot taldlunk: gyart6i, elosztéi és fogyasztoi

visszakiildéseket.
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Nyersanyag, > Szerviz
besz4llité
Alkatrész Modul _ Termék _ / _ /
A Osszeszerelés Osszeszerelés A " Osszeszerelés »| Elosztis »| Fogyasztis
6 5 4 3 1
7,8
& & P . Kozvetlen ujrafelhasznalas
Hulladékkezeles Termék visszanyerés J
7: égetés 5: felfalas 2: javitas 1. kdzvetlen
8: depondlas 6: recycling 3: feljavitas Ujrafelhasznélas

4: feldolgozas

1.1. abra: Integralt ellatasi lanc
Forras: Thierry et. al. (1995)

A gyartési jellegh visszakiildések alatt a gyartds sordn fennmaradé nyersanyag-tSbbletet,

a mindség-ellendrzéskor fennakado hibés termékeket és a melléktermékeket értem.

Az elosztasi visszakiildések csoportjadba alapvetéen az értékesitetlen, eladhatatlan
termékek tartoznak: a készletfelesleg, hibas szallitdsok és termékek, romlott aru, illetve a

csomagolési hulladék.

A fogyasztéi visszakiildések kozé tartozik egyrészt a garancia, a jotéllas, illetve a
szervizszolgéltatds, masrészt az elhaszndlédott (end-of-life), tovdbbi haszndlatra
alkalmatlan, azaz a gazdasagi és fizikai élettartam végén 1évd termék. Tovéabbi elem az

ugynevezett ,,end-of-use” termék, ami alatt olyan terméket értek, mely adott fogyasztonak
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a tovabbiakban nem képvisel értéket, de mas fogyasztd szamara akar valtozatlan
formdban is tovdbb értékesithetd ¢és hasznosithat6. Az utébbi két fogalom
megkiilonboztetése viszonylag nehéz feladat, ezért a konnyebb érthetdség érdekében
célszerll példdkkal aldtdmasztani a két meghatdrozast: el6bbi csoportra példa a roncsautd,
melynek dltaldban csak részei hasznosithatok djra, illetve dolgozhatdk fel, utébbira pedig
az autobérlés lehet példa, amikor a bérleti szerz0dés lejarta utin majdnem valtozatlan

allapotban keriil egy tjabb fogyasztéhoz.

1.3.2. Hogyan?

A ,miért?” kérdés targyaldsa utan attérek arra, hogy hogyan valésithaté meg a visszutas
logisztika. Ehhez Thierry et al. (1995) tanulmanyat hasznaltam fel. Ennek alapjan a
folyamat nyolc 1épésbdl all, ezek sorban a kovetkezok: kozvetlen djrafelhasznélas (direct
reuse), javitas (repair), feljavitds (refurbishing), feldolgozds (remanufacturing), felfalds
(cannibalization), recycling, égetés (incineration) és hulladék-elhelyezés (landfilling). Az

1.1. dbra ezen elemek egymdshoz valé viszonydt mutatja be.

Kozvetlen djrafelhaszndlds: a termék fizikai €s mindségi tulajdonsdgai valtozatlanok

maradnak.

Javitds: a terméken bizonyos dtalakitdsokat végeznek, igy a javitds utdn a terméket mint
ujszertt adhatjak el, vagy haszndlhatjak fel. A javitds torténhet a fogyasztondl, vagy
javitékozpontban. Atalakitdson példaul alkatrészcserét lehet érteni, hiszen csak a sériilt

részt cserélik, vagy javitjak, mas eleme érintetlen marad.

Feljavitds: feljavitisnal kevésbé szigori mindség varhatd el a terméktdl, hiszen a
modulokra vald szétszerelés sordn csupan a kritikus részeket vizsgaljak, javitjak, igy

annak €lettartama novelheto.

Feldolgozads: ennek sordn a megmunkdlt termékkel szemben tdmasztott mindségelvaras
olyan, mint egy Uj terméktdl. A feldolgozds annyival jelent tobbet a feljavitdsndl, hogy a
feldolgozds 4ltaldban munkaigényesebb, mivel nem csak modulokra, hanem
részegységekre is bontjdk a terméket. Majd a vizsgélat sordn egyes elemeket ujjal

cserélnek ki, mig mésokat csak javitanak.
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Felfaldas: szemben az el6z6 fogalmakkal, ekkor a terméknek csak kis részét hasznaljak
Ujra. A visszatérd terméket szigord mindségvizsgilatnak vetik ald az Gjrabeépithetdség
szempontjabol. A visszanyert elemeket ezutdn a javitdsndl, feljavitdsndl és a

feldolgozasndl hasznositjak.

Recycling: a termék ebben az esetben elveszti eredeti funkcidjat, szemben azzal, hogy az
el6zoekben megmarad. A cél a még felhaszndlhaté anyagok visszanyerése. Ha a
visszanyert anyag megfeleld6 mindségli, akkor az eredeti rész gyartdsdhoz is

felhasznalhato.

Egetés és hulladék-elhelyezés: a hulladékgazdalkodds témakorébe tartozé fogalmak.
Mindkét esetben szigori kovetelményeknek kell megfelelni. Az égetésbol gazdasagi

haszon szadrmazhat, az ennek sordn visszanyerhetd és visszaforgathat6 energiabdl.

Az elébb emlitett teriileteket a jobb érthet0ség kedvéért, mintegy Osszefoglaldsként,
érdemes a piramis alakd 1.2. dbraban feltiintetni. Ehhez a mar emlitett de Brito-Dekker

tanulmanyt (2002) hasznéltam fel.

Ujraeladas,
Ujrahasznositas,

Javitas

Feljavitas

Ujragyartds

Recycling

Egetés és deponalds

1.2. abra: A visszutas logisztika teriileteinek hierarchikus kapcsolata

Forras: de Brito — Dekker (2002)

22



A piramis jelentdsége abban rejlik, hogy kapcsolatot teremt a visszutas logisztika egyes
teriiletei és a kornyezetvédelem aktudlis szintje kozott, annak fiiggvényében, hogy a
kiilonbozd logisztikai tevékenységek milyen mértékben tdmogatjdk a kornyezet
megovasit. Természetes, hogy bizonyos anyagok, hulladékok — a visszutas logisztika
termékei - csak a piramis aljan elhelyezkedd tevékenységekkel kezelhetdek, a cél mégis
a piramis minél magasabb szintjének elérése. Felmeriil a kérdés, hogy ha az elérendd cél
az Ujrafelhaszndlds (forrdscsokkentés), miért nem ez a legszélesebb sdv? Ez azzal
magyarazhatd, hogy a kép a jelenlegi valds helyzetet mutatja, az idedlisnak tekinthetd

allapot forditott piramisban lenne dbrdzolhatd.

1.3.3. Mit?

A kovetkezd kérdés a visszutas logisztikdban azzal foglalkozik, hogy mi az, amit
visszakiildenek, illetve ezek milyen tulajdonsdgokkal, jellemzdkkel rendelkeznek. Ebben
a csoportban a termékosszetétellel kell foglalkozni: melyek azok a karosité tényezok,
melyek rontjak a feldolgozds lehetdségét, illetve a fogyasztok milyen médon haszndljdk a

késdbb udjrafeldolgozasra keriild termékeket.

A termékosszetétel sordn fontos kérdéseket vet fel, milyen anyagokbdl all a termék
(heterogén vagy homogén), illetve milyen méretekkel rendelkezik (széllitas, kezelés
miatt). A termék élettartamat befolydsold tényezdk, mint példdul romlanddsdg, az egyes
alkotéelemek eltérd vagy azonos kora és az értékcsokkenés, ami megneheziti az
Ujrahasznositas lehetdségét. Tipikus példa a miszaki cikkek kore, ahol a kifogastalanul

miikodo termékeket kiszoritjak az tjabb és djabb fejlesztések (beépitett eléviilés).

A termék felhasznéldsi mddja, mint a hasznalat helye, intenzitdsa, id6tartama és ennek
kovetkezményeként kialakulé mindség jelentosen befolydsoljdk a késébbi feldolgozast. A
visszagyljtendd termékeket érdemes aszerint megkiilonboztetni, hogy lakossdgi vagy
ipari fogyasztasrol van-e sz6 (szallitdsi, kezelési, mennyiségi okok miatt). Ide sorolhaték

tobbek kozott a potalkatrészek, a csomagolasi eszk6zok, kozjavak is.
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1.3.4. Kik?

A negyedik fontos teriilet a résztvevOk azonositisa a visszutas logisztikdban. Ezzel
kapcsolatban a betdltott szerepiik szerint megkiilonboztetem a hagyomdényos értéklanc,
illetve a visszutas folyamatok szerepldit, valamint mds lehetséges résztvevoket (példaul
ide tartoznak a Kkaritativ szervezetek). Mig egyes érdekeltek a visszutas folyamat
megszervezését végzik, mdsok annak gyakorlati megvaldsitisdval foglalkoznak. A két
ellatasi lanc kozott nagyon fontos az Osszhang megléte, amihez elengedhetetlen a
folyamatos ¢és megbizhaté informdcidédramlds. A sikeres miikddéshez sziikséges
informéaciokat a mar emlitett Thierry et al. (1995) cikk foglalja 6ssze. Ennek alapjan négy
csoportot lehet megkiilonboztetni:

— Informicié a termékosszetételrdl, azaz az eltérd anyagokrdl, kombindldsukrél, a
mindségrol, értékrodl, veszélyességrol és a feldolgozhatdsdgi lehetdségekrdl (elemzések);

— Inform4cid a visszatérd folyamatok nagysdgardl €s bizonytalansagarol:

= Garanciavdllalds — a visszagyljtésre keriilld6 termékek mennyisége ¢és mindsége
bizonytalan, a javitdshoz sziikséges munkalatok is nehezen tervezhetdek.

= [Lejart lizing- és bérleti szerzodések — viszonylag jol becsiilhetdé mind mennyiségben,
mind idében, ugyanakkor a mindség nehezen hatdrozhaté meg eldre.

= Onkéntes visszavdsarldsok — a gyarté anyagi és technikai lehetéségeitdl fiigg , igy ezzel
viszonylag kevesen élnek. Ugyanakkor elénye, hogy olcsé forrast biztosit a javitisokhoz,
gyartashoz; a fogyasztokndl jelentkezd hulladékelhelyezési koltség csokken; illetve
lehetdséget nyujt a gyartoknak, hogy 1) terméket értékesitsenek.

— Informécié az ujrafeldolgozott termékek, alkatrészek, anyagok piacardl: nehéz piacot
taldlni, dontd tényezOként az 1j és a haszndlt termékek kozotti mindségbeli és koltségbeli
kiilonbségeket kell figyelembe venni. A feldolgozast végzd szerepld lehet maga a gyartd
vallalat, az ellatasi lancon beliili és kiils6 szerepld.

— Informéacié a termék visszagyiijtésérol és a hulladékkezelésrol: szamos teriiletet kell
megvizsgdlni: a résztvevo szervezeteket, a felmeriild akadélyokat, a kdrnyezeti hatdsokat,
a visszagyljtésre keriill6 mennyiséget, és sziikséges a koltség-haszon elemzéselvégzése

is.
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1.4. A visszutas logisztika érintettjei

A visszutas logisztika szerepléi mdsfajta szempontbdl is megkozelithethetdk, ehhez az
alapot a Carter-Ellram (1998) cikk adja, mely szerint a visszutas logisztikdra haté kiilsd és

belsd tényezok kiilonithetdk el.
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1.3. abra: A visszutas logisztikai folyamatok kapcsolodasa

Forras: Kohut — Nagy (2004)

Altaldban megkiilonboztetik a szervezeten beliilli és a szervezetek kozott hatd, kiilsd
tényezOket. A belsd tényezOk kozé soroljak magukat a vallalaton beliil érdekelt
személyeket, a kornyezet megdvasdért tett 1épéseket, a sikeresen alkalmazott etikai
sztenderdeket és foként azon egyéneket, akik felelOsséget vallalnak a kornyezetbarat
véllalati filozé6fia kiépitéséért. Szintén kozvetlen hatdst gyakorld kiilsé tényezdk a

fogyasztok, a beszerzok, a versenytdrsak és a korményzati erdk. E négy elemre azonban

25



még hatdssal van a makrokornyezet is, a maga szocidlis, politikai, gazdasagi trendjeivel,

ezaltal kozvetve érinti a visszutas logisztikat.

A felsorolt szektorok hatdsa eltérd, értelmezésiik is tobbféle lehet. A kiilsé tényezdk
koziil, els6 megkozelités szerint a legmeghatiarozobb a kormanyzati szektor befolydsa. Ez
kornyezetvédelmi szempontbdl teljes mértékben elfogadhatd, figyelembe véve, hogy az
Eurépai Unidban is az egyik legtobb kérdést felvetd téma a kornyezettel,
kornyezetvédelemmel kapcsolatos. Itt érdemes ismét megjegyezniink, hogy a torvény
kényszeritd ereje hat a vallalkozdsokra, mig a tényleges versenyképességhez ugyanilyen
sullyal kell figyelembe venni a tobbi szerepl6t is. Ebbol kiindulva helyezhetiink nagyobb
hangsulyt a fogyasztéi oldalra, hiszen a fogyaszt6i igényeknek vald megfelelés nélkiil,
csupan a kormdnyzati el6irasok betartdsaval nem vélhat versenyképessé egyetlen vallalat

sem. A kétféle felfogas kiilonbozd vallalati magatartdst tesz indokoltt4.

A szillitdi, input oldal fontossdgéra utal az a tény, hogy ha biztositott az Gjrafeldolgozésra
keriild anyagok alland6an j6 mindsége, akkor a beszerzdk is készek annak minél nagyobb
mennyiségli megvdasarldsara. A mdar haszndlt termékek visszagyiijtése, szelektéldsa,
szétvilogatdsa éltaldban a szallité kotelezettsége, a kivant mindség biztositdsa érdekében
pedig sziikség van a beszerz0 €s a beszdllitdé kozti magas fokd egyiittmiikodésére,
logisztikai ~ tevékenységilk  Osszehangoldsdra, a mar emlitett  kolcsonos
informacionydjtasra. Mivel a visszakeriild termékek mindsége alapvetden maganak a
szallitonak is kockdzati tényezOt jelent, igy tovdbb kell erdsiteni a beszerzok és

beszallitok kozti integraciot.

A belsé tényezOk koziil elsdrendii szempont az érintett személyek szerepe. A cég
mikodésébol profitalok (pl. részvényesek) hozzdillasa hosszd tdvon befolydsolja a
visszutas logisztika miikodéképességét. Ok ugyan nem kozvetleniil hatdrozzak meg ezen
tevékenységeket, de hosszi tavon lehetetlenné tehetik a cég milkodését. Egyértelmii

tdmogatasuk feltételként szolgalhat a sikeres visszutas folyamatokhoz.

Hasonlé a menedzsment megitélése is, hiszen a fels6 vezetés tdmogatdsa, jovdhagyasa
nélkiil ki sem lehet alakitani a sziikséges rendszert, a hatékony mikodtetés azonban mér a

kozépvezetdk korébe sorolhatd. Esetiikben nélkiilozhetetlen a jé diploméciai és
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kommunikdacios készség, valamint az irdnyitasi képesség. Az 6 feladatuk minden érintett

meggy0Ozése a hatékony visszutas folyamatok sziikségességérol.

A harmadik csoportban mindenképpen figyelembe kell venni magukat az
alkalmazottakat, akiknek a hozzddlldsa nagyban segitheti, de hatraltathatja is az
eredményes végrehajtast. Az 0sztonzd, jutalmazdé rendszerek kiépitése noveli a
hatékonysdgot. Az elébbiekben részletezett kiilsd és belsd tényezOknél fontos megérteni
azok egymdsra hatdsat, egyik a masik nélkiil nem miikodhet. El kell fogadni mind a
szabdlyokbdl eredd, mind a fogyasztdi részrdl észlelt nyomdst. Figyelembe kell venni a

kiils6 €s belso érdekeket is, kiilonben nem valésithaté meg sikeres visszutas logisztika.

Az 1.3. dbra mintegy Osszefoglaldsa, megerdsitése az elobbiekben leirtaknak, mely a
visszutas logisztikai folyamatok 6sszekapcsolodasat dbrazolja, kihangstlyozva a folyamat
zartsagat. Kohut és Nagy (2004) TDK-dolgozatukban ennek az dbrdnak segitségével
igyekeztek felvazolni a papirgyartas folyamatat. Természetesen a papir tulajdonsdgai
miatt egyes lépések kimaradnak, igy példdul a szétszerelés, szerviz, ujrafelhaszndlds.
Ugyanakkor a teljes kép kialakitisa érdekében egészitettiik ki az el6bb felsorolt
tevékenységekkel.

1.5. Osszefoglalis

Ebben a bevezetésben felvazolt kiilonbozo visszutas logisztikai tevékenységek egyiittesen
természetesen egyetlen vallalatnal sem taldlhatéak meg. Ez szamos okra vezethetd vissza:
a rendelkezésre allo technikai feltételek, a termékjellemzok sokszinitisége — Osszetétel,
feldolgozhatdsag, fellelhetoség, ujraértékesithetoség stb. -, a véllalatok eltérd gazdasagi
helyzete mind-mind befolydsoljak a wvallalati dontéseket az alkalmazott visszutas

logisztikai teriilet tekintetében.

A dolgozat atfogd, elméleti jellege miatt nem tértem ki konkrétan arra, hogy az egyes
termékeknél pontosan mit is jelenthet a visszutas logisztika, melyek azok a teriiletek, ahol
az gazdasdgosan megvaldsithatd. A kiilonbozd termékek elddllitdsi folyamatdnak
sokszinlisége tovabbi kiilon-kiilon elemzéseket igényelne arra vonatkozdan, hogy milyen
késztermékbdl mi készithetd ismét, annak konkrétan mely elemeit, alkatrészeit lehet

hatékonyan visszaforgatni a termelésbe. Példdul egy auté esetében minden egyes
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alkatrészt, épitdelemet végigkdvetni a gyart6tdl a fogyasztdig, majd a haszndlat utin a
roncsautd egyes elemeit a begylijto hdl6zaton keresztiil az tjrafeldolgozé iizemig nyomon
kisérni nem egyszerl feladat, és jelenleg nincs is meg az ehhez sziikséges, a terméket
végigkisérd pontos informdacidszolgdltatds. Bizonyos esetekben viszonylag konnyen végig
lehet gondolni, mire is lehet felhaszndlni egy roncsautét, vagy egy csupdn gazdasigilag
leamortizalt gépjarmiivet. Az iivegek, tiikkrok, gumikerekek djrafelhaszndldsa akdr az
autdiparban, akdr més dgazatban ma mar egyre egyszeriibben megoldhatd. Ugyanakkor
sok mas alkatrészt nem egyszeri tjra feldolgozni, illetve nehéz megtaldlni azt az iparagat,
ahol gazdasdgosan visszaforgathat6 a termelésbe. Tipikus példa erre a szamitégép,
melybdl viszonylag kevés alkatrész nyerhetd vissza, és azt is csak koncentraltan, nagy
mennyiségben érdemes feldolgozni. A nehézségek altalaban kikiiszobolhetdek, feltéve,
hogy a kiilonboz6 ipardgak minél inkdbb Osszehangoljak mikodésiiket, és 1étrejon

kozottiik a megbizhaté informaciéaramlas.

A fejezet kiindul6 pontja a kornyezetvédelem volt, melynek két mozgat6jaként a torvényi
szabdlyozist, illetve a vallalati elkotelezettséget neveztem meg. Altalinos érvényii, hogy
a vdllalatok a jogi kényszernek igyekeznek minél inkdbb megfelelni, ugyanakkor a
kornyezetvédelemmel kapcsolatban az Onkéntes felel@sségvillaldst jelentdsen
befolydsoljdk a rendelkezésre all6 pénziigyi forrdsok. Hosszu tdvon elsédleges szempont
a koltségek és az elérhetd haszon egymashoz vald viszonya, optimalizdldsa is. A
kornyezettudatossdg dnmagaban nem feltétleniil jelent vonzerdt, elengedhetetlen az ebbdl

szarmaz0 egzakt gazdasagi haszon kimutathatésaga is.

Attekintésem alapvetd célja, hogy a visszutas logisztika teriiletén bévitse a sziikos hazai
szakirodalmat, valamint a fogalmi keretek tisztazdsdval, az egyes tevékenységek
meghatdrozasaval, a fébb menedzsment kérdések megvalaszolasaval hozzdjaruljon a
sikeres alkalmazéashoz. Tekintettel a téma jelenlegi és egyre fajsilyosabb jelentoségére, ez
a dolgozat kiindulépontként szolgdlhat a visszutas logisztika tovadbbi fejlesztéséhez, és
nyilvdnvaléan szamtalan tovdbbi problémat vet fel. Az itt felvazolt elméleti alapok
hozzasegitenek a konnyebb megértéshez, a gyakorlati alkalmazds azonban tovabbi
kutatdsokat igényel. Az egyik oldalrdl fizikai megvaldsithatésdgi nehézségekkel kell
szembenézniiik a vallalatoknak, mig masik oldalrél ugyanilyen sullyal jelentkeznek a

koltség-haszon szempontok. Nem szabad azonban szem eldl téveszteni, hogy a sikeres
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visszutas logisztika a teljes ellatdsi lanc mentén hozzdjarul a kornyezeti terhelés

csokkentéséhez.
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2. Tételnagysag modellek a visszutas logisztikaban

Visszutas logisztikdn tehdt - amint azt a bevezetésben is vizsgéltam - a logisztika azon
agat értem, amely a termelési/fogyasztasi folyamatbol kivont, de Gjrahaszndlhat6 anyagok
kezelését és ujrafeldolgozasat oleli fel. Ilyen djrafelhasznélds lehet pl. a recycling, vagy
alkatrészek javitdsa. Az udjrafelhaszndldssal kornyezettudatos anyaggazdalkodds és/vagy
logisztika érhetd el. Nemzetgazdasigi szempontbdl ez olyan elényokkel jar, mint a
kornyezeti terhelés csokkentése a termelési folyamatba torténd visszavezetéssel, de ezzel
az Ujrafelhaszndlassal a természeti erdforrdsok kitermelése is csokkenthetd, ami a
kovetkezd nemzedékek rendelkezésére dll6 erdforrdsokat kimélheti a tdlzott

fogyasztastol.

Ez a fejezet harom, a visszutas logisztikdhoz kapcsolddd optimalis tételnagysdg modellt
mutat be. Ennek sordn nem az eredeti, publikdlt dolgozatokban bemutatott modelleket
ismertetem, hanem &ltalanositom azokat, ezzel is megmutatva, hogy mindegyik modell
matematikai struktdrdjat tekintve visszavezethetd a meta-modellre (Dobos-Richter
(2000)). (A meta-modell matematikai tulajdonsagait az érdekl6dd olvaso a fiiggelékben

taldlhatja meg).

Visszutas  logisztikai  (javitasi/gjrafeldolgozési/recycling)  modellt  gazdasagi
sorozatnagysdg modell (EOQ) feltételek mellett eldészor Schrady (1967) vizsgalt.
Cikkében az amerikai haditengerészet nagyértékil alkatrészeinek javitasat és a javitissal
elérhetd koltségcsokkenést analizélta a beszerzéssel szemben. Kiindulépontja az volt,
hogy csak egy beszerzési tétel van. Ebben az esetben az a kérdés, hogy hany darab
beszerzési tétel legyen, és mekkora legyen az ezekhez tartozd javitdsi és beszerzési

tételnagysag.

Nahmias és Rivera (1979) modellje 12 évvel kdvette Schrady modelljét. Ez a modell csak
annyiban kiilonbozik az el6z6tdl, hogy a kijavitott alkatrészek folyamatosan aramlanak a
beépithetd alkatrészek raktdrdba. Ebben az esetben expliciten figyelembe vessziik azt,
hogy a javitasi folyamat id6ben alland6 rataval folyik. A probléma a javitasi folyamat
idéigényének és kapacitdsanak szambavételén til szamol a felmeriil6 hulladékkezeléssel

is. A javitasi tételek szdma egy, de tobb beszerzési tételt is megenged a modell. A
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probléma fontossdgara az is felhivja a figyelmet, hogy ezt a kutatést az Egyesiilt Allamok

Légierd Vezérkari Fonoksége is timogatta.

A harmadik és utolsé bemutatandé modell a Koh, Hwang, Sohn és Ko (2002)
szerzOnégyesé. A szerzOk egy egyszeri modellt vizsgdlnak, amely sok tekintetben
hasonl6 a Schrady (1967) éltal vizsgalttal. Amig az el6z6 két modellben az dj és javitott
termékek csak akkor érkezhetnek be a raktirba, amikor a készletdllomdny mér nulldva
vélt, addig ez a modell azt az esetet tekinti, amikor mindez a hasznélt termékekre igaz. Ez
a készletezési politika a Schrady (1967) 4ltal javasolt és modellezett, de folydiratban nem
publikalt folyamatos pétlas készletezési politikat (continuous supplement) alkalmazza az
elobbi két modell helyettesitési készletezési politikdja (substitution) helyett. A szerzok
nem fejezik ki expliciten a tételnagysagokat - amit a dolgozatban megteszek - hanem két,
egymastol fiiggetlen esetet vizsgalnak: amikor a beszerzési tétel szima egy, €s azt, amikor
a javitasi tétel szdma egy. Egy Uj modellformdt is bemutatok a folyamatos poétlas
stratégidra, amibdl a két eset kovetkezik. Azt az esetet is vizsgalja Koh et al. (2002),
amikor az 4ltaluk djrafeldolgozasi kapacitdsnak nevezett termelési, djrafelhaszndldsi rata

nem haladja meg a keresletet (a dolgozatban ettdl az esettdl eltekintek).

A hdrom ismertetendd modellen kiviil tobbtermékes 4ltaldnositds is létezik a
szakirodalomban, a ezek vizsgédlata azonban nem képezi a dolgozat céljat. Mabini,
Pintelon és Gelders (1998) szerzOharmast6l szdrmazik az 4ltaldnositds, akik Schrady
modelljét tobb termék esetére vizsgiltdk, tokekorlat mellett. Ezen modellek a
sorozatnagysdgokra adtak zart formuldt, de a hulladékkezelést nem épitették be a
modellbe, és az egészértékiiséget, valamint a visszaérkezési ratatol vald fiiggést is

negligaltak.

A harom modell attekintés utan roviden dsszefoglalom a modellek azonos feltételezéseit.

e A készletezési politikdk a modellben ismertek. Ez azt jelenti, hogy a készletezési
ciklusban a készletallomanyok nagysiga idoben ismert.

e A kereslet az 4j és javitott termékek irdnt idében allandé és ismert, vagyis a
kereslet determinisztikus.

e A visszaérkezési hdnyad idében dllandd és ismert. Ez a feltevés analog az

elozovel.
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® A javitasi és rendelési tétel fixkoltsége ismert.

¢ Az gjrafelhasznalhato €s 4j termékek, valamint a javitdsra varé hasznalt termékek
készlettartasi koltségei ismertek.

® Az utanpd6tldsi id6 ismert, tehat a konkrét nagysagétdl eltekinthetiink.

e A készletezési ciklusban sem az Uj termékek, sem a visszaérkezd termékek

raktdrdban hidnyt nem engediink meg.

Az elsé feltételezéssel a készletezési politikat hatdroztuk meg, amelynek valtozéit akarjuk
meghatdrozni. Ezek a véltozok mind a hiarom modellre az 4j és javitand6 termékek
tételnagysagai, valamint az 4j €s javitandé termékek tételszdmai, vagyis arra ad valaszt,
hogy egymads utdn hany tételben kell 1j termékeket beszerezni és javitani. A tovabbi négy
feltételezés megfelel az optimadlis tételnagysdg modelljének feltételezésével a keresletrdl
és a koltségparaméterekrol. A hidnyra tett feltételezés megszokott az optimaélis
tételnagysdg irodalmdban, s nem okozhat kiillondsebb matematikai problémat; a dolgozat
célja azonban a visszutas logisztika alapmodelljeinek vizsgalata, igy a hidny vizsgalatatol

eltekintek.

Ezek utdn bemutatom a modelleket.
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2.1. Egy visszutas logisztikai készletmodell beszerzéssel és javitassal

2.1.1. Bevezetés

A determinisztikus optimdlis tételnagysag modell javithaté termékekkel torténd
kiterjesztését el0szor Schrady végezte el 1967-ben (Schrady (1967)). Ezt a modellt
nevezhetjiik mai szohaszndlattal a visszutas logisztika el6futdranak. A vizsgalt feladat
gyokere gyakorlati indittatisi. Az Amerikai Egyesiilt Allamok Tengerészete Ellatdsi
Parancsnoksdga készletezési problémajat elemezte a szerz0. A tengerészetnél hasznalt
alkatrészek nagy értékliek voltak, de j6 résziik javithatd. Mivel az alkatrészek ujboli
beszerzése nagyon koltséges volt, ezért koltségmegtakaritast érhettek el a megjavithatd
alkatrészek Osszegytijtésével. Ez azt jelenti, hogy a felhaszndldsi helyen tortént dontés
arrdl, hogy mely alkatrészek javithatdak. A 0sszegyijtott és javithat6 alkatrészeket ezutdn
a karbantartési és javitdsi részleghez szallitottdk vissza. A javithaté alkatrészeket igy a
tovéabbi feldolgozasig raktaroztdk. Az Osszegyijtott, de nem javithato alkatrészeket, mint
hulladékot a felhaszndlds helyén kezelték. A kijavitott alkatrészeket a felhasznalhatd

alkatrészek raktaraban taroltak.

A feladat igy készletgazdédlkodasi szempontbdl egy kétraktaras problémaként all eld. A
keresletet, ami az alkatrészek irant nyilvanul meg, két forrasbol lehet kielégiteni, amelyek
teljesen alternativaknak tekinthetdek: vagy beszerzésbol elégitjiikk ki a keresletet, vagy a
hasznélt alkatrészek kijavitdsdval. A hasznalt, de kijavithaté alkatrész fizikai
tulajdonsagét tekintve teljesen olyan mindségii, mint az Gjonnan beszerzett alkatrész. Ezt
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a kijavitott €s beszerzett alkatrészek kozott semmilyen

kiilonbséget nem tudunk tenni, ha az a felhasznaland6 alkatrészek raktardba keriilt.

Schrady a feladatot modellezve két készletezési politikdt javasolt a relevans koltségek,
vagyis a rendelési és készlettartasi koltségek Osszegének minimalizdlasira. Az egyik

£ 00

stratégiat (politikat) a ,,folyamatos potlas™ (continuous supplement) stratégidjanak, mig a

£

madsikat a ,.helyettesités” (substitution) politikdnak nevezte el. Ez utébbi politika esetén
hatdrozta meg a paraméterek ismeretében az optimdlis rendelési és javitasi
tételnagysagokat. A készletezési stratégidra feltételezte, hogy a beszerzend6 alkatrészeket

csak egyetlen rendelési tételbol elégitik ki a rendelési-javitdsi ciklusban (ebben a
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szohasznalatban ciklus alatt rendelési €s javitasi tételek olyan egymdsutanisagat értjiik,

amelyek id6ben ismétlddnek).

A célom az, hogy bemutassam az el6bbiekben roviden vézolt helyettesitési politikat,
valamint feloldjam a Schrady 4ltal tett azon feltételezést, hogy csak egyetlen rendelési
tétel lehetséges. Az dltalinos megoldds arra is rdmutat, hogy a visszaérkezési rita
fliggvényében a bemutatott dltaldnositott modell alacsonyabb koltséget eredményez. Ezen
kiviil médszert mutatok arra, hogy hogyan lehet az egészértékii megoldasokat eldallitani,
a tételnagysdgok szdmdt tekintve. Schrady cikkében elsdsorban a tételnagysdgokat
allitotta eld, és eltekintett attdl, hogy hogyan érhetd el a tételszamok egészértékiisége. Ez
nem pusztan matematikai, hanem koltséggazdalkodasi szempontbdl is fontos lehet. Ehhez
a fiiggelékben bemutatott meta-modellt haszndlom fel. A masik stratégiatol itt eltekintek,

de megjegyzem, hogy azt késébb mas cikkekben felhasznaltak (Koh et al. (2002)).

A modellt a kévetkezd 1épésekben ismertetem. A bevezetést kovetd fejezetben a modell
paramétereit, valamint a készletezési politikdt mutatom be. Itt jegyezem meg, hogy
visszutas logisztikai modelleket csak két dbraval tudunk pontosan megadni. Az egyik dbra
a készletdllomanyokat mutatja az id6 fiiggvényében egy ciklus alatt, mig a masik az
anyagiramlds Osszesitett mennyiségét jeloli. A harmadik részben a készletezés
koltségfiiggvényét allitom eld, majd a véaltozdkat szekvencidlisan kikiiszobolve a
minimélis koltségek meghatirozdsdhoz a fliggvényt a tételszamoktol teszem fiiggévé. Ez
a forma nem mads, mint a bevezet6ben emlitett meta-modell. Az 6todik fejezetben
bemutatom, hogy hogyan lehet Schrady eredeti modelljét a javasolt modellbdl
meghatarozni. Erre a modellformara is meghatdrozom az egészértékii megoldast. Végiil

meghatarozom a modell teljes megoldasat.

2.1.2. Paraméterek és a modell miikodése

A készletezési rendszer két készletezési pontot tartalmaz. A felhasznalé keresletét a
beépithetd alkatrészek raktardbol elégitik ki. A kereslet id6ben alland6 a felhasznalasi
ciklus alatt. A beépithetd alkatrészek raktdrat beszerzésbol és javitasbol toltik fel. Ebben a
raktarban hidnyt nem engediink meg, tehat mindig van rendelkezésre 4ll6, beszerelhetd
alkatrész. Azonos beszerzési és azonos javitdsi tételnagysdgokkal végezzikk a

modellezést. Az alkatrész felhaszndldja idében allandd, konstans rataval juttatja vissza a
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hasznélt, de feldjithato alkatrészeket a hasznalt alkatrészek raktdrdba, ahol azok a
javitdsra véarnak. Javitds utdn az alkatrészeket, mint djakat a beépithetd alkatrészek
raktdrdba kiildik. A modell anyagaramldsat a 2.1.1. dbra mutatja. Definidljuk most a
modell véaltozoit és paramétereit. Az alkalmazott dontési valtozok és paraméterek jelolése
megegyezik a Schrady altal haszndltakkal. Ez nagyban eldsegiti az eredeti dolgozat, és az

itt targyaltak 0sszehasonlitdsat.

2.1.1. abra. Anyagaramlas a modellben

Beszerzés

m-Qp

Beépithetd

dT
Ikatrésze,

Felhasznalo

\/

rd-T

Javitas

A modell dontési vdltozoi:

- Opbeszerzési tételnagysag, nemnegativ,

-m abeszerzési tételek szama, m > 1, egészértékdl,
- Qrjavitasi tételnagysag, nemnegativ,

-n ajavitasi tételek szama, n > I, egészértékd,

- T abeszerzési-javitasi ciklus hossza, nemnegativ.

A modell paraméterei:

-d iddegységre esO keresleti rata,
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- r ujrafelhasznaldsi rata, a d keresleti rata szazalékaban, a hulladékrata /-,
- Ap egy rendelésre esO fix rendelési koltség, PE/rendelés,

- Ag egy javitasi tételre esd fix inditdsi koltség, PE/tételinditas,

- h; a beépithetd alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/ido,

- hy ajavitand¢ alkatrészek készlettartdsi koltsége, PE/darab/id6.

Az aldbbi egyenletek a készletezési pontokba torténd ki- és bedramldst mutatjdk a
beszerzési-javitasi ciklus alatt. Ezekre az egyenletekre majd akkor lesz sziikség, ha a

modell véltozéinak szdmat akarjuk csokkenteni.

m-Q,+n-Q,=d-T

00, =r-d-T (2.1.1)

2.1.2. abra. A beépitheté és javithaté alkatrészek készletszintjei (n =3, m =2)

T
Beépithetd alkatrészek
Op f[---mmmmmmmmmmmmmm oo oRm oo
Or K7 K™
-d
R T
4 Javitandé alkatrészek i i
Or I I
s T
Javitds Beszerzés

A javasolt ,helyettesitési” politikdnak a kovetkezd tulajdonsdgai vannak. A beszerzési és
javitasi tételek utanpoétlasi idejét figyelmen kiviil hagyjuk, mert determinisztikus

modellekben ennek a hatdsat egy iddbeli eltoldssal kikiiszobolhetjiik. Tételezziik fel, hogy
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a beszerzési-javitasi ciklus egy javitasi ciklussal kezdddik. Természetesen beszerzési
ciklussal is kezdhetnénk, de az eldbbi feltételezés megkonnyiti a készlettartds
koltségeinek meghatdrozdsiat a teriiletek kiszdmitdsakor, ugyanis a maximalis
készletszinttd] kezdddik a ciklus a javitandé alkatrészek esetén. A javitandd alkatrészek
készletének szintje a ciklus megkezdddésekor azonnal egy javitdsi tételnagysdggal
csokken. Ez azért van, mert ezt a tételt azonnal javitisba vonjdk be. A javitandd
készletdllomdny mindaddig csokken az allandé javitdsi tételnagysdgok javitdsba torténd
bevonasaval, amig a készletszint nullira nem apad. A készletszintek iddbeli lefolyasat a

2.1.2. abra szemlélteti.

A kovetkezd részben megszerkesztjik a modell készlettartdsi és az altagkoltségek

fiiggvényeit.
2.1.3. A készletezés koltségfiiggvénye

A modell készlettartasi koltségeit a 2.1.2. dbra készletszintjeinek segitségével szamitjuk

ki. A meghatdrozast a 2.1.1. lemma foglalja 6ssze.

2.1.1. Lemma.
Legyen a beépithetd termékek készlettartasi koltségfiiggvénye Hgp és a javitandd

alkatrészek koltségfiiggvénye Hygrr. Ekkor a két koltségfiiggvény a kovetkez6 alakot olti:

h h
H :_lm 2+_1n 2
RFI 2d QP 2d QR

h —
H iy = '2 (nler+nJQ1§

Bizonyitds. Csak a masodik egyenldséget bizonyitjuk a javitand6 alkatrészekre, mert az
elsdt hasonlé médon végezhetjiik el. Osszuk fel a 2.1.3. dbran lathatd teriiletet n-/ darab
A haromszdgre, egy C hdromszogre és n-I darab B;, B, ..., B,.; négyszogre. Ezt azért

tesszilk, mert a készlettartdsi koltséget Ugy értelmezziik, mint a gorbe alatti teriilet

Ok

nagysagat. A javitdsi ciklus hossza R Az A haromszogek teriilete igy %-r-QR e A

I

37



Q

B; négyszogek teriilete egyenld i -(l—r)-QR -7’?—%1. A javitandé alkatrészek maximadlis
készletallomanya n-Qp—(m-1)-r-Q,. A C  hiromszog teriilete
1 n-Q,—n-1)r-

L), Qe O

2 r-d

2.1.3. abra. A javitando alkatrészek készletezési koltségeinek kiszamitasa (m = 3)

Osszegezziik most a meghatdrozott teriileteket:

n—1

h h . h
Hm=(n—1)'ﬁ'r‘Q§+j‘(l—r)-Q§‘;Hz'rz.d'Qﬁ'[n—(n—l)-r]z-

Elemi matematikai 4talakitdsok utdn nyerjiik a masodik, bizonyitani kivant egyenldséget.

2.1.1. példa. Legyen d = 1.000, r = 0,9, h; = 750 $, h, = 100 $. EKkor ezekre az adatokra

a készlettartasi koltség fiiggvénye:

1 11
rer T H ygey :_'m'Qﬁ"'_'n'Q; +—-n’ lee

o 1
10 100 900

A modell fix rendelési és javitdsinditasi koltségeinek dsszege legyen
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F=m-A,+n-A;.

A fix és készlettartdsi koltségek ismeretében meghatdrozhaté egy beszerzési-javitasi

ciklus atlagkoltsége:

F+H,, +H
C(T’QP’QR,n,m): RF} NFRI —

h
m-A,+n-A,+——-m-Q, +

h, ., h, , 1-r 5 -
n-Qi+—2-\n*—+n|
2-d oz 2- ( Ok

2- d r

d
T
A modellt ezek alapjdn a kdovetkezd nemlinedris optimalizalasi feladatra vezettiik vissza:
C(T,Q,,Qy,n,m) — min
m-Qp+n-Q,=d-T,

n-Qp=r-d-T,
T>0,0,>0, 0, >0, n,m pozitiv egészértékl.

(P1)
Hasznaljuk most a probléma leegyszeriisitéséhez a (2.1.1) egyenl6ségeket, ahonnan két
folytonos valtozét kifejezve, azt a célfiiggvénybe helyettesithetjiik. Az egyszerliség
kedvéért a két tételnagysdg mellett donthetiink. Természetesen kifejezhetnénk a
tételszamokat is, de akkor az egészértékiiség vizsgilata lenne nehezebb.

(1-r)-d-T

0, = )
r-d-T

n

QR:

A tételnagysdgok behelyettesitése utdn az aldbbi egyszeribb koltségfiiggvényt kapjuk,
amit C;(.)-gyel jeloliink:

):Mn-ﬁ{m (=rP L +n) > L, -r-(l—r)}, (2.1.2)
m n

C/\T,n,
1( n,m T >
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ahol T > 0, m, n pozitiv egészértékiiek.

2.1.4. A modell valtozéinak meghatarozasa

A (2.1.2) modell valtozéinak meghatdrozadsit szekvencidlisan végezziik el. Eldszor a
ciklusid6t hatdrozzuk meg, majd a fiiggelékben szerepld meta-modell segitségével az
optimalis tételszdmokat szamitjuk ki. A tételszamok meghatarozasat két fazisra bontjuk.
Az elsO fazisban a folytonos tételszdmokat szdmitjuk ki, majd a kovetkezd fazisban a

folytonos megoldas alapjan a diszkrét értékeket.

2.1.4.1. Az optimalis beszerzési-javitasi ciklus idejének hossza

A (2.1.2) fiiggvény konvex a T ciklusidében, ezért az optimalitds sziikséges feltétele

egyben elégséges is. Tehat az optimdlis beszerzési-javitasi ciklusido:

70— 2 m-A, +n-Ag
d

hl'(l_r)z' !

—+(h1+h2)-r2-l+h2 r-(1-r)
m n

Ezt a kifejezést visszahelyettesitve a C;(.) koltségfiiggvénybe az aldbbi C5(.)
koltségfiiggvényt kapjuk:

C, (nm) = 2-d-\/(m-AP+n-AR)-{hI-(1—r)2-%+(hl+h2)-r2-%+h2-r-(l—r)}

Vagy

Cz(n,m):\/2-d-\/A-E+B-£+C-m+D-n+E, (2.1.3)
n m

ahol

40



A=A, -(h+h)-r*, B=A,-h-(I-r), C=A, h,-r-(1-r),
D=A, -hy-r-(1=r), E=A, h-(1=r) +A,-(h +h,)-r’.

A (P1) problémat igy sikeriilt egy pozitiv egészértéki C,(n,m) fiiggvény minimalizilasara
visszavezetni. A (2.1.3) modell egyben nem mas, mint a fiiggelékben szerepld meta-

modell, tehat ezt a modellt annak segitségével lehet elemezni.

2.1.2. példa. Legyen most d = 1.000, r = 0,9, h; = 200 $, hy = 20 $, Ap = 750 $, Ag =
100 $. Ekkor A =133.650, B = 200, C =1350, D =180, E =19.320.

2.1.4.2. A folytonos tételszamok meghatarozasa

Ezek utian folytassuk a (2.1.3) modell tovabbi vizsgdlatit. A minimadlis koltségek

meghatdrozdsdhoz a modell relaxalt véltozatat tekintjiik az alabbi forméaban:

C,(m,n)=~2-d -\/A-ﬂ+3-ﬁ+c-m+D-n+E 5 min
n m

m21, n21.

Ezt a folytonos modellt méra eléggé kiterjedten vizsgalta az irodalom (Dobos-Richter
(2000), Richter (1996a), Richter (1996b), Richter (1997), Richter-Dobos (1999)). A
relaxdcid abban 4ll, hogy a folytonos megoldds kornyezetében vizsgilhat6 az egészértékii
megoldds. A kovetkezd tétel e relaxdlt modell folytonos megoldasit adja az r

Ujrafelhasznalasi rata fiiggvényében.

2.1.1. Tétel.
Az (n(r),m(r)) optimdlis folytonos tételszamokra és a C, (r) koltségfiiggvényre az alabbi

harom intervallum all el az r Gjrafelhaszndldsi rata fiiggvényében

(i) Ay -(h+h)r*=Ag-h-(1=r)+A,-h,-r-(1-r)<0,
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CS(r)zm-{(l—r)-\/AP -h, +\/AR -r-[hl -r+h2]},

(i) 0<A,-(h+h)r*—Ag by -(1=r) +A, by -r-(1=r)<(Ag + A, ) by - r-(1=7),
(n(r).m(r)) = (1.1),
)=N2d (A + Ay + 1) 17+ 1y (=) +hy - (1=7),

(il) Ap-(y+h,)-r*—=Ag-h-(=r) + A, by -r-(1=7)> (A + A, )-hy - r-(1=7),

) =N2ed Ay -y + 1)+ A, (A=) Th (= 1)+ b 1],

A tétel bizonyitdsdval e dolgozat keretein beliil nem foglalkozom, az a felsorolt
irodalmakban megtaldlhat6. Ezt a folytonos megolddst a Karush-Kuhn-Tucker-féle
tétellel is meghatarozhatjuk, jollehet a célfiiggvényben szereplé meta-modell csak kvazi-
konvex fiiggvény, amint azt a fiiggelékben is beldttam. A fiiggelékben szerepld eljarast
inkdbb geometriai megolddsnak nevezhetjiik. Az Wjrafelhaszndldsi rata harom
intervallumanak végpontjai meghatrozhatéak. Igy az r; és r, értékek (r; < r»), amelyekre
vagy a beszerzési, vagy a javitasi tételszim egyenld eggyel, de a masik szigordan
nagyobb, mint egy. A két érték kozott a tételszamok azonosak eggyel, ezért ezen az

intervallumon a megoldas egészértékii.

2.1.3. példa. Alkalmazzuk a 2. példa paramétereit: d = 1,000, r = 0,9, h; = 200 $, h, = 20
8, Ap =750 $, Agr = 100 $. Ezen adatokra r; = 0,2341 és r, = 0,2616, és az optimalis
dontési  valtozok n° = 18,754, m’ = 1, T° = 0,628 év,
Qs =62,828, 0% =30,151, C,(1,18,754)=8.357,4$. Ezzel meghatdroztuk a modell

optimadlis folytonos megolddsat.
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2.1.4.3. Az egészértékii optimalis beszerzési és javitasi tételszamok meghatarozasa

A (2.1.3) modell egészértékli megoldasat 2.1.2. tételben meghatdrozott folytonos
megoldéstdl torténd eltérésként értelmezziik, feltételezve, hogy az optimdlis egészértékii
megoldds a folytonos megoldds kozelében van. Hasznéljuk most a fiiggelékben szerepld

allitast az egészértékli megoldas eldallitasara.
2.1.2. Tétel.

Az optimdlis ciklusid6 és az optimdlis beszerzési és javitdsi tételnagysdgok az

Ujrafelhasznélasi rata fiiggvényében a kovetkezok:

(i) AP'(h1+h2)‘r2_AR'hl'(1—7‘)2+Ap‘h2‘7“(1—1’)<0,

AR'hl'(l_’”)2

1o
(alr).mlr)) = 1’NAP.(hl~r2+h2~r)+2+5 ’

(i) 0<A,-(h+h) r*—=Ay-h-(=r)+A, hy-r-(1-r)<(A, +A,)-h,-r-(1-7r),

(n(r).m(r))= (1. 1),

(i) Ap-( +h,) r*—=Ag b -(=r) +A, by -r-(1=r)> (A, + A,)-hy - r-(1=7),

B A, (b +hy)-r? 11
nlr)mlr)) = ﬂ\/AR U =rf+h,r=r) 4 +§J’ IJ'

Itt al-] fliggvény az argumentumhoz legktzelebb esd egészszamot jeloli. A bizonyitds

egyszer( behelyettesitéssel meghatarozhatd. Ezzel a modell vizsgalatat befejeztiik.
2.1.5. Schrady alapmodellje
Schrady csak azt az esetet vizsgalta, amikor csak egy beszerzési tétel van egy beszerzési-

javitasi ciklusban, vagyis m = [. Az aldbbiakban bevezetésre keriild CS(n)

koltségfiiggvény legyen ekkor
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Cs(n)=C2(1,n)=\/ﬁ-\/A%+(B+D)-n+(C+E).

Az optimdlis folytonos megoldds igy a kdvetkezd.

2.1.2. Lemma.

Schrady modelljének optimdlis megoldasa

ayha A, (h +h,)-r’=Ag-h,-r-(1=r)= A -h -(1-r) >0,

byha A, -(h +hy)-r* = Ag-hy-r-(1=r)= Ap - by -(1=r)' <0,
akkor n° =1 és

C(n°)=2d (A, + A)- |y + 1)) 1 + by - (=7 ) +hy - r-(1=7)].

Bizonyitds. Vizsgiljuk a C(n) koltségfiiggvényt. Ez a fiiggvény konvex n-ben. A

tételszam optimuma igy
o A r AP
n = 1/ =T AT
B+D 1-r \ A,

Ezt az optimumot a célfiiggvénybe helyettesitve kapjuk a lemma a) allitisat. Ha az n°

kisebb, mint egy, akkor a koltségfiiggvény monoton novekvd minden n =/ esetén. Ez a

tény pedig aldtdmasztja a b) feltételt.

1. megjegyzés. Az F(r)= A, -(h1 +h2)-r2 —Ag - h, -r-(l—r)—AR “h, -(1-r)* négyzetes

kifejezés r-ben monoton névekvé nulla és egy kozott. Az F(0)= —Ag - h, érték negativ,

44



mig az F(1)= A, -(hl +h2) kifejezés pozitiv, ezért 1étezik olyan r, Gjrafelhaszndlasi rata,
amelyre F (rz): 0. fgy az optimdlis tételszdm eggyel egyenld, ha re [0, rz], és

hatarozottan nagyobb, mint egy, ha re (r2 ,1].

2. megjegyzés. A megoldas nem feltétleniil egészértékii az r e (r2 ,l] intervallumon. Ha »n’

egész érték, akkor a feladatot megoldottuk. Ha az n” érték nem lenne egész, akkor az

optimdlis n' egész megoldést az alabbi kifejezésbél olvashatjuk ki:
n' =arg mjn{CS (n]),c*(n]+ 1)}

Ez azt jelenti, hogy az optimdlis egészértékli tételszam a folytonos megolddshoz

legk6zelebb esd két egész szam koziil az lesz, amelyik a kisebb célfiiggvény értéket adja.

A kovetkez6 tételben dsszefoglaljuk az alapmodell teljes folytonos megoldésat, eltekintve

az egészértékiiségtol.

2.1.3. Tétel.
Schrady alapmodelljében az optimélis beszerzési-javitasi ciklusido és tételnagysagok az r

Ujrafelhasznélasi rata fiiggvényében

2. 5 Ap + A re[O,rz]
h, -(l—r) +(hl +h2)-r2 +h, -r-(l—r)

T°(r)=

2 A, ’
—- relr,l
d \/hl‘(l—r)z%—hz-r-(l—r) (2 ]

—r)2+(h1+h2)-r2+h2 -r-(l—r)

pr)= \/2-d~AP-(1—r) I”E(rz’l]’

h, -(1—r)+h2‘r

2-d-(A, +A)-(1-r)
(r)_ \/hl (1 re[O,rz]
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2'd'(AP"'AR)""2
Q;(r): \/hl (l_r)2+(h1+h2)'7”2+h2'r-(l—r) re[o’rz]

2:d-A, re (1]
h, +h,

Bizonyitds. Ha r e [0, T, ] , azaz az optimdlis javitdsi tételszdm nagyobb, mint egy, akkor a
behelyettesités utan kiszdmithaté az optimdlis ciklusidd és a tételnagysdgok. A masik eset

kiszamitasdhoz haszndljuk a kdvetkezd Osszefiiggést

? A
Tﬂ(n”):\/z.”_. R
d r \h+h,

Behelyettesitve ezt a kifejezést az optimdlis tételszdmok és ciklusidé egyenleteibe,

megkapjuk a tételben 4llitott, bizonyitani kivant kifejezést.

Schrady dolgozatdban nem vizsgilta azokat az eseteket, amikor mind a javitdsi, mind a
beszerzési tételszamok éppen megegyeznek eggyel, vagyis a feladat megolddsa
egészértékll. A targyalt Osszefiiggésekkel megmutathat, hogy a Schrady altal javasolt
megoldas csak olyan ujrafelhaszndlési ratdkra teljesiil, melyekre re (r2 ,l]. Az ebben a
dolgozatban javasolt médszer ugyanazon folytonos tételnagysdgokat szolgdltatja, mint
amit Schrady kapott. Az optimdlis ciklusidd €s javitdsi és beszerzési tételnagysdgok

egyszerl helyettesitéssel és elemi szdmitasokkal hatdrozhaték meg.

2.1.3. példa. Alkalmazzuk a 2.1.2. példa paramétereit: d = 1.000, r = 0,9, h; = 200 $, h,
=20 8, Ap = 750 3, Ag = 100 $. Ezekre az adatokra az optimdlis atvaltasi pont r, =
0,2316, és az optimélis dontési véltozok n° = 18,754, m° = 1, T° = 0,628 év,
0% = 62,828, 02 =30,151, C° =8.357,4 $.

2.1.6. Numerikus példak
Ebben a fejezetben néhiany példat mutatunk be. El6szor az egészértékii megoldast
mutatjuk be. Legyen most d = 1.000, r = 0,35, h; = 200 $, h, = 20 $, Ap = 750 8, Ag =

100 $. Ekkor a szintvonalakat a 2.1.4. dbra szemlélteti.
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2.1.4. abra. Példa olyan esetre, amikor az optimalis megoldas a halmaz belsejében

van

(2,3)

(1,2)

(1,1)

Ekkor az optimélis megoldast az (m°,n’) = (2,3) adja. A két vonalon 1év6 megoldas,
vagyis az (mn) = (1,1) és (mn) = (2,1) kisebb célfiiggvényértéket ad, ami Cx(3,2) =
13.543,7, valamint C,(1,2) = 13.598,6 < Cy(1,1) = 13.656,1 $. A példan lathatd, hogy
ebben az esetben a beszerzési tételek szdma nagyobb, mint egy, vagyis alacsonyabb
visszatérési ratandl kotséghatékonyabb tobbszor beszerezni. A tobbi dontési valtozét

visszahelyettesitéssel meghatdrozhatjuk.

2.1.7. Osszefoglalas

Ebben a részben a Schrady-féle javitdsi modell dltaldnositidsit adtam meg. Ez a modell
tekinthetd a visszutas logisztikai készletmodellek kiindulépontjdnak. Megadtam az
altaldnositott modell egészértékli megolddsait, és példat mutattam olyan esetre, amikor az
egészértékli megoldds beszerzési és javitdsi tételszdmai egynél nagyobbak. Amint a
fiiggelékben is bemutattam, a tételszdmok halmazanak belsejébe esé megolddsok csak

maximum 2 sz4zalékkal térnek el a hatdirmegolddsoktol.
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Az alapmodell kiterjesztése arra is ravilagit, hogy alacsony visszatérési rataju termékek

esetén érdemes tobb beszerzési tételt inditani, és csak egyetlen javitasi tételt.
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2.2. Modell beszerzéssel és véges javitasi hanyaddal: helyettesités

stratégia

2.2.1. Bevezetés

Nahmias és Rivera (1979) modellje egy természetes &ltaldnositdsa Schrady (1967)
modelljének. Ez a modell figyelembe veszi azt, hogy a javitdsi folyamat idében lefolyd

tevékenység, amely a rendelkezésre 4ll6 kapacitastol fiigg.

A modellt és megolddsat a kovetkezd 1épésekben ismeretetjilk. El0szor a javitasi-
beszerzési rendszer mitkodését mutatjuk be. Ezek utdn a probléma koltségfiiggvényét
szerkesztjiik meg, majd a modell valtozdit szekvencidlisan kizdrva meghatirozzuk az

optimalis megoldast nyujt6é dontési valtozokat.

Az altalam bemutatott modell a Nahmias és Rivera alkotta modell egyfajta 4ltaldnositasa.
Az 1979-ben publikalt modellben a szerzok csak egyetlen beszerzési tétellel szamoltak. A
most tdrgyaland6 modell megengedi azt a lehetdséget is, hogy tobb ilyen tételnagysig
kovethesse egymdst. Amint latni fogjuk, ez attdl fiigg, hogy mekkora a visszadramlasi

hanyad.

2.2.2. Paraméterek és a modell miikodése

Ez a készletezési rendszer is két készletezési pontot tartalmaz. A Kkeresletet a
késztermékek raktirabol elégitik ki. A kereslet idoben allandé a ciklus alatt. Az
alkatrészek raktarat beszerzésbol és javitasbdl toltik fel. A visszatérési rata konstans. A
javito-karbantarté egység kapacitdsa - ellentétben Schrady modelljével - nem végtelen,
hanem korlatos. Feltételezziik, hogy a javitasi rata nagyobb, mint a keresleti rata. Javitas
utdn az alkatrészeket, mint djakat a beépithetd alkatrészek raktdrdba kiildik. A modellben
eltekintiink az utanp6tlasi id6ktél mind a beszerzés, mind a javitds esetén, ugyanis azok
hossza a dontési valtozokat nem befolydsolja. A modell anyagaramldsat a 2.2.1. dbra

mutatja. Definidljuk most a modell véltoz6it és paramétereit. Az alkalmazott dontési
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véltozok €s paraméterek jelolése megegyezik a Schrady altal hasznéltakkal. Ez nagyban

eldsegiti az eredeti dolgozat és az itt tArgyaltak Osszehasonlitdsat.

A modell dontési vdltozoi:

- Opbeszerzési tételnagysdg, nemnegativ,

-m abeszerzési tételek szama, m > I, egészértékdl,
- Qrjavitasi tételnagysig, nemnegativ,

-n ajavitasi tételek szdma, n = 1, egészértékl,

- T abeszerzési-javitasi ciklus hossza, nemnegativ.

2.2.1. abra. Anyagaramlas a modellben

Beszerzés

m-Qp N\ Beépithetd
alkatrésze

dT
Felhasznalo

dT

Javitas

Hulladékkezelés

A modell paraméterei:

-d 1iddegységre eso keresleti rata,
- r ujrafelhaszndldsi rata, a d keresleti rata szazalékaban, a hulladékrata /-r,
- A idGegységre esé javitdsi rata, A > d,

- Ap egy rendelésre esO fix rendelési koltség, PE/rendelés,
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- Ag egy javitasi tételre eso fix inditdsi koltség, PE/tételinditas,
- h; a beépithetd alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/ido,
- h, a beépithetd alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/idé.

Az aldbbi egyenletek a készletezési pontokba torténd ki- és bedramldst mutatjdk a
beszerzési-javitasi ciklus alatt. Ezekre az egyenletekre majd akkor lesz sziikségiink, ha a

modell véltozéinak szdmat akarjuk csokkenteni.

m-Qp,+n-Q,=d-T

< e (2.2.1)
n-Qp,=r-d-T
Ez a feladat mar tartalmazza a hulladékkezelést, de az itt nem dontési valtozo. Az
anyagiramlasi folyamatot és a készletdllomany idébeli lefutasat a 2.2.1. és 2.2.2. dbra

szemlélteti.

A készletszinteknél meg kell jegyezniink, hogy az itt bemutatott készletezési stratégia
nem mds, mint a Schrady &ltal bemutatott helyettesitési stratégia. Amint a 2.2.2. dbran is
lathatjuk, a beszerzési-javitasi ciklust a javitdssal kezdjiik, majd a javitasi tételnagysdgok

végrehajtdsa utdn kovetkeznek a beszerzési tételnagysdgok. A javitdsok sordn elért
maximdlis készletszintet, vagyis O, 1—; -t konnyen meghatdrozhatjuk, de a

matematikai készletgazdalkodasbdl jol ismert monografidkbol is hasonlé eredményeket
kaphatunk. A javitandé alkatrészek készletszintjénél a kivétel esetén idéegységenként A
egységet haszndlunk fel, de rd egységnyi javitand6 termék keriil a raktarba, igy alakulnak

ki a készletszintek.
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2.2.2. abra. Készletszintek Nahmias és Rivera modelljében (n =3, m = 2)

A
Beépitheto alkatrészek
Op |[F-----cmmmmr g
-d
QR (1 - %j
A-d
R T
4 Javitand6 alkatrészek i i
| L rd |
S —
Javitas Beszerzés

2.2.3. A készletezés koltségfiiggvénye

A modell készlettartasi koltségeit a 2.2.2. dbra készletszintjeinek segitségével szamitjuk

ki. A meghatdrozdst a 2.2.1. lemma foglalja 6ssze.

2.2.1. Lemma.
Legyen a beépithetd termékek készlettartdsi koltségfiiggvénye A; és a javitandd

alkatrészek koltségfiiggvénye A,. Ekkor a két koltségfiiggvény a kovetkezd alakot olti:

h h

2-d 2-d A

52



Bizonyitds. Csak a masodik egyenldséget bizonyitjuk a javitand6 alkatrészekre, mert az
els6t hasonlé médon végezhetjiik el. Osszuk fel a 2.2.3. dbréan lathato teriiletet n darab A
haromszogre, n-1 darab B haromszogre, egy D haromszogre és n-1 darab Cy, Co, ..., C,.g

négyszogre. Ezt azért tessziik, mert a készlettartdsi koltséget dgy értelmezziik, mint a

gorbe alatti teriilet nagysdgdt. A javitdsi ciklusban a javitids idOtartama %. Az A

) ) ) r-d) ) 1 0; r-d
hdromszogek magassiga Q, - 1—7 , 1gy a teriilete 5 1—7 . A B

haromszogek alapja %-(l—%}, mig magassidga r-Q, -(l—%} , igy teriilete egyenld

Ox
2-d

2
‘r‘(l—%j -vel. A D hiaromszog teriilete ﬁ-(QR +m-Q, ). A G négyszogek

2
teriilete egyenld i-(1—r)- 7" -vel.

Osszegezziik most a meghatdrozott teriileteket:

Elemi matematikai 4talakitdsok utdn nyerjiik a masodik, bizonyitani egyenldséget.

2.2.3. abra. A javitando alkatrészek készletezési koltségeinek kiszamitasa (m = 3)

A

v
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2.2.4. Az optimalis beszerzési-javitasi ciklus idejének hossza

A modell fix rendelési és javitasinditasi koltségeinek osszege legyen

F=m-A,+n-A;.

A fix és készlettartidsi koltségek ismeretében meghatarozhaté egy beszerzési-javitasi

ciklus atlagkoltsége:

F+A+A
CT.0p. Qo) = ———==
h h d h 1 .
m-A,+n-Ag+——m-Qo+——n-Qr-|1-= |+—2-0:-<n*-| —=1|+n
) P TS 0 > d QR( /J z‘dQR{ (r j }

A modellt ezek alapjan Gjra a kovetkezd nemlinedris optimalizalési feladatra vezethetjiik

vissza:

C(T,0,,0,,n,m)— min

m-Q,+n-Q,=d-T, (P2)
n-Qp=r-d-T,
T>0,0,>0, 0, >0, n,m pozitiv egészértékil.

Haszndljuk most a probléma leegyszertsitéséhez az (2.2.1) egyenldségeket, ahonnan két
folytonos véltozot kifejezve, azt a célfiiggvénybe helyettesithetjiik. Az egyszerliség
kedvéért a két tételnagysag mellett donthetiink.

0, - (1-r)-d-T

m
r-d-T

n

Or =
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A tételnagysagok behelyettesitése utdn az alabbi egyszeriibb koltségfiiggvényt kapjuk,
amit C,(.)-gyel jeloliink:

A, +n-A —r) 2
CTmm)= At A d oy (=) gy ) i)

T 2 n A
Most szekvencidlisan kikiiszoboljiik a ciklusid6t. Ez a fliiggvény konvex a ciklusidében,
ezért az optimalitds sziikséges feltétele egyben elégséges is. Tehat az optimdlis

beszerzési-javitasi ciklusidd:

7o = 2 m-A, +n-A;
d

b= 1)’ .;+(hl+h2).r2.(l_j}i+hz (=)

Ezt a kifejezést visszahelyettesitve a C;(.) koltségfiiggvénybe az aldbbi Cs(.)

koltségfiiggvényt kapjuk:

m

Cz(n,m):\/ﬁ-\/(m‘AP+n-AR){hI -M+(hl+h2)-%-(1—%j+h2-r-(l—r)}

vagy
C,(nm)=v2-d .\/A(r).%+3(r).%+ () m+D(r)-n+ E(), 222)
ahol

A(r):AP-(hl+h2)-(l—%j-r2, BU)= A, -(=rf. C(r)=A, -hy-(=r)r.

D(r)=A, -h,-(1—-7)-r E(r)=A, h -(1-r) +A, -(h1+h2)(1_%)r2
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A (P2) problémat igy sikeriilt egy pozitiv egészeken értelmezett C,(n,m) fliggvény
minimalizdldsdra visszavezetni. A (2.2.2) modell egyben nem mds, mint a fiiggelékben

szerepl® meta-modell, tehét ezt a modellt annak segitségével lehet elemezni.
2.2.5. Nahmias és Rivera alapmodellje
A szerzOk csak azt az esetet vizsgdltdk, amikor csak egy beszerzési tétel van egy

beszerzési-javitasi ciklusban, vagyis m = I. Az alabbiakban bevezetésre keriils C"X(n)

koltségfiiggvény legyen ekkor

CNR(n): Cz(l,n): \/ﬁ-\/A(r)‘%+(B(r)+ D(r))-n+(C(r)+ E(r)) .

Az optimadlis folytonos megoldas igy a kovetkezo.

2.2.2. Lemma.

Nahmias és Rivera modelljének optimalis folytonos megoldasa

a)ha A, -(hl+h2)-(l—%j-r2—AR-hl (1-r) - A, -hz-(l—%j-(l—r)-r>0,

(h1+h2)' l_g
) r A, A .
akkor n :1—‘ A_ P és
IR R (3 +h2-r-(1 j
1-r

, -

A

CNR(na):m_[(l_r),\/AP.(hl+h2.é.(]—%JJ+r-\/AR-(hl+h2)'(1—%j],

b) ha AP-(hl+h2)-(1—%j-r2—AR by -(1-7) - A, -hz-(l—%j-(l—r)-rﬁo,

akkor n” =1 és

cw(no>=m'J<AP+AR>-{<hI+hz>“'(l—%)”l‘“"’)2*’%""l‘r)'(l‘%ﬂ
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Bizonyitds. Vizsgiljuk a C(n) koltségfiiggvényt. Ez a fiiggvény konvex n-ben. A

tételszdm optimuma igy

1-r

" B(rﬂrl))(r)zlir'\/%' hl+h2.r-(1fd)

Ezt az optimumot a célfiiggvénybe helyettesitve kapjuk a lemma a) éllitdsat. Ha az n°
kisebb, mint egy, akkor a koltségfiiggvény monoton ndovekvé minden n >/ esetén. Ez a
tény pedig aldtdmasztja a b) feltételt.

1. megjegyzés.

d 2 2 d

Az F(r)=A, -(h +h,) I_Z P =Aph (I=r) = A, -h, - I_E (=r)-r
négyzetes kifejezés r-ben monoton névekvé nulla és egy kozott. Az F(0)= —Ag - h, érték
negativ, mig az F (1):AP -(hl +h2)- 1—; kifejezés pozitiv, ezért l1étezik olyan r;

Ujrafelhasznélési rata, amelyre F (r2 )=0. gy az optimlis tételszdm eggyel egyenld, ha

re [0, rz], és hatdrozottan nagyobb, mint egy, ha r € (r2 ,l].

2. megjegyzés. A megoldds nem feltétleniil egész az re (r2 ,1] intervallumon. Ha n” egész
érték, akkor a feladatot megoldottuk. Tegyiik fel, hogy n° nem egész, €s jeldlje n = |_n"J
azt a maximdlis egészet, amely nem nagyobb, mint n’, és n= |_n"J+1 azt a minimalis

egészet, amely nem kisebb, mint n°. Ekkor az optimdlis egész megolddst az aldbbi
kifejezésbdl olvashatjuk ki:

n' =arg min{CNR (n), C™ (ﬁ)}

A kovetkez6 tételben Osszefoglaljuk az alapmodell teljes folytonos megoldésat, eltekintve

az egészertékiiségtol.
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2.2.1. Tétel.
Nahmias és Rivera alapmodelljében az optimalis beszerzési-javitasi ciklusidd és

tételnagysdgok az r Gjrafelhaszndlasi rata fliggvényében

2. A + Ay reo.n,]
d hl-(1—r)2+(h1+h2)-r2-(1—jj+h2-r-(l—r)-(l—jj
T°(r)= 3 i . 1],
d hl-(1—r)2+h2-r-(1—r)-(l—jj ;
2-d-(A, +Ap)-(1=r) refor]
hl-(1—r)2+(h1+h2)-r2-(1—jj+h2-r-(l—r)-(l—jj
Q5 (r)= T d AT . 1],
hl-(l—r)+h2-r(l—j) ;
2-d-(A, + Ay ) 1’ refor,
hl-(1—r)2+(h1+h2)-r2-(1—jj+h2-r-(l—r)-(l—jj o]
- _2dA e (]
hl+h2-(1—jJ }

Bizonyitds. Ha re [O, r2] esetén az optimdlis javitdsi tételszam éppen egy, akkor a
behelyettesités utan kiszdmithat6 az optimaélis ciklusidd és a tételnagysdgok. A maésik eset

kiszamitasdhoz haszndljuk a kovetkezd Osszefiiggést
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Behelyettesitve ezt a kifejezést az optimalis tételszimok és ciklusidé egyenleteibe,

megkapjuk a tételben 4llitott, bizonyitani kivant kifejezést.

Nahmias és Rivera dolgozatidban nem vizsgélta azokat az eseteket, amikor mind a javitasi,
mind a beszerzési tételszdmok éppen megegyeznek eggyel, vagyis a feladat megoldasa
egészértékll. A targyalt osszefliggésekkel megmutathatd, hogy a Nahmias és Rivera altal
javasolt megoldds csak olyan tujrafelhaszndldsi ratdkra teljesiil, melyekre re (r2 ,1]. Az
ebben a dolgozatban javasolt médszer ugyanazon folytonos tételnagysagokat szolgaltatja,
mint amit Nahmias és Rivera kapott. Az optimdlis ciklusidd és javitdsi és beszerzési

tételnagysagok egyszeri helyettesitéssel és elemi szamitasokkal hatdrozhatok meg.
2.2.6. A folytonos optimalis beszerzési és javitasi tételszamok meghatarozasa
Nahmias és Rivera modelljének vizsgdlata utdn térjlink vissza a (2.2.2) modell tovéabbi

vizsgélatdhoz. A minimdlis koltségek meghatarozasdhoz a modell relaxdlt véltozatat

tekintjiik az alabbi forméban:

C,(m,n)=+2-d -\/A-ﬂ+B-ﬁ+c.m+D.n+E 5 min
n m

m21, n2>1.
A fenti modell — amint a Schrady-modell esetén is — megegyezik a meta-modellel.

2.2.2. Tétel.
Az (n(r),m(r)) optimdlis folytonos tételszamokra és a C, (r) koltségfiiggvényre az alibbi

harom intervallum all el6 az r Gjrafelhasznaldsi rata fiiggvényében

i) A, -(hl+h2).(1—%j.r2—AR b -(=7) + A, -hz.(l—%j.r.(l—rko,
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(ii)
d) ) d
OSAP-(h1+h2)-(1—/J-r —Ag by -(1-7) +A,,-h2~(1 Aj (1-r)<(A,+A,) hy-r-(1-7)

’

(n(r).m(r)) = (1,1),

Q(r)zx/ﬁ-\/(AP+AR)-{(hl+h2)-(1—%j-r2+hl (1=r) +n, -(1—%)-;»-(14)},

(iii)
d

AP-(hl+h2)~(1—%)-r2—AR-hl-(l—r)2+AP~h2-(l—zj-r-(l—r)>(AR+AP)-h2-r-(1—r)

C,(r)=+2-d- {r JAg (b, +h,) \/A,,-(1—%)-(1—r).[hl-(1—r)+h2.r]}.

A tétel bizonyitdsaval nem foglalkozunk, az a felsorolt irodalmakban megtaldlhatd. Az
tjrafelhaszndlsi rata hdrom intervalluménak végpontjai meghatdrozhatéak. Igy az r; és r,
értékek (r; < r), amelyekre vagy a beszerzési, vagy a javitdsi tételszaim egyenlo eggyel,
de a masik szigordan nagyobb, mint egy. A két érték kozott a tételszamok azonosak

eggyel, ezért ezen az intervallumon a megoldas egészértéki.

A modell fennmarad6 dontési valtozodira az optimélis megoldast a kovetkezo tétel foglalja

ossze.
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2.2.3. Tétel.
Az optimdlis ciklusidd0 és az optimdlis beszerzési és javitdsi tételnagysdgok az

Ujrafelhasznélési rata fiiggvényében a kovetkezok:

(1) re [O,rl)

2 A,
T“‘\/;\/m’
:,r.dJA_T,

hl

(i) re[r,n]

() = J’ A, + A,
h, - l—r +rJ+h2 r

Qp(r)zm\/ (AP +AR)'(1_I’)2

h, -l(l—r)2+r2J+h2-r ’

Qp(r)=\/ﬁ\/ (A +4,) r*

h, -l(l—r)2+r2J+h2-r '

(iii) re (r,1]

= \f\/ +h2 r =)’
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0,1)=ra [ )

h-(l=r)+h, -1’

A bizonyitds egyszerii behelyettesitéssel meghatdrozhatd. Ezzel megadtuk a modell

folytonos megoldasat.

2.2.7. Az egészértékii megoldas

Az egészértékli megolddsndl tdmaszkodunk a Schrady modellnél leirtakra, mert amint
lattuk, csak egy szorzéban van kiilonbség a modellek kozott. Haszndljuk most djra a

fiiggelékben szerepld éllitast az egészértékli megoldas eldallitaséra.

2.2.4. Tétel. Az optimdlis ciklusidé és az optimalis beszerzési és javitasi tételnagysagok

az Ujrafelhasznalasi rata fiiggvényében a kovetkezok:

i) A, -(h1+h2)~(1—%j~r2—AR b -(1=r) + A, -h2~(1—%j~r~(l—r)<0,

(ii)

IN

0<A,-(h +h2)(1—‘/g-r2 —Ay-h-(1=r) +A, - h, .(1_;’j.r.(1_r) (Ag+A) -y - r-(1-7)

B

(n(r).m(r))= (1. 1),
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(iii)

AP-(hl+h2)-(l—%j-r2—AR b -(L=r)’ + A4, -hz.(l—%j.r.(l—rb(AR +A,)hy-r-(1=7)

_ Af>'(hl"'h2)'r2 +l+l
(n(),m(r)) = w Al (=rf+hr(1-r) 4 ZJ’ 1}'

Itt al.] fliggvény az argumentumhoz legkdzelebb es6é egészszdmot jeloli. A bizonyitas

egyszerl behelyettesitéssel meghatarozhatd. Ezzel a modell vizsgalatat befejeztiik.

2.2.8. Osszefoglalas

Nahmias és Rivera modellje teljesen analég mdédon kezelhetd, mint a Schrady-féle
modell, ezért ugyanazok az 6sszegzd kijelentések hangozhatnak el ebben az esetben is.
Ennél a modellnél eltekinettiink szdmpélddk prezentdldsatol, mert azok hasonldak az

elobbihez.

Nahmias és Rivera (1979) dolgozatukban néhany érdekes dltalanositasi lehetdségre hivjak
fel az olvasé figyelmét. Ilyen a raktarkorlatok figyelembe vétele, amit a mai napig nem
modelleztek még. A kovetkezd bemutatandé modelleknél a visszatérési rata dontési
valtozoként vald kezelése és linedris koltségek bevezetésének felvetése is tdliik

szarmazik.
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2.3. Modell beszerzéssel és véges ujrafeldolgozasi rataval: folyamatos

kiegészités stratégia

2.3.1. Bevezetés

A szerzok (Koh, Hwang, Sohn és Ko (2002)) egy egyszerti modellt vizsgalnak. A modell
hasonl6 a Nahmias és Rivera éltal vizsgilthoz, de ebben az esetben egy madsik
készletezési politikaval dllunk szemben. Ez a készletezési politika a Schrady 4ltal javasolt
és modellezett helyettesités (substitution) politika helyett a folyamatos pétlds (continuous
supplement) politikat alkalmazza. A szerzok nem fejezik ki expliciten a tételnagysagokat,
amit itt mi megtesziink. A dolgozat egy 1j modellformat is tartalmaz a folyamatos p6tlas
stratégidra: azt az esetet is vizsgdljdk, amikor az dltaluk djrafeldolgozési kapacitdsnak
nevezett termelési, Ujrafelhaszndlasi rata nem haladja meg a keresletet. E részfejezetben

ettdl az esettdl eltekintek.

2.3.2. Paraméterek és a modell miikodése

A modell abban kiilonbozik a Nahmias és Rivera (1979) éltal javasolt helyettesitési
mechanizmushoz képest, hogy a folytonos helyettesités készletezési politikat alkalmazza.
A modell anyagidramlasat a 2.3.1. dbra mutatja. Definidljuk most a modell valtozoéit és

paramétereit.

A modell dontési vdltozoi:

- Qpbeszerzési tételnagysag, nemnegativ,

- m abeszerzési tételek szdma, m = I, egészérték,

- Qrtjrafelhasznalasi tételnagysag, nemnegativ,

-n az Gjrafelhasznélési tételek szama, n > 1, egészértékil,

- T abeszerzési-javitasi ciklus hossza, nemnegativ.
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A modell paraméterei:

-d iddegységre esO keresleti réta,

- r iddegységre esO djrafelhasznaldsi rata, d > r,
- p idlegységre esd termelési rita, p > d,

- C, a beszerzési fixkoltség,

- C; az ujrafeldolgozds fixkoltsége,

-Ch az ujrafeldolgozott €s beszerzett termék készlettartasi koltsége,
-Cpy a visszatért termékek tartdsi koltsége.

Az anyagaramlasi folyamatot €s a készletszinteket a 2.3.1. és 2.3.2. dbra szemlélteti.

Beszerzés

»

Fogyaszt6

rT

Ujrafeldolgozis

2.3.1. abra. Koh, Hwang, Sohn és Ko modelljének anyagaramlasa

Az aldbbi egyenletek a készletezési pontokba torténd ki- és bedramldst mutatjdk a
beszerzési-javitasi ciklus alatt.
m-Q,+n-Q,=d-T

Ot Qp (2.3.1)
m-Q,=r-T
A készletszintek kiilonbozdek a két modellben. Nahmias és River modelljében a szerzok
abbdl indulnak ki, hogy az ujrafeldolgozott és felhaszndlhaté termékek készlettartdsa
dragabb, ezért érdemesebb csak akkor feltdlteni a készletet, ha a készletdllomédny nulldva

valik. Koh et al. ezzel szemben azzal a feltételezéssel élnek, hogy a visszatért, és
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Ujrafeldolgozhatd termékek készletszintje legyen egyenld zérussal egy ujrafeldolgdzasi
ciklusban. Felmeriil a kérdés a két modellt tekintve, hogy milyen esetekben alkalmazhat6
a Nahmias és Rivera 4ltal javasolt modell, és mikor a Koh, Hwang, Sohn és Ko 4ltal

ajanlott. Erre a kérdésre a kés6bbiekben kitériink.

A két modell 1ényegi kiilonbsége az is, hogy Nahmias és Rivera modellje csak egy
beszerzési tétellel szamol. Az eldbbi fejezetben ezt dltaldnositottuk, igy ez lehetdvé teszi a
két modell 6sszehasonlitdsat. Meg kell jegyezniink, hogy Koh et al. modelljiiket két
részmodellre bontottdk annak fiiggvényében, hogy a beszerzési, vagy az udjratermelési
tételek szama egy vagy tobb. A kovetkezd elemzések egy egységes szemléletli modellbdl
indulnak ki, és ennek a modellnek specidlis eseteként értelmezik a két, Koh et al. altal
vizsgélt esetet. Az altalunk bemutatott modellformanak az is az elénye, hogy segitségével
megallapithatd, hogy a koltségparaméterek €s a visszadramldsi rata mely értékeire lehet a
parcidlis modelleket alkalmazni. Természetesen ehhez nagyban hozzdjarul a meta-modell
tulajdonsdgainak pontos ismerete.

2.3.2. abra. Készletszintek Koh, Hwang, Sohn és Ko modelljében

A
Hasznalhat6 termékek
-d
P d
T g t
4 Ujrafeldolgozhaté
termékek
R
r-p r
T g t
Ujrafeldolgozas Beszerzés
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2.3.3. A készletezés koltségfiiggvénye

A kovetkezd részben megszerkesztjiik a modell készlettartasi koltségfiiggvényét a dontési
véltozok fiiggvényében. Itt djra egy nemlinedris programozdsi feladat megoldédsdra

vezetjiik vissza a problémat.

A modell készlettartdsi koltségeit a 2.3.2. dbra készletszintjeinek segitségével szamitjuk
ki. A készletezési politika természetesen ebben az esetben is predeterminalt, amint az az
el6z6 két ismertetett modellben is volt. A szerz6k az dbran bemutatott készletszintekkel
szamolnak, eltekintve att6l, hogy ez a stratégia optimalis-e. A koltségek meghatdrozasat

az 2.3.1. lemma foglalja 6ssze.

2.3.1. Lemma.
Legyen az tdjrafelhaszndlhat6 termékek készlettartasi koltségfiiggvénye S; és a javitandd

alkatrészek koltségfiiggvénye S,. Ekkor a két koltségfiiggvény a kovetkezd alakot 6lti:

2 2
Slzn.chz.&_,_chz.&. m> - l_l +m- g_l_l
2-d 2 r d d p r

C 1 1
rp

Bizonyitds. Csak az elsd egyenldséget bizonyitjuk a hasznilhaté termékekre, mert a
madsodikat hasonlé6 médon végezhetjiik el. Osszuk fel a 2.3.3. dbrdn lathaté teriiletet az
els6 m-1 darab udjrafelhasznélési ciklusra, az utolsé Ujrafelhasznélési ciklusra és az n
darab beszerzési ciklusra. Ezt azért tessziik, mert a készlettartdsi koltséget tgy
értelmezziik, mint a gorbe alatti teriilet nagysagat. A 2.3.3. dbran jelolt Iy kezdokészlet
nagysaga (m—l)‘(%—lj -Q - Ennek segitségével kiszamithat6 az m-1 djrafelhaszndldsi

2
ciklus koltsége, ami ZQR : [(m -1)- (i - IJ +(m—1)- [1 - LH . Az utols6 ujratermelési
r r p
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o)

. 1 1 .
ciklus teriilete 7-(———) Az n darab beszerzés gorbe alatti teriiletét a kovetkezo

; Zﬁ'{(””‘”z .(i_ljﬂm_l)(l_;]}23.(611_3{,1. o _o -(m—l)z(i—ljz}

Elemi matematikai 4talakitdsok utdn nyerjiik az els0, bizonyitani kivant egyenlOséget.
2.3.3. abra. A hasznalhato alkatrészek készletezési koltségeinek kiszamitasa (m = 3)
4 Hasznalhat6 termékek

d
I p d

v

m-1 Ujrafelhaszndlds m-ik ujrafelhaszndlds

A

n beszerzés

2.3.4. Az optimalis beszerzési-javitasi ciklus idejének hossza

A modell fix rendelési és javitasinditasi koltségeinek osszege legyen

F=m-C +n-C,.

A fix és készlettartdsi koltségek ismeretében meghatarozhaté egy beszerzési-javitdsi

ciklus atlagkoltsége:
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F+S +S
dT,QP,QR,n,m)zi;zz

0; 2(1 1j 2 1 1 2 O (1 1)
C. ZRIw | " |em| Z———Z= ] ] 'Qp C +m-C. - =R .|~
"2 2 rod d D or +n Co+” Ch2 ﬁ+m s Tm-Cyy 2 rop

T T T

A modellt ezek alapjén Gjra a kovetkezé nemlinedris optimalizélési feladatra vezethetjiik

vissza:

C(T,0,,04,n,m)— min

m-Q,+n-Q,=d-T, (P3)
m-Qp=r-T,
T>0,0,>0,0,; >0, n,mpozitiv egészértéki.

Hasznaljuk most a probléma leegyszerisitéséhez az (2.3.1) egyenldségeket, ahonnan két
folytonos valtozot kifejezve, azt a célfiiggvénybe helyettesithetjiik. Az egyszerliség
kedvéért a két tételnagysdg mellett donthetiink. Természetesen kifejezhetnénk a

tételszamokat is, de akkor az egészértékiiség vizsgélata lenne nehezebb.

A tételnagysagok behelyettesitése utdn az aldbbi egyszeriibb koltségfiiggvényt kapjuk,
amit C;(.)-gyel jeloliink:

m-C +n-C,
7+
T

2
Tle 220 1,0 11 .1+Cm-<dr>.1+chz.rz.(1_1j
2 d p r r pl)l m d n r d

CI(T,n,m):
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Most szekvencidlisan kikiiszoboljiik a ciklusidot. Ez a fiiggvény konvex a ciklusid6ben,
ezért az optimalitds sziikséges feltétele egyben elégséges is. Tehat az optimaélis

beszerzési-djratermelési ciklusido:

2~(m-CS+n~C0)

2
TR EJNR N ) IR SN | ,1+Chz(dr>,l+cm.rz.(1_1j
d p r r pj)| m d n r o d

Ezt a kifejezést visszahelyettesitve a C;(.) koltségfiiggvénybe az aldbbi Cs(.)
koltségfiiggvényt kapjuk:

G, (n, m) =

C,-(d-r)
r(mc nc)le, 2 (220 Do 211 .1+M.1+cm.rz.(1_1j
d p r r p)l m d n r d

vagy
C,(nm)=2-d ~\/A(r)-%+B(r)-%+C(r)~m+D(r)~n+E(r), (232)
ahol

a=c. ¢, = pc, {Chl-(r— }c(%_?_ﬂ

A (P3) problémat igy sikeriilt egy pozitiv egészértéki C,(n,m) fiiggvény minimalizilasara
visszavezetni. A (2.3.2) modell egyben nem mds, mint a fiiggelékben szerepld meta-

modell, tehat ezt a modellt annak segitségével lehet elemezni.
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2.3.5. Az optimalis egészértékii megoldas eldallitasa a tételszamokra
Az el6z6 két fejezetben még elddllitottuk a folytonos megolddsokat, most attdl
eltekintiink. Azonnal alkalmazzuk a Fiiggelékben szerepld képleteket a diszkrét

megoldésra.

2.3.1. Tétel: A modell egészértékii megoldasa a kovetkezé médon allithaté eld:

2 2 2 A 2
@ C,-|Cpy- r_r_ +Cy, - ZL_F__’” _Cs'chz'(d r) -C,-Cp- l”—r— >0,
p d p d d

Ezzel a problémét megoldottuk.
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2.3.6. Osszefoglalas

Errdl a modellrdl kénnyen bebizonyithatd, hogy magasabb koltséggel mukddik, mint a
Nahmias és Rivera (1979) modellje. Ennek az az oka, hogy az értékesebbnek tekinthetd
végtermékek esetén akkor adnak itt fel megrendelést, amikor még van a készleten. Ezt
egyébként beldtta Teunter (2004) is. Azonban a Koh et al. (2002) dltal javasolt stratégia
koltséghatékonyabb, ha a haszndlhat6 termékek készlettartasi koltsége alacsonyabb, mint
a javitand6 alkatrészeké. Ezt bizonyitottam (2003a) dolgozatomban. A paraméterek

atnevezésével konnyen megkaphatjuk Nahmias és Rivera (1979) modelljét.
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3. Készletmodellek hulladékkezeléssel

Az el6z6 fejezetben ismertetett hiarom modell mindegyikének célja az optimalis
beszerzési és javitdsi tételnagysdgok, valamint a hozzdjuk tartoz6 tételszdmok
meghatarozdsa volt. Menedzsment szempontbdl ezek lehetnek az elsddleges célok.
Ugyanakkor az a kérdés is felmeriil, hogy ha ismert és a véllalati menedzsment altal
befolyasolhat6 az ujrafelhaszndldsra visszadraml6 hasznalt termékek ardnya, akkor a
visszadraml6 termékekbdl mekkora ardnyt haszndljon fel a véllalat. Az itt feltett kérdésre

harom modell alapjan keressiik a valaszt.

A hdrom ismertetendé modell két részbdl all: elészor az optimédlis tételnagysidgokat
hatdrozzuk meg ujrafeldolgozasra/javitisra és beszerzésre/termelésre a tételszdmokkal
egylitt, masodszor ismert fajlagos termelési/beszerzési, ujrafeldolgozdsi/javitasi és
hulladékkezelési koltségek esetén az optimdlis djrafeldolgozasi hanyadot hatdrozzuk meg.

Ezzel kétfokozatu készletoptimalizéldsi feladatokat llitunk elo.

Az els6 bemutatandé modellt a kovetkezOképpen foglalhatjuk dssze (Richter (1996a)). A
terméket (jelen esetben konténert) a véllalat egyik miihelye 4llitja el0 vagy a hasznéltakat
javitja, hogy abban pl. alkatrészeket széllitsanak egy termelési fazis (mdsik miihely)
szdmdra. Az tres konténereket a felhasznalds helyén tdroljdk, majd a termelési periddus
végén az Osszegyljtott konténereket visszaszallitjdk a gyarto-javitd tizembe. A termeld
lizemben sziiletik dontés arrdl, hogy a konténerek mekkora részét gytjtik javitasra és
mekkora hinyadat kezelik a véllalaton kiviil hulladékként. (Ez a hulladékkezelés jelenthet
Ujrafelhasznélast egy masik vallalat szamdra. Pl. ha a konténer vasbol késziilt, akkor egy
kohéban azt beolvaszthatjdk.) A kérdések a kovetkezOk lehetnek: a konténerek hany
szdzalékat javitsdk meg, valamint milyen tételnagysdgokkal folyjon a konténerek

elddllitasa és javitdsa, ha a dontéshozo célja a relevans koltségek minimalizalésa.

A kovetkezd modell (Teunter (2001)) egy djrafeldolgozdsi modellt ismertet. A modellben
koveti egymast az djrafeldolgozds €s a termelés. Ugyanakkor a fogyasztoktdl csak egy
adott mennyiségli haszndlt termék dramlik vissza a termel6hoz. A hulladékkezelés csak
akkor kezdddik meg, ha az djrafelhasznalas befejezddik, majd a hulladékkezelés utdn djra

elkezdddik a termelés. A kérdés ugy meriil fel, hogy minden visszaérkezd terméket djra
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feldolgozzanak-e, vagy abbdl valamennyit hulladékként kezeljenek-e. A modell ez
esetben is két részbdl dll, mint az el6z6nél. El0szor a minimélis készletezési koltségeket
hatarozzuk meg ismert visszaérkezési és djrafelhasznéldsi hdnyad mellett, majd az ismert
fajlagos djrafelhaszndldsi, hulladékkezelési és termelési koltségek mellett a

koltségoptimadlis Gjrafelhasznélési hanyadot.

Végiil a harmadik problémét mutatjuk be (Dobos-Richter (2004)). Tételezziik fel, hogy
egy vallalat sajat termelése mellett recyclingbdl elégiti ki a terméke iranti keresletet. Azt
is felteszem, hogy a termelés és a recycling folyamatok id6ben folynak le, tehét a
termelési és recycling hanyad véges. A vallalat a recyclinghoz a hasznélt termékeket a
piacrdl szerzi be, és abban a helyzetben van, hogy minden 4ltala eléallitott és hasznalt
terméket vissza tud véasdrolni a piacrdl. A kérdés tehat az, hogy mennyi terméket
vasdroljon vissza a vdllalat a piacrél ahhoz, hogy a relevians koltségeit, vagyis a
tételnagysdghoz kapcsoldddakat és a fajlagos hulladékkezelési, termelési, recycling és

visszavasarlasi koltségeit minimalizélja.

A harom modell k6z6s feltételezései a készletezési alrendszert tekintve megegyeznek a 2.
fejezet elején Osszefoglaltakkal, ezeket itt azzal kell kibdviteniink, hogy a tételnagysaghoz

nem kapcsol6do koltségek linedrisak.

A modellek megoldasét is Osszefoglalhatjuk roviden. Mivel mind a hdrom modellben az
optimdlis djrafelhaszndldsi hidnyad meghatarozdsa a cél, ezért az eredmények is
hasonléak. Az optimélis hdnyad azt mutatja, hogy vagy minden visszaérkezd hasznalt
terméket udjra fel kell haszndlni, vagy semmit sem kell visszavenni, hanem csak
termelésbol kell a sziikségletet kielégiteni. Ezeket az éllitdsokat matematikailag is

bizonyitom.

Ezek utan ratériink a modellek bemutatasara.
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3.1. Egy haromraktaras modell javitassal és hulladékkezeléssel

3.1.1. Bevezetés

A hulladékkezelési problémat eldszor Richter (1996a) vizsgélta. Modelljét két szinten
oldotta meg. Az els6 szinten a minimadlis készletezési atlagkoltségek melletti termelési és
javitasi sorozatnagysdgok és a tételszimok megéllapitdsa volt a cél. A méasodik szinten
linedris termelési, javitasi €s hulladékkezelési koltségek bevezetése esetén a készletezési
és a linedris ,kezelési“ koltségek 0Osszegének minimalizdldsdval az optimdlis
hulladékkezelési rata meghatdrozasat célozta meg. Az alapmodell megolddsa sordn tobb,
matematikai szempontbo6l érdekes probléma 4llt eld, amelyet a szerzo(k) vizsgaltak. Ilyen
probléma a készletezési koltségfiiggvény tulajdonsagainak leirdsa (Richter (1996b)), vagy
a masodik szinten megjelend feladat megolddsa (Richter (1997)) és az egészértékii
tételszam meghatarozasa volt (Richter-Dobos (1999a, b, c), Dobos-Richter (2000)). A
Dobos-Richter (2000) cikkben a szerzok egy meta-modellt vizsgiltak, amely hasonld

visszutas logisztikai problémak megolddsidhoz nyujthat alapot.

E rész célja a Richter (1996a) modell tovabbi vizsgidlata. A Dobos-Richter (2000)
dolgozatban a szerzOk emlitést tesznek arrdl, hogy a termelési és javitasi
sorozatnagysidgok szdma nagyobb lehet egynél, de konkrét feladatot nem mutatnak be,

amelyre ez a tulajdonsag teljesiil.

A modell bemutatdsa az aldbbiak szerint kdvetkezik. A bevezetés utdn a masodik részben
a modell mikddését mutatjuk be a haszndlt paraméterekkel és véltozokkal. Utdna a
készletezési és teljes koltségfiiggvényeket konstrudljuk meg. A negyedik részben
folytonos és egészértékii tételszdmok esetére adjuk meg a modell optimélis paramétereit.
A kovetkezd fejezet az egészértékii feladat optimdlis megoldasat mutatja be. A hatodik,

utolsé rész az eredményeket foglalja 6ssze.
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3.1.2. Paraméterek és a rendszer miikodése

Legyen adott egy termeld vallalat, amely az alkatrészek iizemek kozotti tovabbitdsahoz
sziikséges konténereket maga 4llitja eld és a régebben elddllitott hasznaltakat ugyanott
javitja. Az eldallitas és javitds ugyanabban a miithelyben torténik. A konténerek irdnti
kereslet, amelyet egy masik miihely jelenit meg, feltételezések szerint id6ben konstans. A
konténerekben alkatrészeket szdllitanak a mdsodik iizembe tovédbbi feldolgozasra. A
masodik tizemnek tehét alkatrészre van kereslete, de azt a konténerekben, egységesitett
darabszdmban széllitjzk oda. Igy a mithelynek nem csak alkatrészekre, hanem
konténerekre is sziiksége van éttételesen. Egy ehhez hasonl6 problémat Kelle és Silver
(1989) is vizsgilt sztochasztikus dinamikus sorozatnagysig modellben, de csak az
el6allité mithely szintjén. A mésodik tizem az iires konténereket gy(ijti, raktarozza, majd
onnan az elsd lizem termelési-javitdsi ciklusdnak kezdetére azokat az elsé iizembe
széllitjadk. Nem minden konténert tudnak a mésodik {izembdl az els6be visszaszallitani,
mert azok egy része a masodik {izemet hulladékként hagyja el. A hulladék aranyardl a
madésodik lizem dont, de arra az elsé iizem is befolyéssal lehet. A modell anyagdramlasi
folyamatat a 3.1.1. 4bra mutatja. A termelt és javitott konténerek kozos raktdrba keriilnek
az elsd iizemben, ahonnan majd - egyenletes felhaszndlast feltételezve — alkatrészekkel
megtelten keriilnek a mdsodik {izembe. A hasznélt, de hulladékkezelésre a4t nem adott
konténereket a masodik lizemben a madsodik raktdrban taroljdk, ahonnan az egész

dlloményt az elsd iizemben 1év6 harmadik raktirdba széllitjak a ciklus végén.

3.1.1. abra. Anyagaramlas a modellben

1. 2. Uzem
Termelés
o . Raktar
dT | Haszndlat @ | Hulladékkezelés
—
B-
Javitas B
A
A B

\ 4
tar B ;2. Raktg
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A modell paraméterei és valtozoi kovetkezok lesznek.
A modell paraméterei:

-d keresleti rita, idoegységre esé darabszdm,

- r fix javitési sorozatkezdési koltség,

-s fix termelési sorozatkezdési koltség,

- h avégtermék készlettartasi koltsége (1. raktar), idéegységre per darab,

- u ajavitandd termék készlettartasi koltsége (2. és 3. raktdr), idoegységre per darab,
- e egységnyi hulladék kezelési koltsége,

-b egységnyi végtermék termelési koltsége,

-k egységnyi javitand6 termék javitasi koltsége.
A modell dontési vdltozoi:

- T hulladékgytijtési idOtartam, a termelési-javitasi ciklus hossza,
- x ateljes sorozatnagysdg a termelési-javitasi ciklusban, x = d-T,
-m ajavitasi tételek szama, m > I, egész,

-n atermelési tételek szama, n > 1, egész,

-  hulladékkezelési rita, a d keresleti rata szazalékdban, £ =1- a javitasi rita.

A modell tovabbi feltételezése az, hogy mind a termelési, mind a javitdsi
sorozatnagysdgok azonosak. Az x 0Osszes sorozatnagysig, vagyis a masodik iizem

ciklusbeli kereslete alapjan kiszamithatéak a termelési és javitdsi sorozatnagysigok,

.. 4 X p P p - X p .
amelyek a termelési sorozatndl ——, mig a javitdsi sorozatndl ﬁ— A héarom raktar
n m

készletszintjeit a 3.1.2. dbra mutatja egy ciklusra vonatkozdan.
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3.1.2. abra. Készletszintek a raktarakban az i-ik ciklusban m =3, n=2,i >1)

QX A
— 1. Raktar
L
B-x
m
-d
iT ! ! ! e T
oo e
2. Raktir l l l
BdT F---toiii omennee  RCEECEE RN :
i  Bd i
iT ; ; ! i+ 1T >
A : : E :
3. Raktdr : : :
BdT | e S |
px i s
mo e
ir ! eIt
Javitds Termelés

A modell megalkotdsandl eltekintiink att6l, hogy a termelés/javitas idot vesz igénybe. Az
elso raktarba pillanatnyi gyors bedramlds torténik, mig a kereslet idéegységre konstans,
igy itt a klasszikus flirészfog modell 4ll el azzal a kiilonbséggel, hogy a termelési és

javitdsi sorozatnagysdg kiilonbozik. EbboOl a raktirbol akkor van kivételezés, ha a
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készletdllomdny nullara csokken. A mdsodik raktirban csak egyenletes novekedés
torténik, mig a harmadik raktarbdl csak javitdsra vesznek ki egy-egy javitdsi sorozatnyi
mennyiséget, de ugy, hogy az elsd sorozatot a raktidrba valé beérkezés pillanatdban
azonnal javitani kezdik, tehdt az nem keriil készletezésre. Mindezt a kivételezést addig
folytatjdk, mig a harmadik raktdr &llomdnya nullira nem csokken. A folyamat

ciklusonként ismétlodik.

Konnyen lathatd, hogy az x keresletet az m darab azonos javitdsi és n darab azonos
termelési tétellel elégitik ki. A modellt tehdt az x teljes sorozatnagysdggal, az m és n

tételszammal, mint irdnyithaté véaltozokkal irhatjuk le.

3.1.3. A koltségfiiggvények megszerkesztése

A készletezési alrendszer 0Osszkoltségét a gorbe alatti teriilet fajlagos koltségekkel
sulyozott Osszegeként hatarozzuk meg, amib6l — a ciklusidével osztva — a szokdsos
atlagos koltségfiiggvényt szamithatjuk ki. A kovetkezd lemma a raktarak cikluson beliili

készlettartdsi Osszkoltséget adja.

3.1.1. Lemma. Legyen a raktirak osszes készlettartdsi koltsége H;, H, és H; az elso,

masodik €s harmadik raktarra sorrendben. Ekkor

2 2 2 2
H, = h a -x N h B -x
2-d n 2-d m
u 2
H =—— 0% 3.1.1
=3B G.LD)
u m-1 _, ,
H=— X
24d m p

Bizonyitds. Csak a harmadik raktdrra mutatjuk meg az Osszefiiggést, mert a 3.1.1. dbra
alapjdn a masik két egyenldség hasonldéan beldthat. A gorbe alatti teriiletet a harmadik

esetben a kovetkezdképpen szamolhatjuk ki:

H, :u.g(é,ﬁ'x){i'ﬁ'xj:%_lw I Zl

m
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1 p-x . e ot T . PeX
ahol —- ’B— az idOtartam két javitasi tétel kozott, mig i - s
m m

a készletdllomany az (m —

i)-ik tétel utdn. A természetes szamok Osszegzését felhasznélva kapjuk az eredményt.

A sorozatkezdési koltségek Osszege: mr+n-s. Az készletezési Osszkoltség K, igy a

sorozatkezdési és készlettartdsi koltségek osszegeként frhato fel a kdovetkezd formaban:

2 2 2
K. =(mrns)+ 2| n- % s (h-u) Bru-(B+ 57)|.
) 2-d n m

A készletezési atlagkoltséget ennek ismeretében konnyen meghatarozhatjuk alkalmazva

azt az Osszefiiggést, hogy a teljes sorozatnagysig egyenld a ciklusbeli kereslettel (x =

d-T):

2 2
K()c,m,n,a,’)zKZ z(m-r+n-s)-£+£ h-a—+(h—u)-ﬁ—+u-(ﬁ+,32) . (3.1.2)
T x 2 n m

Az elsO feladattipus a készletezési atlagkoltség minimalizdldsa lehet. Ekkor arra a
kérdésre keressiik a valaszt, hogy mely teljes sorozatnagysagra (x), javitasi és termelési
tételszamra (m, n) és hulladékkezelési ratara (@) lesz a készletezési koltség minimalis és
milyen ajanlds fogalmazhat6é meg ezek ismeretében a kornyezettudatos vallalati termelési-

készletezési stratégidra.
Vonjuk most be a vizsgdlatba a sorozatnagysdghoz kapcsolddd koltségeken kiviil a

linedris termelési, udjrafeldolgozdsi és hulladékkezelési koltségeket. Jeloljik ezen

koltségeket az R( o) fiiggvénnyel. E koltségekre csak az atlagkoltségeket irjuk fel, mert az

R(@)=bd-a+kdf+eda=d[a(b+e-k)+k]
A teljes (készletezési €s linedris) atlagkoltségek igy
G(x, m,n, a) = K(x, m,n, a)+ R(Ot).
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Két problémat fogunk vizsgélni:
1. Modell: A készletezési dtlagkoltségek minimalizdldsa

K(x,m,n,a)% min
x>0, m,ne {1,2,...}'

2. Modell: Az dsszes dtlagkoltség minimalizdldsa

G(x,m,n,a) — min
x>0, mnefl2.} aclol]

A kovetkez6 részben az 1. modell megoldasat adjuk meg.

3.1.4. Az 1. modell megoldasa

Ebben a modellben feltételezziik, hogy az « hulladékkezelési rita dllandd. A modell
paramétereit, vagyis a teljes tételnagysagot és a tételszdmokat szekvencialisan hatarozzuk
meg. Célunk az o+tdl fiiggd koltségfiiggvény meghatdrozdsa. A megolddsban eldszor
feltessziik, hogy a tételszamok folytonos valtozok, majd azutdn vizsgiljuk a szigorubb

egészértékliséget.

3.1.4.1. Az optimalis teljes tételnagysag és a minimalis koltségek adott tételszamok

mellett

A (3.1.2) koltségtiiggvény konvex és differencidlhaté x-ben. Ekkor a megoldas

2-d-(m-r+n-s)

. i . (3.13)
h-a—+(h—u)"8—+u‘(ﬂ+,82)
n m

x(m,n,a) =

3.1.1. példa. Legyen s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, = 0,8 (f=0,2), d = 1000, m =

2 és végill n = 3. Ezen adatokra az optimalis teljes sorozatnagysag a (3) Osszefiiggést
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alkalmazva x(2, 3, 0,8) = 249. A termelési sorozatnagysag 0,8 -x(2, 3, 0,8)/ 3 = 66,5 mig
a javitasi sorozatnagysag értéke 0,2 - x(2, 3, 0,8) / 2 = 25 lesz. A készletezési koltségek
érteke K(249, 2, 3, 0,8) = 38.095,7 pénzegység.

A (3.1.3)-at (3.1.2)-be helyettesitve az egyszerusitett koltségfiiggvény

K(m,n,a)z\/Z-d-(m-r+n-s)-{h-a72+(h—u)-%2+u-(ﬁ+ﬂ2)}.

A fenti fiiggvényben végezziik el a miiveleteket, amivel az aldbbi probléma adddik:

K(m,n,a):Jz.d.{A(a).%w(a).%w(a).m+D(a).n+E(a)},

ahol

Al@)=r-h-a?, B(a’):s-(h—u)-ﬂz, C(a’)=r-u-(ﬁ+,52),
D@)=s-u-(+p*) E@)=sh-a*+r-(h-u) B

Legyen tovdbbd S(m,n,e)= Al@)- 2+ B(a)- 2+ C(@) m+D(@) n+ E@). (3.1.4)
n m

Mivel a gyokvonds egy monoton transzformacid, ezért elegend6 az S(m,n, @) fliggvényt

minimalizdlni az m és n tételszdmokban, amelyek pozitiv egész szamok.

3.1.2. példa. Legyen tovabbra is s = 1450, r = 200, h = 650, u =5, = 0,8 (f=0,2), d =
1000. Ekkor az egyiitthatok értéke: A(0,8) = 83.200, B(0,8) = 37.410, C(0,8) = 240,
D(0,8) = 17.400 és E(0,8) = 608.360. A (3.1.4) fiiggvény ezen értékekre a kovetkezd

alakot veszi fel: S(m,n,0,8)=83.200- +37.410- 2 +240 - m +17.400 - n + 608.360 .
n m
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3.1.4.2. Az optimalis folytonos tételszamok meghatarozasa

A tételszamok meghatdrozdsdhoz a meta-modellt vezetjiik be:

m n
Smn)=A-—+B-—+C-m+D-n+E — mi
(m,n) . - m n - (3.1.5)

m,n =1

Itt feltehetd, hogy az A, C, D és E paraméterek pozitivak, és a B+D 0sszeg is, amelyek
teljesiilnek a (3.1.4) fiiggvény egyiitthatéira. Ez a segédfeladat az eredeti probléma egy

relaxdlt feladata arra az esetre, amikor a tételszdmok egynél nagyobb folytonos valtozok.

3.1.3. példa. Legyen most A = 83.200, B = 37.410, C = 240, D = 17.400 és E =
608.360. Ekkor A > B +D = 39.150, ami azt jelenti, hogy m’ = 1 és n° = 1,458. Az
célfiiggvény értéke ebben a pontban S(I, 1,458) = 722.745 lesz. A feladat

egyenlOkoltség-gorbéjét a 3.1.3.4bra szemlélteti.

3.1.3. abra. A feladat S(m,n) egyenl6koltség-gorbéje

1.5

® (1. 1.458)

Stm.n) = 722.745

0.5

Az 3.1.1. tétel segitségével a (3.1.4) feladat megoldasa folytonos tételszamok mellett:

3.1.1. Tétel. A (3.1.2) feladat és ezzel az 1. modell optimélis folytonos megoldasa a teljes
tételnagysdgra x’(@) és a tételszamokra (m’(),n’()), valamint a hozzéjuk tartozé K(@)

koltségfiiggvény:
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@O h>upr{a=0}

2-d-r

m’(0)=1, n°(0)=0, x°(0)= o

(ii) {s‘(h—u)-,b’2 >r-h-o’ +r-u-(,3+,32)}/\{h>u}:> oe(0,0)

(o) = 8. s-(h—u) ) =1 x°(a)= 2-d-s
W= e O O )

K(a)Z\/Z-d -{,B-\/r-(h—u)+\/s-lh-a’2+u-(ﬂ+,32)J}

(iii) {s-(h—u)-ﬁ2 Sr-h-a2+r-u-(ﬁ+,52)}/\{r-h-a2 Ss-(h-ﬁ2+u-ﬁ)}2

oe oy, 0]

o) o) 0N 2-d‘(r+s)
w(@)=1. n*(a)=1, x(a)_\/h-a2+h-ﬁ2+u-ﬁ’

K(@)=y2-d-(r+s)-(h-a*+h- B> +u-p)

(v) roh-a®>s-(h-B>+u-B)= ac(anl)

m’(a) =1, n”(a):a.\/ ( r-h

s-\n- B2 +u-p)
Ca)s

K(a):m-la/-\/s-_h+\/r-(h-ﬂ2+u-ﬂ)J

V) a=1
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Ezt a tételt sem bizonyitjuk, mert egyszerii behelyettesitéssel az eredmények adédnak Ha
h < u teljesiilne, akkor az (i) és (ii) feltételek melletti megoldas nem létezik, igy ebben az
esetben m( @) értéke minden egyes orra egy. A tovdbbiakban tekintsiink el ettdl az esettdl.
Az o és o létezésének bizonyitdsatol is (0 < & < o < [) eltekintiink, a Richter
(1996a) dolgozatban megtaldlhatdak a részletek. Arra hivjuk még fel az olvasé figyelmét,
hogy a sz€ls6 értékekben, vagyis amikor a hulladékkezelési rata nulla, vagy egy, az
eredmények értelmezhetéek, amit a tétel magdban foglal. Ha a hulladékkezelési rata
nulla, akkor az 0sszes konténer visszatér javitasra, igy termelésre nincs sziikség. Ebben a
pontban a kiszdmitott koltségfiiggvény nem folytonos jobbrdl, tehdt ott szakaddsa van.
Amennyiben a hulladékkezelési rita egy, akkor minden mdsodik muhelybe beérkezd
konténert hulladékként kezelnek, ezért nem keriill sor javitdsra. Egyszeri
behelyettesitéssel beldthaté hogy ebben a pontban a koltségfiiggvény folytonos balrdl,
tehat elvileg az @ = I helyettesitéssel a koltségfiiggvénybdl kiszamolhaté a minimalis
koltség. E két esetben a minimadlis koltség melletti feladat a tételszimokra az optimalis
egészértékli megoldast nydjtja. Ezen kivill bizonyos « értékekre is egészértékii lesz a
folytonos megoldas a trividlis /aj, o/ szakaszon kiviil, amikor a javitisi és termelési

tételszam is egyenld eggyel.

3.1.4. abra. A tételszamok a hulladékkezelési rata fiiggvényében, a € (0,1)

30

10 - ]

3.1.4. példa. Tekintsiik Gjra a 3.1.2. példa adatait: s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, d =
1000. Ebben az esetben h > u, igy a 3.1.2. tételben megadott 6t eset mindegyike

elofordul. Ekkor a; = 0,728 és o = 0,732, tehat e két hulladékkezelési rata kozott a
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tételszamok egyenl6k eggyel, vagyis m(¢) = n(a) = 1. A tételszdmokat a
hulladékkezelési rata fiiggvényében a 3.1.3. dbra mutatja. A K() koltségfiiggvényt a

3.1.4. dbrdn mutatjuk be. Az & = 0 pontban ez a fiiggvény nem folytonos, a K(0) értéke
161.864.

3.1.5. abra. A K(a) koltségfiiggvény a /0,1 ]intervallumon

5-10 T T T T

Jellemezziik most a K( @) koltségfiiggvényt. Ezt a kovetkezé lemma mondja ki.

3.1.2. Lemma. A K(a) koltségfiiggvény (i) konvex a (0, ;) intervallumon (h > u), (ii)
pontosan akkor konvex a /¢y, o,/ intervallumon, ha 4-h(h + u) = uz, (iii) konkav a (@, 1)

intervallumon és folytonosan differencidlhaté a (0, /) minden pontjaban.

A lemma bizonyitdsat némi szdmoldssal egyszertien megkaphatjuk. A lemmabdl is
lathat6, hogy ha a h > u Osszefiiggés tarthatd, vagyis a termelt konténerek készlettartasi
koltsége nagyobb, mint a javitott konténereké, akkor a koltségfiiggvény két részbdl 4ll a
(0,1) intervallumon: a (0, o,/ intervallumban konvex, mig a (a;, 1) szakaszon konkav.

A koltségfiiggvényre is adhatunk alséhatart.

3.1.3. Lemma. A kovetkezo Osszefiiggés minden o /0, I /hulladékkezelési ratara teljesiil:

K@)2N2d o s haJr(n 2 u ).
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Bizonyitds. Induljunk ki abbdl, hogy

Qd[ )™ _ J “(05)( nffa)m(a)j] 2/ AlclBle)+ Dl ' (@) + e @)+ ) >

J2d2JA(@)-[B(@)+ D(@)] + C(a) + E(a)f

Az egyenlOtlenséget azért frhatjuk, mert a négyzetes kifejez€s nemnegativ, igy a gyokjel
alatti kifejezést azzal csokkenthetjiik. A fennmaradé rész monoton ndvekvo fiiggvénye az
m( ) valtozénak, igy az egy értéket véve egy alsdbecslést kapunk a koltségfiiggvényre. A
kapott becslés fiiggetlen az « megvalasztasatdl. Az atalakitdsokat elvégezve, a lemma
allitasat nyerhetjiik. Ez teljesiil az intervallumunk sz€ls6 értékeire is, vagyis a nulla és egy

pontokra is, amit egyszerl behelyettesitéssel ellendrizhetiink.

A lemma kovetkezménye az, hogy a koltségfiiggvényt alulrdl kozelithetjiikk egy konkdv

fiiggvénnyel, amit viszont egy linedris fiiggvénnyel kozelithetiink alulrdl:

K@)2V2d o Ns havr- (B2 vuB)|2N2d las kit B r-(hv ).

Mindez azt mutatja, hogy a készletezési koltségfiiggvényre teljesiil az alabbi 6sszefiiggés:

K(a)> min{\/Z-d‘s‘h;\/Z‘d'r'(h"‘”)},

amibdl az kovetkezik, hogy a koltségfiiggvény alsé korlatja a tiszta stratégidk koziil az
egyik, vagyis a kereslet kielégitése csak termelésbdl javitds nélkiill, vagy a
keresletkielégités hulladékkezelés és termelés nélkiil csak javitdssal. Nem tiiztiik ki célul
a készletezési koltségek minimalizalasat, igy ezt a becslést nem tekintjiilk egy
optimalizdldsi feladat megolddsdnak. Erre a becslésre a teljes koltségek

minimalizdldsakor lesz sziikségiink.
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3.1.5. példa. A 3.1.4. példa esetén K(a)>min{l61.864;434.166}=161.864 = K(0),

vagyis a készletezési koltségek minimadlis értékénél minden haszndlt konténer javitisra

visszakertil javitasra.

3.1.4.3. Az optimalis egészértékii tételszamok meghatarozasa

Tekintsiik most mindazon « hulladékkezelési ratdkat, amelyekre a folytonos megoldas
nem szolgaltat egészértékil tételszdmokat. A kérdés most ugy hangzik, hogy az optimélis
egészértékii megoldds a hatdrvonalon fekszik-e (n'(@) = 1 vagy m'(a) = I), vagy a
megengedett tartomany belsejében (n'(@) > 1 és m'(a) > 1). A kovetkezd példa ramutat

arra, hogy az optimdlis egészértékii megoldds a megengedett tartomény belsejébe eshet.

3.1.6. példa. Legyen ismét s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, =08 (f=0.2), d =
1000. Erre az esetre a folytonos megoldast a 3. példdban Adllitottuk elé. A folytonos
tételszamok m(0,8) = 1 és n(0,8) = 1,458, amire K(m(0,8),n(0,8),0,8) = 38.019,6. A
hatdrvonalon fekvé megoldasok m',(0,8) = I, n';(0,8) = 1 és m'»(0,8) = I, n'5(0,8) = 2. A
koltségfiiggvény értékei: K(m';(0,8),n'1(0,8),0,8) = 38.234,8 és K(m'5(0,8),n'5(0,8),0,8) =
38.170,7. Ugyanakkor, ha m’ = 2 és n” = 3, akkor K(2,3,0,8) = 38.095,7. Mivel
K(2,3,0,8) < K(m'0,8),n50,8),0,8) < K(m';(0,8),n'(0,8),0,8), ezért az optimalis
egészértékli megoldas a megengedett tartomdny belsejébe esik. A tartomany belsejébe esd
megoldés koltsége 0,197 szdzalékkal alacsonyabb, mint a hatdrvonalon fekvé megoldasok
koziil az alacsonyabb, vagyis m'5(0,8) = 1, n'5(0,8) = 2. Az egyenlékoltség-gorbékkel
eldallitott megoldast a 3.1.6. dbra szemlélteti.
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3.1.6. abra. Egészértékii megoldas a tartomany belsejében

4

(2.3)

(1.2)

(1.1)

Nevezziik hatdrmegolddsnak az optimdlis egészértékii megolddsnak azt a becslését,
amelyre a tételszdmok a folytonos megolddshoz legkdzelebb esd egészértékek. Jeloljiik
ezeket a Dbecsléseket (mb( a),nb( a))-val. A hatdrmegolddsokat formdlisan a

kovetkezOképpen hatarozhatjuk meg:

3.1.2. Tétel. A javitasi és hulladékkezelési modell hatarmegoldasai

_ By Ale) 11 b\
i) (0a)=m (Ot)—wm+z+EJ, n’(a)=1,

(i) (@, 1) = m"(a)=1, n’(a)

Il
—_—
_
3
3=
Q&
K

+
FNY
+

N | =
I

ahol x| a legnagyobb x-nél kisebb egészszamot jeloli.

Ez a tétel azt mondja ki, hogy ha a folytonos megolddsban az egyik tételszdm egy, akkor
azt hagyjuk, mert egy egész szdmhoz “az van a legktzelebb”, de ha nem egész a masik,
akkor azt ,kerekitsiik* lefelé, vagy felfelé, annak a fiiggvényében, hogy melyik
egészszamhoz esik kdzelebb. Konnyen bebizonyithat6 (Iasd Dobos-Richter (2000)), hogy

pl., ha egy S(I, 4,4, &) esetén az n-re a négy kisebb fiiggvényértéket ad, mint az ot, igy a
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K(1, 4,4, ) koltségértékre is. A 3.1.7. dbran szemléltetjiilk a hatdrmegolddsokat a 3.1.6.

példa paramétereivel.

3.1.7. abra. A hatarmegoldasok a hulladékkezelési rata fiiggvényében

30 T T T T

A kovetkezd lemma sziikséges feltételt mond ki arra vonatkozdlag, hogy az egészértéki

optimum mikor lesz automatikusan hatdrmegoldas.

3.1.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy a folytonos (m’(a),n’(@)) megoldds nem egészértékii.
Ekkor az (m’(a),n’( &) hatdrmegoldds egyben optimélis is ((m’( @),n"( &)=(m'( &),n'( @))),
ha (i) ae(0, ;) esetén 49-A(e) < 527-C(e) vagy ha (iii)) ae(m,, 1) esetén 49-B() <
527-D(a).

A bizonyitast itt is elhagyjuk, csak a bizonyitdsban adott felsé hatart adjuk meg az (i)
esetre, vagyis amikor a termelési tételszdm nagyobb, mint egy. (Hasonlé szimmetrikus

becslést adhatunk a masik oldalra is.) Ekkor

13
6

S(Ln" (@).a)< =2 - JAla) [B(@)+ D(@)] + C(a) + E(). (3.1.6)

Jelslje most S(m'(a),n'(@), @) az optimélis egészértékii megoldast, amely a megengedett
tartomdny belsejében fekiidhet, és Sm(a),n’(a), ) a hatdrmegoldést. A kérdésiink ugy

hangzik, hogy mennyi a relativ hibdja a két megolddsnak.
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3.1.3. Tétel. A hatairmegoldas relativ hibdja a kovetkezo:

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ae(wp, 1), vagyis n’(a) > 1. Ekkor
Smb(a)n’(@), @) - S(m' ()i’ (@), ) <S(m° (), (@), @) - S(m’(),n°( @), @),

és igy

St (@ (e, )~ Sl (@' (@) _ St (@’ (@) 0)~2- M) TBl@)+ D] + ) + Bl
Sl (e ' (@) o) 2-JAla) [Blo) + Dl)] + o) + Ela)

IA

ahol

Sl (@) (@)@) =2 JA@) B @)+ D]+ Cla)+ E@) = o5 h+fr- - B+ )]

iz-a-\/&_h-\/r-(h-ﬂ2+u-,6)
2l Jsoh+r- o B +u- )]

2
2-0-~s-h \/F (h B~ +u 'B) gl, amivel a tételt

Ia-\/&_h+\/r-(h-ﬂ2+u-,8)J2 2

bizonyitottuk. Szimmetrikus érveléssel bizonyithat6 az éllitds az ae(0, ), vagyis mb( a)

A (3.1.6) becslés ismeretében: dS, <

Azonban egyszerli kozelitéssel

> [ esetre is.

A Dobos-Richter (2000) dolgozatban azt lattuk be, hogy a relativ hiba kisebb 7/24-nél. A

kovetkezd tételben a koltségfiiggvényre adunk egy becslést.

3.1.3. Tétel. A hatairmegoldas készletezési koltségének relativ hibdja a kovetkezo:
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Bizonyitds. Vizsgéljuk a dK; kiilonbséget. Mivel

K(m(a),n(a’), 0() = \/2 -d - S(m(a),n(a/), a) , ezért

~ J2-d-S(m’ (@).n" (@).a)—2-d - S(m' (@).n' (@).)

dK, = =

J2-d-Sn' (@).n' (@).a)

ami bizonyitja az allitast.

Amint a bizonyitds menetébdl kideriilt, nem csak azt lattuk be, hogy a hatar- és az
optimalis egészértékii megoldds relativ hibdja 1/48, hanem azt is, hogy a hatirmegoldas
és a folytonos megoldds kiilonbsége is ennyi. A tétel azt mondja ki, hogy a
hatdrmegolddsnak és az optimdlis egészértékli megolddsnak a koltségkiilonbozete nem
haladja meg a 2,1 szdzalékot. Ezzel kapcsolatban felmeriilhet a kérdés, hogy ne élljon-e
meg az optimum keresése a hatdrmegoldasnél, amelynél az egyik tételszam egyenld

eggyel. Ezzel az eredménnyel attérhetiink a 2. modell vizsgalatara.

Ha az optimalis tételszamokat meghatdroztuk, akkor a hulladékkezelési rata ismeretében a

K( o) fiiggvényt meghatarozhatjuk:

K (a)= \/2-d-{A(0{)- m@) | p) @) L () m! (@)+ D(@) n' @)+ E@)].
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3.1.5. A 2. modell megoldasa

A 2. modellnél feltételezziik, hogy az « hulladékkezelési ratdk ismeretében adottak a
tételnagysdghoz tapad6 véltozok értékei, igy az egészértékil tételszamok is. A problémat

ekkor a

G(a) = K'(@) + R(®@) — min
ae [01]

formdban irhatjuk fel. Mivel az egészértékli megoldds magasabb koltséget eredményez,

mint a folytonos megoldas, ezért a G( @) fiiggvényre a kdvetkezd becslést tehetjiik:

A 3.1.3. lemma alapjan a K(o) koltségfiiggvényre becslést végezhetiink, és az R(o)

tételnagysdgtdl nem fiiggd linedris koltségfiiggvényt ismerjiik. fgy

K(a)+R(a)2m-la-\/s-_hh/r-(h-ﬂz+u-ﬂ)J+b-d-a+k-d-,B+e-d-a,

ami konkdv fiiggvény az értelmezési tartomanyaban. Tovabbi becsléssel

G(a)Za-d-[Jz';'h +b+eJ+ﬂ-d{1/w +k}2
Zmin{d-( 2'S'h+b+ej; d-[ M%—k}} |
d d

amivel bebizonyitottuk az

3.1.5. Tételt. Az optimumban a dontéshozé két stratégia koziil valaszthat: & = 0, vagy o
= [. Ez azt jelenti, hogy a tiszta stratégidk egyike mellett (az Osszes termék javitdsa,
hulladékkezelés nélkiil; vagy az Osszes konténer letermelése javitds nélkiil) lesznek a

relevans koltségek a legalacsonyabbak.
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A hulladékkezelés e koltségtényezdje valtoztatdsaval lehet a vallalatok tevékenységét a

kornyezettudatos anyaggazddlkodas irdnydba terelni.

3.1.7. példa. Legyen tjra s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, e = 100, b = 250, k = 150, d

= 1000. Ekkor G(0) = d { W +k} — 166.186 és

2-5-h

G(l)zd-(

+b+ ej =393.417, vagyis optimdlis minden haszndlt konténert

Ujrafeldolgozni, &f = 0. A gazdaségi sorozatnagysag értéke 25 darab.
3.1.6. Osszefoglalas

A dolgozatban egy javitasi és hulladékkezelési modellt mutattam be. El@szor a probléma
optimalis készletezési paramétereit hatdroztam meg adott hulladékkezelési rata mellett,
majd a hulladékkezelési ratat is dontési valtozonak tekintve egy linedris koltségekkel
kiterjesztett modellben belattam, hogy koltségszempontbdl a tiszta stratégidk domindnsak.
Ennek az lehet a praktikus kovetkezménye, hogy a koltségek valtozdsaval lehet a tisztan
gazdasdgi racionalitds alapjan 4ll6 véllalatokat kornyezettudatosabb gazdalkodasra

(Gjrafelhaszndlasra) birni.
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3.2. Kétraktaras modell Gjrafeldolgozassal és hulladékkezeléssel

3.2.1. Bevezetés

A termékhelyreéllitassal kibdvitett készletmodellek az optimdlis tételnagysag klasszikus
modellje természetes altalanositdsanak tekinthetéek. A klasszikus tételnagysdg modellek
csak egy terméket vizsgdlnak. A termékhelyredllitisi modellek nehézsége abban rejlik,
hogy két raktdrat és két kiillonbozo terméket elemeznek. Ennek a résznek az a célja, hogy
a javasolt visszutas készletmodellek koziil egyet elemezzen, nevezetesen Teunter (2001)

modelljét.

Az emlitett munkdban a szerz6 azt 4llitja, hogy az ujrafeldolgozdsi és termelési
tételszamok koziil az egyiknek meg kell egyeznie eggyel egy termelési-tijrafeldolgozasi
ciklusban. Ciklus alatt kizarélag egymast kovetd tevékenységeket értiink, ahol a

ciklusokban a tételnagysagok azonosak.

El6szor a javasolt modell koltségfiiggvényét szerkesztjilk meg, mert a szerzo negligélta az
altalanositott fiiggvény megalkotdsat. A probléma megoldadsa utin bemutatunk egy olyan
példat, amikor a termelési és ujrafeldolgozasi tételszamok szigorian nagyobbak, mint
egy. Ezzel az ellenpélddval megmutatjuk, hogy a szerzd &ltal bemutatott grafikus
,.bizonyitds“ nem tokéletes. Valdjaban Teunter (2001) csak azt bizonyitotta be, hogy nem
lehet optimdlis egy olyan megoldds, ahol termelési és ujrafeldolgozasi tételszdmok
egymashoz nem relativ primek. Egy masik feltételezése az volt, hogy a termelt j6szag
készletezési koltsége nagyobb, mint az ujrafeldolgozotté, ugyanis a termelés fajlagos
koltség valdszinlileg magasabb, mint az ujrafeldolgozdsé. A modell hidnyossédgait

Dobos-Richter (1999a) dolgozatukban korrigéltdk.

El6szor a modell paramétereit és mitkodését mutatjuk be, majd szekvencidlisan kizarva a

dontési véltozokat az optimalis megoldast allitjuk eld.
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3.2.2. Paraméterek és a rendszer miikodése

A modellben a kovetkezo tevékenységeket vezetjiik be:

- Gjrafeldolgozis,
- hulladékkezelés és

- termelés.

Egy ciklusban a fenti tevékenységek kovetik egymadst fix Gjrafeldolgozasi és termelési

tételnagysagokkal. A tervezés id6horizontja csak egy ciklus.

A dontéshozd célja a koltségek minimalizalasa, amikor a termelési és djrafeldolgozasi
tételnagysagok és tételszamok, valamint az jrafelhaszndlasi rata meghatirozdsa cél. A
koltségfiiggvény a koltségek két nagyobb csoportjabdl all: a klasszikus tételnagysig
modell atallitasi fixkoltségei és a készlettartdsi koltségek, valamint a tételnagysagtol
fiiggetlen linedris koltségek, mint az tjrafeldolgozasi, termelési és hulladékkezelési

koltségek.

A modell jelolései a kovetkezdek.

A rendszer paraméterei:

-r visszatérési rata (0 <r <),

-A keresleti rata.

Koltségparaméterek:
- K,, atermelés atallitasi koltsége,
- K, az gjrafeldolgozas atéllitdsi koltsége,
- h, egységnyi 4j termék eldallitasi koltsége,
- h,  egységnyi Gjrafeldolgozott termék eldallitasi koltsége,
- h, egységnyi visszatért hasznalt termék tartasi koltsége,
-cn  termelési egységkoltség,
- ¢, Ujratermelési egységkoltség,

-cy  egységnyi hasznalt termék hulladékkezelési koltsége.
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Dontési vdltozok:

- Qn termelési tételnagysag,

-M  atermelési tételek szdma, pozitiv egész,

- Q, ujratermelési tételnagysag,

-R az Ujrafeldolgozasi tételek szdma, pozitiv egész,
-T a termelési-ujratermelési ciklus hossza,

-u Ujrafelhasznélasi rata (0 <u <r).

Feltételezziik, hogy az 0Osszes paraméter és dontési vdltoz6 nemnegativ szdm. A
hulladékkezelési koltség lehetne negativ (c,), ami azt jelentené, hogy a visszavett hasznalt
terméket a vdllalat tovdbbértékesiti. Ez azt is jelenthetné, hogy az ujrafeldolgozést a
vallalat besziinteti, amivel itt nem kivanunk foglalkozni. A készlettartdsi koltségeket (4,
h, és h,) a szokdsos moédon értelmezziik, azaz a beszerzési koltség és a hitelkamatldb
szorzataként. A termelési és Ujratermelési egységkoltség tartalmazza az egy darab

termékre es6 kozvetlen anyag- és bérkoltséget. Tételezziik még fel, hogy

Cm+ Cqg>Cp,

vagyis egy Uj termék egységének termelése és annak a hulladékként torténd kezelése
legyen dragabb, mint az ujratermelés. Ez azt jelenti, hogy az djratermelés gazdasigi
értelemben hatékonyabb, mint a termelés €s utdna ezen termékek hulladékkezelése. A

modell matematikai form4jat allitjuk most eld.

Eldszor az dlloméany-folyam mérlegeket frjuk fel a végtermékek és a haszndlt termékek
készleteire egy ciklusban. Az (1) egyenlet azt mutatja, hogy az M-Q,, megtermelt és R-Q,
ujrafeldolgozott termékek Osszegének fedni kell a termék iranti ciklusbeli A-T keresletet.
A (2) mérlegegyenlet szerint a visszatért termékekbdl R-Q,-t Gjrafeldolgoznak, amibdl
aztan végtermék lesz, vagy (r-u)- AT mennyiséget hulladékként kezelnek. A modell

ciklusbeli anyagdramldsi folyamatat a 3.2.1. 4brdn szemléltetjiik.

MQp+RQ, = AT (3.2.1)
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RQ,+ (r-u)-AT=rT (3.2.2)

Az (1) és (2) linedris rendszerbdl két egymastol fiiggetlen egyenletet kapunk a termelési

és ujrafeldolgozasi tételnagysagokra:

MQn=(-uyAT (3.2.3)

RO, =uAT. (3.2.4)

3.2.1. abra. Anyagaramlas a modellben

Termelés
M-O,, =(1-u)-AT AT
- Piac
R-O,=uAT
Ujrafeldolgozas rAT
Hasznalt
R-O,=uAT termékek

(r-u)-A-T

Hulladékkezel€és

Ha az qjrafelhasznalasi riata egyenldé nulldval, azaz u=0, akkor az ujratermelési
tételnagysdg egyenld nulldval, vagyis Q,=0 a (3.2.4) egyenletben. Ez azt jelenti, hogy
minden visszatért hasznalt terméket hulladékként kezelnek, €s nincs a rendszerben

Ujrafeldolgozds, ami azt jelenti, hogy a klasszikus tételnagysdg modellel van dolgunk.
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Egy masik érdekes eset az, ha az Osszes viszatérd hasznalt terméket jrafeldolgozzak,
azaz ha a visszatérési rata egyenld az djrafelhasznélési ratdval, u=r. Ez az eset arra példa,
amikor nincs hulladékkezelés, amint az Schrady (1967) modelljében is torténik, és a
modell készletezési része ekkor megegyezik Schrady (1967) modelljével. A (3.2.3) és

(3.2.4) azonossdgokra sziikségiink lesz a koltségfiiggvény megszerkesztésénél.

3.2.3. A koltségfiiggvények megszerkesztése

Allitsuk most elé a teljes koltségfiiggvényt. Ezt két I1épésben tesszik meg. Az elsd
1épésben a H(Q,, O, T, M,R,u) készlettartasi koltséget szerkesztjiik meg a vég- és hasznalt
termékekre. A masodik 1épésben a linedris termelési, Gjrafeldolgozasi és hulladékkezelési

L(Q,, O, T,M, R, u) koltségeket konstrualjuk meg.

3.2.1. Lemma: A ciklusbeli készlettartasi koltségek dsszege

H(Qm,Qr,T,M,R,u):R-hr-g—i+M-hm-£22—i+hn-gj-{Rz-l_Tr+R}.

Bizonyitds. A modell készletezési stratégidjat a 3.2.2. dbrdn mutatjuk be. Ezen ébra
alapjdn szamitjuk ki a koltség fiiggvényt. Tegyiik fel, hogy a ciklusbeli készletek
készletszintjének nagysédga I'(t) a végtermékeknél és I'(r) a hasznalt termékekre, 0 < ¢ <T.
A készletezési koltségeket a gorbe alatti teriilettel azonositjuk a matematikai

készlegazdalkoddsban, vagyis

T-u T T
H(Q, Q.M .Ru)=h,- [I’Wdt+h, - [I'©Odi+h,-[1' @)t .
0 0

T-u
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3.2.2. abra Készletszintek a modellben (R=3, M=7)

Végtermék készlet I'(t)

O,
Om
< ! : P ; ' ; >
| L Tu LT A\
' = A
Hasznalt termék készlet I'(z) | : : : : : : I
__________
5 | | A
o : s
Y | : i i i i i i :
| < - ————————>
: g : T
! A ! !
Ujrafeldolgozas Termelés

Most haszndljuk ki a készletezési politika azon tulajdonsagit, hogy a végtermékek és
hasznélt termékek 6sszege monoton csokkend, lineadris és folytonos fiiggvénye az idonek
az ujrafeldolgozasi ciklus alatt. Ez abbodl kovetkezik, hogy a hasznalt termékek
feldolgozasakor kordbban gyartott termékeket tesznek djraeladhatéva, de csak a kereslet r
hanyada tér vissza, igy a rendszerben 1évé és végtermékként kezelhetd cikkek szama
csokken. Ezen meggondolés alapjan a termelési-tjrafeldolgozasi ciklust két alciklusra

bonthatjuk, 14sd a 3.2.2. dbran bemutatott Oszefiiggéseket:

(1) A keresletet kizardlag ujrafeldolgozasbdl elégitik ki, és az ujrafelhasznalhato

Qr

termékek készlete pozitiv. Ezen intervallum hossza egyenld T -u ——- -val.
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(2) A keresletet az utolsé ujratermelési tételnagysagbol és a termelésbol elégitik ki, és a

Qr
A

hasznélt termékek készlete monoton nemcsokkend. Az tdjrafeldolgozasi tételt

r

hossziisagii intervallumon hasznéljdk. Ezen alciklus hossza T - (1 —u)+

Az alciklusok segitségével a kovetkezo modon szdmithatok ki a készlettartasi koltségek:

H(Q,.0,.M,Ru)=

q 4q

T-u—*r “ T-u—+-
(h —h,) j; (t)dt +h, le“ (tdt +h, ]1“ (tdt +h, jfl O+1" O3t +h, ]1' (tdt
0 Tz Tu 0 Tu-4r
A A

Ot integralt kell kiszdmitanunk, de ezek mindegyike egyszerti linedris fiiggvények gorbe

alatti teriilete. Az els6 integrdl R-1 darab tjrafeldolgozasi tételbol all. Ezek a koltségek a

a

T-u—"—
P 2
kovetkezok: (hr —h, )- I I*(Hdt=(R-1)- (hr —h, )- g/’i . A masodik integral csak egy
0
T-u Q2
Ujrafeldolgozasi tételbdl all, ami A, - J I'(t)dt=h, - 2/’1 . A harmadik érték a termelési
Tudr
P

T 2
tételek készlettartdsi koltsége, ami M darab tételbdl all: h,, - '[I ‘(t)ydt=M -h, %

T-u

A

negyedik integral kiszamitdsa egy kissé bonyolult. Az eldbbiekben madr sejtettiik, hogy az

tUjrafeldolgozasi ciklusban a készletszintek I'(z)+I'(t) 6sszege mnoton csokkend linedris

r

fiiggvény. Ezen linedris fiiggvény irdanytangense (1-r)-A. Az T -u — id6épontban a ezen

fiiggvény értéke Q,. Ezzel a feltételezéssel az integral értéke a kovetkezd lesz:

4qr

Tu-21r
h, - J.rl“(t)+1’(t)]dt:hn- Qr+(1—r)-i-(T-u—Q’j -(T-u—Q’j.Végul az utolsé
o 2 A A
T 2
integral h, - '[I’(t)dt:hn-r‘i‘(l_—r-T‘u+Q’j .
g 2 r A
A
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Osszegezve a kapott ot integrilt elemi atalakitdsokkal megkapjuk a lemma 4llitdsat. Az

r

atalakitasokndl felhasznaltuk a (4) egyenleteta 7 -u = R forméaban.

A termelési, Ttjrafeldolgozdsi és hulladékkezelési linedris koltség egyszeriien

meghatarozhato:

L(Q,, O, T.M,Ru) = cuM-Q, + ¢, RQ, + cgAT(r-u) =

T-/’i-[u-(cr —c, —c,)+(c, +c, 7).

Most a Cy(Qnm, 0, T,M,R,u) atlagkoltségfiiggvényt hatdrozzuk meg, a teljes készlettartasi

/////

Ca(Qm’Qr’TyM,R,u):

2 2 2
RK +Rh-2ram-k +mp-Zoon 2 I 170 g
21 22 21 r
= +
T

+u-A-(c,—c, —c,)+A-(c, +c, 1)

Ez a probléma az aldbbi vegyes folytonos-egészértékli nemlinedris programozasi

feladathoz vezet:

Ca (Qm 2 QrT,M’ R,M) % mln

M-Q,=(1-u) AT,

R-Q =u-A-T,

O<u<r,

0,20,0 20,T >0, M,R pozitiv egészek.

(P4)

Mielott megoldandnk a problémat, felhivjuk a figyelmet arra, hogy a (3.2.3) és (3.2.4)
egyenletekbdl két valtozot kifejezve csokkenthetjiik a valtozok szdmat. Azonban az R és

M egészértékiisége miatt azokat nem érdemes kifejezni.
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3.2.4. A modell megoldasa

Ebben a részben megoldjuk a (P4) problémat. A (3.2.3) és (3.2.4) egyenletekbdl fejezziik
(l—u)-/i-T’ésQ u-A-T

M ! R

ki a termelési és Gjrafeldolgozasi tételeket O, =

A behelyettesités utdn az aldbbi (P4") optimalizaldsi feladat 4ll el6:

R-K . +M-K h,+h h h
r moy .| ".u2.,1.1+i.(1_u)2.g.i+_".u2.,1. 1_1
T 2 R 2 M 2 r

+u-A-(c,—c, —c,)+A-(c, +c, - r)— min
(P4%)
O<u<r,

T >0,

M, R pozitivegészek.

3.2.4.1. Az optimalis ciklusidé meghatarozasa

A megmaradt koltségfiiggvény konvex a ciklusidében, ezért az ciklusidé optimalis

hosszat konnyen meghatarozhatjuk a megmaradt valtozok fiiggvényében:

RK,+M-K,

T°(M,R,u)= :

h +h h h

r ".uz.,z.lJr ""(l—u)z‘/l‘1+”-uz‘/i(l—lj
2 R 2 M 2 r

Ezt a kifejezést a koltségfiiggvénybe visszahelyettesitve a kovetkezd Ci(R,M,u)
Osszkoltségfiiggvényt kapjuk:

C,(M,Ru)=

(R-K,+M K, ) hr+hn.u2.,1.l+ﬂ.(1_u)2.ﬂ.i+h_n.u2.,1.(l_1j +
2 M 2

2 R r

+u-A-(c,—c, —c,)+A-(c, +c, 1)

A C{R,M,u) koltségfiiggvényt az alabbi formdban {rhatjuk
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C,(M,R,u)=

3.2.5
\/ ZA(A(M)% + B(u)% +CW)R+Dw)M + E(u)j +ulc, —c, —c,)+Alc, +c,r) (5-23)

ahol

Aw)=K, -h -(1-u),Bu)=K, -(h +h )u>,Cu)=K, -h, .(1—1)142,
r

’

Du)=K, -h, -(l—lJ-uz,E(u):Kr h, +h,)u*+K, -h, -(1-u)
r

és az R and M tételszdmok pozitiv egészek, és 0 <u <r.

A termelési és djrafeldolgozasi tételnagysdgok a megmaradt valtozok fiiggvényében

0 (M Ru)_(l—u)-/i_ R-K +M K,
2 R 2 M 2 r
és
Q(MRM)_MZ R‘Kr+M'Km
R hr+hnu221+hm(l_u)211+hnu22(1_1j
2 R 2 M 2 r

A C(R.M,u) fugvény kvazi-konvex az R és M valtozékban és konvex u-ban. Ez a
tulajdonsdg garantdlja az optimdlis megoldds létezését, amint azt a fiiggelékben is

bebizonyitottuk. Vezessiik most be az S(R,M,u) fiiggvényt:

S(R,M,u):A(u)-%+B(u)-%+C(u)-R+D(u)-M+E(u).
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A folytonos optimdlis R és M tételszamokat keressiik. Ez a fiiggvény négyzetgyok alatt
szerepel az (5) koltségfiiggvényben. Alkalmazva a fiiggelék eredményeit, tudjuk, hogy a
A(u), B(u), C(u), D(u) és E(u) fliggvények pozitivak, ami megkonnyiti az ott szerepeltek

felhasznalasat.

3.2.4.2. A folytonos tételszamok meghatarozasa

Mivel A(u), B(u), C(u), D(u), E(u) > 0 teljesiil, igy igaz a kovetkezo tétel.

3.2.1. Tétel: Az (3.2.5) feladat optimalis folytonos megolddsa R(u)-ra és M(u)-ra,

valamint a hozzajuk tartoz6 C(u) koltségfiiggvény

Kr.hm

(1) u < max s b
K,-hm+\/Km-(h,+hn-lj
v .
_ K -h

R(u)= 1, M(u) = =% s

“ ik, (h +h j

.

r

C(M)=m{(1—u)‘m+u-\/l<, .{h, +h .1H+

+u-/?,‘(cr—cm—cd)+/?,‘(cm+cd ‘r)

R(u)=1,M(u) = 1,

r

C(u):\/Z-ﬂ-(K,‘i'Km)'{hm “(A=u)* +(h, +h) u’+h, .(l—lj.u2}+

+u-A-(c,—c,—c,)+A-(c, +c, )
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K, -h,
(i11) <u<r,
)

JK, -h, +\/Km (h, +h)-K, h, -(—1
r

K, -(h +h,) M) = 1

Ru)=u- 1
K h, -(-uf+K -h -~
r

C(u) \/2/1[ VK, -(h +h, +\/Km-{hm-(1—u)2+hn.G_lj.uzﬂ+

+u-A-(c,—c, —c,)+A-(c, +c,r)

A C(u) koltségfiiggvényt irhatd egységesebb formdban is:

1
e [ vy

+u-A-(c, —c, —c,)+A-(c, +c, 1)

\/2-/1-(1(, +Km)-{hm (I—u)* +(h, +h)-u”+h, -(1—1)-142}
r JIH=Susf,(r)

Cu)=
+u-A-(c, —c, —c,)+A-(c, +c,r)
VP an [ Loq),2
Jz.ﬂ.{u.\/Kr.(hr+hn)+\/Km.[hm.(l u) +h, (r lj u HJF f<us<r
+u'ﬂ"(cr_Cm_cd)—'_ﬂ"(cm—*_cd'r)
ahol
Kr hm
f,(r) = max > s
K,-hm"'\/K (h +h lj
\/ ,
és
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3.2.3. abra. A lehetséges u-k és r-ek halmazai

u A

(1,1)

(1,u9)

v

¥ 7> r

Abrizoljuk most az fi(r) és fo(r) fiiggvényeket a koordinita-rendszerben. Ezzel
megkapjuk, hogy milyen r visszatérési ratdk esetén értelmezhetéek a folytonos
megoldasok. A fiiggvények azon pontokat tartalmazzak, amikor a tételszimok egyenléek
eggyel (lasd 3.2.3. dbra). Azonnal megjegyezhezhetjiik, hogy ha a visszatérési rata kisebb
r;-nél, akkor csak az (i) pontban leirt koltségfiiggvény fordul eld, és az ujrafeldolgozas
Az r; és r; kozott az (i) és (ii) esetek fordulhatnak eld, végiil ha a visszatérési rata
nagyobb r»-nél, akkor minden eset el6fordul. E két pontot numerikusan is kiszamithatjuk
az fi(r) = r, illetve az f>(r) = r egyenletek r-re torténé megoldasaval. Meg kell jegyezniink,
hogy a C(u) koltségfiiggvény minden r visszatérési ratara konvex fliggvény, amit a

kovetkez6 lemmaban mondunk ki.

3.2.2. Lemma: A C(u) koltségfiiggvény u-ban kétszer folytonosan differencialhatd, és az

u felhasznélasi rata konvex fiiggvénye.
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A lemmaét nem bizonyitjuk, mert egyszeri differencidlassal belathat6. A kovetkezokben

az optimdlis felhaszndldsi ratat hatdrozzuk meg.

3.2.4.3. A koltségoptimalis felhasznalasi rata Kiszamitasa

Utols6é 1épésben az u felhaszndldsi rdta szerinti koltségminimumot szadmitjuk ki, és

vizsgéljuk a paraméterektdl valo fiiggést. Ehhez el0szor tegylink egy feltételezést:

hy(1-r2) > hyry + hy,.

Ez a feltevés azt mutatja, hogy a termelésbol szairmazo 1j termék egységnyi készlettartasi
koltsége magasabb, mint a haszndlt termék készletezése, majd 4j termékként torténd
készlettartdsa. Ezt az r, visszatérési ratara értelmezziik. Ez az a legnagyobb visszatérési
rita, amelyre a termelési és ujratermelési tételek szdma megegyezik eggyel. Az
Osszefiiggés azt fejezi ki, hogy az tjrafelhaszndlds a készlettartds szintjén is

gazdasdgosabb.

A feladat, amelyet meg kell oldanunk a kdvetkezd:

min C(u).

0<u<r

A probléma megoldasat harom esetre bontjuk aszerint, hogy az r visszatérési rata melyik

intervallumba esik.

iH0<r<n

Ekkor a C(u) koltségfiiggvény a kovetkezo alakban eldalld linearis fiiggvény

C(u)zu-\/zl\/zl(r(hr+hn-lj—1/72-l<m-hm T (e —co—c)|+
r .
+42-4-K, -h, +A-(c, +c, 1)

Konnyen kiszdmithat6 az optimalis felhasznaldsi hdnyad:

108



0 r< 2K, h,
[

JA-(c, +c, —c,)+,/2-1<m-hm]2—2-1{, -h,

2K, -h,

N2, e, - )42 K, [ =2, o0,

o

u =

<rs<p

Az optimélis hanyad azt mutatja, hogy viszonylag alacsony visszatérési hanyad esetén

nem érdemes az Ujrafelhasznéléassal foglalkozni, gazdasdgosabb a hulladékkezelés.

(ii)ri<r<nr,

Ekkor a C(u) koltségfiiggvény két részbdl all.

1
ﬂ[(l—u)-mw'\/lﬂ(hr*hn'H* 0<u<f(r)

r

+u-A-(c,—c, —c,)+A-(c, +c,-r)

2 ) .1_ .yl
\/2/1(Kr+Km)|:hm(l_u) +(h’+h”) u +hn [ 1J . :|+ fl(r)SuSr

r

+u-A-(c,—c,—c,)+A(c, +c, 1)

Mivel a C(u) koltségfiiggvény konvex, ezért elegendd azt megvizsgilni, hogy az r

pontban a fiiggvény novekvo, vagy csokkend-e. A feltevést kissé atrendezve azt kapjuk,

hogy

ami azt jelenti, hogy a koltségfiiggvény monoton csokkend, igy u’ = r, vagyis minden

visszérkez0 terméket gazdasagos ilyen visszaérkezési hényad mellett Gjratermelni.

(i) ra<r<1

Ebben az esetben a teljes koltségfiiggvényt vizsgéljuk:
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r

\/ﬁl(l—u)mﬂr K, -(hr +h, -lﬂ+

u< f,(r)

+u-A-(c,—c, —c,)+A-(c, +c, 1)

2 2 1 2
\/2-/1~(K,+Km)-{hm~(l—u) +(h, +h,)u +hn'(r_1j'” }+ [ Sus<fo(r)

+u-A-(c, —c, —c,)+A-(c, +c, -r)

2 1 2
\/2~/1~[u-\/K,~(h,+hn)+\/Km'[hm'(l_“) +hn(r—1)u H+ F)<usr

+u-A-(c,—c,—c,)+A-(c, +c, 1)

Ujra azzal a gondolatmenettel jarunk el, mint az elébbi pontban, tehit az r pontban
tekintjiikk a koltségfiiggvény monotonitdsit, de csak a készlettartdsi koltségekre, mert a
linearis koltségek monoton csokkenését mar feltételeztiik. Differencidljuk a készlettartasi

koltségeket az tjrafelhaszndlasi hanyad fiiggvényében:

C,(r):\/z.ﬂ.Kr.(hr+hn)_\/2.ﬂ'.Km. : = =

Ez a derivilt fiiggvény r-ben monoton csokkend, amir6l kénnyen meggydzodhetiink.
Mivel C{rz) > C{r), ezért teljesiil az is, hogy C{r) < 0, vagyis a fiiggvény val6ban
monoton csokkend u-ban. Tehat ezen az intervallumon is az optimalis felhasznaldsi

hanyad: u° = r.

3.2.5. Osszefoglalas

A dolgozat egy készletmodellt vizsgilt. A kérdés az volt, hogy milyen optimalis
tételnagysdgok és felhaszndldsi hanyad mellett lesznek a koltségek a legkisebbek. Az
optimum azt mutatja, hogy az adott feltételek mellett - azaz az egységnyi termelési és
hulladékkezelési koltségek Gsszege nagyobb, mint az djratermelési koltségek, valamint a
gyartott termékek készlettartasi koltsége nagyobb, mint a hasznlt és djratermelt termékek
tartasi koltsége - annak fiiggvényében, hogy mekkora a visszérkezési hanyad, két esetet
kiilonboztetiink meg. Ha a visszaérkezési hanyad nagyon alacsony, akkor nem érdemes
Ujrafelhaszndlni, hanem gazdasigosabb minden visszérkez6 terméket hulladékként

kezelni. Egy magasabb visszaérkezési hdnyad esetén azonban mar minden visszérkezd
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terméket gazdasdgos ujratermelni, amivel csOkkenthetd az Ujonnan termelt termékek
ardnya. Ezen u ismeretében mar meghatirozhatdak a termelési és ujratermelési

tételnagysdgok.
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3.3. Egy termelési-recycling modell visszavasarolhat6 hasznalt

termékkel

3.3.1. Bevezetés

E fejezetben egy olyan optimalis tételnagysdg modellt mutatok be €s vizsgdlok, amelyben
a termeldnek egy termék staciondrius keresletét kell kielégitenie D > 0 rataval. Ezt a
keresletet termelt vagy beszerzett 0 termékkel, valamint a termel6hoz konstans d = aD,
0< a < 1 rataval visszatéré termékek egy 0 < 0 <] ratdju djrafelhasznéldsaval lehet elérni.
Feltételezhetd, hogy ebben a helyzetben a termeld visszavasarolhatja a hasznélt cikkeket,
hogy azt djrafelhasznédlja, vagy hulladékként kezelje. A O és « paramétereket
hatdrfelhaszndlasi ratdnak és hatdrvisszavasarlasi ratanak nevezziik. A (I-9)d mennyiségi
fel nem haszndlhat6 terméket hulladékkezelésre adjdk at. Az (1-9)-t hatdrhulladékkezelési

ratanak hivjuk.

Eloszor az adott helyzetet elemzem. A termelési-recycling ciklusban a felhasznalhaté
termékek és a fel nem haszndlhat6 cikkek készletét hatdrozzuk meg. Ezen eredmények
alapjdn rogzitjik a termelési-recycling ciklus tételnagysdgait és ciklusidejeit,
minimalizdlva az idéegységre esd fix és készlettartdsi koltségeket. Igy expliciten
hatdrozzuk meg a C/( ¢, 0) koltségfiiggvényt, amely a minimalis koltségeket tartalmazza a

hatarfelhasznalasi és —visszavasarlasi rata ismeretében.

Masodsorban, ha a linedris hulladékkezelés, termelési, recycling és visszavasarlasi
koltségek adottak, akkor azt a feladatot kell megoldanunk, hogy mely J és « értékekre
lesz a teljes fix, készlettartdsi és linedris Ci @, 0)+Cn( & 0) koltség minimdlis. Ebben a
modellformédban a termeld dont arrdl, hogy hasznalt terméket vasarol-e meg, hogy azt

djrafelhasznélja.

Ebben a részben egy termelési-recycling modellt vizsgalunk, amely a Dobos-Richter
(2003) dolgozat egy kiterjesztése arra az esetre, amikor megengediink tobb, mint egy
termelési €s recycling tételt. Ekkor sem tesz a fogyasztd kiillonbséget a termelt és
Ujrafelhaszndlt termék kozott. A kovetkezd részben a paramétereket és a dontési

véltozokat vazoljuk. A fejezet harmadik részében a koltségfiiggvényt allitjuk eld. Az ezt
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kovetd két részben a ciklusidot €s a termelési és recycling tételnagysagokat hatarozzuk
meg a visszavdaséarlasi és djrafelhaszndldsi rata ismeretében. A hatodik és hetedik rész az
optimalis stratégidkat mutatja be a két feldllitott modellre, mig a végén Osszegezziik az

eredményeket.

3.3.2. Paraméterek és a rendszer miikodése

A termelési-recycling modellhez a kovetkezd paramétereket és dontési valtozokat
hasznaljuk. A modell anyagaramlasat a 3.3.1. dbra szemlélteti paraméterekkel és dontési

véltozokkal egyiittesen.

A tételnagysdghoz kapcsolodo paraméterek:

-D keresleti rata,
1 (o4
-P=—D termelésirata (£ < 1),
-d=aD visszavasarlasi rata (0 <a <1),

1

-R=—D recycling rita (y< 1),
4
- Sr recyclingra esd fixkoltség,
-Sp termelési atallitasi koltség,
- hy a felhaszndlhat6 cikkek tartasi koltsége,
- h, a fel nem hasznalhat6 cikkek tartasi koltsége.

A tételnagysdgtol fiiggetlen koltségparaméterek:

-Cy (1-0)-aD T egység hulladékkezelési koltsége,
- Cp(1-0a)D T egység termelési koltsége,
- Cr 0-aD T egység recycling koltsége,

- Cp a-D-T egység visszavasarlasi koltsége.
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A modell dontési vdltozoi:

- 0 hatarfelhaszn4ldsi rata,

- o hatarvisszavasarlasi rata,

- m recycling tételek szama, pozitiv egész,

- Ty egy recycling ciklus ideje,

- xg recycling tételnagysag, xg = D - Ty

-n termelési tételek szama, pozitiv egész,

- Tp egy termelési ciklus ideje,

- xp recycling tételnagysag, xp = D - Tp

- T atermelési-recycling ciklus hossza.

3.3.1. abra. Anyagaramlas a termelési és recycling ciklusban

Termelés

n-xp =(1-6)D-T

DT

v

m-xg =6-aDT

Recycling

v

Piac

(1-8)-aD-T

Hulladékkezelés

aDT

A keresletet a Ty idOperiédusban a haszndlt termékek visszaforgatdsabol elégitik ki, és

taroljak a felhaszndldsba éppen be nem vont termékeket a ciklus végéig. A hasznalt

cikkek d =aD < D rataval érkeznek a fel nem hasznalhat6 cikkek készletezési pontjahoz.
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(Lasd 3.3.2. dbra.) Az adott R > D = )R recycling rdta miatt a recycling folyamata y-Tx
ideig tart. Amikor a recycling befejezddik, a keresletet a felhalmozott djrafelhasznalt

termékekbdl elégitik ki. A Tk paraméter jeloli a recycling ciklus hosszat.

3.3.2. abra. Készletszintek a modellben (m =3, n = 2)

A felhasznalhat6
termékek készlete

A

Ip

3 NS A

\ 2
A

\ J
v

TR TP T

A nem fel-
hasznalhat6 ter-
mékek készlete

aD

A
Y
v

A recycling utdn a termel6 a D > 0 konstans ritdja keresletet elégiti ki. A termelének meg
kell allapitania, hogy mennyi dj terméket dllitson el6 P termelési rataval, D = P < P.
Ezen informacié birtokdban eldontheti, hogy mennyi ideig kell a tobblettermelést

raktaroznia. Ezt az id6intervallumot - amig az Uj termékek termelése és készletezése
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folyik - termelési ciklusnak hivjuk és Tp-vel jeloljik. A T = m- Tg + n- Tp intervallum

adja a termelés-recycling ciklus hosszat.

A nem felhaszndlhaté termékek tdroldsi és hulladékkezelési folyamata a kovetkezd
moédon ragadhaté meg: (1-0)dT egység keriil hulladékkezelésre torténd dtaddsra T ciklus
alatt, ahol Tp = (1-8)T a hulladékkezelési intervallum. Amikor a fel nem hasznilhaté
cikkek készlete képzédik, azt a Tge= T - Tp = JT intervallumot gyiijtési intervallumnak

hivjuk.

A termelési ciklus végén a fel nem hasznalt termékek készlete I, = [(I-a)m+ A 1-Y)]-DTx-
ndl éri el a maximumdt, amely egyben a termelési-recycling ciklus kezddkészlete. A
recycling ciklus végén a felhaszndlhaté termékek készlete Iz = (I-y)-DTg-nél éri el a

csdcsét, mig az Gjratermelt cikkeké Ip = (1-3)-DTp-nél.

3.3.3. A készletezési koltségek meghatarozasa

Jelolje hy a felhasznédlhato cikkek készlettartdsi koltségét és h, a fel nem hasznalhatd
cikkek készlettartasi koltségét. Adott T termelési-recycling ciklushossz mellett legyen a
készlettartasi koltség Hp, Hg, H, a termelt, Gjrafelhaszndlhaté és tjra fel nem haszndlhaté
termékek esetén, amint azt az 3.3.1. lemma mutatja. Tegyiik fel, hogy az « visszatérési

/////

ratdk nem egyenldk eggyel, vagyis van termelés is a ciklusban.

3.3.1. Lemma: A modell készletezési osszkoltsége:

H, :lm'IRTR “h, Zl'DTz 'hy(1—7)0{252 i
2 S22 ‘ m
(3.3.1)
1 1 2 2 1
H,=—n-1,T,-h,=—-DT* -h(1-B)1-as) -~ (3.3.2)
2 2 n
H, :%-DTZ ‘h,(1-y)a’S° -i+%-DT2 -h,a(1-a)s° (3.3.3)
m
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Bizonyitds. A (3.3.3) egyenldséget bizonyitjuk, a masik kettd bizonyitdsa hasonléképpen
torténhet. A fel nem haszndlhaté cikkek készlettartdsi koltségét a gorbe alatti teriilet
felosztasaval bizonyithatjuk. Osszuk fel a teriiletet m darab A haromszogre, egy-egy B és

C haromszogre és D;, Dy, ..., D, ; négyszogekre (lasd 3.3.3. dbra). Az A hiromszog
teriilete

T, =

3.3.3. abra. A fel nem hasznalhaté termékek készletszintje

A

D,
D,

A
Y
v

Tp r

A C hiaromszog teriilete

(1—a)m+a(1—7).DT _

1
T, = -
¢ aD )

J0=a)m+all-y)|DT, -

[(1-a)m+al-y)) - T;

N | =
QI[—

Végiil a D; négyszog teriilete

T, =i-(1-a)DTy .
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A teljes koltség most

m—1

H,=m-T,+(m=1)-T,+T. +>.T, .
i=1

Egyszeri matematikai 4talakitdsokkal kapjuk (3.3.3) egyenldséget.
3.3.2. Lemma: Az idOegységre esO készletezési atlagkoltség

=M=1T-D‘V(m,n,a,5) (3.3.4)

H
! T 2

ahol

V(m,n,a,8) = (h, +h, M1-y)a*S> L h(1-B)1-as) L h,o(l—a)s* (3.3.5)
m n

Bizonyitds. A (3.3.4) és (3.3.5) képleteket megkaphatjuk, ha az (3.3.1) — (3.3.3) kifejezés

koltség- és idoparamétereit a baloldalon (3.3.4)-be helyettesitjiik.

3.3.1. Példa: legyen D = 1.000, hy = 850, h, = 80, f=2/3, y=2/3,m=1,n=2, a=1/2
és 0 = 2/3. Ekkor V(2,1,1/2,2/3) = 0,167he+ 0,130h, = 106,296 és Hr

= % -T-1.000-106,296 = 53.148,IT teljesiil.

A V(m,n,a,0) fuggvény fejezi ki az egységnyi idore és termékre esé készletezési

koltséget.

3.3.4. A ciklusidé szerinti optimum meghatarozasa

/////

///////
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ST(m,n)zSR m+S,-n.
A modell Ca(T,m,n, & 0) atlagos készletezési koltségét a kovetkez6 forméban irhatjuk le:

C (T.m,n,a,0) :M+%T-D-V(m,n,0{,5) —5 min

(3.3.6)

A koltségfiiggvény T szerinti konvexitdsa miatt az optimélis termelési-recycling ciklusidd

28, (m,n)
D-V(m,n,a,0)

T°(m,n,&,0) :\/

(3.3.7)

€s a minimalis idéegységre eso koltségek

C,(mn,a,8)=+/2D-S,(m,n)-V(m,n,a,é) . (3.3.8)

Az optimdlis termelési és recycling ciklusidd

T (mn,a,8) =% 25, (m.n) , (3.3.9)
m \|D-V(m,n,a,o)
Tg (mn.a,8) = =% 25, fmn) (3.3.10)
n D -V(m,n,c,95)

Az optimalis tételnagysag

oo | 2DS.(m,
xi(m.n.0.8)="" /V(#(’Z{’;)) (3.3.11)
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o (mn,a,8) = =% /2DST(m’”) . (3.3.12)
n V(m,n,a,0)

3.3.2. Példa: Amint a 3.3.1. példdban D = 1.000, hy = 850, h, = 80, B=2/3, y=2/3, m =
I,n=2,a=1/2¢és 6= 2/3. A3.3.1. példabdl ismert, hogy V(m,n,c;6) = 106.296 és Hr =
53.148,1T  teljesiil. Legyen Sp = 1,960 és Sg = 440. A (6) képlet szerint
1 2) 4.360

+53.148,1T . Az optimdlis termelési-recycling ciklus hossza

C,\T12,—
(r23]

[12% %j 0,286 év vagy 104 nap. A minimdlis idéegységre esd koltség

C (1 2, % %) 24/4.360-53.148,1 =30.445,1.

3.3.5. Az optimalis termelési és recycling tételszamok

Most a C L(m,n,a,0) koltségfuggvényt minimalizdljuk azért, hogy a tételszamokat

meghatdrozzuk. Elemi dtalakitdsok utdn a koltségfiiggvény a kovetkezd formdban irhatd
fel

n m

¢ (mn,a,8) = \/ZD-{A(OJ, 8) 21+ B(e,8)- L+ Ce,8)- m+D(e,8) n+Ele, 5)} (3.3.13)

ahol

Ale,8)=S,h, (1= B1-ab)’, Bla,8)=S,(h, +h,N1-y)a’s”,
Cle.8)=S$, h a(l-a)s?, D(a.d8)=S,ho(l-a)s’,
E(e,8)=S,(h, +h )1-y)a’s® +S,h,(1- B)1-as)

E probléma megolddsahoz hasznélhatjuk a fiiggelékben megadott meta-modellt:

S(m,n):Aﬂ+B£+Cm+Dn+E—>min, m=1,n=>1.
n m
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A fiiggelék eredményeit alkalmazva a folytonos megoldas (m,n)-re az alabbi.

3.3.3. Lemma: Héirom esetet kiilonboztethetink meg az (m(a,d),n(a0)) folytonos

megoldasara és a Ci( &, 9) koltségfiiggvény kifejezésére

() A(& ) 2B(0)+D(,0), B(;,0) < A(0)+C(10)

) ) [, 1-ad [S, h,(1-p)
e ) (“’5))_(1’7\/; \/(hs. +h, )(1—7)a2+h,,a(1—0!)j

C,(0.8)= 2D {1-08)JS,h (1= B)+ S-S [(h. + b N1— P + hall - a)]}

(i) A(%0) SB(x0)+D(,0), B(50) < A(050)+C( 5 0)
(m° (@, 8).n° (@, 8))=(1,1)

C,(0.8)=2D(S, +S, )\, (1- BY1-ad) +(h, +h, )1- Y>> + h,a(l - )5 |

(iii) A(% 0) <B(0,0)+D( 9), B(056) > A(0)+C( ¢ 0)

N GO ol B O (=7
o a8} (a,é))—( 0 \/g \/hs(l—,b’)(l—aé')z+hna(1—a)52’1}

C,(a,d):\/ﬁ{ctd-\/SR(hs+h +\/S lh B1-ad) +hna(l—0{)52J}

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a Kkifejezések a tételszdmokra nem feltétleniil
egészértéktiek. Mindezek ellenére l4tni fogjuk, hogy ez a gyakorlati szempontbdl nem
tarthaté megoldds, mégis elegendd annak bizonyitdsdhoz, hogy a kevert stratégidkat

dominéljdk a tiszta stratégiat.

Vezessiik most be a kovetkezo fiiggvényeket

Sy -h,(1-p)
a,/S (1= B) + S, +1, N1 - ) + a1l - )|

és
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S -h,(1-p)
aJS (1= B)++/S, - (h, +h, N1-7)e’ =S, -hall—a)

A () és o) fiiggvények az olyan atvdltasi pontokat tartalmazzak, amelyekre (m,n)
egyenlOk eggyel. Ezt a 3.3.4. dbra szemlélteti. A () fiiggvény az (i) és (ii) eseteket
vélasztja szét, mig () az (i) és (iii) eseteket. Ezen fliggvények kiszamitasdahoz

hasznaljuk az egyenlGségeket. Egyszertien beldthat6, hogy di( @) < %( ).

Definidljuk most a lehetséges (@ d) pontok halmazit a o)) és () fiiggvények

segitségével:

I1={ed)d<d(a)0<a<1,0<8<1],

J={a.6) 6 (@)<<5,(@)0<a<1,0<5<1},
={e.0)6205,(@)0<a<1,0<5<1}.

Az I halmaz hatérét a lehetséges (@ 0) értékek és a (@) fiiggvény, valamint a (¢, 1) és

(1, &) pontok hatdroljék, ahol az a; és & értékek az aldbbi egyenléségekbdl hatdrozhatéak

meg:

Sg-h,(1-p)
a,/S (1= B)+S,(h, +1, N1 - p)e* + {1 — )|

=9, (0{)

5 - Sy -h,(1- )
U Sk b (=B)+/S, (h 0, )1—7)
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Az K halmaz hatdrét a lehetséges (@ 0) értékek és a O ) fiiggvény, valamint a (@, 1) és

(1, &) pontok hatéroljdk, ahol az o, érték az aldbbi egyenlségbdl hatdrozhaté meg:

Se-h(1- ﬁ)
aJs (1= B)++/S, - (b, + b, )1=p)a’ =S, -hall - )

=6, ().

A C/ & 9) készlettartasi koltséget ugy irhatjuk fel, mint

0.8)=12D(S, +8, . (1= BN1-a6) +(h, +1, Y1~ Y)e’s* + hall-a)5*| (@.8)e s
2DS[S [, + 1, 1= 1) ++/S, |1, (1= A1 -6 +h,edl-2)5* || (e6)e K

3.3.3. Példa: Amint a 3.3.2. példdban D = 1.000, hy = 850, h, = 80, f=2/3, y=2/3, Sp =
1,960, Sk = 440, o = 1/2 and 8 = 2/3. Ekkor A(1/2,2/3) = 55.407,4, B(1/2,2/3) =
67.511,1, C(1/2,2/3) = 3.911,1, D(1/2,2/3) = 17.422,2, E(1/2,2/3) = 261.970. Az
optimalis tételszamok m(1/2,2/3) = 1,067 és n(1/2,2/3) = I. A minimdlis koltség
Ci(1/2,2/3) = 28.494,.1.

3.3.4. abra Az I, J és K bemutatasa

51&

(ab]) (QZ)I)

(1,1)

(]) %)

v
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3.3.6. A készletezési koltségek minimalizalasa a visszavasarlasi és felhasznalasi

ratakra
Mieldtt a minimumot meghatdrozzuk, egy egyszerli lemmaét bizonyitunk.

3.3.3. Lemma: Legyenek az a, b, ¢ és d értékek pozitivak. Ekkor az aldbbi teljesiil:

Ja+b)c+d)=ac++/bd .

Bizonyitds. Emeljiik az egyenl6tlenség mindkét oldaldt négyzetre. Ekkor
(a+b)c+d)=ac+bd +2Jabed

€s egyszerlsités utan
ad +be 2 2\abed

és ez az egyenl6tlenség teljesiil minden q, b, ¢ és d értékre, mert (\/E —Jbe )2 >0.

Hasznaljuk a lemma eredményét arra az esetre, amikor csak egy-egy tétel van:

C,(.8)=~2D(S, +S,)-|n.(1- BN1-ab) +h,(1- )a’5> + ha(l-a)5* | (@.8)e T

Legyen most
a=2DS,
b=2DS,
c=h,(1-p)1-ab)

d=h(1-y)a*6* +hall - a)s?

A 3.3.3. lemmat alkalmazva a kdvetkezot kapjuk:
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C,(,8)22DS, - h,(1- B)1-ad) +2DS, [, (1= 7)o’ 8> + h,a(1- )57 | >
> (1-ad)y2DS, -h,(1- B) +ad\2DS, - (h, +h, )(1—}/)

A legutolsé egyenldtlenség teljesiil, mert csokkentettiik a koltségkifejezést h a(l-a)s*?

értékkel. Ezzel a médszerrel megmutathat6, hogy az I és K halmaz felett

C,(@,6)=(1-ad)\2DS, - h,(1- B)+ad.2DS, - (h, +h, N1-7¥).

Ez ut6bbi kifejezés nem mds, mint a tiszta stratégidk - azaz recycling és termelés - konvex
linedris kombindcidja. A sulyok a hatarfelhasznalasi és —visszavasarlasi ratak szorzata o,

amely nemnegativ és kisebb egynél. A koltségek mindig kisebbek, mint a tiszta stratégidk
koziil a kisebb:

(1-ad)\2DS, -h,(1- B) +as2DS,, - (h, +h, N1-7) >
> min{y2DS,, -, (1— B): \2DS, -(r, + h, X1-7)}

Ez utdbbi egyenlétlenséggel bizonyitjuk az

3.3.1. Tételt: Ebben a termelési-recycling modellben az optimalis készletezési stratégia a
tiszta stratégia: vagy termelésbdl elégitsiik ki a keresletet (& = & = 0), vagy vésaroljuk

vissza az 0sszes haszndlt terméket és hasznéljuk fel mindet (¢ = & = 1).

3.3.5. Példa. Legyen D=1.000, B = y= 2/3, Sp =1960, Sg =440, h; = 850 és h, = 80.
Ekkor a recycling készlettartasi koltsége 16.516,7, mig a termelésé 33.326,7. E példaban

gazdasdgosabb visszavasarldssal Gjrafelhasznélni.
3.3.6 Példa. Legyen D=1.000, B =2/5 y = 2/3, Sp =360, Sg =440, h, = 85 és h, = 80.

Ekkor a termelés készlettartdsi koltsége 6.059,7 mig a recyclingé 6.957,01. Itt a termelés
hatékonyabb.
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3.3.7. A tételnagysag és tételnagysaghoz kapcsolodo koltségek minimalizalasa

Ebben a részben az EOQ és EOQ-tdl fiiggetlen koltségek 0sszegét minimalizaljuk. Ennek

az esetnek a koltségfiiggvénye

C,(@,8)=C,(a,0)+C, ()

ahol C,(a,8)=C,, -(1-8)aD+C,-daD+C, -(1-da)D+C, -aD fiiggvény a linedris

hulladékkezelési, recycling, termelési és visszavasarlasi koltségek 0sszege.

A megoldand6 probléma a kovetkez6 alaku

C,(d,a) = min

ahol

selol] aeloi].

A legutobbi részben beldttuk, hogy

C,(a,6) = (1-ad)\2DS, -h,(1- B)+ad.2DS, - (h, +h, N1-7¥),

vagyis a készlettartasi koltségek nem nagyobbak, mint a tiszta stratégidhoz tartoz6
koltségek konvex linedris kombinacidja. Az EOQ-hoz nem kapcsolddé koltségeket a

kovetkez6 modon becsiilhetjiik:

Cyla.8)=(1-6a)D-C,+daD-(C, +C,).
Hogy ezt az egyenldtlenséget megkaphassuk, csokkentettitk a tételnagysagtol fiiggetlen
koltségeket a hulladékkezelés koltségével, vagyis C,, -(1—J)aD-val, valamint a

visszavdsdrolt, de fel nem hasznélt koltséggel, azaz C,, - (1-6)ab -val.
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Ez utébbi két becslést alkalmazva egy als6 hatart kapunk a koltségfiiggvényre

C,(.8) > (1-adW2DS, h,(1— f)+ D-C, [+ ady2DS, -(h, + h, 1 7) + D-(C, + C, ).

A jobboldali kifejezés tjra a tiszta stratégiak egy konvex linearis kombindcidja, igy

(1-ad{2Ds, h (1= )+ D-C, }+as2DS, -(h, + 1, 1= )+ D-(C, +C, )=
min{y/2DS, 10— B)+D-Cp.2DS, -(h, + b, J1—7) + D-(C, + C, )}

Ezzel az eredménnyel beldttuk a kdvetkezd tételt.

3.3.2. Tétel: E modell optimdlis termelés-recycling stratégidja az, hogy vagy
visszavasaroljuk az Osszes eladott haszndlt terméket (& = & = 1), vagy visszavasarlds és

recycling nélkiil kizarélag termeliink (¢ = & = 0).

Ezt az eredményt bizonyitotta Richter (1997) egy hulladékkezelési modellben és Dobos-
Richter (2003) egy termelés-recycling modellben. Linedris koltségek mellett és a

visszavdasarlasi €s recycling ratdk 0 és 1 kozotti szabad megvalasztidsa mellett a tiszta

stratégidk egyike az optimalis. Az optimdlis stratégiit a \/ 2DS, - h, (1- ,B) +D-C, és a

J2DS, -(h +h, J1-y)+D-(C, +C,) értékek Ssszehasonlitisival hatirozhatjuk meg.

3.3.8. Osszefoglalis és tovabbi kutatasok

Ebben a dolgozatban egy termelési-recycling modellt elemeztem. A készletezési
koltségeket vizsgalva megdllapithatd, hogy a tiszta stratégidk egyike nyujt optimalis
megoldést, azaz termelni, vagy djrafelhasznédlni. Hasonl6 éllitds fogalmazhat6 meg arra az
esetre is, ha az 0sszes koltséget minimalizaljuk. Hasonl6 eredményt kapott Richter (1997)
egy uUjratermeléses hulladékkezelési modellben, és Dobos-Richter (2003) egy termelési-

recycling modellben.
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Valodsziniileg a tiszta stratégidk technoldgiailag nem kivitelezhetéek és néhany hasznalt
termék nem tér vissza, vagy éppenséggel tobb hasznélt termék tér vissza, s6t néhany cikk
nem lesz ujrafelhaszndlhat6. A modell ezen tipusd Kkiterjesztései egy felsd hatart
definidlhatnak a visszavasarldsi ratdra, amely kisebb, mint egy. Ilyen esetekben egy
kevert stratégia lehet optimdlis, amint arra példat mutatott Dobos és Richter (2006) a most
bemutatott modell mindséggel torténd kibdvitésében. A dolgozat eredménye az, hogy

eldnyosebb a mindségellendrzést a beszallitoval elvégeztetni.
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4. Termeléstervezés a visszutas logisztikaban

4.1. Bevezetés

A visszafelé irdnyulé anyagiramlds levezénylése kozben szdmtalan menedzsment
probléma meriil fel. Ezek koziil a legfontosabbak)

® ahasznélt anyagok, termékek visszagyljtése, és annak megszervezése;

e atermékek szallitasa, tarolasa és készletezése, valamint

e a szétszerelés megszervezése €s irdnyitdsa utdn az djrafelhaszndlhatd alkatrészek és

részegységek termeléstervezésbe torténd bevondsa.

Az egyik fontos kutatdsi és alkalmazasi teriiletnek az djrafelhasznélas termeléstervezésbe
torténd integrdldsa tlinik (dolgozatomnak nem célja a visszatérés megszervezésével —
return management — valo foglalkozds). A nemzetk6zi kutatds ezen a teriileten még
gyermekcipoben jar. A legtobb alkalmazist a német irodalomban taldlhatjuk meg
(Inderfurth (1998), Spengler et al. (1997), Rautenstrauch (1997)). Angol nyelvii irodalom
is csak elvétve taldlhaté (Ferrer-Whybark (2000), Guide (2000)). Ismereteim szerint
magyar nyelvill vizsgélddasok ezen a teriileten még nem sziilettek.

Dolgozatom termeléstervezési fejezete harom részbdl 4ll: a 4.2. fejezet a termeléstervezés
és a recycling-tervezés kozotti kapcsolatokba enged rovid betekintést. A szétszerelés-
tervezésre adok egy modellt, ami a gyakorlatban ,,negativ’ anyagjegyzéknek tekinthetd.
A 4.3. fejezet részben az ujrafelhasznaldas MRP termeléstervezési €s irdnyitdsi rendszerbe
torténd integraldsat mutatja be. Ez a tervezés a konkrét MRP-tdbla vizsgilatin til a
felhaszndlasig sziikséges 1épéseket felsorolja. A 4.4. fejezetben Osszegzem a recycling

termeléstervezésben betoltott szerepét.

4.2. Az Gjrafelhasznalassal bévitett termeléstervezés

A recycling jelentdségének novekedése - ami a hasznalt termékek egyre nagyobb mértékii
visszagylijtésébol és felhaszndlasdabol kovetkezik - U feladatok elé dllitja a
termeléstervezést, amely feladatok megolddsa sziikségessé teszi az anyag
sziikséglettervezése (MRP) és a recycling-tervezés Osszekapcsoldsat. A recyclinggal tj

ellatasi lehetdségek nyilnak az anyagaramlasi folyamatban.
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Maga a termeléstervezés és irdnyitds folyamatanak kidolgozdsa a hagyomdnyos termelési
eljarasokra fokuszal, amelyet nem ciklikus anyagdramlasi folyamat jellemez. A recycling-
tevékenységek jelentdsége a primer nyersanyagok csokkenésével és megdriguldsaval,
valamint a hulladékanyagok korlatozott és koltségesebb elhelyezési lehetdségével
megndvekedett, amelynek egyardnt vannak gazdasigi és Okoldgiai okai. Az egyre
er6sodo tarsadalmi nyomads €s a novekvo dllami szabalyozds még inkabb aktudlissa teszi a

hasznalt termékek djrafelhasznéldsat.

Recyclingon a vallalaton beliil képzdd6 és kiviilrl szairmazo6 hasznalt termékek termelési
folyamatba torténd visszavezetését értem. Belsé recycling-termék lehet példaul a
sziikségtelen termék vagy a termelési folyamat sordn keletkez6 melléktermék, valamint
selejttermék. A kiils6 recycling-termék altaldban az, amikor az életciklusa végén 1évo
terméket vezetnek vissza a termelésbe. A cél az, hogy az eredeti terméket vagy annak
jelentés részét elddllitsak, s az tgynevezett termékrecycling vagy részrecycling révén
haszndlhat6 termék keletkezzen, amit vagy késztermékként, vagy alkatrészként
értékesithetnek vagy felhaszndlhatnak. A véllalaton beliil nem felhasznélhato részeket és
anyagokat egy kiilsé vdllalathoz tovédbbitjdk, amely esetleg felhaszndlja, vagy

hulladéklerakéban elhelyezi azokat.

Az anyagaramlés a recycling-folyamatokkal kibdvitve magaban foglalja a nyersanyagok,
félkésztermékek, késztermékek és recycling-javak taroldsat. A hulladék, illetve
visszakiildott termék id6beli, mennyiségbeli és mindségbeli bizonytalansidga - akarcsak
maganak az tdjrafeldolgozasi folyamat id6tartamdnak és tartalmanak bizonytalansiga -
egyben a tervez€s bizonytalansagat is okozza. Ezaltal a tervezés bonyolult problémaként
jelenik meg, s a hozza kapcsoldédé sokrétli bizonytalansag érthetéen megnoveli a dontési
lehetdségek szamat. Elsésorban olyan uj dontési helyzet adddik, ami lehetové teszi a
vélasztast szétszerelési, feldolgozasi, illetve felhaszndldsi folyamatok kozott, s tovabbi
dontési helyzetet jelentenek a termelési és beszerzési tevékenységek mellett a recycling
tevékenységek, amelyek alternativ forrdst jelentenek a nyersanyag-ellatdsi folyamat
szdmdra. Mindezek egyértelmiivé teszik a termelési és recycling-tervezés integracidjanak

a sziikségességét.
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Maga a recycling-tervezés - akdrcsak a termeléstervezés - elsOsorban stratégiai-taktikai
szempontokat jelent, mdsodsorban pedig operativ tartalommal is bir. Az operativ rész az
eredeti termeléstervezés és irdnyitds feladatait osztja fel programtervezésre,
mennyiségtervre, id6- és kapacitdstervre, valamint gydartdsi/irdnyitdsi tervre,

természetesen a recycling tevékenységekre is kiterjesztve.

A programtervezés a recycling esetében a recycling-termékek tipus, mennyiség és
id6tartam alapjan vald kereslet elorejelzését jelenti. Ezen elérejelzés alapjan lehetséges a
recycling-tevékenységeket eldreldtéan kialakitani, s a jovOben elvdrhaté termék-
visszakiildések alapjan aktiv tervezésrol beszélni. Ha ezeket az eldérejelzéseket nem veszik
figyelembe, akkor ezt passziv recycling-tervezésnek nevezziik, hiszen csak reagdlds

torténik az akkor éppen ismert recycling-javak dlloményéra.

4.2.1. A termelés- és recycling-tervezés kozotti tervezésbeli osszefiiggés

Az integricidra a termelés- és a recycling-tervezés részfeladatai kozott mindenekeldtt
azért van szitkség, mert a termelés program- és mennyiségi terve a recycling termékek
programtervének eldrejelzési alapjat képezi, mdsrészt a recycling mennyiségi terve
befolydsolja a gyértds id6beni és mennyiségbeni nyersanyagsziikségletét. Az MRP

rendszer kibovitésére harom f6 koncepcio 1étezik:
e amely a recycling és az MRP integracidjaval foglalkozik,

e amely a szétszerelésre €s a felhaszndlas-tervezésre koncentral,

® az integralt anyagdiszpozicio tervezést éllitja a kozéppontba.
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4.1. tablazat. A termelés- és recycling-tervezés kozotti osszefiiggés (Corsten-Reiss

(1991))

Az MRP rendszerek tovabbfejlesztési médozatainak elsé megkozelitése az nem tartalmaz
recycling dontéstamogatdsi rendszereket, mint a mdsodik és a harmadik koncepcid.
Determinisztikus bovitési rendszer, mert csak a passziv recycling-tervezésre épit és az
MRP rendszer kozvetlen bovitése csak a meglévd, adott szétszerelési, recycling és
anyagelldtdsi stratégidkat tartalmazza. El0szor a mdsodik és a harmadik koncepcid
lényegét foglalom Ossze, s kiilon fejezetben targyalom az els6 viltozatot, azaz az MRP
rendszer és a recycling integricidjat. A két rendszer kapcsolatit a 4.1. tdblazat

tartalmazza.

4.2.2. Szétszerelés- és felhasznalas-tervezés

A szétszerelés- és a felhasznalds-tervezés a szétszerelési €s a felhaszndldsi intézkedések
meghozataldnak alapveté kérdéseit jelenti, mint példdul a recycling-javak kozéptavu
taktikai tervének meghatdrozdsa, valamint a terméktervezés. A szétszerelés-tervezés
magardl a szétszerelés mélységérdl valé dontéseket, alternativ szétszerelési folyamatok
kozotti vélasztast, a szétszerelési folyamat lebonyolitdsdnak 1épéseit, gyakorisdgat

foglalja magdban. A felhasznalds tervezése sordn arr6l kell donteni, hogy az eredeti
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termék djrafeldolgozdsara torekszik-e a wvallalat, vagy csak termékegységeket,
nyersanyagokat szdndékozik-e visszanyerni. Az egyes anyagok és alkotdelemek
recyclingja esetén arra irdnyul a dontés, hogy a meglévl vagy alternativ belsd, illetve
kiils6 felhasznéldsi lehetdséget alkalmaz-e a cég. Minden recycling-médszer esetén a
hagyomanyos eljardsok mellett 1éteznek alternativ lehetdségek is. A kiilonb6z6 recycling
lehetdségek kozotti vélasztist nagyban determindljdk az adottsdgként megjelend technikai
és politikai keretfeltételek, amelyek meghatirozzak a termékvisszavételt, a szétszerelést,
feldolgozast és felhaszndlast. A tervezéshez feltétleniil sziikségesek a kovetkez6 adatok:
az Ujrafelhaszndlandé terméknek vagy bizonyos elemeinek mindségi dllapota, a
szétszerelési, vizsgalati, feldolgozdsi, taroldsi koltségek, valamint az értékesitési

arbevétel.

Spengler et al. (1997) szimultdn szétszerelési €s felhaszndldsi tervvel hatiroztdk meg a
pontos felhaszndldsi kapacitdsokat. Az egész tervezési problémdt egy tevékenység-
analitikus modellel irtdk le, amely jelen esetben egy vegyes egészértékil linedris
programozdsi feladatot jelent. Létrehoztak egy szétszerelési grafot, amelyen egy komplett
termék alternativ szétszerelési 1épéseit tiintetik fel (v, ahol j=I,.....n). Magdt a terméket m
kiilonbdzé komponensre lehet bontani, amelyeket vagy tovabbi alkotéelemekre lehet
szétszedni, vagy kiilonboz6é felhaszndldsi moddjai vannak, amelyek kozé tartozik a
hulladéklerakéban vald elhelyezés is. A kiillonboz6 szétszerelési tevékenységek
végrehajtdsi gyakorisidga (X;, ahol j=1,....n), amely a feldolgozandé termékek szamabdl
adodik, meghatdrozza az egyes komponensek szdmat (y;, ahol j=1,... m), ami igy a
felhasznalashoz sziikséges tovabbi szétszerelésekhez rendelkezésre dll. A felhaszndlandd
mennyiségek meghatdrozzdk a feldolgozasi és felkészitési 1épések szamat (zi;, ahol

s=1,....r), amelyek végiil a felhasznalas sordn bevételt vagy koltségeket jelentenek.
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4.1. abra. A szétszerelési és ujrafelhasznalasi tevékenységek tervezésének szimultan

kezelése (Inderfurth (1998))

A cél az x; és a z; valtozok révén a szétszerelési és felhaszndldsi tevékenységek
eredményének maximalizdldsa. E tervezési rendszer attekintését az 4.1. &bran

szemléltetem.

4.2.3. Integralt anyagdiszpozicio

Lényege, hogy az ujrafelhaszndlandé termék, vagy a termék alkotéelemének
visszadramlasét a feldolgozasi folyamat megfeleld szintjével 6sszekapcsolja. Ez komoly
koordiniciés problémat jelent, amit az okoz, hogy a termelés és a feldolgozas
terméksziikségletét vissztermékekkel is ki lehet elégiteni, mikézben a két folyamat
id6igénye eltér6. A diszpoziciés feladat a hagyomdnyos termelés és recycling
tevékenységek, valamint a hulladék-elhelyezési tevékenységek Osszehangoldsa, tovabba
az adott tervezési iddszakban a vérhaté koltségek (termelési, recycling, elhelyezési,
tarolasi €s széllitasi) minimalizaldsa. A tarolds diszpoziciés problémajanak két kiillonb6z6

megoldasi lehet6sége van:

e adontési folyamat folyamatos ellendrzése, €s

e a dontési folyamat periddikus ellenérzése.
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A Dbizonytalansdgi problematika kivédhetdé azaltal, hogy szamitisokat végeznek a
termékek irdnti sziikségletre, valamint a recycling-termékek visszakiildésére vonatkozdan.
Altaldban abbél indulnak ki, hogy minden termék tiroldsa megoldhat6, és hogy a
recycling-javakra a feldolgozds mellett mindig fenndll a hulladéklerakéba val6 elhelyezés

lehetdsége is.

A megrendelés-korldtos stratégidt harom paraméter jellemzi a tdroldsi diszpozicidval

kapcsolatban:

e raktdrozasi korlat a hagyomanyos termelésben,
¢ recycling adta lehetdségek korlatja

e ahulladéklerakéba val6 elhelyezés lehetdségének a korlatja.

Abban az esetben, ha a recycling-javak koztes taroldsa nem lehetséges, akkor a recycling

és a hulladék-elhelyezési korlatok ezzel 6sszhangban vannak (Inderfurth (1998)).

4.3. Az MRP rendszerbe integralt djrafelhasznalas tervezés

4.3.1. Hulladékok keletkezése és csoportositasa

A termelési folyamat sordn inputjavakbdl mds javakat dallitanak el6, de az output
elddllitdsa sordn kiilonbozé melléktermékek keletkeznek, amelyek az ipari termelésbol
nem zarhatok ki. A termelési folyamat sordn tehat keletkeznek olyan javak, amelyek a
termelési tervben nem jelennek meg. A melléktermékeket csak akkor tudjuk teljes
mértékben kizdrni, ha lemondunk az elddllitand6é javakr6l, de a melléktermékek
mennyiségét mindenekeldtt azzal csokkenthetjilk, ha gondoskodunk a megfeleld
terméktervezésrol, illetve megfeleld intézkedéseket hozunk a beszerzés, termelés és a

mindség teriiletén egyarant.

A hulladékokat két f6 kategéridba lehet csoportositani: szubjektiv hulladékokra és
objektiv hulladékokra. Szubjektiv hulladéknak tekinthetd minden olyan anyag, amitdl
annak tulajdonosa szabadulni akar, de arra vonatkozéan semmi megkotést nem tartalmaz,

hogy ezek az anyagok felhasznalhaték-e vagy sem. Az objektiv hulladékok azok a
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hulladékok, amelyeknek ujrahasznositisdra nincs lehet6ség, tehdat  azokat
hulladéklerakéban kell elhelyezni.
Corsten és Reiss (1991) azon hulladékokat, amelyek felhasznélhatok, recycling-javaknak

nevezték el, s e korben a kovetkezd csoportositast végezték el:

e Mellékterméknek tekinthetd minden olyan anyag és energia, amely az eldallitott
végtermékben nem jelenik meg. A melléktermékek tovdbb csoportosithatok
anyagmaradék és hulladék kategéridkra. A maradékanyagok a melléktermékek
azon csoportjat képezik, amelyek djrafelhasznélhatok, ezéltal az Gjrafelhasznélés
lehetséges terméke lehet, mig a hulladék esetén nincs lehetdség az
Ujrafelhasznélésra, vagy gazdasagi okokbdl nem megvaldsithato.

* A termelés sordn a termékek és a melléktermékek mellett selejtek is keletkeznek:
ezen harom objektumkategéria hasznositdsi formdja a recycling. Abban az
esetben, ha ezen anyagokat azonnal nem haszndljak fel, akkor azok készletekké
valnak, s ezdltal maga a recycling készletproblémava vdlik, amely dontési
helyzetekhez vezet.

® Haszndlt termékek :az életciklusuk végén 1évé vagy technikailag eloregedett

termékek.

A fenti besorolds hibdja, hogy a melléktermékeket recyclingjavaknak tekinti, habér azok
objektiv hulladékok, s nem lehetnek a recycling targyai. A recyclingjavak fogalmaba az

objektiv hulladékok nem szdmitanak bele. A hulladékok csoportositisat a 4.2. dbra

szemlélteti.
[ Kezelendd anyagok ]
|
I 1
[ Hulladékok ] [ Ujrafelhaszndlhaté anyagok ]
|
I 1 1
[ Deponilds ] [ Maradékanyagok ] [ Selejt ] [ Elhasznalt termék ]

4.2. abra. Az ujrafeldolgozasra Keriilo anyagok csoportositisa (Becher-Roseman

(1993))
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4.3.2. A visszagyiijtés/-vezetés folyamata

Az tjrafelhaszndldst megelézi a hulladékok visszagyljtése a véllalathoz. A hasznalt
termékek visszagyljtése a forrdsok és célallomdsok fizikai és informacids

Osszekapcsolasaval valésulhat meg.

4.3.2.1. Osszegyiijtés

A visszagylijtés folyamatdnak elsé eleme az Osszegylijtés. Az Osszegyljtés alatt azt a
folyamatot kell érteni, hogy a haszndlt termékeket a gyljtési helyre szallitjdk. Az
Osszegyljtés a rendelkezésre allo tervezési informacidkon alapul (gyiijtésbol szarmazo).
Az adatgyiijtés az Osszegyijtés része - egy informdacidés folyamat -, amely sordn
meghatdrozzdk az Osszegyljtési sziikségletet, mégpedig a vdasarlok lakohelye, az
Osszegyljtendd késziilékek szdma és az elszallitds hatdrideje alapjan. Tovabbi adatok
sziikségesek a haszndlt termékek tipusardl, kordr6l és mindségi dallapotardl. Ezen
informécidk képezik az alapjat a begy(jtés turatervezésének, valamint a szétszerelési és

felhaszndlasi folyamatnak, azaz ennek alapjdn tervezik meg az dsszegytijtést.

A hasznélt termékek 0sszegylijtésének hdrom tipusa van:

* Az 0sszegylijto tevékenységet végzok elmennek a hasznalt termékekért és a kozos
gyljtéhelyre széllitjak azokat, ami lehet egy szétszereld gyér, vagy pedig egy
atrakodohely.

® A haszndlt termék tulajdonosa szdllitja a hasznalt terméket a gytijtGhelyre.

® Az eldz6 két rendszer kombinéacidja.

Az Osszegyljtést dltalaban a varos altal megbizott szemétszallitd vallalkozasok végzik,
bar az is egyre jellemzobb lesz, hogy a kiilonbdzd miiszaki cikkeket forgalmazé cégek
visszaveszik a hasznalt gépeket, amennyiben a tulajdonos 1j gépeket vesz ndluk

Az adatok és a haszndlt termékek Osszegyiijtését kiilonbdzd nehézségek hatréltathatjak,

példaul:

e Az adatgyijtésre kiilonb6z6 parhuzamos rendszerek dllnak rendelkezésre a
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vasarlok szdmdara, s a szolgaltatok specifikus kindlata nem megfeleléen
konkretizalt.

e Telefonon torténd rendelésfelvétel vagy adatgylijtés nem minden esetben
lehetséges, ha igen, akkor is csak hosszd védrakozasi id6 utdn, illetve tobbszori
probalkozasra.

® A bejelentés és az Osszegyljtés kozott a varos és a gyljtérendszer elérhetdsége
miatt egytdl akdr tobb hét is eltelhet.

* A megadott elszdllitasi id6t sok esetben nem tudjak betartani.

e Maga az 0Osszegyljtés csak az utcdra kihelyezett haszndlt termékek elvitelét
jelenti, a hazban, lakdsban, illetve pincében elhelyezett gépekre nem terjed ki.

e OQOlyan jarmiiveket haszndlnak az Osszegyijtésre, amelyek maximadlis
taroldkapacitdsa nincs kihasznalva.

e Az egyre ndvekvo szdmu gyiijtérendszer versenyhez vezet a hasznélt termékekért,
mégpedig azért, hogy a gyijtérendszer , valamint a felhasznal6iizemek
kapacitdskihaszndltsdga is maximaélis legyen. Ezdltal a gyiijtési ttvonalak egyre
hosszabbak lesznek, ami egyben nagyobb szallitdsi tdvolsdgot, kdrnyezetterhelést,

valamint koltséget jelent.

4.3.2.2. Atrakodas/rakod4s

Rakodas mindazon szallitdsi és taroldsi folyamat, amely a termék széllitasi eszkozre vald
felrakasa, szallitoeszkozrol vald levétele, illetve szallitéeszkoz valtasa esetén meriil fel.
Sok esetben azért van sziikség az atrakoddsra, hogy csokkentsék a termékaramlas
koncentraci6jat. Az atrakodds nem opciondlis tevékenység, hiszen mind a kozvetlen
visszavezetés, mind pedig a IépcsOzetes visszavezetés folyamatiban szerepel. Az
atrakodés nagyrészt kézzel torténik, ami egyfeldl magas rakoddsi koltségeket okozhat,

masrészt kért okozhat a feldolgozandé termékekben a nem szakszer(i kezelés.

4.3.2.3. Szallitas

Szallitds alatt jelen esetben a termelési és fogyasztdsi folyamatbdl kivont, de még

Ujrafelhaszndlhaté termékek elszdllitasat értjiik a gyijtohelyekre vagy valamilyen

kozponti gytjtéhelyre. A szallitds egylépcsds visszavezetés esetén a szétszereld gyarba
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torténd szallitast jelenti, mig egy tobblépcsds visszavezetés esetén pedig a kovetkezd
gyljtéhelyre. A szallitasi koltségek csokkentése érdekében a szdllitdishoz mas jarmiiveket
haszndlnak, mint az Osszegyljtéshez. A szdllitdis nem kényszeri tevékenység a
visszavezetés folyamatdban, hiszen ha csekély a tavolsdg a forrds és a céldllomds kozott,

akkor a gytijtdtira a céldllomdson végzodik. A szallitast altaldban teherautdkkal végzik.

A széllitassal kapcsolatban felmeriild problémak:

e Az automatizalhatd, s ezéltal hatékonyabb 4trakodési folyamat korlatozott.

e A hasznilt termékek a fel- és lepakoldsndl - akdrcsak a szallitds sordn -
megsériilhetnek.

® A csapadék korr6zidhoz vezet s ez altal csokkenti a szétszerelhetdséget.

e A szallitdsnal haszndlt segédanyagok nem raktdrozhatdk, ezért nincs lehetdség

azok helytakarékos taroldséra.

4.3.2.4. Tarolas-raktarozas

A tdrolds a megmunkaland6 anyagok tervezett elhelyezése. A raktarozds célja

® abeszerzés, szillitds és termelés ingadozasainak kivédése,
e akindlat és a kereslet kozotti kiillonbségek kiegyensilyozasa,
® az ismeretlen keresleti és kindlati divergencidk bizonytalansdgdnak csokkentése,

e valaszték kialakitasa.

Létezik outputorientdlt és inputorientdlt tarolds. Ahogy a neve is mutatja, az
outputorientdlt a haszndlt termékek forrdsara, tehat a hasznélt termékek tulajdonosaira
koncentral, akik le akarjadk adni haszndlt termékeiket. Az inputorientdlt tdrolds a
visszagylijtés célallomédsara vonatkozik, ami lehet egy szétszereld gyir, amely a

szétszereléssel inputot allit el6 a termelés szamara.
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4.3.2.5. Szétvalogatas/szortirozas

A szétvdlogatds vagy szortirozas a begy(ijtott hasznélt termékek specidlis szétszereld vagy
Ujrafelhaszndlé miiveletek szerinti szétvdlogatésat jelenti. Magén a konkrét szétszerelésen
kivil itt végzik el a rendelkezésre 4&llo, illetve szdllithaté haszndlt termékek
dokumentécidjat, s ez altal a szétszereléshez sziikséges informécidknak nagy jelentdsége
van. Ezen dokumentacidk és informdacidk lehetdvé teszik a specializalt szétszereld gyarak,
illetve iizemek szdmdra, hogy tervezni tudjik kapacitdsaikat, akarcsak a szétszerelés
eredményeként 1étrejovo értékesithetd alkatrészeket. Ebbdl kdvetkezden mér a szortirozds
keretében elvégezhetd egy eldzetes szétszerelés, s ez altal novelhetd az ezt kovetd
szallitasi folyamat hatékonysdga, s a szétszerelendd mennyiség csokkentésével jobb
szallitaskihasznaltsag érhetd el. Ezen kiegészito tevékenységek révén megnd a kereslet a
specidlis szolgaltatdsokat nyujt6 szortirozo iizemek irdnt. Maga a szortirozds mar nem a
géptipusok és varidnsok szerinti szétvdlogatdst jelenti, hanem a késObbi szétszerelés

céljabol végzendo tevékenységet.

4.3.2.6. Csomagolas

A csomagoldsnak védelmi, tdroldsi, szallitasi, azonositasi és informacids funkcidja van,
amelyek az értékesitést €és haszndlatot lehetové teszik. A csomagolds sordn a
legfontosabb, hogy az a lehetd legkevésbé szennyezze a kornyezetet, amely elérhetd
azaltal, hogy a véllalatok olyan szallitéeszkdzoket hasznalnak, amelyek kevesebb vagy

semennyi csomagoldanyagot nem igényelnek (pl. konténerek).

A visszagyijtés folyamatidt befolydsoljadk tovdbba a teljesitményprogramok, a
szolgaltatisok szinvonala és mindsége. Fontos ismerni a vasarlok elvardsait a
visszagylijtési rendszerrel szemben, mint példdul a szolgaltatisok mindségét illetden,
hiszen ezek befolydsoljadk azt, hogy mennyire fogjdk a kiépitett rendszert, hal6zatot
haszndlni, azaz ezen szolgiltatisok irdnti keresletet, ami a szolgaltatisok koltsége

nagyban meghatdroz (Waltemath, 2001).
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4.3.3. A recycling fogalma és tipusai

Magin az (jrafelhaszndldson a szilard, folyékony és gdz halmazéllapotd
maradékanyagok, selejtek és haszndlt termékek termelési folyamatokba vald

visszahozatalat/visszavezetését értjlik.

Minden vallalat olyan rendszernek tekinthetd, amely termékeket és hulladékokat ad le
outputként a kornyezetének, s anyagokat (nyers- €s egyéb anyagokat), valamint energiat
vesz fel inputként. Jahnke (1986) megkiilonboztet bels6, vallalatok kozotti, illetve kiilsd

recyclinget.

e A belsé vdllalati recycling azt jelenti, hogy a recyclingra itélt termék a gyartd
véllalathoz keriil vissza recyclingra. Létezik kozvetett és kdzvetlen recycling is a
belsd vallalati recyclig esetén: kozvetlen esetén a recycling-javakat ugyanabba a
termelési folyamatba helyezik vissza, ahonnan kikeriiltek, kozvetettnél pedig a
termelési folyamatba valé visszahelyezést megel6zi valamilyen koztes kezelés.

e Villalatok kozotti recyclingrol akkor beszélhetiink, ha kiilsé véllalat termékének
recyclingjarol van szo.

e  Kiilsd vdllalati recyclingrol beszéliink, ha a termék recyclingjat mas vallalatok
végzik el.

e [étezik azonban kooperativ recycling is, ami a vallalatok kozotti és a kiilso
véllalati recycling specidlis esetének tekinthetd, hisz ebben az esetben nemcsak
recycling-javak dramlanak az egyik vallalatt6l a mésikhoz, hanem a recyclinghoz
sziikséges tervezési, valamint munkatervi informéciok is.

e Gydrtorecycling esetén a belso és a vallalatok kozotti recycling specidlis esetérol
van sz, amikor a recycling-javak recyclingja a gyartd véllalatndl valésul meg.

e Azon termékek esetén, amelyek az adott termelési folyamatban keletkeznek

primer, mas esetekben pedig szekunder recyclingrol beszélhetiink.

A direkt, illetve indirekt és a primer-szekunder recycling kapcsolatat jol szemlélteti a 4.2.

tablazat. (Rautenstrauch (1997)).
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Direkt Indirekt

Primer ﬁjrafelhasznélz’ls Tovabbfelhaszndlas
Szekunder Ujraértékesités Tovabbértékesités

4.2. tablazat. A recycling egy lehetséges csoportositasa (Rautenstrauch (1997))

4.3.3.1. A recycling masfajta csoportositasa

A maradékanyagot vagy selejtterméket minden tovabbi kezelés nélkiil ugyanabba a
termelési folyamatba inputként visszavezetik;

A maradékanyagokat, illetve selejttermékeket minden tovdbbi kezelés nélkiil
madsfajta termelési folyamatba vezetik vissza inputként;

A maradékanyagot és a selejtterméket kezelésnek vetik ald - ami lehet szétszerelés
illetve atalakitas -, ami utan:

ugyanazon termelési folyamatba inputként visszavezetik,

mas termelési folyamatba vezetik vissza, a recycling-javakat hasznalat utdn tarolds
céljabol depondldba viszik, miutdn a vallalaton belilli kezelés (nyersanyag-
visszanyerés, vagy feldolgozas) sordn feljavitott inputként felhasznéltdk

A recycling-javakat véllalaton kiviili kezelésre kiildik, s utdna inputként hasznéljak
fel.

Lehet6ség van a depondldban elhelyezett objektumok kezelésére.

A recycling-javakat egyiittmiikodési szerz6dés alapjan két vagy tobb vdllalat kdzosen
is ujrafelhaszndlhatja, mint a 2. és az 5. esetben, vagy pedig egy kiils6 vallalattal

végeztetik el.
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E csoportositds alapjan az 1.-6 vallalaton beliili recyclinget, a 7. és 8. véllalatok kozotti

recyclingot jelent.

Az ujrafelhaszndlds sordn tovabbi problémdt jelenthet a maradék anyagok igen magas
szintli heterogenitdsa (ide tartozik a hasznaltsidg mértéke, a korrdzi6 és a szennyezettség
foka), és a maradék anyagok alacsony koncentriltsiga. Mindkét tényezd jelentOsen
megneheziti az anyagok 0sszegyljtését, tarolasat, szallitasat, szortirozdsat és felkészitését.

(Corsten H., Reiss M., (1991))

4.3.3.2. A recycling csoportositasa folyamatok alapjan

o Termelési hulladék recycling: véllalaton beliili recyclingot jelent, mégpedig a
termelés sordn keletkezd maradékanyagok és selejtek recyclingjét.

* A termékhaszndlat alatti recycling: hasznélt termékek feldolgozasa azzal a céllal,
hogy legalabb részben tjrahasznélhat6va tegyék az adott terméket.

® Haszndlt anyag recycling: annyiban kiilonbozik a termékhaszndlat alatti
recyclingtdl, hogy a recyclingra szorulé termék mér nem hasznalhaté djra. Ebben
az esetben a recycling sordn kinyert anyagokat nyers- vagy egyéb anyagként

visszavezetik a termelésbe.

4.3.4. A recycling céljai, feltételei, eszkozei és korlatai

4.3.4.1. Célok

A recycling alapvetd céljai tobbek kozott a nyersanyagok és energiasziikségletek, a
kornyezetterhelés csokkentése, a jelenlegi raktarkapacitisok megkimélése a hulladék és

selejtanyagok csokkentése vagy megsziintetése révén.

Az egyéni véllalkozasok szintjén a kovetkezd célkitiizésekrdl beszélhetiink:
* mennyiségi célokrol, ami kiillondsen a nyersanyagok csokkentését jelenti, valamint
e iddbeli célokrdl, ami az egyes recycling-javak élettartamanak a meghosszabbitésa,
ezaltal ezen javak keletkezési ilitemének a lassitasat, illetve a bizonytalansag

csokkentését jelenti.
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Magéinak a termelési folyamatnak kialakitdsa sordn a koltséges tokelekotés
minimalizéldsa az élettartam csokkenését okozza, az értékbeli célok (ideértve a recycling-
, a recycling-logisztikai-, feldolgozasi-, valamint a tervezési- és tranzakcids koltségek)

minimalizalasa révén

4.3.4.2. Feltételek

Az ujrafelhaszndlds esetén szdmos, a vdllalat dltal nem befolydsolhaté adottsagot kell

figyelembe venni, amelyek korlatoz6éan hatnak a vallalat szdmara, ilyen példaul:

® anyersanyagok teljes visszanyerése a recycling-javakbol gyakran nem lehetséges,

e a recycling-javak éltaldban nem tetszés szerinti gyakorisdggal hasznalhatdk fel
Ujra,

¢ nem minden recyclingtermék hasznalhat6 fel djra gazdasdgi szempontok szerint,

® arecycling-folyamat sordn kérnyezetkarosité termék jon létre,

® bizonyos javak esetén az ujrafelhasznalds torvényben eldirt és innentdl kezdve

nem tekinthetd dontési problémanak.

A recycling tekinthetd ugy is, mint a primer nyersanyagok
felhaszndldsdnak/fogyasztdsanak ideiglenes tehermentesitése, mégpedig azért, mert a

recycling éltal meghosszabbodik egy-egy termék élettartama.

4.3.4. Eszkozok

Eszkozok esetén kiillonbséget tesziink a recycling-javak alkalmazésa, illetve kezelése

terén hozott intézkedések kozott:

1. Az alkalmazds soran szortirozas, szallitds, tarolds segitségével a keletkez6 recycling-
javak feldolgozas nélkiil felhasznalhatok,

2. A kezelési folyamat sordn valamilyen feldolgozasi eljardst végrehajtanak a recycling-
javakon, ami lehet szétvédlasztas vagy atalakitas (bioldgiai-technikai vagy kémiai-

technikai) folyamat.
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A recycling dontési modellt, mint bArmely més dontési vagy tervezési modellt csak akkor
alkalmazhatjuk, ha a recycling-javakrél a dontéshez sziikséges relevans informdaciok
rendelkezésre dllnak ( gy mint tipus, hely és id6 szerinti rendelkezésre allds, valamint
mennyiség, mindség és 4r). A dontés komplexitasiat noveld faktorok koziil az elsd az
alapvetd célfunkci6, amely jelenthet egyvaltozés vagy tobbvaltozdés célfunkcidt. A
tobbvéltozos célok esetén a célok kozott konfliktusok dallnak fenn, s nem csak az

okoldgiai és gazdasagi célok kozott van konfliktus.

A kiilonb6z6 faktor-csoportok a kovetkezo komplexitis-fokokat hatdrozzdk meg.

1.) Termelési folyamat:
a) arecycling-javak felhaszndlhat6 mennyiségének also és felso korlatai adottak,
b) atermelési folyamat illeszkedési kovetelménye a recycling-folyamatra,

c) arecycling-javak visszavezetése ugyanabba, illetve mas termelési folyamatba.

2.) Recycling-javak:
a) csak maradékanyagokrol, selejtekrol, illetve haszndlt termékekrdl, vagy pedig
mindhdrom form4jud recycling-javakrdl van szo,
b) arecycling-javak keletkezése idoben lehet folyamatos, illetve nem folyamatos,
c) tarolhatésdg lehetsége: adott vagy nem adott, a recycling-javak heterogenitdsbeli
sokszinlisége (tisztasdg, forma, szinjellemzok, anyagjellemzok héallo-nem hoallo),

d) az anyag illesztése (rejtett vagy nyilt, a részek elvalaszthatosdga), anyagrokonsag.

3.) Ujrafelhasznaldsi folyamat
a) az ujrafelhaszndldsi folyamat mélysége (szétszerelés, illetve feldolgozas foka),
b) az djrafelhaszndlasi folyamat mellékterméke: hasznélhatd, illetve nem felhasznalhatd
mennyiségbeli kdrok (veszteségek az djrafelhasznélds sordn),

¢) mindségbeli veszteségek (karok az ujrafelhasznélas soran).

A termeléstervezési és -irdnyitdsi rendszerek feladata: a termelési folyamat lebontdsa
mennyiségi és id6beli szempontok alapjan, a kapacitaskorlatok figyelembevétele mellett,
valamint tervezés, végrehajtds, ellendrzés, az eltérések megfeleld intézkedésekkel valo

kezelése, annak érdekében, hogy az alapvetd célokat elérjiik.
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4.3.4.4. Korlatok

Technikai korldtok: a recycling-javak tetszés szerinti gyakorisdggal nem
hasznélhatok fel djra, mert minden egyes recyclinggal romlik a mindség. Tovabba
a recycling-javak gyakran nem haszndlhatok fel teljes egészében ujra, mert
korlatozottan szerelhet6k szét, mivel egyes anyagok szétvdlasztdsa technikailag
nem lehetséges.

Gazdasdgi korldtok: a recycling éltal okozott koltségek meghaladjdk a recycling
eredményét, illetve a primer anyagokban torténé megtakaritast.

Okoldgiai korldtok: a recyclinghoz sziikség van energidra, a recycling-javak
szallitaisara és gyakran primer anyagokra, hogy feljavitsdk a mindséget. A
recycling gyakran Okoldgiai szempontbdl nem hasznos, mert a recycling altal
okozott kdrnyezetszennyezés meghaladja az dltala elért 6koldgiai hasznossagot.
Pszicholdgiai  korldtok: a haszndlt anyagokbdl késziilt termékek gyakran
alacsonyabb mindségiinek néznek ki, ezért a piac tudatos tartézkoddssal reagél az

ilyen termékekre (Rautenstrauch (1998)).

4.3.5. Az MRP rendszer

Az MRP rendszer alapveto célja a befolydsolhaté koltségek (termelési, szallitdsi, taroldsi,

eszkozkoltség) minimalizéldsa. E rendszer idObeli és mennyiségbeli céljai a kovetkezdek:

minimalis atfutasi ido,
nagy pontossag,
alacsony készletszint,

maximadlis kapacitaskihasznaltsag.

A 4.3. tablazatban az MRP rendszer befolydsolhaté elemei megfeleloen foglalhaték

ossze:
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Objektum|
Kapacités Megbizas
Cél
Atfutasi ido
Idénagysag Kapacitaskihasznaltsag .
(Atf.id6 csokkentése)
Személyzeti és
Mennyiségbeli nagysig Szallithat6sag
eszkozéllomany
, ) ) Hidny- és
Ertékbeli nagysig Kapacitaskoltség
taroldsi koltség

4.3. tablazat. Az MRP célrendszere (Corsten-Reiss (1991))

Annak érdekében, hogy az ujrafelhasznéldsi folyamatot integrialni tudjuk az MRP
rendszerbe, a tervezéshez sziikségiink van a recycling-javakrol és recycling-folyamatokrol
relevdns informdicidkra. Ahhoz, hogy ezen informicidk a megfeleld6 formédban
rendelkezésre 4lljanak, egy megfelelden kiépitett vallalati kornyezeti informacids
rendszerre van sziikség. Ezen informdaciés rendszernek figyelemmel kell kisérnie a
jogszabalyi kornyezet folyamatos valtozasat, emisszi6- csokkentési intézkedéseket kell
bevezetnie, kornyezetvédelmi statisztikdkat, informdacidkat kell tartalmaznia a
hulladékkezelésrdl, beszerzési mdédokrdl, mindségrol, anyag- és energiafolyamatokrdl
(anyag- és energiamérleg) a kiilonb6z6 inputok és outputok tekintetében. Azt is
vizsgéljdk, hogy mely véllalati/termelési folyamatok kapcsan 1ép fel kornyezetszennyezés
és azok milyen mértékli kornyezetszennyezést okoznak, mert ez alapjdn kell a
szennyezési adot fizetni. Az MRP rendszernek az djrafeldolgozési rendszerrel torténd

horizontélis kibdvitése harom teriileten jelent kiszélesitési igényt:
1. recycling programtervezgs,
2. recycling kapacitéstervezés,
3. recycling folyamattervezés.

1.) A recycling-program szélessége és mélysége is specifikdlt

Az MRP rendszerben a kovetkez6 bovitési sziikségletek adddnak:
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sz 2

e A szallitasi és tdrolasi kapacitdsokat figyelembe kell venni €s prioritédsi szabdlyok
meghatarozasdra van sziikség, hogy a nem vagy csak a korldtozottan tirolhato
javakat hasznaljak fel el6szor.

o A szallitas feliilvizsgédlatira mindenképpen sziikség van, mégpedig a széllitando
recycling-javak mennyiségére és hatdridejére vonatkozdan. Tekintettel kell lenni
tovabbd a feldolgozasi folyamat sordn a gydrtési 1épésekre, valamint a recycling
termékek mennyiségére és hatdridejére. Figyelni kell az emisszids hatarértékekre a
nem felhaszndlhaté melléktermékek kezelésekor. A tovabbi feldolgozashoz

mennyiségi €s mindségi kritériumok betartisara van sziikség.

2.) Mennyiségi tervezés

A mennyiségi tervezés sordn is sziikkség van az MRP rendszer kibdvitésére és
atalakitdsdra. A maradékanyagok ¢és hulladékok els6sorban az alkatrészek ¢és
nyersanyagok nettd sziikségletét csokkentik, s ezen ujrafelhaszndlt inputjavakat a
termelési folyamatban inputként lehet felhaszndlni, a recycling-javak keletkezése azonban
nagyfokud bizonytalansdgot hordoz magédban. A bruttd sziikségletet az anyagsziikségleti
tervbdl hatdrozzdk meg. Bovitésre van sziikség az adatok kezelése és feldolgozdsa

tekintetében. Ide tartozik:

® amegbizhatdsdggal kapcsolatos (termelési id6, mennyiség és mindség),

o gépekkel kapcsolatos (4llédsi id6),

¢ munkaerdvel kapcsolatos (hidnyzdsok és jelenléti idok) és

e anyagokkal kapcsolatos (anyaghidny és rendelkezésre allds az egyes anyagokbdl

az egyes termelési helyeken)adatok begytijtése, taroldsa, frissitése, feldolgozasa.
Természetesen ezen anyagoknak nemcsak a termelési, hanem az tjrafelhasznalasi

folyamat szdmadra is rendkelezésre kell dllnia. Sziikség van tovdbb4 munkatervre is, amely

arecycling-javak mennyiségbeli és tipus szerinti csoportositasat végzi.
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3.) Recycling-folyamattervezés

Az MRP rendszerben az egyes tervezési szintek egyoldalian fiiggenek egymadstodl,
egymdsra épiilnek, mig maga a recycling folyamat cirkularis természetli, azaz a
folyamatai fiiggetlenek egymastdl. A termeléstervezés kiilonb6z6 1épcséfokai linedrisan
vannak kiépitve, ezéltal az egyes tervezési szintek kozotti fiiggetlenséget torvényszerien
figyelmen kiviil hagyjdk. Az egyes lépcsiéfokok teljesithetOsége az elézményektdl fligg,
azaz az egyes dontési szintek a kovetkezd dontési szint szdmara feltételként jelentkeznek.
A termelési programnak és a kapacitdsoknak illeszkedniiik kell egymdshoz. Ha a
tevékenységeket a kapacitdsoktdl fiiggetlen atfutasi idovel végzik, az inkonzisztencidkhoz
vezet a tervezésben, mivel a mennyiségi tervben meghatirozott naturdlidk, valamint a
hatdridé0 és kapacitastervben meghatarozott hatiridd0 nem tarthat6 be, hiszen a
szerzodésben megadott hatiridd nem egyezik meg a sziikséges hataridovel. Mivel az
Ujrafelhasznéldshoz sziikséges maradékanyagok és hulladékanyagok nem allandd, hanem
rendszertelen mennyiségben érkeznek, ezért a recycling folyamatban megbizhaté atfutasi
1d6 meghatdrozdsa a hagyomanyos MRP rendszert bonyolitja. A tervezés linearitdsa és a

tervezési objektum ciklikussédga a tervezés idébeliségét neheziti.

A nett6 sziikséglet fedezésére az djrafelhasznélt termék feldolgozds utdn felhasznélhato.
A brutt6 sziikséglet esetén pedig a gyari, a rendelt, a tartalék és a biztonsigi készletek

mellett a beépithetd recyclingjavak felhasznalhatdk.

A tervezés kapcsan fontos megjegyezni a dontések centralizaltsaganak mértékét. Abban
az esetben, ha a recycling folyamatban a maradékanyagok, a hulladékanyagok, illetve
selejtek, valamint haszndlt termékek is megjelennek, anndl inkabb mondhatjuk, hogy a
recycling folyamat tobblépcsos, s ezaltal maga az MRP rendszer sokkal centralizaltabb
lesz. Tehat a komplexitds és a centralizaltsdg kozott pozitiv korrelacié van. Tovabba
minél bizonytalanabb a recycling folyamat, anndl kevésbé centralizélt a kibdvitett MRP

rendszer (Corsten-Reiss (1991)).

4.3.6. Recyclinggal bovitett MRP tabla

A recyclinggal bdvitett MRP tdbla elsé fele nem igazdn tér el a hagyomanyos MRP

tablatol, bar az ebben kiegészitésként szerepld sor - a recycling készlet - azt jelenti, hogy
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a hagyomanyos készletek kiboviilnek, mégpedig alternativ készlettel, hiszen a
visszakiildott termékekbdl kinyert alkatrészek és anyagok bekeriilnek a készletek kozé, s
innentdl kezdve nem tesznek kiilonbséget a hasznalt, illetve dj készletek kozott. A
tervezési horizont 6 periddusos, 15 egységes biztonsdgi szint és 2 hetes atfutdsi ido
jellemzi a 4.4. tabl4zatot. Az anyagaramldsi folyamatot, amit az MRP-tdbla mutat, a 4.3.

abrén szemléltetjiik.

Termelés

Végtermék
készlet

Kereslet

Recycling-
készlet

Recycling

4.3. abra. Az MRP-tabla anyagaramlasa

A jelen idészak raktarkészlete sort a kovetkezd miivelet eredménye adja: a termelt, a
recycling, valamint az el6z0 idOszaki raktarkészlet Osszege, csokkentve a bruttd
szitkséglettel. A raktarkészlet mennyiségénél figyelni kell arra, hogy a biztonsagi
készletszint 15 egység. A visszaérkezések varhaté szintje adott, azaz 4 egység. A
recycling folyamat raktirmennyisége is adott. A recyclingsziikséglet 4, ez a varhatd
visszakiildésekbdl kovetkezik. A recycling rendelés a recycling sziikségletbdl adddik, 2
hét atfutési idOvel eltolva. A kezelési sziikséglet a recyclingfolyamat raktdrmennyisége,
csokkentve a recyclingrendeléssel. A termelési sziikséglet a nettd sziikséglet, csokkentve

arecycling sziikséglettel, a termelésfeladds pedig ennek eltoldsa két hét atfutdsi idovel.
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0|1 |2 |3 |4 6
Brutt6 sziikséglet 1010 10| 10| 10| 10
Termelt készlet 8 |14
Recycling készlet 5 |4
Raktarkészlet 911220 15|15|15| 15
Netto sziikséglet 3 10 |5 |10]10]10
Virhat6 visszaérkezés 4 |4 |4 |4 |4 |4
Recycling folyamat raktir |7 |4 |4 |4 |4 |4 |4
mennyisége
Recycling sziikséglet - |- |5 14 14 14
Recycling rendelés S |14 14 |4 |- |-
Kezelési sziikséglet 2 10 |0 |0 |- |-
Termelési sziikséglet - |- 10 |6 |6 |6
Termelésfeladds 0 |6 |6 |6 |- |-

4.4. tablazat. A recyclinggal bovitett MRP-tabla (Inderfurth-Jensen (1998))

Ezzel sikeriilt az anyagsziikséglet tervezési rendszerbe kiegészitésként beépiteni a

visszadramlott hasznalt recycling-javak djrafeldolgozasat.

4.4. Osszegzés

Osszegzésként megdllapithat, hogy napjainkban egyre fontosabbd vilik a
kornyezetvédelem, s ez a folyamat komoly eldrelépésnek tekinthetd a néhany évtizeddel
ezelotti gondolkoddshoz képest. Mindaddig azonban, amig a vallalatok nem latnak a
tudatos kornyezetvédelemben igazi {izletet, azaz nem ébrednek 14 arra, hogy
versenyelonnyé valhat visszutas logisztikai tevékenységiik - ha azt stratégiai szinten
kezelik -, addig kornyezetink megévasa érdekében nem Iléphetiink nagyot.
Versenyelonnyé vidlhat, ha a tarsadalom szemében egy villalat kornyezettudatos
tevékenységet folytat, s ezt kiilonb6z6 auditokkal és kornyezetvédelmi elismerésekkel
aldtdmasztja, hiszen a tarsadalom tagjai novekvd kornyezettudatossdguk miatt egyre

inkdbb a kornyezetbarat termékek felé fordulnak.

A dolgozatban bemutattam tobb eljarast is, melyek révén a vallalatok csokkenthetik a
primer nyersanyagok, illetve energia felhasznaldsat, valamint a kdrnyezetszennyezést, s
az alkalmazhat6 mddszerek koziil kivdlaszthatjdk a tevékenységiiknek leginkabb

megfelel6t. A lehetdség tehat adott, ,,csak’™ el kell kotelezniiik magukat a szemléletvaltas
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€s a hosszu tavi kornyezetvédelem mellett. Ugyanakkor sziikség van arra is, hogy az
emberek fogyasztéi szemlélete megvéltozzon, aktivan véllaljanak szerepet a kodrnyezet
védelme érdekében. Természetesen az dllamnak is jelentds befolydsoldsa van és lehet
annak alakitdsdra, hogy az adott tdrsadalom menyire kornyezettudatos, illetve mennyire
sikeriil megértetni, hogy nemcsak a mi életiinkrdl, jovOnkrél van sz6, hanem a jovo
generdciok sorsdrdl is, s nem tehetjiik meg, hogy lehetetlen életkoriilményeket hagyjunk

magunk utdn.
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5. Osszefoglalas és tovabbi kutatasok

A dolgozatban a visszutas logisztikit és annak a termeléstervezésbe torténd
beépithet6ségét mutattam be. A visszutas logisztika az MRP-be (anyagsziikséglettervezési
rendszerek) teljes mértékig integralhatd, ugyanakkor megnehezitheti a modellépitést,
hogy ebben az esetben az adattdblaban kezelni kell a beérkezd és ujrafeldolgozhatd
termékeket is a szokdsos 1dj termékeken kiviil. Az adattdbla utols6 sora mutatja a
megeldz6 fazisok és/vagy beszerzés sziikségletét. Itt jelenik meg a készletgazddlkodasi
probléma: 0Osszevonjon-e a dontéshozd termelési és/vagy beszerzési tételeket. A
klasszikus MRP-ben a sziikségletek kielégitésére heurisztikdkat alkalmaznak, mint a
Groff-algoritmus, Silver-Meal-heurisztika stb. Az ilyen heurisztikdk szinte minden
esetben az optimdlis tételnagysdag modell (EOQ) optimalitasi kritériumat hasznaljak fel.
készlettartasi koltségekkel. A kérdés most ugy hangzik, hogy a létezé6 EOQ-tipusd

visszutas logisztikai modellek hogyan alkalmazhatéak az MRP-ben?

A kérdés megvalaszoldsdhoz hat, az irodalomban elérhetd6 EOQ-tipusi visszutas
logisztikai modellt ismertettem. A modellek azon kozos feltevésen alapulnak, hogy a
hidnyt kizarjak. A koltségstruktidra teljesen analdg a klasszikus tételnagysag modellekkel,
vagyis az Uj termékek beszerzési/termelési ciklusfix és készlettartasi koltségei ismertek,

valamint a hasznalt termékek djrafeldolgozasi ciklusfix és készlettartasi koltségei is.

Ezen feltételezések mellett egységes szerkezetben vizsgdltam a modelleket; megmutatva,
hogy azok a fiiggelékben taldlhaté meta-modellhez vezetnek. Erre azért van sziikség, mert
a készletezési célfiiggvény felirdsa utdn két helyettesitéssel egyszeriisithetd a fiiggvény:
vagy a tételnagysdgokat helyettesitjiik a koltségfiiggvénybe, vagy a tételszamokat. Ha a
tételszamokkal kezdjiikk az egyszeriisitést, akkor a koltségfiiggvényben nem tudjuk a
tételszdmok egészértékiiségét a tovdbbiakban vizsgdlni. Ezért a matematikai
kezelhetOség kedvéért célszertibb a tételnagysdgokat behelyettesiteni, ami pedig a meta-
modellhez vezet. Ezzel a moddszerrel sikeriilt a modelleket &ltaldnositani azokra az
esetekre is, amikor mind a beszerzési/termelési tételszdmok, mind az djrafeldolgozasi
tételszamok nagyobbak, mint egy. Olyan példat is mutattam, amikor mind a két tételszdm

hatdrozottan nagyobb, mint egy.
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Vizsgaltam azokat az eseteket is, amikor az EOQ-tipusti koltségeken kiviil linedris
beszezési/termelési, Udjrafeldolgozdsi és hulladékkezelési koltségekkel bovil a
koltségfiiggvény. Ekkor azt mutattam meg, hogy az optimalis megolddsban a
hulladékkezelés negligdlhatd, azaz minden visszatérd és ujrafeldolgozhatd terméket
gazdasdgos haszndlni. Ennek sziikséges feltétele az, hogy a két tiszta stratégia koziil,
vagyis a beszerzés/termelés és a teljes djrafeldolgozds kozill az djrafeldolgozds legyen

gazdasagosabb.

A bemutatott készletmodellek lehetnek az alapjai olyan heurisztikik megalkotdsahoz,
amelyeket az MRP-ben is lehet alkalmazni. Ismereteim szerint ezen a teriileten még nincs
elorelépés az irodalomban. A Wagner-Whitin (1958) dinamikus tételnagysidg modell
Ujrafeldolgozassal torténd kibovitését Richter-Sombrutzki (2000), Richter-Weber (2001)
és Richter-Gobsch (2005) végezték el.

Most a Richter-Sombrutzki (2000) modellt ismertetem, ami lényegében Schrady (1967)
modelljének Kkiterjesztése arra az esetre, amikor a kereslet és a visszaérkezés idOben
valtozik. Ebben a modellben nem értelmezziik a hulladékkezelést. A modell
paramétereinek és véltozdinak haszndlatandl eltérek a hivatkozott cikkben alkalmazottdl,

helyette a Schrady-féle jelolést veszem at.

A modell mérlegegyenletei a kdvetkez6 formaban irhatd fel:

It :It—1+QtP+QtR_Dt

) (t=12,..T
ir =l _QrR +Rr
1,20, i>0, .
s t=1,2,...,
0">0, 0fF>0 ( D

ahol Iy = ip =0. Az els6 egyenl6ség azt mondja ki, hogy az 1j termékek induld készlete
egy t-ik idészakban novekszik a beszerzéssel és javitdssal, amit csokkent a kereslet. A

masodik egyenletben a hasznalt termékek készletét noveli a bedramlds, de csokkenti a
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javitdsba vont hasznalt termékek mennyisége. A kovetkezd egyenldtlenségek a modell

véltozéinak nemnegativitdsat mondjdk ki.

A célfiiggvény

T
> (4, -signQF +hy -1, + Ay - signQF +h, -i,)— min.

t=1

A célfiiggvény a rendelési, atallitasi koltségek és a készlettartdsi koltségek Osszege. A

sign fliggvény értéke nulla, ha az argumentum értéke nulla, kiilonben egy.
Foglaljuk most 6ssze a paramétereket és valtozdkat.
A modell paramdterei:

- D, a t-ik periddus kereslete az 1j termék irant, nemnegativ,

- R, at-ik id6szak visszaérkez6 hasznalt termék mennyisége, nemnegativ,
- Iy az 1j termékek kezddkészlete a tervezési horizont kezdetén,

- ip a haszndlt termékek kezddkészlete a tervezési periddus elején,

- Ap egy rendelésre esO fix rendelési koltség, PE/rendelés,

- Ag egy javitasi tételre esd fix inditdsi koltség, PE/tételinditas,

- h; a beépithetd alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/ido,

- hy ajavitand¢ alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/ido,

- T atervezési idohorizont hossza.

A modell viltozoi:

- I, azj termékek kezdokészlete a t-ik ciklus kezdetén, nemnegativ,

- i; a haszndlt termékek kezddkészlete #-ik periddus elején, nemnegativ,
-of beszerzési tételnagysag a t-ik periddusban, nemnegativ,

-of javitasi tételnagysdg a t-ik id6szakban, nemnegativ.

Richter és Sombrutzki (2000) bebizonyitottdk a modell néhany tulajdonsagat.
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Lemma (Richter-Sombrutzki (2000)):

Az optimdlis megoldasban teljesiilnek a kovetkezd egyenldségek:

(1) QtP : QtR =0, tr=12,..7
() Ly -@F+05N=0, (t=12..D.

Ezeket a tulajdonsdgokat nem bizonyitjuk, mivel az emlitett cikkben megtaldlhatéak. Az
(i) pont szerint egy periddusban vagy beszerzés, vagy javitds lehet az optimalis
megolddsban, de egyszerre a kettd nem. A mdsodik egyenldség szerint ha a
készletdllomény pozitiv egy periddus elején, akkor a periddusban beszerzés vagy javitas
nem torténik. Ha azonban a készletdllomany zérus, akkor az id6szakban beszerzésre, vagy
javitasra sor kell, hogy keriiljon. Ez a masodik egyenléség teljesen analég a Wagner-
Whitin (1958) modellben foglaltakkal, vagyis termelni ott csak akkor kell, ha a
készletdllomany nulla. Amint latjuk, a Schrady-féle modell készletezési stratégidja
felhaszndlta e két tulajdonsdgot. A bemutatott modell megoldhaté a dinamikus
programozas modszerével, de a megoldds szdmitastechnikailag rendkiviil idéigényes, ami

sziikségessé teszi szuboptimdlis megoldést eldallit6 heurisztikak eldallitasat.

Az elsd, tovéabbi kutatdst kivan6 kérdés az, hogy mennyire hasznilhaté az EOQ-tipusd
visszutas logisztikai készletmodell a fentebb ismertetett kibdvitett Wagner-Whitin-féle
dinamikus tételnagysdg megolddsara. Egy madsik vizsgdland6 kérdés, hogy hogyan

allithat6 eld egy szuboptimalis megoldast nyujté algoritmus.

A kovetkez6 kérdés a létrehozandé heurisztikdk miikodésére irdnyul: ha vannak ismert
algoritmusok, amelyek az EOQ-ra alapozdédnak, akkor azok milyen koltség- és
rendszerparaméterekre adnak az optimélishoz legkzelebb esé megoldést? Az ilyen tipusd
vizsgélatok szimuladcidk végrehajtasdhoz vezetnek. Numerikus elemzések nélkiil a kérdést
nem lehet megvalaszolni. Ezeket a jovoben létrehozand6 heurisztikdkat lehetne majd

felhaszndlni a termeléstervezésben a rendelési/gyartasi tételek Osszevondsara.
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1. Fiiggelék

A meta-modell

A meta-modellnek elnevezett aldbbi egészértékii optimalizacids feladatot vizsgaljuk

tetszOleges valds paraméterekre,

S(m,n) — min

(m,n) € Rg = {(m,n): mn € {1,2,...}},

azaz az optimdlis (m,n) értékek felkutatdsit mutatjuk be, ahol az S(m,n) fiiggvény

definicisia S(m,n)=A-"2+B-L+C -m+D-n+E. E Richter és Dobos (1999) 4ltal
n m

felvetett problémadt roviden egészértékli probléménak hivjuk.
Az egészértékii feladat relaxdlt programja a kovetkezd

S(m,n) — min

(mn) € R = {(m,n): (mn) =1},
amelyet Richter (1994, 1996a, 1996b, 1996¢, 1997) és Richter és Dobos (1999)
elemeztek. Ez utébbi problémat folytonos feladatnak nevezziik. Eloszor a Richter (1994,
1996a, 1996b, 1996¢, 1997) dolgozatokban szerepld tulajdonsidgokat foglaljuk ossze.
1. A folytonos és egészértékii probléma optimalis megoldasanak létezése

Mindkét feladatnak egyidejiileg 1étezik optimalis megoldasa.

1. Lemma (Richter (1997)): Az S(m,n) fliggvény akkor és csak akkor korlatos az R és Rg

halmazokon, ha

C20A D204 A+C 20 AB+D 20. (F.1)
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Teljesiiljon az (F.1) feltétel. Ekkor igaz a kovetkez6 lemma:

2. Lemma (Richter (1997)): Az (F.1) feltétel teljesiilésen esetén az egészértéki és

relaxdlt problémanak pontosan akkor 1étezik megolddsa, ha

{A<OAB<0}v{A+C>0AB+D > 0}. (F.2)

A lemmadk bizonyitdsatdl itt eltekintiink, az az emlitett irodalomban megtalalhato.

2. A folytonos probléma optimalis megoldasanak struktiraja

Tételezziik fel, hogy az A és B paraméterek pozitivak.

3. Lemma (Richter (1997)): A kovetkezé két gorbe: M(n) = n és N(m)

A+Cn

| A o . )
=m B+D m-re vagy n-re a lokdlis minimumokat tartalmazza n illetve m esetén, az
m

S(M(n),n) = 2\/(A+Cn)B +Dn+E és S(m,N(m)) = 2/(B+Dm)A +Cm+ E értékekkel
S(m,n) figgvény vonatkozdsdban. Az S(m,n) fliggvény monoton ndvekvd ezen gorbék

mentén.

A fliggvény nivohalmazat definidljuk, mint levgS = {(m,n) > 0: S(m,n) <F} tetszbleges F
esetén. Az S(m,n) fliiggvényt kvazi-konvexnek hivjuk, ha a levyS nivéhalmaz minden
tetszOleges F esetén konvex. A kvazi-konvexitds egy ekvivalens meghatdrozdsa egy f

fiiggvényre

f(A-x+(1-2)x)<max {f(x), f(x"}
vAe (0,1),Vx,x'e X

(lIasd Arrow és Enthoven (1961), Takayama (1985)). Az f fiiggvény szigordan kvazi-

konvex, ha

fA-x+1=2)-x) < max {f (x), f(x")}
vAe (0,1), Vx,x'e X.
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Az aldbbiakban e koncepcié alkalmazdst mutatjuk be a kvazi-konvex fliggvény

nivohalmazara.

1. Tétel: Haa A > 0, B > 0, C+D =0 tulajdonsagok teljesiilnek, akkor S(m,n) fliggvény

szigordan kvazi-konvex.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsdhoz a szigoru kvazi-konvexitds feltételét kell ellendrizniink.
A kvazi-konvexitds definiciobol  kovetkezik, hogy az F(A)= f(x'+A(x—x))
fliggvénynek nincs maximuma a 0 és I kozott. Vizsgdljuk a probléméankat a kovetkezd

formaban:

m+A-Am n+A-An
. +B-

GAH=A
n+A-An m+A-Am

+C-(m+A-Am)+D-(n+A-An)+E,

ahol (m,n)>(0,0) egy tetszOleges pont, és (Am,4An) egy lehetséges irdny. Azt kell
bizonyitanunk, hogy a G(A) fiiggvénynek nincs maximuma semmilyen (m,n) és (Am,An)

vektor esetén.
(1) 4m<0, An>0.
Ebben az esetben

_7Am-
m+2-Am_m An Am
n+A-An n+A-An  An

n

egy konvex fiiggvénye A-nak, mert a nevezd pozitiv, és az aldbbi fiiggvény
_An
n+A-An Am m An
m+A-Am m+A-Am  Am

n

166



is konvex, mert a Am érték negativ. A fiiggvény tobbi része linedris és konvex, igy a G(4)
fiiggvény konvex és igy semmilyen A>0 esetén nincs maximuma. A Am>0, An<0 esetet

hasonléan lathatjuk be.
(i) Am>0, An>0, n-Am-n-Am>0.

Vizsgdljuk most a G(A) fiiggvény derivaltjat. Azt fogjuk megmutatni, hogy a

fiiggvénynek 1étezik minimuma.

'n‘Am—m-An_i_ 'm-An—n-Am
(n+A-An) (m+A-Am)’

GAH=A +C-Am+D-An

Azt az esetet tekintjiik, amikor a G(4) fiiggvény monoton nemcsokkend. Ekkor

(m+A-Am)’

A-(n-Am—m-An)- >—(C-Am+D-An)-(m+A-Am)* +B-(n-Am—m- An)

A baloldali fiiggvény monoton novekvo, mig a négyzetes fiiggvény monoton csokkend a
C és D paraméterek nemnegativitdsa miatt. (Ezt egyszerti derivaldssal belathatjuk.) Ekkor

egy és csak egy A érték 1étezik, amely kielégiti az egyenldséget, ha

2
A-(n-Am—m-An)-m—2_—(C-Am+D-An)-n2+B-(n-Am—m-An).
n

Ez azt jelenti, hogy a 4 > A° intervallumon a fiiggvény monoton névekvé és a masik
esetben monoton csokkend. Ha A° érték nem létezik, akkor a G(A) fiiggvény monoton

novekvoé minden nemnegativ A esetén. Ezzel belattuk a tételt.
Kvazi-konvex programozés esetére a kovetkezo tétel szolgaltatja az optimalités sziikséges

és elégséges feltételét. Egy viltozot relevansnak hivunk, ha pozitiv értéket vesz fel a

korlatozé feltételek megsértése nélkiil.
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2. Tétel. (Arrow és Enthoven (1961), Takayama (1985)): Legyen f{(x) n-véltozds
differencidlhaté kvazi-konvex fiiggvény, és legyen g(x) egy m-valtozés differencidlhatd
kvézi-konvex fiiggvény, és x = 0. Az x” and A’ elégitse ki a Kuhn-Tucker-Lagrange

feltételeket, és teljesiiljon egy az aldbbi feltételekbdl:

(a) fx,-(, >0 legaldbb egy x;, véltozora;
(b) fx[ < 0 néhany X; valtozora;

(©) # 0 és f{x) kétszer folytonosan differencidlhaté az x” egy kornyezetében;
x y gy ¥

(d) fix) konvex.
Ekkor az x” minimalizdlja az f{x) fliggvényt, ha g(x) <0, x =0.
A bizonyitést elhagyjuk, az az Arrow és Enthoven (1961) dolgozatban fellelhetd.
Ellendrizziik az F.2. tétel (c) pontjit a problémankra.

4. Lemma: Legyen (my, ng) =(1, 1). Ekkor

B At_ploc
(a) om _ n, mg " 0
2 m, 1 0}
2 A0 B — 4D
&I/l (my 1) nO mO
2’s  2°S 2.8. " _A.L_B.L
(by | > dmon |_ m; ng omg
a°s  IJ°S 1 1 m
e
ohom  on n, my, n,

A lemma bizonyitdsét az olvaséra hagyjuk.
Amint megmutattuk, a meta-modell egy kvazi-konvex széls6értékszamitasi feladat, és az

S(m,n) fiiggvény kielégiti az F.2. tétel (c) pontjat. Ez a feltétel garantdlja az optimalis
megoldas létezését. Egy példat az S(m,n) fiiggvényre az F.1. dbran lathatunk.
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1. abra: A lokalis minimumok gorbéje és az S(m,n) fiiggvény nivohalmaza a

kovetkezo paraméterekkel: A =25, B =10,C=10,D=5,E=0 ésF =48,73

Az S(m,n) figgvény lehetséges esetei koziil néhdanyat mutat az F.1. tdblazat. (Richter

(1997))

Eset [A |B |C+D [A+C |B+D |AzS(mn)tulajdonsiga
a) >0 >0 >0 konvex m- és n-ben, szigortian
kvazi-konvex (m,n)-ben
b) <0 >0 >0 >0 novekvo m-ben, konvex n-ben
>0 <0 >0 >0 novekvo n-ben, konvex m-ben
c) <0 <0 >0 >0 novekvé m-ben és n-ben

1. tablazat: S(m,n) fiiggvény lehetséges esetei
A folytonos probléma explicit megoldasat adja az alabbi tétel.

3. Tétel (Richter (1996a)): Ha az (F.1) - (F.2) feltételek teljesiilnek akkor az R probléma

optimdlis megoldasa (m,n") értékek és az S minimélis koltség esetén:

(i) B> A+C = (m*,n*):[,/A—BC,lJ, S*=2/B(A+C)+D+E,
+

(i) A-D<B<A+C= (m%n* =(l,1), S* = A+B+C+D+E

(iii)A >B+D = (m%n*) = [1,,/%} S*=2JAB+D)+C+E.
+
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3. Az egészértékii probléma optimalis megoldasa
3.1. Az F.1. tablazat a) esete

5. Lemma: Teljesiiljon az F.1. tétel feltétele és az elébbi tétel (i) feltételéhez 49-A <
527-C vagy a (iii) feltételéhez 49-B < 527-D. Ekkor az optimdlis egészértékii megoldas n
= [ vagy m=1.

Bizonyitds. Vizsgéljuk az (iii) feltételt. Tegyiik fel, hogy S(I,n) = S(I,n+1) és az
optimdlis folytonos megoldds (/,n*). Legyen n+! = n*+0. Elemi &talakitasokkal

megmutathat6, hogy

52

Shn+)=2-JA-(B+D)+C+E+JA-(B+D)— 2> |
n*-(n*+5)

2
ahol 0 < 0 < 0.5. Analizéljuk a kovetkezd problémat: sup {5—}
n

w215, 0<5<05 | N ¥ -(N*+0)

Ez a fiiggvény monoton novekvé Jban  monoton csokkend n*-ban. Ekkor

& 1
n*(n*+8) " 12’

7

€S
S(l,n+1)s%-,/A-(B+D)+C+E. (F3)

Barmely mas m = 2 megoldds nem nagyobb értéket ad, mint S(2,n,), ahol n, = M(2) és

S 2,2-1/L =2-4/A-(B+2-D)+2-C+ E, amint azt a F.3. lemmaban lattuk. Az
B+2-D
S(l,n+1)£%-1/A-(B+D)+C+ES2-1/A-(B+2‘D)+2-C+E:S(2,n2)

egyenlOtlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha % ‘AA-(B+D)—-2-\/A-(B+2-D)<C

is teljesiil. A lemma feltétele biztositja az allitast. Ha S(1,n) < S(I1,n+1) akkor n=n*-9 és
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hasonl6 becslést nyeriink.

1. megjegyzés. Legyen A=20,25, B=1, C=0,04, D=0,0001, E=5. Ekkor az optimadlis
folytonos megoldas (I,n*) = (1;4,5) és S(1,n*) = 14,04, amig S(1,4) = 14,103 > S(1,5) =
14,091 > S§(2,9) = 14,081, azaz az optimdlis egészértékii megoldds nincs az m=1
vonalon. Az is vildgos, hogy az F.1. tdbldzat b) pontjaban is hasonléesetek fordulhatnak

eld. (Lasd F.2. abra).

S(m,n)=14,081

1 =

o ’/;’; -

//J‘ oo
y ,/’,,, =" 3(m,n)=14,04
=
|
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2. abra. Az S(m,n) fiiggvény folytonos és egészértékii megoldasa a nivohalmazokkal,

ha a paraméterek A = 20,25, B =1, C=0,04, D =0,0001, E =5
3.2. Az F.1. tablazat b) esete

F.6. Lemma: Ha a folytonos optimdlis megoldds nem egész, akkor az optimalis egész

megoldés

B
(i) B=>A+C = (m%1), ahol m® az JFC -hez legkdzelebb es6 egész,

A
(iii) A 2B+D = (1,n®), ahol n® Wfﬁ -hez legk6zelebb esd egész.

Bizonyitds. (i) Legyen A <0 < B. Mivel az S(m,n) fiiggvény egyidejlileg konvex n-ben és

konkév és novekvo m-ben, az emlitett megoldasok koziil az egyik optimalis.
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3.3. Az F.1. tablazat c) esete

Ez az eset csak akkor fordul eld, ha az F.1. tételben A-D < B <A+C és a folytonos

megoldds ekkor automatikusan egészértéki.

Az el6z0 lemma optimdlis egészértékilt megolddsat, azaz vagy n = [ vagy m = I,
hatdrmegoldasnak hivjuk. A kovetkezokben arra a kérdésre keresiink vélaszt, hogy a

hatdrmegoldas mikor lesz egyben optimdlis egészértékli megoldas.

4. Tétel (Richter és Dobos (1999)) Teljesiiljenek az F.4. és F.5. lemma feltételei. Ekkor a

kovetkezd hatdrmegoldasok taldlhatéak a diszkrét probléméra:

(l)BZA+C3mg: B +l+l’ng:1
A+C 4 2

(i) A~-D<B<A+C=m®=n®=1,

i) A>B+D=m* =1, n* =| |—A_ 4L, 1
B+D 4 2

Bizonyitds. (iii) A lemmabdl kovetkezik, hogy a két lehetséges (1,n) és (I,n+1) egészbdl

egyik a megoldds, ha a folytonos optimdlis megoldds n < n* < n+I. Ekkor S(/,n) <

A
<B+ D, vagy n2+n— >0,
n(n+1) B+D

J.

A jobb oldalon az az egész szerepel, amelyik nem kisebb Ln, mig [n*] nem nagyobb

S(1,n+1) pontosan akkor teljesiil, ha A

A 1
+_
B+D 4

+—+

Il
—_—
oo}
+
>
N~
N |~

r
vagyis, ha n 2‘

n*-ndl. Ha n-re nem teljesiil az egyenldtlenség, akkor (n+1)-re igen és az optimélis. Az

elsd esetet hasonldan kezelhetjiik.

5. Tétel: Jelolje S az egészértékii probléma optimdlis megolddsat. Ekkor a

S(m*,n*)=Ss _ 1
S, 24

hatarmegoldas relativ hibdja dS¢ =

Bizonyitds. Vizsgéljuk jra az (iii) esetet és legyen n® nem optimalis megoldds.
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a) n®= [n*]. Ekkor S(1,n®)-Sg <S(I1,n%)-S(1,n*) és

S(Ln*)=S, _SUn*)=(2-A-(B+D)+C+E)
S, B 2. JA- (B+D)+C+E '

Ekkor a (F.3) egyenl6tlenséget haszndlva:

1
1o VA (BED) | 2. JA-(B+D)

" 2.JA-(B+D)+C+E 24 2. J[A-(B+D)+C+E

A

ds,,

b) Ha n® = | n*] akkor hasonlé becslést végezhetiink. Az (i) esetet hasonléan kezelhetjiik.
Ha a hatartulajdonsidg nem garantilhatd, akkor a kdvetkez6 lemma alkalmazhato.

7. Lemma: Az egészértékii feladat optimélis megoldésara teljesiil (i) n® = 1, m® =[m*]
vagy m®>[m*| és (iii)y m® = 1, n® =Ln*] vagy n® > [n*|.
Bizonyitds. (i) Ha m* < [m*] & F, = S(m1), akkor (m®1l)elev,S, de

(m8 +1,1)¢lev F S ¢€s barmely mds megoldds nem optimdlis az S fiiggvény kvazi-

konvexitasa miatt. Az (iii) hasonl6képpen vizsgéalhato.
2. megjegyzés. A lemmabol kovetkezik, hogy az optimdlis egészértékii megoldas koveti

az optimalis folytonos megoldéds véltozasait. Ha m* (n*) novekszik, akkor az optimalis

egész megoldas megfeleld alsé hatdra nem csokken!
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2.  Fiiggelék

A beszallit6 és a termelo6 optimalis tételnagysaga,
ujramegmunkalassal és hulladék visszavasarlassal

Absztrakt. A gazdasdgos tételnagysidg problémadjanak egy olyan valtozatat vizsgaljuk, ahol
egy bebeszillité 14t el egy termeldt egy homogén termékkel és a bebeszallité az elhasznalt
termékek egy meghatarozott hdnyaddt visszaveszi Ujramegmunkdlds (Gjragydrtds) céljabol,
cserébe a termeldnek dtadott visszavasarolt termékért.

Adott a kereslet, a kapacitas, a fix rendelési és termelésatallitasi koltség, visszavasarlando
mennyiség, hulladékkezelési, termelési és djramegmunkalasi egységkoltség, a termeld és a
bebeszallitd egységnyi készlettartdsi koltsége meghatdrozza a termeld és a beszallité szdmdra
a koltséget minimalizal6 rendelési/készlet nagysdgot €s az Gjramegmunkalasi szintet, tovabba
meghatdroz egy olyan rendszert, ami feltételezi a partnerek egylittmiikodését és egy
targyaldsi modot, amiben a beszdllitd tesz ajdnlatot a visszavédsdrldas nagysdgira és az
Ujramegmunkdlds szintjére, a termeld vélaszképpen pedig a rendelési tételnagysdgot
szabélyozza.

Kulcsszavak: egyiittes gazdasagos tételnagysag, visszutas logisztika, zartkorti ellatdsi lanc (closed loop supply
chain), visszagyiijtési rata, ijramegmunkalds (djragyartds), EOQ

1. Bevezetés

A gazdasagos tételnagysag problémdjanak egy olyan valtozatat vizsgaljuk, ahol egy beszallito
lat el egy termeldt egy homogén termékkel €s a beszdllitdé az elhasznalt termékek egy
meghatarozott hanyadat visszaveszi Gjramegmunkalds c€ljabdl, cserébe a termel6nek atadott
visszavasarolt termékekért. Adott a kereslet, a kapacitds, rendelési és termelésatallitasi
koltség, a visszavdsarolt mennyiség, hulladékkezelési, termelési és ujramegmunkélasi
egységkoltség, a termeld és a beszallitd egységnyi készlettartdsi koltsége meghatirozza a
termeld és a beszdllitd szdmara a koltséget minimalizalé rendelési/készlet nagysagot és
Ujramegmunkaldsi szintet, tovdbbd meghatiroz egy olyan rendszert, ami feltételezi a
partnerek egyiittmitkodését és egy olyan targyaldsi mddot, amiben a beszallit6 tesz ajanlatot a
visszavasarlds nagysagira és az Ujramegmunkalds szintjére, a termeld valaszképpen pedig a
rendelési tételnagysagot hatdrozza meg.

Monaha (1984) olyan ellatasi lancok problémdjit vizsgélta, ahol egyetlen, készleteket nem
tartd beszallito elégiti ki egyetlen vdsarlé dllandé keresletét, és a koordindcids eszkoz a
mennyiségi drengedmény. Ezutdn Banerjee (1986a, b) javasolt egy éltaldnosabb modellt, ami
szamitasba vette a beszallitd készlettartasi koltségeit is, és bevezette az egyiittes gazdasdgos
tételnagysdg fogalmat. Kettejiik munkdja széleskori kutatéi érdeklédést valtott ki és
rdirdnyitotta a figyelmet az ehhez hasonl6 ellatdsi lancok irdnyitasi problémak vizsgélatara. Uj
kutatdsi irdnyt nyitott meg, annak a feltevésnek az elhagydsa, hogy nincsenek készletek, ami
kiilonbozd termelés és szallitds szabalyozasi rendszerek vizsgélatit tette lehetdvé (1asd tobbek
kozott, Leel és Rosenblatt, 1986; Goyal, 1988; Hill, 1997, 1999; Eben-Chaime, 2004; Hill és
Omar, 2006; Zhou és Wang, 2007; Hoque, 2009; lidsd még Goyal, 1976, egy korabbi
modellért); kiilon felhivjuk az olvasé figyelmét Sucky (2005) és Leng és Parlar (2005) ebben
a témééban kozolt kivalo tanulmanyaira.
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Affisco et al. (2002) és Liu és Cetinkaya (2007) munkdja szamitisba veszi a termék
mindséget €s szamol, azzal, hogy beszillité a mindség javitdsit és a termelésatallitasi koltség
csokkentését segitd beruhdzdsokat valdsithat meg. Kohli és Park (1989) jatékelméleti
szempontbdl vizsgilta a haszon megosztasanak kérdését az ellatasi lanc tagjai kozott. Sucky
(2006) tovabb elemezte a Banerjee-modellt, teljesen informalt termel6t feltételezve; ehhez
hasonléan, Voigt és Inderfurth (2011) munkdjukban informaciés aszimmetridval és a
termelésatallitasi koltségesokkentést segitdé beruhdzds megvaldsitisdnak lehetoségével
szamoltak. Pibernik et al. (2011) gy olyan megkozelitést vizsgalt, ami anélkiil valdsitja meg
az ellatasi lancban részttermel6k egyiittes optimumat, hogy a tagoknak érzékeny, fontos
adatokat kéne kiadniuk.

Ezzel egy id6ben a zartkori ellatasi 1anc (closed loop supply chain) problémadk egyre nagyobb
figyelmet kapnak az irodalomban. Richter (1994, 1997) és Richter €s Dobos (1999) a korai
munkdssdgukban a megmunkdlds, Gjramegmunkdlds és a hulladék mennyiségét figyelembe
véve tanulmédnyoztak egy EOQ-szerti rendszert €s meghataroztdk az optimdlis stratégiit és a
koltség fiiggvényt. Az elmilt években Chung et al. (2008), Gou et al. (2008), Mitra (2009) és
Yuan és Gao (2010) vizsgélta a készletezési koltség minimalizdlasat zartkori ellatdsi lancban
és kidolgoztak egy optimdlis megmunkaladsi/Ujramegmunkdldsi stratégidt a teljes tervezési
id6horizontra. Bonney és Jaber (2011) kiterjesztették a klasszikus visszutas logisztika
készletezési modelljét a kornyezeti termelési tényezdkre, ezzel tjabb — a mikodtetési
koltségektdl kiilonbozd — mérdszamot vontak be a készletezési koltség fliggvényébe. Grimes-
Casey et al. (2007), Lee et al. (2010) és Subramoniam et al. (2010) foglalkoznak a visszutas
logisztikai modellek gyakorlati alkalmazédsdval. Grimes-Casey et al. (2007) és Lee et al.
(2010) modelljei - a visszutas logisztika keretein beliil - az életciklus szempontjabol elemzik
az Ujrahasznositdsi rendszert. Ahn (2009) és Grimes-Casey et al. (2007) jatékelméleti
megkdzelitést javasolnak a legjobb zartkori ellatasi lanc stratégia meghatirozasahoz.

Jelen tanulmanyunkban egy olyan problémacsoportot vizsgalunk, ami egy részrol, Banerjee
(1986a, b) alapmodelljének a kiterjesztése — az dltala nem vizsgalt - visszutas logisztikai
folyamatokra. Mdas részrdl pedig, Richter (1994, 1997) és Richter és Dobos (1999)
megmunkéldsi és Ujramegmunkdlasi modelljeinek - a termeld elemzésével bovitett —
altalanositasa (lasd 1. abra).

Banerjee Csak megmunkalas Termel6 és beszallito Termeld és
beszallito,
megmunkdl4s és

PR T - p Gdjramegmunkalds

Rich Dob Megmunkalds és Beszallitd, nincs termeld ) g

ichter, Dobos djramegmunkalds

1. abra: Banerjee és Richter, Dobos modelljeinek a Kiterjesztése

Tovabba, azt is megvizsgéljuk, hogy az jrahasznositdsi folyamat segiti-e a beszallité-termeld
ellatasi lanc koordinacigjat.

Eloszor roviden ismertetjilk a tanulmany szerkezetét. A madsodik részben bemutatjuk a
modelleket, osztilyozzuk o6ket és megszerkesztjiik a koltségfiiggvényeket. A harmadik
részben meghatarozzuk az optimalis készlet nagysigot és a termeld és a beszallité minimalis
koltségfiiggvényét, valamint az egész rendszer minimalis koltségfiiggvényét arra az esetre, ha
a termelési ciklus megmunkéldssal kezdddik. A kovetkezd részben bevezetiink egy
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segédfiiggvényt. Ennek a fiiggvénynek a minimum pontjanak egyértelmii meghatdrozasa segit
megtaldlni az ellitdsi lancban részttermeldk optimdlis djramegmunkaldsi szintjét. Az 5.
részben ugyanezt a problémat fogjuk megoldani, arra az esetre, amikor a termelési folyamat
Ujramegmunkaldssal kezdddik. A hatodik részben egy olyan targyaldsos modellel
foglalkozunk, amiben a beszallitd tesz ajanlatot a visszavdsarlandé mennyiségére és az
Ujrahasznositasi szintre, a termeld pedig erre vélaszolva hatirozza meg a rendelési tétel
nagysagat. Végiil osszefoglaljuk az eredményeinket.

2. A modell
2.1. Altalanos leiras

A modelliinkben egy beszdllit6 széllit egy homogén terméket egy termeldnek, a termeld adott,
dlland6 D egység/idéegység Kkeresletének megfeleléen. A két félnek ¢q szallitasi
tételnagysdgban kell megegyeznie, ami egyben megfelel a beszdllitdé termelési
tételnagysdginak is. A tételnagysdgot megdllapithatja a beszallitd, a termeld vagy egyiitt,
kozosen. A bezillité Uj termékeket gyarthat (megmunkdlds), de képes a hasznalt darabokbdl
Ujramegmunkalasssal az djakkal egyenértékiiek eldallitisara. Mindkét fajta termék — ezeket
egyiitt haszndlhatonak fogjuk nevezni - kielégiti a termeld igényét. Az elhaszndlt darabokat
(nem haszndlhatoak) a termeld begyljtheti és visszajuttathatja a beszallitonak
Ujramegmunkalasra. Feltételezziik, hogy ugyanaz a jarmi, ami kiszallitotta a hasznalhatd arut
a termeldnek, visszfuvarral elszéllitja az Osszegyijtott nem hasznalhaté darabokat a
beszallitohoz (1asd 2. dbra). A modellben haszndlt paramétereket és dontési valtozokat a 3.
abra mutatja.

[ Beszallic | [ Termels |

Szallitas a termel6hoz

| Termelés Hasznalhat6 i Hasznalhat6 14
~ — Készlet P ésrlet —>| Felhasznalds |
| Ujragyartés E
i Y
Nem hasznélhaté Visszaszallitds ! Nem . A . ?
Kkészlet ~ abeszéllitéhoz || hasznalhaté | |felhasznalds Hullad,ek
Lészlet vége kezelés

2. abra: Eldallitas, szallitasok és készletek a zartkorii ellatasi lancban

Mindkét fél a hasznalhat6 és nem haszndlhaté készleteit a g egységnyi termék kiszallitasi
ritmusanak és a visszforgalomnak megfeleld szinten tartja. A beszallit6 megmunkalasi és az
Ujramegmunkdldsi, Py, Pr egység/iddoegység termelékenységérol feltételezziik, hogy
meghaladja a termeld D keresletét, azaz min (Py;, Pr ) > D. A beszéllitondl és a termeldnél s,
and s, fix koltség meriil fel rendelésenként, €s a készlettartasi koltség h, > u, és h, > u, a
haszndlhat6 és nem haszndlhaté &aruk egysége/idéegységenként. A megmunkdldsi és
Ujramegmunkdldsi egységkoltséget cy €s cg jeloli.

A termel6rdl feltételezziik, g egység ujramegmunkaldst igényli a beszallit6tol, mig a masik,

(1-0)-q rész megsemmisitésre Keriil ¢ per egység koltségen. A termelé d dollart kap a
beszallittol a visszavett termék minden egysége utan. Egy ciklus hossza, azaz a két szallitds
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kozott eltelt id6, T =¢/D. A p a termel6 szempontjabdl a gyijtési rata, mig a beszallitéébol az
Ujramegmunkaldsi rata.

Beszallitd | | Termel6 |

P, — kapacitas 1-8

cy —term. e. ktg. h, —készletezési
ktg.(haszndl-
hatd)

s, — setup

| 1. Arajénlat (d és )

h, —készletezési
ktg.(hasznalhat6)
q |s, —rendelési
ktg.

A 4

B —|gyljtési rita

Py —kapacitas
cg — Gjragy. e. ktg.
y

2. Rendelés (¢) |

u, — tartasi

ktg. (nem |, Bq ?tjg._ (ﬁeeizllﬁfszzfl) c —hulladék-
hasznalhat6) B— tGjragyartasi rita d —ér kezelési
d-ar ktg.

3. abra: paraméterek és dontési valtozék a modellben

A kovetkezOkben bemutatjuk a vizsgalt problémadkat (4. dbra). A termeld probléméja, hogy
meghatdrozza az optimdlis rendelési tételnagysdgot és az ennek megfeleld, adott gyiijtési
ratdhoz tartozé minimum koltség fiiggvényt (TT probléma), ugyanakkor az optimadlis gyiijtési
rita meghatdrozdsara is torekszik, hogy minimalizdlja a minimum koltség fiiggvényt (TK
probléma). A beszallit6 oldalan a problémédkat két stratégidnak megfelelden kell
elkiiloniteniink. Eltér6 nagysdgd koltségek meriilnek fol, hogy, ha az 14j termékek
megmunkaldsa megelézi a hasznaltak djramegmunkélast (MU), mint forditott szekvencia
esetén, azaz, ha a vallalat elobb végzi el a hasznélt termékek djramegmunkalasat és aztin az
tGjak megmunkdldsat (UM). Ahogy a termelénél, itt is adott az optimdlis tételnagysig és az
optimalis gy(ijtési rita, most még fiiggetleniil az elsé (BT-MU és BK-MU probléma) és a
mésodik lehetSségtél (BT-UM és BK-UM probléma). A modelliinkben szereplé logisztikai
rendszer egészét tekintve, a beszdllitd és a termeld teljes kezdeti, haszndlhat6 és nem
hasznédlhat6 készlettartdsi koltségét és a termeld hulladékkezelési koltségét minimalizaljuk.
Feltételezésiink szerint a megmunkdlds és az Ujramegmunkdlds sorrendje befolydsolja a
koltségeket, ezért kiilon vizsgiljuk megfelels RT-MU, RK-MU, RT-UM és RK-UM
problémédkat. Végiil a termeld optimélis rendelési tételnagysdganak megfeleld visszevasarlasi
ar és gylijtési (djramegmunkaldsi) rita meghatérozasanak BTK-MU és BTK-UM probléméjat
elemezziik.

177



A beszllit6 feladata| |

A teljes rendszer

| | A termel0 feladata

o BT-MU: A beszillit6i RT-MU: A rendszer

Termelés utdn optimadlis tételnagysdg optimalis tételnagysag 'é 'é
Gjragydrtds g g S
MU) BK-MU: A beszillité RK-MU: Rendszer B, \gn g
optimélis gytlijtése optimalis gyiijtési rita 5 :>13 5 l@
L I L =
.. y BT-UM: A beszallit6i RT-UM: A rendszer § % § :>,3
Ujragydrtds optimadlis tételnagys4, optimalis tételnagysa oo 2 8
utén termelés P £Y538 P £Y535 < < }%
(UM) BK-UM: A beszillité RK-UM: Rendszer e E ©

optimdlis gyljtése optimdlis gyUjtési rata

BTK-MU: Optimélis visszavételi ar és
gyljtési rata targyalds esetén

| Termelés utdn djragydrtis |

BTK-UM: Optimélis visszavételi ar és
gyljtési rata targyalds esetén

| Ujragyértds utan termelés |

4. abra: A dolgozatban vizsgalt problémak

2.2. A termelé koltségfiiggvénye

Az analitikus modell megformadldsa el6tt néhdny tovéabbi feltevéssel kell élniink. A termeld az
id6horizonton folytonosan, konstans szintnek megfeleldé mennyiségli terméket vdlogat ki

Ujramegmunkdldsra. Ezért, 4tlagosan a haszndlhaté készleteinek nagysdga rendelési
ciklusonként [ ;,(q)=q/ 2, mig a nem haszndlhat6 termékeinek  dtlagos

készletszintje / Z (q.8)=p-q/2.1gy atermeld teljes koltsége iddegységenként

Tcp(q’ﬂ)ch(q’ﬂ)+ Rl’(ﬂ)’ (1)

ahol

cp(q,ﬂ)=s,,-§+§~(hp+up-ﬂ) é R, (B)=(c—(c+d)B)D 2)

irjak le a koltségosszetevOket, amik megfelelden fiiggenek vagy nem fiiggenek a rendelési
tételnagysagtol.

2.3. A beszallito MU koltségfiiggvénye

A beszallit6 hasznalhat6 és nem haszndlhaté készleteinek nagysidga nyilvdnvaldan a
megmunkalds és djramegmunkalds sorrendjétdl fiigg. Elészor vizsgiljuk meg a MU esetét,
ami azt felételezi, hogy minden ciklusban elébb (1-f)q terméket megmunkalnak, majd fg
termék keriil djramegmunkalasra. Az UM esetet az 5. fejezetben elemezziik.

Az 5. és 6. abra mutatja a beszdllitdé haszndlhaté és nem hasznalhaté készletszintjének
véltozdsat egy rendelési cikluson belill. Ahol £ és #; jelenti a megmunkdldsi és
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figyelmet, arra, hogy 1, + 13 < T, mivel a 2.1 fejezetben azt feltételeztiik, hogy P, ,P, > D.

IYS‘,v(Q»ﬂ) A
q
(l_ﬁ)q PR

Pum

\ 4

—— > ————>
8] L B3 T t

5. abra: A beszallito hasznalhato készleteinek szintje egy rendelési ciklus alatt

I?v(q,ﬁ)“

6. abra: A beszallito nem hasznalhat6 készleteinek szintje egy rendelési ciklus alatt

Legyen H j(q, B), j=s,n, a beszdllité egységnyi haszndlhaté és nem hasznalhat6

készlettartasi koltsége egységnyi idore. Innen rogton azt kapjuk, hogy

H,(q.8)="h, {(ﬂ—m- B [PE—PBJ+P3J

R M

Hn(q,ﬁ)=uv.%.[2.ﬁ_ﬁngj

R

ami egylitt a beszallité idéegységre jutd teljes készlettartasi koltségét adja:

9y g g | LD\ D, (2 5-52L
Hv(q,ﬂ)—2 {hv {(ﬂ 2)- B (PM PRJ+PM}+ . [2 B-B PJ}

A kapcsos zardjelen beliili kifejezést atrendezve, a kovetkezd harom tagot kiilonithetjiik el:
egy fliggetlen S gy(ijtési ratatol, egy linedris, egy pedig négyzetes kapcsolatban van vele,
megszorozva a tényezdkkel, amiket tigy definidlunk, mint
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h,-D D D ) D D D
v=Z o Qyeh| - u, és Ay =hy| |, — 3),
Py FPg

azt kapjuk, hogy

H‘,<q,ﬁ>=§-(AMﬁ2 ~2Q,8+V). )

Vegyiik észre, hogy 2y, =-u, €s Ay =-u, PE’ ha Py, = Pg. Tovédbba, a 2.1 fejezetben
R

elfogadott D < P, feltételezésbdl nyilvanvald, hogy Q, <A, <V . Az is vegyiik észre, hogy

a (4) kifejezés nem negativ minden g >0 esetén és 0< B<1 mivel, H (q,8) és H (g, sem

lehetnek negativok.

Kovetkezésképpen a beszillitdé idOegységre juté rendelési és készletezési koltsége tugy
fejezhetd ki, mint

Ca.B) =52+ (8, -2, 8+V). 5)
q

Ezenkiviil a beszallitondl felmeriilnek a rendelési tételnagysidgtdl nem fiiggd koltségek is,
ezek egy idéegységre

Rv(ﬁ) = [CM + (d TCr—Cy )ﬁ]D .
Kovetkezésképpen, a beszdllito teljes koltsége iddegységenként
TC,(q.5)=C(q.0)+R, (). (6)

2.3. A teljes rendszer koltsége

Most vizsgaljuk meg a beszallit6 és a termeld koltségeit egyiitt. A két fél egységnyi idore jutd
rendelési és készlettartasi koltsége egyiitt, ugy fejezhetd ki, mint

Cr(q.B)=(s,+s, )g w2, 7+, 20, )5+ (v +1,) )

Legyen

W=V+h, & U=u,—22y. (8)

Ebbdl ad6dodan a (7) kifejezés ugy irhatd fol, hogy

CT(‘]»ﬁ):(sv +sp)2+%.{ﬁ2 Ay +ﬁU+W}
q
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és az egész rendszerre jellemz0, idOegységre juté teljes koltség, ugy irhatd le, mint
TC,(q.8)=C.(q. )+ R, (B), )
ahol R.(f) = [(c+ cy )+ (cp—c—c,, )ﬁ]D az a koltségelem, ami nem fiigg az tételnagysagtol.

Vegyiik észre, hogy

R, (IB) = Rv(ﬁ)|d:() + Rp (ﬁ)|d:() . (10)

3. Az optimalis rendelési tételnagysag és a koltségfiiggvény

Eldszor a termeld, a beszallitd és az egész rendszer koltségfiiggvényét fogjuk vizsgdlni, hogy
meghatdrozzuk az optimdlis rendelési tételnagysdgot. A termeld TT problémdja egyszerlien a
klasszikus EOQ - modell médositdsa. Az optimdlis rendelési nagysag adott £ visszagytijtési
rata mellett, tigy fejezheto ki, hogy

2-s-D
T e an

a megfelel6 minimum koltséggel

TC,(f)=2-D-s,(h, +B-u,)+R,(B). (12)

Ugyanigy, a beszallité optimalis tételnagysdga MU stratégia esetén (azaz, a BT-MU probléma
optimalis megoldédsa) minimalizdlja a (6) kifejezést és gy irhaté fol,

clay 2-D-s,
O )

Igy a beszallité minimum teljes koltségfiiggvénye

TC:(B)=+/2-D-s, -(8>-A, -2-8-Q, +V)+R,(B). (14)

J6l lathaté, hogy a fiiggvény masodik derivéltjanak az elbjele nem fiigg [-t6l,
kovetkezésképpen a (14) vagy konvex vagy konkdv Aban. Igy az elsd derivalt és a hatdrokon
1év6 fuggvényértékek vizsgalatdval konnyen meghatarozhatjuk, hogy a fiiggvény =0, f=1
vagy egy koztes pontban veszi-e fol a minimumat. Utobbi esetben a gytijtési ratat nem-
trividlisnak fogjuk nevezni. A 4.2 fejezetben részletesen elemezziik a BT-MU problémiit.

Hasonléan az eddigiekhez, a (7)-(9), kifejezésekbdl kovetkezik, hogy a rendszerszintii
optimalis tételnagysag (azaz, az BT-MU probléma megolddsa) igy adhaté meg, hogy

; 3 2-D-(sv+sp)
Q('B)_\/W+,82-AM+,B-U (15)
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és ebbdl kovetkezden a rendszer minimum teljes koltsége:

TC*(B)=y2-D (s, +5,)-W + 57 -4, +5-U)+ R, (B). (16)
Lathatjuk, hogy a fenti harom eset mindegyikében a klasszikus EOQ modellt alkalmaztuk,
kisebb modositdsokkal, amik a koltségfiiggvény koefficiensek szerkezetét tiikrozik a
beszallitd, a termeld és az egész rendszer problémdjiban.

4. Az optimalis visszagyiijtési és ujramegmunkalasi rata
Mieldtt tovabb folytatndnk a vizsgdlatunkat a beszallitd, a termeld és az egész rendszer
optimalis gyiijtési és djramegmunkaldsi ratdjanak elemezésével, érdemes kihaszndlnunk azt a

tényt, hogy a (12), (14) és (16) formdja hasonld, igy bevezethetjik a kovetkezd
segédfiiggvényt:

K(B)=G+A+BB*-2CB +EB+F, (17)

amire feltételezziik, hogy A,G >0 és
A+BB*-2CB>0 (18)

teljesiil a teljes0 < g <1 tartomdnyon. Innen egyértelmiien adédik, hogy K(f), akkor és csak
akkor, szigorian konvex, ha

AB > C?, (19)

maskiilonben konkdv. Ha szigordan konvex, akkor a fiiggvény minimuma a tartomdny
belsejébe esik, ha K/(0) <0 és K’(1) > 0 — ami, akkor és csak akkor teljesiil, ha

C-B E C

JA+B—2¢ G A

egyenlbtlenségek teljesiilnek. Minden mas esetben a minimum az egyik =0, f=1
hatarpontban lesz. Ez biztositja a kdvetkezot.

(20)

1. lemma Tegyiik fel, hogy AB > C’. Ha (20) feltétel teljesiil, akkor K(/f), fiiggvénynek
globdlis minimuma van a

C E |AB-C’
) e ey

pontban, méskiilonben

B =0 pontban, ha (20) egyenlétlenség jobb oldala nem teljesiil, és S =1 pontban, ha a bal
oldal nem teljesiil.

182



Bizonyitds: Ahogy azt az el6bb levezettiik, a lemma feltevésébdl kovetkezik, hogy K(f),
szigordan konvex. Tegyiik fol, hogy (20) teljesiil. Akkor a fiiggvény =0 pontban csokken,

mivel K(0)<0 ésp =1 pontban novekszik, mivel K’(1) >0. A szigord konvexitds miatt, a
minimum ,6’ € (0,1) kitiintetett belsé pontban van, ahol K’ ,6’ )=0, amit

BB-C

+E=0 22)
\JA+BS -2CB

K(B)=G

egyenlet megolddsdval hatdrozhatunk meg. Ebbdl kovetkezik, hogy

C* ~2BCS+Bf _(ET
A+BfF-2c \G)’

A tagok atrendezésével a kovetkezé masodfoku egyenletet kapjuk:
B(BG* - E*)B> - 2¢(BG* - E*)B +(C°G* - AE?)=0.
Vegyiik észre, hogy B >0 lemma feltételezése miatt. Az is vegyiik észre, hogy BG* — E* #0,

mivel maskiilsnben C*G* = AE? teljesiilne, ami ellentmond a (20) egyenlStlenségnek. Igy a
fenti egyenldség

C , CG-AE* _

P_2—B+ =
P B'B B(BG? - E?)

formaban is felirhato.

Az egyenlet gyokei:
C, |C* CG*-AE* C |E| | AB-C?
=+ |— - ——+ == 23
A B \/B2 B(BG*-E*’) B~ B\BG'-E’ =

Ha behelyettesitjiik mindkét gyokot (22) egyenletben [ helyére, akkor lathatjuk, hogy
B =/, ., ha E> 0, méskiilonben S = f,. Innen azt kapjuk, hogy:

- C E / AB-C’

"B B\BG-E*

Most tegyiik fol, hogy a (20) jobboldali egyenldtlenség nem teljesiil —, amibdl kovetkezik,
hogy K’(0)>0. A szigori konvexitds miattk” >0 és igy k- ndvekvd a tartomdny minden
pontjdban. Ezért K’( ) > 0 minden 0 < S<1 pontban, ami bizonyitja, hogy K(f), jobb oldalon
novekvé f=0 ponttdl. Innen nyilvanvald, hogy f =0 a fiiggvény globdlis minimuma.
Hasonl6 érveléssel azt kapjuk, hogy # =1, ha (20) bal oldali egyenl6tlenség nem teljesiil.

Vegyiik észre, hogy K”>0 esetén, a (20) egyenldtlenségek kozill legaldbb az egyiknek
teljesiilnie kell. [
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A fenti bizonyitdsbol kovetkezik, hogy olyan (23) valds értékli gyokok, amik (22) megoldésai,
az 1. lemma feltételezése esetén, akkor és csak akkor léteznek, ha BG® > E*, maskiilonben
nem létezik olyan belsé pont, ahol K’(f) =0. Ebbdl a kovetkezd korollariumot kapjuk.

2
1. kovetkezmény. Az 1. lemma feltevését csak, akkor lehet kielégiteni, ha B >?

teljesiil. Ehhez elégséges (de nem sziikséges) feltétel, hogy C>0, E>0 legyen,
biztositva, hogy az 1. lemma feltétele és feltételezése teljesiil.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy C >0 és E >0 valdban teljesiil. Az 1. lemma feltétele miatt
E ¢ . Poco.
— < —, ezért az is igaz, hogy — < —, mivel feltételeztiik, hogy K(f), fiigevényrol, ho
G <Ti gaz, hogy—— <— gy K(p). fuggvény gy
c’ .
A,G >0. Ugyanakkor a lemma feltételezésébdl, az kovetkezik, hogy Y < B. lgy azt kapjuk,
2

E
hogy & < B, ahogy azt vértuk. [

A kovetkez6 lemma foglalkozik azzal az esettel, amikor K(/), konkav.

2. lemma Ha AB<C?, akkor K(f), fiiggvénynek globalis minimum van £ =0 pontban, ha
teljesiil a

JA-JA+B-20<E

E

G

egyenlétlenség, és =1 pontban, ha az egyenlétlenség forditva igaz. Egyenlétlenség esetén
mindkét pontban, f=0 és f=1, globdlis minimum van.

Bizonyitds: Az AB<C* feltételbdl kovetkezik, hogy a K” masodik derivalt nem negativ és
konstans a fiiggvény egész tartomanyan, ezért K(f), vagy szigortian konkav vagy linearis.

Igy, ha egy lokalis optimum a tartomanyon beliil van, akkor az csak globdlis maximum lehet,
kiilonben a fiiggvény monoton a teljes tartomdnyon és mindkét esetben elegendd a
hatarpontokat Osszehasonlitani a globdlis minimum meghatirozdsahoz. Ez rogton a lemma
bizonyitdsahoz vezet. []

Most mar ratérhetiink a termeld, a beszallité és az egész rendszer optimadlis gytiijtési ratdjanak
vizsgélatara.
4.1. A termel6 problémajanak megoldasa

J6l lathat6, hogy a termelé (12) minimum koltségfiiggvényét a K(f) segédfiiggvényiink
segitségével, gy frhatjuk fol, hogy A=h,, B=0, C=u,/2, F=cD, G=,/2Ds,, ami

p°

nyilvanval6an megfelel a K(f), fiiggvénnyel kapcsolatban a 4. rész elején elfogadott
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feltételezéseinknek. Az is kézenfekvd, hogy kielégiti a 2. lemma feltételét, mivel a termelének
nem &ll érdekében hasznélt terméket gyiijteni (ﬁ =0), ha

(C+d)\/5<(,/hp+up —\/Z)\/E

viszont ellenkezd esetben (ﬁ =1), az Osszeset be fogja gyiijteni és kozOmbos lesz a két
stratégidval szemben, ha a fenti egyenldtlenség egyenldségre teljesiil.

4.2. A beszallit6é problémajanak megoldasa (BK-MU)

A beszallit6 minimum koltségfiiggvényét (14) a K(f), formdjaban, dgy irhatjuk fol, hogy
A=V, B=A,, C=Q,,, E=(d+cy—c,)D, F=c,D é G=,/2Ds, . Ezért teljesiil a
kovetkezd lemma.

/////

3. lemma A (18)—(20) feltételek mellett a beszallité optimélis djramegmunkélasi rataja
nem trividlis és igaz ré, hogy

e Y
pr=u B | A VR (24)
A, A, \A, -2Ds,—E

2. kovetkezmény. A (24) egyenldséget felhasznalva meghatarozhatjuk a beszallité optimalis
Ujramegmunkdldsi ratdjat, ha az alabbi feltételek egyszerre teljesiilnek:

2
A, > Qy (25)
D-(d+ Cp—Cy )
A, > (26)
2s,

u,-(D/P,—1) <D-(d+cR—cM)<Q_M o7

J(h,—u,)- DI P, +2u, J2Ds, N7
A (25) és (26) feltételbdl is kiilon kovetkezik, hogy

L/ (28)
PM hv

Ezért Py sziikségszeriien nagyobb, mint Py, f nem trividlis megmunkdldsi ratira. Ha (25)-
(27) feltételek koziil barmelyik sériil, akkor a beszéllité optimdlis Ujramegmunkdldsi ratdja

vagy8 =0 vagy =1 lesz.

Bizonyitds: Konnyen belathatd, hogy a (19) és (20) feltétel rogton megfeleltethetd a (25) és
(27) feltételnek, mivel a (18) megfelel, annak, hogy:

A, B =29, 8+V >0,
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Jol lathat6, hogy a bal oldali masodfokid fiiggvénynek nincs valdés értékii gyodke, ha
Qﬁl <A,V — amit viszont megkdvetel a (25) feltétel. Szintén a (25) feltétel alapjan, A,, >0
és a masodfoku fiiggvény folfelé nyilé parabola, vagyis konvex. Ez biztositja, hogy a
fiiggvény — az elvarasunknak megfeleléen - minden lehetséges értékére pozitiv. Igy, a (25)
miatt a (18) is teljesiil. Tovabba, a (26) feltétel az 1. kovetkezmény kozvetlen folyoménya.
Végiil, vagy (25), vagy a (26) miatt, A,, >0. Mindezek a A,, (3) definicidjaval egyiitt a (28)
egyenlOtlenséghez vezetnek. 0

1. példa (SK—MIj). Legyen D =100, s, = 1000, i, = 100, u, =5, ¢y =35, cg =20, d =17,
Py =200, Prg=250 (lasd 7. dbra). Akkor A=V=50, B=4y =8, C=42y =5,
E =200, F=3500, G = 447.21. Jdl lathato, hogy (25), (26), (27) feltételek teljesiilnek:

2
A, =8>2w B g5

vV 50

2 2
AM=8>D'(d+CR_CM) =100.(17+20—35) 02
25 2000
u (DIB=1) oy Dt ei=cn) o uar @ o o07

S, —u,) D/ P, +2u, \2Ds, W

Ezért a 2. kovetkezménybdl kifolydlag, a beszallitd optimdlis tjramegmunkélési ratdja nem
trividlis és f§=0,237, a beszallité teljes koltsége — ennek megfeleléen - TC.(B) =~ 6648,35,
lasd 7. dbra. A 8. dbra szemlélteti B és TC (B") értékeit, kiilonboz6 d visszavételi értékek
mellett.

TC,(B)

6750 |

6700 -

6650

66007 . . . - . . I . . . I . . . I . . . ] ﬁ
0.0 O.Zﬁ* 04 0.6 0.8 1.0

7. dbra: TC, () minimum koltséggorbe és a nem trividlis ijramegmunkalasi rata az 1.
példa alapjan
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TCL(B"(d)

6600 -

6500 -

6400

6300 -

6200

d 6100

10
8. abra: Az optimalis gyiijtési rata (bal) és a beszallité minimum teljes koltsége (jobb) a
visszavétel fiiggvényében, az 1. példa alapjan

4.3. Az egész rendszer megoldasa (RK-MU)

Az egész rendszerre jellemz6 koltségfiiggvényt (16) a K(f), segitségével, tgy irhatjuk fol,

-U u
hogy A=W, B=4,,, C=—:QM——p, Ez(cR—c—cM)D, F:(cM+c)D and

2 2
G:1/2Disv+spi.

4. lemma A (18)—(20) feltételek mellett az egész rendszer optimadlis gytijtési és

//////

g = E\/AM-W—(QM—MP/Z)Z_up 09)

E_E AM'ZD(SV-FSP)—EZ 27

3. kovetkezmény A (29) egyenlOséget felhaszndlva meghatdrozhatjuk a rendszer optimalis
gyljtési és tjramegmunkalasi ratajat, ha a kovetkezo feltételek egyszerre teljesiilnek:

Q, —u,l2
M>—( w =, 12) (30)
V+h,
2
AM>D'(CR_C_CM) 31)
2(sv+sp)
u,(D/Py—1)—u,/2 <JB.(CR_C_CM)<QM—MP/2 32)
Jo,—1,)- DI P +2u, +h, +u, J2ls, +5,) JV+h,

Vagy a (30), vagy (31) feltételbdl kovetkezik a (28), és ezért, Pg sziikségszerlien nagyobb,
mint Py, [, nem trividlis gyfijtési és Gjramegmunkaldsi ratara. Ha (30)—(32) feltétel koziil

//////

vagy S, =0.

Bizonyitds: 2. kdvetkezmény bizonyitdsaval analég médon.
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TC7(B)

10820 -
10 800 :
10780 :

10760 &

10740 }

10720 }

10700"kuiww‘_”_”‘
0.0 . . .ﬁ

9. 4bra: ATC, () minimum koltséggorbe és a rendszer optimalis, nem trivialis gyiijtési
rataja, a 2. példa alapjan

Figyeljiikk meg, hogy a (24) és a (29) egybeesik, ha s, =u, =0 €s ¢, +c—cy=d +cp—¢,, .

2. példa Vegyiik az 1. példa adatait a kovetkez6 modositasokkal: cg =45, tovabba legyen
s, =400, h,=90, u, =35, c=10. Ekkor a rendszer optimdlis gyiijtési és tjramegmunkaldsi
B, =0,3125, a megfelel teljes koltség TC, () =10743,5, 1dsd 9. dbra.

5. Az Gjramegmunkalds-megmunkalas esete (UM)

5.1. A beszallito készletezési koltsége

Vizsgaljuk eldszor a beszillité problémdjat. Mivel most azt feltételezziik, hogy a
megmunkdldst megeldzi az djramegmunkalds, a haszndlhaté és nem hasznélhat készletek
szintje egy rendelési cikluson beliil a 10. és 11. dbrdnak megfelelden valtozik. Ennek

megfelelden a beszdllitd iddegységre jutd teljes készlettartdsi koltsége a kovetkezOképpen
irhato le:

Hs(q,ﬂ)+Hn(q,ﬁ)=Z-{hv-{ﬁz(;—54}54}%'{,82-(2-1;—;J+ﬂ~(2—2~lf;ﬂ}=

o 2 ) 2 e plarng) g2
= {%{ﬁ PR+(1 ﬁ)P}ruvﬁP 2-(1 ﬁ)P p }} (33)

2 M M Pg

188



q
Pm
Pr
Bq
«— P Pe——————— t -
t t3 t

10. abra: A hasznalhatoé készlet szintjének valtozasa egy rendelési cikluson beliil

17 ,(q. )

A

Bq

——— > —————— p——»
t t3 t T t

11. abra: A nem hasznalhato készlet szintjének valtozasa egy rendelési cikluson beliil

Ha 6sszehasonl/1’tjuk’ a beszallito készlettartasi koltségére vonatkozd (3)—(4) és (33)
kifejezéseket MU és UM stratégia esetén, rogton a kovetkezohoz jutunk

/////

UM stratégiara is. Ekkor:

A beszallité teljes tartdsi koltsége MU stratégia mellett, akkor és csak akkor szigordan kisebb,
mint UM esetén, ha

L/ B (34)
P, h —u

v v

Akkor és csak akkor egyenlSk, ha (34) egyenléségre teljesiil vagy Be {0,1}.

4. kovetkezmény A MU stratégia teljesitménye feliilmilja az UM-ét, ha az djramegmunkalds
termelékenysége kelléen meghaladja a megmunkalasét.

5. kovetkezmény Figyeljiik ‘meg, hogy (34) erbsebb feltétel, mint a (28), ami sziikséges

ahhoz, hogy a beszdllit6 MU stratégia melletti, nem trividlis, optimélis djramegmunkalasi
ratajat megkapjuk.
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5.2. A beszallité megoldasa (BK-UM)

A 2. fejezethez hasonldan, vezessiik be a kovetkez6 definicidkat:

D D D D
A, =(hv—uv)[———j+uv— és Q, =uv[1——j. (35)
PR M PM M
A beszallito tartasi koltsége (33) dgy irhato fel, mint
H (q.8 =L+ A, +252,) 36
v q’ IB) - 2 + IB R + IB R/ ( )
ennek megfelelden a teljes koltsége
D ¢ 2
1C.q.B) =5+ E(V + A, +25Q,)+R.(f)
és a minimum teljes koltsége adott Gjramegmundlasi rdta mellett
TC.(B)=+2-D-s, -V + B*A, +2Q,)+ R.(B), 37)

Ez utdbbi kifejezés ugy irhaté fel K(f) fiiggvény alakjaban — a (17) definicionak megfeleléen
-hogy, A=V, B=4g, C=-Qp, E=(d+cg—cy)D, F=cyD és G=2-D-s, .

6. lemma A (18)-(20) feltételek és UM stratégia mellett, a beszdllité optimdlis

//////

. Qp E | A, V-QF
==k = | SR TR 38
P A, A\ A, 2Ds —E? .

6. kovetkezmény. A (38) egyenldséget felhaszndlva meghatarozhatjuk a beszallité optimalis
Ujramegmunkaldsi ratdjat, ha a kovetkezo feltételek egyszerre teljesiilnek

v

2
AR>% (39)
2
A, >Rl +2‘;R ~Cu) (40)
(h~u,)-(DIP,~DIP,)+u, D (¢, —d —cy) L9 4
J(h, —u,)- D/ P +2u, 2s N7

A (39) és (40) feltételbdl is kiilon kovetkezik, hogy:
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LRI (42)
Py h,—u

v v

Mivel adott egy viszonylag alacsony u, készlettartasi koltség a nem hasznalhaté termékekre, a
Py megmunkdlas szintje sziikségszerlien meg kell haladja a Pg tjramegmunkélés szintjének
egy eléggé nagy hdnyadat ahhoz, hogy B nem trividlis djramegmunkaldsi rita legyen.
Tovébbai, a (41) feltételbdl kovetkezik, hogy

CM>CR+d.

Ha a (39)-(41) feltételek koziil barmelyik sériill, akkor a beszallit6 optimalis

//////

Bizonyitds: a 2. kovetkezmény bizonyitdsdval anal6g mddon.

3. példa Legyen D = 2000, s, = 500, h, =200, u, = 120, cy =40, cg =20, d = 15, Py = 3000,
and Pg = 2500. Ekkor

B _083<1+— " 25

PM hv - uv

és az 5. lemmabdl kifolydlag, az UM stratégia teljesitménye feliilmidlja a MU megfelelsjét
minden rogzitett ¢ rendelési nagysag és S e (0,1) djramegmunkalési rata esetén. Tovdbba V =
133,33, A, =90,67, Q, =40, E= —10000. Jol l4that6, hogy a 6. kovetkezmény feltétele
teljesiil, ennek eredményeképpen ,[f mu = 0,81 és a beszdllit6 minimum teljes koltsége
TC.(Br,,) = 94598,88 . A 12. dbra mutatja a beszallité teljes koltségét minden S e [0,1] esetre,
UM és MU stratégia mellett, feltételezve, hogy a rendelési nagysag optimalis. Lathato, hogy a
példankban a 2. kovetkezmény feltétele nem teljesiil MU stratégia mellett, igy az optimalis
djramegmunkalasi rata ﬁ rom=1.

' B

5
12. dbra: A beszallit6 koltségfiiggvénye MU és UM stratégia esetén, a 3. példa alapjan
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5.3. A teljes rendszer megoldasa (RK-UM)

Egyszertien belathaté, hogy a teljes rendszer koltsége UM stratégia esetén, ha feltételezziik,
hogy a rendelési nagysag optimélis

TCH(B)=2-D-{s, +5, W + 57 2 + ple2g +u, )|+ Ry (8) 43)

B

ami K(p) fiiggvény segitségével, tgy irhat6 fol, hogyA=W, B=4g, C=U=-Q,-u,/2,
E=(cg—c—cy)D, F=(cy +¢c)D ésG:,/2-D-(sv+spi.

7 lemma A (18)—(20) feltételek és IjM stratégia mellett a rendszer optimalis gyiijtési és

//////

(44)

Q, \/A W—-(Qq+u, /2w,

p T’RbM:_A__A_ A, - 2D(sv+sp) E* 2A,

R

7. kovetkezmény. A (44) egyenloséget felhaszndlva meghatarozhatjuk a rendszer optimalis
gyljtési és tjramegmunkaldsi ratajat, ha a kovetkezo feltételek egyszerre teljesiilnek:

>(QM+up/2)z

45
TV, (45)
2
AR > D (CR ¢ CM) (46)
2(sv + sp)
(h,—u,)-(D/P,—D/P,)+u,+u,/2 N JD -(c+c, —c;) S Q, +u,l2 @
b —u,)-D/ P +2u, +h, +u, J2ls, +5,) JV+h,
A (45) és a (46) feltételbdl kiilon is kovetkezik, hogy:
LI L (48)
PR hv - uv
ami mindig teljesiil, ha A, /2 >u, , maskiilonben a
L/ PSR (49)
M hv - uv

egyenlOtlenséggel egyezik meg, ami ugyanakkor sziikséges és elégséges, ahhoz UM stratégia
teljesitménye felilmilja a MU ét minden régzitett q rendelési nagysag és fe (0,1)

/////

c+cy >cp.
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Ha (45)-(47) feltételek koziil barmelyik sériil, akkor a rendszer optimdlis gyjtési és
Ujramegmunkalasi ratdja ,B; wy vVagy O vagy 1.

Bizonyitds: 2. kovetkezmény bizonyitdsdval anal6g médon, felhaszndlva az 5. lemmat.

Példa 4. Legyen D = 1000, s, =900, s, =400, h, =200, h, =220, u, =30, u, =40, cy =20,
crk=33, c=15Py=2500, Pr=1200. Akkor a rendszer optimdlis gyUjtési és
Gjramegmunkalasi ratdja B, .,,, = 0,2, a megfeleld teljes koltségTC; .\, (B o) = 62782,4 .
13. dbra mutatja az egész rendszerre jellemz6 minimum koltséget P fuggvényében, MU és
UM esetén.

“(B)

5
13. abra: 7C; (5), az egész rendszer koltségfiiggvénye MU és UM stratégia esetén, a 4.
példa alapjan

6. Targyalas a visszavételrdl és a visszagyiijtési ratarél: a BTK-MU probléma

Ebben a fejezetben egy targyaldsos megolddst fogunk vizsgdlni MU rendszerben.
Feltételezziik, hogy a beszallité és a termel6 nem vertikdlisan integraltak és mindketten a sajat
érdekeiket kovetik.

Tekintsiik a 14. dbran szemléltetett alkufolyamatot. El6szor a beszallité hatiroz meg egy d
visszavételi drat és errdl tdjékoztatja a termel6t. Majd ajanlatot tesz a f djramegmunkaldsi
rtdra, amit a termelére nézve kotelezd.! Ugyanakkor a rendelési nagysiag meghatdrozdsa a
termeld dontési joga. Feltételezziik, hogy raciondlisan cselekszik és valaszul a beszallité éltal
meghatarozott visszavasarldsi ar €s az Ujramegmunkdldsi rita nagysagara, olyan rendelési
mennyiséget vdlaszt, ami minimalizélja a sajit koltségeit. Ezutdn a beszallitd problémdjat a
kovetkezOképpen fogalmazhatjuk meg: milyen visszavételi ar nagysdg és tjramegmunkalési
rata optimélis a szdmadra?

! Azt feltételezziik, hogy a beszallité és a termelé mar megéllapodott az alku folyamat feltételeiben a targyalds
egy kordbbi szakaszdban.
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[ Beszillits | | Termels |

—»(Egy d ér vilasztisal

y
Az optimdlis £,(d) gylj-
ha tési rata meghatdrozasa

a.(B)Zq,(B)

Az opt. g,(p) tétel
meghatdrozasa

|

A
Az opt. g,(p) tétel
meghatirozasa

14. abra: Az alkufolyamat

Az altalunk vizsgdlt probléma egy Stackelberg-jaték, amiben a beszdllité a vezetd és a
termeld a kovetd. Altaldnosabban megfogalmazva, egy kétszereplés, extenziv jaték, tokéletes
informéacidval (Osborne és Rubinstein, 1994), aminek a megoldésa visszafelé halad6 indukcid
segitségével hatarozhatdé meg, mint részjaték tokéletes egyenstlyban -, ahogy ezt lentebb
bemutatjuk.

A beszillité a termeld optimédlis vdlaszat szdmitasba véve, képes eldre kiszadmitani, hogy a

dontése (d,f), milyen teljes koltséget fog eredményezni — amit a kovetkezOképpen
definidlunk:
TC.(d,)=C,(q,(B), H)+R,(d,B) (50)

ahol C, (q,5) és R,(d,B) a beszdllité (5)—(6) szerint definidlt koltségosszetevoi, q;(,B)
pedig a termeld optimadlis rendelési nagysdga, a (11) definici6 alapjan. Vegyiik észre, hogy
mig R, (d,[)-t hatdrozottan d-tdl tettiik fliggévé, q; (p) fiiggetlen d-t6l. Az (5)—(6) és (11)
definicidkat behelyettesitve a teljes koltség egyenletébe (50), azt kapjuk, hogy

- s,D A, B =20, 8+V | 2s,D
TC.(d, p)= L +—M M P +(c,, +(d +c, — D (51
d,p) \/ 25.D 5 b+, (cy +(d+cy—c,)B)D (51)

hp+,3up

Igy a beszallité optimalis (d,) dontését a kovetkezdé korldtozott optimalizdldsi probléma
megoldasdval adhatjuk meg:

min7C.(d. f) st.d 200< f<1 (52)

Ez a probléma nem sziikségszeriien konvex, ezért a Karush—Kuhn—Tucker (KKT) feltételek
(Bazaraa et al., 2006, p. 204) onmagukban nem elégségesek a globdlis optimumpont
meghatarozasihoz. De, felhasznidlhatéak a lehetséges lokdlis optimumok megkereséséhez,
amikbdl, ezt kdvetden, kivdlaszthatd a globdlis minimum. Ahhoz, hogy ezt a megkozelitést
alkalmazzuk, el6szor vizsgaljuk meg az (52) probléma Lagrange-fiiggvényét:

L, p, /1)=T~Cv d,p+A-(f-1), (52)
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ennek az argumentumai — feltevés szerint — nem negativok. A megfeleld KKT feltételek
egyszerusithetdek:

oL oL

—=pD>0ésd-—=dpD=0 53
° Yo és > B (53)
oL 8T~CU oL 8T~CV

T 1206 8- 2= 8- A]=0 54
0p - ap TAEOELE=l T G
oL oL

T =f-1<0és A —=A-(f-1)=0 55
Y Ji] és 2 (L-D (55)

Az (53) feltételbdl rogton kovetkezik, hogy
8. lemma Ha a beszallit6 optimadlis dontést hoz, akkor nem fizet a termeldnek a visszavételért.

Az (53) masodik része, valoban megkoveteli, hogy d vagy £ vagy mindkettd nulla legyen, ha
B = 0, akkor a termel§ egyetlen terméket se kiild vissza, igy a beszdllito nem fizet
visszatéritést, kiilonben d = 0 és, ezért ebben az esetben sincs visszatérités.

A 8. lemma 4llitdsa egészen nyilvdnvald: mivel az Gjra hasznilds szintjét a beszallito
hatdrozza meg, ezért a visszavétel nem Osztonzi a termeldt a haszndlt termékek
visszakiildésére, és a beszdllitdé szdmdra pedig annak visszatéritése csak sziikségtelen
koltséget jelentene.

Vegyiik észre, hogy, ha =0, akkor a visszavétel nagysagardl hozott dontés irrelevans. Ezért
sziikséges optimalitdsi feltételként elvarhatjuk, minden fe [0,1] esetben, hogy d = 0 legyen.

gy az (54)-(55) feltételek vizsgalatit a kovetkezOkben hdrom esetre bonthatjuk: S =0,
0<p<l,és p=1.

B =0. Ekkor az (55) feltételbél kovetkezéen A =0, kovetkezésképpen az (54) mindig
teljesiil, ha a derivélt

ITC.0.5) _

2Ds u,
a'B CR_CM)D+ #(AMIB_QM+_I

(i_AMﬁz—ngﬁwD 56
s, h,+ pu,

nem negativ £ = 0-ban, vagyis, ha

2Ds (u (s h D
— D+ Pl 2l . — [—Q. 0. 57
(CR CM) h [4{5‘ h[, PMJ MJ ( )

P p

Vegyiik észre, hogy ebben a kifejezésben a gyokos tényezd a termeld klasszikus gazdasigos
rendelési nagysaga.

195



0 < B < 1. Ahogy kordbban emlitettiik, az (55) feltételbdl kovetkezéen A = 0, mig az (54)

feltétel megkivanja, hogy [ staciondrius pont legyen TC,(0,)-ben — azaz, a megoldas az
(56) egyenldséget nulldra teljesitse. A kovetkezd példan azt fogjuk megmutatni, hogy ilyen
pe(0,1) nem létezik minden esetben, €s, ha létezik, akkor lokdlis minimum és lokalis
maximum is lehet.

5a. példa 5a Legyen D =400, s, = 2000, s, = 500, h, = h, = 50, u, = u, = 25, ¢y = cg = 50,
Py =500, Pr =2000. Ekkor

2587 —108+40
J258+50

TC.(0,) = 20000+1264.9,/254+50+316.2

(0, 1) intervallumon nincs staciondrius pont, ahogy azt a 15a dbran lathatjuk.

5b. példa Most legyen /1, = 100. Ekkor

558> —703+80
J258+50

TC,(0, ) =20000+1264.9,/255+50 +316.2
B =0,31-ben staciondrius pont van, ami globdlis minimum, ahogy azt a 15b. dbra mutatja.
Sc. példa Legyen most Py, = 1250 és ¢y = 57.5. Ekkor

- 75% +263+32
TC,(0,5)=23000—30005+1264.9/254+50+316.2 ——+~-—+——
0.5 p p 256 +50

S = 0,18 -ban staciondrius pont van, ami globdlis maximum, ezt a 15c. dbra szemlélteti.

T T8 <
: /p : /ﬁ

15a-c. abra: a beszallité 7C. (0, ) koltségfiiggvénye, 5a-c. példak alapjan (balrél
jobbra)

B )

Ugyan, lehetséges TC, (0, B) fiiggvény staciondrius pontjat analitikus formdban megadni, de
ez egy igen hosszii és nehezen haszndlhaté képlethez vezetne, ezért praktikusabb
megolddsnak tlinik a lokalis szEéls6értékek vizsgilata minden adott esetben. A magasabb foku
derivéltak segithetnek meghatdrozni, hogy melyik staciondrius pontok lokdlis minimumok, de
ez a 1épés elhagyhat6 és helyette vizsgalhatjuk és Osszehasonlithatjuk a fiiggvényértékeket
minden staciondrius pontban, ahogy ezt a kovetkezdekben tenni fogjuk.
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B = 1. Ekkor az (54) és (55) feltételek miatt, az (56) fiiggvény derivdlja =1 pontban
sziikségszerlien nem pozitiv, azaz

2D _
(CR_CM)D+ 7 Sp |:M‘,(1—2j+u—p{s—v—2uv4_(hv uV)D/PRJ:|S0 (58)

, Tu, % 4 s, hp+up

Most mar 0Osszehasonlithatjuk a filiggvényértékeket az a)-c) esetekben meghatdrozott
pontokban, hogy megkapjuk TC,(d, B) globélis minimumat.

6. példa Haszndljuk az 5c. példa adatait, és legyen ¢ =3. TC,(0,f) derivaltja pozitiv
(=41,05) és negativ (=-109,2441,05) =0 és S =1 pontokban, a staciondrius pont pedig [ =
0,18 (lasd 15c. dbra). A fiiggvény értéke a harom lehetséges pontban 33375,36, 33327,92 és
33379,01. Ez alapjan lathatjuk, hogy a fiiggvény a globélis minimumat £ = 1 pontban éri el.
Ebben az esetben a fiiggvény értékét £ = 0,18 pontban nem sziikséges kiszamolnunk, mivel az
(56) derivéltja 0-ban pozitiv és 1-ben negativ, mig [0, 1] intervallumon folytonos, ezért az
egyetlen staciondrius pont (0,1) intervallumon egyben maximum pont is.

A beszdllité optimdlis (d, ) =(0,1) dontésére, a termeld optimdlis valasza a q:; (1) =73,03

rendelési nagysdg, ami a termeldnél =5477,23 koltséget jelent. Az 1. tdblazat osszefoglalja a
targyalasos modell megoldésit, Osszehasonlitva az egész rendszer megoldasdval (vo. 4.3
fejezet).

d B ¢ TC, TC, TCr

Téargyaldsos modell 0 1 73.03 33327.92 547722 38 805.14

Rendszer optimum 0 1 119.52 30577.77 5477.22 36 733.2

1. tablazat: A targyalasos és a rendszer optimalis megoldas osszehasonlitasa, a 6. példa
alapjan

A 1. tébldzat utols6 oszlopa azt mutatja, hogy az ellatdsi lanc koordinédcidéja nem val6sul meg
az optimadlis targyaldsos megoldés esetén; ugyanakkor, a termeld koltségei olyan alacsonyak,
mint az egyiittes optiméalis megoldds mellett, (ahol a visszavdsarlds lehet nulla is).

Itt hivjuk fol a figyelmet a most kapott megolddsunk optimalitdisa — amit a tiszta
Gjramegmunkaldsi stratégidra vezet6ff = 1 széls6érték és az S5a. példdban bemutatott, tiszta
megmunkalast jelent6 S = 0 érték jellemez — és a Richter (1997) dltal bevezetett tiszta
stratégidk optimalitasa kozotti parhuzamra.

Ahogy az szintén latszik a fenti példdban, a tirgyaldsos modellben a termel6 dontése a
rendelési nagysdgrol nem egyezik meg a rendszeroptimalis rendelési nagysdggal. A beszallito
megprobdlhatna, olyan d visszavételi ar nagysagot vélasztani, ami — egyiitt a megfeleld,

beszallité szamara optimélis 8 (d) Gjramegmunkaldsi rdtdval —, arra késztetné a termeldt,
hogy a beszdlliténak kedvezd, g,(f (d)) mennyiséggel megegyezd, ¢q,(f (d)) rendelési

nagysdg mellett dontson. A 7. példa azt szemlélteti, hogy, ha 1étezik is ilyen beszallit6i
dontés, az nem lesz optimdlis stratégia.
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7. példa Legyen D =500, s,=300, s,=900, h,=50, h,=70, u,=5, u,=60, cy=20,
cr =10, ¢ =3, Py =600, Pz =2000. A 16. dbra mutatja, g,(f (d)) és ¢,(8 (d)) rendelési

nagysag fliggvényeket, ahol S (d) ratit a 2. kovetkezmény, a rendelési nagysdgokat pedig a
(11) és (13) egyenl6ségek alapjan kapjuk. A grafikonon jol litszik, hogy valéban 1étezik,
olyan visszavételi ar nagysdg — d =13,15 és B (d)=0,31 —, ahol mindkét fél egyéni
optimuma megegyezik és ez =100,9. Azonban, ahogy a 2. tdblidzatban lathato, ezt az
eredményt domindlja a targyaldsos megoldds, a beszillité és az egész rendszer szempontjabol
is. Az optimdlis tirgyaldasos megoldas eléggé kozelit a rendszeroptimdlis megolddshoz, ahol

az Ujramegmunkaldsi rata 1, a rendelési nagysdg = 89 és a rendszerszintii koltség =~ 18 472,19.
T (B0

v
16. abra: a beszallité (kék) és a termelé (piros) optimalis tételnagysaga d visszavételi ar
fiiggvényében, a 7. példa alapjan

d B q TC, TC, TCr

Egyenld6 rendelési

. 13.15 0.31 100.9 13 456.19 7943.18 21399.37
nagysag

Targyaldsos

; 0 1 83.2 7 686.83 10 816.65 18 503.48
optimum

e z0 2

targyalasos optimum esetén, a 7. példa alapjan

A kovetkez6 példa azt az esetet szemlélteti, amikor egydltalin nem Iétezik olyan d

/////

8. példa A keresletre és a beszdllito adataira alkalmazzuk az 1. példa értékeit: D = 100,
s, =1000, h,=100, u,=5, cyy=35, cr=20, Py =200, Pr=250, a termel6 adataihoz
hasznéljuk a 4. példat: s, = 400, h, = 220, u, =40, c = 15. A 17. dbra mutatja a beszallité és a
termeld rendelési nagysdg fiiggvényét. Ahogy az alsé grafikonon lathat6, a beszallité nem
tudja ravenni a termeldt, arra, hogy ugyanazt a rendelési nagysagot vdlassza, ami mellett 6
maga dontene, figyelembe véve a sajit optimdlis Ujramegmunkaldsi ratdjat.
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15. abra: A beszallité (bal) és a termelé (jobb) optimalis tételnagysaga d visszavételi ar
fiiggvényében, az 5. példa alapjan. Az alsé diagram a két fiiggvényt kozos skalan
szemlélteti.

7. Kovetkeztetések

Jelen tanulmédnyunkban zartkort elldtdsi ldncban, kétszereplds, beszdllito-termeld modellbe
vizsgaltunk egy problémacsoportot, hogy meghatdrozzuk az egyedi és kozods optimalis
arutétel (rendelési) nagysagot, ijramegmunkalasi (gylijtési) ratat és visszavételi ar nagysagot.
Nem vezettik le az optimdlis targyalds melletti visszavdsarldsi ar nagysdg analitikus
kifejezését, de zart formulat adunk minden mas mennyiségre. Példiakon keresztiil bemutattuk,
hogy az ellatisi lanc koordinicidja nem feltétleniill valésul meg az 4ltalunk vizsgalt
targyalasos jatékban.
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