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Aa kockázat mindenhol jelen van, közvetve 
vagy közvetlenül befolyásolva döntéseinket és 
ezáltal életünket. a mai modern, globalizált 
világunkban pedig kiemelkedő jelentőség-
gel bír a kockázat megismerése, mérése és 
előrejelezhetősége többek között pénzügyi 
területen is. annak ellenére, hogy a pénzügyi 
kockázat menedzselése egyre inkább előtérbe 
kerül, a mai napig sem teljesen egyértelmű, 
hogy mi lehet az a matematikai fogalom, mér-
ték, amellyel a kockázatot pontosan le lehet 
írni, ki lehet számolni. az első fejezetben be-
mutatom a kockázati mértékekkel szemben 
támasztott legfontosabb „követelményeket”, 
a kockázati mérték definícióját és a napjaink-
ban legtöbbet használt két kockázati mérté-

ket, a kockáztatott értéket (Value at Risk) és az 
Expected Shortfall-t.

az egyik fontos tulajdonság, amit a koc-
kázati mértékkel szemben támasztunk, hogy 
a diverzifikáció ne növelje egy portfólió koc-
kázatát. Ennek ellenére például, ha az adott 
portfólióban szereplő részvények egy bizonyos 
esemény hatására ugyanúgy mutatnak extrém 
viselkedést, ez kiolthatja a diverzifikáció védel-
mező hatását. Ezért van szükség a portfólió-
ban szereplő részvények közötti kapcsolatok 
minél pontosabb feltérképezésére. a legismer-
tebb, sokat használt mérőszámok – mint pél-
dául a Pearson-, Kendall-, vagy Spearmann-
féle korreláció – „csak” páronkénti korrelációt 
mérnek. magasabb dimenziójú összefüggések 
mérésére szolgálnak az úgynevezett kopula-
függvények, amelyek definíciója, a témakör 
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legfontosabb tétele és példák megtalálhatók a 
Kopula függvények című fejezetben.

Dolgozatom célja a két módszer – a törté-
neti és a kopulafüggvényen alapuló kockázat-
számítás – összehasonlítása. az összehasonlí-
táshoz az úgynevezett utótesztelés módszerét 
használom. mindkét módszer, illetve az utó-
tesztelés bemutatására az utótesztelés című 
fejezetben kerül sor.

az ezt következő fejezet tartalmazza az em-
pirikus tanulmányt, illetve az eredményeket és 
az azokból levonható következtetéseket. a szá-
mításokhoz hét részvény napi logaritmikus 
hozamait használom, melyekhez az árfolyam-
adatokat a Budapesti Értéktőzsde honlapjáról 
töltöttem le, tíz évre vonatkozóan. Ezek segít-
ségével vizsgálom meg, hogy a történeti vagy 
pedig a kopulafüggvényen alapuló szimuláci-
óval végzett kockázatszámítás ad pontosabb 
képet a kockázatról.

KoCKázAti méRtéKEK

Egy lehetséges megfogalmazás szerint a kocká-
zat annak a lehetőségnek a mérlegelése, hogy 
valami értékkel bírót elveszítünk vagy megnye-
rünk („Risk is the potential of losing something 
of value, weighed against the potential to gain 
something of value.” Kungwani, 2014)). Ezt, a 
kockázatnak egy nagyon általános megfogal-
mazását természetesen sokféleképpen értel-
mezhetjük. az is egyértelmű továbbá, hogy a 
kockázat jelentése és megfogalmazása tudo-
mányterületenként változhat.

a közgazdaságtan szempontjából úttörőnek 
számít Knight 1921-es Risk, uncertainty, and 
Profit című műve, amelyben részletesen tár-
gyalja a különbséget a kockázat és a bizonyta-
lanság között, és amellyel megalapozta a való-
színűségen alapuló közgazdaságtant (Bélyácz, 
2010). a pénzügyi kockázat és egyben a mo-
dern portfólió elmélet alapjainak letétele Har-
ry Markowitz nevéhez fűződik, aki 1952-ben 

a Portfolio Selection (markowitz, 1952) című 
cikkében a kockázatot a portfólió szórásának 
segítségével definiálta.

a pénzügyi kockázat kezelése, azaz a kocká-
zati tényezők azonosítása, mérése és ellenőrzé-
se ma is elengedhetetlen eszköz bármely üzleti 
tevékenység fenntartásához (Jorion, 1999). 
a mérés azonban önmagában még nem elég, 
a döntés meghozatala szempontjából az össze-
hasonlíthatóság is nélkülözhetetlen szerepet 
játszik.

matematikai szempontból tehát az a cél, 
hogy minél egyszerűbb mutatókkal, egyetlen 
mérőszámmal fejezhessük ki a kockázatot. 
a pénzügyi eszközökhöz és portfóliókhoz ren-
delt, a kockázatot jellemző mutatószámokat 
kockázati mértékeknek nevezzük (Gáll-Pap, 
2010). Pontosabban, kockázati mértéknek ne-
vezünk minden  halmazon értelmezett valós 
értékeket felvevő funkcionált: ρ:, ahol  
valószínűségi változóknak (portfóliók, pénz-
ügyi eszközök profitjának) egy halmaza (Gáll-
Pap, 2010). Ez azt jelenti, hogy a kockázat 
mérése tulajdonképpen megfelel egy kapcsolat 
létesítésével a véletlen változók és a valós szá-
mok között (Szegő, 2002). Ez egy nagyon tág 
fogalom, ezért ahhoz, hogy a kockázat értel-
mes definíciójához jussunk, bizonyos korláto-
zásokat, tulajdonságokat meg kell fogalmazni 
a kockázati mértékekkel kapcsolatban.

természetes módon több ilyen elvárás is 
adódik. az irodalomban, lásd például Artzner 
et al., (1999) leggyakrabban előforduló, leg-
többet használt tulajdonságok a következők:
uMonotonitás: ha egy befektetés hozama 

sosem kisebb, mint egy másiké, akkor elvár-
juk, hogy ez a befektetés ne legyen kockáza-
tosabb, mint a másik, azaz, ha X ≤ Y akkor 
ρ (X) ≥ ρ (Y), X,Y.
vSzubadditivitás: a szubadditivitást más 

néven diverzifikációs hatásnak is nevezik. Ez 
azt jelenti, hogy két befektetés eredő kocká-
zata nem lehet nagyobb, mint az egyedi koc-
kázataik összege, azaz ρ (X+Y) ≤ ρ (X)+ρ (Y), 
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X,Y,X + Y. természetesen több változó ese-
tén is érvényes ez a tulajdonság.
wPozitív homogenitás: ha megtöbbszörözünk 

egy portfóliót, de megtartjuk annak összetéte-
lét, akkor elvárjuk, hogy a kockázat a nagyság-
gal arányosan változzon, azaz ρ ( X)=ρ (X), 
X, X ,  ≥0.
xEltolás invariancia: ha pozíciónkhoz 

adott hozamú kockázatmentes eszközt adunk, 
akkor elvárjuk, hogy a kockázat ennek a 
pénzáramnak a nagyságával csökkenjen, azaz 
ρ (X+a) = ρ (X) – a, X,X + a, a.

Ha egy kockázati mérték az itt említett 
mind a négy tulajdonságot teljesíti, akkor azt 
mondjuk, hogy a kockázati mérték koherens. 
Sokszor előfordul, hogy például egy adott ho-
zam mellett a kockázat minimalizálása a cél. 
az optimalizáció szempontjából tehát fontos 
a konvexitási tulajdonság megléte. Bebizo-
nyítható, hogy a pozitív homogenitásból és 
a szubadditivitásból következik a konvexitás 
is. Így a kockázat minél pontosabb mérése 
szempontjából egy olyan kockázati mértékre 
van szükség, amely kielégíti a monotonitási, 
szubadditivitási, pozitív homogenitási, vala-
mint az eltolás invariáns tulajdonságokat és a 
gyakorlatban is viszonylag egyszerűen alkal-
mazható.

a markowitz által bevezetett szórásról példá-
ul belátható, hogy ugyan szubadditív és homo-
gén, de nem monoton és nem eltolás invariáns. 
Ezeken túl nem tesz különbséget a nyereségek 
és a veszteségek között, így nem alkalmas a 
kockázat mérésére. természetesen, több kocká-
zati mérték létezik, de a gyakorlatban legtöbbet 
használt két kockázati mérték a kockáztatott 
érték (Value at Risk, VaR), és a várható veszte-
ség Expected Shortfall (ES). a tanulmányban én 
is ezt a kettőt fogom használni, így a követke-
zőkben ezeket ismertetem részletesebben.

Kockáztatott érték (VaR)
a kockáztatott érték vagy más néven VaR 
(Value at Risk) az utóbbi évek leggyakrabban 

használt mértéke a kockázat mérésére. az 
1987-es pénzügyi válságot követően emelke-
dett meg jelentős mértékben a VaR használata 
(Jorion, 1999).

a kockáztatott érték arra a természetesen 
felmerülő kérdésre hivatott választ adni, hogy 
egy adott időszak alatt, adott valószínűséggel 
minimálisan mennyit veszíthetünk (nyerhe-
tünk). másképpen megfogalmazva, a koc-
káztatott érték az a szám, amelynél nagyobb 
veszteség α-nál kisebb vagy egyenlő valószínű-
séggel fordul elő. Pontosabban, az X valószí-
nűségi változó α-ad rendű kockáztatott értékét 
a következőképpen definiálhatjuk:

VaRα(X) = –inf {x  |FX(x) ≥ α},

ahol FX(x) := P(X ≤ x) az X valószínűségi válto-
zó eloszlásfüggvényét jelöli.

az 1. ábrán látható – a későbbiekben részle-
tesebben bemutatásra kerülő – FHB részvény 
hozamai alapján rajzolt hisztogram. annak a 
valószínűsége, hogy egy érték a hisztogramba 
rajzolt piros vonaltól jobbra található, meg-
egyezik a konfidenciaszinttel, azaz -val, míg 
annak a valószínűsége, hogy egy érték ettől a 
vonaltól jobbra található megegyezik 1– α-val. 
a konkrét példán – VaR = – 0,034, α = 5%-os 
szinten, azaz a kockáztatott érték 0,034. Ez azt 
jelenti, hogy 5 százalék annak az esélye, hogy a 
veszteség nagyobb vagy egyenlő lesz 0,034-el, 
vagy másképpen fogalmazva 95 százalék (1–α) 
annak az esélye, hogy nem veszítünk többet, 
mint 0,034.

Belátható, hogy a VaR egy monoton, po-
zitív, homogén és eltolás invariáns kockáza-
ti mérték (Gáll – Pap, 2010). a VaR pozitív 
tulajdonsága, hogy a kockázatot egyetlen 
számban és pénznemben méri, így könnyen 
értelmezhető és a különböző értékek könnyen 
összehasonlíthatók (acerbiatal, 2001). a VaR 
az úgynevezett downside kockázat mérésére 
szolgál, azaz csak a várható értéknél (várható 
hozamnál) kisebb értékeket veszi figyelem-
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be. Viszont nagy probléma a VaR-ral, hogy 
nem támogatja a diverzifikációt, azaz nem 
szubadditív. továbbá annak ellenére, hogy a 
VaR megmutatja, mely értéknél nem fogunk 
többet veszíteni és mekkora valószínűséggel, 
de az ezen az értéken túli veszteségekkel nem 
foglalkozik, pedig a súlyos, extrém események 
ismerete fontos lenne. az 1. ábrán látható pél-
dánál ez azt jelenti: azt tudjuk ugyan, hogy 95 
százalék annak az esélye, hogy nem veszítünk 
többet, mint 0,034, de arról semmilyen infor-
mációt nem tudunk, hogy abban az 5 száza-
lékban, amikor többet veszíthetünk, mekkora 
lehet ez a veszteség. tehát a VaR csak ellipti-
kus eloszlások esetén alkalmas a kockázat mé-
résére, nem elliptikus eloszlásoknál – ami a 
gyakorlatban nem ritka jelenség – a kockázat 
téves megítéléséhez vezethet (Embrechts et al., 
2002). mindezek mellett, mivel a VaR nem 
szubadditív, így nem is konvex, amely nehéz-

kessé vagy éppen lehetetlenné teszi a haszná-
latát optimalizációs problémák esetén (Szegö, 
2002).

Expected Shortfall (ES)
látható tehát, hogy a VaR nem elégíti ki a 
koherens kockázati mértékek alapvető tulaj-
donságait. Felmerül tehát a kérdés, hogy lé-
tezik-e koherens kockázati mérték. a válasz 
igen, például az Expected Shortfall (ES). ma-
gyarul várható veszteséget jelent, de mivel 
a magyar irodalomban is angolul honosult 
meg a kifejezés, ezt fogom használni a továb-
biakban.

a VaR esetében arra keressük a választ, hogy 
mi az a minimális veszteség, ami az esetek leg-
rosszabb α×100 százalékában bekövetkezhet. 
az ES esetén a kérdés következőképpen mó-
dosul: mi az a várható veszteség, ami az esetek 
legrosszabb α×100 százalékában bekövetkez-

1. ábra

A VAR és Az Es bEmutAtásA hisztogRAm sEgítségéVEl

Forrás: saját szerkesztés
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het (acerbi, 2001). matematikailag ezt a kö-
vetkezőképpen fogalmazhatjuk meg: legyen X 
egy valószínűségi változó, valamint   (0,1), 
és tegyük fel, hogy E[(X)–] < ∞, ahol (X)– az 
X negatív része. Ekkor X Expected Shortfall-ja 
α szinten:

ESα(X)=
1 

α

VaRu(X)du.
α 0

az 1. ábrán látható hozam-hisztogram ese-
tén ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy az ES 
a szaggatott piros vonaltól balra eső értékek-
nek adja meg a várható értékét. Ez a konk-
rét példa alapján: –ES = 0,055, α = 5%-os 
szinten, azaz ES = 0,055. Ez azt jelenti, hogy  
5 százalékos valószínűséggel a várható veszte-
ség 0,055 lesz.

Elmondható, hogy az ES kielégíti a kohe-
rens kockázati mértékekre vonatkozó mind a 
négy tulajdonságot, azaz egy koherens kocká-
zati mérték. annak ellenére, hogy az ES renge-
teg pozitív tulajdonsággal rendelkezik ez sem 
bizonyult tökéletesnek, hiszen például, míg a 
VaR mindig létezik, addig az ES létezéséhez az 
E[(X)–] < ∞, feltételezéssel kell élni.

Később, az Empirikus tanulmány részben 
bemutatom a VaR és az ES kiszámításának 
módját konkrét részvényadatokat használva.

KopulAfüGGVényEK

mint ahogy azt már a kockázati mértékek 
tulajdonságainak tárgyalásakor említettem a 
diverzifikációnak nagy szerepe van a kockázat 
csökkentésében. Ennek ellenére a történelem 
során több pénzügyi válsággal is szembe kel-
lett nézni. Ezeknek a válságoknak az egyik 
oka az lehetett, hogy egy esemény hatására 
a portfólióban nem csak egy faktor mutat 
extrém viselkedést, hanem együttesen több 
faktor is, kioltva ezzel a diverzifikáció „vé-
delmező” hatását (Benedek et al., 2002, aas, 
2004).

Pénzügyi és gazdasági területen fontos 
probléma tehát a többdimenziós eloszlások 
becslése és modellezése. a matematikai elmé-
letek és modellek legtöbb esetben normális, 
de legalábbis elliptikus eloszlást feltételeznek 
annak ellenére, hogy az empirikus adatokból 
látható, ez a feltétel sok esetben nem teljesül 
(Härdle et al., 2008). Ezen felül mutathatóak 
olyan függőségi struktúrák is, ahol a korrelá-
ciós együtthatók megegyeznek, de maguk a 
struktúrák teljesen eltérőek. továbbá a gyak-
ran használt függőségi mérőszámok, mint a 
Kendall-féle tau, Spearman-féle rho, vagy a 
Pearson-féle együttható „csak” páronkénti 
függőséget mérnek. Ennél magasabb dimen-
ziójú, általánosabb függőséget írhatunk le az 
úgynevezett kopulafüggvényekkel. a fejezet 
megírásában többek között Durante-Sempi 
(2010), Embrechts et al., (2001 és 2002), 
Nelsen (2013), valamint Cherubini et al., 
(2004) műveit használtam.

a kopulafüggvények segítségével modellez-
hetővé válik két vagy több valószínűségi válto-
zó között fennálló függőségi struktúra. maga 
az elnevezés a latin copulare szóból származik, 
amely kötést, csatlakozást, köteléket, szalagot 
jelent és bevezetése Abe Sklar (Sklar, 1959) 
nevéhez fűződik. a kopulafüggvények hasz-
nálatának bevezetését a pénzügyi gyakorlatba 
pedig Embrechts et al. (1999) munkájának 
köszönhetjük, vagyis egy eléggé új és gyorsan 
fejlődő területről van szó.

Sklar tételében teremtette meg a kapcsolatot 
a kopulafüggvény, az együttes eloszlásfüggvény 
és a peremeloszlás-függvény között. Így lehe-
tőség nyílik új együttes eloszlások, és ezáltal új 
függőségi mutatók meghatározására is.

a C:[0,1]n[0,1] többdimenziós kopula-
függvény tehát egy többdimenziós eloszlás-
függvény egyenletes eloszlású peremeloszlá-
sokkal.

ahogy már említettem, a kopulafüggvé-
nyek témakörében az egyik legfontosabb tétel 
Sklar tétele, amely tulajdonképpen azt mond-
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ja ki, hogy a közös eloszlásfüggvény „szétszed-
hető” a peremeloszlásokra és a köztük lévő 
függőségi struktúrára. Ez a függőségi struk-
túra a kopula:

legyen F egy n-dimenziós eloszlásfüggvény, 
F1, ... ,Fn peremeloszlásokkal. Ekkor létezik  
C kopula, melyre:

F (x1, ..., xn) = C [F (x1), ..., F (xn)], 
 xi   .

a tétel megfordítása is igaz, azaz, ha C egy 
kopulafüggvény és F1, ... ,Fn egyváltozós elosz-
lásfüggvények, akkor az F (x1, ..., xn) = C [F (x1)
, ..., F (xn)]  képlettel megadott F függvény egy 
n-változós eloszlásfüggvény az F1, ... ,Fn pe-
remeloszlásokkal.

a tételbeli összefüggés általában adott ko-
pula- és peremeloszlás függvényeken alapuló 
szimulációk kiindulópontja, míg a tétel meg-
fordítása adja az elméleti hátterét annak, ho-
gyan konstruálható többdimenziós eloszlás-
függvény segítségével kopulafüggvény.

a tanulmányban a célom, hogy bizonyos 
kopulafüggvények segítségével modellezni 
tudjam több részvény között az összefüggősé-
gi struktúrát. Ennek a struktúrának a segítsé-
gével pedig minél pontosabban előre tudjam 
jelezni a portfólió kockázatát. Ehhez négy is-
mert kopulát használok, nevezetesem a Gauss, 
Student, Clayton és Frank kopulákat, melye-
ket a következőkben ismertetek.

Implicit kopulák
az implicit kopulákat valamilyen jól ismert 
eloszlásfüggvényből származtatjuk, és így nem 
feltétlenül létezik egy zárt formula, amivel le-
írhatók. Ha ez az eloszlásfüggvény elliptikus, 
akkor elliptikus kopuláról beszélünk. Ilyenek 
például a pénzügyi területen igen gyakran 
használt Gauss és Student t-kopula. ahogy a 
nevükből is kiderül az előbbi a normális, míg 
az utóbbi a Student-féle t-eloszlásból származ-
tatható.

a Gauss kopulaeloszlás-függvénye a követ-
kező alakot ölti:

C
Ga

(u) = Φ[Φ–1(u1), ..., Φ–1(un)],

ahol Φ jelöli a standard normális eloszlás sű-
rűségfüggvényét, míg Φ az n-dimenziós nor-
mális eloszlás sűrűségfüggvénye nulla várható 
értékkel és Σ lineáris korrelációs mátrixszal.

a Gauss-kopula esetén mindkét szélen a 
valószínűségi változókat függetlennek mond-
hatjuk. Ez azt jelenti, hogy akármilyen magas 
paraméter értéket választunk is, ha az elosz-
lásfüggvény szélén elég messzire megyünk, 
akkor az extrém események egymástól füg-
getlenül következnek be. Vagy másképpen 
megfogalmazva, ha az egyik változóban magas 
értéket mérünk, akkor nem valószínű, hogy 
a másik változó is magas értéket fog mutatni 
(Rakonczai, 2009).

a kétváltozós Gauss-kopula sűrűségfüggvé-
nye, valamint annak kontúrjai ρ=0,3 esetén a 
2. ábrán látható.

a Student vagy más néven t-kopula a követ-
kezőképpen írható:

C t (u) = tv,Σ[tv
–1(u1), ..., tv

–1(un)],v,Σ

ahol tv az 1-dimenziós, v szabadságfokú Student 
féle t-eloszlás sűrűségfüggvénye, tv, pedig az 
n-dimenziós Student féle t-eloszlás sűrűség-
függvénye Σ korrelációs mátrixszal. a t-kopu-
lának két paramétere van: v a szabadsági fokok 
száma, míg Σ (vagy két dimenzióban ρ) a kor-
relációs mátrix (lineáris korreláció).

a t-kopula esetében minél erősebb a lineáris 
korreláció, valamint minél kisebb a szabadsági 
fokok száma, annál erősebb a szélekben való 
függőség. megjegyzendő, hogy a Student t-ko-
pula akkor is függőséget mutat a szélekben 
amikor a ρ  értéke negatív (> –1) vagy éppen 
nulla. a Stundent t-kopula sűrűségfüggvénye 
és annak kontúrjai a 2. ábrán láthatók ρ = 0,3 
és v = 2 paraméterek esetén.
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2. ábra

A GAuss, student, Gumbel, ClAyton és FrAnk kopulák sűrűséGFüGGvényei  
és Azok kontúRjAi

Forrás: saját szerkesztés

kopula sűrűségfüggvény kontúr

Gauss

Student

Gumbel

Clayton

frank
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Észrevehető, hogy a Student t-kopula és a 
Gauss-kopula hasonlóan viselkedik az elosz-
lás közepén, viszont teljesen eltérő viselkedést 
mutatnak a széleken. annak ellenére, hogy 
a két esetben a korreláció értéke megegyezik 
(ρ = 0,3) látható, hogy a Student t-kopula ese-
tében mind a négy „sarokban” csúcsosodást ta-
pasztalható, ami azt jelenti, hogy ez a kopula 
sokkal jobban kifejezi az extrém eseményeket. 
Például, ha a két valószínűségi változó a vesz-
teséget fejezi ki, akkor a (0,0) pontban lévő 
kiugró érték azt jelenti, hogy a portfólióban 
lévő mindkét részvénnyel nagyot veszítettünk 
(Schmidt, 2007).

Explicit kopulák
Ellentétben azokkal a kopulákkal, amelyek az 
eloszlásfüggvényükből fejezhetőek ki, az exp-
licit kopulák egy viszonylag egyszerű zárt for-
mula segítségével is leírhatóak. Ezen kopulák 
nagy része az úgynevezett arkhimédeszi kopu-
lacsaládba tartozik.

az archimédeszi kopulacsalád a következő-
képpen definiálható:
legyen φ:[0,1][0,∞] egy folytonos, szigo-
rúan monoton csökkenő függvény, melyre 
φ(1) = 0. Ekkor a

C(u1,u2)={ φ
–1[φ(u1)+φ(u2)], ha φ(u1)+φ(u2) ≤ φ(0)}0, egyébként

függvény akkor és csak akkor kopula, ha φ kon-
vex. az ebben a formában megadott kopulát 
archimédeszi kopulának nevezzük, a φ függ-
vényt pedig a kopula generátorának hívjuk.

Ennek a konstrukciónak a segítségével sokfé-
le kopula generálható. Például a φ(u) = (–ln u)
θ (θ ≥1) generátor segítségével az úgynevezett 
Gumbel, vagy más néven Gumbel–Hougaard- 
kopula, a φ(u)=(u–θ–1) / θ (θ  [–1,∞]\{0}) 
generátor segítségével az úgynevezett Clayton 
kopula, míg a φ(u) = –ln e–θu–1

e–θ–1  generátor segít-
ségével pedig az úgynevezett Frank-kopula ge-
nerálható.

az 2. ábrán látható a 2-dimenziós Gumbel- 
kopula sűrűségfüggvénye valamint az ehhez 
tartozó kontúrok θ = 2  esetén, a Clayton-
kopula sűrűségfüggvénye, valamint az ehhez 
tartozó kontúrok, θ = 0,3 esetén, valamint a 
Frank-kopula sűrűségfüggvénye, valamint az 
ehhez tartozó kontúrok, θ = 5 esetén.

utótESztEléS

az úgynevezett utótesztelés módszerével fo-
gom megvizsgálni, hogy a történeti vagy pedig 
a kopulán alapuló kockázatszámítás bizonyul 
jobbnak. Jobbnak akkor nevezek egy kocká-
zatszámítási módszert a másiknál, ha azzal 
pontosabban meg lehet becsülni a kockázatot, 
azaz, ha a tényleges és a becsült értékek között 
kisebb eltérés tapasztalható.

az utótesztelés végrehajtásához létre kell 
hozni az úgynevezett időablakokat (time-
window). az irodalomban és a gyakorlatban is 
ennek értéke leggyakrabban egy év, azaz 250 
kereskedési nap (T=250). az első ablak így az 
1. naptól a 250. napig tart. a második ablak a 
2. naptól a 251. napig, és így tovább. az első 
időablak adatait felhasználva ki lehet számolni 
a szükséges kockázati mérték értékét az első 
250 napra vonatkozóan, amely egyben egy 
előrejelzés a 251. napra. Ha rendelkezésre áll 
a 251. napi hozam is, akkor az első időablak 
alapján számított becsült érték összehasonlít-
ható a valódi hozam értékével. Ekkor már ki-
számolható a második időablakra vonatkozó 
kockázat, amely egy becsült érték lesz a követ-
kező napra, azaz a 252. napra vonatkozóan. 
Ha rendelkezésre áll a 252. napi hozam, akkor 
a becsült kockázat összehasonlítható a tény-
leges értékkel. És így tovább, az összes ada-
ton végiglépkedve (Hull, 2006), ahogy azt az  
1. táblázatban is összefoglaltam. a kocká-
zatszámítás módszerétől függ, hogy történeti 
vagy pedig kopulán alapuló utótesztelésről 
beszélünk.
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Történeti szimuláción alapuló 
kockázatszámítás

a történeti szimuláció azzal a feltételezéssel él, 
hogy a múltban történt eseményekkel le tud-
juk írni, meg tudjuk becsülni a jövőbeli esemé-
nyeket. Vagyis az utótesztelés lényege ebben az 
esetben, hogy a történeti adatokat felhasználva 
kiszámoljuk a kockázat értékét, jelen esetben a 
VaR és az ES értékét, és ezt hasonlítjuk össze a 
következő napi hozammal.

a VaR esetében ez az összehasonlítás azt je-
lenti, hogy minden napra vonatkozóan meg-
vizsgáljuk, hogy az adott hozam értéke ki-
sebb-e, mint az arra a napra becsült VaR érték 
(–1)-szerese, majd összeszámoljuk, hogy hány 
esetben tapasztaltuk ezt, azaz hány esetben be-
csülte alá a VaR a tényleges kockázat értékét. 
Ennek a valószínűsége – a VaR definíciója alap-
ján –, hogy meg kell egyezzen a konfidencia-
szinttel, azaz α-val (Daníelsson, 2011). Ez azt 
jelenti tehát, hogy alfát a mintarealizációból, a 
VaR definíciója alapján, a következő összefüg-
géssel becsülhetjük:

1
M–1

m+1 mα ≈ ∑1{r <–VaR },m–1 250
m=1

α

ahol VaR mα jelöli az m=1, ..., M-edik szcenári-

óhoz tartozó VaR értéket α-szinten, r mt  pedig 
a t=1, ..., T-edik időpillanathoz és az m-edik 
szcenárióhoz tartozó logaritmikus hozam érté-
két. minél közelebb van a becsült kockázat a 
ténylegeshez, azaz minél pontosabban becsül-
jük meg a VaR-el a kockázatot, annál közelebb 
van ez az érték α-hoz.

a Bázeli Bizottság 2012-ben – az 1996 óta 
használt VaR kockázati mérték helyett – az ES 
mint új szabályozói kockázati mérték beveze-
tését javasolta. a probléma csak az volt, hogy 
ellentétben a VaR-el úgy gondolták, hogy az ES 
nem utótesztelhető az úgynevezett elicitability 
tulajdonsága miatt. a legújabb kutatások 
megoldani látszanak ezt a problémát is, hi-
szen kimutatták, hogy az ES is utótesztelhető. 
az ES esetében az alfát Acerbi és Székely cikke 
(acerbi, 2014) alapján, a következő összefüg-
géssel becsülhetjük a mintarealizációból:

1      M 1      T 
r mt  1{r mt  <–VaR mα}α ≈ – ∑ ∑ ,M T ES mαm=1      t=1

ahol VaR mα, valamint ES mα az m-edik szcenári-
óhoz tartozó VaR és ES értékek α-szinten, r mt 
pedig továbbra is a t-edik időpillanathoz és az 
m-edik szcenárióhoz tartozó logaritmikus ho-
zam érték.

1. táblázat

időAblAkok

időablakok első nap utolsó nap VaR

1. 1. 250. 251.

2. 2. 251. 252.

3. 3. 252. 253.

… ...

… …

(n–249). (n–249). n. (n+1).

Forrás: saját szerkesztés
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Kopulamodellen alapuló  
kockázatszámítás

Ebben az esetben, eltérően a történeti szimulá-
ciótól, már nem a történeti adatokból számol-
juk ki az adott napra vonatkozó VaR, valamint 
ES értékeket, hanem az úgynevezett kopulán 
alapuló monte Carlo szimuláció segítségével.

a kopulán alapuló monte Carlo szimuláció 
segítségével végzett kockázatszámítás lépései a 
következők (Xu, 2012):
ua kopulamodell kiválasztása (Gauss, 

Student, arkhimédeszi stb.),
va peremeloszlások kiválasztása és ezen el-

oszlások paramétereinek a becslése,
waz adatok áttranszformálása a kopula-

függvény értelmezési tartományába,
xkopulafüggvény illesztése a (transzfor-

mált) adatokra, valamint ezen kopulafüggvény 
paramétereinek becslése,
ya becsült kopulafüggvénynek megfelelő 

együttes sűrűségfüggvénnyel rendelkező vélet-
len változók generálása,
za peremeloszlások inverz függvényét 

használva véletlen változók generálása,
{a szimulált adatok segítségével a portfó-

lió nyereségének/veszteségének a kiszámítása,
|az 1–7. lépések ismétlése annyiszor, hogy 

a szimulált eloszlás megfelelően közel legyen a 
„valódi” eloszláshoz,
}a VaR és ES kiszámítása az eloszlásfügg-

vény segítségével.
mivel egyben utótesztelést is végzek, így ezt 

a kilenc lépést minden egyes időablakra el kell 
végezni, és a feltételeknek minden egyes idő-
ablak esetében igaznak kell lennie.

EmpiRiKuS tAnulmány

Az adatok bemutatása

a számításokhoz az adatokat a Budapesti Ér-
téktőzsde honlapjáról (bet.hu) töltöttem le. 

Hét részvény, nevezetesen az FHB, mOl, 
mtElEKOm, OtP, Pannergy, Raba és Rich-
ter napi árfolyamadataival dolgoztam 2005. 
07. 01. – 2015. 06. 29. között, azaz 10 évre 
vonatkozóan. néhány hiányzó értéket az elő-
ző napi árfolyamértékkel töltöttem ki (kivéve 
a hétvégéket), és így egy 2607 értékből álló 
adatsort kaptam. Ezen adatok megvizsgálá-
sához, elemzéséhez és a számításokhoz az R 
programot használtam.

az összehasonlíthatóság miatt – mivel az ár-
folyamadatok különböző skálákon mozognak 
– a számításoknál az árakból képzett logarit-
mikus hozamokat vettem alapul. a részvény 
logaritmikus hozamát a t-edik időpillanatban 
a következőképpen definiálhatjuk:

R L
t : = ln( Pt )=ln(1+R S

t  ),Pt–1

ahol Pt a részvény árát, míg R S
t := pt – pt–1

pt–1  a rész-
vény egyszerű hozamát jelölik, a t-edik idő-
pillanatban. a részvényekhez hasonlóan egy n 
részvényből álló portfólió logaritmikus hoza-
ma a következőképpen számítható ki:

R L
t : = ln( St ),

St–1

ahol St = ∑n
i=1 St,i = ∑n

i=1 ki Pt,i a portfólióba fek-
tetett pénzmennyiség a t-edik időpillanatban, 
St,i az i-edik részvénybe fektetett pénzmennyi-
ség a t-edik időpillanatban, míg ki az i-edik 
részvény mennyisége a portfólióban, Pt,i pedig 
az i-edik részvény ára a t-edik időpillanatban.

a százalékban kifejezett logaritmikus ho-
zamokból számolt alapvető statisztikák a 2. 
táblázatban találhatók. látható, hogy az FHB-
részvény hozama rendelkezik a legnagyobb mi-
nimummal, a Raba-részvény hozama pedig a 
legnagyobb maximummal. leolvasható továb-
bá, hogy a hét részvény közül csak a Raba és a 
Richter rendelkezik pozitív átlaggal, valamint, 
hogy a szórás az OtP esetében a legnagyobb.
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a számításokhoz egy olyan portfóliót ho-
zok létre, amely minden részvényből pontosan 
egyet tartalmaz. az így képzett portfólió lo-
garitmikus hozama a tíz évre vonatkozóan a 
3. ábrán látható. a könnyebb áttekinthetőség 
miatt táblázatba rendezem ezen hozamokat, 
azaz az adatokat: az első oszlopba kerül az első 
250 elem, a másodikba a második 250 elem 
és így tovább (3. táblázat). Így minden osz-
lop tulajdonképpen egy időablak, ami az adott 
esetben megegyezik az úgynevezett szcenárió-
val. a szcenárió vagy más néven forgatókönyv 
a jövő egy lehetséges állapotát írja le. Jelölje 
r m

t az m-edik szcenárióhoz és t-edik időpilla-
nathoz tartozó hozam értékét, ahol m = 1, ..., M 
és t = 1, ..., T. az elemezni kívánt adatok ese-
tében n = 2606, t = 250, és így m = 2357. Ve-
gyük észre, hogy a konstrukció miatt például 
vagy r 1

2 = r 2
1 vagy r 2

2 = r 3
1 .

Történeti utótesztelés

ahogy bemutattam: a történeti utótesztelés első 
lépése, hogy minden időablaknál ki kell számol-
ni a VaR, illetve az ES értékét. a gyakorlatban 
a hozamoknak – mint folytonos valószínűségi 
változóknak – a mintarealizációjával tudunk 
számolni. Jelölje továbbra is rm

t az m-edik szce-

nárióhoz és t-edik időpillanathoz tartozó ho-
zam értékét. a VaR illetve az ES kiszámításához 
az adatokat növekvő sorrendbe kell rendezni. 
Jelölje rm*

t  az rm
t  elemek ezen növekvő sorrend-

jének t-edik elemét: rm*
1 ≤ rm*

2 ≤ ... ≤ rm*
T . Ekkor az 

úgynevezett α-kvantilis az a k-adik elem, amely-
nél az elemek α-ad része kisebb (1–α)-ad része 
pedig nagyobb, azaz k = [Tα] = max{m|m < Tα, 
m  }. tehát a legrosszabb α százalék: az rm*

1 ,  
rm*

2 , ... rm*
k  elemek. a VaR-et az α-kvantilis 

(–1)-szeresével közelíthetjük:

VaR m
α ≈ –rm*

k  ,

míg az ES-t a legrosszabb százaléknyi elem át-
lagával (acerbi, 2001):

ES mα ≈ – ∑k
i=1 r mi  * .k

Kopulaszimuláción alapuló utótesztelés

az elemzést az implicit kopulák közül a Gauss 
és a Student-kopulával, az explicit kopulák kö-
zül pedig a Frank-, Clayton-kopulákkal végzem 
el. az elméleti részben bemutatott Gumbel-
kopulát ki kell zárni az elemzésből, hiszen csak 
pozitívan korrelált adatok esetén alkalmazha-
tó, és ennek igaznak kell lennie minden időab-

2. táblázat

részvények loGAritmikus hozAmAinAk AlApvető stAtisztikái  
százAlékbAn kifEjEzVE 

fhb mol mtElEkom otP pannergy raba richter

minimum –19,720 –16,220 –12,573 –16,230 –16,140 –16,229 –12,189

Alsó kvantilis –1,140 –1,184 –0,905 –1,314 –0,786 –0,900 –0,954

medián 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

átlag –0,024 –0,007 –0,031 –0,009 0,000 0,021 0,012

felső kvantilis 0,970 1,176 0,860 1,351 0,645 0,852 0,961

maximum 20,891 14,030 11,680 20,920 13,960 24,701 9,074

Forrás: saját szerkesztés
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3. ábra

A PoRtfólió nAPi logARitmikus hozAmAi 2005. 07. 01 és 2015. 06. 29 között

Forrás: saját szerkesztés

3. táblázat

A hozAmok időAblAkokbA rendezése

szcenárió (m)

m = 1 m = 2 m = 3 … m=2356 m=2357

id
ő 

(t
)

t = 1 r 11 r 21 r 31 … r 2356 r 2357 
1 1

t = 2 r 12 r 22 r 32 … r 2356 r 2357 
2 2

t = 3 r 13 r 23 r 33 … r 2356 r 2357 
3 3

… … … … … … …

t = 250 r 1250 r 2250 r 3250 … r 2356 r 2357 
1 1

VaR 1α VaR 2α VaR 3α VaR 2356 VaR 2357 
α α

ES 1α ES 2α ES 3α ES 2356 ES 2357 
α α

Forrás: saját szerkesztés
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laknál. az első időablak vizsgálatakor kiderül, 
hogy a Raba és a Pannergy között a Kendall-
féle tau értéke –0,004, ami kizárja a Gumbel-
kopula használatának a lehetőségét.

a peremeloszlásoknál az elemzés során az 
empirikus eloszlásfüggvényeket használom a 
portfólióban lévő minden egyes részvény el-
oszlásának becslésére. természetesen az em-
pirikus eloszlásfüggvényeket minden egyes 
időablaknál meg kell határozni. az m-edik 
időablakban az i-edik részvény empirikus el-
oszlásfüggvénye

F m
i (x): =

1
∑T

i=1 1{r m
t,i < x}(x),

T+1

ahol r m
t,i jelöli az m-edik időablak, i-edik rész-

vényének logaritmikus hozamát a t-edik idő-
pillanatban. az empirikus eloszlásfüggvényt 
az F m

i (rt,i) ≈ rank(rt,i )
T+1  egyenlettel közelíthetjük, 

ahol rank(rt,i) az i-edik részvény t-edik elemé-
nek a rangja az adott részvény logaritmikus 
hozamai alapján számítva. az így áttransz-
formált adatokat pszeudo-megfigyeléseknek 
nevezzük, melyek már egyenletes eloszlásúak 
(0,1) a intervallumon, azaz a kopulafüggvény 
értelmezési tartományán.

a (megfelelő) kopula paramétereinek becs-
léséhez az úgynevezett kanonikus maximum 
likelihood módszert használom, hiszen ez a 
becslési módszer az empirikus peremeloszlás 
függvényeken alapszik. Ennek segítségével 
meg lehet becsülni a kopulaparamétereket 
anélkül, hogy specifikálni kellene a peremel-
oszlásokat és azok paramétereit (yan, 2007).

a becsült kopulafüggvénynek megfelelő 
együttes sűrűségfüggvénnyel rendelkező vélet-
len változók generálásában Sklar tétele segít. 
a tétel alapján tudjuk, hogy C[F1(x1),…,Fn 
(xn)] = F(x1, …, xn). tegyük fel, hogy a pe-
remeloszlások folytonosak és hogy létezik az 
inverzük: Fi

–1, i = 1, ..., n. Bevezetem továbbá 
az Fi (xi) := vi jelölést, és így xi = Fi

–1(vi ). Ezen 
jelölések felhasználásával Sklar tétele a követ-
kezőképpen írható: C (v1, ..., vn) = F [Fi

–1 (v1), 

..., Fi
–1 (vn)]. Ebben az esetben tehát a v = (v1, 

..., vn) vektor eloszlása a C kopulafüggvénynek 
megfelelő. a v vektorból a peremeloszlások 
inverz függvényét használva megkapható az 
x1, ..., xn szimulált logaritmikus hozam min-
den egyes részvény esetén, hiszen: x1 = F1

–1 

(v1) = F1
–1 [F1(x1)], ..., xn=Fn

–1 (vn) = Fn
–1 

[Fn(xn)]. Ezen szimulált logaritmikus hozamok 
és a részvényárak ismeretében ki lehet számol-
ni a következő napra becsült részvényárakat. 
a részvények áraiból pedig kiszámolható azon 
portfólió logaritmikus hozama, amely minden 
egyes részvényből pontosan egyet tartalmaz.

az előzőekben bemutatott lépéseket annyi-
szor kell ismételni, hogy a szimulált eloszlás 
megfelelően közel legyen a „valódi” eloszlás-
hoz. Irodalmi utalások és előzetes saját számí-
tások alapján úgy gondolom, hogy a szimu-
lációt 6000-szer ismételve a „tényleges” és a 
szimulált eloszlás között az eltérés minimális, 
a program eléggé stabil. az így generált elosz-
lásból kiszámítható a VaR és az ES értéke.

az elméleti részben bemutatott kilenc pon-
tot végig kell számolni minden egyes időab-
laknál, majd az utótesztelés fejezetben már 
részletesebben tárgyalt utótesztelés módszeré-
vel (vagyis a becsült és tényleges adatok ösz-
szehasonlításával) letesztelhető a szimuláció 
pontossága, hatékonysága, mind a VaR, mind 
pedig az ES esetében.

Eredmények és következtetések

a szimuláció megírásához az R programot, 
azon belül is a copula programcsomagot 
(Hofert et al., 2014) használtam. az eredmé-
nyeket a VaR esetében a 4. táblázatban míg 
az ES esetében az 5. táblázatban tüntettem 
fel. mivel a módszer pontosságát az határoz-
za meg, hogy a szimuláció segítségével kapott 
alfa értékek milyen közel vannak az elméleti 
(eredeti) alfa értékekhez, ezért a táblázatokban 
látható számok ezen eltéréseket mutatják az 
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adott négy kopulafüggvény, valamint a törté-
neti szimuláció esetén, három kockázati szint 
(5 százalék, 2,5 százalék, és 1 százalék) mellett.

Csak a történeti szimuláción alapuló utó-
tesztelés eredményeit összehasonlítva elmond-
ható, hogy az ES jobb kockázati mértéknek 
bizonyult, mint a VaR (miskolczi, 2016).

a kopulafüggvényen alapuló utótesztelés 
eredményei alapján elmondható, hogy mind a 
VaR mind pedig az ES esetén minden vizsgált 
alfa szinten a legjobb közelítést a négy kopula-
függvény közül a Clayton kopula adja. a leg-
rosszabbnak pedig a Frank kopula bizonyult, 
mindkét kockázati mérték és minden vizsgált 
alfa szint esetén. általában pénzügyi területen 
a normál kopulánál a t-kopula hasznosabbnak 

bizonyul, hiszen a t-kopula vastagabb farokkal 
rendelkezik, mint a normál kopula. az ada-
tok a legtöbb esetben nem normális eloszlás-
ból származnak és problémát jelent az extrém 
események modellezése. Ezek az extrém ese-
mények többször fordulnak elő a valóságban, 
mint ahogy azt a normális eloszlás feltételezi. 
a saját adataimon kiszámolt értékek is ezt tá-
masztják alá. látható, hogy a Gauss-kopula 
csak 5 százalékos szinten és csak a VaR esetén 
bizonyult jobbnak a t-kopulánál. a szélekben 
és az ES esetén a t-kopula pontosabban mo-
dellezi a kockázatot. Ha a VaR-et hasonlítom 
össze az ES-al azt tapasztalom, hogy az ES 
minden kopula és minden vizsgált alfa szint 
esetén sokkal pontosabb, jobb kockázati mér-

4. táblázat

A koPulán és A töRténEti szimuláción AlAPuló kockázAtszámítás 
utótEsztElésénEk EREdményEi A VAluE At Risk (VaR) EsEtébEn  

százAlékbAn kifEjEzVE

VaR

Gauss Clayton Frank student történeti

5,0% 0,7749 0,6900 1,4112 0,9023 0,1761

2,5% 0,8121 0,4299 1,4490 0,8121 0,2153

1,0% 0,5287 0,1890 0,9958 0,4013 0,2728

Forrás: saját szerkesztés

5. táblázat

A koPulán és A töRténEti szimuláción AlAPuló kockázAtszámítás 
utótEsztElésénEk EREdményEi Az ExPEctEd shoRtfAll (ES) EsEtébEn  

százAlékbAn kifEjEzVE

Es

Gauss Clayton Frank student történeti

5,0% 0,0125 0,0120 0,0128 0,0123 0,0149

2,5% 0,0133 0,0128 0,0135 0,0130 0,0775

1,0% 0,0142 0,0138 0,0144 0,0139 0,1712

Forrás: saját szerkesztés
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téknek bizonyul, ami ismét az ES használatát 
erősíti a VaR-el szemben.

az előzőekben tehát látható volt, hogy bi-
zonyos kopulák pontosabb, míg mások kevés-
bé pontos modellezését adják a valóságnak. az 
is kiderült, hogy az ES jobbnak bizonyult a 
VaR-nál mind a történeti, mind pedig a kopu-
lán alapuló szimuláció esetében. Viszont egy 
további fontos kérdés, hogy a kopulán alapu-
ló szimuláció jobb közelítése-e a valóságnak, 
mint például a történeti szimuláció.

a VaR-nál azt tapasztaltam, hogy a legtöbb 
esetben a történeti szimuláció pontosabb ké-
pet ad a kockázatról, mint a kopula segítségé-
vel végzett monte Carlo szimuláció. az álta-
lam használt adatoknál a kopula módszer egy 
esetben bizonyult jobbnak: a Clayton-kopula 
esetén, α = 1%-os szinten. Ebben az esetben 
tehát a tekintett négy kopula közül a leg-
jobbnak számító Clayton-kopula segítségével 
pontosabb képet kaptam az extrém események 
alakulásáról (melynek mérése igen nehéz fel-
adat), valamint a kockázatról, mint a történeti 
szimuláció segítségével.

az ES esetében már sokkal inkább egyér-
telmű eredmények születtek. mind a négy 
kopulamodell, mind a három alfa szinten 
pontosabban becsülte meg a kockázatot, mint 
a történeti szimulációval végzett kockázatszá-
mítás.

Összefoglalva tehát elmondható, hogy 
a kockázatszámítás szempontjából nagyon 
fontos megvizsgálni a portfólióban szereplő 
eszközök kapcsolatát, függőségi struktúráját. 
Hiába diverzifikálunk a kockázat csökkenté-
se érdekében, ha egy bekövetkezett esemény 
hatására a portfólióban szereplő eszközök 
vagy azoknak egy része ugyanúgy viselkedik, 
kioltva ezzel a diverzifikáció hatását. a ko-
pulafüggvények használatával viszont fényt 
deríthetünk ezekre az összefüggésekre, ami a 
kockázat pontosabb modellezéséhez vezethet. 
a kopulafüggvények segítségével végzett szi-
muláció az utótesztelés módszerével tesztel-
hető. az eredményeket összehasonlítva a tör-
téneti szimuláció esetével tapasztalható volt, 
hogy a kopulafüggvény segíthet pontosabb 
képet alkotni a kockázatról.
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