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VERTIKUM-T¶IPUS¶U RENDSZEREK
IR¶ANY¶ITHAT¶OS¶AGA1

MOLN¶AR S¶ANDOR { SZIDAROVSZKY FERENC { MOLN¶AR M¶ARK
MATE, SZTAKI { Corvinus Egyetem, Matematika Tansz¶ek { ELTE GTK

ÄOsszehasonl¶³t¶o Gazdas¶agtan Tansz¶ek

Egy speci¶alis line¶aris rendszeroszt¶alyt vizsg¶alunk, ahol az egyes r¶eszrendszerek
kimenet-bemenet rel¶aci¶okkal vannak ÄosszekÄotve, amelyek egy olyan ir¶any¶³tott
gr¶afot gener¶alnak, amely kÄormentes. Azaz, a r¶eszerendszereket ÄosszekÄot}o
rel¶aci¶ok mindig el}ore haladnak. Rendszerek ir¶any¶³that¶os¶ag¶anak vizsg¶alat¶ahoz
felt¶etlenÄul szÄuks¶eges az Äosszes olyan ¶allapotok halmaz¶anak meghat¶aroz¶asa,
amelyek megfelel}o ir¶any¶³t¶as mellett el¶erhet}oek. Vizsg¶alatunk a Lie-algebr¶ak
¶es speci¶alis m¶atrixstrukt¶ur¶ak elm¶elet¶en alapszik.

1 Bevezet¶es

A gazdas¶agi ¶es m}uszaki rendszerek a munkamegoszt¶as, a technol¶ogiai felt¶ete-
lek, geogr¶a¯ai viszonyok stb. miatt term¶eszetes m¶odon struktur¶al¶odnak, hie-
rarchiz¶al¶odnak. Ezen felÄul a gazdas¶agi rendszereket t¶arsadalmi, gazdas¶agi,
politikai elvek ¶es kÄulÄonf¶ele egy¶eb okok miatt is tov¶abb tagolhatjuk. Ezek
v¶egÄul igen bonyolult gr¶af¶u komplex gazdas¶agi rendszert hozhatnak l¶etre.
Ebben az ¶ertelemben a dinamikusan m}ukÄod}o bonyolult rendszerek ,,egyszer}u
szerkezet}uv¶e" val¶o ¶ujj¶aszervez¶es¶enek lehet}os¶egeit ¶es matematikai m¶odszereit
vizsg¶aljuk.

Egyszer}ubb szerkezet}unek az ¶un. vertikum-t¶³pus¶u rendszereket fogjuk te-
kinteni, amelyeknek a kÄozgazdas¶agtanban Äonmag¶aban is nagy fontoss¶aga van,
hiszen egy kitermel}o-feldolgoz¶o rendszer a technol¶ogiai l¶anc szerint term¶eszet-
szer}uen szervezehet}o vertikum-t¶³pus¶u gazdas¶agi rendszerr¶e.

A feldolgoz¶oipar folytonos folyamatai, de a feldolgoz¶o, Äosszeszerel}o ipari
objektumok is, vagy pl. egy olaj¯nom¶³t¶o sok r¶eszegys¶egre, r¶eszrendszerre
bomlik, azzal a speci¶alis strukt¶ur¶aval, hogy l¶enyeg¶eben nincs visszat¶er}o folya-
mat, a r¶eszben feldolgozott term¶ekek lesznek a bemenetei egy kÄovetkez}o folya-
matnak, ¶es ¶³gy tov¶abb. Ezt egy ir¶any¶³tott f¶aval lehet egyszer}uen ¶erz¶ekeltetni
(Kamen, 1978; Moln¶ar, 1988).

Ezekre a line¶aris rendszerekre is megfogalmazhat¶ok, felvethet}ok azok a
k¶erd¶esek (a gyakorlatban is el}ofordul¶o esetek tanulm¶anyoz¶asa sor¶an), mint
amelyeket az ¶altal¶anos line¶aris rendszern¶el vizsg¶alnak, l¶asd Kalman et al.,
1969. A szok¶asos rendszertulajdons¶agok tanulm¶anyoz¶as¶ara alkalmazhatjuk
az ¶altal¶anosan kapott krit¶eriumokat az el¶erhet}os¶egre, az ir¶any¶³that¶os¶agra,

1Be¶erkezett 2023. okt¶ober 12. DOI: https://doi.org/10.15170/SZIGMA.54.1204. E-
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meg¯gyelhet}os¶egre ¶es rekonstru¶alhat¶os¶agra. Elv¶arhat¶o azonban, hogy a spe-
cialit¶ast kihaszn¶alva leegyszer}usÄodnek az eredm¶enyek.

1. ¶abra. Egyszer}u vertikum-t¶³pus¶u rendszer s¶em¶aja

Az 1. ¶abra egy egyszer}u vertikum-t¶³pus¶u rendszert ¶abr¶azol, ahol a gr¶af
cs¶ucspontjai mutatj¶ak a r¶eszrendszereket ¶es az ¶elek jelentik a r¶eszrendszerek
kÄozÄotti kimenet-bemenet ir¶any¶³tott kapcsolatokat. Minden ¶el balr¶ol jobbra
halad visszat¶er¶es n¶elkÄul. Ez a gr¶af egy kÄor n¶elkÄuli v¶eges fa. A r¶eszerendszerek
kimenetei az ¶allapotv¶altoz¶ok fÄuggv¶enyei.

A rendszer ir¶any¶³that¶os¶ag¶anak vizsg¶alat¶ahoz szÄuks¶eges, hogy meghat¶aroz-
zuk az Äosszes olyan ¶allapotot, amelyek megfelel}o ir¶any¶³t¶as mellett el¶erhet}oek.
P¶eld¶aul termel¶esi folyamatokat le¶³r¶o rendszerek eset¶en az ir¶any¶³t¶as azt jelenti,
hogy egy rÄogz¶³tett k¶es}obbi id}opontra az Äosszes r¶eszrendszer ¶altal el}o¶all¶³tott
term¶ekmennyis¶eget el}o¶³rjuk, ¶es egy speci¶alis ¶ert¶ekre ir¶any¶³tjuk a rendszert,
ha ez lehets¶eges.

Dolgozatunk c¶elja vertikum-t¶³pus¶u rendszerek eset¶ere az, hogy el}o¶all¶³tsuk
az Äosszes el¶erhet}o ¶allapotok halmaz¶at. Vizsg¶alatunkban speci¶alis m¶atrix-
strukt¶ur¶ak seg¶³ts¶eg¶evel ¶atalak¶³tjuk a le¶³r¶o dinamik¶at, majd a Lie-algebr¶ak
elm¶elet¶evel el}o¶all¶³tjuk a k¶erd¶eses halmazt.

2 Matematikai le¶³r¶as

Amennyiben az egyes r¶eszrendszerek line¶aris bemenet-kimenet rendszerek,
amelyeket az ni dimenzi¶os euklideszi t¶erben modelleztÄunk, akkor k r¶eszrend-
szer eset¶en (n1 + n2 + . . . + nk = n) a kÄovetkez}o blokk-m¶atrixos modellel
adhatjuk meg:
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ahol a m¶atrixok blokk-h¶aromszÄog alak¶u strukt¶ur¶aja a vertikumtulajdons¶agb¶ol
ad¶odik.

Ezekre a line¶aris rendszerekre is megfogalmazhat¶ok, felvethet}ok azok a
k¶erd¶esek (a gyakorlatban is el}ofordul¶o esetek tanulm¶anyoz¶asa sor¶an), mint
amelyeket az ¶altal¶anos line¶aris rendszern¶el vizsg¶alnak. A szok¶asos rendszer-
tulajdons¶agok tanulm¶anyoz¶as¶ara alkalmazhatjuk az ¶altal¶anosan kapott kri-
t¶eriumokat, az el¶erhet}os¶egre, az ir¶any¶³that¶os¶agra, meg¯gyelhet}os¶egre ¶es re-
konstru¶alhat¶os¶agra. Elv¶arjuk azonban, hogy a specialit¶ast kihaszn¶alva leegy-
szer}usÄodnek az ¶altal¶anos eredm¶enyek. Itt is term¶eszetes az id}ot}ol, ¶allapott¶ol
fÄugg}o egyÄutthat¶os rendszerek esete. Ha diszkr¶et id}ore is gondolunk, pl. egy
r¶eszrendszer le¶all¶asa, legyen az hiba miatt, vagy karbantart¶as c¶elj¶ab¶ol, azon-
nal felveti a tÄobb r¶eszrendszerb}ol ¶all¶o rendszer egyes r¶eszrendszereinek ki-be
kapcsol¶as¶aval kapott id}ofÄugg}o egyÄutthat¶ok eset¶enek a vizsg¶alat¶at. Az egy-
szer}ubb ¶³r¶asm¶od c¶elj¶ab¶ol vezessÄuk be az al¶abbi tÄomÄorebb jelÄol¶eseket:
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Ekkor az (1) rendszer a kÄovetkez}o alak¶uv¶a v¶alik:
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amely egy id}ot}ol vagy ¶allapott¶ol fÄugg}o egyÄutthat¶oj¶u vertikum-t¶³pus¶u line¶aris
rendszer. P¶eldak¶ent megeml¶³tjÄuk, hogy az i-ik r¶eszrendszer ki-be kapcsol¶as¶a-
val, ill. a tÄobbi egyÄuttes ki-be kapcsol¶as¶aval ad¶od¶o kapcsol¶asi rendszert k¶et,
0 ¶es 1 ¶ert¶ekeket felvev}o, szakaszonk¶ent balr¶ol folytonos, ¶es esetleg ¶allapott¶ol
¶es id}ot}ol fÄugg}o fÄuggv¶ennyel, a p, q-val modellezhetjÄuk

_x = p(Aiix + Biiu) + q
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Val¶oban, p ´ 1, q ´ 0 eset¶en az i-ik r¶eszrendszert kapjuk

_x = Aiix + Biiu :

Ha p ´ 0, q ´ 1, akkor az i-ik kiv¶etel¶evel az Äosszes tÄobbi bekapcsol¶as¶aval
l¶etrehozott
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X
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´
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rendszert kapjuk, m¶³g p ´ 1, q ´ 1 visszaadja az eg¶esz rendszert, a p ´ 0,
q ´ 0 pedig a trivi¶alis _x = 0 rendszert.

A kÄonnyebb le¶³rhat¶os¶ag ¶erdek¶eben bevezetjÄuk m¶eg az egys¶egm¶atrix blokk-
jaira az
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jelÄol¶est is. Ezzel pl. fenn¶all az

Aij = IiiAIjj

egyenl}os¶eg, ami a vertikum-t¶³pus¶u rendszerek blokk-triangul¶aris strukt¶ura-
m¶atrixai eset¶en azt eredm¶enyezi, hogy i ¸ j eset¶en lesz csak 0 -t¶ol kÄulÄonbÄoz}o
a szorzat. Hasonl¶o alakban ¶³rhat¶ok fel a B m¶atrix blokkjaib¶ol a Bij m¶atrixok
is Bij = IiiBIjj alakban, csak a jobb oldali egys¶egm¶atrix-blokkok dimenzi¶oja
a B oszlopainak a blokkos¶³t¶as¶anak megfelel}oek.

A (2) egyenlet jobb oldal¶an l¶ev}o m¶atrixokat a kÄovetkez}ok¶eppen is ¶at¶³r-
hatjuk:

_x =
¡
pIiiAIii + q(A ¡ IiiA ¡ AIii + IiiAIii) + pq(IiiA + AIii ¡ IiiAIii)

¢
x +

+
¡
pIiiBIii + q(B ¡ IiiB ¡ BIii + IiiBIii) + pq(IiiB + BIii ¡ IiiBIii)

¢
u

VezessÄuk be a kÄovetkez}o jelÄol¶est

Ti(p; q)X = pIiiXIii+q(X¡IiiX¡XIii+IiiXIii)+pq(IiiX+XIii¡IiiXIii) ;

ahol az X egy tetsz}oleges dimenzi¶os blokkos¶³tott m¶atrix

X =

0
BB@

X11 X12 . . . X1k

X21 . . .
...

Xk1 Xk2 . . . Xkk

1
CCA :

Ezzel a jelÄol¶essel az el}oz}o egyenlet az

_x = Ti(p; q)Ax + Ti(p; q)Bu (3)
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alakra hozhat¶o.
Legyenek most 1 · i1 < i2 < ::: < ik · k, p;q 2 IRk, ¶es tekintsÄuk az X

m¶atrix
Ti1(p1q1)Ti2(p2q2) . . .Tik(pk; qk)X

transzform¶altj¶at, amelyik fÄugg nyilv¶an az i = (i1; i2; . . . ; ik), valamint a
p;q 2 IRk param¶eterekt}ol, illetve elvben az i1; i2; . . . ; ik rendez¶es¶et}ol is. Meg-
mutathat¶o, hogy ett}ol a rendez¶est}ol eltekinthetÄunk, ugyanis igaz, hogy

Ti(p; q)
¡
Tj(p; q)X

¢
= Tj(p; q)

¡
Ti(p; q)X

¢
: (4)

Val¶oban,

Ti(p; q)
¡
Tj(p; q)X

¢
= qqX + qq(p ¡ 1)IjjX + qq(p ¡ 1)XIjj +

+ qq(p ¡ 1)IiiX + qq(p ¡ 1)XIii +
¡
qq(1 ¡ p) + pq

¢
IjjXIjj +

+
¡
pq + qq(1 ¡ p)

¢
IiiXIii + (1 ¡ p)(1 ¡ p)qqIjjXIii +

+ (1 ¡ p)(1 ¡ p)qqIiiXIjj = Tj(p; q)
¡
Ti(p; q)X

¢
:

TekintsÄuk most az i1-edik ¶es az i2-edik r¶eszrendszert, i1 < i2, valamint a
p1, p2 ¶es q1, q2 param¶etereket. Ekkor

Ti1(p1; q1)
¡
Ti2(p2; q2)A

¢
= q1q2A + q1q2(p2 ¡ 1)Ii2;i2A +

+ q1q2(p2 ¡ 1)AIi2;i2 + q1q2(p1 ¡ 1)AIi1;i1 + q1q2(p1 ¡ 1)AIi1;i1+

+
¡
q1q2(1 ¡ p2) + p2q1

¢
Ii2;i2AIi2;i2 +

¡
p1q2 + q1q2(1 ¡ p1)

¢
Ii1;i1AIi1;i1 +

+ (1 ¡ p2)(1 ¡ p1)q2q1Ii2;i2AIi1;i1 ;

ui. Ii1;i1AIi2;i2 = 0, mivel az A m¶atrix blokk-triangul¶aris m¶atrix. Hasonl¶o
igaz a B m¶atrix eset¶en is.

Ezek ut¶an le¶³rhatjuk a fenti rendszert is a Ti(p; q) transzform¶aci¶ok seg¶³ts¶e-
g¶evel, a p;q param¶eterekkel, amelyben az i1; i2; . . . ; ik-adik r¶eszrendszereket
kapcsolgatjuk:

Ti1(p1; q1) . . .Tik(pk; qk)A = ¦(p;q)A +
kX
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¡
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+
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¶es
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¡
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+
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X
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;

ahol ¦, ¦j ¶es ¦̂j1;j2 a p ¶es q polinomjai. Ezek alapj¶an a (3) rendszer az

_x = Ti1(p1; q1)Ti2(p2; q2) . . . Tik(pk; qk)Ax+ Ti1(p1; q1) . . .Tik(pk; qk)Bu (5)
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egy polinomi¶alis LPV-rendszer alak¶u lesz az A; Iij ;ij
A + AIij ;ij , Iij ;ij AIij ;ij

,
¶es az Iij2

;ij2
AIij1 ;ij1

m¶atrixokkal. A polinomv¶altoz¶os (5) rendszer strukt¶ura-
m¶atrixai polinomi¶alisak a p, q param¶eterekre n¶ezve, de m¶eg ¶³gy is kell}oen j¶o
tulajdons¶agokkal b¶³rnak. TekinthetjÄuk az (5) rendszerben l¶ev}o param¶etereket
id}ofÄugg}onek, amely eset¶en a p;q 2 f0; 1gk ½ Qk ½ IRk k-dimenzi¶os egys¶eg-
kock¶aj¶anak a cs¶ucsaib¶ol v¶eve az ¶ert¶ekeit, egy kapcsol¶asi rendszert form¶alunk.
A Ti(p; q) ,,kapcsol¶o"-k kommut¶al¶asa folyt¶an tekinthetjÄuk (5) param¶eterez¶es¶et
egy param¶eterenk¶enti 2-¶all¶as¶u kapcsol¶onak, azaz a rendszerbe be¶ep¶³tettÄunk
egy 4k-¶all¶as¶u kapcsol¶ot. A vertikum strukt¶ur¶aj¶u komplex ipari rendszerekben
az egyes r¶eszrendszerek be¶all¶³t¶as¶aval kapott rendszer a konverterrel anal¶og
kapcsol¶asi rendszernek tekinthet}o egy 4k ¶all¶as¶u ,,kapcsol¶o"-val ell¶atva. En-
nek az ipari komplexum eset¶en a c¶elja az lehet, hogy az id}oben lefoly¶o ide¶alis
gazdas¶agpolitika, a nyeres¶eg maxim¶al¶asa, a szÄuks¶egletek szezon¶alis v¶altoz¶a-
sai, a szÄuks¶eges er}oforr¶asok ¶es a termel¶eshez szÄuks¶eges anyagi ¶es energetikai
felt¶etelek biztos¶³t¶asa mind megk¶³v¶anj¶ak, hogy v¶altoz¶o strukt¶ur¶at, v¶altoztat-
hat¶o termel¶est tervezhessÄunk. TekinthetjÄuk azt az ide¶alis esetet, amikor a p,
q param¶eterek id}ofÄugg}oek, azaz p(t), q(t) id}ofÄugg}o param¶eterekkel tekintjÄuk
az

_x = Ti1

¡
p1(t); q1(t)

¢
. . .Tik

¡
pk(t); qk(t)

¢
Ax(t) +

+ Ti1

¡
p1(t); q1(t)

¢
. . .Tik

¡
pk(t); qk(t)

¢
Bu(t)

(6)

rendszert, amelynek az ide¶alis m}ukÄod¶es¶et fogjuk vizsg¶alni. Majd ezt appro-
xim¶aljuk a Qk ½ IRk kock¶an mint konvex poli¶ederen egy olyan szakaszon-
k¶ent konstans kapcsol¶asi rendszerrel, amelyben a (p(t);q(t)) ¶ert¶ekei a Qk

cs¶ucsai, azaz a pj , qj , j = 1; 2; . . . ; k ¶ert¶ekei a 0 vagy 1 ¶ert¶ekeket vehetik
fel a meghat¶arozott r¶eszintervallumokon, azaz r¶eszintervallumonk¶ent olyan
vertikum-t¶³pus¶u rendszerekkel kÄozel¶³tjÄuk, amelyek az eredeti vertikum bi-
zonyos r¶eszrendszereinek kikapcsol¶as¶aval, le¶all¶³t¶as¶aval ad¶odnak.

3 Az ¶allapotok jellemz¶ese

Az ¶altal¶anos esetben l¶attuk, hogy az id}ot}ol fÄugg}o rendszerek fundament¶alis
m¶atrix¶anak a kisz¶am¶³t¶as¶ahoz ki kell sz¶am¶³tani a rendszer strukt¶ur¶aj¶ahoz ren-
delt Lie-algebr¶at, azaz az Aij m¶atrixok ¶altal gener¶alt Lie-algebr¶at.

1. Minden lehets¶eges i; j p¶arra

£
Aii;Ajj

¤
= AiiAjj ¡ AjjAii = 0 ;

ak¶ar i = j, ak¶ar i 6= j.

2. Most tekintsÄuk ¶altal¶aban az Aij ¶es az Alm elemeket, legal¶abb az egyik
m¶atrix nem diagon¶alisbeli, azaz i 6= j vagy l 6= m teljesÄul. Ekkor

£
Aij ;Alm

¤
= AijAlm ¡ AlmAij =

8
<
:

0; ha j 6= l ¶es m 6= i,
AijAjm; ha j = l,
¡AlmAmj ; ha m = i.
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3. Mivel i ¸ j ¶es l ¸ m teljesÄul, csak ezekre de¯ni¶altuk az Aij , Alm

m¶atrixokat, ez¶ert
£
Aij ;Alm

¤
6= 0 csak akkor lehets¶eges, ha i ¸ j = l ¸ m

vagy l ¸ m = i ¸ j teljesÄul.

Ebb}ol m¶ar sejthet}o, hogy egy szorzat csak akkor lehet nem nulla, ha a
t¶enyez}oi ¶atrendezhet}ok elemek (m¶atrixok) cser¶ej¶evel, hogy ¶³gy az indexek egy
monoton csÄokken}o szorzatot alkossanak, ¶es hogy egy m¶atrix m¶asodik indexe
legyen egyenl}o a r¶akÄovetkez}o m¶atrix els}o index¶evel. Ebb}ol kÄonnyen l¶athat¶o,
hogy ak¶armilyen z¶ar¶ojelz¶essel egy szorzat, ha teljes¶³ti a fentieket, akkor

§Ai1i2Ai2i3Ai3i4 . . .Ail¡2il¡1
Ail¡1il

alak¶u, ahol i1 ¸ i2 ¸ i3 ¸ . . . ¸ il¡2 ¸ il¡1 ¸ il, ¶es legal¶abb egy egyenl}otlen-
s¶eg szigor¶uan teljesÄul, az

AiiAii . . .Aii

szorzat, mint l¶attuk az els}o pontban, nem lehet eredm¶enye Lie-z¶ar¶ojelnek.
Ha a kÄulÄonbÄoz}o index}u elemeket jelÄoljÄuk csak kÄulÄonbÄoz}oknek, azaz

§Ai1i2Ai2i3 . . .Ail¡1il

teljes¶³tve, hogy i1 > i2, i2 > i3, . . ., il¡1 > il, akkor a szorzatok ¶altal¶anos
alakja

§Am1

i1i1Ai1i2A
m2

i2i2Ai2i3A
m3

i3i3Ai3i4 . . .Aml¡1

il¡1il¡1
Ail¡1ilA

ml
ilil

:

Ezt a szorzatok hossz¶ara vonatkoz¶o teljes indukci¶oval lehet bizony¶³tani.
A k¶ett¶enyez}os

£
Ai1i2 ;Ai3i4

¤
Lie-z¶ar¶ojelre azt kapjuk, hogy ez i2 = i3 eset¶en£

Ai1i2 ;Ai2i4

¤
(i4-et ¶ujra nevezhetjÄuk i3-nak), ¶es i1 = i4 eset¶en

£
Ai3i4 ;Ai4i2

¤

(itt is ¶atindexezhetjÄuk az indexeket). A l¶enyeg ism¶et, hogy teljesÄul az i1 ¸ i2,
i2 ¸ i3 ¸ i4, illetve i3 ¸ i4 = i1 ¸ i2 monotonit¶as az indexekre. TegyÄuk fel,
hogy a legfeljebb M -t¶enyez}os Lie-z¶ar¶ojelekre (¶es a rÄovidebbekre) m¶ar tudjuk
a fenti szab¶alyt. Akkor, ha az utols¶o Lie-z¶ar¶ojelez¶es k¶et t¶enyez}oj¶et tekintjÄuk,
mindegyike M vagy kevesebb t¶enyez}os:

£
A1;A2

¤
;

ahol
A1 =

£
[Aijij+1

; . . .][¢; ¢]¤

A2 =
£
[Aij ; [[Ai1i2 ;Ai3i4 ]; A]]; . . .

¤
:

Ezek mindegyik¶ere igaz, hogy

A1 = §Am1
i1i1
Ai1i2A

m2
i2i2

. . .Aml¡1

il¡1il¡1
Ail¡1il

Aml
ilil

;

A2 = §Aml
ilil
Ailil+1A

ml+1

il+1il+1
. . .A

m
l+l¡1

i
l+l¡1

i
l+l¡1

Ai
l+l¡1

i
l+l
A

m
l+l

i
l+l

i
l+l

:

Haszn¶alhattuk az A1, illetve az A2 eset¶en is az il indexet mint utols¶ot,
illetve mint els}ot. De ugyan¶ugy felcser¶elhet}o az A1 ¶es A2 szerepe, az¶ert az
itt il+l-lel jelÄolt index is megegyezhetett volna az i1-gyel, akkor is hasonl¶o
eredm¶eny ad¶odott volna, term¶eszetesen ¶atindexezve a m¶atrixokat. Innen

£
A1;A2

¤
= §Am1

i1i1Ai1i2 . . .Ail¡1ilA
ml+ml
ilil Ailil+1 . . .A

m
l+l

i
l+l

i
l+l

:
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Teh¶at az LfAij : i ¸ jg gener¶alt Lie-algebra ¶eppen az

©
Am1

i1i1
Ai1i2A

m2

i2i2
. . .Ail¡1il

Aml
ilil

ª

m¶atrixszorzatok ¶altal gener¶alt vektor-alt¶er az IRn£n-ben. A b¶azist v¶alasszuk
ki nÄovekv}o hossz szerint, a t¶enyez}ok sz¶am¶anak nÄoveked}o sorrendj¶eben minden
olyan b¶aziselemre, amely ¯x i; j-re Am1

ii Aii2A
m2

i2i2
. . .Ail¡1jA

ml

jj alak¶u. Ezeket
¶³gy rendezve alkotj¶ak a b¶azis Aij blokkj¶at. Ezeket a blokkokat pedig ren-
dezzÄuk i-ben nÄovekv}oen, j-ben csÄokken}oen minden ¯x i-re. Legyen Aii vagy
Äures: ha Aii = 0, vagy egyelem}u Aii = fAiig (ha Aii 6= 0), ¶es

A =
k[

i=1

i[

j=1

Aij :

Ebben a sorrendben fel¶³rhat¶o a Wei-Norman-egyenlet (Wei-Norman, 1964),
amelyben az

Am
i = Am1

i1i1Ai1i2A
m2
i2i2 . . .Ail¡1ilA

ml
ilil

2 Aij

elemhez rendelhet}o a gm
i (t; ¿) megold¶as. Ennek seg¶³ts¶eg¶evel az alaprendszer

fel¶³rhat¶o exponenci¶alisok szorzatak¶ent

©(t; ¿) =
kY

i=1

lY

j=1

Y

Am
i

2Aij

exp
¡
gm
i (t; ¿)Am

i

¢
:

Az Aii 2 Aii b¶aziselemekre

exp
¡
gii(t; ¿)Aii

¢
=

1X

l=0

gii(t; ¿)l

l!
Al

ii =
ni¡1X

l=0

Pil

¡
gii(t; ¿)

¢
Al

ii ;

ahol a Pil

¡
gii(t; ¿)

¢
fÄuggv¶enyek a gii(t; ¿)-nak kv¶azipolinomjai.

Egyszer}ubb kisz¶am¶³tani a tÄobbi b¶aziselem exponenci¶alis¶at, de a formu-
l¶anak vannak ¶erdekes kÄovetkezm¶enyei. KÄonny}u bel¶atni, hogy minden i > j
eset¶en az Am

i 2 Aij -re teljesÄul, hogy

(Am
i )2 = 0 ;

azaz

exp
¡
gm
i (t; ¿)Am

i

¢
= I + gm

i (t; ¿)Am
i ;

tov¶abb¶a k¶et b¶aziselem, Am
i 2 Aij ¶es Am̂

î 2 Aki2 ĵ szorzata i > j ¶es ki2 > ĵ
eset¶en szint¶en 0:

Am
i A

m̂
î = 0 :

Ha Am
i = Am1

i1i1
Ai1i2 . . .Ail¡1il

Aml

ilil
, akkor i 6= i1 eset¶en

exp
¡
gii(t; ¿)Aii

¢
Am

i = Am
i :
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¶Igy az exponenci¶alis szorzatok l¶enyegesen leegyszer}usÄodnek. P¶eld¶aul

lY

j=i

Y

Am
i

2Aij

exp
¡
gm
i (t; ¿)Am

i

¢
= exp

¡
gii(t; ¿)Aii

¢³
I +

X

i>j

X

Am
i

2Aij

gm
i (t; ¿)Am

i

´
:

KÄonnyen l¶athat¶o, hogy az (i; i) blokkban egyedÄul exp
¡
gii(t; ¿)Aii

¢
van, az

(i; j) blokkban pedig

X

Am
i

2Aij

exp
¡
gii(t; ¿)Aii

¢
gm
i (t; ¿)Am

i (7)

¶all. A tÄobbi diagon¶alis blokkban az egys¶egm¶atrixok nl (l 6= i)-dimenzi¶os
egys¶egek, m¶³g az Äosszes tÄobbi blokkban 0 ¶all.

A ©(t; ¿)-t ¶ugy kapjuk, hogy ezeket mind Äosszeszorozzuk. Ezzel minden
i = 1; 2; . . . ; k-ra hasonl¶ok¶eppen ¶³rjuk be a (7)-beli sorok blokkjait an¶elkÄul,
hogy b¶armit m¶odosuln¶anak a sorok. L¶attuk, hogy a Cauchy-f¶ele formul¶aban,
ill. a Kalman-f¶ele el¶erhet}os¶egi m¶atrixban a ©(t; ¿)B(¿) szorzatot kell sz¶amolni,
amely esetÄunkben

©(t; ¿)B(¿) =
kY

i=1

exp
¡
gii(t; ¿)Aii

¢³
I +

i¡1X

j=1

X

Am
i

2Aij

gm
i (t; ¿)Am

i

´
£

£
kX

i=1

iX

j=1

bij(¿)Bij :

(8)

Miel}ott folytatn¶ank a r¶eszletesebb t¶argyal¶ast, vizsg¶aljuk meg, hogy mi-
lyen specialit¶asa van az exp

¡
gii(t; ¿)Aii

¢
exponenci¶alisoknak. Azt tudjuk,

hogy ¶altal¶aban a ©(t; ¿) alapm¶atrixot kifejezhetjÄuk a ª(t) = ©(t; 0) m¶atrix
seg¶³ts¶eg¶evel, amit ugyancsak alapm¶atrixnak neveznek, amely a speci¶alis

_ª(t) = A(t)ª(t); ª(0) = I

kezdeti¶ert¶ek-probl¶em¶anak a megold¶asa. Ezek szerint

©(t; ¿) = ª(t)ª(¿)¡1:

Vizsg¶aljuk meg, esetÄunkben ez mit jelent az ¶atl¶oban lev}o Aii blokkok
exponenci¶alisaira. A ª(t) ¶atl¶oinak az exponenci¶alisaira azt kapjuk, hogy
azok a de¯n¶³ci¶o szerint ¶eppen az exp

¡
gii(t; 0)Aii

¢
m¶atrixok. ª(t)¡1-ben

az exp
¡¡gii(t; 0)Aii

¢
elemek ¶allnak, mert az ¶atl¶oban lev}o blokkok inverzei

lesznek az inverz ¶atl¶os blokkjai, annak kÄovetkezm¶enyek¶ent, hogy a m¶atrixunk
blokk-triangul¶aris. Teh¶at

exp
¡
gii(t; ¿)Aii

¢
= exp

¡
gii(t; 0)Aii

¢
exp

¡¡gii(¿; 0)Aii

¢
=

= exp
¡
(gii(t; 0) ¡ gii(¿; 0))Aii

¢
:
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Legyen most ®ii(t) = d
dtgii(t; 0). Ekkor

R t

¿
®ii(s) ds = gii(t; 0) ¡ gii(¿; 0),

azaz gii(t; ¿) = gii(t; 0) ¡ gii(¿; 0), vagy ezt az exponenci¶alisba be¶³rva

exp
¡
gii(t; ¿)Aii

¢
= exp

Z t

¿

®ii(s) dsAii :

Az ®ii(t) fÄuggv¶enyr}ol enn¶el tÄobb is mondhat¶o. Ehhez kisz¶amoljuk a ª(t)
alapmegold¶as egy r¶esz¶et, a diagon¶alisban ¶all¶o blokkok¶et a

ªj+1(t) = I +

Z t

0

A(t1)ªj(t1) dt1

iter¶aci¶ob¶ol, a ª0(t) = I kezd}o¶ert¶ekb}ol kiindulva.

ª1(t) = I +

Z t

0

A(t1) dt1;

ª2(t) = I+

Z t

0

A(t1) dt1 +
1

2!

³Z t

0

A(t1) dt1
´2

¡ 1

2

Z t

0

h
A(t2);

Z t2

0

A(t1) dt1
i
dt2 :

Az utols¶o tag integr¶al alatti Lie-z¶ar¶ojele abb¶ol ad¶odik, hogy a formula
kisz¶am¶³t¶as¶aban szerepet j¶atsz¶o

d

dt

³Z t

0

A(t1) dt1
´2

= A(t)
³Z t

0

A(t1) dt1
´

+
³Z t

0

A(t1) dt1
´
A(t) =

= 2A(t)

Z t

0

A(t1) dt1 +
hZ t

0

A(t1) dt1; A(t)
i

deriv¶al¶as eset¶en az A(t) ¶es
R t

0
A(t1) dt1 nem felcser¶elhet}oek, ez¶ert szÄuks¶eges

a
£R t

0
A(t1) dt1;A(t)

¤
Lie-z¶ar¶ojeles korrekci¶o. Ugyanez a harmadik hatv¶any

eset¶en

d

dt

³Z t

0

A(t1) dt1
´3

= A(t)
³Z t

0

A(t1) dt1
´2

+

Z t

0

A(t1) dt1 A(t)

Z t

0

A(t1) dt1 +

+
³Z t

0

A(t1) dt1
´2

A(t) = 3A(t)
³Z t

0

A(t1) dt1
´2

+

+ 2
hZ t

0

A(t1) dt1; A(t)
i Z t

0

A(t1) dt1 +

Z t

0

A(t1) dt1

hZ t

0

A(t1) dt1;A(t)
i
;

ez¶ert

A(t)
³Z t

0

A(t1) dt1
´2

=
1

3

d

dt

³Z t

0

A(t1) dt1
´3

¡

¡ 2

3

hZ t

0

A(t1) dt1; A(t)
i Z t

0

A(t1) dt1 ¡ 1

3

Z t

0

A(t1) dt1

hZ t

0

A(t1) dt1; A(t)
i
:
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Ezt a rekurzi¶oba be¶³rva

ª3(t) = I +

Z t

0

A(t1) dt1 +

Z t

0

A(t1)

Z t1

0

A(t2) dt2 dt1 +

+
1

2!

Z t

0

A(t1)

³Z t1

0

A(t2)dt2

´2
dt1 ¡

¡ 1

2!

Z t

0

A(t1)

Z t1

0

h
A(t2);

Z t2

0

A(t3) dt3

i
dt2 dt1 = I +

Z t

0

A(t1) dt1 +

+
1

2!

Z t

0

d

dt1

³Z t

0

A(t2)dt2

´2
dt1 ¡

1

2!

Z t

0

h
A(t2);

Z t2

0

A(t1)dt1

i
dt2 +

+
1

3!

Z t

0

d

dt1

³Z t1

0

A(t2) dt2

´3
dt1 ¡

1

3

Z t

0

hZ t1

0

A(t2) dt2; A(t1)

iZ t1

0

A(t2) dt2 dt1 ¡

¡ 1

3!

Z t

0

Z t1

0

A(t2) dt2

hZ t1

0

A(t2)dt2; A(t1)

i
dt1 =

= I +

Z t

0

A(t1)dt1 +
1

2!

³Z t

0

A(t1)dt1

´2
+
1

3!

³Z t

0

A(t1) dt1

´3
+

+
£
Lie-z¶ar¶ojelet tartalmaz¶o tagok

¤
:

Indukci¶oval lehet igazolni, hogy

ªl(t) =
lX

j=0

1

j!

³Z t

0

A(t1) dt1
´j

+
£
Lie-z¶ar¶ojelet tartalmaz¶o tagok

¤
:

A ªl(t) egyenletes konvergenci¶aja is igazolhat¶o minden kompakt intervallu-
mon. R¶aad¶asul a

lX

j=0

1

j!

³Z t

0

A(t1) dt1

´j

is egyenletesen konverg¶al az exp
R t

0 A(t1) dt1 exponenci¶alishoz, azaz

ª(t) = lim
l!1

ªl(t) 6= exp

Z t

0

A(t1) dt1

a nemkommutativit¶as miatt. Azonban a Lie-z¶ar¶ojeles tagok ii t¶³pus¶u diago-
n¶alis blokkjai mind 0-k, ez¶ert a ª(t) exp

¡
gii(t; 0)Aii

¢
blokkjaira igaz, hogy

azok exp
R t

0 A(t1) dt1 diagon¶alis blokkjaival egyenl}ok. Ezekre azonban fenn¶all,
hogy

exp
¡
gii(t; 0)Aii

¢
= exp

³Z t

0

aii(t1) dt1Aii

´
;

amib}ol gii(t; 0) =
R t

0
aii(t1) dt1 ad¶odik, azaz ®ii(t) = aii(t).
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Most m¶ar visszat¶erhetÄunk a (8) alak¶³t¶as¶ahoz. Nyilv¶anval¶oan

=
kY

i=1

exp
³Z t

¿

aii(t1) dt1Aii

´³
I +

i¡1X

j=1

X

Am
i

2Aij

gm
i (t; ¿)Am

i

´
£

£
kX

i=1

iX

j=1

bij(¿)Bij =

=
kY

i=1

exp
³Z t

¿

aii(t1) dt1Aii

´³
bii(¿)Bii +

i¡1X

j=1

X

Am
i

2Aij

gm
i (t; ¿)bij(¿)Am

i Bij

´
:

Teh¶at

x(t) =

Z t

0

©(t; ¿)B(¿)u(¿) d¿ =
kY

i=1

Z t

0

exp
³Z t

¿

aii(t1) dt1Aii

´
£

£
³
bii(¿)Biiui(¿) +

i¡1X

j=1

X

Am
i

2Aij

bij(¿)gm
i (t; ¿)Am

i Bijuj(¿)
´

d¿

¶³rja le a rendszer dinamik¶at. Ebb}ol az i-edik sorban lev}o blokkm¶atrixnak
megfelel}o xi ¶allapotra fenn¶all, hogy:

xi(t) =

Z t

0

exp
³Z t

¿

aii(t1) dt1Aii

´
Biibii(¿)ui(¿)d¿ +

+

Z t

0

exp
³Z t

¿

aii(t1) dt1Aii

´³i¡1X

j=1

X

Am
i

2Aij

Am
i Bijbij(¿)gm

i (t; ¿)uj(¿)
´

d¿:

Vajon ez milyen di®erenci¶alegyenlet megold¶ok¶eplet¶enek, Cauchy-f¶ele for-
mul¶aj¶anak tekinthet}o? Hogy ezt megkapjuk, deriv¶aljuk a kapott egyenletet,
felhaszn¶alva, hogy egy ¶un. param¶eteres integr¶alt, amelynek a param¶etere az
integr¶al fels}o hat¶ar¶aban is benne van, a

d

dt

³Z t

0

f(t; ¿) d¿
´

= f(t; t) +

Z t

0

@tf(t; ¿) d¿

formula alapj¶an deriv¶alunk, r¶aad¶asul a mi esetÄunkben az integrandus szorzat,
amelyet a szorzat deriv¶al¶asi szab¶aly¶aval deriv¶alunk. Teh¶at

_xi(t) = bii(t)Biiui(t) +

Z t

0

aii(t)Aii exp
³Z t

¿

aii(t1) dt1Aii

´
£

£
³
Biibii(¿)ui(¿) +

i¡1X

j=1

X

Am
i

2Aij

Am
i Bijbij(¿)gm

i (t; ¿)uj(¿)
´

d¿ +

+

Z t

0

exp
³Z t

¿

aii(t1) dt1Aii

´³i¡1X

j=1

X

Am
i

2Aij

Am
i Bijbij(¿)

d

dt
gm
i (t; ¿)uj(¿)

´
d¿ =

= aii(t)Aiixi(t) + bii(t)Biiui(t) +

+

Z t

0

exp
³Z t

¿

aii(t1) dt1Aii

´³i¡1X

j=1

X

Am
i

2Aij

Am
i Bijbij(¿)

d

dt
gm
i (t; ¿)uj(¿)

´
d¿ :
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L¶athat¶o, hogy az eredeti, az i-edik r¶eszrendszer egyenlet¶ehez hozz¶aj¶arul
egy az u1(t), u2(t), . . . , ui¡1(t) el}oz}o bemenetekt}ol fÄugg}o integr¶alos beavat-
koz¶o tag. Viszont az ¶³gy kapott k r¶eszrendszernek az ¶allapotfÄugg}o dinamik¶aja
sz¶etcsatol¶odott k darab fÄuggetlen dinamik¶ara. Az id}ot}ol fÄugg}o egyÄutthat¶o is
maradt az eredeti aii(t).

4 Az el¶erhet}o ¶allapotok halmaza

Az el¶erhet}o ¶allapotok le¶³r¶as¶ara is el¶eg az el¶erhet}o xi(T ) ¶allapotokat le¶³rni
minden i = 1; 2; . . . ; k eset¶en. Ehhez de¯ni¶aljuk az ¶uj B-k szerep¶et j¶atsz¶o
m¶atrixokat:

Bi = (Bii; . . . ;A
m
i Bij; . . .) ; Am

i 2
i¡1[

j=1

Aij :

Az i-edik Kalman-f¶ele ir¶any¶³that¶os¶agi-el¶erhet}os¶egi m¶atrix az a kÄovetkez}o:

(Bi;AiiBi; . . .A
ni¡1
ii Bi) ; i = 1; 2; . . . ; k :

A perzisztens gerjeszt¶es felt¶etelek¶ent nem tudunk semmi speci¶alist mon-
dani, ugyanis a Wei-Norman-di®erenci¶alegyenlet megold¶as¶ara az egyetlen
speci¶alis ¶all¶³t¶asunk az, hogy gii(t; ¿) =

R t

¿ aii(t1) dt1. Teh¶at l¶etezik olyan
gerjeszt¶esi felt¶etel, ¶es ez generikusan teljesÄul, amely mellett az el¶erhet}os¶egi
alt¶er az xi ¶allapotok el¶erhet}os¶egi altereinek a direkt Äosszege (a sz¶etcsatol¶as
miatt).

T¶etel. Az el¶erhet}os¶egi alt¶er az

Im(Bi;AiiBi; . . .A
ni¡1
ii Bi)

alterek direkt Äosszege.

ÄOsszefoglal¶as

A kÄulÄonf¶ele vertikum-t¶³pus¶u rendszerek mind gyakorlati, mind elm¶eleti je-
lent}os¶eg¶et abban l¶atjuk, hogy egy term¶eszetes algoritmiz¶al¶asi lehet}os¶eget
k¶³n¶alnak, m¶asr¶eszt az is l¶athat¶o, hogy szinte minden rendszer vertikum-t¶³pus¶u
rendszerr¶e transzform¶alhat¶o (pl. biol¶ogiai rendszerek, kÄornyezetv¶edelmi rend-
szerek stb.). Ezt az algoritmiz¶al¶asi lehet}os¶eget kiakn¶aztuk mind a meg¯gye-
l¶esi rendszerek ir¶any¶³that¶os¶aga, mind meg¯gyelhet}os¶ege vizsg¶alata sor¶an.

A cikkben a kor¶abban jellemzett vertikum-t¶³pus¶u rendszereket ¶altal¶ano-
s¶³tottuk, ¶es egy gyakorlatban nagyon fontos approxim¶aci¶os t¶etelt bizony¶³tot-
tunk ezekre vonatkoz¶oan.
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5 Megjegyz¶esek

1. Az 1. ¶abr¶an l¶athat¶o ¶es azt ¶altal¶anos¶³t¶o strukt¶ur¶ak m¶ar az elemi oper¶aci¶o-
kutat¶asi feladatokn¶al is felmerÄulnek. Ha a gr¶af kezd}opontj¶ab¶ol a v¶egpontig
vezet}o legrÄovidebb utat keressÄuk, ahol az ¶elekhez a megfelel}o r¶eszrendszerek
kÄozÄotti t¶avols¶agokat rendeljÄuk, akkor az ¶un. ,,legrÄovidebb ¶utvonal" probl¶e-
m¶ahoz jutunk. Ha azonban a gr¶af cs¶ucspontjai egy munkafolyamat, vagy egy
termel¶esi l¶anc f¶azisait mutatj¶ak, az ¶elek pedig azokat a tev¶ekenys¶egeket, ame-
lyek az egyik f¶azisb¶ol a m¶asikba val¶o eljut¶ashoz szÄuks¶egesek, akkor a ,,kritikus
¶ut" probl¶ema a teljes projekt lehet}o legkor¶abbi befejez¶esi id}otartam¶at adja
meg.

2. V¶eges f¶aval ¶abr¶azolhat¶o n-szem¶elyes j¶at¶ekok egyens¶ulypontjainak meg-
hat¶aroz¶asa is az 1. ¶abr¶ahoz hasonl¶o strukt¶ur¶ara ¶epÄul (Matsumoto ¶es Szida-
rovszky, 2016).

3. N¶eh¶any tov¶abbi alkalmaz¶asi terÄulet

² Äokol¶ogiai monitoroz¶ashoz olyan esetekben haszn¶alhat¶oak a vertikum t¶³-
pus¶u rendszerek, amikor az egyes alrendszerek szekvenci¶alisan kapcso-
l¶odnak egym¶ashoz, ¶es egy adott alrendszer ¶allapotv¶atoz¶oinak egy r¶esze
a kÄovetkez}o rendszerben exog¶en v¶altoz¶ok¶ent jelentkezik.

² Hasonl¶o a helyzet t¶apl¶al¶ekl¶ancok vizsg¶alata sor¶an, amikor a rendszer ¶al-
lapot¶at az egyens¶ulyponthoz kÄozeli pontba k¶³v¶anjuk vez¶erelni stabilit¶asi
okok miatt.

² Ipari-technol¶ogiai parkok eset¶en az ¶allam olyan ¶allapotra k¶³v¶anja ve-
z¶erelni az egyes blokkok termel¶es¶et, amelyek tÄok¶eletesen megfelelnek a
nagyobb volumen}u gazdas¶agi elk¶epzel¶eseknek. Itt arra is ¯gyelni kell,
hogy a kezdeti ¶es v¶egs}o id}opontok kÄozÄott a rendszer ¶allapota ne kerÄuljÄon
elfogadhatatlan tartom¶anyba. Ilyenkor vagy korl¶atokat teszÄunk fel a
rendszer ¶allapot¶ert¶ekeire, vagy a teljes trajekt¶ori¶at k¶³v¶anjuk ir¶any¶³tani
(Slapan ¶es Ortuzan, 2015). Hasonl¶o alkalmaz¶asok ¯gyelhet}oek meg
a termel}oi ¶es fogyaszt¶oi rendszerek (Moln¶ar ¶es Szidarovszky, 1994),
sz¶all¶³t¶as (T¶anczos et al., 2011) ¶es a k¶artev}oirt¶as (Moln¶ar et al., 2013)
eset¶en.
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CONTROLLABILITY OF VERTICUM-TYPE SYSTEMS

A special class of linear systems is examined, where the subsystems are connected
with each other by output-input relations, and these connections generate a di-
rected graph without circles. That is, these connections always move forward. The
controllability problem of any system ¯nds the set of all feasible states which can
be reachable with the appropriate choice of the control. The theory of Lie-algebras
and special matrix structures provide the theoretical basis for constructing this set.




